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In der Dynamik wéigbarer Massen haben bekanntlich die Be-
wegungsgleichungen, wenn mit T die lebendige Kraft des Systems
und mit U die Kraftefunktion bezeichnet wird, fiir das kinetische
Potential

=—T—-0U
die Form

YH d oH c—1 0
Tap, Tar s T GThEw,

worin P_ die {ufieren Krafte, p;, p.,.. py die voneinander unab-
héingigen Parameter bedeuten, und H, von U abgesehen, also T
eine homogene Funktion zweiten Grades von p,’,.. p,' darstellt,
wenn die Zwangsbedingungen des Problems, welche die Parameter
einfithren, die Variable t nicht explizite enthalten.

Unter Voraussetzung der in meiner letzten Arbeit?) angestellten
Betrachtungen tuber verborgene Bewegung sieht man leicht, daB
wenn py,..p, die verborgenen Parameter eines Problems sein
sollen, dessen iibrige Parameler g, .. qq sind, die notwendige und
hinreichende Form des kinetischen Potentials fir ein dynamisches
Problem wigharer Massen mit von der Zeit t unabhingigen Be-
dingungsgleichungen und einer Kriftefunktion, welche t und die
Parameter enthalten darf, aber von den Ableitungen der letzteren
unabhiingig sein soll, durch

H=1y(p/ P a1’ 4g) + Wt qy,- - qo) + Eph w,, (©)
A

dargestellt wird, worin f, eine homogene Funktion zweiten Grades
der eingeschlossenen Grofen bedeutet mit Koeffizienten, die nur
von (,..qs; abhingen.

') »Das Prinzip der verborgenen B‘ewegu.ng‘*. Heidelberger Akademie dar
Wissenschaften. Abteilung A. 1912, 10, Abhandlung. :

b
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In diesem Falle geht nimlich das erste System der Lacrance-

schen Gleichungen
dH | d dH

OP I dt wp :Pr (]‘:]’0_)’_.p)
OH dH
~3g Tt vy =% G=1%.9
n
d O0H
atp, Wk r=1,2,...p)

tiber, und es werden sich, wenn P, als gegebene Funktionen der
Zeit vorausgesetzt werden, aus den in p,’, .. Pp's s+ . g4 linearen
Gleichungen

s = [ 0,0 + Pi+e, = 2,().
in denen ¢, .. Cp Integrationskonstanten bedeuten, die Werle
=D Len @ O+ @y’ + - g gag)
T

ergeben, worin die Funktionen L und ¢ nur von den Parametern
qpy - - g abhiingen. Durch Substitution dieser Werte in das zweite
Laeranee’sche Gleichungsystem, welches die Parameter p, nicht
enthélt und, wenn

H— 2 Dy wy (1) = H’
X
gesetzt wird, die Form annimmt
Y O WY
0qg, = dt dq./

'=Q'
5?

folgt in bekannter Bezeichnung
E) H' d 0 Hu
_<E)+W(Tq;_):@q (SZL.@,...G)
oder, da

ab(q N (bH) n a\y} IP)I ) 63(1:;) ’

dO(H) _ /dH )
- () S

ist, wenn

T {?&Mm*hr «.;
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1) — 2,0 0,) =9
geselzl wird, fir die Parameter (. .. gy das Lacranee’sche Differen-
tialgleichungsystem
W% d 09
o d g - dt dgq,

worin das kinetische Potential § von deu Parametern p,, .. Pp un-
abhingig ist. Wenn nach Substitution der oben fir p.' gefundenen
Werte das so erhaltene kinetische Potential auch lineare Glieder in
qy's .. g enlhilt, so wird man nach den fritheren Auseinander-
setzungen auf eine verborgene Bewegung der Parameter Pis - - Pp
zuriickschlieken konmmen; daB aber solche Glieder in der Tat vor-
kommen, folgl daraus, daf die homogene Funktion zweiten Grades
fo(ps's- - Pp's @'y -- o)y deren Koeffizienten nur von g, ..q, ab-
hingen golllen, sich in zwei homogene Funktionen zweiten Grades
von der Form zerlegen lift

ZQS (S=1121-"0-‘)1

' 1ot S A Y, » ‘df% bf2 ' ’
f2(p11*'pp7 i ="q0)_ I‘2 (bpln" bpplw)-l_%‘a’(ql ] "qﬂ)v
so dab
O 0 H 2:
=1 - Folq's+ dg') 1 by Gy e /
H=F, (0 Pt ppw ) + Folm's - o)t w it q, .- qg) “" prwy(t)

wird, und sich daher
D =T (A1), Q®)+F(1 96’ ) F Wt o) ~—29r(t] (p,)

ergibt, worin die (p') lineare Funktionen der ¢/ sind; es wird so-
mit das kinetische Potential § wegen der in @, (t) vorkommenden
willktulichen Integrationskonstanten ¢, .. c,, Wwie wieder nur aus
der Zerlegung der Funktion f, in die Summe von zwei homogenen
Funktionen zweiten Grades mit zwei gesonderten Variabelnsystemen
folgt, jedenfalls in q,',.. q,' lineare Glieder enthalten, deren Koef-
fizienten von t, q, .., abhingen.

Um den Energievorrat des ursprunglichen und transformierten
Lacrance'schen Systems miteinander zu vergleichen, mag bemerkt
werden, daB, wenn allgemein ein beliebig aus der Zeit t, den Para-
mefern py,...p, und deren ersten Ableitungen zusammengesetztes
kinetisches Potentinl K den Lacranee’schen Gleichungen

dK d 0K
—_ + =P s=1,2,...p
d p, dt op, 8 (s=1,2, W)
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zu Grunde liegt die Beziehung

tﬁ +Z

vermoge jener Differentialgleichungen in

(= T ) = 35— S

oder, wenn P, =0 und der Energievorrat

K—Zps' bK, =k

0 re

dp,
gesetzt wird, in
dE K
dt — dt
ibergeht. Sondert man ferner in K die in Py ... py linearen
Glieder ab und setzt
K:!ﬁ‘l—chs(t, pls"pp‘.)Pslv
so wird
N, 08
E—K— z — _Z , R
R ps bpsv @!
und wenn die cp-Funktlonen t nicht explizite enthalten
d¢ _ oR
t ot
sein, wiihrend die Lacraxee’schen Gleichungen nur dann die Form
L d IR

dp, dat dp,’ =P

annehmen, wenn ¢, die Variable t nicht explizite enthilt, und
aukerdem

09,  dqg
9 pg 9 pq
ist, also bekanntlich der Ausdruck

st (Pus - - D) By’

als ein vollstandiger nach t genommener Differentialquotient aus
dem kinetischen Potential fortgelassen werden darf. Zur Berech-

nung des Energievorrates konnen also in dem kinetischen Potential
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erster Ordnung die in den Grofien p,',...p, linearen Glieder fort-
gelassen werden.
Hiernach wird far das oben angenommene kinetische Potential

_ oH
H=F (3o npp SO EEACURTE RECPARERE I N0

die den urspringlichen Lacraxee’'schen Differentialgleichungen zu-
gehorige Energic

dH
J— . R r
B=H Zpr dp,’ 2% 3q,

in

N <au M

- D, " Pp ) %2 ‘((h’v ' QGW + W(ts Qi - (IO') +2p}‘ W}“(t)

iibergehen. Fir das transformierte Lacravee'sche System in den
{ys - - (g, dessen kinetisches Potential durch

H=T, ‘(Ql (1), .. Qp (1)) + e (qh fyor qd') + w (‘tv Qi - - QG) _ZQI (t) (Pr,)

dargestellt war, konnen zunichst nach der vorher gemachten Be-
merkung fiir die Berechnung der Energie die in g,,..q, linearen
Glieder fortgelassen werden, und es wird sich somit, da

1) = D Ly (@, ) F 10"+ - G )

war, das kinetische Potential

O =Ty (Q (t),..Q (t))‘l“%z(ql:-~CI<J')+U~’(ts_CIU--'qW)

- ZLr I Qr (t) Qr] (tL
r, T,

ergeben, worin Lry, Funktionen von q,..qq sind; um nun die
Energie des transformierten Systems :

. ~ 39,
E'=§, —qu' “b_;?lr“
g

zu berechnen, bemerke man, daf, weil

S A+ B

oder fir ¢;'=..=¢q4' =0

= 2 (F, + &2)
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OH
0 Y (- =L QM1Q (
(E(pl)(bpr ))ql,_ _qa,zo ; Ty 1() TJ()

= 2T, (2, (1), .. 2, (1)

ist, , in

O =—TF, (2 (1),.. Q) + 3 (4, .. ds') -+ w(t, qq, .. dg)
tibergeht, und somit .

B = —T, (Ql (t), .. Qp (t)) — 0y (q2'; - - Is' )+ w (ta .. o)
wird.

Bs folgt somit, dak nur dann der Energievorrat der urspriing-
lichen Bewegungsgleichungen und der des transformierten Systems
derselbe ist, wenn wy (1) = 0, also das urspriingliche kinetische
Potential die Form hat

H=f, (bt . Pp’s di's - . d¢') + w (tqp, .. o )s

worin die Koeffizienten von f, nur von i - - g abhiingen, das
Potential somit die Parameter P, .. pp nicht enthalt,

Man sieht endlich leicht, dag die fir die Existenz verborgener
Parameter in einem dynamischen Problem wigbarer Massen not-
wendige und hinreichende Form fiir ein kinetisches Potential erster
Ordnung, in welchem die Kriftefunktion allgemein von der Zeit,
den Parametern des Problems und deren ersten Ableitungen ab-
hiingt, durch den Ausdruck gegeben ist

19,1110

D=t ppa’s- q5') +w(t.q,... qq) ‘f‘Zpr i ,

worin f, eine homogene Funktion zweilen Grades ist mit Koefli-
zienten, welche nur von , .. qe abhéngen.
Setzt man namlich

=6 pias g +witq,.... a) s

so gehen die Lacrance’'schen Beweﬂngsgleichungen fir das kinetische
Potential H in

_ Ay (t, qi, - - qg) )

dt T PO
_— E)_Hl_ - Z d _Zlip_y (t qi: - - qg) L
3 q Prg dq, !

d /oH, Oy (t, Ay - - q)
at ( dq T 21% BT "*) = Q
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d dH, v, (4 oy « - do) :
der — ==
oaer d bpr P —1— dt (I‘ ‘1!2! P)
le + d 0H, —q 2 O w, (b gy, dg) (c=1.2,..0)
dt Dqs dq, T

tiber. Seien wieder P und (), gegebene Funktionen von t, so wird
man aus den Integralen des ersten Gleichungsystems

H |
= [Pdt 4, (b a4 a0 o,

die Werte von p,',..p, als lineare Funktionen von q,', .. qs" und
~den rechten Seiten dieser Gleichungen mit Koeffizienten, die nur
von ¢, .., abhingen, berechnen und in das zweite Gleichung-
system einsetzen konnen, so dat wieder in den frilheren Bezeich-
» nungen

- () + (30T 220

folgt. Genau wie oben ist dann ersichtlich, dak, wenn _
6—H)— O | [Bdt+utan. a)te|m)

gesetzt wird, sich fir die Parameter qy,..q,; das Laeranee’sche
Differentialgleichungsystem ergibt

@ d 3% _
. Tat g,

worin das Kkinetische Poltentiam $ vermdge der Substitution der
Werte firr (p,)) die Ableitungen q,', .. q;' auch in der ersten Potenz
enthiilt., _ -
Nachdem nunmehr die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen der Existenz einer verborgenen Bewegung bei dyna-
mischen Problemen wigbarer Massen fiir ein kinetisches Potential
erster Ordnung unter der Voraussetzung entwickelt worden, dab
die Zwangsbedingungen die Zeit t nicht explizite enthalten, daB
diese Variable dagegen nebst den Parametern des Problems und
deren ersten Ableitungen in der Kraftefunktion vorkommen darf,
will ich noch auf die an die Theorie der monozyklischen Systeme
sich anschliefenden Ausfiihrungen von Hermmovrz?) tber unvoll-

%) Wissenschaftliche Abhandlungen. Dritter Band. S. 215.
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stindige Probleme niher eingehen, welche wesentlicher Erginzungen
bediirfen.

Gehen wir wieder von dynamischen Problemen aus, deren
Kriflefunktion auch die Zeit t explizite enthalten darf, und nehmen
an, dab das kinetische Potential der identischen Beziehung unterliegt

0* H

e — = = Q9
(\)prrbq =0 (1 17=1 Py S 1,-4,;-.0'),

also die Form hat
H=Z f (oo, ) p/? +2 zf (Pis v an . ) p/p,
LD N RRE OIS ) 3 N RN A EALRES (5 )

so werden die zugehdrigen Lacraxce’schen D]fferentm]n‘leuhunoen
]auien

_oH : 2 e Y YH
hp Jrszl’bp P +Z bpr ﬁp pr op,dg, b = Fr

’ (I '—J=~7--p)
dH ¥H 3 H 0 H
—_——— —— L
dq, +2 dq, dp, op P dq, dq Ge, T Z dq,' <‘>q’ qsl’ Q
(s=1,2,..0).

Machen wir nun die Vor aussetzung, daB Pr=0 ist, und nehmen
ferner an, daB die beiden Lacraxer’schen lefelentm]gle)chungsysteme
ein partikulires Integralsystem besitzen, Ffu welches die Parameter
Pis -« - Pp konstant, also p,'=.. = p/=p'"=...= =P, =0 sind,
80 Werden vermoge der oben angenommenen I“orm des Kinetischen
Potentials die beiden Lacraxce'schen Gleichungen fir dieses Par tikular-
system der p in |

oH
ap, 0 =120
o’ H , 32 H ,
q H_ ., e |
bqs +quq’bqs o +qu'ﬁq 7 s, Q (s 1,2,...0)
tibergehen?), wenn @berall p/=p " =0 geselzt wird. Bemclmet

man aus den p ersten Gleichungen p,,. - Pp und setzt

'} Die Bemerkung von Heimnonrz, daf unter der Vorausselzung

92 H
o —_— =
b= 0 g =0
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P, =W, (tv qQ1s - - Qs qh’a .. qo")’

so werden sich zuniichst, wenn diese Werte fiir p, nebst p’ )
p,/ =0 in das zweite Lacraxce’sche Sybtem eingesetzt Welrden, die
Gleichungen ergeben '

OH d /0H
o ((\qs) + dt (bqs’). = Qo

und bemerkt man, dak die p. der Annahme nach Konstanten sein
sollen, so wird die notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
dak em solches konstantes Partikularsystem der p existiert, die sein,
dal die letzten ¢ Laeraxce'schen Gleichungen fiir die q und die p
Differentialgleichungen

oy, i‘Mp '
D qu J=0 (r=1,9,..9)

gemeinsame lntegmlsysteme besitzen.
Ist dies nun der Fall, so wird, weil
oH )

d(H) _/dH n dYH\O()
3. (hq) Z(bpr)bqsm da, /

() _ /D HY dHy o) OH
d (0({ ) +z(bpr) dq,) (.bqs’)

ist, wenn

TN

B = (H)

far die Substitution p,=w, p,/=0, p/' = 0 gesetzt wird, das
Differentialgleichungsystem zur Bestimmung des den konstanten p
zugehorigen Partikularsystems der ¢, sich wieder ein System von
Lacranee’schen Differentialgleichungen
2B L A38 g k=1,2..0
T dq q, dtdgqg/ s
ergeben, worin das kinetnsche Potential § eine komplizierte, aus t,
(rs « » Gg 1y -+ 44 zusammengesetzte Form annehmen kann.
Habe z. B. ein dynamisches Problem mit zwei voneinander
unabhiingigen Parametern p und q das kinetische Potential

H="f(p,q)p+o(p qq?®+F(p q)

.Bewegungen des Systems mdglich sind; bei denen die p, dauernd konstant also
die p” = 0 bleiben®, ist nicht zutreffend, vielmehr muk, wie sich oben zeigen
wird, die Moglichkeit solcher Bewegungen in die Bedingungen fir die Durch-
fiihrung der Theorie der unvollstindigen Probleme aufgenommen werden,
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welches der oben aufgestellten Bedingung geniigt, so werden die
beiden Lacranee'schen Gleichungen unter der Voraussetzung,, dag
ein partikulires Integralsystem existiert, far welches p konstant ist,
als Differentialgleichungen far das unvollstandige Problem lauten

(‘MP o

dIp +i’)p
o9 ) bli O e M
q q'? 4 +2¢q Q,

wobei jedoch die Funktionen f, @, F im kinetischen Potential nicht
beliebig gewihlt werden darfen, sondern so, daB ein Partikular-
system von Integralen mit konstantem p existiert. Um die Be-
dingung hierfir zu finden, stelle man mit den beiden letzten
Gleichungen unter der Voraussetzung eines konstanten p = ¢, also
p' =p” =0 den nach t genommenen Differentialquotienten der
ersten derselben
" b F I
q' q +bpbq e =0

bp bpbq

zusammen, so daB sich unter der Annahme, daf das partikulare
Integralsystem nicht durch p =¢, q=-¢, gegeben sein soll, durch
Elimination von ¢’* und ¢" zwischen diesen drei Gleichungen die
nur von p==¢, q und Q abhingige Bedingungsgleichung ergibt

OF 0% 0@ 0@ 0 F 0 ? B) F

‘f)p( dpdq  dp bq) bp( (‘)pbq bp dDq +Q)—O
welche, wenn dem konstanten Werte von p fiir den Parameter q
nicht ein konstanter Werl oder eine lediglich durch die fukere Kraft Q
ohne Integrationskonstanten fest hestimmte Funktion von t ent-
sprechen soll, fir Q die Annahme eines konstanten Wertes erfordert
und daher eine in p und ¢ identische sein muf. Setzt man nun
den aus der ersien der beiden obigen Gleichungen sich ergebenden
Wert von p als Funktion von ¢ und q' in die zweite Gleichung

ein, so wird sich fir die Variable q die Laerance'sche Gleichung
ergeben

d 08

29
g +dltbq =0,

worin das kinetische Potential erster Ordnung durch den Ausdruck

gegeben ist
D= (2@ a)q? + (F(p, q)).
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Sei z. B.
‘P(})yq) =PpPq, F(pscﬂ:“ "% +p, Q=0,

also das kinetische Potential
H={({p,qp*+paq? + % + p,

so werden zuniichst die beiden Laerance’'schen Gleichungen fir
p' = p" =0 die Form annehmen o

‘ q
qq'?— =+ +1=0
1q p2+

])2 qu _l_gp% qqnzl’ |
und die oben aufgestellte Bedingung fur die Moglichkeit eines parti-
kuliren Integralsystems, in welchem p konstant ist, wird identisch

erfallt sein.
Setzt man nun aus der ersten dieser beiden Gleichungen den

Wert von
g —_d
Y qq®+1
in die zweite Gleichung ein, so folgt
9 q‘z qn =1,

und dieselbe Beziehung erhilt man, wenn man unter Ausschiuf
von ¢’ =0 den Ausdruck fir p? nach t differentiert und p’=20
setzt; substituiert man den aus dem allgemeinen Integral dieser
Differentiaigleichung ‘

a .
f \/;—q—_—id q=t-+k, -
worin k und k, Integrationskonstanten, sich ergebenden Wert

von q in den obigen Ausdruck far p?, so ergibt sich in der

Tat p* =T1~, also konstant. Bildet man endlich das kinetische

Potential -y + "
— i (9) oy P+ 449

so geht § durch Substitution des oben gefundenen Wertes von p in

P=2VET T g
uber, und hiernach, wie unmittelbar zu sehen, die zugehorige
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Laeranee’sche Gleichung wieder die oben erhaltene Differential-
gleichung zweiter Ordnung.

Allgemeiner gefafit werden sich die Probleme der verborgenen
Bewegung ebenso wie die unvollstindigen Probleme der Frage unter-
ordnen, ob und wann fiir die Bewegung eines Systems von Punkten,
welche in den Koordinaten ausdriickbaren Zwangsbedingungen unter-
liegen und also Lacraxce’schen Differentialgleichungen in den Para-
metern gentigen, die Veriinderungen eines Teiles dieser Parameter
mit der Zeit wieder durch Lacravce’sche Gleichungen fir ein anderes
kinetisches Potential erster Ordnung beschrieben werden konnen ;
wir werden somit auf die Untersuchung des Eliminationsproblems
einer bestimmten Anzahl von Parametern gefithrt und auf die Frage,
wann die Laeranee’schen Differentialgleichungen, welche unter be-
stimmten Bedingungen das Eliminationsresultat darstellen, wieder
einem kinetischen Potential erster Ordnung zugehéren.

Die Beantwortung dieser Frage wird wesentlich andere Methoden
erfordern als die zur Behandlung der verborgenen Bewegung und
der unvollstindigen Probleme zur Anwendung gekommenen, welche
die Unabhéngigkeit des kinetischen Potentials von einzelnen Para-
metern oder hestimmte Eigenschaften von partikuliren Integral-
systemen der Bewegungsgleichungen voraussetzen. FEs wird zunichst
genigen, diese Methoden fir den Fall der Elimination eines Para-
meters zwischen zwei einem dynamischen Probleme wigbarer Massen
zugehorigen Lacranee’schen Gleichungen unter der V oraussetzung zu
erliutern, daf die Zwangsbedingungen die Zeit t nicht explizite ent-
halten, und dann zu der Behandlung des Eliminationsproblems einer
beliebigen Anzahl von Parametern fir ein allgemeines Lag
sches Differentialgleichungsystem liberzugehen.

Habe das auf zwei freie Parameter reduzierte kinetische Poten-
tial die Form

H=o ) p” 4+ 20, (0, ) p" q' 4+ 05 (0. ) 42 + w (p, q),
fir welches die beiden Licraxee'schen Gleichungen

OH d oH oH d oH
- Top Tatay 7% T3 Tdteg =@
seien, so wird man unter der Annahme, daf die erstere dieser
Gleichungen die Groken p’ und p" nicht enthill — bei den un-
vollstindigen Problemen wurden sie gleich Null gesetzt vermoge der
Voraussetzung eines konstanten partikularen Integralwertes von p —

aus dieser Gleichung p als Funktion von q, q',q" ausdritcken und

RANGE -
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in die zweite Lacraxce'sche Gleichung einsetzen konnen. Man sieht

aber unmittelbar aus jener Gleichung, daB, wenn der Koeffizient

von p’ ' |
2@, (p,q)=0

ist, auch der von p' verschwindet, und es wird diese Gleichung

daher die Form annehmen

,,_((‘)% —_9 U‘pz)qm_ Oy

o) ~
=P dp ~ ~ dq dp

=0,

aus welcher sich _

p="1(qq\q")
ergeben mag. Dieser Wert von p in die zweite Lacrance’sche
Gleichung substituiert fihrt dieselbe in

_pmy_ Ry,
0 g dt \3q’/

iiber, withrend das transformierte kinetische Potential ‘]au_t‘et
af ‘
(H) =2 g, q) pd+ead* +wia

und somit in q'" linear ist. Da aber infolger der bekannten Be-
ziehungen '

M) _ A dm) ) A6 b(p)

d dt dq ' dq  dt dq"

D) _d dpE ) k) _ «‘)(p)

g T At dq” dq'' dg" T ¥y

die Gleichungen bestehen

oy (‘b H) n ?)II) d(p) ( ) d d(p)

d (4 0q VO p i)q dt dq
?)(”) hH) 1 (EE) d(p) | hE p b(p)
d g (*‘* q' dp/dg + 013

d (H) (I\ I]) 0 (p) 1 ( d H) (_l_g ) N _5)_@)
dy" ~ \ap/ dg” op'/jdtag” ' oq
3 (H) 0H\ d(p)

N q" — dp/ bq" J

so folgt unmitielbar vermoge der fiir den P‘uametel P bestehenden
Lacrance’schen Gleichung, daf

dH) __d dHE)  d® dE)  d b(H)_(bH) d(bH
dq At dq’ T dt* dg"  dt* dg”  \dg/ dt aq)
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ist, und dak somit durch Substitution des oben als Funktion von
4y g, q  hergeleiteten Wertes von p die zweite Lacranee'sche
(leichung in
E)(H) + d o(H) d* d(H) d? b(H)_ 0
dt dq dt? dq” dt* og™
ubergeht, in welcher das kinetische Potential
(H) = wlg, 4% 9") g + w (g, 4, q")
von der dritten Ordnung und in g’ linear ist. Selzt man nun

H, =fw (0. ¢, q")dq",

so wird

ag, L fvw. . o ow .
m“—-fJfrqdﬁl —i‘Qqu'dq +wq” =H,

als ein total nach t genommener Differentialquotient einer Funktion
von ¢, ¢, q" der Differentialgleichung
o d o0H," a2 E)H[_ d* dH,”
dq dt ¢ dt? dg" T de dq”"
identisch geniigen, wie aus der Variationsrechnung bekannt ist,
oder auch aus den Beziehungen
0H,” d dH, OH,’ d o0H, 0 H,

=0

dq At dq ' dq  dt dq d
OH° _d dH, | dH, H/' _ dH,
dq” dt dq” dq" T dqT T vy

unmittelbar hervorgeht. Bildet man somit
(H)‘ - Hl" = @-

so erhilt man fir das kinetische Potential § die Lasrance’sche
Gleichung

@ d 3§ & 3B | d°
+dt dq.  dt? dg” +dt3 c"'_Q’

oder da

) rr ’ Va‘w‘ ' " blU ry
p=uwlgd,q )—qudq —q![b—q-rdq

die GroBe ¢ nicht mehr enthilt, die Differentialgleichung

0p , d 39 d* 3§
T dq - dt dgq dt® d¥q” =0
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fir das kinetische Potential zweiter Ordnung £, in welchem nach
der oben fiiv H zu Grunde gelegten Form

;o . of
w = 2(p,)q “’7‘7}”7’ w; = 2(@s)q ( q ‘|‘ , q ) + (93)q* + (W)
ist.
Soll nun die durch Elimination von p erhaltene Differential-
gleichung von der zweiten Ordnung, also das zugehérige kinetische
Potential von der ersten Ordnung oder von der zweiten Ordnung,

: : . o*H ...
aber in q" linear sein, so muf b—q—?g identisch Null oder
0% w, , 0w o Qtw dw
I i vr vy +q W—]‘gw
seiin, wiithrend p = f(q, q', q"") die Gleichung

o —((32) = (2o (7)o

identisch befriedigt. Ist das kinetische Potential zweiter Ordnung
§ linear in ", so kann man es wie oben auf ein Potential erster
Ordnung reduzieren. Fehlt in der ersten Lacranee’schen Gleichung
die Grofe "', wofir die notwendige und hinreichende Bedmgung
die ist, dafi in dem kinetischen Potential H
@, (p,q) =0

ist, so sieht man leicht, daB, weil der Ausdruck fir p dann nur
von ¢ und ¢' abhingt, (H) = § ein kinetisches Potential erster
Ordnung, also die zugehorige Bewegungsgleichung von der zweiteu
Ordnung sein wird. _

Fir Lacnance'sche Gleichungen mit mehr als zwei Parametern
geslaltet sich jedoch die Methode und.das Resultat der Elimination
wesentlich anders; aber es wird auch hier gentigen, die Betrachtung
an vier solchen Gleichungen dur chzufuhren, aus denen zwei Para-
meter eliminiert werden sollen.

Seien die dem kinetischen Potential

H=0,p:"” 4+ 20;5p:'p:" + @y P+ @'+ 26y PRI P o PO
T20uD’ 4+ 2D G+ 2w e ) 2 W Dy @' 4 F,
worin die Funktionen @, f, y, ' von den Parametern p,, Pas Quy (o

abhiingen, zugehorigen Laerance'schen Gleichungen

3H | d dH dH | 4 JdH
Aoy =% T, Tat g,

O Py =Qy (a=1,2),

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, math.-naturw. K1, 1912, A. 18. 2
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und sollen die Parameter p; und p, zwischen diesen vier Gleichungen
unter der Annahme eliminiert werden, daf in den ersten beiden
die ersten und zweiten Ableitungen dieser Grofien nicht enthalten
sind, so ergibt sich zunéchst unmittelbar, daB das Fehlen der Ab-
leitungen p,"’, p,"’" die Bedingungen erfordert
P =0, @3 =0, @y =10,

und dab ferner das der Grofen p,', p,' — unter der Voraussetzung
zweier Gleichungen zog das Verschwinden von p"’ das von p' nach
sich — in den so entstehenden Lacraxce'schen Gleichungen die Be-
dingungen liefert

O‘U1L= 0 Yy, L) Yig _ DWOg

O, Op, © Op, O py

H
dak also

W dpr +wyy dp, und Wiz Apy + Wy dpy
vollstindige Differentiale in Bezug auf p; und p, sein miissen,

Unter diesen Bedingungen fir die w-Funktionen werden somit fiir
das kinetische Potential

H=1,q"” 4 21, G gy szCJ- + —‘PuPt 4+ 2y, P g’
-+ 2y, p,' I+ 2y, p,' @ +F

die den Parametern p; und p, zugehorigen Differentialgleichungen

6&1] f2 ble (\)f:):) 6“’ bw b
ol g a3 (D )
“op, dp, TS, Y dyy | g /W
Oy ( OF Vo
+2- g;llj_ ' — SPT + 2y, q" -2 Wy =0
b fl-l 19 b fl? b r—')fl 0 LI.' b w (\) qJ
e — 9 2 ! 4% 12 9 20 ro 9 21 22) oot
ope M Tap, I Tap, T Ay (6(1: RETWAR
Oy, OF ‘ .
Ty O Ty T 2Um " 2ungy = 0

die GroBen p,’, py’, Py, ps nicht enthalten, und man wird somit
aus diesen p, und p, in der Form berechnen kénnen

p; = F (qy, (s, (Jh’, qz’a Ch”: (12”): P2 = Fy (qy, (o, 'y o s qQy s dQe ).

Substituirt man diese Werte fir p, und p, in das kinetische
Potential H, so dak sich

(H) = (f) g F 4+ 2 (f,0) 4 s -F (fs0) qe'? -+ 2 (Wu) qi

dt
\ , dF , , dF
-+ 2(%2)5]2 “‘d*tL + 2 (‘Pﬂ)‘(h ’Eﬂg‘ + 2 (w,0) CJ2 BEYE ‘l“ (F)
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ergibt, worin die Argumente der eingeklammerten Funktionen q,,

Qoy U1y 9o s '+ ga sind, so nehmen vermoge der beiden ersten
Lacrance’schen Gleichungen

__0oH 4 d OH

0 Pg dt dp,

=0 @=1,9)

mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen zwischen den mnach t
genommenen lotalen und den partiellen Differentialquotienten
der Parameter und deren Ableitungen die beiden zu q; und g
gehorigen Differentialgleichungen die Form an

L), A dE) 4 d(HE) |, 4 d(H)

U g~ A g T AE sy =0 @=1.9)

Sefzt man nun
H)=uw g + wq -+ w,

worin w, w;, W, Funktionen von Uiy Uos Q1 s Qo s Qi s Ga sind, so
folgt aus dem obigen Werle von (H)

, 0 F, , oF ,0F oF,
wy == 2 () qy ?)_CFT +2(w2) 12 liv + 2(We1) 4 b——?" 2Wee)qs 3, X

1

‘ \F oF, oF oF
Wy == 6;'(‘1’11)(11 g i (‘sz)(ls bqg" 2wgy )y 5 Dy %+ 2 (‘4’02)‘312 ?. y

worin die y-Funktionen von q;, g, und deren ersten und zweiten
Ableitungen abhiingen, und es ist leicht ersichtlich, dak vermoge
der oben fiir die y gefundenen Bedingungen, die Bestandteile voll-
stindiger Differentiale zu sein, sich die Beziehung ergibt

dw,  Ouw,
TR T

Selzt man nunmehr

so folgt
oW, 3
dqy” Vo *
und es wird somit der nach t genommene totale Differentialquotient

. O0H, ., dH, ., , dH,
H, 2‘6;1*11’(11 +Fcﬁ‘fh + 5(2' Ie “I“ by 'q2 g wygy”

ok

— = e
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den Differentialgleichungen

oH/’ d OH/ d* o H, o d® oH/

dg Al dq, Ay T ap ey =0 =19

identiseh gentigen. Das kinetische Potential
H=H) —H/

liefert somit, da die Gréfen «,"”, ¢, aus der Dilferenz heraus-
fallen, und dieses also nur von der zweiten Ordnung ist, fiir die
Parameter q, und ¢, die beiden Lagraxceschen Gleichungen

00 , d 0p & b
dqq, ' dt dq,  dt? dq, ¢

Soll aber die Flimination der Parameter p, und ps auf zwei
Laeravee'sche Differentialgleichungen fir die Parameter ¢ und
fiihren, wie sie einem dynamischen Probleme wilgharer Massen ent-
sprechen, sollen diese also zweiter Ordnung und das kinetische
Potential § von der ersten Ordnung oder unter einer {thnlichen
Voraussetzang wie f{iiher von der zweiten Ordnung, aber linear in
q;" und q," sein, so miissen die Bedingungen erfillt sein

_b(h”é == U, bq?,@ = O,

welche wir noch in anderer Weise auf Grund der folgenden Uber-
legungen ausdriicken konnen, Sollen sich nimlich aus den beiden
oben fir p; und p, aulgestellten Lacraxce’schen Gleichungen diese
Parameter nur als Funktionen von g, (o, ', q,” in der Form
ergehen

Py =Fr(qs: des 45 92), P2 =Fy (1qy, oy qi'’s )

so folgt unmittelbar aus den nach Substitution dieser Werte in die
Differentialgleichungen sich ergebenden identischen Beziehungen,
dak die Koeffizienten von ¢, und ¢,” verschwinden miissen, also

Wi (1, Fy, @, o) = 0, wio (Fy, Fa, gy, qz) = 0, Wy (I, Fy, Uy G) = 0,
Was (Fh Fz: Uy qg) =1{

sein wird. Hieraus folgt aber, da die Funktionen F . und F, nur
von (; und (, abhingen diirfen, und da sodann durch Substitution
der Werte

Pr=Fi(q,d2), p.=Fs(q, q)
auch
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bf“> (’Mp ) ( m‘)fq E)Lp ) (blp )) _
— (=) 1o ,,11 of 12 L1 OWie
( (a Py —i (\) q] ‘ + b qg + b ql ql q2

_ ﬁ“n (E‘J’_y o (E’L) _
+< - “Pl N Dy ))q._; Op, =90
und

IS N T ML) U
( (OP‘) + 04y e Ay T dq, T dg )Ch e H
Mm , (‘)qJ;r,) ' ( oF ) . . |

+( m "\ g, /) o/

sein muls, so ergeben sich als notwendige Bedingungen dafiir, daB

das kinelische Potential (H) von der ersten Ordnung, also die zu

¢, und ¢, gehorigen Laeraxee'schen Differentialgleichungen von der
zweiten Ordnung sind, die, daB die Gleichungen

0 fy; b‘«!Jn 0fiq oYy, E“Uw bfzs b%z
—_— =0, ——= ‘ 22— =40 {
op, ' 7 dg, Ty * 0q;, t oqy 0 e t dq,
dfy, bWel s Oy aWw bfzz dy,
- — O’ — = 2 2 — '} 1
dp; " dq, ops T 0y T 0 T dpy T dqp
Wi =0 Y, =0 yy =0 yp, =0

OoF oF

) T . S
op, Oy

durch dieselben Funktionen p, und p, von g, und g, befriedigt
werden. Sind diese Bedingungen erfiillt, so geht durch Substitution
dieser Werle von p; und p, das kinetische Potential {ber in

(M =) a4+ 200 a0 + () q2'2.+ (F),

welchem dic beiden Lacrance’schen Gleichungen zugehdren

M) a g 5 0) (2206 _ 200l
(‘)q,' +®6q2 @+ dq, d 92

+ 2(f;1) fh” + 2(f5) g — 3(F) = Qy,

dq;
Mhs) )) , b{f )4
g Vlhe) Ol 2 g O e
( ‘\fl Oy T ax

i + b(fEQ)

. o0
+2(fo) " 4 2(fe) " - (Cf‘) = Q.
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So wird das kinetische Potential
H=2qp ¢+ 2 p: — 3P,y g — 2ps ¢y ¢ 2
+2(qip,— PPy 4 -+ 2 (1 pe— ¢ ) p g -+ 2 (—p+ ng)p‘z’%,

2 2
+ 2 — @GP+ - —pog T — g p,,

die zu p, und p, gehorigen Lacraxee’schen Gleichungen liefern

=%+ 2 — ) g, —aqq) =0
P — ¢+ (P — q2) ((p1 +d)q, —2q q2”) =0,
welchen
=0 P=q,’

geniigen, und diese Werte befriedigen in der Tat die oben fir die
Koeffizienten des kinetischen Potentials aufgestellten Bedingungen;
das durch diese Substitution transformierte kinetische Potential

H) =200 0" — 44 q ¢" — 20,°¢,  — g, — Jp
fuhrt sodann fir die Parameter ¢, und q, auf die Differential-
gleichungen zweiter Ordnung |

Layae®q —4q gy 2 G ¢ ® + 8¢ oy gy + 2 ds™
+2q= Q

—4({12(12[[1”—4-‘%3%" —12q, qoq, — 12q,%q,"q," + G = Qy,

welche der Form der Differentialgleichungen dynamischer Probleme
entsprechen, und nebst den oben gefundenen Werten von p; und
pe ein partikuliires Integralsystem der vorgelegten Laeranse'schen
Gleichungen liefern werden.

C. F. Wintersche Buchdruckerel.



