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Bekanntlich gelten im Raume die beiden den Involutions-
'Satzen fir das vollstindige Viereck und Vierseit in der Ebene ent-
sprechenden Sitze:

Die Gegenelemente eines vollstindigen Raumftinfecks (Raum-
fiinfseils) bestimmen in jeder ihm nicht angehorigen Ebene (in jedem
ihm nicht angehorigen Punkt) zehn Paare von Polarelementen eines
Polarfeldes (Polarbiindels)?). _

Ob das auf diese Weise bestimmte Polargebilde elliptiscih oder
hyperbolisch ist, kann man nach ebenso einfachen und anschaulichen
geometrischen Kriterien entscheiden, wie sie fiir die durch ein voll-
stindiges Viereck oder Vierseit bestimmten Involutionen existieren?).
Fiir den Fall des Rawmfiinfseits lassen sich diese Kriterien direkt
aus einer frither verdffentlichten Arbeit®) herleiten. Sie verlieren
aber bei ihrer Ubertragung auf den dualistisch entsprechenden Fall,
die natirlich prinzipiell keine Schwierigkeit bietet, wesentlich an
Anschaulichkeit, weil die Teilung des Punktraums durch ein Raum-
finfseit der unmittelbaren Anschauung viel leichter zuginglich ist
wie die Teilung des Ebenenraums durch ein Raumfiinfeck. Man
kann nun zwar, wie wir sehen werden, auch bei den Kriterien
fir das Raumfiinfeck mit der ersten Raumteilung auskommen, es
ist aber an und fiir sich von Interesse, auch die zweite zu unter-
suchen und sie der Anschauung moglichst nahe zu bringen.

Zu diesem Zweck werden im Folgenden zuerst die Kriterien,
die zur Unterseheidung der Gebiete der durch ein Raumfiinfseit P

1) Vgl. Reve, Geom. d. Lage, Bd. 2 (4. Aufl), p. 107. — Ein (vollstindiges)
Raumfiinfseit P ist ein System von finf Ebenen o, 8, Y, d, €, von denen nicht vier
mit demselben Punkt inzidieren. Diese fiinf Ebenen sind seine Seiten, die zehn
Geraden |aB|, |a¥],.... seine Kanten, die zehn Punkte (aB ), (apd), ... seine
Ecken, und zu der Kante |af| gehort als Gegenelement die Ecke (y de). — Ein
Punkt P gehort dem Raumfiinfseit micht# an, wenn er mit keiner von dessen
Seiten inzidiert. '

Dualistisch entsprechend wird das (vollstindige} Reumfinfeck ® mit den
Ecken A,B,C,D,E, den Kanten |AB|,... und den Seiten [ABC], ... definiert.
?) Vgl. Herrrer und Koexrer, Lehrb. d. analyt. Geom., Bd. 1, p. 171 u. 216.

%) Archiv d. Math. u. Phys., lIL Reihe, Bd. 6 (1904), p.95.
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hervorgerufenen Raumteilung dienen, so gefaft, dak sich aus ihnen
die dualistisch entsprechenden fiir das Raumfiinfeck direkt ablesen
lassen. Dann aber wird gezeigt, dah man, um die Lage einer
Ebene 7w in bezug auf ein Raumfiinfeck R zu bestimmen, nur fest-
zustellen braucht, wie irgend eine Ecke von it in bezug auf ein

durch it und ™ bestimmtes Raumfinfseit liegt, — daf man also
statt jener stels diese anschaulichere Raumteilung beniitzen kann
(Nr. 1). — Dabei stellt sich heraus, daf man in der affinen Geo-

metrie je nach der Lage, die die unecigentliche Ebene in bezug auf
ein R mit nur efgentlichen Ecken einnimmt, zwei Typen von ,,eigent-
lichen Raumfiinfecken unterscheiden muf, und dafi bei einem
solchen R sich das Gebiet, dem eine beliebig gegebene Ebene w
angehort, immer unmittelbar durch die Ansechauung erkenmen laft
(Nr. 2). — Hierauf werden in Nr. 3 die Kriterien fir die projektive
Beschaffenheit der durch ein ® bestimmten Polarfelder?) und der
durch ein P bhestimmten Polarbindel hergeleitet und die ersteren
fir den Fall, dak R ein cigentliches Raumfiinfeck ist, spezialisiert.
— Endlich bringt Nr. 4 als Erginzung zu den rein geometrischen
Betrachtungen in Nr. 1—3 die sehr einfachen analytischen Kriterien,
die zur Bestimmung der Lage eines Raumelements in bezug auf R
oder P dienen, und gibt mit ihrer Hillfe einen zweiten Beweis fiir
die in Nr. 3 hergeleiteten Kriterien.

1.

Der Teilung des projektiven Punktraums durch ein Raumfanfseit
P in zehn pentaedrisch und fanf tetraedrisch begrenzte Gebiete?)
entspricht dualistisch die Teilung des projektiven Ebenenraumes durch
ein Raumfinfeck $ in zehn finfeckig und finf viereckig begrenzte
Gebiete. Die Unterscheidung dieser Gebiete erfolgt nach den Kriterien:

I8, Ein Punkt P gehirt einem pentaedrischen, bzw. telraedrischen
Gebict des durch ein vollstindiges Rawmfiinfseit geleilten Punktraums
an, wenn er von dret nicht mit derselben Seite, bzw. mit -derselben
Seite, aber nicht mit derselben Kante inzidicrenden Ecken des Raum-
fiinfseits durch zwei von dessen Seiten getrennt wird.

f) Wie die parallelmetrische Art der Kernkurven in diesen Polarfeldern von
der Lage der sie tragenden Ebenen abhingt, soll in einer sich an die vorliegende
anschlieenden Mitteilung untersucht werden.

%) Vgl. Archiv, 1, e. p. 102. — Diese Gebiele sind dort kurz als .Pentaeder*
und ,Tetraeder® (in weiterem Sinn) bezeichnet, was sich hier wegen der dualisti-
schen Ubertragung aus sprachlichen Griinden nicht empfiehlt.
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1". Eine Ebene w gehirt eimem fiinfeckigen, bzw. viereckigen
Gebict des durch ein vollstindiges Raumfiinfeck geteilten Ebenen-
raums an, wenn sie von drei nicht mit derselben Ecke, bzw. mit
derselben Iicke, aber nicht mit derselben Kante inzidierenden Seiten
des Rawmfiinfecks durch zwei von dessen Ecken getrennt wird.

Die Grenzen oder ,,Grenzbereiche’* eines Gebietes®) von P sind
Teile der von den Seiten von P getragenen Punktfelder; die Grenz-
bereiche eines Gebietes von it sind Teile der von den Ecken von Rt
getragenen Ebenenbiindel. Liegt z. B. ein Grenzbereich eines Ge-
bietes von P in der Ebene a, so entsteht er durch die Teilung,
die das von den Seiten B, ¥, d, € auf o ausgeschnittene vollstindige
Vierseit in dem von o getragenen Punktfeld hervorbringt. FEr ist
also selbst entweder vierseitig oder dreiseitig begrenzt. Ob das eine
oder das andere der Fall ist, sowie das dualistisch Entsprechende
ergibt sich aus den Kriterien:

1%, Ein Punki P gehirt eimem vierseitigen, bzw. dreiseitigen
DBereich des durch ein vollstindiges Vierseit geteilten Punktfeldes an,
wenn er von zwei nicht mit derselben, bzw. mit derselben Seile in-
zidierenden FEckpunkten des Vierseils durch zwei von dessen Sciten
getrennt wird. v

II*. Eine Ebene w gehort einem vierkantigen, bzw. dreikantigen
Bereich des durch ein vollstindiges Vierkant geteilten Ebenenbiindels
an, wenn sie von zswer nicht mit derselben, bzw. mit derselben Kante
inzidierenden Seitenebenen des Vierkasits durch zwei wvon dessen
Kanten getrennt wird.

Nun besitzt jedes pentaedrische Gebiet in zwei Seiten von P drei-
seilige, in drei Seiten von P vierseitige Grenzbereiche, und das
Entsprechende gilt fiir jedes fiinfeckige Gebiet von ®. D. h,

III. Die fiinf Seiten wvon P (Ecken von R) zerfallen fiir jedes
pentacdrische (fiinfeckige) Gebiet in ein Paar und ein Tripel.

Wir kénnen somit die zehn pentaedrischen Gebiete von P kurz
nach den in ihnen paarweise auftretenden Seiten mit {a B}, {a 7y},

, die zehn funfeckigen Gebiete von #t nach den in ihnen
paarweise auftretenden Ecken mit {AB}, {AC} . .. . bezeichnen,
wonach also {AB} dasjenige fiinfeckige Gebiet von R ist, fir das
die Ecken A und B dreikantige Grenzbereiche tragen.

Jedes der fiinf tetraedrischen (viereckigen) Gebiete hat vier
dreiseitige (dreikantige) Grenzbereiche. Wenn wir sie mit {o}, {f}

% Wir unterscheiden also den zweidimensionalen Bereick von dem drei-
dimensionalen Gebiet.
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. ({A}, (B} . .. .), d. h. jedes Gebiet nach derjenigen Seite
von P (Ecke von M) bezeichnen, die keinen seiner Grenzhereiche
trigt, so konnen wir I* und I" durch die schiirferen, zur Unter-
scheidung der eimeclnen Gebiete von P und $ dienenden Kriterien
ersetzen:

IVe, Ein Punkt P liegt im Gebict {d €} von P, wenn)

P, (rd¢)|a,B; P, BdO]a,¥;
P, (@B)]0, € |

B

i Gebiet {e], wenn
P, (roe)|e,B; P, (BoO]a,v;
P, Bye}o,bd.
IVP. Eine Ebene w liegt im Gebiet {DE} von R, wenn
w, [CDE]| A, B: @, [BDE]|A, C;
n, [ABC]|D,E,
v Gebiet (K}, wenn ‘
m, [CDE]| A, B; m, [BDE]| A, C; |
m, [BCE]| A, D.

Aus dem pentaedrischen Gebiet {be€} gelangt ein Punkt P
durch dessen von den Seiten d, bzw. ¢ getragene Grenzbereiche in
die tetraedrischen Gebiete [e}, bzw. {3}, durch die von o, bzw. B, T
getragenen Grenzbereiche in die pentaedrischen Gebiete {By}, bzw,
ivaj, {aBj. Aus dem tetraedrischen Gebiet {¢] kommt er durch
dessen von o, bzw. B, 1, d getragene Grenzbereiche in die penta-
edrischen Gebiete {o €}, bzw. {B e}, {ve}, {d€. D.h.:

Ve Wenn ein Punkt P eine Seite von P iiberschreitet, so gelangt
er aus emnem tetracdrischen Gelict immer in ein pentaedrisches, aus
einem pentraedrischen Gebict aber in ein tetracdrisches oder penta-

) P, (tb€)|a, B ist zu lesen: ,P wird von der Ecke (v d¢) durch die Seiten o, B
des Raumfiinfseits getrennt.* — Man sieht leicht, dak von drei ,Trennungen® wie

P, (rde)]a,B; P,Bde)|a,v; P (ade)]B,¥,
in denen nusr drei Seiten von P auftreten, jede aus den beiden anderen folgt.
Es gellen somit fiir ein pentaedrisches (tetraedrisches) Gebiet von P vier (sechs)
Trennungen, von denen aber nur drei, die zusammen alle funf (alle vier) zur
Begrenzung des Gebiets beitragenden Seiten von P enthalten, voneinander un-
abhéingig sind. — Aus den Trennungen, denen ein Punkt P unterliegt, kann man
immer direkt ablesen, welchem Gebiet von P er angehdrt; denn sie geben un-
mittelbar das zu diesem Gebiet gehorige Seitenpaar, bzw. die ihm nicht angehorige
Seite von P an, — Das Entsprechende gilt natiirlich auch fiir die Gebiete von .
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edrisches Gebiet, je nachdem die idiberschrittene Seite dem Seitenpaor
oder dem Seitentripel des Ausgangsgebiets angehort.

Ve, Wenn eine Ebene m cine Fcke von R idiberschreitet, so ge-
langt sie aus cinem viercckigen Gebiet immer in ewn fiinfeckiges, aus
einem fiinfeckigen Gebiet aber in ein viereckiges oder fiinfeckiges Ge-
biet, je nachdem die iiberschrittene Fcke dem Eckenpaar oder dem
Lckentripel des Ausgangsgebiets angehirt.

Durch die bisher aufgestellten Doppelsitze, in denen die Dua-
litit aufs sirengste gewahrt ist, sind die verschiedenen Gebiete von
P und 3, sowie ihre Grenzbereiche vollkommen ausreichend definiert,
und es ist auch die Art, wie diese Gebiete aneinander grenzen,
klargestellt. Da aber die Teilung des Punktraums durch P gegen-
tiber derjenigen des Ebenenraumes durch R in bezug auf Anschaulich-
keit erheblich bevorzugt ist®), so ist es wanschenswert, zwischen
beiden Raumteilungen einen Zusammenhang herzusiellen, der die
Bestimmung der Lage einer Ebene in bezug auf &t auf die an-
schaulichere Bestimmung der Lage eines Punktes in bezug auf ein
Raumfunfseit zurlickzuftihren gestattet.

Das Raumfiinfeck 3 bestimmt mit einer ihm nicht angehérigen
Ebene 1 zusammen finf Raumflnfseite, die auBer dieser Ebene die

die Ecken B,C,D,E, bzw. A,C, D,E, .. .. von R verbindenden
Ebenen als Seiten besitzen. Wir bezeichnen diese durch & und © be-
stimmten Raumfiinfseite mit P,, Py, ... und beweisen den Satz:

VI. Je nachdem die Elenc m einem fiinfeckigen oder viereckigen
Gebict des Raumfiinfecks R angehirt, liegt jede Fcke von R in einem
pentaedrischen oder tetraedrischen Gebiet des durch w und die wibrigen
Ecken von R bestimmien Raumfiinfseits.

Wir nehmen zunichst an, die Ebene m liege in dem fiinf-
eckigen Gebiet (DE}, so daB nach IV fiir sie die Trennungen

) m, [CDE]| A, B; m, [BDE]]|A,C;

(1) m, [ABC]|D, E

gelten, und bestimmen unter dieser Annahme dasjenige Gebiet des
Raumfinfseits P,, in dem dann A liegen mus.

Aus der letzten Trennung (1) folgt, daB auch das von [ABC]
und 7 auf der Geraden |DE| ausgeschnittene Puunktepaar durch
das Punktepaar D, E getrennt wird. Projiziert man diese beiden
Paare von |BC| aus durch zwei Ebenenpaare und ersetzt dann
wieder die Ebenen des ersten Paares durch die mit ihnen inzidie-

) Man ,sieht“, wie P in bezug auf P, nicht aber, wie m in bezug auf 3 liegt!
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renden Punkte A und (w|DE|), so erhdlt man die Trennung
A, (n| DE|) | [BCD, [BCE],

die mit den beiden ersten Trennungen (1) zusammen nach IV* be-
sagt, daBi A in dem pentaedrischen Gebiet {[BCD] [BCE]} des
Raumfinfseits P, liegt. Ebenso ergibt sich, daf bei der fur m an-
genommenen Lage der Punkt B, bzw. C in dem pentacdrischen
Gebiet {[ACD] [AGE]} von Py, baw, {[ABD] [ABE]} von P, liegen
muB. Aus den beiden ersten Trennungen (1) folgen aber auch durch
dieselben Schliisse wie oben die Trennungen

D, (m{ AB!)|[ACE], [BCE]

D, (mi AC|)|[ABE], [BCE],
die mit der letzten Trennung (1) zusammen nach IV* aussagen,
daB D in dem pentaedrischen Gebiet {[ ABC(] Tr} von P, liegt. Schliek-

lich ergibt sich E in {[ABC] rr} von P,. Es liegt also unter der
fir ™ gemachlen Annahme jede Ecke von R pentaedrisch in dem
durch die vier tbrigen Ecken und 7 bhestimmten Raumfiinfseit.

Ebenso zeigt man, dak, falls w dem wiereckigen Gebiet {E)
von i angehort, E in dem tetracdrischen Gebiet {r} von Py, A in
dem tetraedrischen Gebiet {[BCD]} von P, liegt, usf. Satz VI ist
also bewiesen und kann jetzt in erweiterter Form auch so aus-
gesprochen werden:

VI Wenn die Ebene w cinem fiinfeckigen Gebiet von R an-
gehort, liegt jede Ecke seines Eckentripels in cinem wvon vierseitig,
Jede Eche seines Ickenpaares in cinem von w dreiscitig begrenzten
pentaedrischen (ebict des durch w wnd die iibrigen Fcken von R
bestimmten Rawmfiinfseits. — Wenn m einem viereckigen Gebiet von R
angehirt, so licgt die dieses nicht begrenzende Ecke von 3t in dem
von 1 nicht begrensten, jede der vier es begrenzenden Ecken in cinem
von  (dreiseitig) begrenzien tetracdrischen Gebiot des durch ™ und
die iibrigen Ecken von R bestimmten Raumfiinfseits.

Aus VI ergibt sich noch als Korollar:

VI Wenn cine Fcke ecines Rawmfiinfechs R in cinem pen-
taedrischen (tetraedrischen) Gebiet des durch seine vier anderen Ecken
und eine Ebene n bestimmten Raumfiinfscits liegt, so gilt dasselbe
fiir jede Ecke, und w selbst gehort dann einem fiinfeckigen (vier-
eckigen) Gebiet von R an.

Um die Lage einer gegebenen Ebene w in bezug auf ein ge-
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gebenes Raumfinfeck R zu bestimmen, brauchen wir somit nur
von emer Ecke von R festzustellen, ob sie pentaedrisch oder tetra-
edrisch in dem betreffenden Raumfiinfseit liegt, was der Anschauung
leichter fallt wie die direkte Bestimmung nach 1°. — Auch kénnen
wir jetzt sagen, ein Raumfiinfeck R habe pentaedrische (tetraedrische)
Lage in bezug auf eine Ebene m, wenn m einem fiinfeckigen (vier-
eckigen) Gebiet von R angehort?).

2.

Wenn ein Raumflnfeck nur eigentliche Ecken besitzt, so kann
es in bezug auf die uneigentliche Ebene ¢ entweder tetraedrische
oder pentaedrische Lage haben. Wir miissen demnach in der affinen
Geometrie zwei Arten von eigentlichen Raumfinfecken, die wir als
wtetraedrale” und pentacdrale’ Raumfiinfecke bezeichnen wollen®),
voneinander unterscheiden, wahrend ein entsprechender Unterschied
fir die Raumfinfseite nicht existiert.

Ist R ein fetraedrales Raumfinfeck und liegt e etwa in dem
Gebiet {E} von R, so liegt E nach VII in dem tetraedrischen Gebiet
{e,} des durch A, B, C, D,e, bestimmten Raumfiinfseits P, also
im Inmern des durch die Punkte A, B, C; D bestimmten Tetraeders,
wihrend die Punkte A, ..., D aufllerhall der Tetraeder BCDE, ...
ABCE liegen. D. h.

Ein tetraedrales Raumfiinfeck besitzt eine ,innere'’ und vier
Guliere't Fcken.

Ist dagegen R ein pentacdrales Raumfiinfeck, so liegt jede
seiner Ecken aullerhald des durch die vier Ubrigen bestimmten
Tetraeders. Somit kann man auch sagen:

Ein cigentliches Raumfiinfeck ist tetraedral oder pentaedral, je
nachdem es cine oder keine tnnere FEcke besilzt.

Nach IIT zerfallen die Ecken eines pentaedralen R fir jedes
funfeckige Gebiet, also auch fir dasjenige, dem €, angehort, in ein
Paar und ein Tripel. Dieses Gebiet ist aber bestimmt, sobald R
gegeben ist. D. h.

% Ebenso konnte man, da auch der zu VIII dualistische Satz gilt, von der
fiinfeckigen (viereckigen) Lage eines Raumfiinfseits P in bezug auf einen Punkt P
sprechen, wenn P in einem pentaedrischen (tetraedrischen) Gebiet von P liegl.
Dadurch wire aber nichts gewonnen.

10) Entsprechend den trigonalen und tetragonalen Vierecken der ebenen Geo-
metrie (vgl. Herrrer u. KoeuLer, L c. p. 216). - '
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Dic Ecken jedes pentaedralen Rawmfiinfecks zerfallen in ein
Eckenpaar und ein Iekentripel.

Liegt €_ etwa in dem fanfeckigen Gebiet {DE} von %, ist
also DE das Paar, ABCG das Tripel, so liegen nach VII 2ur D
und E in von e dreiseitig begrenzten Gebieten der Raumfinfseite
P, und P.. Man kann somit immer unmittelbar erkennen, welche
Ecken von R sein Eckenpear bilden!?).

Aus den bisherigen Feststellungen folgt noch:

Die uneigentliche Flene gelirt demjenigen Gebict eines tetraedra-
len (pentaedralen) Raumfiinfecks an, das von dessen innerer Fcke
nicht (von dessen Ickenpaar dreilkantiq) begrenzt ist.

Jetzt konnen wir endlich sehr anschauliche affine Kriterien zur
Bestimmung der Lage, die eine Ebene w in bezug auf ein eigent-
liches Raumfiinfeck haben kann, aufstellen.

Es sei t ein tetracdrales Raumfiinfeck und E seine innere Ecke,
also €, in dem viereckigen Gebiet {E} gelegen. Gehort dann die
Ebene w ebenfalls dem Gebiet {E} an, so liegen alle finf Ecken
von R auf derselben Seite von m. Uberschreitet nun m die auBere
Ecke A und trennt also diese affin'®) von jeder der tibrigen Ecken,
so gelangt es (nach V) aus {E} in das finfeckige Gebiet {AE). Aus
diesem aber kommt m nach Uberschreitung der dufieren Ecke B
in das ebenfalls finfeckige Gebiet {CD} und trennt jelzt A und B
(affin) von den tbrigen Ecken. D. h.

IX. Eine einem tetraedralen Rawmfiinfeck nicht angchérige
Lbene w liegt dann und nur dann in cinem fiinfeckigen Gebiet,
wenn eime oder zwei dullere Ecken durch m von den dibrigen Ecken
des Raumfinfecks getrennt werden.

Ist dagegen R ein penfaedrales Raumfinfeck mit dem Ecken-
paar DE, also e, in dem fiinfeckigen Gebiet (DE} gelegen, so
gelangt eine Ebene m (nach V) aus {DE} jedesmal in ein vier-
eckiges Gebiet, wenn sie eine der Ecken D, E oder zwei von den
Ecken A, B, C tberschreitet. D. h.

X. Eme cinem pentaedralen Rawmfiinfeck nicht angehirige
Lbene m liegt dann und nur dann in cinem viereckigen Gebiel,

1) Aus IVb ergibt sich aufierdem fiir das Eckenpaar eines pentacdralen

Raumfinfecks ABCDE die Bestimmung: wenn A,B durch [CDE]und A, C durch
[BDE] affin (vgl. Anm. 12) getrennt werden, ist ABC das Eckentripel, DE das
Eckenpaar.

2) Zwei Punkie werden durch eine Ebene w (affin) getrennt, wenn sie
durch die beiden Ebenen m und €, projektiv getrennt sind.
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wenn eine FEcke des Eckempaares oder zwei Ecken des Ecken-
tripels durch m von den tibrigen Ecken des Rawmfiinfecks getremnt
werden.

3.

Wir untersuchen jetzt die projektive Beschaffenheit des Polar-
felds, das durch ein beliebig gegebenes (also ev. auch uneigentliche
FEcken enthaltendes) Raumfinfeck i in einer R nicht angehorigen
Ebene m bestimmt wird. Dieses Polarfeld gehort den fiinf polaren
Raumen an, die man erhilt, wenn man je vier Ecken von R als
Polviereck, die finfte Ecke und m aber als ein Paar von Polar-
elementen betrachtet'®). Sein Kernkegelschnitt entsteht folglich als
Schnitt der Ebene m mit der Kernfliche eines beliebigen dieser
polaren Riume — etwa desjenigen, der ABCD als Polviereck
und E, 7w als Polarelemente besitzt. Dieser Kegelschnitt ist somit
imagindr oder reell, je nachdem E in einem tetraedrischen oder
pentaedrischen Gebiet des durch A, B,C, D, m bestimmten Raum-
fiinfseits liegt!t). D. h.:

XI. Das durch ein Rawmfiinfeck R in einer ilun nicht an-
gehirigen Ebene w bestimante Polarfeld ist elliptisch oder hyperbolisch,
je nachden cine Deliebige Lcke von R in einem tetraedrischen oder
pentaedrischen Gebiet des durch m wnd die dbrigen Ecken wvon R
bestimmten Rawmfiinfseits liegt.

Nach VIII konnen wir diesem projektiven Kriterium auch die
im Wortlaut einfachere, aber far den praktischen Gebrauch weniger
bequeme Fassung geben:

XI*. Das durch ein Rawmfiinfeck R in einer thm nicht an-
gehorigen Ebene w bestimmte Polarfeld ist elliptisch oder hyperbolisch,
je nachdem T cinem viereckigen oder funfeckigen Gebiet von R an-
gehirt. )

Dualistisch entsprechend gilt:

XI°. Das durch ein Raumfiinfseit P in einem thm nicht an-
gehirigen Punkt P bestimmte Polarbiindel ist elliptisch oder hyper-
bolisch, je nachdem P einem (tetraedrischen oder pentraedrischen
Geliet von P angehirt.

Auch die projektive Beschaffenheit der Kernflichen in den
fanf durch  und m bestimmten polaren Rdumen kénnen wir leicht

13) Vgl, Revy 1 c.
14 Vegl. Archiv f. Math. u. Phys. 1. ¢. Satz VL
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erkennen. Aus dem in Nr. 1 bewiesenen Satz VII und aus Satz V
der zuletzt zitierten Arbeit folgt nimlich:

XIL Wenn die Ebene n eiem wvieveckigen (fiinfeckigen) Gebiet
des Raumfiinfecks R angehort, besitzen von den finf durch R und
m bestimmten polaren Riumen vier cine nichlgeradlinige und einer
eine imagendre (zwei eine nichigeradlinige und drei cine geradlinige)
Kernfliche.

Da eine imaginidre Fliche die Ebene m imaginir, eine gerad-
linige Flache aber m immer reell schneidet und die Kernkurve des
Polarfelds in der Ebene m allen finf Kernfliichen angehort, liefert
XII einen zweiten Beweis fiir das Kriterium XI®.

st i ein eigentliches Raumfinfeck, so tritt nach IX und X an
Stelle von XI* das fir die Anschauung besonders bequeme affine
Kriterium:

XL Das durch ein tetraedrales (pentaedrales) Rawmfiinfeck in
ciner ihm nicht angehirigen Ebene w bestimmte Polarfeld ist hyper-
bolisch (elliptisch), wenn eine oder zwei dullere Ecken (eine FEcke
des Eckenpaares oder zwei Ecken des Eckentripels) durch m von den
ibrigen Ecken des Raumfiinfecks getrennt werden. Dei jeder anderen
Lage von n ist das Polarfeld elliptisch (hyperbolisch).

4.

Um analytische Kriterien herzuleiten, die zur Bestimmung der
Lage eines Punktes in bezug anf ein Raumfiinfseit (einer Ebene in
bezug auf ein Raumfinfeck) dienen, nehmen wir an, es seien

U =0 x +oyxp + g% + 0, x, =0

U:(X)=¢€ 5 + 6% +¢x, +¢,%x,=0
die Gleichungen der fiinf Seiten o, B, ¥y, d, € eines Raumfiinfseits

P in beliebigen homogenen Koordinaten. Dann lassen sich stets
fanf von Null verschiedene Konstanten k, so bestimmen, dak die

Identitit 5
E kU (x)=0
1

erfallt ist. Setzt man also
kU (x)= U, (x),

so gilt fir die Gleichungen
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(1) U,(x)=0 (i=12,....5
der finf Seiten von P die Identitat
2) U, + Uy®) + Uy + U, + Up(x) =0

Fihrt man nun durch die Gleichungen
(3) px'; =U,(x) i=1,9....5
die nach (2) durch die Identitit
(4) ¥, +x,+ x4+ x, +x,=0

verbundenen Variablen x', ein, so kann man vier beliebige von
diesen als neue Punkl-Koordinaten betrachten in einem System,
dessen Koordinatentetraeder aus vier Seiten von P besteht und das
die finfte Seite von P als Einheitsebene besitat.

Ist etwa € die Einheitsebene, so liegt der Einheitspunkt des
Systems — als harmonischer Pol von € in bezug auf das Koordinaten-
tetraeder — in dem fetraedrischen Gebiet (€} von P. Demnach haben
die neuen Koordinaten y';, y's, ¥'sy ¥'s eines beliebigen in (e}
gelegenen Punktes P alle vier dasselbe Vorzeichen. Es miissen
somit, wenn yy, ..y, seine Koordinaten im urspriinglichen System
sind, in diesem Fall U, y - .U +(y) das gleiche, also nach (2)
das entgegengesetzte Vor‘zelchen wie Uy(y) besitzen, und das
Entsprechende gilt fir die vier anderen tetmedrischen Gebiete
von P. Liegt dagegen der Punkt y in einem pentaedrischen Gebiet
von P, z. B. in {d¢}, so ergibt sich, dag U,(y) und U,(y). ungleich
U, (y), ﬁg(y), ImJ?,(y) signiert sein miissen. D. h.

XIV. Wenn die linken Seiten der ein Raumfiinfseit P be-
stimmenden Gleichungen die Identitdt (2) erfiillen, so liegt ein P
nicht angehiviger Punkt y in einem tetraedrischen oder pentaedrischen
Gebiet von P, je nachdem in der Reihe

Ui(y) Ua(3), Us(y), Ualy), Us(y)

eines oder zwei Glieder den iibrigen ungleich signiert sind, und zwar
liegt v in dem von der Ebene U ((X) =0 nicht begrenzien tetra-
edrischen, bzw. in dem von den Ebenen U, (x)=0 und U,(x) =0
drevseitig begrenzlen pentaedrischen Gebiet von P, wenn U (y), bzw.
U, (y) und U ((y) den dibrigen U, ;(y) ungleich signiert sind.
Entsprechead lautet das zu diesem dualistische Kriterium, das
tiber die Lage einer Ebene m in bezug auf ein Raumfiinfeck & ent-
scheidet. Wir sprechen es nicht aus, beniitzen es aber fir den
Fall, dab w mit der uneigentlichen Ebene des Raumes zusammen-
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fallt, um ein eaffines analytisches Kriteriam zur Unterscheidung
tetraedraler und pentaedraler Raumfiinfecke aufzustellen.

Sind a, b, ¢, d;, € (i=1,23 de Koordinaten der Ecken
eines ergentlichen Raumfinfecks M in einem beliebigen®®) Cantesischen

Koordinatensystem, also
UI(E)EalEI + ('1352 —t'— 3353 "i_ 1:0

U, () == e, & +e252+e353+1-—=‘0

ihre Gleichungen in Prtckrrschen Ebenenkoordinalen, so ist die
Identitit ]

2

E kiUi(E) e

1

* b, ¢ d, e,
b, ¢, d, e, |

erfallt far

ky=1.," | S
l by oy dy ey (bede)
111 1
ke =1(cdeaq)
ky; = (abcd).

Da die uneigentliche Ebene die Cartrsischen Koordinaten
0,0, 0, 1 besitzst, folgt somit aus dem Dualistikum zu XIV, da& die
Vorzeichen der k, iiber ihre Lage in bezug auf R entscheiden. D. h.

XV. Wenn a,, b, ¢, d;, e (i=1,23) dic CarTEsischen
Koordinaten von fiinf eigentlichen Punkten sind, so bilden diese
eine tetraedrales oder pentaedrales Raumfiinfeck R, je nachdem wvon
den finf aus dem Zyklus (abede) gebildeten Determinanten

(hede), (cdea), (deab), (eabe), (abecd)
cine oder zwei den tibrigen ungleich signiert sind, und zwar ist e
die innere Licke, bzw. d,e das Eckenpaar von R, wenn (abed),

bzw. (eabc) und (abed) den dibrigen Determinanten ungleich sig-
niert sind.

Es soll jetzt noch das Kriterium XIV analytisch bewiesen werden.
Das Raumfinfseit P sei durch die die Identitit (2) erfiillenden
Gleichungen (1) gegeben, und y, seien die Koordinaten des Punktes P.

1) Das Koordinatensystem braucht also nicht orthogonal zu sein, und sein Ein-
heitspunkt kann auBerhalb der drei Koordinatenebenen ganz beliebig gewiihli werden.
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Dann hat die Kernfliche des polaren Raumes, der durch das
Poltetraeder a By d und durch den Punkt y als Pol der Ebene e
bestimmt ist, in den Hulfskoordinaten (3) die Gleichung

(5) =+ +

Its sind also

x',?

¥

Xf3‘2
'
Ys

re L1 2
X X
+ =

' ' = 0.
Y1 Y2

Uf_(‘ﬂ + Ulg(x) + I_J::(X) + Pz(k) — 0
Ue(y)  Uily)  Uuly) Uy
(k,, m,n=1,2, 3, 4, 5)

die Gleichungen der Kernflichen in finf polaren Riumen, von denen
jeder das durch P und y bestimmte Polarbiindel enthilt. Dessen
Kernkegel ist somit gemeinsamer Tangentenkegel dieser fiinf Fliachen.

Liegt nun der Punkt y in einem {fefraedrischen Gebiet von P,
so ist nach XIV eine der finf Konstanten U,(y) den ibrigen un-
gleich signiert; es sind also dann vier von den Flichen (6) nicht- -
geradlinig, und die fiinfte ist imaginir. Folglich muf der Kernkegel
des Polarbiindels imaginir und dieses selbst elliptisch sein. Liegt
dagegen y in einem pentaedrischen Gebiet von P, so sind von den
Flichen (6) zwei nichtgeradlinig und drei geradlinig, und da die letz-
teren nur reelle Tangentenkegel besitzen, hat das Polarbiindel jetzt
einen reellen Kern und ist also Ayperbolisch. Damit ist XI® noch-
mals bewiesen. '

Endlich folgt noch aus (5) unter Benutzung von (4) fiir den
Kernkegel des Polarbiindels die Gleichung

(6)

X', 2 X', 2 .2 x',2 x'.2
] + ] ,3 + —I_ ! S 09
¥ ¥'e + ¥'s ¥ Y's
also nach (3) in beliebigen homogenen Koordinaten die elegante
Darstellung 5 _o
Ui X)
) i) _
= Ui (y)

in der auBer den Koordinaten der Spitze y nur die die Idenitit (2)
erfiillenden Gleichungen (1) der Seiten von P auftreten.

Betrachtet man (1) als die Gleichungen der Ecken eines Raum-
fanfecks N und die y,; als Koordinaten einer ihm nicht angehorigen
Fbene m, so ist durch die Gleichung (7) der Kernkegelschnitt des
durch R in der Ebene m hestimmten Polarfelds als Flache zweiter
Klasse dargestelil.

e S




