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Der von ABeL aufgestellte Satz, daB jedes algebraisch aus-
driickbare Integral einer algebraischen Funktion v von x sich als
rationale Funktion von x und y darstellen laBt, konnte dahin
verallgemeinert werden, daB, wenn eine lineare Differential-
gleichung

d"u d™tu
E+Y1‘W+""+Yn11=y,

in welcher vy, ¥, .., ¥,, ¥ beliebige algebraische Funktionen
von x bedeuten, ein algebraisches Integral besitzt, auch ein in
X, Y1z Y2» - - » Yu ¥ Tational ausdriickbares Integral existiert, und
daB ferner dieses Integral selbst in den bezeichneten GroBen
rational darstellbar ist, wenn angenommen wird, daB die redu-
zierte homogene Differentialgleichung

d*u . d™ 1y
dx 3’1FF+---+37DU=O

kein algebraisches Integral besitzt. Ich will hier noch bemerken,
daB diese letztere Eigenschaft auch dann noch dem in X ¥ 0y ¥ ¥
algebraischen Integrale zukommen wird, wenn die reduzierte
homogene Differentialgleichung nur in diesen GroBen rational
ausdriuckbare algebraische Integrale besitzt, da zwei Losungen
der mit Adjungierung von X, yy, .., ¥, y als irreduktibel an-
genommenen algebraischen Gleichung der nicht homogenen Diffe-
rentialgleichung, also ihre Differenz der reduzierten homogenen
Differentialgleichung geniigen wiirde, und somit der Voraussetzung
nach in x und den y rational wére, was dem Charakter der Irreduk-
tibilitdt algebraischer Gleichungen widerspricht, wenn nicht der
Grad derselben der erste ist. ‘

Es folgt somit, daB, wenn die nicht homogene Differential-
gleichung ein algebraisches Integral besitzt, dieses rational in x
und den y ausdriickbar ist, wenn die reduzierte homogene Diffe-
rentialgleichung entweder gar kein algebraisches Integral besitzt,
oder diese simthehinx, yy, .., y,, und y rational ausdrickbar sind.
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4 (A.6) L. Koenigsberger:

Der zweite von ABEL bewiesene Fundamentalsatz, da8,
wenn das Integral einer algebraischen Funktion y von x sich
durch den Logarithmus einer algebraischen Funktion von x aus-
driickt, sich ein ganzes Vielfaches jenes Integrales als Logarithmus

einer in x und y rationalen Funktion darstellen 1aBt, wurde von .

ihm aus der Uberlegung hergeleitet, daB, wenn

f vdx = log y,

und u, die Losung einer mit Adjungierung von x und vy irreduk-
tibeln algebraischen Gleichung v'*" Grades ist, auch jede Lésung
u, derselben jener Gleichung geniigt, und somit

/

v [ydx =3 logu,=logu, =logv

ist, worin v als letztes Glied der algebraischen Gleichung in y
rational in x und y ausgedriickt ist — und wie hier mit Hilfe deg
Funktionaltheorems der Logarithmen, leitet ABEL auf Grung
des Additionstheorems der elliptischen und ABELschen Integrale
die analogen Sitze allgemein fiir die Integrale algebraischer
Funktionen her.

In etwas verdnderter Form 148t sich der Beweis 'des ABEL-
schen Satzes auch dadurch fihren, daB sich alle Integrale dep
linearen homogenen Differentialgleichung

d
d—z—pu=0,

also auch alle Losungen der mit Adjungierung von x und y irreduk-

tibeln algebraischen Gleichung in u nur um multiplikatorische
Konstanten unterscheiden konnen, diese Gleichung also eine bing-
mische von der Form

u’ =R (x,¥)

oder
1

0, = R(x,v)V

sein muf, worin R eine rationale Funktion von x und v ist. Dep
ABELsche Satz sagt somit nichts anderes aus, als daB, wenn dje
obige Differentialgleichung ein in x algebraisches Integral besitzt,
die Integrale der Differentialgleichung

]
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du 0
—_— ey 1] —
dx eu
fiir eine bestimmte positive ganze Zahl v durch den in x und y

rationalen Ausdruck
u=cR(x,y)

dargestellt sind, worin ¢ die Integrationskonstante bedeutet.

Die Ausdehnung des ABELschen Satzes von der logarithmischen
Integration algebraischer Funktionen wiirde sich somit auf die
direkte Untersuchung der algebraischen Integrale linearer homo-
gener Differentialgleichungen reduzieren, die wir im folgenden
ohne Zuhilfenahme funktionentheoretischer Betrachtungen fiir
Iineare homogene Differentialgleichun'gen zweiter Ordnung auf
rein algebraischem Wege durchfiithren wollen. Es moge nur noch
hervorgehoben werden, daB ABEL sich nicht die F rage stellte, wie
die algebraische Funktion beschaffen sein misse, damit ihr Integral
der Logarithmus einer algebraischen Funktion ist, sondern, wenn
die Reduktion moglich ist, wie der Logarithmand beschaffen
sein miisse — und so0 soll im folgenden nicht die Frage erortert
werden, wann die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
ein oder zwei algebraische Integrale besitzt, sondern es soll die
Natur der algebraischen Integrale untersucht werden, wenn deren
Existenz vorausgesetzt wird.

Sei die lineare homogene Differentialgleichung gegeben

d*u du
(ﬁ[) W+P1(X:Y) E‘+92(X7y)u=0 1
in welcher p, und p, rationale Funktionen von x und y sind, und
y die Losung emer mit Adjungierung von x irreduktibeln Glei-
Chzung iSt, ' .
(2) ¥+ 1, (X)y 1+ 4 r,(x)=0.

Besitzt diese Differentialgleichung zwei transzendente Funda-
mentalintegrale v; und v,, so wird nur dann irgend ein anderes

Integral eine algebraische Funktion V von x sein konnen, wenn
eine Relation von der Form besteht ’

aIVI + 82V2= V P

worin a; und a, Konstanten bedeuten, in welchem Fajle
aber auch v, und V als Fundamentalintegra]‘e betrachtet werden
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dirfen; wir werden also unmittelbar auf den sogleich zu behan-
delnden Fall gefithrt, in welchem eine transzendente und eine
algebraische Funktion ein Fundamentalsystem von Integralen
bilden. _
Werde nunmehr angenommen, dafl die Differentialgleichung (1)
ein transzendentes Integral v und ein als Losung der mit Adjun-
gierung von x und y irreduktibeln Gleichung '

(3) w4 Ry (x,y)ut 4o+ Ry (x,7) =0

definiertes, algebraisches Integral u; besitzt, so werden zunéchst
wieder, da die Ableitungen der Losungen der Gleichung (3) rationale
Funktionen der resp. Losung u, sowie von x und y sind, alle
Losungen von (3) Integrale von (1) sein. Da aber zwel dieser
Losungen nicht ein Fundamentalsystem bilden konnen, weil sich
sonst das als transzendent vorausgesetzte Integral v additiv mit
konstanten Koeffizienten aus diesen bheiden algebraischen Funda-
mentalintegralen zusammensetzen lieBe, so werden sich alle
Losungen der Gleichung (3) nur durch multiplikatorische Kon-
stanten unterscheiden diirfen, die Gleichung alse vermoge der
Voraussetzung der Irreduktibilitat die Form haben

(4) u = R(x,y)

und somit das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1)
durch den Ausdruck gegeben sein

1
u=cv+cR{x,y)¥,

worin R eine rationale Funktion von x und y bedeutet. '
Hat dagegen die Differentialgleichung (1) zwei algebraische
Fundamentalintegrale u; und v, so ist

—Jor(x,¥)dx

r r
U vy — VilUg =g =W
eine algebraische Funktion von x, und weil

dw
dx

o)

so ist, wie oben gezeigt worden,

1
w =R (x,*y)v ,
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worin R eine rationale Funktion von x und y, und v eine positive
ganze Zahl ist; ftr v=1 ist w selbst in x und y rational.

Geniigen nun u, und v, den beiden mit Adjungierung von x, y, w
irreduktibeln Gleichungen

' (5) w4 s (W) u T e Sx‘(X,’,‘;T, W) =0
und
6 eV e () =0,

in denen die s und ¢ rationale Funktionen von x, y, w sind, und
nehmen wir zunichst an, dafi keine der Liésungen der Gleichung (5)
mit u,, und keine der Losungen der Gleichung (6) mit v, ein Funda-
mentalsystem von Integralen bilden, so werden sich simtliche
Losungen je einer Gleichung nur um multiplikatorische Konstanten
unterscheiden und die beiden Gleichungen somit die binomische
Form haben

(7) uu =n (XSY:‘W) ’ | V}\ =TIy (X1Y1VV) ’

worin r; und r, rationale Funktionen von x, y, w sind.
Da nun far die beiden Fundamentalintegrale u; und v, die
Beziechung besteht

] wdx

uy

oder
Is

1
UV —Vyiup = Bw = BR(x,y)v ,

so folgt aus den binomischen Gleichungen (7)

oder

(8) U - Vy=p (xsﬁTv“r)‘ )

worin p eine rationale Funktion von x, y, w ist.
Nun folgt aus (8), daB

K ¢ ‘(\x,y,‘W) T (X,,Y, w)

Vi= e U=
nmys) T )

und daher vermoge der Irreduktibilitat der Gleichungen (7)
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£
SL= )». ) [
so dall die binomischen Gleichungen in
(9) W= (xy,w), VA= (x,y,w)

itbergehen, worin r; und r, rationale Funktionen von X, y, w sind.
Fir v=1, also fiir den Fall, daB w in x und y rational ist,
wird das allgemeine Integral in der Form enthalten sein

b4 - 7._“
u = Vr(x,y) + 0y V ry(x,5),

worin die ITrrationalitdten mit Adjungierung von x und y irreduk--

tibel sind.

Anders gestaltet sich das Resultat, wenn w eine algebraisohe,'
nicht in x und y rationale Funktion ist.

Um die Natur der mit Adjungierung von x, y, w irreduktibeln
binomischen Gleichungen zu bestimmen, bemerke man, daB,
wenn uy die Lisung der binomischen Gleichung

“ — .
u* =ry (X, y,qw)
1st, in welcher, wenn
1

w =R (.\:,y)i’_ ,

n eine v¢ Einheitswurzel bedeutet, auch u, ein Integral der Diffe-
rentialgleichung (1) ist, wie durch Substitution in diese vermoge

s o
U, Uy

=TI (x, Y:"]“) N T (X: me) )
Uy Uy

Worin ryy, 4, rationale Funktionen bedeuten, unmittelbar hervor-
geht. Und zwar bildet u, mit u; im allgemeinen ein Fundamental-
system von. Integralen; denn wire dies nicht der Fall, also

r (Xv ¥, 72“")‘ =Cry (Xv Y, “V)‘ y
oder

8o (X’Y) + & (XaY) NW + g (X,‘y) wd 4.
e = c(go (X1Y) T & (Xr‘.‘{) W+ g, (x,‘y)w w2 4 .. ) :

*) Die Gleichheit der Gradzahlen gilt allgemein fiir zwei mit Adjungierung
bestimmter Elemente irreduktibler Gleichungen, wenn das Produkt einep
Losung der einen und einer Lésung der andern Gleichung eine rationale
Funktion jener Elemente ist.

@WW%F !
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so wiirde, weil die Gleichung
w’ = R(x,y)
als irreduktibel vorausgesetzt werden durfte, ¢ =" oder

ry (X, Y,W’) = g‘y' (X’ “’7) wiht
sein, so daB sich
1 1

e (gu ) WPL)g N (gu(xaﬁ’)” R(x,y)u)ﬁ"

ergibt, worin die Irrationalitit mit'Adjungierung von X, y, w
irreduktibel ist.

Hat nun r, dieselbe Form wie ry, so ergibt sich das allgemeine
Integral der Differentialgleichung in der Form

1 1

u= e, (gu (x,y) w‘*)¥ + ¢y (hp (x,7) WP)’c ,

oder
v .

Y A S

worin die Radikanden rationale Funktionen von X, ¥y und die
Irrationalititen mit Adjungierung von x, y, W irreduktibel sind.

Bilden jedoch — was sogleich als unstatthaft erwiesen werden
soll — uy und u, ein Fundamentalsystem von Integralen, ist also

Uz == Cl 1.11 + szl 3
so folgt hieraus

uy U, = vy (Cyu, +Gyvy) = P(x,y,w) ,

worin P eine rationale Funktion bedeutet, oder nach (8)

U% = Pi (X, ya“’) 1

so daBl die beiden binomischen Gleichungen (9) in
u? = Pl (Xv Y"W) ] vE = Pz (X,Y,W)

iibergehen, in denen P; und P, rationale Funktionen der ein-
geschlossenen GriéBen bedeuten.

Aber es 148t sich auch leicht die Form der in x, v, w rationalen
Funktion P daraus erkennen, daB, wie oben erwiesen, der durch
Substitution von nw statt w aus u; hervorgehende Ausdruck

BNy ST
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Uy = P (1{, ¥y 71 “’)

mit u, ein Fundamentalsystem von Integralen der Differential-
gleichung bilden wird. Die hieraus sich ergebende Bedingung

o W+ Ce ]/ P (K, hE -q\‘\') = ]/ p (K, AL "]Z“Y)

1Bt nach Schlissen, die den friitheren véllig analog sind, leicht ein-
sehen, daB

P (x,y, w) = gu (x,y) wh
sein muB, und dafl somit

1

m = Vel - (gu (x.3)" R (x, y)u)‘zv

ist, und daher die oben gefundene Form des Integrales

1 . -
Uy = (gp. (ij)v R (K,. y)g) v

auch hier [iir »x=2 bestehen bleibt. '

Es moge noch bemerkt werden,dafl man die Form der linearen
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung unmittelbar
aufstellen kann, welche ein Integral w; fiir »=2 besitzt.

Da bekanntlich die Substitution

1
u=w?21l,

— [ dx L :
W= e = Rix,y i

die Transformation liefert

WOTIN

1
'+ pyu’ + ppu = w3 {U"— (Fei+gpi— Pz)U} ,

und, wie leicht zu sehen, fiir eine beliebige rationale Funktion

g, (x,y) die in der Normalform gegebene Differentialgleichung

U’ — (Fei+301—p) U=0
das Integral
U= gu(x,y) wh

besitzen wird, wenn
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(Lo +3p1—p2)8u(X)
=g, (%,¥) gy (%, ¥) p1 — 18, (X, ¥) o1 + 12 (x,7) 6

ist, so folgt fir die aufgestellte Bedingung des Integrales die Form
der Differentialgleichung :

o e — g (g, —2pg, 00— (1 +3) guer + (¥ ) guri] u=0

mit dem Integrale

bt ' 2v 2p+1
Uy =gy (xvy) W = | Bu\XY Rix,y ?

wofiir die binomische Gleichung

. 1 2 ou-h1
=g, (x,‘y) W

Jautet.

Es folgt somit, daB3, wenn die beiden algebraischen Fundamen-
talintegrale u, und v, der Differentialgleichung zwei mit Adjun-
gierung von X, y, w irreduktibeln Gleichungen gentgen, in denen
keine der Losungen mit uy resp. v, ein Fundamentalsystem bilden,
die Integrale u; und v, durch gleiche Wurzeln aus rationalen
Funktionen von x und y dargestellt sind, fir welche der Index
der Wurzel = xv ist, worin x eine positive ganze Zahl und v

durch
i y
W= R(X,Y)v e Jei(x,y)dx

definiert 1st.

Bildet jedoch eine Liésung u, der Gleichung (5) mit U1- ein
Fundamentalsystem von Integralen, ist diese Gleichung also keine
binomische, so sel zundchst

I. s, (x,¥,w) von Null verschieden.

In diesem Falle hat die Differentialgleichung das von Null
verschiedene, in X, y, w rationale Integral

uy + U, + -‘--+ux=—sl(x,y,w) ’

and wir haben daher nur den Fall zu untersuchen, dafl die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung zwei algebraische Fundamental-
integrale hat, von denen das eine in X, y, W rational ist.




12 (A.6) L. Koenigsherger:
AN

Sei wy ein zu einem rationalen Integrale r(x,y,w) gehoriges

algebraisches Fundamentalintegral, so folgt aus
wdx
Yy = 1P(X7Y7“r) + BI‘(X,}T,W') T 3 3
r(x,y,w)

dall, weil auch die Quadratur eine algebraische Funktion von x
sein soll und sich diese somit nach dem ersten ABELschen Funda-
mentalsatz als rationale Funktion von

d W
Xund ————-
r(x,y, w)?

darstellen 1aBt, u, selbst wieder und daher auch das allgemeine
Integral in x, y, w rational sein wird; es folgt zugleich, daB die
algebraische Gleichung in u, eine lineare sein mubB, da sie mit Adjun-

gierung von X, y, w als irreduktibe] vorausgesetzt war.

Man kann aber die Form der in X, ¥, W rationalen Integrale
genauer bestimmen. Sei ndmlich

u=r, (X7Y) +r (X,y)‘ w4 ry_, (X,Y) wY—ti ’

so werden auch alle hieraus hervorgehenden Ausdriicke, die man
erhélt, wenn 4w statt w substituiert wird, worin » eine vte Rjy-
heitswurzel ist, Integrale der Differentialgleichung sein und somit
auch ein partikuléres Integral von der Form existieren

]
Uy =Ty (x,y) wt = Vru- (x,%)"R (57,

so daB fir den Fall, daB die Differentialgleichung ein in XV, w
rationales Integral besitzt und die irreduktible Irrationalitit

1

w=R (X, y)V

gesetzt und bemerkt wird, daB die rechte Seite des oben
aufgestellten Ausdruckes fiir w, der Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung wegen, nur aus einem oder zwel linear voneinander
unabhéingigen Posten bestehen kann, sich das allgemeine Integral
in der Form ergibt

\ v

u:CII)Pl(le"T)'{_sz P2(X7Y) ?

worin Py und P, rationale Funktionen bedeuten.
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Ist dagegen in der Gleichung (5)
I1. 8y (x,y,w) =0,

so ist zundchst unmittelbar zu sehen, daB die Differentialgleichung
keinin x, y, wrationales Integral haben kann, wenn die Gleichung (5)
nicht wieder eine binomische ist. Denn besiBe diese ein solches,
das mit r (x,y,w) bezeichnet werden mage, so wiirde Jede andere
Losung ug der Gleichung (5), da sie auch ein Integral der Differential-
gleichung ist, durch

Ug = oL (X,y,w) + By,

dargestellt sein, worin « und B Konstanten bedeuten, und daher
zugleich mit der irreduktibeln Gleichung

uf s (57, W)ul s (x,y,w) =0

auch die Gleichung bestehen

A ‘ ‘ w—2
(O(r (X, y,‘W) + Bul) + So (X, Y, ‘W) (O’.I‘ (X, y,\V)* +BU1) F-eee - SK(X’ Y, \V) :O ,

aus denen sich die Béziechung ergibt

¥—1 xn-1

xor (X,y,w)[ﬂ P SR - w(x,y,w) (1-—5“) =0,

und somit vermoge der Irreduktibilitit von (5)

x~—1

;f.otr(x,y,w)ﬁ =,

Da nun fir p=0 das Integral u, in x, y, w rational, also die
Gleichung (5) nicht irreduktibel wére, 30 mufl «=0, also uy=_pu,
sein. Es wire somit, da dies fiir alle Losungen der Gleichung (5)
gilte, die Existenz eines in x, y, w rationalen Integrales nur dann
moglich, wenn die Gleichung (5) gegen unsere Annahme eine
binomische wire. Wir haben somit nur noch den Fall zu betrachten,
in welchem die Differentialgleichung kein in x, y, w rationales
Integral besitzt und somit zwei Lésungen v, und Uy der mit Adjun-
gierung von X,y,w irreduktibeln, nicht hinomischen Gleichung

(10) llx + Sy (X’ y, VV) ux—z oo + Sy (X, Y, \:V)‘ =0 .

ein Fundamentalsystem algebraischer Integrale bilden.
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Da nun nach dem ersten ABELschen Fundamentalsatz die
in dem algebraischen Integrale

wdx
up, = oy + Buy 5
u

1

enthaltene Quadratur eine rationale Funktion von x, y, w und u,
ist, so kann man fir einen bestimmten Wert von w bei fest

gewihlten o und B
rdx
f“' ZX =I‘(X,y,\V,U1)
§

Uy

setzen, worin r eine rationale Funktion der eingeschlossenen GroBen
bedeutet und & ein Wert von x ist, fir den

(x Y, W, ul) =0
wird. Es wird daher
uy = auy + Buyr(x,y,w,u,)

sein, worin, in Abkirzung geschrieben,

dr(u,)
2 7T\
(M) Uy e W

1st.

Da aber die algebraische Gleichung (10) mit Adjungierung
von X, y, w irreduktibel sein sollte, so folgt nach einem bekannten,
von ABEL in der Theorie der durch Wurzelzeichen auflosbaren
algebraischen Gleichungen aufgestellten Satze, daB samtliche
Losungen dieser Gleichung vom »'® Grade sich in %, Gruppen von
je »; Elementen, worin » = », . %, ist, nach iterierten Funktionen
der in x,y,w, u; rationalen Basis

ordnen lassen, worin fir das Anfangselement einer jeden Gruppe
R™ (u) =u

1st, und R™ die x, fach iterierte R-Funktion bedeutet.

Da nun die durch Iterierung entstehenden Losungen der
Gleichung (10) partikuldre Integrale der Differentialgleichung
zweiter Ordnung sind, also die Form haben




|
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Ug = oy + fdl]ll‘ (Ul) = Ay Uy + b2u11‘ (Ul)

ug = auy + Buyr (Uy) = aguy + byuyr (uy)

--------------------------

ferner die in u, rationale Gleichung (11) wegen der Irreduktibilitat
von (10) durch alle Luﬁungen dieser befriedigt wird und sich
durch Integration von

o dr (u,) w

dx
die Gleichung

% (o) 7 (%) %
A N UL T 3

u

EE, A

ergibt, so folgt

r (u ) _ f. de .
A : (ayuy + byuyr (uy)? (ul)g

oder durch Ausfithrung der Integration

r(u,) =—

woraus sich nach

1 1 . 1 N
rfu,| ,
by ax+b)\"(ul) ay by, ( 7\)&1

Wt = AUy + bygaugr (uy)

die Beziehungen ergeben

(12) Ayp1= ®dy + Bayr (ul)gz as (cx + Br (u)\)g) .
, P _ B

aus denen

(14) ay bm+1 - b1‘37\+1 =0

folgt, worin
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a. = -_.
h “1(":‘_)
Die obigen Schlisse werden, wie unmittelbar zu sehen, un-
giiltig, wenn «=0 ist, also die beiden Fundamentalintegrale durch
u;  und  Bugr(uy)

dargestellt sind, worin r(u1)5=0 ist. DaB dieser Fall aber un-
moglich ist, folgt daraug, daB, wenn

— By ‘ — AT
112—(3“1P(U1)7 “3*%’“2‘(“2)7 SRR

1 (8) = u(2) =+ =0

und somit vermoge der Beziehung (15)

sich

82“—"813:"':0

ergibt, und somit keine der iterierten Funktionen wieder auf 9
fihren konnte, da zwischen den Fundamentalintegralen

u; und wr (111)

keine homogene lineare Relation mit konstanten Koelfizienten
existiert.

Besteht nun die zu u; gehorige Gruppe aus den Elementen
ug, Apuy 4+ byugr(uy), aguy + byur(uy), ..., é;\ul +byuyr(y,),
so wird aus dem soeben angegebenen Grunde

H=1, by, =0

sein missen. Daraus folgt aber zunichst, daB die Gruppe nicht
aus zwel Elementen bestehen kann, da sich aus der Relation (14)
far by =28, by =0 der Wert a, = —1 ergibt, so daB die erste
Gruppe aus den vier Elementen

u, ou, + Bulr(ul), — Uy, —au;— Bulr(ul)
bestehen wiirde.

Um zu untersuchen, ob die Gruppe aus drei Elementen bestehen
kann, bemerke man, daB aus der eben angefithrten Beziehung fir
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b1 =0, a4, =1 der Wert b, = —B folgt, und es miiBte
somit nach (12) und (13)

Ay = Ay (a + Br (112)5) =« (oz + BI‘(O'-UI)E)

hy=—0= ~f—— + B(a + [31’(112)5)

)
oder

(16) %+a+{31‘(aul)5=—l

1
33=—m(1+~)
o

wird. Wenn somit « der Bedingung (16) geniigt, so wiirden die
Elemente der ersten Gruppe lauten

sein, so daf}

1
Uy, ouy + Bugr(u,), — a(i + ?) = Rugr (uy),

Wenrn

| 1
34.:33(a+(3r(113)g)=——o:(1+—m~) o+ Br —fx(i%-i)ul' =1
3 o

3

ist; es bilden somit, wenn « und B den Bedingungen unter-
liegen

14«

o

24+ Br (ocul)E: —

o + (Br(—(1 +u)ul‘)5=~ 1i<x

?
die drei Elemenie
U@y Bugr(uy), — (14a)y, —Buyr(uy)

eine Gruppe. Ist in diesem Falle die irreduktible Gleichung (10)
vom dritten Grade, so wiirde sich, weil ihre séimtlichen Lésungen
eine Gruppe bilden, wie unmittelbar zu schen, das allgemeine
Integral in der Form darstellen lassen

3 3
u = ¢y ]/:‘f' Cy ]/,Vz )

Sitzungsberichte d. Heidelh. Akad., math.-naturw. KI. A. 1915, 8. Abh. 2
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worin v, und v, in X, v,w rational ausdriickbarec Funktionen
bedeuten.

Wiihrend hier bei einer Gruppe von drei Elementen die Summe
“dieser gleich Null ist, wire dies schon beieiner Periode von vier Ele-
menten im allgemeinen nicht mehr der Fall, da sonst die Summe
der Koeflizienten von u;r(u;) verschwinden mufBte, wihrend der
zwelte B, der vierte —PB, also der dritte Null sein miilte, was im
allgemeinen nach (13) nicht der Fall 1st.

Bilden allgemein die Losungen der algebraischen Gleichung (10)
nur eine Gruppe — was, wenn der Grad » der Gleichung eine Prim-
zahl ist, stets der Fall sein wird —, so 1st bekanntlich nach einem
Satze von ABEL, wenn

zuy + 8uyr(ug) = 9 (uy)
gesetzt wird, mit Hilfe der iterierten Funktionen
x—-_.
uy + arf}(nl\ + g2 9P (“x) doeee = g¥l ,,().1—1(111) :V\- ’

/

worin ¢ eine primitive xte Einheitswurzel bedeutet, wihrend

[RY
ug + e 0 (ny) + 402 (ny) + - L+ HTEY T () =V, (V v )

ist, worin Vy_ und v rational von den Koeffizienten der Glei-

chung (10), also rational von x,y,w abhingen. Da aber die

linken Seiten dieser Gleichungen zugleich Integrale der Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung sind, so wird, wie oben ausgefiihrt
worden, die Differentialgleichung Integrale besitzen, welche zwei
binomischen Gleichungen geniigen, und daher das allgemeine
Integral die Form haben

1 1

® Py ) [l W3
u=Cr gy (Xa}’) R (va) | el by (va) R (x,y) )

. v
w =R (x,y)v

ist, x eine positive ganze Zahl und g,, h,, R rationale Funktionen
von X und y sind.

werln

TR R

g 1
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Bilden die Lédsungen der- algebraischen Gleichung jedoch
%, Gruppen von je x; Elementen, worin x = x; - %, ist, und in
denen
b (%a—1)
Uy, Uy Upy voey Uy
die Anfangselemente sein mogen, so untersuche man zunichst
nach ABEL, um zu sehen, ob die algebraische Gleichung (10)
wiederum durch Wurzelzeichen algebraisch auflosbar ist, die Glei-
chung

(u—uy) (u— $(uy)) (u—9° (uy)) ... (u — !

(111)‘)‘ - Q )

dann wird nach der Theorie der dhnlichen Funktionen nur einer
der Koeffizienten dieser Gleichung zu ermitteln sein, da alle
andern sich rational durch diese und die Koeffizienten der Glei-
chung (10) ausdriicken lassen. Nehmen wir nun als zu bestim-
menden Koeffizienten den Ausdruck '

o s 9 ) () 4 o4 87 )

von dem wir zunichst annehmen wollen, daB er nicht identisch
Null 1st, so werden, wenn die dem y, analogen GréBen der andern
Gruppen mit

’ r (%a—1)
) : Yis Y1y =5 Y1

bezeichnet werden, diese GroBen als Losungen der Gleichung

(y—vo) (y=v) ... (y—y™ ) =0

zu betrachlen sein, deren Koeffizienten als symmetrische Funk-
tionen sdmtlicher Losungen der Gleichung (10) bekannte rationale
Funktionen von x,y,w sind, um sodann y, durch Auflésung
dieser Gleichung zu ermitteln.

Bemerkt man aber, daB y,, y;, ... als lineare Zusammen-
setzungen von Integralen der Differentialgleichung wieder Integrale
derselben sind, so wird dic y-Gleichung wiederum den Charakter
der u-Gleichung (10) haben, irreduktibel zu sein und von der
Beschaffenheit, dafl alle ihre Losungen Integrale der Differential-
gleichung sind, und daB ihr erster Koeffizient gleich Null ist, weil er
die Summe aller Losungen von (10) darstellt, in welcher s, (x, y, w)
= 0 war, s0 konnen wir diese Gleichung wieder wie oben behandeln.
Bilden ihre Losungen nur eine Gruppe. — was wieder stets der
Fall sein wird, wenn », eine Primzahl ist —, so konnen wir die-

2*
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selben durch Wurzelzeichen auflésen: bilden sie jedoch mehrere
Gruppen und ist die Summe der Elemente einer, also jeder Gruppe,
gleich Null, so kinnen wir dieselbe SchluBweise nicht fortsetzen
— 1st dies jedoch nicht der Fall, so kénnen wir mit der Summe derp
Elemente je einer Gruppe eine neue Gleichung bilden, auf die sich
dicselbe SchluBweise anwenden 1a8t, bis wir zu einer Gleichung
gelangen, deren Losungen nur cine Gruppe bilden und die somit
durch Wurzelzeichen aufléshar ist —, was jedoch im allgemeinen
nicht stattzufinden braucht, wenn die Losungen der Gleichung (10)
mehrere Gruppen bilden und in ciner der in der angegebenen

Weise reduzierten Gruppen dic Summe der Elemente gleich

Null i1st.

Wenn somit cine lincare homogene Differentialgleichumg
zweiter Ordnung, deren Koeffizienten rationale Funktionen von
X und einer beliebigen algebraischen Funktion y von x sind,
zwel algebraische Fundamentalintegrale besitzt, welche ein und
derselben algebraischen Gleichung geniigen, mit Adjungierung von

Salix g,

X, ¥, W=r¢ )
worin R (x, y) rational aus x und y zusammengesetzt ist, irreduk-
tibel ist, so wird diese Gleichung im allgemeinen — abgesehen von
den oben bezeichneten Fillen, in denen die Summe der Elemente
in den reduzierten Gruppen verschwindet — durch Wurzelzeichen
algebraisch aufldsbar sein, und somit aus den vorher entwickelten
Griinden das allgemeine Integral der Differentialgleichung in der
Form enthalten sein,

v xy
u = ¢y -I/ Sl (va) + Cs l/ S‘Q (X’ y) !

worin x =1,2,3,... und S,, S, rationale Funktionen von x und y
sind.

Es 1st leicht ersichtlich, daB die oben ausgesprochene hin-
reichende Bedingung fir dic durch Wurzelzeichen mégliche alge-
braische Auflésung der Gleichung (10) auch so ausgesprochen wer-
den kann, daB, wenn dy, d,, dj, ... simtliche Divisoren dep
Zahl » — von dieser selbst abgesehen — bedeuten, keine der Sum-

men von je dy, dy, dy, . . . Losungen der Gleichung (10) verschwinden
sollen. :
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Wir haben der Einfachheit der Darstellung und Schreibweise
wegen in den obigen Auseinandersetzungen angenommen, dafl die
Koeffizienten der linearen Differentialgleichung rational aus x
und nur einer algebraischen Funktion y von x zusammengesetzt
sind; es isl aber unmittelbar ersichthch, daB alle Folgerungen
ebenso wie dic schlieBlichen Resultate bestehen bleiben, wenn wir
eine linearc Differentialgleichung von der Form

d%u . du
\T
dx?

1 dX + :‘7211 = O)

worin y; und y, belicbige algebraische Funktionen von x sind,
unseren Betrachtungen zugrunde legen, wenn man nur die Glei-
chungen (5) und (6) als irreduktibel mit Adjungierung von

1

_.,fyldx v
X, Y15 Yo W= =Rix,y

voraussetzt.




