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§9
- Die Doppeldarstellungen gerader Zahlen als Summen
mittels Liicken- und Primzahlpaaren gegebener Differenz

Aus zwel Paaren von Luckenzahlen r-ler Stufe, die dieselbe
Zahl 26 zur Differenz haben, w»,, v,4+20 und w,, w,+28, ent-
springt. die Doppeldarstellung r-ter Stufe

(7.1.) 2n = v, +(m,+26) = (v,+2(5)+w,, .

Die in § 6 untersuchten Z\\'illi]lgsclm,'steﬂungen r-ter Stufe sind
darin als besonderer Fall enthalten. In diesem Paragraphen soll
die Anzahl solcher Doppeldarstellungen G (2n) ermittelt werden.

Zundichst st Testzustellen, wann eine gerade Zahl 2n die ge-
gelorderte Darstellung gestattet. Dabei sind zwei wesentlich ver-
schiedene Félle zu unterscheiden.

Ist erstens 28 durch 3 tetlbar, also etwa gleich 66, so ver-
teilen sich nach § 4 die zuliissigen Liickenzahlen o, gleichmaBig
aul die beiden Klassen 6r+1 und 6r+5, und die Summen, die
aus zwet Paaren von Liickenzahlen hervorgehen, konnen alle drei
Formen Gny, 6n,+2, 67,44 haben. Die darzustellende gerade
Zabl wnterliegt keiner Beschréinkung in hezug anf die Teilbarkeit
durch drer.

Ist zweitens 20 nicht durch 3 teilbar, so gehoren nach § 4
die zulissigen Liickenzahlen o, zu ciner der beiden Klassen Gv-1
und 6745, und die Lickenzahlen »,+26 sind Mitglieder der ande-
ren Klasse. Mithin erhiilt. man, wie sehon in § 6 fir 26 =2 aus-
geltihrt wurde, nur die durch 6 teilbaren Zahlen 6#,.

Fire die weitere Untersuchung selzen wir, wie schon in § 2,
2n=2P x+2u,, wo 2u, dem Hauptbereich angehore. Falls 26 nicht
durch 3 teilbar ist. muf} 2n==6n,, also anch 2uz,=61, sein; jedoch
soll zundchst, um die Allgemeinheit zu wahren, auf den Unterschied
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4 (A.2) PAUL STACKEL:

der beiden Fille nicht eingegangen werden. Um Ausnahmen zu ver-

meiden, die fir den vorliegenden Zweck nicht von Belang sind,
28

moge die ganze Zahl z mindestens gleich 2+—‘5-~P~- sein.

Die beiden Liickenzahlpaare der Differenz 26 sollen in der
Form 2P,y+v,, 2P,y+v,+26 und 2P, z+w,, 2P, 54+ w,+28 an-
genommen werden, wo ¢, und w, dem Hauptbereich angehoren.
Aus der Gleichung

(72) 2P, z+2u, = 2P, (y+z)+v,+w, +20

folgt zuniichst, daB »,+w,+ 20 bis auf ein Vielfaches von 2P, mit
2u, ubereinstimmt, und zwar wird v, +w,+206 hochstens gleich
4P, +26—2 werden konnen. Wenn o, +w,+20—¢: 2P, dem
Hauptbereich angehort, so sind weiter y und s so zn wihlen, daB
y+z=1—¢ wird; wegen der far die Zahl z getroffenen Annahme
ist es stets moglich, Paare von Zahlen y,z, die nicht negativ sind,
zu finden, sodaB der Gleichung y-+z=z—¢ geniigt wird.

Die Anzahl der Wertepaare z,,,, die Paare 7,,w, und w,,v,
als verschieden angesehen, wenn v, von w, verschieden ist, fir die
v, +w,+26 bis auf ein Vielfaches von 2P, mit 2z, abereinstimmt,
soll das Gewicht der Stufe r und der Gattung 24 fiir
die Zahlenklasse 2P, z+2u, genannt und mit g (2u,) bezeichnet
werden.

Zur Ermittelung der Gewichte dient wieder der Schluf wvon
» aufl r+1. Es sei 2u,,, eine Zahl des Hauptbereichs (r+1)-ter
Stufe. Das Zeichen g} (2u,,,) bedeute die Anzahl der Wertepaare
9,,4,W,,; des Hauptbereichs (r+1)-ter Stule, die zu Liickenzahl-
paaren der Differenz 26 gehoren und fir die v,,4+w,,,+2d bis
auf ein Vielfaches von 2P,,, mit 2u,,, ibereinstimmt. Man setze
u,,,=2P,E+20,, v, =2P, n+0, W,y =2P, {+w,, wo 2u,,v,,w,
dem Hauptbereich r-ter Stufe angehoren und die Zahlen &, 7, ¢
der Reihe 0,1,2,..., p,,y—1 zu entnehmen sind. Dann sind
v,, v,+26 und w,, w,+248 Lickenzahlpaare r-ter Stufe der Diffe-
renz 28, und die Summe v, +w,+20 unterscheidet sich von 2u,
nur um ein Vielfaches von 2P,. Mithin gibt es gi®¥(2u,) Paare
v,, ®,, die man nehmen darf. Weiter mull #+¢ bis auf ein Viel-
faches von p,,, mit &—e ubereinstimmen. Fir 5 darf man die
Zahlen der Reihe 0,1,2, ..., p,,,—1 setzen, ausgenommen die Zahl
ng, fur die 2P, my+v, durch p,, teilbar wird, und die Zahlen
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Moy My, My, fiir die dasselbe der Reihe nach bei 2P, n,+v, +24,
2P,(§—e—'m)+w,‘, 2P,(§—£—n'1)+w,+2& eintritt.

Bis hierher galten fir den aligemeinen Fall einer Differenz
26 ganz dhnliche Betrachtungen, wie sie in § 6 fiir die Zwillings-
paare angestellt wurden. Die weiteren Schlisse beruhten dort auf
dem Umstand, daB n, von 7, und ebenso 7 von 7 ver-
schieden ist. Solange das auch bei einer Differenz 26 zutrifft,
solange bleiben die dort gewonnenen Ergebnisse in Kraft. Man
erhiilt unter dieser Voraussetzung, wenn 2u, ., durch p,,, teilbar
ist, die Formel

(18) 2% (2u,4s) = €2 2P, E4+2u0,) = £ (21,) - (p,11—2) .

Wenn aber eine der beiden Zah]en 2u,+1_2é durch p,,, teilbar
ist, so wird

(74) g% (2u,.q) = . 59 (2P, &"+2u,) = ¢ (2u,)-(p,.,—3) ,

und wenn keine der drei Zahlen 2u,.,, 2u,,,+20 den Teiler p, "
aufweist:

(75) gf:l (2”r+1) = gﬁ‘l (2P E+2u,) -

e
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Damit die Formeln (73), (74) und (75) gelten, missen die
Fallunterscheidungen sich gegenseitig ausschlieBen; es diirfen also
nicht zwei der drei Zahlen 2u,_,, 2u, +1 120 gleichzeitig durch p,,
teilbar sein, und hierin liegt, daB 26 nicht den Teiler P,.1 haben
darf Hat abe1 umgekehrt 26 nicht den Teiler p,,,, so sind 7, und
7o, 7 und m; voneinander verschieden. Firr das gleichzeitige Be-
stehen der Formeln (73), (74) und (75) ist demnach notwendig und
hinreichend, daB 26 nicht durch p,,; teilbar ist.

Wenn 26 durch p,,, teilbar ist, so sind die drei Zahlen 2u,,,
2u,,1 20 entweder alle frei von dem Teller P,41 Oder alle damit -
behaftet. Im ersten Fall ist 2,=1, 5, =7, aber », verschieden
von 7, und man erh&lt mit Hilfe der Gleichung (57) die Formel

gﬁﬂ (2 ur+1) bﬁf&% (zpr E + 2u,)‘ = gﬁ%) (2 u’r) * (pi-lii_‘z)
= ggzﬂ') (2 ur) ) ‘(pr+ll _4) " Ml‘(p1’+ﬂ) :

Im zweiten Fall sind die vier Ausnahmewerte von % einander
gleich, und man erhilt mit Hilfe der Gleichung (13) die Formel

(76)
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| &1 Q2un) = &3P, & +2u,) = £ (2u,)- (Prrr—1)
=g (2u,) (pry1—=2)-M(p,.,) -

Es bleibt iibrig, die Gewichte der Gattung 24 bei einer niede-
ren Stufe durch Abzdhlen zu bestimmen. Das gelingt leicht [iir
r=1; jedoch sind jetzt die beiden Fille, ob 24 durch 3 teilbar ist
oder nicht, zu trennen.

Ist erstens 26=64", so erhdlt man aus Jeder der beiden
Liickenzahlen erster Stufe 1 und 5 ein Lickenzahlpaar der Diffe-
renz 66, denn 1+64 und 5+66 sind wieder Liickenzahlen erster
Stufe. Die vier Summen, die aus der Verbindung der Paare 1,1+6¢
und 5,5466" hervorgehen, liefern, bis auf Vielfache von 2P, =6,
einmal die Zahl 2, einmal die Zahl 4 und zweimal die Zahl 6.
Mithin wird ‘

(19 dE)=1 =1 0 =2

Ist zweitens 26 nicht durch 3 teilbar, so entspringt nur aus
einer der beiden Zahlen 1 und 5 ein Liickenzahlpaar der Diffe-
renz 26, und man erkennt sofort, dal hier

1) =0, @) =0, ()=

wird.
Die vorhergehenden Betrachtungen rechtfertigen den An-
spruch der folgenden

REGEL fiir die Gewichte der Stufe r und der Gattung 26. Um das
Gewicht gP(2u,) = g (6n, +2u,) zu ermitteln,
stelle man fest, durch welche der Primzahlen
5, 7,...,p, die drei Zahlen 2u,—24, 2u,, 2u,+ 28
teilbar sind. Es seil
2u, teilbar durech a,b,. j, cey b
2u,—26 teilbar durch a,, b ,, U R 1,
2u,+26 teilbar durch a,, by, .. ,fz, -

Es seien ferner o, b, ..., 1, dle Primzah-
len der Reihe 5,7,...,p,, dle in kemer der drei
Zahlen 2u,, 2u,—-24, 2u,+28 vorkommen. End-
lich seien gleichzeltig in 26 enthalten aus der
Reihe a,b,...,1 die Primzahlen A,B,... F,...,L,
aus der Reihe o, ¥,...,f,...,1' die Primzahlen
A,B, ..., F,...,L'. Dann ist
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¢ (21,) = g (6n,+2u;)
— I(j-2)-11(f,-3 ).ﬂ(ffg)- I1(y~4)- T M(F)-TLM(F')- 2% (2u,).

(80
Nach der Bestimmung der Gewichte der Stufe r und der
Gattung 26 kehren wir zu der Aufgabe zurick, die Anzahl G®(2n)
zu bestimmen. Wenn v, und w, so gewdhlt worden sind, da8
v, +w,+28 sich von 2u, nur um ein Vielfaches von 2P, unter-
scheidet, was auf g®(2u,) Arten méglich ist, hat man zu bewir-
ken, daB y+z=x—e wird. Das geht auf z+1—& Arten. Hieraus
folgt fiir groBe Werte von 2n die asymptotische Darstellung

2n

@) 62 (2n) = G@f” (2P, a+2u,) ~ - 5, - 29 (2u,)

oder nach einer dhnlichen Umgesta]tung, wie sie bei GP(2n) in
§ 6 vorgenommen wurde:

(82) G (2n) ~ W (2n) - ¥ (2n),
und zwar ist, entsprechend der Gleichung (55) fiir W (2r), die
Wachstumsfunktion

pW

(83) W (2n) = g (2u) - - 2n

und, entsprechend der Gleichung (56) fur S® (2n), die Schwan-
kungsfunktion

(84) SP(2n) = I M,(f) - 1TM'(f,) - IM (f,) - I M (F) - ITM,(F') ;

die Multiplikatoren M (p), M,(p), M'(p) sind durch die Gleichun-
gen (13), (57) und (58) erklart, und zwar war

) =L, ) - P22 (- 220
p—4 -

Der Ubergang zu den Primzahlen vollzieht sich ohne Schwie-
rigkeit. Indem man wie in § 7 verfiihrt, entsteht aus der Schwan-
kungsfunktion S (2n) die Schwankungsfunktion S®(2n),
bei der simtliche Primteiler der drei Zahlen 2u,, 2u,i26 grofer
oder gleich 5 wirksam sind; als Primzahlen 4, B, ..., L' sind
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samtliche in diesen drei Zahlen nicht vorkommende Primteiler
von 26 zu nehmen, die groBer oder gleich 5 sind. Die Waehs-
tumsfunktion W®(2n) unterscheidet sich von der Wachs-
tumsfunktion W (2n) nur um den Faktor gf”(2ny), der einen
der Werte 0,1,2 hat. Somit gilt die Formel

4
“( P;’f g8 (20,) SO (2)
In der Abhandlung vom Jahre 1916 hatte ich die Vermutung
geduBert (Darstellung, S.32), von einer gewissen Grenze ab ge-
statte jede Zahl 6n, mindestens eine Zwillingsdarstellung und die
Anzahl solcher Darstellungen wachse sogar mit zunchmenden Wer-
ten von 6n, iiber alle Grenzen. Meine Vermutung ist durch die
numerische Priifung bestitigt worden (§8). Es darl als hochst
wahrscheinlich hezeichnet werden. daB fur die Doppeldarstellungen
der geraden Zahlen mittels der Primzahlpaare der Differenz 26
ein entsprechender Satz gilt, und zwar wird man, je nachdem 26
durch 3 teilbar ist oder nicht. von einer gewlissen Grenze ab alle
geraden Zahlen oder nur die durch 6 teilbaren Zahlen erhalten.
Es bietet sich hier ein weites Feld fiir numerische Rechnungen,
wobei das von WEINREICH benutzte, in § 8 dargelegte Verfahren
als Vorbild dienen kann.

(A(Zd)) G2 (Qn) = G# (6n1+ 'Eul) ISPY.CR

§ 10

Liickenzahlfolgen mit gegebenen Differenzen

Die in § 4 angestellten Untersuchungen iiber Liickenzahlpaare
gegebener Dilferenz 26 lassen sich auf Lickenzahlfolgen mit ge-
gegebenen Differenzen 24,, 24,, ..., 28, ausdehnen. Auf der r-ten
Stufe besteht eine solche Folge aus den w+1 Zahlen v,, v, +24,,
v, +28,+285, ..., 9, + 26, +28,+ --- +28,. Zur Abkiirzung werde
eingefithrt

(85) 20, + 20, +---+ 20, = 20, (v=1,2,..., 1),

sodaB die (v+1)-te Zahl der Folge gleich 2,+26, ist. Die Zahl 20,
soll als das Gewicht der Folge bezeichnet werden.

Wiihrend die Einzeldifferenz 248 belicbig gewihlt werden
durfte, sind nicht alle Folgen gerader Zahlen 24,...,24, als Dil-
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ferenzenfolgen zulissig. Man erkennt zum Beispiel sofort, daB auf
keiner Stufe dreigliedrige Liickenzahlfolgen mit den Differenzen
(2,2) vorkommen. Mit der Differenzenfolge 26,,20,...,26,_ 4,24,
ist offenbar auch die in umgekehrter Ordnung geschriebene Folge
20,,20,_y,...,20; 20, zuldssig. Die umgekehrte Folge kann mit
der ursprimglichen zusammenfallen. Solche Folgen, die bei den
weiteren Untersuchungen eine wichtige Rolle spielen werden, sollen
symmetrisch heiflen.

Wenn eine Differenzenfolge bei den Liickenzahlen r-ter Stufe
auftritt, so findet sie sich auch auf allen vorhergehenden Stufen,
denn die Liickenzahlen r-ter Stufe gehoren zu allen vorhergehen-
den Stufen. Mithin enthilt die erste Stule bereits alle méglichen
Differenzenfolgen. Indessen kann eine auf der ersten Stufe zu-
lissige Folge beim Fortgang zu héheren Stufen unzulissig werden.
Zum Beispiel ist die Differenzenfolge (2,4,2,4, 2) auf der ersten
Stufe verwirklicht; sie fehlt aber auf der zweiten, denn von den
6 erzeugenden Zahlen miiite eine durch 5 teilbar sein. Allgemein
gesprochen verliert man beim Ubergang zu einer hoheren Stufe
immer gewisse Differenzenfolgen, weil eine der erzeugenden Zahlen
durch :iie hinzutjretende Primzahl teilbar sein wiirde. Es gibt je-
doch Folgen, die aul jeder Stule zulassig sind. Solche Folgen
sollen bestdndig genannt werden.

_ Nur besténdige Folgen kommen in Betracht, wenn man fiir
die Anzahl der aus dem Hauptabschnitt r-ter Stufe entspringen-
den Liickenzahlfolgen mit gegebenen Differenzen asymptotische
Gesetze herleiten will.

Die Differenzenfolgen, die sich ergeben, wenn man aus der
Reihe der ungeraden Primzahlen irgendeine steigende Folge her-
ausgreilt und die Differenzen der benachbarten Zahlen bildet, sind
teils bestdndig, teils unbesténdig. Unbestindig ist zum Beispiel
die Folge 2,4,2, 4,2 die zu den Primzahlen 5,7,14,13,17,19 ge-
hort. Es ist sehr wahrscheinlich, daB folgender Satz gilt: Un-
bestdndige Folgen von Differenzen kommen unter
den Primzahlen, wenn iberhaupt, nur eine endliche
Anzahl von Malen vor, dagegen sind alle bestdndigen
Differenzenfolgen bei den Primzahlen unendlich oft
verwirklicht. Es werden im folgenden sogar asymptotische
Ausdriicke fir die Anzahlen des Auftretens besténdiger Diffe-
renzenfolgen aufgestellt werden; diese haben sich bei den numeri-
schen Priifungen als brauchbar erwiesen.
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Damit eine Folge 24;,..., 24, aufl der ersten Stufe
als Differenzenfolge erscheint, ist notwendig und
hinreichend, dal sie entweder hiochstens eine nicht
durch 3 teilbare Zahl enthalt oder daBl beim Durch-
laufen der Folge Zahlen der beiden Formen 6n +2
und 6n;+4 miteinander abwechseln. Die nicht durch
3 teilbaren Differenzen diirfen durch beliebig lange
Folgen durch 3 teilbarer Differenzen getrennt sein.

Zum Beweis beachte man, daB erstens die Differenzen der
benachbarten Liickenzahlen erster Stufe die periodische Folge
2,4,2,4, ... bilden und zweitens jede Zahl der Form 6an,+2 als
eine Summe (2+4)+ (2+4) + .-+ (2+4)+2 dargestellt werden
kann, jede Zahl der Form 6n,+4 als eine Summe (4+2)+(4+2)
+---+(4+2)+4, jede Zahl der Form 6n, aber in der doppelten
Gestalt (2+4)+ (244) + -+ (2+4) oder (4+2) +(4+2)+---+(4+2).
Wenn man die Differenzen 24;....,24, in Summen der angegebe-
nen Art auflést, so muB die permdheche Folge 2,4,2,4, ... heraus-
kommen, und das ist nur moglich, falls die ang@gebenen Bedin-
gungen erfiillt sind.

Man kann auch folgendermaBen vorgehen. Damit cine Diffe-
renzenfolge 26;,...,24, aul der r-ten Stufe zulissig ist, mufl es
mindestens eine Liickenzahl v, des Hauptabschnittes r-ter Stule
geben, sodall auch die u Zahlen v,+206y, v,+20,, ...,v,+ 20, Liicken-
zahlen r-ter Stufe sind. Es darf daher keine dieser Zahlen durch
3 teilbar sein, und die Liickenzahlen », sind zu verwerfen, bei
denen Teilbarkeit durch 3 eintritt. Betrachten wir zuerst v, 420,
=19,+29,. Ist 20; durch 3 teilbar, so braucht keine der Zahlen w,
verworfen zu werden. Ist 24, durch 3 teilbar, so entfallen die
Zahlen v, der Form 6n,+1 oder der Form 6n,+5, Je nachdem 1+24,
oder 5--2¢; durch 3 teilbar ist, sodal immer die eine Halfte der
Liickenzahlen ausscheidet. Beim Ubergang zu v,+20,=v,+26,+26,
wiederholen sich diese Schliisse. Ist 24, durch 3 teilbar, so ver-
bleiben die noch vorhandenen Zahlen z,, und je nachdem 1424,
oder 54268, durch 3 teilbar ist, sind die Zahlen v, +24; der Form
6n,+1 oder der Form 6r,+5 zu verwerfen. Damit Zahlen v, iibrig-
bleiben, mufl demnach entweder mindestens eine der Differenzen
24, 20, durch 3 teilbar sein oder die eine die Form 6n,+2, die
andere die Form 6#n,+4 haben.

Indem man so weiter schlieBt, erhellt, daB das vorher aus-
gesprochene Kennzeichen fiir alle Stufen notwendig, fiir die erste
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Stufe aber, bei der es nur auf die Teilbarkeit durch 3 ankommt,
auch hinreichend ist.

Fiur die Anwendung des Kennzeichens erster Stufe
sind alle u-gliedrigen Folgen gleichwertig, bei denen sich die Dif-
ferenzen gleichen Zeigers um Vielfache von 6 unterscheiden. Mit-
hin ergeben sich sdmtliche u-gliedrige Folgen .erster Stufe, wenn
man zunichst die p-gliedrigen Grundfolgen bildet, bei denen
264,...,20, nur einen der drei Werte 2,4,6 haben. Es gibt nur
eine endliche Anzahl solcher Grundfolgen. Aus ihnen
erhilt man alle iibrigen zuldssigen F olgen, indem zu den Zahlen
der Folgen beliebige Vielfache von 6 hmzugefugt werden.

In der umstehenden Tafel 10 sind’die zulassigen Grund-
folgen fir u=1,2,3,4 zusammengestellt worden. Sie sind inner-
halb der gleichgliedrigen Gruppen nach dem Gewicht geordnet.
Wenn die umgekehrte Folge von der urspriinglichen verschieden
ausfillt, so findet man in der Tafel immer nur die eine der beiden
Folgen angegeben. ‘

Wird nunmehr zur Primzahl 3 die Primzahl 5 hinzugenommen,
so gelangt man zu emem Kennzeichen zweiter Stufe, das
fiir alle Stufen, von der zweiten ab, notwendig, fiir diese aber

auch hnreichend ist. Es 1aBt sich so aussprechen. Zu den 8 Liicken-
zahlen zwelter Stufe '

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29

addiere man zuerst die Differenz 26, und verwerfe alle Zahlen v,,
bei denen v, +24; durch 3 oder 5 teilbar ist. Zu den iibrigbleiben-
den Zahlen 1,426, addiere man 24, und verwerfe alle Zahlen s,
bei denen v,+26,+24, durch 3 oder 5 teilbar ist. Ebenso verfahre
man mit 24, ...,25”. SchlieBlich verbleiben nur die Zahlen v,, die
zulassig sind, oder das Verfahren fithrt zu der Einsicht, dal die
Folge unzulasmg ist. .

Weil es fiir das Kennzeichen zweiter Stufe nur auf die Teil-
barkeit durch 3 und 5 ankommt, darf man die Zahlen 24;,...,24,
durch ihre Reste bei der Division durch 30 ersetzen, sodall nur
Zahlen der Reihe 2,4, ..., 28,30 auftreten. Auf der zweiten Stufe
ergibt sich dann wieder fiir x=1,2,3,... je eine endliche An-
zahl zuldassiger Grundformen. Man findet ferner, da die
ein-, zwei- und dreigliedrigen Grundformen erster Stufe zulédssig
bleiben. Dagegen werden von den viergliedrigen Grundfolgen un-

zuldssig:
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TAFEL 10

Die zuldssigen Grundfolgen erster Stufe fiir = 1,2,3,4

Eingliedrige Grundfolgen

Gewicht 2: (2)
Gewicht 4: (4)
Gewicht 6: (6)
Zweigliedrige Grundfolgen
Gewicht 6: (2. 4)
Gewicht 8: (2. 6)
Gewicht 10: (4. 6)
Gewicht 12: (6, 6)
Dreigliedrige Grundfolgen
Gewicht  8: '(2, 4, 2)
Gewicht 10: (4, 2, 4)
Gewicht 12: (2, 4,6), (2.6, 4), (4.2, 6)
Gewicht 14: (2, 6, 6), (6, 2, 6)
Gewicht 16: (4, 6, 6), (6, 4, 6)
Gewicht 18: (6, 6, 6)
Viergliedrige Grundfolgen
Gewicht 12: (2,4, 2, 4). (4 2, 4, 2)
Gewicht 14: (2, 4,2,6), (2, 4, 6, 2)
Gewicht 16: (4, 2, 4, 6), (4, 2, 6, 4)
Gewicht 18: (2, 4,6, 6), (2,6, 4,6), (2,6, 6, 4)
(4, 2, 6, 6), (4, 6, 2, 6), (6,2, 4, 6)
Gewicht 20: (2, 6, 6, 6), (6, 2, 6, 6)
Gewicht 22: (4, 6, 6, 6), (6, 4, 6, 6)
Gewicht 24: (6, 6, 6, 6)
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beim Gewicht 14: (2, 4, 2, 6);
beim Gewicht 18: (2, 4, 6, 6), (4, 2, 6, 6);
beim Gewicht 24: (6, 6, 6, 6)

Es findet sich namlich unter den 5 erzeugenden Zahlen notwendig
emne durch 5 teilbare.

Aufl der dritten Stufe hat man in entsprechender Weise mit
den P{V =48 Liickenzahlen vy zu verfahren. Bei den Differenzen
20y, ...,26, darl man sich aul die Reste gegen 2 P, =210 beschrén-
ken. Wiederum entsteht fiir jeden Wert von g eine endliche An-
zahl von zuldssigen Grundformen dritter Stufe, wiederum geht
eine Anzahl der auf der zweiten Stufe zuldssigen Grundformen
verloren.

So geht es weiter. Man erhilt jedoch auf diesem Wege keine
Aufklarung dariiber, ob eine Folge bestidndig ist. Dazu miissen
wir untersuchen, wann eine auf der r-ten Stufe zulissige Folge
26y, ..-,20, auf der (r+1)-ten Stufe unzuldssig wird.

Alle etwa vorhandenen Luckenzahlfolgen (r+1)-ter Stufe mit
den leferenz_en 20y, ..+,20,, bei denen die Anfangszahl v,,, dem
Hagptabsc}1n1tt (T‘+1)-ter Stufe angehirt, sind unter den Liicken-
zz}hlen r-ter Stufe mit denselben Differenzen enthalten, bei denen
die Anfangszahl einem der p,,, ersten Abschnitte angehort. Damit
Elmgekehrlt eine Lickenzahlolge r-ter Stufe auch der folgenden
Stufe zuzurechnen ist, darf keine Zahl der Folge durch p,,, teil-
bar sein.

Die u+1 Zahlen einer der betrachteten p,,, Folgen r-ter Stufe

lassen sich nach einem wiederholt angewandten Verfahren in die
Form setzen

2P, m+v, 2P y+9,+ 20, 2P, n+0,+ 20y, ..., 2P, n+v,+20,;

o, liegt im Hauptabschnittt r-ter Stufe, 7 ist eine Zahl der Reihe
0,1,2,..., p,y1—1. Fir jede der u+1 Zahlen der hingeschriebenen
Folge gibt es cinen und nur einen Wert von 7, den Ausnahme-
wert, fir den sie durch p,,, teilbar wird, und die Folgen r-ter
Stufe, bei denen 7 einen Ausnahmewert annimmt, sind aufl der
(r+1)-ten Stufe unzulissig. Damit alle p,,; Folgen unzuldssig sind,
ist notwendig und hinreichend, daf# die Ausnahmewerte alle p,.,
Zahlen der Reihe 0,1,2,..., p,yy—1 liefern; dabei ist nicht aus-
geschlossen, daBl eine solche Zahl mehrmals als Ausnahmewert auf-
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tritt. Wenn aber # alle Zahlen der Reihe 0,1,2, ..., Pre1—1 durch-
lauft, so durchlauft nach einem bekannten Satze 2P, weil 2P,
zu p,, teilerfremd ist, eine Reihe von Zahlen, deren Reste gegen
P41 #usammengenommen wieder die Zahlen 0,1,2,...,p,,,—1 ans-
machen. Dasselbe gilt dann von 2P, n+2,, und hicraus folgt, daf
auch die Reste der u+1 Zahlen

0, 26,, 20y, ..., 20

I

em volles Restsystem 0,1,2,..., p,,,—1 ausmachen miissen. Damit
es auf der (r+1)-t-en Stufe Lickenzahlfolgen mit den
Differenzen 24, 205,...,20, gibt, wenn deren aufl der
r-ten Stufe vorhanden sind, ist mithin notwendig
und hinreichend, daf die genannten u+1 Zahlen kein
volles Restsystem gegen p,,, ergeben.

Die soeben abgeleitete Bedingung ist erfiillt, wenn g+1 kleiner
als p,,, ausfillt. Demnach sind alle aufl der r-ten Stufe
vorhandenen Differenzenfolgen, die aus weniger als
Prp1—1 Differenzen bestehen, bestandige Folgen. Im
besonderen sind alle zwei- und dreigliedrigen Folgen erster Stufe
bestédndig; es kommen hinzu alle vier- und finfgliedrigen IFulgen
der zweiten Stufe, alle seehs- bis neungliedrigen Folgen der dritten
Stufe usw. Folglich gilt der Lehrsatz:

Damit eine p-gliedrige Folge 26,24, ..., 28, be-
stindig 1st, muB sie erstens aul der ersten Stufe
vorkommen, also das Kennzeichen erster Stufe erp-
fullen, und zweitens miissen die Reste der u+1 Zah-
len 0,2¢, 20, ...,20, gegen die Primzahlen 57, ...,p,
niemals ein volles Restsystem bilden, wenn P, RO
gewdhlt wird, daB p,—1 noch kleiner, Pry—1 aber
schon groBer als g ausfillt. Diese Bedingung ist
hinreichend, aber auch notwendig.

Als Beispiele bestindiger Folgen hat man zunichst die zwei-
und dreigliedrigen Grundfolgen erster Stufe (siehe Tafel 10). Von
den dort aufgezihlten viergliedrigen Grundformen gingen auf der
zweiten Stufe verloren die folgenden vier:

(204,2,6), (2,4,6,6), (4,26,6), (66,6, 6).

Die itbrigen 13 Folgen sind bestindig.
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Weitere Beispiele ergeben sich nach einer Bemerkung von
WEINREICH, wenn man irgendeine steigende Folge von Primzahlen
nimmt, bei der die Anzahl der Glieder kleiner ist als das erste
Glied; denn wird das erste Glied mit p,,; bezeichnet, so ist es eine
Liickenzahl r-ter Stufe; dasselbe gilt von allen folgenden Gliedern
und nach Voraussetzung ist die Anzahl aller Glieder, p+1, kleiner
als p,,,; die zugehorigen Differenzen 24y, ...,24, bilden also eine
bestindige Folge. Wenn u-+1 gleich oder gréBer als p,,, 1st, kann
die Folge ebenfalls bestindig sein; es kann aber auch das Gegen-
teil eintreten. Ein Beispiel fiir den ersten Fall sind die Differenzen
der Folge der 16 Primzablen von 13 bis 73, fiir den zweiten Fall
die Differenzen der Folge der 16 Primzahlen von 11 bis 71.

WEINREICH hat auch erkannt, daB die symmetrischen Folgen
der 2»—1 Differenzen

2, ...,10,8, 6,4 2, 4,6, 810, ..., 2

fir jeden Wert von » bestindig sind. Wenn man nimlich von
den Zahlen 0,2¢,20,,...,20,,_, immer » '1-+1)—1|, abzieht, ergeben
sich die 2» Zahlen + [Q (Q+1)—ﬂ; beim Pluszeichen ist =2, 3, ..., 7,
beim Minuszeichen ¢=0,1,...,» zu sétzen. Nun wird das Rest-
system I bezug auf eine ungerade Primzahl p nicht geindert,
wenn man mit 4 multipliziert; mithin sind die Reste gegen p, die
bei den 2v Zahlen auftreten konnen, enthalten unter den Resten
gegen p der Zahlen i(m2—5) bei ungeraden Werten von z. Das
sind aber bekanntlich hiochstens p—1 Reste. Folglich erhalt man
niemals alle p Reste 0,1,...,p—1, und die Folge bleibt beim Uber-
gang zu einer hoheren Stufe stets erhalten.

§ 1
Die H-Funktionen

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich ausschlielich auf
bestindige p-gliedrige Folgen von Differenzen 24,,24,,...,24,.
Die Anzahl der Liickenzahlfolgen r-ter Stufe mit den gegebenen
Differenzen, die Liickenzahlen des Hauptabschnittes zu Anfangs-
zahlen haben, soll mit H, (24, 28, ..., 28,) bezeichnet werden.
Der im vorhergehenden Paragraphen angebahnte SchluB von r auf
r+1 fihrt zu der Gleichung |
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(86)  Hyaa (281 -00,28,) = H, (20, ., 28,0 (povs=pt,=1)

wenn die Anzahl der verschiedenen Reste 0,1,2,...,p,.,—1, die
zu den w+1 Zahlen 0,2¢,2,,...,20, gehoren, mit u, bezeichnet
wird; u, ist kleiner oder gleich u, u,+1 nach Voraussetzung kleiner
als p,.y. .

Bei geniigend hoher Stufenzahl wird g, gleich x. Wenn es
nimlich kleiner als u sein soll, so missen mindestens awei Aus-
nahmewerte von % zusammenfallen. Damit aber etwa 2P, 5,+ 20,
und 2P, 7,+ 20, gleichzeitig durch p,,, teilbar sind, mu8 2(g,—e,)
=20,,,+268,,5++-+26, durch p,,, teilbar sein. Bildet man simt-
liche Summen der Form

28,1 +20, 54 -+ 20, (r=0,1,...,u—1,%'<9$‘u);
80 ist darin nur eine endliche Anzahl von Primteilern enthalten,
und wenn p, der gréBte ist, so hat man fir r>R stets u,=pu;
selbstverstindlich kann diese Gleichheit auch schon fiir kleinere
Werte von r stattfinden.

Es sei a die kleinste Zahl von der Beschaifenheit, daB fiir

r>a die Gleichung gilt ,

1) Hoa(201.00,20) = H,(238,.,28,) - (prasiamt)

Dann wird
H, (26, ...,Edp)
= Ha(zé’u e 26y) : (Pe{—l—ﬂ"‘“ (Pa+‘2“:u_1) ' "‘(pr—lﬁ'“—i)’

(89)
Die Zahl a ist daher mindestens so groB wie die Zahl k, fir die
Pr—1—#—1 negativ, dagegen p,—u—1 positiv ausfillt.

Entsprechend den fritheren Festsetzungen (Gleiclumgen (1),
(2), (9), (51)) werde das Zeichen eingefiihrt

(89) P =(p—p—1) (pra—p—1) - (p,—p—1) ;

dabel mufl 7 mindestens gleich %k sein. Die numerischen Werte
der Zeichen P,, PY, ... P® die oft gebraucht werden, kann man
fir die ersten 7 Stufen der Tafel 11 entnehmen.
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TAFEL 11

Werte der Zeichen P,, P®,..., P R

rip | P pw | p® | p® | pw | p® | p®

1 3 3 9 1 — — - —

9 5 15 8 3 1 — —

| 3 7 105 48 15 - 3 9

| & L11 1155 480 135 | 64 21 12 5
5 1131 15015 5 760 1485 640 189 96 35

6 | 17 | 255255 92160 | 22275 8960 | 2457 | 1152 | 385

7 | 19 |4 819845 | 1658880 378675 | 143360 | 36855 | 16128 | 5005

Unter Benutzung des Zeichens P#+) moge fiir alle Stufen
r>k gesetzt werden:

(90) 26,) -

Das Zeichen S,(26,, ..., 26,) ist gewihlt worden, weil fir u=1
der Faktor von P® glefl(‘h der Schwankungsfunktion §,(26) war
(Glemhung (30)) und der Faktor von P**) wie S ,(20) mit Hilfe

von Multiplikatoren aufgebaut werden kann. Es gilt namlich nach
Gleichung (86) fir alle Stufen die Formel

(91)
und daher ist fir r>k:

(92) 1 28,)

H,(28;,...,28,) = P05 (25,....,

H,(28,,...,28,) = H,(26,, ...

26,) - I1 (Po—te=1) - -

oy Pe—te—1
26,) - [T =22 —

H.(26,, ... :
( ! o=1 pg_w“’—i

= P . H,(26,, ...,

Die Zahlen u, sind bedingt durch die arithmetische Beschaffen-
heit der Folge 0, 20,, ..., 20, gegeniber den Primzahlen 3,5,..., Pe-
Hiertuiber werden noch genauere Untersvmchungen anzustellen sein.

Wie bei §,(28) hat man bei §, (264, ... ) den Satz, daB
der Wert der Schwankungsfunktmn von einer gewissen Stule ab
sich nicht mehr andert. Der bleibende Wert moge mit $(24;,...;20,)

Sitzungsberichte d. Heidelb, Akad., math.-naturw. Kl A. 1918. 2. Abh. 2
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bezeichnet werden., Zum Bewers braoeht man oo aut die Glog-
chung (87) zuriickzngehen. in der w>foist. Hivenach ist

, \ (20, 20,
(99) S(20 any R0
(po—rr=1) - (=g 1)

man erkennt, dall der Wopt dor rechion Seite von 2 nnabhiangio sl

Fir kleimere Gewichte Lildt sich o Teicht crmitteln, nd man
findet dann it Hilte der Taiel U die aus dem Hanptabsehntl
entspringenden Liickenzahlioleen mit den gegehenen Ditferenzen,

Aul Grund der vorhergehenden Uberlegimgen st die neben-
stehende Tafe] {2 aufgestellt worden.in der man die H-Funkbonen
fir die Gewichte von 2 bis [2 findet. Wie ber dee Talel 101t von
zwel imsvmmelrischen Folgen immer noe die cine amgefihet wor-
den: denn es ist

(94) H(28 20,y = H(20,..20,) .

Primzahlfolzen mit gegebenen Differenzen

Das Verfahren, das in § 5 angewmudt wurde, i Sitze inher
Liickenzahlpaare gegebener Differenz anl Primzahlpaare gogehoner
Dilferenz auszudehnen, libt <ich aul SNiitze e Liackenzahlfolaen
mit gegebenen Differenzen iihertragen und ergibt entsprochende
Satze fir Primzahlfolgen mit gegebenen Differenzen 20,0 20,0002,
vorausgesetzt, dafl die Folge der Differenzen hostandie isl.
Hiernach ist bei grofien Werten der Stufenzahl » die Anzahl dor
(/,L-F’J.)-gliedrigen Primzahlfolgen it den DilYerenzen 26,0000 20 |

die dem Hauptabschnitt r-ter Stufe angehiren. nitherungsweise
) /) ri--1
(20
pla+ly - © (-'),j LY ) . ( ( _')
r i D Y .P“J M
\ , /
und wenn die Anzahl der zwizchen I und 2 liegenden Primzahl-
folgen der betrachteten Art mit
]1(2:),, e 20,,) (2 ”')
bezeichnet wird, so hat man
v fr-+1 . ) b
@2y Pyt (22 P )

(95) HEow-200 (2P,) ~ T S8 (25 20,)
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(AL 2)

TAFEL 12

Die ersten H-Funktionen

| “(:::]-] ) Funktion e 1, H, Li'lcli—i!{::&élfi?lgeﬂ
I. Zweigliedrige Folgen
2| H,(2) 1| H,(2)=1 PE| 5.7
4| H,(5) L (4)=1 PEN L5
6 | 1,(6) L] H,(6)=2 2P 7501
8 | H,(8) LT (8)=1 PR 513
» ol o [ 1,11 7,17
10| #,(10) 2| H,(10) =4 L p@ {13723; 19,90
12| H,(12) L] (12)=2 2PE ] 13 A 7
II. Dreigliedrige Folgen
6 | 1(24) | 2| Hy(2.4) =2 PO, 17: 17,19, 23
S| H(2,6) | 2] 1,(2,6) =2 PR3, 19; 29,31, 37
[0 1] (4.6 DU (R a1 11T 13,047,290
A0 TG = 110, 23,90
12 Hz 20 ) H, D0 — o 3 [H N l(; 251 17, lﬂ, 249
(2.1 ) =) 129,31, 41
H(A.8) | 2] 1y(h.8) =2 PRT1119; 19,23, 31
H (6,6 D 166 - oo 17,135 7,13, 19
A5 1:(6.6) = ¢ 20 | 117,235 17,23, 29
III. Viergliedrige Folgen
SHA(2.4.2) | 2] Hy(2,4.2) =1 | P9 11,13,17.19
ol N o L 710,148,107
WO | 1 (4, 2048) |2 1,(4,2,8) =2 [2p@ '{13,117,-59,23
19 | 1. (2 A 6) 91y () 7 G) _ 9 P(_” I ” f% 17, 23
AT T A T TS T 719,23, 29
H,(2,6,4) | 20 H,(2,6.4) =1 | P@| 29,31,37, 41
1,(4,2,6) | 2| 11,(4.2,6) =1 | PP T7.11,13,19

IV. Finfgliedrige Folgen

e

p(?)

[11,13,17,19, 23

| 101,103, 107, 109, 113

S
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Der erste Faktor ndhert sich mit wachsenden Werten von r oiner
bestimmten endlichen Grenze: denn das allcemeine Ghed  des
Produktes, als das er ersehemnt. Gt <ich i die Gestalt hringen

) /}: ({‘r—.Ll —j) B .1,.11 (ﬁlll . l) /lijdl
(96) (/}r_“’" _l)u+1 =] [};r-'.—lr_(‘h___i)llif .

und well der Grad des Nepners den Grad des Zihlers nm 2wl
Einhetten ahertrifft. <o i<t die Konvergenz des anendlichen Pro-
duktes

_ - (_2 /)r~);/ /)"'H-I-]‘; )
(‘("”) I!'_i (/,vx)‘)u‘;z -k,

gosichert. Wenn also die bestandig wachsende Funk o [130e020d (25
einer asymplotischen Darstellune Tihig <o <olloso kann diese nuore
die Form haben

(98) H @2l (0}~ K, -i\‘(zél,....:a”).

" ('_’ n)”

Ehe wir zur Betrachtung besonderer Fille iihergehen, soll
ans der Gleichung (‘fﬁ) cine Folgerimg gezogen werden, die spiiter
nittzlich sein wird. Die Formel von Merresso die in § 23 (GL IH))‘
herangezogen wurde, FRU <ich o der Form schreihon

(99) N P dog

{1}
]‘f

Erhebt man beide Seiten in die (‘u,+[ te Potenz, <o ergibl die
Verbinding mit Gleichung (97) als Verallgemeinerung der
Formel von MERTENS:

2P, elrshls

. - . . NAVES
Pl K (Ir»g P
r

"N

(100)

oder es st

(104)

r

I

[#4 =k ]l”’ _‘I’ _1

. LIRS
= pir-’--] ) (I”iﬂ[',) )
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e, bedentet eine numerische Konstante; die ganze Zahl & ist so
zu withlen, daft p,_,—p—1 negativ, dagcgun pp—p—1 positiv
ausfillt.

Die Ermittehimg der Grenzwerte K, wird besonders einfach,
wenn g-+1 eine Potenz von 2 ist; sie kommt nimlich zurick k auf
dic Auswertung des inendlichen Produktes

. = )
@ )

Die ganze Zahl [ ist so zu withlen, dab p_; %-(u-*—l) negativ, da-
gegen p,— ((~Ll> positiv auxfllt.

Es sei zuerst g=1. Dann wird nach Gleichung (.26)

2

- - t ,
(1 03) K, =lim (_/3 1)) =2 ]1 (_l—- (\-;)’i—) ): 2w, =x .

Y=o00
O
-

. ) 1. - \ .
Fir g=3 erhiilt man ebentalls eine bekanmle Gleichung. Nach
der Formel (6*1) wird

(104)

I . R
(PP (P (PH)?
die Formel

BYAL ol T f - — 4 b
(]“(W) K. =20.53.5.7- 0} 0f oy,

und man hat allgemein, wenn g4-1=2" ist, lir K, die Darstellung

(=1) (,)‘1’ (1) ?

(107) K =¢ - K

"

[

ist eine raltionale Zahl.

¢ 1
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Die Produkte @141y Konvergieren allerdings nur schwach;
mmerhin 1st auf drei Dezimalstellen genau

(108) oy = 0,660..., w,=0397...:

?

vgl. Darstellung, S.18-20 und § 6, Gleichung (61).

Aus der Ubereinstimmung von K; mit = folgt, daBl die Wachs-
tumsfunktion von G(.?.-n)

2 (2n)

(15) IfV(Qn) = - 5

der Funktion H® (2n) asymptotisch gleich ist. Die Bezichung
(109) W(2n) ~ H®(2n)

war schon 1915 von Brux vermutet worden (Darstellung, S. 24).
Allein man hat, wie schon in § 5 bemerkt wurde, die allgemeinere
Gleichung

(38) - H®(2n) ~ W(2n). 5(26)

das heiBt, die Wachstumsfunktion W(Qn) ist beliebig vieler Deu-
tungen fahig.

Aus der Ubereinstimmung von K, und »® folgt, daBl die
Wachstumsfunktion von G® (6x,):

e (Z n)
ey

mit den Anzahlen H®»2=2(35) in Zusammenhang gebracht wer-
den kann; denn es ist nach Gleichung (89)

(66) we (6 nl,) — 52,

(140) H, (28,28, 28)) = PP 5(28,,24,,28,) ,

und vermége der Formel (98) wird jetzt

4
JL 2
(Mi)l’ (200 282,28) (2 n) ~ K- l(zgn)]:*) 'S ‘(2 8,28, 2‘53) )
also

(112) HE2:20 (67,) . W (61,)- 5(26,,28;,28,) .
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Die einfachste bestandige dreigliedrige Differenzenfolge ist die
Folge (2,4,2) vom Gewicht 8. Die zugehoérigen Primzahlfolgen
lassen sich erkliren als die Paare von zwei Primzahlzwillingen,
die méglichst eng zusammen stehen; auf einen Primzahlzwilling
p, p+2 kann némlich nicht sogleich der Zwilling p+4, p+6 folgen
(abg'esehen von der Anfangserscheinung 1,3,5,7), weil p+4 durch 3
teilbar ist. Dagegen sind Primzahlvierlinge p,p+2,p+6,p+8
mit den Differenzen 2,4, 2 nicht nur moglich, sondern sie kommen
auch wirklich vor. Freilich sind sie selten; denn wiéhrend es von
1 bis 43051 an Primzahlen 4500, an Primzahlzwillingen 625 gibt,
sind in diesem Bereich nur 24 Primzahlvierlinge vorhanden.

. TAFEL 13
Primzahlvierlinge des Bereichs von 1 bis 43051

1. 5, 7, 11, 13 - | 13- 13001, 13003, 13007, 13009
9. 11, 13, 17, 19 16, 15641, 15643, 15647, 15649
3. 101, 103, 107, 109 15. 15731, 15733, 15737, 15739
4. 191, 193, 197, 199 16. 16 061, 16 063, 16067, 16 069
5. 821, 823, 827, §29 17. 18041, 18043, 18047, 18049
6. 1481, 1483, 1487, 1489 18. 18911, 18913, 18917, 18 919
7. 1871, 1873, 1877, 1879 | 19, 19421, 19423, 19427, 19429

2081, 2083, 2087, 2089 20. 21011, 21013, 21017, 21019
9. 3251, 3253, 3257, 3259 21. 22271, 22273, 22277, 22279
10. 3461, 3463, 3467, 3469 92, 25301, 25303, 25307, 25309
11. 5651, 5653, 5657, 5659 | 23 31721, 31723, 31727, 31729
12. 9431, 9433, 9437, 9439 | 2. 34841, 34843, 34847, 34849

Wie bei den Primzahlzwillingen die Nebenzwillinge 1,3 und 3,5
auftraten und die folgenden Primzahlpaare die Form 6n,—1, 6n,+1
hatten, so hat man hier den Nebenvierling 5,7,11,43 und die
folgenden Vierlinge haben die Form 30ny+11,13,17,19; daf von
der zweiten Stufe an die Anfangszahl einer Liickenzahliolge mit
den Differenzen 2,4,2 die Form 30n,+11 haben muf}, erkennt
man leicht mittels des Kennzeichens zweiter Stufe; wir werden
hierauf in § 17 noch zurickkommen.
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Nach Talfel 12 ist #,(2,4.2) = P}, also $(2.4.2)=I. Mithin wird
(1127) W@(6n,) ~ H®*2(6n,) .

das heit, die Wachstumsfunktion fir die Anzahl der
Zwillingsdarstellungen der durch 6 teilbaren Zah-
len ist asymptotisch gleich der Anzahl der vier-
gliedrigen Primzahlfolgen mit den Differenzen 2,4, 2.
In der Tafel 8 war als Wert der Wachstumsfunktion W@ (6n,) fiir
den Bereich von 15600 bis 15900 zwéll verzeichnet worden. Das
stimmt gut mit der Tatsache, daB nach Tafel 14 H® 42 (15600) =13
ist; allerdings steigt der Wert der H-Funktion in dem angegebenen
Bereich bis 15, weil zufillig die Vierlinge Nr. 14 und 15 rasch auf-
einanderfolgen.

§ 13
Die Folge der Urdifferenzen r-ter Stufe und ihre Abschnitte

Man denke sich die Liickenzahlen r-ter Stufe, mit der Eins
beginnend, der GroBe nach geordnet und bilde die Differenz von
Je zwei benachbarten Gliedern der Folge. Die so entstehen-
den Zahlen 24,,24,,... sollen die Urdifferenzen r-ter Stufe
genannt werden; denn die Differenz von zwei Liickenzahlen r-tor
Stufe, die nicht benachbart sind, liBt sich stets als Summe von
Differenzen benachbarter Liickenzahlen darstellen.

Die ersten P Urdifferenzen wiederholen sich bestiindig. Man
hat in ihnen den Hauptabschnitt der Urdifferenzen., Fr he-
ginnt mit der Zahl p, ., —1, er endet mit der Zahl 2 als Differenz
von 2P,—1 und 2P, +1. Auch die in der Mitte stehenden Ur-
differenzen lassen sich nach den Bemerkungen in §1 leicht an-
geben; sie sind (von der zweiten Stufe ab): 4,2,4.2,4. Fur die
folgenden Betrachtungen empfichlt es sich, die Urdifferenzen des
Hauptabschnittes kreisférmig anzuordnen, sodaB anf die letzte
Zahl 2 wieder p,.;—1 folgt. Diese 2 und die in der Mitte belind-
liche 4 sind dann Symmetriezentra fiir die Urdifferenzen. Hieraus
folgt, daB, von 2 und 4 abgesehen, die Zahl [/, (24,), die angibt,
wie oft die Urdifferenz 24, im Hauptabschnitt r-ter Stufe vor-
kommt, gerade ist. U,(2) und U,(é) sind dagegen ungerade; man
erkennt das auch leicht aus den Gleichungen

(113) U,(2) = H,(2) = P,
(114) U,(4) = H,(4) = P®
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Eine Reihe aufeinanderfolgender Urdifferenzen moge als ein
Abschnitt bezeichnet werden; die Summe der Zahlen des Ab-
schnittes heiBe dessen Gewicht. Die Formel

() 1,(08) = 25,20

zeigt, daB es Abschnitte jeden Gewichtes 24 gibt. Durch
Addition aufeinanderfolgender Urdifferenzen laBt sich demnach
jede gegebene gerade Zahl erzeugen. Dies veranlat — nebenbei
bemerkt — zu der Frage, bei welchen periodischen Folgen gerader
Zahlen tuberhaupt durch Addition aufeinanderfolgender Glieder
jede gerade Zahl erzeugt werden kann. :

Die Urdifferenzen r-ter Stufe steigen von 2 bis zu einer grofi-
ten Zahl 2y,. Wenn ein Satz von LEGENDRE! richtig wire, so
kéonnte man fir 2y, eine obere Grenze angeben. Danach soll ném-
lich in einer arithmetischen Reihe Ax+B, bel der A und B teiler-
fremd sind, wenn die ungeraden Primzahlen p’,p”,..., p? nicht in
A aufgehen, unter p, ; unmittelbar aufeinanderfolgenden Gliedern
der Reihe mindestens eines durch keine der Primzahlen p', p”,..., p"”
teilbar sein. Nimmt man als arithmetische Reihe 2z+1, als die

r Prl‘mzahlen 3,9,7,...,p,, 50 wiirde danach unter p,_, unmittelbar
aufemanderfolgenden ungeraden Zahlen mindestens eine Liicken-
zahl r-ter Stufe vorhanden sein, das heiBt, es wire 29,<2p, ;.
DupRE hat 1m Jahre 1859 nachgewiesen?, daB diese Ungleichheit
zwar fiur die niederen Stufen zutrifft und auch fiir gewisse hohere
Stufen richtig bleibt, aber fir r=8,11,13, 14, ...,24 versagt. Seine -
Ergebnisse sind die folgenden.

TAFEL 14

Die groBiten Werte der Urdifferenzen

, o 31 4l5l 6l 708/ 9l10[11|12]|13] 15| 15| 16

2p,—1 ; 6 (10 |14 {22 ;26 {34 |38 |46 |58 |62 74 182 | 86 | 94 |106

| ]
| 29, 6 |10 114 |22 |26 |34 |42 |46 58 |66 |74 |90 100 106118 |
| ! ‘ . | J

1 A. M. LEGENDRE, Théorie des nombres, t. [T, Paris 1830, S. 76.
2 A.Duprk, Examen d’une proposition de Legendre relative & la théorie
des nombres, Paris 1859. '
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Duprg 1st es nicht gelungen, eine obere Grenze fiir 2y, uu
finden. Als Ersatz gibt er das Theorem, daB der mittlere Wert,
der Urdifferenzen mit r Gber alle Grenzen wichst. Mittels der
Formeln von MERTENs 4Bt sich sogar ein einfacher asvmptoti-
scher Wert dafir herleiten. Die Summe der £ Urdifferenzen des
Hauptabschnittes ist namlich offenbar 2 P,, demnach ist der mitt-
lere Wert

[

(115) ﬁi)” ~ e -logp, .

r
Im Durchsehnitt gibt es also unter L e”-logp, aufeinanderfolgen-
den ungeraden Zahlen eine Liickenzahl r-ter Stufe.

§ 14

Die U-Funktionen

Die Schwierigkeiten, die bei der Ermittelung einer oheren
Grenze fiur die Urdifferenzen auftreten, haben ihren Grund darin,
daB es nicht miglich ist, eine einfache Formel fir die Zahl U, (249)
aufzustellen, die angibt, wie oft eine gegebene Urdiffereny 24, im
Hauptabschnitt vorkommt. Wenn man néimlich von der r-ten
Stufe zur (r+1)-ten Gbergeht, so entsteht die Urdifferenz 24, aul
zwei Arten. Erstens konnen, wie frither bei der Differeny 24,
zwel Liickenzahlen r-ter Stufe mit der Differenz 24, auf der folgen-
den Stufe Liickenzahlen bleiben; zweitens aber kimnen Ur-
differenzen r-ter Stufe beim Ubergang auf die folgende Stufe mif-
einander verschmelzen und so die Urdifferenz 24, erzengen. Die
Formel fiir U,+1(2£19) setzt sich daher aus zwei wesentlich ver-
schiedenen Teilen zusammen, die fiir sich ermittelt werden m {isgen.

Um den ersten Teil zu bestimmen, verfihrt man auf die
gewohnte Art. Aus einem Paar von Liickenzahlen r-ter Stufe v, und
v,+24, mit der Urdifferenz 24, entspringen p,,, Zahlenpaare
2P, m+v, und 2P, n+v,+24,, unter denen die unmittelbar
ibertragenen Liickenzahlpaare des Hauptabschnittes (r+'1)-ler
Stufe enthalten sind. Diese Paare ergeben sich, wenn man 7 Qs
der Reihe 0,1,2,...,p,,;—1 so wiihlt, daB keine der beiden Zahlen
des Paares durch p,., teilbar ist. Bei geniigend hoher Stufenzahl
ist der Beitrag zu U,,,(24,) gleich U,(24,) - (pr41—2).
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Die Urdifferenz 24, kann zweitens auf der (r-+i)-ten Stufe
dadurch erzeugt werden, daB die Urdiiferenzen 24,24,,4,--, 24,
eines Abschnittes der Urdifferenzen vom Gewicht 24, mitein-
ander verschmelzen. Ist @, die Anfangszahl eines Abschnittes
der Liickenzahlen r-ter Stufe, zu dem dieser Abschnitt der Ur-
differenzen gehort, so miissen beun Ubergang auf die (r‘+ 1)-139 Stufe
die beiden iuBersten Zahlen 2P,{+w, und 2P, {+w,+24, Lucken-
szahlen (r+1)-ter Stufe werden, dagegen alle inneren Zahlen
2P, {+w,+24,, ..., 9P, ¢ +w,+24,-24, durch p, ., teilbar sein.
Hieraus lolgl, wenn z—o groBer als 1 ist, dall die Urdifferenzen
2Agi1s--r24,_; selbst durch p, .y teilbar sein miissen, und das
hort auf, wenn die Stufenzahl r hinreichend groB genommen wird.
Von einer gewissen Stufenzahl ab konnen also nur zwel benach-
barte Urdifferenzen 24, und 24,,; zur Urdifferenz 24, ver-
schmelzen; es ist klar, daB dann 24,+24,,;=24, sein mufl. Wenn
noch die Anzahl aller im kreisformig angeordneten Hauptab-
schnitt r-ter Stufe vm‘“kommendem Abschnitte von Urdifferenzen
245, ZA“J’“.”" 24, m'lt U, (ZAm 24041500, 2A‘r) bezeichnet wird,
8o er zeugt J_edel‘ der U,(24,,24,,,) zweigliedrigen Abschnitte des
UEWlCh’EGS ‘Zd‘gbemmal durch Versechmelzung die Urdifferenz 24,,
wenn n:am]mh < 80 gewdhlt wird, daB 2P, {+w,+24, durch p,
teilbar 1st. '

Hiermit 1st die Formel bewiesen

(16)  U,,4(24,) = U,(24,) - (p,11=2) + ZU,(24,,24644) 3

dic Summe ist iiber alle Urdifferenzen r-ter Stufe 24, zu er-
strecken, fir die 24,+24,,,;=24, wird, oder mit anderen Worten
ither alle Zerlegungen der Urdifferenz 24, in die Summe von zwel
benachbarten Urdilferenzen. '

Wegen der Symmetrieeigenschaften gilt die Gleichung
(117) U, (244, 245) = U, (245,1,24,) -
Das ist ohne weiteres einleuchtend, falls 24, und 24, von 2
und 4 verschieden sind, gilt aber auch, wie man sich leicht uber-

zeugt, wenn eine der Zahlen 24,,24,,, oder beide gleich 2 oder 4
sind. Demnach wird

(116) U,..(24,) = U,(24,) (pry1—2) +22 U,(24,,24,4;)
mit der MaBgabe, daB 24,<24,,, und 24,+24,,,=24, ist.
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Emn Beispiel moge zur Erlduterung dienen. Auf der zweiten
Stufe geben die beiden Liickenzahlpaare 1,7 und 23,29 die Ur-
differenz 6; also ist U2(6)=2. Aus thnen entspringen je 7—2 Paare
dritter Stufe, niimlich

aus 1,7 die Paare: 31, 37; 61, 67; 121, 127; 161, 167; 181,187;
aus 23,29 die Paare: 23,29: 53, 59; 83, 89; 143, 149; 173, 179.

Diese 10 Paare liefern auf der dritten Stufe ebenfalls die Urdiffe- -
renz 6. Zu ithnen treten aber hinzu die vier Paare
47,53; 73,79; 131,137, 157,163

? ]

mit der Urdifferenz 6. Sie sind hervorgegangen aus den drei-
gliedrigen Folgen zweiter Stufe

1,13,17; 17,19,23; 7,11,13; 13,17,19 .

Die beiden ersten Folgen haben die Differenzen 2,4, die beiden
letzten 4,2. Auf diese Art wird schlieBlich

Us(6) = Uy (6) - (7—2) + 2U,(2,4) = 10+ 4 = 14,

Verfolgen wir das Beispiel noch weiter. Den Gleichungen (113)
und (114) liBt sich an die Seite stellen die Gleichung

(118) U,(2,4) = H, (2,4) = P®);

denn alle zuldssigen Differenzenfolgen des Gewichtes 6 sind ldie
beiden 2,4 und 4,2. Demnach wird von einer geniigend hohen
Stufe ab

Ups1(6) = U, (6) - (p,41=2) + 2P® |
Es ist aber identisch

Pr(?gl = P‘r(a) (pr+1_2) - Pr(?‘) )

mithin wird

U, 1s(6)+ 2P, = [0(6) +229] - (, )
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und weil diese Gleichung von der zweiten Stufe ab richtig ist,
s0 wird allgemein

(119) U,(6) = 2P® _2p® .

Zur Priifung berechnen wir U, (6) =2.15—2.8 =14, was stimmt.

In der Formel (116) erscheinen die Anzahlen U,(245 24,4,).
Um sie zu bestimmen, hat man eine dhnliche Uberlegung anzu-
stellen wie bei U,(24,). Beim,-Ubergang von der r-ten zur (r-+1)-
ten Stufe entsteht der Abschnitt 24,, 24,., auf zwei wesentlich
verschiedene Arten, durch unmittelbare Ubertragung und
durch Verschmelzung.

Die unmittelbare Ubertragung ergibt fir U, +1(2A0, 24,,4) den
Beitrag U, (24,,24, ) (P " —3), falls die Stufenzahl hinreichend
hoch ist.

Unter derqelben Voraussetzung kénnen nur zwel benachbam*te
Urdifferenzen miteinander verschmelzen. Demnach gibt es drei
Maoglichkeiten. :
y 4{-:MT\»’Iamu l;:j; den Abschnitt 24,,24,,,, 24,5, und es ist

e y1=245, 24, ,=24_.,. Jeder solche Abschnitt liefert
die Urdifferenzen r)LI(,,H./J(,H emmal

1I. Man hat den Abschnitt 24,,24,,,, 24,,,, und es ist
24,=24,,24,,,+24,,,=24,,,. Teder solche. Abschnitt liefert

die Urdifferenzen 24,, 24,,, einmal.

III. Man hat den Abschnitt 24,,24,,4,24,,5 24,5, und es ist
24,424, ,=24,,24,, ,+24, 4=24,,,. Damit hieraus die Urdiffe-
renzen 24,,24,,, hervorgehen, miissen gleichzeitig 2P, ¢ +w,+24,
und 2P, {+w,+24,424, ,+24,, , durch p, ., teilbar sein; also
wire auch 24_,,+24,_,, dadurch teilbar. Von einer gewissen
Stufenzahl ab hort das auf; die drltte Moghchkmt dari‘ also aus-
geschieden werden.

Alles in allem gilt bei hinreichend hﬁher Stufenzah]l dle Formel

(120')| U, (245, 24,1) = U, (245, 24541) « (.41 —3) -
. l _+-;'Ur(2Atv ZAHg-lv_ 2Af+2) ’

die Summe ist iber alle dreigliedrigen Ahschmtte Zu ersﬂ;reckén,
bei denen entweder 24, + 24, = 24;,24,., = 24,,; oder
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24, = 24;,24,,,+24,,, = 24, ist. Zur Vereinfachung kann
man die Gleichung benutzen

(121)  U,(24,,24,,,24,,,) = U,(24,,5, 24,,,,24,) .

Als Beispiel mige U,(S) genommen werden. Zuniichst st
nach Gleichung (118):

Upsa(8) = U,(8) - (p,21=2) + 2U,(2.6) .
Ferner ist nach Gleichung (121):
U’—!—l (26) = Ur‘(216) . (pr+1_3) + Ur (21 4:2) .

Die Folge 2,4,2 kann nicht aus eciner Folge von mehr Gliedern
durch Verschmelzung hervorgehen; sie ist, wie wir sagen wollen,
unzerlegbar. Man hat daher

(’122) U,(2,4,2) = H,('Z, ,_)‘) P
Nun ist identisch-

PY = p¥ (Pr+1—3)‘ — P9,
folglich wird

Uria(2,6) + P = [U,(2.6) + P - (p, ,-3),
und weil Uy(2,6) + P{M =2 ist:
(123) U, (2,6) = PRI_ pio_
Weiter hat man die Identitit
2PR, — P}, = (2PP —pW¥) . (pru—2)—2PR _2pW
also ist
U,41(8) +2P%, — P, = [U,(8) + 2P® — pW] . (p,41~2) .

Wenn man noch beachtet, daB U,(8) + 2P~ P =3 ist, so wird
schlieflich fir r=>2

(122 U,(8) = 20004 P10
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Auf dhnliche Art beweist man die Gleichungen

(125) U,(4,2,4) = H,(4,2,4) = 2P¥
(126) U,(46) =1PP-2PP,
(127) U,(10) =3PP-3P®+2PH;

sie gelten von der zweiten Stufe ab.

Bei der Bestimmung von U,(12) stoft man bereits auf
U-Funktionen U,(24,, 24,,1,24042) 24,,5), die nicht gleich den
entsprechenden H-Funktionen sind, und bedarf daher allgemeine-
rer Formeln. Es ist jedoch leicht, die Gleichungen (116) und (120)
auf die Anzahlen auszudehnen, mit denmen beliebige u-gliedrige
Abschnitte 24,24, ...,24,,,_, im Hauptabschnitt vorkommen.
Bei hinreichend hoher Stufenzahl stammen aus der unmittelbaren
Ubertragung von der r-ten auf die (r+1)-te Stufe (p,,,—u—1)-mal
soviel Folgen mit den gegebenen Urdifferenzen als vorher auf-
traten. Beil der Verschmelzung aber kinnen, wenn die Stufenzahl
wieder hinreichend hoch ist, nur (u-+1)-gliedrige Abschnitte in
Betracht kommen, bei denen zwei Urdifferenzen sich vereinigen,
und man erschlieBt so die Richtigkeit der allgemeinen Formel

l = U,(24g, 24gu1y s 24gpumy) - (Praa—pe—1)
+ EUL (240 2800y 0 240,,)

[ Ur+1 (2Am 2A0+17 teey ZAG-H"—I)
(128) |

die Summe ist ber alle (u+1)-gliedrigen Abschnitte zu erstrecken,
die entstehen, wenn eine der gegebenen u Urdifferenzen in eine
Summe von zwei geraden Zahlen zerlegt wird. Falls keine dieser
Zerlegungen zu einem zuldssigen (u+1)-gliedrigen Abschnitt fithrt,
ist die betreffende U-Funktion gleich der H-Funktion fiir dieselbe
Differenzenfolge. Eine solehe Differenzenfolge soll unzerlegbar
heiflen.

Um eme Funktion U,(24,) mittels der Formel (128) zu be-
rechnen, hat man im Hauptabschnitt r-ter Stufe séimtliche Ab-
schnitte von Urdifferenzen herzustellen, die aus 24, durch fort-
gesetzte Zerlegung entspringen. Man beginnt mit den zweiglied-
rigen Abschnitten, gewinnt daraus die dreigliedrigen, schreitet
fort zu den viergliedrigen und so weiter. Das Verfahren endet,
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wenn man zu unzerlegbaren Abschnitten gelangt. Bei der Durch-
fithrung hat man nur die zuldssigen Abschnitte beizubehalten; fir
kleinere Gewichte geniigen zur Entscheidung die Kennzeichen
erster und zweiter Stufe, die bei Urdifferenzen jedenfalls not-
wendig sind.

Handelt es sich zum Beispiel um die Funktion U,,(il-’m), SO er-
geben sich bei der Zerlegung als zulissige Abschnitte:

14
2,12 und 12,2 6,8 wnd 8,6
2,6,6 und 6,6,2; 6,2 6 2,6,6 und 6,6,2; 6,26
2.4,6,2 2.4,6,2

~ Die Abschnitte 4,10; 2,4,8; 2,4,2,6; 2,6,2, 4 und die daraus
durch Umkehrung hervorgehenden sind unzulissig. Die Ab-
schmtte 6,2,6 und 2,4,6,2 sind unzerlegbar.

Fir die Gewichte von 2 bis 12 sind, entsprechend der Tafel 12,
in der Tafel 15 die Ergebnisse der Rechnungen fiir dic U-Funk-
tionen zusammengestellt; wie dort ist von zwei Folgen, die durch
Umkehrung der Ordnung ineinander tbergehen, immer nur die
eine angegeben.

§ 15

Zusammenhang zwischen den H- und U-Funktionen

Fir alle unzerlegharen Folgen 24,, ..., 24,,,_1 gilt die
Gleichung

(129)  H,(24,,....24,,,) =U,(24,, ..., 24,,,_,) -

Sie ist ein besonderer Fall des Zusammenhangs, der zwischen den
H- und U-Funktionen besteht; jede H-Funktion li8t sich
.néimlich als Summe gewisser U-Funktionen dar-
stellen.-

Betrachten wir eine (v+1)-gliedrige Folge von Luckenzahlen
r-ter Stufe, deren Differenzen 246,,...,248, sind, so brauchen wir
nur den »+1 Liickenzahlen alle zwischen der Anfangs- und der
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Endzahl liegende Luckenzahlen r-ter Stufe hinzuzufigen, um eine
Folge von lauter benachharten Liickenzahlen und damit eme
Folge von Urdifferenzen 24,,....24, . ,_,
v Abschnitten mit den Gewichten 26,..... 24, zusammengesetzl
ist. Nimmt man aber umgekehrt irgend einen Abschnitt von
Liickenzahlen mit den Urdifferenzen 24, ....2A4,,, ;. so ist darin
eine Luckenzahlfolge mit den Differenzen 26, ....24, enthalten.
Mithin wird

zu erhalten, die aus

(130)  H,(261,265.....20) = S0, (24,24, 240,00
die Summe st ither alle Folgen von Urdilferenzen zn erstrecken,
die aus » Abschnitten mit den Gewichten 20,20, ....20, zu-
sammengesetzt sind.

Zur Erlduterung migen die /{-Funktionen der Gewichte 6
bis 12 untersucht werden.

Beim Gewicht 6 sind die zuliizsigen Zerlegungen 2,4 und A2
und daher wird

(131) H,(8) = U,(6) + 207,(2.4) .
In Verbindung mit (:leichung (HS) Folgt hierans sofort die Gleichung

(119) L,(6) = 2P —2p@

r

~

Beim Gewicht 8 sind die znlissigen Zerlegungen 2,60 6,2
2, 4,2, Daher wird

(132) H,(8) = U,(8) + 20 ,(2.6) + U,(2.4,2) .

Bei der Folge 2,6 hat man nur die eine zolissige Zerlegung
2,4,2 und es wird

(133) H,(2,6) = U,(2.6) + L7,(2.4,2) .

In Verbindung mit Gleichung (122) gibt dax sogleich die alte
Gleichung

(124) Lar (8) = p@ _ o ptlL pw
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Beim Gewicht 10 sind die zulissigen Zerlegungen 4,6; 6, 4;
4,2,4. Daher wird

(134) H,(10) = U, (10) + 2U,(4,6) + U, (4,2,4) .

Bei der Folge 4,6 hat man nur die eine zulissige Zerlegung 4,2, 4
und es wird

(135) H,(4.6) = U,(4,6) + U,(4,2,4) .

Indem man damit die Gleichung (’125) verbindet, erhilt. man <o-
fort. die Irihere Gleichung

(127) U, (10) = § PR _3p8 1 op®)

Beim Gewicht 12 sind die zulissigen Zerlegungen 2,10; 10, 2
4,8; 8,4; 6,6;2,4,6; 2 644)646 6)»;6/?9’1,2.4.

Demnach wird

(136)

und die Gleichungen for die M- -Funktionen, die zu den aufgefithr-

len L(‘I‘lv'?ungon gehiren, fihren jetzt ohne Mihe zu der Formel
der Tafel 15:

(tl.’%’?) U, (12) = %) /)7@2) —TPY [ope g pe

Man ithersicht, wie das Verfahren bei einem beliebigen Ge-
wicht 26 durchzufithren ist. Jeder Zerlegung von 24, die aufl der
r-ten Stufe zuliissig ist, entspricht eine Gleichung

.

[ n,(24,.2: ',...,;)A%M)
| = 0,240 24, ) = XU, (24,24, 24

LIRS u—-l) ¥

bet der die Summe iiher alle anf der r-ten Stule suliissigen Zer-
legungen von 24 oo 20,y muerstrecken dst: diese Zerlegungen
sind unter den schon hestimmien Zevlegungen von 2§ enthalten.

Es entsteht so ein Svstem von Glere hungen, hei denen aufl der
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linken Seite der Reihe nach die H-Funktionen far 24, die zwei-
gliedrigen Zerlegungen, die dreigliedrigen Zerlegungen usw. stehen,
bis man bei den hichstgliedrigen Zerlegungen Halt macht; bei
diesen stehen auf der rechten Seite die entsprechenden U-Funk-
tionen selbst. Wenn man jetzt die Reihe der Gleichungen rick-
wirts durchlduft, so lassen sich die Funktionen U,(24,, ..., 24,,,_,)
linear durch H-Funktionen mit Folgen von u+1 und mehr Glie-
dern ausdriicken, und schlieBlich wird U,(26) selbst eine lineare,
homogene, ganzzahlige Funktion aller H-Funktionen, die zu den
Zerlegungen von 26 gehéren; dabei hat H, (26) den Koelflizienten
Eins.

Bei geniigend hoher Stufenzahl werden die Zerlegungen von r
unabhéngig, denn ihre Gliedrigkeit liegt unter einer von r unab-
hingigen Schranke, und es miissen daher schhieBlich allein die
bestdndigen Zerlegungen ubrigbleiben. Von ciner gewissen
Stufenzahl a ab werden also die Koeffizienten in den lincaren
homogenen Ausdriicken fur die U,(24,,...,24,,,4) und im be-
sonderen auch fiir U,(26) fir jede Stufe r>a dieselben ganzen
Zahlen.

Ferner war bei geniigend hoher Stufenzahl
(89) H,(24,,...,24,,,.) = S(24,,...,24,,,_,) - P&+,

und da die Werte der Schwankungsfunktionen nach Gleichung (90)
rationale Zahlen sind, so kommt

U, (244, ., 28540) = S(24,, ., 244,y - P&

(139)

+ ZA,(24,,...,245,,y) « PYHY
die Koeffizienten A, sind von r unabhingige rationale Zahlen, die
Summe ist iber die Werte »=1,2,... bis zu einem solchen Wert
zu erstrecken, dal g+» den hochsten der zulissigen Werte erhiilt.
Im besonderen ist

(150)  U@0) = 5(20) PP+ 24, (20) - P,

[l

Fiir groBe Werte von r ist nach Gleichung (99)
2P

1) 2
i e(u #

Pr(ﬂ-*_“ — K . (lng,,)‘”-M .

"

(1)
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folglich wird

K Ppletl) .
142 pirt o B T :
W T R ey

und es ist ln erster Nz‘ihemng
(143) U, (24, 2401,0) ~ H,(245,,245,) .

Wie es in § 5 und § 11 geschehen war, kann man nunmehr von
den Liickenzahlen zu den Primzavhl'em ibergehen. Unter U4 (2n)
moge die Anzahl der Paare unmittelbar benachbarter Primzahlen
der Differenz 24 verstanden werden. Dann ist nach dem. Muster
der Gleichung. (42): :

W%@ﬂ

(144) mﬁT

~ §(24) .

Es kann nicht iiberraschen, daB die Néhérung hier nicht so gut
st wie bei den H-Funktionen. Fir 2r=43052 hat man nach
WEINREICH

HO(43052) < 1277, U'® (43052) = 986,
und weil U® (43052)=H® (43052) =625 war, so kommt

U (53052)

-\ 488,

(305

wahrendl S (6) 2 ist: dler emsprechende Quoﬂuem im Geblet der
H-Funktionen war 2 04

Endlich lassen sich auch asymptotische Formeln aufstellen
fir die- Anzahlen der (u+1)-gliedrigen Primzahlfolgen zwischen
1 und 2n, bei denen die benachbarten Primzahlen gegebene Diffe-
renzen 24;,...,24, haben. Man hat zu diesem Zweck die Formel
(139) durch - Mulmphkaﬂmn mit D' umzugestalten. In erster
Naherumg gmlt enbspreclhend der Formel (98) die Gleichung

(145)  U@de-2d (2n) YK M

o (Zn)l“ | "S‘(Zdi, T..,ZAF)-.
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Will man die Néherung weiter treiben, so ist das asymptotische
Verhalten des Ausdrucks

P (2P (2P)F PIHHY  (n(2p e

(146) ‘(P’(l)).u-f-l - (pr(lj)pi-l ' (zpr),u o

zu untersuchen. Mit Hilfe der Gleichungen (142) und (97) erkennt
man, daB der erste Faktor asymptotisch gleich ist dem Ausdruck

K

By

e’ .'(logp,)" i

Nach Gleichung (21) war aber lﬂg(ﬂP,)~p, und daher wird
schlieBlich nach einer wiederholt angewandten Uberlegung

J U @124 (2n)
- (=(2n))#H

@y

Da im Nenner nur die Potenzen von loglog2n auftreten, so haben
die Glieder der Summe einen erheblichen EinfluQ.

Die Formeln (145) und (147) gelten nur fiir bestandige Folgen
von Differenzen 24,,...,24,.

(147)

| 4,(24,,...,24,
lK,, 5(24y,...,24,)+ 2K,,, ((l()giog o )

§ 16
Mehrfache Darstellungen gerader Zahlen als Summen mittels
Liicken- und Primzahlfolgen gegehener symmetrischer Differenzen

In fortschreitender Verallgemeinerung waren ‘wir von den
Darstellungen der geraden Zahlen als Summen von zwei Liicken-
oder Primzahlen (§ 3) zu den Zwillingsdarstellungen der durch 6
teilbaren Zahlen (§ 6 und § 7) und von dort zu dén Doppel-
darstellungen gerader Zahlen als Summen mittels Liicken- und
Primzahlpaaren gegebener Differenz (§ 9) gelangt. Wir tun jetzt
den letzten Schritt und betrachten Liicken- oder Primzahlfolgen
mit gegebenen symmetrischen Differenzen 24,,24,, c+ry26,, sodall
also 20, = 24,_,,, ist. Hat man zwei solche Folgen r-ter Stufe




Summen und Differenzen ungerader Primzahlen. II.  (A2) ‘39

v,, v,+20y, v,+20y, ..., v,+20,
-und ' '
w,, w,+26,, W;+26,, ..., w,+20, ,

und schreibt die zweite Folge in umgekehrter Ordnung unter die
erste, so hat die Summe von je zwei untereinander stehenden
Gliedern immer denselben Wert, denn es ist wegen der Symmetrie

(148) | (U,+ Zq,,_l)\ -+ (wf+ 20”__,,) = @r+wr+ZGﬂ .

Man erhilt demnach mittels der (y-k'i)—gliedrigen Lﬁckenzab]folgﬁn
r<ter Stufe, denen symmetrische Differenzen zukommen, (M+1)'
fache Darstellungen der geraden Zahlen v,+1w,+2q,. Thre Anzalkl
werde mit G4 2% ’(2n) bezeichnet.

Man wird vermuten, daB nach dem Vorbild der Gleichung (82)
eine asymptotische Darstellung maglich ist

(1[49)‘ 'G,(“"""”P) (2n) -~ W,(g""""“.u) (27’1&) ) S‘(za,,...,éaﬂ) (2n) ’

bel der sich die rechte Seite zusammensetzt aus einer Wachs=
tumsfunktion und emer Schwankumgsfunktlom

Weil es sich jetzt um 2u+2 darstellende Zahlen handelt, wird
in Veraligemeinerung der Gleichung (83) zu setzen sein

P ;2;1 +2)

- 2n
2P,

(150) W20 (2m) = C(28,,...,28,)

C'(20y,-..,24,) ist eine von r unabhéngige numerische Konstante.

Man wird weiter annehmen diirfen, daB die Schwankungs-
funktion bei geniigend hoher Stufenzahl von r una]lbhanglg wird;
der so entstehende Ausdruck moge mit S®%% (2n) bezeichnet
werden. In der Gleichung (89) fur H,(20;,...,24,) -war der zweite
Faktor die Schwankungsfunktion § (261, 2&M) Der Zusammen-
hang zwischen ‘den beiden Arten.von. Schwankungstunktmnen die
bei den H- und den. G-Funktionen eigen sind, wird im dritten Teil
erortert werden. _ '

Nach §10 miissen von einer geniigend hohen Stufe ab die
Anfangszahlen éiner Folge von Liickenzahlen mit den Differenzen
24,,...,25, gewissen arithmetischen Reihen der Form 2P, y+u,
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angehbren; dasselbe gilt auch von Primzahlfolgen mit gegebenen
Differenzen. Mithin haben die geraden Zahlen, die eine (,u+1)-
fache Darstellung der - verlangten -Art gestatten, die Formen
2P,x+v:+v;'+2q"; fir o, und v, sind alle Paare zuliissiger Worte
zu setzen.. Es kann sich ereignen, daB die Gesamtheit der so er-
klarten geraden Zahlen alle geraden Zahlen umfaBt; es konnen
aber auch nur gewisse arithmetische Reihen der Form 2P, z+2u,
herauskommen, denen die darzustellenden Zahlen angehoren
missen. ‘
Im Gebiet der Primzahlen sei G?% 28 (2n) die Anzahl der
(u+1)-fachen Darstellungen der Zahl 2n mittels Primzahlfolgen
mit den symmetrischen Differenzen 264,...,29,. Der Ansatz wird,
entsprechend den fritheren besonderen F dllen, lauten

(15‘1) G @0y 20,) (2n) ~ W@ 20, (Qn) . S(@dy..,20,) (21&) :
die Schwankungsfunktion ist gleich Null zu setzen, wenn 2»n nicht
einer der arithmetischen Reihen angehort, denen die darzustellende
Zahl zu entnehmen ist, sonst ist sie gleich der vorher erklirten
Funktion §. Die Wachstumsfunktion fir die Primzahlen entsteht
aus der Wachstumsfunktion fiir die Lickenzahlen r-ter Stufe durch
Multiplikation mit D?** und Grenziibergang. Mit Hilfe der Glei-
chung (97) ergibt sich |

(.77: (2?1«))2’u+2:

(152)  Weee2 (2n) = (25, ..., 26,) Ko - T@np

Die Wachstumsfunktion 148t sich daher wiederum mit gewissen

Anzahlen von (2u+2)-gliedrigen Primzahlfolgen in Verbindung
bringen. Es ist nach Gleichung (98)

(153) H(281. ,2;*2#_*_1) (271) -~ K (n@n)‘)wﬂ

“2u+l " "72 n)zuﬂ
\

-8 (2ey,..., 26,4,)

mithin

) by 22 Beqs o BEs i) C(24y, ... 24,)
154 W(zal, ,26#) 27 ~ H(2 1 2 2u+1) 2n . 11 ) 1 :
(154) (am) AT PG P

der zweite Faktor ist als eine numerische Konstante aufzufassen.

Es schien erwiinscht, bei einer héheren G-Funktion die Unter-
suchung vollstindig durchzufiihren. WEINREICH hat das [ir die
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symmetrische Folge 2,4,2 getan:. Seine Ergebnisse sollen in dem
folgenden Paragraphen durch ein Verfahren- hergeleitet ~werden,
das dem in § 9 fir die Doppeldarstellungen benutzten entspricht;
WEeInREICH selbst hatte einen abweichenden Weg emgesahlagem,
der aber auch zum Ziele fiithite.

§17 |
Die Vlerlmgsdarstelllumgen der durch 30 texlbaren Zahlen
im Gebiet der Luckenzahlen'und der Pmmzahlen |

Wie in §12 bewiesen wurde, istAim Gebiet der Ppimzahlem
die Wach‘smmsfunk’tiomfﬂm' die Anzahl der Z'Willing‘sdars!;ellungem
der durch 6 teilbaren Zahlen asymptotisch gleich der Anzahl. der
viergliedrigen Primzahlfolgen mit den Differenzen 2,4,2. Diese
Folgen lieBen sich ihrerseits erkliren als die Paare von Primzahl-
zwillingen, die moglichst eng zusammenstehen; sie sind als Prim-
zahlvierlinge bezeichnet worden. Aus der hestandlgen symmetri-
schen Differenzenfolge 2,4,2 entspringen im Gebiet der Liicken-
zahlen und der Pmmzahlen vierfache Darstellungen . gewisser . ge-
rader Zahlen, die jetzt genauer untersucht werden sollen.

Die Zahlen eines Liickenzahlvierlings r-ter Stufe
gruppleren sich symmetrisch um die Mitte des Vierlings, die un-
gerade Zahl m,, und erscheinen in der Form m,-4, m~2,m,+2, m,+4.
Nimmt man die Zahl m, hinzu, so hat man 5 aufeinanderfolgende
ungerade Zahlen; demnach muB, .von der zweiten Stufe ab, m,
durch 15 tgilbar sein und hat als ungerade Zahl die Form 30n2+15
Hieraus ergibt sich von neuem, dafl die Anfangszahl eines Vierlings
die Form 30n,+11 hat. Die Endzahl hat also die Form 30n,;+19,
und bei der Summation entstehen Zahlen der Form ’

(155) (30 +11) + (30} +19) = 307} .

Mithin gestatten im Gebiet der Liickenzahlen nur die durch 30

teilbaren Zahlen Vierlingsdarstellungen. Im Gebiet der

Primzahlen gilt dasselbe, wenn man, wie das schon bei den Zwil-

lingsdarstellungen geschehen ist, von Nebendarstellungen abswht

hier scheiden die Darstellungen aus, bei denen der Nebenwem-lmg‘
5,7,14,13 benutzt wird.
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Nach § 16 ist zu erwarten, daB fir die gesuchte Anzahl
G‘g" 2 (30n2) eine asymptotische Darstellung besteht von der (restalt

p®
2P,

(156)" G4 (30my) ~ €(2,4,2) - =% - 30m, - SP*2(30n,) ;

C'(2,4,2) ist eine numerische Konstante. Es.wird sich zeigen, dalB
die Vermutung zutrifft, und es wird auch gelingen, die Schwan-
kungsfunktion S&* 2)(30712) zu bestimmen.

Um G242 (30,12) zu ermitteln, setze man, wie in § 6 bei den"
Zwillingsdarstellungen vorgehend, fir r=2: 30n, = 2P, z+ 30s,,

wo 30s, dem Hauptbereich r-ter Stufe angehirt: um Ausnahme-
falle zu vermeiden, sei £ mindestens gleich 2. Die beiden Vier-
linge mégen zu Anfangszahlen haben 2P,y +v, und 2P, z+w,, wo
v, und w, wieder dem Hauptbereich angehoren. Aus der Gleichung

(157) 2P,2+30s5, = 2P, (y+:)+v, +w,+8

folgt, daB v,+w,+8 bis auf ein Vielfaches von 2P, mit 30s, iiber-
einstimmen mufl. Nachdem diese Bedingung erfiillt ist, hat man
y+z so zu wihlen, daB y+z=z—¢ wird, wo ¢ die Werte 0,1,2
haben kann.

Die Anzahl der Wertepaare v,,w,, die Paare v,,, und w vy ¥,
als verschieden amgesehen bei demen v, von w, verschneden ist,
fir die v,+w,+8 bis auf ein Vielfaches von 2P, mit 30s, iiberein-
stimmt, soll das Vierlingsgewicht r-ter Stufe der Zahlen-
klasse 2P, z+30s, heiBen und mit g®** (30s,) bezeichnet werden.

Zur Bestimmung der Vierlingsgewichte dient wiederum der SchlulB
von r auf r+1.

Es sei 303,+1 =2P,£+30s,, v,,,=2P, 1]+v,,w,,+m = 2P, C+w
die Zahlen £,%,¢ konnen nur die Werte 0,1,2,...,p,.,—1 haben.
Die Ausnahmewerte fur die 8 Reihen von je p,,, Luckemahlen
r-ter Stufe

2P, n+v,, | Q'P,,n-kv,-z—z,
- 2P, (f~e—m)+w,, = 2P, (E-e—n)+w,+2,
(158) S

2P, n+v,+6, 2P, m+v,+8,

2P‘,(E—£—n)+6, 2P,(E—-s—n)+w,+8,
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das heifit die Werte von 2, bei denen Teilbarkeit durch p,,, statt-
findet, mégen der Reihe nach heiBen _

L 44 ‘III .
Moy Moy "o 7o 3
2¢2

N1, ’717 "hs M-

Wenn, wie vorausgesetzt wurde, 7 mindes“t.ens- gleich 2 und daher
P, mindestens gleich 7 ist, so sind die Zahlen %,, 7, 7, 7, von-
einander verschieden, und dasselbe gilt auch von den Zahlen
T, N> M My - Dagegen konnen Zahlen mit dem Zeiger Null gleich
Zahlen mit dem Zeiger Eins sein. Hierbei sind verschiedene Mag-
lichkeiten zu unterscheiden, die der Reihe nach durchgenommen

werden sollen.

I. Alle 8 Ausnahmewerte sind voneinander ver-
schieden. Dann gibt es 8 unzulissige Wertepaare 7,¢, und -es
gilt die Formel

(459) 2317 (305,41) = g4 (30s,) - (pr41—8) -

In diesem Fall ist keine der 9 Zahlen 2P, (- £)+v,+w,+0,2,4,...,16
durch p,,; teilbar, also auch keine der 9 Zahlen 303,+1+0, :*:2
+4, 6, +8. Und ist keine der 9 Zahlen 30s,,,+0, +2,+4,+6,+8

durch p,., teilbar, so sind alle 8 Ausnahmezahlen voneinander
verschieden.

Der Fall 1 kann nicht eintreten, wenn p, +‘1—7 ist; denn unter
8 Zahlen, die der Reihe 0,1,2,...,6 entnommen smd befinden
sich mindestens zwei glelche Hlermlt steht in Einklang, daB unter
den 9 geraden Zahlen 30s,,,40, +2, +4, +6, +8 mindestens eine
durch 7 teilbar ist. Es kénnen aber auch zwei dieser Zahlen den
Teiler 7 haben, und da sie sich dann um 14 unterscheiden, so er-
kennt man leicht, daB nur die beiden Paare 30s,.,—6, 30s,,,+8
und 30s, ,,~8,30s, ,,+6 gleichzeitig durch 7 teilbar sind oder nicht.

II. 30,4 ist duréh P,+1 teilbar. Dann ist, wie die Be-
tmachtung der 8 Zahlen (158) lehrt: S :

A

Cme=ay mp=mi, =i, M =n,.

Mehr Ausnahmewerte konnen nicht einander gleich s‘.ein, weil sonst
noch eine der 8 Zahlen 30s,.,+2,...,+8 durch p,,; teilbar




44 [A.2) - " PauL STACKEL:

wire. Mithin gibt es vier unzuldssige Wertepaare #,{, und es
gilt die Formel :

(160) gr(?l-'ié, ? (3037—}-1) = gpfz’ +3 (3031') " (pr‘-i-;l—!") .

Sie ist auch fiir die Primzahl 7 richtig.

III. 30s,,,+2 ist durch p,,; teilbar. Dann ist
bei +2: mo=ny, 5o=ny;  bei =2 no=1ny, my=mn, .

Mithin gibt es sechs unzulissige Wertepaare #,(, und es gilt die
Formel '

(161) g%d® (30s,,,) = g*%(30s,) - (p,11—6) -

Sie 1st auch fir die Primzahl 7 richtig.

IV. 30s,,;+4 1st durch p,,, teilbar. Dann ist

144

bel +4: ny=1y;  bei —4: ny=n;.

Mithin gibt es sieben unzulissige Wertepaare #, £, und es gilt die
Formel

(162) 2589 (30s,,,) = g+ (30s,) - (p,4.—7) -

Sie ist auch fiir die Primzahl 7 richtig und zeigt, daB die Zah-
len 30n,, bei denen 30n,+4 durch 7 teilbar ist, keine
Vierlingsdarstellungen gestatten,

Es ist leicht, dies unmittelbar zu beweisen. Die erste Zahl
eines - Vierlings muB namlich eine der sechs Formen haben
210n,+11,44,71,101,131,191. Damit die zweite Zahl Liickenzahl,
also von der dritten Stufe ab nicht durch 7 teilbar ist, fallt 131
weg, wegen der dritten Zahl 71, wegen der vierten 41. Die An-
fangszahlen der Vierlinge haben demnach von der dritten Stufe
ab die Formen 210n;+ 11,101, 191, die Endzahlen die Formen
21075+19,109,199. Bei der Summation einer Anfangs- und einer
Endzahl sind daher nur die 9 in dem Tifelchen zusammengestell-
ten Fille moglich:
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11 | 101 | 191

19 30 | 120 | 210

109 | 120 | 210 90

199 | 210§ 90 | 180 .

Man erhilt also bei der Summation nur Zahlen der Formen
210, +30, 90,120, 180,210, und es fehlen die Zahlen der Formen
2109, + 60, 150. Bel der Form 21(}w3+60 ist 210v3+60—4 durch 7
teilbar, bei der Form 210v,+150 hat 2107;+150+4 den Teller 7.

V. 30s,,,+6 ist ‘durch p,,, teilbar. Dann ist’
bei +6: 7y =ny", 7my'=n}; bei —6: no=1 mo=1n,.

Mithin gibt es sechs umzu13551ge Wertepaare 7y é, und es gilt die
Formel ‘

(163) g4 (30s,,,) = g,ﬂz 42 (30s,) - (p,41—6) -

Die Formel versagt, wenn p, +1=7 ist; denn mit 30s,,,+6
wird gleichzeitig 30s,,,¥8 durch 7 teilbar, und es sind noch andere
Ausnahmewerte einander gleich. Wir kommen auf diesen Fall zu-
rick, nachdem wir die letzte der sechs Moghchkelten behandelt
haben.

V1. 30s,,,+8 ist durch p,, teilbar Dann ist

e

bei +8: ni'=ny"; bei —8: go=1.

Mithin gibt es sieben unzulissige Wertepaare, und es gilt. die
Formel

(16 gRi®(30s,,.) = g4 (305,) - (praa=T) -

Die Formel versagt, wenn p,,;=7 ist; denn mit 30s,.,+8
wird gleichzeitig 30s,,;, ¥6 durch 7 teilbar, und es sind noch
andere Ausnahmewerte einander gleich. Man findet
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bei +6,—8: no=n,, ny=n", ng'=ny ;

bei —6,+8: no=n,, mo=1,, "= n}"
Mithin gibt es finl unzulissige Wertepaare 7,2, und es gilt die
Formel

(165) gt (30s,,,) = g9 (30s,) - (7-5).

Welcher Multiplikator bei.der Primzahl 7 zu nehmen ist, das
ersieht man sofort aus dem vorher aufgestellten Tifelchen. Hat die
vorgelegte Zahl 30n, eine der beiden Formen 210%, +60, 150, so
fehlen die Zahlen 60,150 in den 9 Fichern der Summen, und es
gibt keine Darstellung, der Multiplikator ist Null (Fall 1V). Bei
den Formen 2101,+30,180 ist der Multiplikator Eins: die Zahlen
30,180 kommen je einmal in den 9 Fichern vor. Die Zahlen 302
und 180+2 sind dann durch 7 teilbar (Fall III). Bei den Formen
0% + 90, 120 ist der Multiplikator Zwei; die Zahlen 90, 120
kommen je zweimal in den 9 Fichern vor. Die Zahlen 90~6, 90 +8
und 12046, 120—8 sind dann durch 7 teilbar (Fille V und VI).
Bei der Form 210w, ist der Multiplikator Drei; die Zahl 210 kommt
‘dreimal in den 9 Fachern vor. Sie ist dann selbst durch 7 teilbar
(Fall II). In allen Fallen gibt der Multiplikator an, wie oft bei
210v;+304 die Zahl 307 in den 9 Fichern des Tilelchens zu fin-
den ist. ,

' Die vorhergehenden Betrachtungen rechtfertigen die wvon
WEINREICH gefundene

REGEL zur Bestimmung der Vierlingsgewichte. Um die Vier-
lingsgewichte ¢#*%(30s,) zu ermitteln, stelle
man fest, durch welche der Primzahlen
11,13, ..., p, die 9 Zahlen 30s,4+0,+2, +4,+6, +8
teilbar sind. Es sei
30s; teilbar durch a,b,...,7, R 3
30s,+2 teilbar durch gy byy ooy foy ey by
30s,+4 teilbar durch Byybgy iy fuy oo u
305,46 teilbar durch ag, b, R A N
30s,+8 teilbar durch aq,b, ..., f, R
Die in der Reihe 11,13,..., p, ibrigbleibenden
Primzahlen seien &, %,...,f,...,l'. Endlich
setze man,
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. wenn 30s, durch 7 teilbar ist, «p(’l)
-wenn 30s,+2 durch 7 teilbar ist, ( )
wenn 30s,+4 durch 7 teilbar ist, ¢(7) =

‘wenn gleichzeitig 30s,+6 und 30s,+8 durch?
teilbar sind, qa(?) 2.

Dann i1st

g;sz, 4,2) (30 Sr)

166 e -
A (7)1 (f-4) - 11{fy-6) - 11{f:~7) - 1(fo- 6) - 1 (fo-T) - TI(f-8).
Um vom Vierlingsgewicht g% (30s,) zur Schwankungs-
funktion S4? (30n,) =S4 (2P, 2+30s,) tiberzugehen, hat man
das Gewicht durch P® zu dividieren. Die Primteiler 11,13, ..., P,
der 9 Zahlen 30n,+0, £2, +4, +6, +8 liefern dann die Multm—
p]ikawren o .

G?a

7). o(p)———— Ma(p)=My(p) = ‘gg Mo(p) = My(p) = I;_Z

Fir die Primzahl 7 ist @(7) der Multiplikator. :
Von einer gewissen Stufenzahl ab werden samtliche Primteiler

der 9 Zahlen 30n,+0,+2, ..., +8 wirksam. Die so erhaltene
Schwankungsfunktion moge rmt S®4%(30n,) bezeichnet werden.

Fir groBe Werte von 30n, gilt die asymptotische Darstellung

(8)
35, " 30m - SN (30m) |

((168) G4 (30m,) ~

und im Gebiet der Primzahlen entspringt daraus die Formel

' 30 -
(169) G4 (30m) ~ K, %%QL SB4 (30n,) .

Nach der Gleichung (106) ist
K,=2.3.5.7 0} 0} o,.

Um die Wachstumsfunktion W®*®(30n,) zu deuten, hat
man sie nach Gleichung (154) mit den achtgliedrigen Primzahl--
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folgen zu verbinden. die gegebene Differenzen aufweisen. Eine
solche Folge ergibt sich, wenn man — die I'rage. die von den Prim-
zahlzwillingen zu den Primzahlvierlingen fithrte, verallgemeinernd —
die Gruppen von 8 Primzahlen betrachtet, bei denen aul einen
Vierling so rasch wie miiglich wieder ein Vierling [olgt. Man iber-
zeugt sich leicht. daBl sie die Differenzen 2,4.2.22,2, 4,2 aul-
weisen, und findet o die Gleichung

(170) WL (30n,) ~ - S

Hieraus entsteht die Aufgabe. die achtfachen Darstellungen der
durch 210 teilbaren Zahlen zu untersurhen, die mittels der acht-
ghiedrigen Licken- und Primzahliolgen der Differenzen 2, 4, 2,
22,2,4. 2 erhalten werden. und damit erofinet sich der Blick
caul das Problem der 2°-fachen Darstellungen der durch 2P,
teilbaren Zahlen mittels 2”-gliedriger Liicken- und Primzahlfolgen,
die moglichst viel Zwillingspaare in sich enthalten. Diese 2"-fachen
Darstellungen ordnen sich ihrerseits ein in die allgemeine Lehre
von den m-fachen Darstellungen der geraden Zahlen mittels
m-gliedriger Licken- und Primzahlfolgen, denen gegebene sym-
metrische Differenzen zukommen.




