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§ 18
Eigenschaften der zuliissigen und der bestindigen Folgen

Bedeutet p eine Primzahl, so ist die Kongruenz Az=B (mod. p)
stets losbar, wenn A inkongruent p ist, und besitzt eine und
nur eine Hauptlésung im Bereich der Zahlen 0,1,2,...,p—1.
Hat man n verschiedene Primzahlen ¢,,¢,,...,4,, so besitzen die
n gleichzeitigen Kongruenzen z=a, (mod.gq,) fir »=1,2,...,», in
denen die Zahlen @, immer dem Bereich von O bis ¢,~1 angehiren
mdgen, stets eine und nur eine Hauptlésung im Bereich der Zah-
len von 1 bis Q=gq,-¢y----q,t. Jede Zahl dieses Bereichs 148t
sich namlich auf eine einzige Art in dev Form b+ b, g, + b, q, g, +
coot 0,102 -+ Gy darstellen, wenn die Koeffizienten b, den Be-
reichen 0,1,2,...,¢,~1 entnommen werden, und damit die n Kon-
gruenzen & = &, (mod. g,) erlillt sind, muB der Reihe nach

b, =a, (mod. gl) s bi+by g, = a, ‘(mod. gg) g

R br"bz%'*“bgq,(]z-i----+b,,q1q2...q,,_1=——_ aﬁ(m‘odgqn)

sein. Hieraus folgt, daB umgekehrt jeder Zahl des Bereichs
1,2,...,Q ein einziges Restsystem ay,a,,...,q, beziglich der
Primmoduln ¢y, ¢,, ..., g, zugeordnet ist. Damit eine dieser Zahlen
den Teiler ¢, besitzt, ist es notwendig und hinreichend, daB der
zugehorige Rest @, gleich Null ist. Im Bereich der Zahlen von
1 bis Q gibt es daher (¢,—1) (,—1) --- (g,—1) Zahlen, die durch
keine der n Primzahlen g¢,,q,,...,q, teilbar sind, und ihnen sind
diejenigen (¢,—1) (¢,—1) -+~ (¢,—1) Restsysteme zugeordnet, bei
denen keiner der Reste den Wert Null hat.

Betrachtet man im besonderen die r+1 ersten Primzahlen
Pe=2, py=3, py=>5,...,p,, so folgt, daB jede Liickenzahl r-ter

' L.EvLER, Solutio problematis arithmetici de inveniendo numero, qui
per datos numeros divisus relinquat data residua, Comment, Petrop. 7
{1784/5), 1740, S. 46; Opera omnia, ser. I, vol. 2, S. 18.
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Stufe des Hauptbereichs durch das Restsystem sy, 8y, Sy -+ &
charakterisiert wird, das sich ergibt, wenn man der Reihe nach
die Reste gegen 2,3,5,..., p, bildet.

Zu einer k-gliedrigen Difierenzenfolge (§ 10) gehorten die
Teilsummen '

»

(85) 26, = 20, +28,+ -+ 20, (x=1,2,...,k) .
Wird noch 26,=0 gesetat, so gelten die Gleichungen
(171) 26, = 20, —26,_; .

und eine (k+1)-gliedrige Liickenzahlfolge r-ter Stufe mit den Diffe-
renzen 20y, ..., 20, erscheint in der Form »,+ 20, (zz 0,1,2,..., k)
Die in § 10 angestellten Uberlegungen fithren zu dem

Leursitz 1. Eine k-gliedrige Folge 28;,...,29, ist
dann und nur dann als Differenzenfolge r-ter Stufe
zulissig, wenn die Reste der k+1 Teilsummen (20,) bei
keiner der r Primzahlen 3,5 ..., p, ein vollstdndiges
Restsystem ausmachen,

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Bilden némlich die
Reste der Teilsummen (20,¢) ein vollstindiges Restsystem gegen
eine der Primzahlen p,, so gilt dasselbe fir die k+1 Zahlen v,+20,,
mithin ist mindestens eine von ihnen durch p, teilbar. Die Be-
dingung ist aber auch hinreichend. Fehlt némlich unter den
Resten gegen die Primzahlen p, je eine Zahl t,, so gehort, weil
t, notwendig von Null verschieden ist, zu dem charakteristischen
Restsystem 1, py—1ty, pa—tay - -y Pr— 14 eine bestimmte Liickenzahl
v, des Hauptabschnitts, und da die Zahlen v,+20, gegen p, die-
selben Reste lassen wie die Zahlen 26,—t,, so ist keine von ihnen
durch p, teilbar.

Aus dem Lehrsatz 1 ergibt sich fir bestiindige Folgen ein be-

reits in § 10 ausgesprochener Satz, dem hier die folgende einfachere
Form gegeben werde:

Leursatz 1I. Wird die Zahl R so gewidhlt, dabB
pr<k+1<pg,,ist,so ist die k-gliedrige Folge 26,,...,20,
dann und nur dann eine bestdndige Differenzen-
folge, wenn die Reste der Teilsummen (20,) bei kei-

1.
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ner der Primzahlen 3,5,...,pg ein vollstdndiges Rest-
system ausmachen. ' '

Beweis. Die Bedingung ist fiir die Zuldssigkeit auf allen
Stufen r<R notwendig und hinreichend. Fir Stufen, bei denen
r>HR 1st wird aber die Anzahl der Reste, k+1, von selbst kleiner
als p, .

Zwei Folgen von je k+1 geraden Zahlen, bei denen ent-
sprechende Glieder sich um Vielfache von 2P, unterscheiden,
haben gegen die Primzahlen 3,5,...,p, dieselben Reste. Mithin
entstehen siimtliche auf der r-ten Stufe zuldssige k-gliedrige Diffe-
renzenfolgen aus einer endlichen Anzahl von Grundfolgen, bei
denen die Zahlen 28,...,28, der Reihe 2, 4,6, ..., 2P, angehoren.
Die Folgen, die sich daraus durch Hinzufﬁgen von Vielfachen der
Zahl 2P, ergeben, sollen abgeleitete Folgen heiflen.

Die Anzahl der verschiedenen Reste der A+1 Teilsummen
(20,) gegen p, werde mit V(p,) bezeichnet. Der kleinste Wert,
den V(p,) haben kann, ist Eins; der gemeinsame Rest der Teil-
summen und daher auch der Dl[ferenzen ist dann Null. Haben
umgekehrt alle Differenzen den Teiler p,, so ist V(p,)=1. Diese
Gleichung gilt demnach fir alle ungeraden Primzahlen, die in dem
groBten gemeinsamen Teiler der % Differenzen 24,,...,24, auf-
gehen, und nur {ir diese. Solchen Primzahlen soll in bezug auf

die betrachtete Dif ferenzenfolge Minimalcharakter zugeschrie-
ben werden.

Der grofte Wert: den V(p,) haben kann, ist p,—1; er kann
nur erreicht werden, falls ¢ <R +1 ist. Die Primzahl p, habe dann
in bezug auf die betrachtete Differenzenfolge Maximalcharak--
ter. Jetzt gibt es nur einen Nichtrest f,, sodaB die Lage der zu-
gehiorigen Liickenzahlen gegen die Vielfachen von p, eindeutig
bestimmt ist.

Im allgemeinen liegt V(p,) zwischen 1 und p,—1, und zwar
ist von einer gewissen Stufenzahl ¢ ab immer V(p )—h+1 Wenn
ndmlich die Teilsummen 20, und 20, (x>2) gegen p, gleiche Reste
liefern, so ist 20,— 20, = 2w, , durch p, teilbar, folglich finden sich
gleiche Reste nur bei den Primzahlen, die als Teiler in den 4 k(k-+1)
Differenzen 2w, , enthalten sind. Die hierdurch erklirte Zahl o
fallt zusammen mit der in §11 (Teil II, S.16) auftretenden Zahl a.

1 Die hier mit R bezeichnete Zahl ist in §11 (Teil II, 8. 16) k genannt
) worden.
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Weil p,—1<k+1 ist, muB >R, und weil 20, die groBte der Zah-
len 2w, ; ist, muB p, <o, sein. Mithin liegt p, zwischen Pr+i und
0;, die Grenzen cingeschlossen.

Beispiel. Zur Erlduterung soll die Aufgabe behandelt wer-
den, cine Differenzenreihe von miglichst wenigen Gliedern aufzu-
stellen, fiir die 5 und 11 Maximalcharakter haben, wihrend dies
fur 3 und 7 nicht gilt.

Damit 3 nicht Maximalcharakter hat, darf bei den Teilsummen
(26,) nur der Rest 0 gegen 3 auftreten, mithin ist 20, = 64’. Gegen
5 miissen 4 Reste auftreten; man wird dafir die kleinsten 0,1, 2,3
withlen. Dann sind die Teilsummen den 4 arithmetischen Reihen
306,+0,6,12,18 mit der MaBgabe zu entnehmen, daB aus jeder
Reihe mindestens cine Teilsumme stammt. Gegen dic Primzahl 7
diirfen hochstens 5 Reste auftreten. Nun lassen sich die Teil-
summen darstellen in der Form 2104, + 307 +0,6,12,18, wo
t=0,1,2,...,6 zu setzen ist. Bildet man dic Reste gegen 7, so
kommen die Reste 1 und 3 am spiitesten vor, und deshalb sollen
sie ausgeschlossen werden. Damit 11 Maximalcharakter hat, mu
man mindestens 10 Teillsummen haben, und diese miissen lauter
verschiedene Reste gegen 11 liefern. Setzt man, um moglichst
kleine Zahlen zu erhalten, versuchsweise o,’=0, so ergibt sich, daB
die 10 ersten Zahlen der verlangten Form

0, 6,12, 18, 30, 42, 48, 60, 90, 102

bereits gegen 11 alle Reste auBer 10 liefern. Folglich hat man in
thnen die gewiinschte Folge von Teilsummen gefunden. Die zu-
gehorige Differenzenfolge wird

(6,6, 6,12, 12,6, 12, 30, 12).

Die bei dem Beispiel angestellten Betrachtungen lassen sich
verallgemeinern und fihren zu dem Satz, daB es stets moglich
ist, Differenzenfolgen herzustellen, fiir die eine Reihe von Prim-
zahlen Maximalcharakter hat, withrend einer anderen Reihe von
Primzahlen dieser Charakter nicht zukommt.

§ 19
Symmetrische Differenzenfolgen

Um Luckenzahlfolgen r-ter Stufe (v,4+20,) zu untersuchen, deren
Differenzen symmetrisch sind, ist es oft zweckmaéfig, deren Mitte
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m, zu benutzen, also die Zahl v,+ g,; die Mitte braucht der Folge
nicht anzugehoren. Die Fille k gerade und % ungerade sind ge-
trennt zu behandeln. :

I. Es sei k=21[. Dann ist o,,=20;. Folglich bildet die Mitte
ein Glied der Liuckenzahlfolge, und diese erscheint in der Form

m,—26), ..., m,—20y, m, m,+26;, ..., m+20; ;
dabei hat man |
- (172) AR S SR A (1=1,2,...,)

zu setzen. An die Stelle des Lehrsatzes 1 tritt jetzt der

Learsarz I11I. Eine 2I-gliedrige symmetrische
Folge 28,,...,28 ist dann und nur dann als Diffe-~
renzenfolge r-ter Stufe zulédssig, wenn die Reste der
21+1 Zahlen 0,+2d,...,+20; bei keiner der r Prim-
gahlen 3,5,...,p, ein vollstiandiges Restsystem aus-
machen.

Weiter gilt der

LEHRSATZ 1V. Bel einer auf der r-ten Stufe zu-
lassigen symmetrischen Differenzenfolge mit ge-
rader Gliederzahl hat keine der Primzahlen 3,5,...,p,
Maximalecharakter, :

Beweis. Zwei Zahlen +2¢, und —20) haben nur dann gegen
p, denselben Rest, wenn ¢; durch p, teilbar ist, némlich den
Rest Null. Da dieser schon bei der ersten Teilsumme 26,=0 aui-
trat, ist so V(p,) notwendig ungerade, kann also nicht gleich der
geraden Zahl p,—1 sein. »

1. Es sei k=2I—1. Hier ist die Mitte der Folge kein Glied
der Liickenzahlfolge, und diese erscheint in der Form '

m, —(8;+2a), m,—(8,+26,_), - -, m, —(6,+20y), m,— 8,

m, - 0,, m,+(5,+20’2), ey m,+(6,+2rt;_1), m,+‘(6,+20';) ;

dabei hat man

(173) G;l = &,_1+ 51_2 + ""+(31_.;.+11 ‘(.‘.'.=2,3,-.‘-,l)
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zu setzen. Wird noch 24¢;=0 cingefiihrt, so ist der Lehrsatz 1 zu
ersetzen durch den |

Lenrsarz V. Eine (2/—1)-gliedrige symmetrische
Folge 24,....,26, ist dann und nur dann als Diffe-
renzenfolge r-ter Stule zulidssig, wenn die Reste der
21 Zahlen 1 (6,+20;) bei keiner der r Primzahlen
3,b,...,p, ein vollstindiges Restsystem ausmachen.

Die Anzahl V(p,) kann hier gerade oder ungerade sein, und
es 1st daher nicht ausgeschlossen, dafl es Primzahlen von Maximal-
charakter gibt. Fiir solche Primzahlen gilt der

Lenrsarz VI. Wenn eine Primzahl fir eine sym-
metrische Differenzenfolge Maximalcharakter tragt,
so sind die Mitten der zugehorigen Lickenzahlfol-
gen durch sie teilbar.

Bewels. Hat p, Maximalcharakter, so sind die p,—1 Reste
der 2] Zahlen i(5,+§a;) die Zahlen =1, +2, ..., i%(pgﬁi), und
damit keine der Zahlen m,+(8,4-24,) den Teiler p, hat, muB m,
durch p, teilbar sein.

Handelt es sich um die mehrfache Darstellung der geraden
Zshlen als Summen mittels derjenigen Liickenzahllolgen r-ter
Stule, denen eine gegebene symmetrische (2‘l=1)-g]iedrige Diffe-
renzenfolge zukommt, so hat man (§ 16, Teil 11, S. 38) die ent-
sprechenden Glieder von zwei Folgen m,I(&l-z— 20;) und m:i(6,+20';)
zu addieren und erhilt als gemeinsamen Wert der Summen m,+m,.
Hat also die Primzahl p, Maximalcharakter, so gestatten nur
solche gerade Zahlen die verlangte Darstellung, die den Teiler p,
besitzen. Wenn daher den Primzahlen ¢, ¢, 4", ... Maximalcharak-
ter zukommt, so sind nur die durch das Produkt Q,=gq.4g" -
teilbaren geraden Zahlen darstellbar. LiBt man die Stufenzahl
wachsen, so behilt @, von der R-ten Stufe ab ecinen festen Wert,
der mit Q bezeichnet werden mage.

Bei den spiteren Untersuchungen wird eine besondere Art
von besténdigen symmetrischen Differenzenfolgen eine Rolle spie-
len, bei denen nidmlich simtliche Differenzen denselben Wert 2a
haben. Dann ist in der Bezeichnung von §18 20, =2%a, und diese
k+1 Vielfachen von 2¢ bilden ein vollstandiges Restsystem fiir
jede Primzahl p, <k+1, auBer wenn a durch p, teilbar ist. Folg-
lich mufl nach dem Lehrsatz IT a alle Primzahlen P1 Doy Pr
zu Teilern haben, und es wird 2a gleich einem Vielfachen von 2P,
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Das heiBt, eine Differenzenfolge, deren Glieder alle denselben Wert
2y P haben, ist bestindig, solange ihre Gliederzahl £ kleiner als
Pry1—1 bleibt. Es ist also fiir 2P, =6,30,120 der Reihe nach
k<3,5,9.

§ 20

Erzeugung hestiindiger Folgen durch Zusammensetzung

Wihrend die Untersuchungen sich bis jetzt im Gebiet der
positiven Liicken- und Primzahlen bewegten, sollen nunmehr auch
negative Zahlen herangezogen werden, eine Erweiterung, auf die
schon in § 2 (Teil I, S. 9) hingewiesen wurde.

Wenn man irgendeine steigende Folge von positiven Prim-
zahlen nimmt, bei der die Anzahl der Glieder kleiner ist als das
erste Glied, so ist nach §10 (Teil II, S. 15) die zugehorige Dife-
renzenfolge bestindig. Ist bei einer steigenden Folge von k+1
negativen und positiven Primzahlen der kleinste der absoluten
Betrige Pyt 50 18t die zugehorige Differenzenfolge sicher bestén-
dig, falls h> R ist. Weil die Liickenzahlen r-ter Stufe alle Prim-
zahlen in sich schhefien, die nicht kleiner als p,,, sind, so kann
eine unbestindige Differenzenfolge unter den Primzahlen nur als
singuldre Folge am Anfange der Zahlenreihe einmal oder
mehrere Male auftreten (vgl. Teil II, S. 9). Dagegen gilt wahr-
scheinlich der Satz, daBl jede bestindige Differenzenfolge unter
den Primzahlen unbegrenzt oft auftritt. Der einfachste Fall ist die
alte Vermutung, daB es unbegrenzt viele Primzahlzwillinge gebe.
DaB es noch jenseits der hundertsten Million Primzahlzwillinge
gibt, folgt aus der von Davis durchgefiilhrten Bestimmung der
ersten 99 Primzahlen, die groBer als 100000000 sind'. Unter dieser
befinden sich nimlich sogar 10 Zwillinge; der groBte ist 100001687,
100001 689. '

Die Heranziehung negativer Primzahlen hat den Vorteil, daB
das Gewicht der mit ihrer Hilfe erhaltenen bestéindigen Folgen
bei derselben Gliederzahl kleiner ausfallen. kann, als wenn man
sich auf positive Primzahlen beschrinkt; man wird das leicht
durch Beispiele bestatigen. |

. 1 N. W. Davis, Les nombres premiers de 100000001 & 100001 699,
Journal de math. (2) 11 (1866}, S. 188. ~
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Es gibt Mittel, um aus einer bekannten bestéindigen Folge
neue Folgen dieser Art herzuleiten. Zunichst gilt der

Leursarz VII. Schreibt man die Glieder einer un-
symmetrischen bestindigen Folge in umgekehrter
Reihenfolge, so entsteht wieder eine bestindige
Folge.

Erster Beweis. Die Teilsummen der umgekehrten Folge
sind 27, =20, —20;_,,, sie haben also gegen p, ebenfalls V(p ) ver-
schiedene Reste.

Zweiter Bewels. Liegt die letzte Zahl der im Hauptab-
schnitt beginnenden Liickenzahlfolge (v,+20,), also v,+2¢,, im
Abschnitt zwischen 2(m—1)P, und 2mP,, so sind die Zahlen

(174) 2mP, - (v,+ 2(1&_") = (2mP,—v, - 2%) + (').ak— 20,#_“)‘ (m: 0,1,..., k)

Lickenzahlen r-ter Stufe und bilden cine im Hauptabschnitt be-
ginnende Liickenzahlfolge mit den umgekchrten Differenzen.

Zur Erzeugung neuer bestindiger Differenzenfolgen fizhrt
ferner der von WEINREICH aufgestellte

Lenrsarz VIII. Sind 2¢,2¢,,...,20, und 214,274, ..., 21,
die Teilsummen von zwei bestandigen Differenzen-
folgen, so lassen sich belicbig viele Zahlen 2Z so
bestimmen, dal aus den %+I+2 Zahlen

20y, 20y, ..., 20, 22427,22 427, ..., 2Z + 21y,

wenn man sie der GréBe nach ordnet und gleiche
Zahlen nur einmal hinschreibt, die Teilsummen einer
bestindigen Folge hervorgehen (Zusammensetzung
von zwel bestdndigen Folgen).

Beweis. Bei den Teilsummen 20, fchle unter den Resten
gegen p, die Zahl t,, bei den Teilsummen 27, dic Zahl u,. Be-

stimmt man 2Z so, daB fir alle Primzahlen Po < k+1+2 die Kon-
gruenzen

(175) 27 = lo—u, (mod. po)

erfillt sind, so fehlt bei den Teilsummen der zusammengesetzten
Folge der Rest t,, und diese Folge ist nach Lehrsatz 11 bestindig.
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Wenn fir alle in Betracht kommenden Werte von g unter
den Nichtresten ¢, und u, ein Paar gleicher Zahlen vorkommt, so
gehort zu den Werten von 2Z auch der Wert Null. Das gilt im
besonderen fiir die Zusammensetzung einer bestindigen Differen-
zenfolge mit sich selbst. Hier fithrt jedoch der Wert Null zur ur-
spriinglichen Folge zuriick. Der kleinste brauchbare Wert von 2Z
hat in diesem Falle die Form 2yQ, wo y eine ganze Zahl und Q
das Produkt der Primzahlen bedeutet, denen fiir die Folge Maxi-
malcharakter zukommt; denn bei ihnen ist man gezwungen, in
den Kongruenzen (175) ¢, =u, zu nehmen. |

Beispiel I. Die einfachste bestindige Differenzenfolge ist
die Folge (2). Hier hat 3 Maximalcharakter, und wenn man die -
Folge mit sich selbst zusammensetzt, so wird 2Z =6y. Der kleinste
Wert 6 fithrt schon zu der besténdigen Folge (2,4,2). Da fiir sie
3 und 5 Maximalcharakter tragen, wird bei der Zusammensetzung
mit sich selbst 2Z=30p. Der kleinste Wert 30 fithrt zu der be-
stindigen Folge (2,4,2,22,2,4,2); vgl. Teil 11, S. 48. Weil jetat
auch 7 Maximalcharakter hat, wird bei wiederholter Zusammen-
setzung mit sich selbst 2Z=210y. Jetzt Lefert fir y=1, also
27 =210, die Primzahl 11 ein volles Restsystem, dagegen fithrt die
Annahme y=2, also 2Z =420, zu der bestindigen Folge

(2,4,2,22,2,4,2,382,2,4,2,22,2, 4, 2).

Auf diesc Art kann man fortfahren. Mithin gibt es bestandige
Folgen, deren (ungerade) Gliederzahl groBer ist als eine gegebene,
belichig groBe Zahl, und ]‘o‘ei denen alle Glicder ungerader Ordnung
gleich Zwei sind. : ~

Vaccal hat bemerkt, daB die acht unmittelbar aufeinander
folgenden Primzahlen

9419, 21,31, 33, 37, 39, 61, 63

vier Paare der Differenz 2 bilden, und vermutet, daB es in der
Reihe der Primzahlen Abschnitte gebe, bei denen beliebig viele
Primzahlzwillinge unmittelbar aufeinanderfolgen, also nicht
durch weitere Primzahlen getrennt sind. Hiergegen macht RirERT?2

1 G. Vacca, L’'Intermédiaire des mathématiciens, 10 (1903), 8, 70.
* L. RirerT, L'Intermédiaire des mathématiciens, 10 (1903), S. 220.
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geltend, daB er unter den Primzahlen bis 200000 nur noch die
beiden achtgliedrigen Abschnitte

62969, 71: 81, 83; 87,89; 63029, A
und

72221, 23; 27,29: 51, 53; 69, 71

gefunden habe, jedoch keine zehn- oder mehrgliedrigen Folgen der

verlangten Art. Es sei daher wenig wahrscheinlich, daB die An-

zahl der Glieder belicbig groBl werden diirfe. Man wird indessen
einer nur bis 200000 durchgefihrten Zidhlung keine erhebliche
Bedeutung beimessen und vielmehr auf Grund der Ergebnisse des
§ 15 (Teil II, S. 38) darauf vertrauen dirfen, daB es sogar un-
begrenzt viele Abschnitte in der Rethe der Primzahlen gibt, denen
die soeben betrachteten bestindigen Folgen als Differenzenfolgen
zukommen.

Unter Umstdnden wird man freilich in der Reihe der Prim-
zahlen recht weit gehen missen, ehe man zur ersten Primzahlfolge
der verlangten Art gelangt. Ist diese zum Beispiel achtgliedrig,
so wird nach § 15 dic Wachstumsfunktion

8 (.
4. T (n) '

=

n'

Nun hat man fir 2=3000000 nach BERTHELSEN! 77 (n)=216816, und
da A,=148,88 isi. =0 wird die Wachstumsfunktion fiir 7 =3 000000
erst gleich 0,33. Fir n=100000000 1st, ebenfalls nach BERTHELSEN;
7t(n)=5761455. Als Wert der Wachstumsfunktion ergibt sich
nur 1,81.

Beispiel II. Die nichsteinfache bestindige Folge (4) er-
gibt durch Zusammensetzung mit sich selbst fiir 2Z=6 die be-
stindige Folge (4,2,4). Da fir diese 5 nicht Maximalcharakter
hat, darf man es mit 2Z =6 versuchen und findet die besténdige
Folge (4,2,4,2,4). Fur sic haben 5 und 7 Maximalcharakter und
27 =210 fithrt zu der bestdndigen Folge

(4,2,4,2,4,194,4,2, 4,2, 4).

1 J.-P. Gram, Rapport sur quelques calculs entrepris par M. Berthelsen
et concernant les nombres premiers, Acta math. 17 (1893}, S. 313.
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Auf diese Art kann man weitergehen und erkennt, daB es bestén-
dige Folgen gibt, deren (ungerade) Gliederzahl groer als eine ge-
gebene, beliebig groBe Zahl ist und bei denen alle Glieder un-
gerader Ordnung gleich Vier sind. Es ist klar, daBl der Satz sich
von 2 und 4 auf jede gerade Zahl ausdehnen laBt.

Beispiel 11I. Wenn man eine bestindige Folge mit der
umgekehrten Folge zusammensetzt, so erhilt man nach den Lehr-
sitzen VII und VIIT wieder eine bestidndige Folge, und zwar ge-
langt man so zu symmetrischen Folgen. Zum Beispiel ist die
Folge (10,8,6,4, 2) mit den Teilsummen (0,10, 18, 24, 28, 30‘) be-
stindig; die umgekehrte Folge (2,4,6,8, 10) hat die Teilsummen
(0,2, 6,12, 20,30). Weil jetzt k+1+2=12 ist, hat man die Prim-
zahlen 3,5,7,11 bei den Kongruenzen (175) zu benutzen. Man
kann fir die Nichtreste nehmen:

u 1 3 1 3

t—ul 1 3 0 6

Dann wird 2Z=28+2310-5. Der kleinste zulissige Wert ist 28.
Mithin sind die neuen Teilsummen (0,10,18,24, 28,30, 34, 40, 48, 58)
mit der Differenzenfolge (10, 8,6,4,2,4,6,8,10); daB diese be-
stindig ist, ergibt sich auch aus einem allgemeineren, in § 10
(Teil 11, S. 15) bewiesenen Satze. ' '

§ 21
Anwendungen auf Liicken- und Primzahlfolgen mit gegebhenen
Differenzen

In § 11 wurde die Anzahl der Liickenzahlfolgen r-ter Stufe
untersucht, die gegebene Differenzen 28,,..-, 28, aufweisen und
mit einer Liickenzahl des Hauptabschnitts beginnen. Die dort
aufgestellten Formeln lassen sich mit Hilfe der Satze der §§ 18,
19 und 20 vereinfachen und vervollstandigen. Dabei wird die
Wichtigkeit der Teilsummen (2 o,) in ein noch helleres Licht tre-
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ten, und es sollen daher fortab diese Teilsummen statt der Diffe-
renzen (26M) als Zeiger bei den H-Funktionen benutzt werden.
Als Zeichen firr die Anzahl der Liickenzahlfolgen r-ter Stufe, deren
Differenzen die Teilsummen (20,) haben und die mit einer Liicken-
zahl des Abschnitts von n, bis n, beginnen, diene also H®¥ (ny; n)).
Fir Primzahlfolgen sei die entsprechende Anzahl H®%(ny;n,).
Endlich mége zur Abkiirzung

(176) ]{iz Gy) (2 P, : l) = }1, (2 UK)

gesetzt werden.
Die Kenntnis der Funktion %,(20,) geniigt, um fiar H#% (ng; my)
einen asymptotischen Ausdruck zu gewinnen; denn dieselbe Uber-

legung, die in § 2 (Teil I, S. 14) fiar 2n =2P, z+2u, zur Formel

(10) G, (2n) ~ 2 g (2m,)
fithrte, zeigt, daB man

6y ¢ n,—n
@) ) ~ B )

hat. Fiir die asymptotische Darstellung ist demnach nur die Lénge
des Bereichs maBgebend, dem die Anfangszahlen der betreffenden
Lickenzahlfolgen entnommen werden, gleichgiiltig aber die Lage
des Bereichs. Man findet hier eine Eigenschaft wieder, die der
Anzahl der Primzahlen z(n) zukommt; denn wenn n, groB gogen
n; ist, so gilt die Gleichung

(178) (ny) — 72 (ny) ~ w(ny—ny).
Nach § 11 gilt fir r>R die Formel
(90") h,(20,) = P*D. S,(20,),

wihrend fiir alle Stufen

r

(or) hi(20.) = hy(24,) - T1 .~V (#))

=2
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warl. Das Verfahren, das in § 18 zum Beweise des Lehrsatzes I
filhrte, gibt zugleich die Mittel, die betrachteten Liickenzahlen
zu finden. Weil nidmlich die Anfangszahlen, die im Hauptab-
schnitt liegen, durch ihre charakteristischen Restsysteme eindeutig
bestimmt sind, so gibt es genau soviel Liickenzahliolgen der ver-
langten Art als Restsysteme 1, p,—1y, ..., p,—{,. Folglichist &,(20,)
gleich dem Produkt der Anzahlen der Nichtreste der Teil-
summen 20, gegen die Primzahlen 3,9,...,p,, also

(179) i (20) = IT (¥ (p9).

Damit ist die Formel (91') in einfachster Weise hergeleitet; zu-
gleich hat sich ergeben, daB #,(20,)=3—V(3) ist, eine Gleichung,
die man leicht unmittelbar bestitigt. Es sei noch bemerkt, daB
eine Primzahl von Maximalcharakter zum Produkt den Faktor
Eins beitrdgt. '

Dic Formel (179) gilt fur beliebige Differenzenfolgen. Ist eine
solche Folge unbestindig, so wird bei wachsender Stufenzahl ein-
mal V(p,)=p, und k,(26,) verschwindet. Ist die Folge bestindig,
so sind alle Faktoren von Null verschieden. In diesem Falle be-
steht die Gleichung (90), und man hat

' I{p,~V(p,)
(180) 5,(20,) = (p;ml)(pg))‘

Weil fir g>a die Anzahl ¥(p,)=k+1 wird, haben die Funktionen
S,(Za,,) fur r>a simtlich denselben Wert, niimlich

’ ) " 1% pn
(181) §(26,) = (p-V({@)) - I —%ﬁ—_—k—(:i—)- ;

das Zeichen p’ bedeutet die Primzahlen erster Art 3,5,..., px,
das Zeichen p” die Primzahlen zweiter Art proi, Priss > Pa-
Die Schwankungsfunktion §(2s,) 148t sich daher aus den
Multiplikatoren erster und zweiter Art zusammensetzen:

1 In den Formeln (91) und (92) {Teil II, 8. 17) ist in den Produktien der
Anfangswert von g gleich 2 (statt 1) zu setzen. Ferner ist Bo+1="V(py);
hiernach ist die S. 16 gegebene Erklarung des Zeichens u, zu verbessern.
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(182) M(p") =p-V(p) (P<k+1);
| . PH_ 1—/- pn l k+'.|.—V(p") ., |

- Die Multiplikatoren erster Art sind ganze Zahlen aus der
Reihe 0,1,..., p'—1. Die Multiplikatoren zweiter Art sind groBer
als Eins, wenn V(p") < k+1 ist; gleich Eins, wenn V(p")=k+1 ist.
Der Wert Eins gilt stets, wenn p”>p, gewdhlt wird; man braucht
daher nur die Primzahlen p”< p, zu beriicksichtigen. Aber auch
far p“< p, kann M,(p”)=1 sein. Die Primzahlen zweiter Art, bei
denen der Multiplikator gréBer als Eins ist, sollen als wirksam
bezeichnet werden (vgl. Darstellung, S. 8, und Teil 1, S. 15).

~ Primzahlen von Maximalcharakter, bel denen also V(p) =p—1
ist, sind < k+2, also im allgemeinen erster Art, und es ist dann
Ml(p)=1; nur k+2 kann als Primzahl zweiter Art Maximalcha{
rakter tragen, aber auch in diesem Falle ist der Multiplikator
gleich Eins,
Aus der Gleichung (179) 1aBt sich sogleich eine wichtige Fol-
gerung ziehen, die in Form eines Lehrsatzes ausgesprochen werde:
Leursarz 1X. Die Anzahl der Lickenzahlfolgen
r-ter Stufe, die gegebene Differenzen aulfweisen und
deren Anfangszahlen im Hauptabschnitt liegen, 1st

fir die abgeleiteten Folgen dieselbe wie {iir die
Grundfolge.

Um die Multiplikatoren M,(p’) und My(p") herzustellen, hat
man die Anzahlen V(p') und V(p") zu ermitteln. Hierfir hat

WEINREICH ein zweckméBiges Verfahren erdacht. Man bilde die

schon in § 18 eingefithrten Differenzen der Teilsummen
(184) 2w,, = 20,— 20, = 20,+206,_;+---+26,, (2>2) .

Sie sollen die zur Folge 24,,...,26, gehorigen wirksamen Zah-
len genannt werden. Die 3% (k+1) wirksamen Zahlen lassen sich,
wie die Tafel 16 zeigt, in Form eines Dreiecks anordnen.
Schreibt man in die Felder des Dreiecks A(2,) die ungera:
den Primteiler der wirksamen Zahlen, so gilt der o
Lenrsarz X. Wenn der Primteiler p in z(p) Zeilen
des Dreiecks der wirksamen Zahlen fehlt, so ist

V(p) =z(p)+1.
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Beweis. Haben zwei Teilsummen, 20, und 20, x>4%, ver-
schiedene Reste gegen p, so ist die wirksame Zahl 2w,, nicht
durch p teilbar; sind sie aber kongruent mod. p, so findet sich in
der Zeile mit dem Eingang (20,) der Primteiler p, und umgekehrt.
Die Teilsumme mit dem groBten Zeiger, die cinen bestimmten.

Rest s liefert, soll die letzte Teilsumme des Restes s genannt

werden. Es gibt so viele letzte Teilsummen, als es verschiedene
Reste gibt, also V(p). Ist 20, dic letzte Teilsumme des Restes s,
50 ist die Zeile mit dem Eingang (26,) frei von p, denn dic Zahlen
20,,1,-+, 20, haben Reste, die von s verschieden sind. Ausgenom-
men ist nur die Teilsumme 2g,, die sicher die letzte Teilsumme
ihres Restes ist, weil es keine Zeile dieses Eingangs gibt. Ist um-
gekehrt die Zeile mit dem Eingang (2 6,) Irei von p, so ist 2,
die letzte Teilsumme ihres Restes. Folglich gibt es so viele letzte
Teilsummen, als es von p freic Zeilen gibt, das heifit z(p), und
dazu kommt noch die letzte Teilsumme 2g,, soda im ganzen
V(p) = z(p)+’l wird.

Die Gleichungen fiir die Multiplikatoren lauten jetzt

(182") My(p')=p—2(p)-1 (V) S k+1);
7 1z p”.._._z p” —1 ' If_: )” T}
(183°) My(1") = """];'/';(‘,;,_)T' =1+ ijlflzfj) (p'>k+1) .

Die zweite Gleichung zeigt, daBl eine Primzahl zweiter Art wirk-
sam. ist, sobald sic auch nur in einer Zeile des Dreiecks auftritt.
Folglich sind die wirksamen Primzahlen identisch
mit den Primteilern der wirksamen Zahlen, die
grofer als k+1 ausfallen.

Man hat es nicht notig, sich fir jede neue Folge (Q.UM) das
Dreieck der wirksamen Zahlen von neuem herzustellen; es geniigt
vielmehr, ein fiir allemal eine Tafel anzulertigen, die als Einginge
der Spalten die Reihe der geraden Zahlen 2,4,6,... zeigt, als
Einginge der Zeilen 0,2,4,6,... und die in der ersten Zeile fir
die Einginge der Spalten deren ungerade Primteiler angibt, wih-
rend in jeder folgenden Zeile die Teilersysteme um je eine Spalte
nach rechts verschoben sind. Den Anfang einer solchen Tafel
bildet die Tafel 17. Fiir die Untersuchung einer gegebenen Diffe-
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TAFEL 1%
Das grofic Dreieck der wirksamen Zahlen

- - -
. |2 |4|68|10]12]14[16{18|20|22|24 |26{28|30|32|34|36|38 |40
0 |—|—|8|—|5]|3]7|—]|3]|5 11| 3]13| 73,5 —|17] 3|19] 5]
2 —|=13{—|518{7]—|3]| 5[11] 3113| 73,5 —|17| 3[19
& —|—l3|=|sl8|72]=] sl s|11] sl13| 713,817} 3
6 —_—_3—53.7—~ s111| 3]13] 7|35/ — |17
8 —|=|3|=l5]38| 7|— 5/11| 3/13] 73,5 —
10 —|={3]=15]| 3| 7|—| 3| 5[11] 3|13| 7[3,5
12 — |31 —1 5] 3 71— 8) 511 3/13| 7|
14 —|—|3|—| 5| 38| 7|—| 3| 5{11| 8/13
16 —|—1 3/~]| 5| 38| 7|— 5(11] 3
18 —|=| 3|—| 5| 3] 7|—| 8| 5[11}
20 == 3|—| 5| 8| 7{—| 3| 5
22 N —|—| 3/—| 5 3 7/—|3
24 —|—1 3= 5] 3] 7|~
26 o —|—1 3[~| 5] 3] 7
28 —|—1 3|—| 5| 3
30 S U Y U
32 o ——1| si=1"
34 Y Y
36 ] =
38 |

renzenfolge hat man nur die Zeilen und Spalten zuzudecken, deren
Eingénge nicht zu den betreffenden Teilsummen gehgren.

Beispiel I. Die Folge der Differenzen sei (30), die der Teil-
‘summen (0, 30), also k=1. Dann gibt es nur Primzahlen zweiter
Art. Man erhilt hier sofort das Dreieck

30

3,9

ok
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Mithin ist z(3) =0, M4(3)=2 und z(5)=0, M,(5)=3. Die folgen-

den Primzahlen sind nicht mehr wirksam, und man hat
5(0,30) = &

Beispiel II. Die Folge der Dilferenzen sei (6,6, 10,6, 2),
die der Teilsummen (0,6,12,22, 28,30), also k=5. Primzahlen
erster Art sind 3 und 5. Aus Tafel 17 oder unmittelbar durch
Differenzenbildung erhilt man das Dreieck

6 12 22 28 30
0 3 3 11 7 3,9
6 3 — 11 3
12 5 = 3
22 3 —
28 —

Mithin ist

z(3)=1, z(5)=3, z(7)=4, z(M)=L},

Die folgenden Primzahlen sind nicht mehr wirksam, und man hat
§(0,6,12,22,28, 30) = AL

Beispiel 1I1. Es sei die schon in § 20 aufgetretene Diffe-
renzenfolge (2, 4,2, 22,2, 4,2) vorgelegt; die Folge der Teilsummen
18t (0, 2,6,8,30, 32, 36, 38). Weil k=7 ist, hat man als Primzahlen
erster Art 3,5,7, und weil o,=19 ist, als Primzahlen zweiter Art
11,13,17,19. -Aus-der Tafel 17 oder unmittelbar durch Differenzen-
bildung ergibt sich das Dreieck

—

P
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216 |8(30|32|36|38

0]—i3|—1[35—| 8]/19

2l [—13] 7[3,5/17| 3

6 —| 3]13(3,5/—

8 11| 3} 7(3,5

30 —| 31—

32 —13

36 | -1

Hieraus folgt:

p 318 7 |p 11 | 13 | 17 | 19
z(p") 113 |5 |2(p") 6 6 6 6
M) | 4t 1 | | Mu(p7)| 4/3 | 6/5 | 10/9 |12/11

SchlieBhich wird

5(0,2,6,8 30,32, 38) = % .

Beispiel IV. Wie man mittels der charakteristischen Rest-
systeme die Anfangsglieder von Liickenzahlfolgen bestimmt, denen
gegebene Differenzen zukommen, mége an der soeben betrachte-
ten Folge (2,4,2,22,2,4,2) erliutert werden. Wenn es sich um
Liickenzahlfolgen fiinfter Stufe handelt, so kommen die Prim-
zahlen 3,5,7,11,13 in Frage. Man findet als Nichtreste

Dl b4y 1055 4,:4,4,7,9; 15:1,3,5,7,9,11,

sodaB nach Gleichung (179) im Hauptabschnitt finfter Stufe, der
von 1 bis 30030 geht, 24 Folgen der gesuchten Art beginnen.
Die 24 charakteristischen Restsysteme in bezug auf die Primzah-
len 2,3,5,7,11,13 werden:

2 3 5 7 11 13

1] 21 1| 2| 247,10 | 246,810,12]
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Die Anfangszahlen v, lassen sich nach § 18 in der Form
by + 2By + 68, -+ 305, + 210 b, + 23105,

darstellen. Weil man fir die Zahlen a,, a,, a;,a, der Reihe nach
nur die Werte 1,2,1,2 zu setzen hat, wird fiir alle Anfangs-
zahlen b, + 2b, +‘6b +30b4=ﬂlg‘1 Dann ist b vermoge der vier zur
Primzahl 7 gehérigen Charakteristiken 2,4,7,10 zu bestimmen.
Eine einfache Rechnung ergibt die Werte 9,0, 3, 6, S()daﬁ fiir die
Anfangszahlen v, die vier Linearformen

2081 + 231055, 19142310, 821+ 2310b,, 145142310k,

bherauskommen. Es bleibt iibrig, by mittels der Charakteristiken
2,4,6,8,10,12 zu bestimmen. Die Rechnung ergibt:

by by

9 3 9 2 8 1 7

3l ofe6i12] 51111 &

61 81| 710/ 6|12

D1e 24 Anfangszahlen m ]Hauptabschmtt finfter Stufe von 1 bls
30 030 werden jetzt:

9011 | 22871 6701 | 20561 | 4891 | 18251
11761 | 25601 | 9431 | 23291 | 7421 | 20981
821 | 14681 | 28541 | 12371 | 26931 | 10061
91931 | 3761 | 17621 | 1451 | 15311 | 2917

Alle weiteren achtgliedrigen Liickenzahlfolgen fiinfter Stufe ‘mit
den Differenzen (2,4,2,22,2, 4,2) ergeben sich hleraus durch
- wiederholtes H1nzufugen von 30 030.

Der Ubergang von den Liickenzahlen zu den Primzahlen
erfolgt auf die in § 5 (Teil I, S. 26) und § 12 (Teil 1I, S. 18) dar-
gelegte Art. In der abgednderten Schreibweise wird
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ni(ny—ng)

(98’) H(EG’,J (n’21 nl) ~ Ak . ( (ng_nﬂ)k RN S(ﬂ U,‘) 5 Lo .
hierin ist

. (2B PO
(97) - 4, = }fg ( ( PZU))H- )

zu setzen. Der Ausdruck auf der rechten Seite der Formel (98')
verschwindet, wenn die Teilsummen (20,) einer unbestindigen
Differenzenfolge angehtren. DaB bei solchen Differenzenfolgen
wirklich far hinreichend groBe Werte von ny—n, die H-Funktion
gleich Null wird, ist in § 20 gezeigt worden.

WriNReicH hat die Werte der ersten sieben Konstanten A4,
berechnet, indem er wegen der langsamen Konvergenz der un-
endlichen Produkte bis zu r=1499 ging. Es ergab sich

Ay =1320; A,=2850; A= 4153; 4,=10,140; A, =14888.

Das stimmt mit den frither berechneten Werten »= 1,320 w(Dar—
stellung, S. 20) und »® = 4,150 (Teil 1, S. 39)L.

§ 22
Beziehungen zwischen den Schwankungstunktionen,
die zu gegebenen Differenzenfolgen gehiren |

R

. Die Ermittlung der Schwankungsfunktionen wird erleichtert
und die Einsicht in ihre Eigenschaften geférdert, wenn man be-
achtet, daB zwischen ihnen einfache Beziehungen bestehen.

Die Folge der Teilsummen (20,) soll erweitert werden, in-
dem ibr eine Einschubzahl 2¢ hinzugefiigt wird. In der er-
weiterten (26,,2¢) Folge mége 2¢ zwischen 20, und 20,4 stehen;

1 Entsprechend den Forméln (97) und (97°) muB in §12 (Teil'ﬂ, 8. 20)
in der Formel (96) der Nenner der linken Seite {p,~1)#t! statt (p, —pu—1)%+!
heiBen, ' - "
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1st 2e>2q,, so tritt es ans Ende. Die neuen Primzahlen erster
Art 7' sind erstens die alten p'<k+1 und zweitens k+2, wenn es
eme Primzahl ist. Die Zahl k+2 tritt dann aus der Reihe der
Primzahlen zweiter Art in die der ersten Art. Bei den neuen
Primzahlen zweiter Art " geht k+2 verloren, falls es eine Prim-
zahl ist. Neue Primzahlen zweiter Art konnen nur fir 2¢>20,
hinzutreten.

Die Tafel 18 zeigt das erweiterte Dreieck der wirk-
samen Zahlen. Hinzugekommen sind die Einschubzeile
und die Einschubspalte; als gemeinsamer Name moge fiir
beide Einschubreihe gebraucht werden. Die Einschubzahl 2¢
findet sich nur in den Einschubreihen. Jetzt gilt der

Lenrsarz XI. Wenn die Einschubzahl keiner der
urspringlichen Teilsummen gegen eine Primzahl p
kongruent ist, so ist die Anzahl der von p freien
Zeilen des erweiterten Dreiecks um Eins grofBer als
beim urspringlichen Dreieck. Ist aber die Einschub-
zahl mindestens einer der urspriinglichen Teilsummen

kongruent, so bleibt die Anzahl der von p {reien
Zeilen erhalten.

Beweis. 1. Es sei keine der Teilsummen (20,) der
Einschubzahl 2¢ kongruent. Dann haben die ersten p+1
Zeilen des erweiterten Dreiecks denselben Charakter wie die ersten
p+1Zeilen des urspriinglichen Dreiecks, und dasselbe gilt von den
letzten k—p—1 Zeilen. In der Einschubzeile fehlt der Primteiler

p, folglich ist die Anzahl der von p freien Zeilen im erweiterten
Dreieck Z(p) = z(p)+1.

II. Mindestens eine der Teilsummen (20,) ist der
Einschubzahl 2¢ kongruent. Dann sind drei Moglichkeiten
zu unterscheiden.

1. Die erste Teilsumme 20,, die kongruent 2e ist, steht in
der Einschubzeile. Dann ist 1> u, keine der in der Einschubzeile
stehenden Differenzen ist durch p teilbar, und man hat daher

t(p) = 2(p)-

2. Die erste Teilsumme 20,, die kongruent 2¢ ist, steht in
der Einschubspalte, und die Zeile mit dem Eingang (20,) ist im
urspriinglichen Dreieck frei von p. Dann ist keine der folgenden
Teilsummen 2a,,,,..., 20, kongruent 2¢. Mithin verliert zwar die

P
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Zeile mit dem Ein.gang (20;) die Eigenschaft, p nicht aufzuweisen,

dafiir ist aber die Einschubzeile frei von p,und es bleibt, C(p)=z(p).'-

3. Die erste Teilsumme 20,, die kongruent 2 1st, steht in
der Einschubspalte und die Zeile mit dem Eingang (20,) enthalt
schon im urspringlichen Dreieck den Primteiler p. Ist aber in
dieser Zeile etwa 2w, , durch p teilbar, so muB auch 2o, x>1,
kongruent 2¢ sein. Die Zeile mit dem Eingang (26,) enthalt ent-
weder im urspriinglichen Dreieck den Primteiler p oder nicht. Im
ersten Fall gibt es wieder einen Zeiger >, sodaB 20, kongruent
~2¢ ist, und bei der Zeile mit dem FEingang (2¢,.) sind abermals
die beiden Fille méglich. So fortschlieBend gelangt man ent-
weder zu einem Zeiger, der grofer als u ist, oder man erhilt vorher
eine Zeile, bei der nur die Einschubspalte eine durch p teilbare
Zah] aufweist. Ist erstens der Zeiger groBer als 1, so stehen die
Teilsummen, die der Einschubspalte angehoren und kongruent 2e
sind, Immer in Zeilen, die schon beim urspriinglichen Dreieck p
enthielten, und weil die Einschubzeile auch p enthalt, so ist
{(p) =z(p). Gelangt man zweitens zu einer Zeile (20), < p,
bei der nur 2¢—2¢, den Teiler p hat, so ist keine der folgenden
Teilsummen 26, ,,...,20, kongruent 2¢, die Zeile mit dem Ein-
gang (20,) verliert dann die Eigenschaft, p nicht auflzuweisen, da-
fiir aber ist die Einschubzeile frei von p, und es bleibt wieder

£(p) =2(p).

Aus dem Lehrsatz XI ergeben sich ecinfache Beziehungen
zwischen den Multiplikatoren M, (p') und My(p”) der Folge (20,)
und den Multiplikatoren M;(~") und Mg(n”) der erweiterten Folge
(20,, 2¢). Es ist namlich _

I. wenn keine der Teilsummen (26,) der Einschubzahl 2
gegen die betrachtete Primzahl kongruent ist:

T —z (n’) -2
7 —z(n') -1
k+2—z(k+2)—2
k+2—z(k+2)—1

M(7) = 7'~ z(=) -2 =M, () - (7' < k+1),

My (f+2) = k+2 — 2 (k4+2) -2 — My (k+2)

_ JI”—Z(T::”)—2 _ . n:,~k—1 . :'r”—z(n:')—z
7w —k—2 = —z(n')—l

(n"> k+ 2) ;

(wenn k+2 Primzahl), -

-
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11. wenn mindestens eine der Teilsummen (2o,¢) der Einschub-
zahl 2¢ kongruent 1st: '

| Ml(n') = n:'—z(:n')—i = Ml(s"c') (7'< k+1) ,
a My (R+2) = e+ 2z (k+2) =1 = My (k+2) (wenn k-+2 Primzahl),

()= Akt
M) = T EEIL gy 2R

ﬂil— I — 9 (75”‘> k+ 2) .

Bildet man nunmehr die Schwankungsfunktionen S (2 aw) und
S (2 G, 28), so spielen diejenigen Primzahlen eine besondere Rolle,
gegen die keine der Teilsummen (20,) der Einschubzahl 2 kon-
gruent ist. Wenn diese Primzahlen mit g bezeichnet werden, so
gilt die Formel

o o —k—1 g—z(g)—2
185) S (20, 26) = S(2a) - T — T , .
( ) ( O E) ( Uk) 11 A —lk—2 1 q—z(q)‘—i

Es geniigt, die Produkte auf die Primzahlen »" und ¢ zu er-
strecken, die nicht groBer als die groBere der beiden Zahlen g
und & sind; bei den Primzahlen 7", die gréBer als diese beiden
Zahlen sind und die daher auch zu den Primzahlen ¢ gehoren,

wiirden sich die entsprechenden Faktoren der beiden Produkte
aufheben.

Weitere Beziehungen zwischen Schwankungsfunktionen er-
geben sich, wenn man das Einschieben wiederholt. Es mogen also
aus der urspriinglichen Folge der: k+1 Teilsummen (20,) die er-
weiterten Folgen (20,, 2¢,) und (20,, 2¢,, 2¢,) entstehen; daBl die
Einschubzahlen 2¢, und 2e, von den urspriinglichen Teilsummen
(ZO’“) und voneinander verschieden sein miissen, braucht kaum
erwihnt zu werden. Bei den folgenden Untersuchungen darf man
sich anf Primzahlen beschrinken, die nicht groBer sind als die
grofte der drei Zahlen o, 6, ¢&. Das Zeichen 7, bedeute die
Primzahlen, die groBer als k+2; das Zeichen 7y diejenigen, die
groBer als k+3 sind; das Zeichen g, die Primzahlen, gegen die
keine der Tellsummen (20,) kongruent 2¢, ist; das Zeichen g, die
Primzahlen, gegen die keine der Tellsummen (20,) und 2¢, kon-
gruent 2g, ist. Dann entspringt aus der Formel (185) dle Vera]l-
gemeinerung
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§(20,, 2¢,, 2¢&,)

186 A T k- -7 - -z, (a. )=
( ) =S(20R)-Hﬁf,~—k%£-ﬂ 7?’ k-2 1 71 -(91‘) 2 RVEL 1(9’2) 2‘
k=2 7, —k-3 ¢;-5 (ql)—i Go—Z4 (qg) ~4

Hierin bezeichnet z (g¢,) die Anzahl der Zeilen des Dreiecks
A(2q,, 2¢), die vom Primteiler g, frei sind.

Man erkennt leicht, dafl der Ausdruck auf der rechten Seite

. . . . . ‘ ’ .
sich vereinfachen 14Bt. Die Primzahlen =, bestehen aus den Prim- -

zahlen 7, und der Zahl k+3, wenn diese eine Primzahl ist. Be-
deutet also das Zeichen p*, wenn k+3 eine Primzahl ist, diese
Zahl, wenn es keine Primzahl ist, die Zahl k+2, so lassen sich die
beiden ersten Produkte in das eine Produkt

. 1 my—k—1
(P k-i) o o —k—3

zusammenfassen. In dem vierten Produkt ist nach Lehrsatz X1
21(ga) gleich z(gs)+1, wenn die Einschubzahl 2e, keiner der Teil-
summen (20,) kongruent ist, und gleich z(g,), wenn sie mindestens
einer der Teilsummen (20,) kongruent ist. Der erste Fall tritt ein,
wenn eine Primzahl ¢ gleichzeitig zu den Primzahlen g, und g,
gehort, oder, wie man auch sagen kann, wenn der Primteiler 97
beim Dreieck A(2s,, 2e¢,, 2&) in den Einschubreihen fehlt. Ver-
emigt man die Faktoren der beiden letzten Produkte, bei denen
¢y und g, den gemeinsamen Wert ¢} haben, so ergibt sich

s
gi—2(g)—1

Von den Zahlen ¢, bleiben diejenigen tibrig, bei denen keine der
Teilsummen (20,) kongruent gegen 2¢, und gleichzeitig mindestens
eine der Teilsummen (ZGM) und 2¢ kongruent gegen 2¢, ist. Von
den Zahlen ¢, bleiben diejenigen ibrig, bei denen keine der Teil-
summen (2¢,) und 2, gegen 2, kongruent und mindestens eine
der Teilsummen (20,) gegen 2¢, kongruent ist. Dic Gesamtheit der
nach Ausscheidung der Zahlen g von ¢, und g, iibrighleibenden
Zahlen ¢; 1aBt sich dadurch kennzeichnen, daB sie beim Dreieck
A(20,, 2¢,, 2¢,) entweder in Einschubreihen mit dem Eingang
(25,) oder in den Einschubreihen mit dem Eingang (2¢,) fehlen.
Die Zahlen ¢ ergeben das Produkt
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I qi-—Z(qi)—i

g1 —2(q1)—

und damit ist die Formel gewonnen:

y

S (20,, 28, 2e,) = S (20,,) - (p*—k—1)

W)} m—kmt pogea@)=2 g sime(d)=3
7ty —k—3 g1—2(g1)—1 1 1

Dabel ist

1. p*=k+3, wenn dies eine Primzahl ist; gleich k+2, wenn
es keine ist.

2. k+3 < my < 0y, 6, & -

3. Die Primzahlen ¢; sind nicht groBer als g, &, & und 80
beschaffen, dafl im Dreieck A(2o‘,,,2.91,232) der Primteiler ¢, ent-

weder in den Einschubreihen (2&) oder in den Einschubreihen
(2¢,) fehlt. | '

4. Die Primzahlen g, sind nicht groBer als g, &, &, und so be-
schaffen, daB im Dreieck A(2,,2¢,,2¢,) der Primteiler ¢ in den
Einschubreihen (2£,) und (2¢,) fehlt.

Man ibersicht jetzt, wie es geht, wenn man weitere Zahlen

einschiebt, sodaB sich aus der urspriinglichen Fclge (20,) der Reihe
nach die Folgen

(20,,25), (20,, 28, 263), -+, (20, 261,252,...,28;)

ergeben. Die Anzahlen der Zeilen in den Dreiecken A(2o,,, Zel)
A(20,, 28y, 285), -, A(20,, 2¢, 265, .. , 2¢;), in denen der Prim-
teiler p feh.lt seien bemehungswelse zl(p) 25(p)s +-+» 2i(p)- Die
Zeichen py, pa, - .., p; mogen die Primzahlen bedeuten die sémt-
lich nicht groﬁer als die grofte der Zahlen o, &, &, ---, & und
der Reihe nach groBer sind als k+2, k+3,. k+L+1 Endlmh
seien gy, s, - -~ g; die Primzahlen, die wieder sa.mthch nicht gréfer
als die grijl?:te der Zahlen 6y, &, &, ---, &; sind und fiir die der Reihe
nach keine der Teilsummen (2a,), (26,” 2.51) crey (204, 264,289, ..., 28,_4)
den Zahlen 2g, 2¢,, ..., 2¢; kongruent ist. Dann entspringt Zu-
néchst durch wxederholte Anwendung der Glelchung (185) die
Formel
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S(ﬂgm 2¢;, 282, ceey 28‘-)

s pok—t oop=k=2 L p—k—i
(187)) S@a)- 0 pi—k—-2  pi—k-3 R S,

{ X II 12 (4y) 2 -0 72— 7 (0a) — 2 v o T q%'_zifi‘(%)“z
q1—2 (9’1)— 1 Gy — 24 (qz)-—ﬂl Gi=2: 4 (qi)w=1

Wiederum lassen sich die ersten i Produkte zusammenziehen, und -
man erhilt den Ausdruck '

M(p—k—1) . 1L
P

das Zeichen p bedeutet alle Primzahlen, die den Ungleichheiten
E+2 <p<k+i+t

gentigen; das Zeichen p” alle Primzahlen, die groBer als &+ i+ 1
sind, bis zur gréBten der Zahlen Opy E1y Egy - -ny & _

Ebenso lassen sich die Produkte in der zweiten Zeile um-
formen, indem man alles auf die Funktion z(p) zuriickfithrt. An
Stelle der Primzahlen g¢,, 2-+.,9; hat man dazu die Primzahlen
Ty Ty .+, 7%; einzuliihren, die samtlich nicht groBer sind als die -
grofite der Zahlen oy, &), ¢,, ..., ¢, und bej denen der Reihe nach
fir 1,2,...,7 Einschubzahlen in den zugehdrigen Einschubreihen,
des Dreiecks A(20,, 26, 2¢,, ..., 2¢) die betreffende Primzahl
nicht vorkommt. Auf diese Art findet man als Umformung der
Gleichung (187) ' ' A

S(Zo,”2£1,2£2,..;,2£i)=S(2ofﬂ)sﬂ[(p—kg_i)eH[ ,‘? _k_i
' p—hk—i—1

7). o

loer nl—z(nl)f-f n 70y — 5 (715) — 3

7 —2 ()

1] ni’z(ng)‘i-——‘l
: 7172‘—2‘(752)\=1 :’Ei-—z(gzi)\%{[

Diese Formel wird bei den Untersuchungen iiber die Urfolgen
(§ 26 und 27) benutzt werden, und es wird sich herausstellen, daf
sie fir die wirkliche Berechnung der Schwankungsfunktionen
gute Dienste leistet,.
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- Zum SchluB werde noch mit Riicksicht auf die numerischen
Anwendungen ein einfacher Satz hergeleitet. Wenn die Teilsummen

_ (20) zu einer bestindigen Folge gehoren, so kann es vorkommen,

daB die Erweiterung mit einer Einschubzahl 2¢ zu einer unbﬂstamé
digen Folge fiihrt. Die Formel (185) zeigt, daB dies dann und nur

dann geschieht, wenn fiir eine der Primzahlen ¢ die Anzahl -

z(q) = g—2 wird. Dann 14Bt sich beweisen, daB auch die Erweite-
rung mit einer Einschubzahl 2¢', die kongruent 2¢ gegen g ist, zu
einer unbestindigen Folge fihrt. Weil némlich bei allen Prim-
zahlen ¢ keine der urspriinglichen Teilsummen (ZO‘W) kongruent
2e gegen ¢ war, so gilt dasselbe fiir 2¢'; mithin ist nach Lehr-

satz XI, wenn sich ¢'(p) auf das Dreieck A(2g,, 2¢") bezieht,

') = (g)+1 = ¢g—1, und der Multiplikator erster Art fur
~ ¢,9-"(g)—1,. verschwindet.

§23 .
Zusammenhang zwischen den G- und den H-Funktionen

DaB zwischen den G- und den H-Funktionen ein enger Zu-
sammenhang bestehe, hatte ich von Anfang an vermutet und
spater auch fiir einige besondere Fille aufgezeigt (vgl. Teil 11,
S.24 und 39). Den Ansatz zur allgemeinen Untersuchung ent-
deckt zu haben, ist ein Verdienst von WeinrecH, dessen Mit-
teilungen im folgendem benutzt worden sind.

Es sei 2dy,...,24, eine k-gliedrige symmetrische Dmfﬂi?em:tmgl'~
folge, also 24 —Qdk_” +1- Dann haben die k+1 Summen-20,+20;_,
denselben Wert, nimlich 2¢,, und umgekehrt, wenn das der Fall
ist, wird 26, =28;_,,,, und die Folge ist symmetrisch.-

Hat man zwei Liickenzahlfolgen r-ter Stufe v,+ 20, und »,+20,,
schreibt die zweite in umgekehrter Folge und addiert die ent-
sprechenden Glieder beider Folgen, so haben dié Summen
v,4+w,+20,+20,_, den gemeinsamen Wert v,+w,+20,, und man
erhilt eine k-fache Darstellung der Zahl 2n =uv,+w,+2¢, als
Summe mittels Liickenzahlfolgen r-ter Stufe, denen die gegebenen
symmetrischen Differenzen 24,,...,24 zukwommem (vgl. Teil 11,
S.38). Die Zahl 2 148t sich aber auch, und das ist der Gedanke
WeinreicHs, auf & Arten als eine Differenz von Liickenzahlen
r-ter Stufe auffassen. Wenn man némlich w =—,— ﬂgk setzt,
so wird ’

i )
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(188) 2n = (2,+26,) — (w,+20,) ;

die zweite Folge besteht aus negativen Liickenzahlen mit den ge
gebenen Differenzen 24, ...,246,, die zwischen —w,—20, und —w,

liegen. Mithin ist jeder der betrachteten k-fachen Darstellungen |

der Zahl 2n eine Folge von 2k+2 Liickenzahlen r-ter Stufe zu-
geordnet: w,+20,,v,+20,, deren Differenzen

261, 262, vy 262’. 261, 2’1“‘ 20!2'1 2615 262, caey 2(52, 26]1
sind; die zugehérigen Teilsummen haben die Werte
20y,204,...,20, 20, 2n+26,2n+26,,...,2n+2q, .

Hat man umgekehrt eine Folge von 2k+2 Liickenzahlen r-ter
Stufe, denen diese Differenzen und Teilsummen zukommen, und
liegt die Anfangszahl @, im Abschnitt von —2n- 24, bis —20,,
so liegt w,=—w,—20, zwischen 0 und 2n, und man erhilt cine
Darstellung der Zahl 2r als Summe der positiven Liickenzahlen
w, und v,+2¢,; hieraus ergeben sich dann alle k Darstellungen
von 2n als Summe mittels dep k-gliedrigen Liickenzahlfolgen r-ter
Stufe »,42¢, und w,+20,. Folglich gibt es genau soviel ver-
schiedene Darstellungen der verlangten Art, als (2k+2)-gliedrige
Lickenzahlfolgen mit den vorher gegebenen Differenzen vorhanden
sind, deren Anfangszahlen im Abschnitt vop —2n—20, bis —2g,
hegen.

Ein Punkt ist noch zu erértern. Bei der Erklirung der An-
zahl der k-Tachen Darstellungen, die jetzt mit G2 (2n) bezeich-
net werden mége, sollten Darstellungen als verschieden angesehen
werden, wenn ©, von w, verschieden 1st; dagegen sollte eine
k-fache Darstellung mit v, =w, nur einmal zihlen. Djese Forde-
rung ist aber erfullt; denn ist », von w, verschieden, so fithrt die
Identitit
(188") 2n = (w,+20,) — (v, + 20 )

x) 1

\

in der o, = —»,— 20, zu setzen ist, zu der (2k+2)-gliedrigen Folge
v,+2a,, w,+20,, die mit der Lickenzahl —2, —20, beginnt und
von der vorhergehenden Folge w,+26,, v, +20, verschieden ist,

Hiermit ist nachgewiesen, daB die Formel

Vald

N
N
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(189) G(,2 Gy (2 n) — H$2 Gy 2182 6,) (_ 21— 20,; — 2 U’k)‘

su Recht besteht. Nach § 21, Gleichung (177) ist daher

' 2n
‘ 26, (9 _ _
(190) G (2 n) 5P

L 4

-k, (20”, 2n+ 2(7“) .

und fiir r>R wird nach Gleichung (90'):

(2k+2)

{191) G2 (2n) ~ --2n- 8,(20,, 2n+20,) .

f

Von geniigend hoher Stufe ab haben die Schwankungsfunktio‘nen
alle denselben Wert §(20,,2n+20,), und zwar setzt sich dieser
zusammen aus den Multiplikatoren erster und zweiter Art:

(182")  My(p) = p ~2(p) 1 (¢ < 2k+2),

(183) ()= LWLy, Berioa()

p—-2k-2 7 p"-2k-2 (p>262)5

das Zeichen z(p) bezieht sich hier auf das Dreieck der wirksamen
Zahlen, das mittels der 2k+2 Teilsummen (20,‘, 2n+ 20,‘) AN
bilden ist.

Beim Ubergang zu den Primzahlen hat man die rechte Seite
der Gleichung (189) mit der (2k+2)-ten Potenz der Dichtigkeit,
D2 zu multiplizieren und dann die Stufenzahl r ins Unend-
liche wachsen zu lassen. Beim Grenziibergang st6Bt man auf
shnliche Schwierigkeiten, wie sie schon frither in solchen Fillen
aufgetreten sind (vgl. Teil I, S. 1820, 26-27). Der Erfolg recht-
fertigt es, daB auch hier als Grenzwert der Schwankungsfunktion
S,(20,, 2n+20,) der fur alle geniigend hohen Stufen giiltige Wert
8(20,,2n+20,) genommen wird. Ebenso erscheint die Wachs-
tumsfunktion von G®% (2r) in der Gestalt

» . (2 2 k-2
('19‘2) W (2 n) = Agpyr ( (; RT;QH

Hiermit ist die asymptotische Dar‘st;ellung‘wiedergewonnen, die
in § 16 (Teil I, S.39) auf Grund anderer Betrachtungen auf-
gestellt worden ist: : : A

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KI. A. 1918, 14, Abh. 3
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(151') G (21) ~ WE (2n) - SE (2n) |

Wihrend aber dort iiber die Beschaffenheit der Schwankungs-
funktion S®°% (2n) nichts ausgesagt werden konnte, hat sich jetzt
ergeben, dafl man

(193) 8@ (2n) = §(20,, 2n+20,)

hat; das ist der Zusammenhang zwischen den Schwan-
kungsfunktionen der G- und der HA-Funktionen.

Gleichzeitig wird jetzt aufgeklirt, warum V. Brux (vgl. Dar-
stellung, S.16 und 22) einen Zusammenhang zwischen den GoLp-
pAacHschen Zahlen G (27) und der Anzahl der Primzahlzwillinge
H®©?(2n) gefunden hat, nimlich, daB man als Wachstumsfunk-
tion von G (2n) geradezu H'%* (2n) nehmen darf. Fir jede ein-
gliedrige Differenzenfolge (26) wird ja (vgl. Teil 11, S. 22):

7 (Zn)
ST S(O, 26) ,

(387 H®29 (2n) ~ 4,

sodal alle zweigliedrigen Primzahlfolgen zur Wachstumsfunktion
W (2n) fihren. Ebenso fihren alle (2k+2)-gliedrigen Primzahl-
folgen zu der WaChStllmeunktiOIl, die den k-lachen Dapste]]ungeh
der Zahl 2n als Summe mittels (If:+1)-gliedriger Primzahlfolgen
zugeordnet ist.

§ 2

Die Schwankungsfunktionen der G-Funktionen

Aus den Formeln des vorhergehenden Paragraphen folgen in
einfacher und iibersichtlicher Weise die Sitze, die fiir die Govrp-
sacHschen Darstellungen in § 3 (Teil 1, S. 19-21), die Zwillings-
darstellungen in § 7 (Teil I, S.39-40) und die Vierlingsdarstellun-
gen in §17 (Teil II, S. 47) abgeleitet worden sind. Es kommen
dabel im wesentlichen nur die Schwankungsfunktionen in Be-
tracht; die Wachstumsfunktionen lassen sich sofort hinschreiben.

Bei den Gorpsacuschen Darstellungen ist k=0. Es gibt

keine Primzahlen erster Art, und fiir die Primzahlen zweiter Art
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p’ ist, da das wirksame Dreieck A(O,Zn) aus der einzigen Zahl
2n besteht, z(p")=0, wenn p” ein Teiler von 27 ist, z(p")=1,
wenn es kein Teiler ist. Mithin sind die Multiplikatoren

7} P —1
, Mz(P ) - pll—z 3
und es wird
p—1

wo das Produkt iiber alle ungeraden Primteiler von 2r zu er-
strecken istl.

Bei den Zwillingsdarstellungen besteht die Folge der Teil-

summen (20,) aus den Zahlen 0,2, und es ist k=1. Primzahl
erster Art ist nur 3. Das Dreieck der wirksamen Zahlen wird

2 2n | 2n+2 |
2n—2 2n
2

Mithin wird 2(3)=1, wenn 2n durch 3 teilbar ist, und 2(3)=2,
wenn das nicht der Fall ist. Hieraus ergeben sich als Werte von
M1(3) im ersten Falle 1 und im zweiten Falle 0, das heiBt, nur
die durch 6 teilbaren Zahlen gestatten Zwillingsdarstellungen.

Ebenso leicht findet man fiir die Primzahlen zweiter Art 5,7, ...:

" . " 3 r | ‘”_2
z(p )= 1, wenn 2rn den Teiler p° hat, und Mz(p‘ )= —;),T_Z—;
z(p”") =2, wenn 2n—2 oder 2r+2 den Teiler p” hat,

V " p’lma .
und M,(p") = Fawe

z(p") =3, wenn 2n und 27 :+2 nicht durch p” teilbar sind,
und Mg‘(p") =1.

1 Hiernach ist die Formel {4), Teil I, S. 24, zu verbessern; in der dort
angefithrten Stelle der Darstellung ist die Formel in Ordnung.

3*
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Es mdge noch bemerkt werden, daB diec Primzahl 3 fir die Folge

(0,2) Maximalcharakter hat; hieraus folgt (vgl. den SchluB von
§ 19), dal alle mittels der zugehérigen Licken- und Primzahlfolgen
darstellbaren Zahlen die Form 6#a, haben miissen.

Fiir die Vierlingsdarstellungen ist die Folge der Teilsummen
(0,2,6,8), und k=3. Primzahlen erster Art sind 3,5,7. Das wirk-
same Dreieck wird

. H - 7"{7
2 6 8 2n ! 2r+2 | 2n+6 2048
_ | -~ o e
4 6 2p—2 2 n C o 2nt-h 2n46
. S —d o
| i i
2 1 Znp—6 An— 2n I 2n49

i
1 2 6 8
I | - -
w - 0
_ i‘ | R )
i
2
| |

Man erkennt hieraus soflort, da8 M, (3) und M,(5) gleich 1 oder 0
sind, je nachdem 2n durch die betreffende Primzahl teilbar ist
oder nicht. Demnach gestatten nur die durch 30 teilbaren Zahlen

die geforderte Darstellung, ganz im Einklang damit, daB 3 und 5
Maximalcharakter tragen. Ferner hat man- -

M, (7) = 3, wenn 2n durch 7 teilbar ist;

M (7) =2, wenn 22—6 und damit auch 22 +8, oder 27+ 6 und
damit auch 22 —8 durch 7 teilbar sind:

M(7) =1, wenn 2n—2 oder 2n+2 durch 7 teilbar ist;

M, (7) =0, wenn 2n—4 oder 2n+4 durch 7 teilbar ist.

Die Werte von M, (7) sind also genau gleich den Werten der
frither (Teil 11, S. 47) mit ¢ (7) bezeichneten Funktion. Auch fiir
die Multiplikatoren M, (p”) folgen, wie man sich leicht iiberzeugt,
aus dem wirksamen Dreieck dic fritheren Ausdriicke. Die Durch-

—
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fihrung im cinzelnen kann um so eher unterbleiben, als die fol-
genden Untersuchungen Mittel gewiihren werden, schneller zum
Ziele zu gelangen; wir werden in § 25 auf dieses Beispiel zuriick-
kommen. _

Wie die Tafel 19 zeigt, besteht das wirksame Dreieck
A(20,,2n+20,) aus zwei Dreiccken mit je k Zeilen und Spalten
und einem Quadrat von k+1 Zeilen und Spalten. Die beiden
Dreiecke, dic als das obere und das untere unterschieden werden
mogen, sind identisch mit dem Dreieck A(2s,). Das Quadrat
0(20,,2n+20,) enthilt die (k+1)* Zahlen 2n 2w,,;; das Zeichen
w soll andeuten, daff die Zeiger x,2 uber alle Zahlenpaare =<4
zu erstrecken sind, sodaB zu den Zahlen 2w,, die Zahlen 2w,, =0
hinzukommen.

Die Anzahl der Zeilen des Dreiecks A(2q,, 2n+24,), die den
Primteiler p nicht enthalten, werde mit z(p) bezeichnet; die ent-
sprechende Anzahl {iir das Dreieck A(.‘ZG‘,{) heifle C(p). Bei der
Bestimmung von z(p) ist es zweckméfig, die ungeraden Prim-
zahlen in vier Klassen zu teilen, je nachdem

I. p>nta, HI. o, < p< 2oy,

Il. 26, <p < n+a, V. p <o,

ist. Wie dic Tafel 20 fiir die bestidndige Differenzenfolge der Ge-
wichte von 2 bis 12 zeigt, gilt vom Gewicht 4 ab die Ungleich-
heit 20, = 2k+2. Wenn man also von dem Fall der Zwillings-
darstellungen absicht, kann es Primzahlen erster Art, <2k+2,
nur in der dritten und vierten Klasse geben; die beiden Arten zu
trennen wird jedoch erst notig, wenn man die Multiphikatoren
aufstellt.

Erste Klasse. Primzahlen groBer als n+a, sind in keiner
Zahl des Dreiecks A (20,, 27+20,) enthalten; mithin ist z(p)=2k-+1,
und es gibt jenseits der Schranke n+o, keine wirksamen Prim-
zahlen. Man hat also

I. Mz(P)= 1 | (p>n+a,).

Zweite Klasse. Primzahlen grofler als 20, sind in keiner
Zahl des Dreiecks A(20,) enthalten, sodaB fir sie nur das Qua-
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"TAFEL 20
Verteilung der Primzahlen erster und zweiter Art auf die dritte
und vierte Klasse fiir die Gewichte 2 bis 12
@26) | & |2k+2! @ | 20 P <2 P
2, 1. 2. 1.

BE 1 4 1 2 — — — —
R e
iiiiiii ;V“’ '“;”" 4 | 3 6 5 — — 3
2,4 121 6 | s o | — 5 — 3

7 8 41 B A ) A 8 7,9 — — 3
Uzjc; 2 | s 4 8 7 5 I
ene | s | s | 4 | s — a5 | — | 3
T 1w | os 10 7 — 5 3
T |2 | e s Lo o~ — | 53
aa | o3 | s sl a o— 1 "’i | 53
T v Lo | s 12 _’1’1,7 Sy s | s |
: 6,6 9 | 6 s a2 11,7 I 5,3 |
2,4,6 3 _; —#du‘_ﬁh —“12“ ) L“'l"l—_” 7 I -—W_ --"),3 ‘
oea | s | s o6 | a2 | w3 | — | 53

wme a8 o6 | | o9 | — ¢ ss
nzal| 4 | | 6 | a2 | on | o3 | o— | 53

drat Q(26,,2n+20,) in Betracht kommt. Die Zahlen des Qua-
drats liegen zwischen 2rn—2¢, und 2n42g;, sind also einem Ab-
schnitt von 20,+1 geraden Zahlen entnommen. Weil p grifler
als 2g, ist, hat hochstens eine der Zahlen 2n*2a (O§2a< p) den
Teiler p. Gibt es im Quadrat keine solche Zahl, so ist wieder
Mz‘(p)=1. Ist 2n selbst durch p teilbar, so wird
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s N p—hk-—1 _ k+1
Z(p) =k l.lnd _11/]2(17) = p_Qk’_g =1 -+ “m .

Ist im Quadrat 2n—2a oder 2n+2a durch p teilbar, so hat man
festzustellen, wie oft die Zahl 2¢ unter den Zahlen 2w,, vor-
kommt; jedesmal, wenn die Gleichung 2w, ,=2a gilt, erhélt man
eine Zeile des Quadrats, die eine durch p teilbare Zahl enthilt,
und weil die Zahlen ciner Zeile einem Abschnitt von g,+1 ge-
raden Zahlen entnommen sind, kann héchstens eine von ihnen
durch p teilbar seinj iuithin enthilt das Dreieck A(ZO‘H, 2n+20‘,¢)
s0 viel mit dem Primteiler p behaftete Zeilen, als die Zahl 24 im
Dreieck A(20,) vorkommt. Um den Fall 2¢=0 zu umfassen,
braucht man nur das Dreieck A’ (QGR) der Zahlen 2w/, zu be-
trachten. Wird demnach die Anzahl der Zahlen des Dreiecks
A" (20,), die gleich 2¢ sind, mit y(2¢) bezeichnet, so ist
2(p) = 2k+1—y(2a), und das gilt auch fir 2a=0, weil y(0)=k+1
wird. Man erhilt jetzt die Gleichungen

M,y(p) =1, wenn keine der Zahlen 2n+2w,; durch p teilbar,

| p—y(2e)—2k—2 y(2a)
1] M = — o . ) .
( ) 1 z(p) P2k 3 1+ M])“W{/—-“Z , wenn 2n—2a

oder 2n+2a durch p teilbar ist.

Es 1st zu beachten, daB derselhe Multiplikator herauskommnt,
gleichgiiltig, ob 2n—2a oder 21+ 24 den Teiler p besitzt.

Der grofite Wert des Multiplikators ergibt sich, wenn 2n
selbst den Teiler p hat: denn wenn 24> 1st, wird y(2a);§ki
" Die obere Schranke k% ist verwirklicht, wenn alle Differenzen
26, gleich 2a sind, denn alsdann hat man

(194) 2w = 2w, = -+ = 2w, ;== 2wy, = 2a.

Wie in § 19 gezeigt wurde, gibt es bestindige Folgen, deren
k Glieder alle gleich 24 sind, wenn man némlich 2a=2Py setzt,
wo, wie {rither, p, <k+1< pg,, ist. DaB nur fiir solche Folgen
y(2a)=k wird, erkennt man so. Wenn man die Zeilen des Dyoj.
ecks A(20,) durchlauft, sei zuerst 2w,;=2a, also 20, =2a+2g,.
Ist in einer der folgenden Zeilen 2w,,=2a, also 20,=2a+20,,

B
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80 ist wegen » >4 auch u > %, das heiit, 2w, , steht in einer spa-
teren Spalte als 2w, ,. So geht es weiter. Wenn daher alle k Zeilen
des Drelecks A(Za”) die Zahl 2a enthalten sollen, so muB immer
das erste Element in ihnen gleich 2a sein, und das besagen die
Gleichungen (194).

Dritte Klasse. Auch die Primzahlen der dritten Klasse
kénnen im Dreieck A(2¢,) nicht als Teiler auftreten. In einer
Zeile des Quadrats Q(2g,, 2n+20,) findet sich eine solche Prim-
zahl hochstens einmal als Teiler; denn in einem Abschnitt von
0,+1 geraden Zahlen kann hochstens eine durch p = o;+1 teilbar
sein. Hat keine der Zahlen 2n* 2w, den Teiler p, so ist wieder
- M,(p)=1. Ist 2n selbst durch p teilbar, so ist |

b—k—1 kE+14
z(p)=k und ﬂfla(P)':_ppTﬁi?{:Hm'

Ist 2n—2a durch p teilbar, O<2a<p, so gilt dasselbe von
2n+(2p—2a), und ist 2n+2a durch p teilbar, so gilt dasselbe
von 2n—(2p—2a). Die Zahlen 2n+(2p—2a) kommen nur in
Betracht, wenn 2p—2a<2g, ist; hieraus folgt a = p—g;, und
das ist mit den Bedingungen 2a<p und p<2c, vertraglich. Ist
zum Beispiel p=23 und ¢;=12, so darf man 2¢=22 nehmen,
und es wird 2p —2a=24; dagegen wird fir 2a =20 schon
2p—-2a=26>20,. Aufler den Zahlen 2n+2a konnen also auch
die Zahlen 2nF (2p —2a) unter den Zahlen 25+ 2%/, vorkommen
und den Primteiler p liefern. Damit sind aber alle Zahlen 2r + 2w/,
erschopft, die den Teiler p haben, denn bereits 4p —2a wird grofier
als 3p und erst recht als 20,. Bedenkt man noch, daB y(0)=k+1
und y(2p)=0 ist, so wird allgemein z(p)=2k+1-y(2a)-y(2p-2a),
und es ergeben sich schlieBlich die Gleichungen

(111,) Ml(p')=p’+y(2a;)+y(2p’—2a)—(2k+‘2) | (p'<2k+2);

( M,(p”) =1, wenn keine der Zahlen 2n * 2w, durch p” teil-
bar,

(111,)

p:/+y (2@)+y(2 pn_._za)_z k-2 e y(Za) +y(2p’1_2a) .
p—2k—2 . P=2k-2

wenn 2n—2a oder 2n+2a durch p” teilbar ist.

iMz(p"):
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Auch hier macht es keinen Unterschied, ob 2rn—24a oder 2n+2a

den Teiler p besitzt. Fir Beispiele sei auf den nichsten Para- -

graphen verwiesen.

Vierte Klasse. Wenn p <o, ist, konnen Zahlen des Drei-
ecks A(QO‘M) durch p teilbar sein, und man hat zuerst in ihm die

Anzahl {(p) der von p freien Zeilen festzustellen. Das untere

Dreieck im Dreieck A(20,,2n+20,) liefert dann zu z(p) den
ersten Beitrag {(p). Den zweiten Beitrag liefern die ersten k+1
Zeilen dieses Dreiecks. Ist keine der Zahlen 21+ 2w, durch p
teilbar, so ist der zweite Beitrag {(p)+1, und es wird z(p):QC(p)—M.
Ist 27 selbst durch p teilbar, so ist der zweite Beitrag gleich Null,

und es wird z(p)=é’(p). Ist 2n nicht durch p teilbar, wohl aber

mindestens eine der Zahlen 2n + 2w, ,, s0 kann man zunéichst nur
schlieBen, daB z(p) zwischen ¢(p) und 2Z(p)+1 liegt, die Grenzen
eingeschlossen. Um z(p) zu ermitteln, muB man auch die Zahlen
des Quadrats Q(20,, 2n+ 20,) auf ihre Teilbarkeit durch p unter-

- suchen, und jetzt kann in einer Zeile mehr als eine durch p teil-

bare Zahl vorkommen.

Ebenso wie in § 21 die Tafel 17 des groBen wirksamen Drei-
ecks zur Berechnung der Schwankungsfunktion S (20,) aufgestellt
wurde, dient zur Bestimmung des Charakters, der dem Quadrat
Q(ZGM, 271-1—20,,) beziiglich der ungeraden Primzahlen innewohnt,
das groBe wirksame Quadrat (Tafel 21).

Oberhalb der von links oben nach rechts unten laufenden
Hauptdiagonale findet man dag wirksame Dreieck der Tafel 16,
In der Diagonale steht das Zeichen p und besagt, daB fir diese
Felder jede ungerade Primzahl als Primteiler (der Null) aufzu-
fassen ist. Die Zeilen des Dreiecks sind aber nach links fort-
gesetzt worden, so zwar, daB das Feld mit dem Eingang (Za) der
Spalte und (28) der Zeile, a<p, die ungeraden Primteiler der
Zahl 28 —20 enthilt. Hieraus folgt, daB in Feldern, die sym-
metrisch zur Hauptdiagonale liegen, dieselben Primteiler stehen.

Um das grofle wirksame Quadrat fiir den Primteiler p auf
das Quadrat, ()(20,4, 2n+2¢,) anzuwenden, denke man sich, wie
beim groBen wirksamen Dreieck, zuerst alle Zeilen und alle Spal-
ten jede fir sich zugedeckt. Die Zeile mit dem Eingang (2,)
enthilt in der Spalte mit dem Eingang (20,‘) die Primteiler der
Zahl £ 2w, ;5 das Pluszeichen gilt, wenn x>4, das Minuszeichen,
wenn %<1 1st. Mithin enthilt dieselbe Zeile in der Spalte mit
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dem Eingang (20,+24) die Primteiler der Zahl + 2., +2a. Jetzt
sl 2n—2a durch p teilbar. Um festzustellen, welche der
Zahlen 27+ 2w, . =2n—2a+(+2w,,+2a) den Teiler p besitzen,
hat man demnach die k+1 Spalten mit den Eingfingen (20,+24)
aufzudecken wnd von den Zeilen diejenigen freizumachen, denen
die Einginge (2¢,) zukommen. Wenn man noch die aulgedeckten |
‘ Zeilen und Spalten aneinander schiebt, so entsteht ein Quadrat
| von (k+1)* Feldern, das fir die entsprechenden Felder des Qua-
drats Q(20,, 2rn+20,) angibt, ob sic den Primteiler p aufweisen.

In vielen Fallen ist es jedoch nicht notig, das ganze Quadrat
herzustellen. Um namlich den Beitrag zu ermitteln, den die
crsten k+4 Zeilen des Dreiecks A(26,, 20+ 20,) zur Funktion z(p)
liefern, hat man dem Quadrat Q(2g,, 2n+20,) noch das obere
Dreieck A(20,) hinzuzuftigen und darin vermoge des grofien wirk-
samen Dreiecks die Zahlen 2w, , durch ihre ungeraden Primteiler
zu ersetzen. Dann kemmen von dem Quadrat nur dicjenigen Zei-~
len in Betracht, die im Dreieck A(26,) von p frei sind. Wenn
also simtliche Zeilen dieses Dreiecks p enthalten, so geniigt es,
allein die (k+1)-te Zeile zu berticksichtigen. Nur wenn simtliche
Zeilen des Dreiecks von p frei sind, muB man das volle Quadrat
nehmen, hat dann aber mit dem Dreieck nichts mehr zu tun.

Eine weitere Vereinfachung ergiht
deren Eingang mit einem der Einginge der Spalten tibereinstimmt, s
notwendig den Primteiler p enthilt, namlich an der Kreuzungs-
stelle; Tolglich diirfen auch solche Zeilen
gelassen werden.

sich daraus, daB eine Zeile,

on vornherein weg-

Der Fall, da 2n+2« durch p teilbar ist, JaBt sich so-
fort auf den soeben hetrachteten Fall, daf 2n—-2a¢ den Teiler J%
besitzt, zuriickfithren, wenn man darauf verzichtet, daB 2a kleiner
als p sein soll, und fir 2a alle p geraden Reste gegen 2p nimmt,

- oder vielmehr diejenigen geraden Reste, dic bei den Zahlen 2w,
auftreten.

Zwischen den beiden Quadraten, die man erhilt, wenn 2n-2q. ﬁ
und wenn 27— (2p—2a) und damit 22+2a durch p teilbar ist,
besteht eine einfache Beziehung. Sind nimlich im ersten Quadrat.
zwei zur Hauptdiagonale symmetrische Felder, die also zu zwei
Zahlen +2w;, 494 gehéren, frei von p, so gilt dasselbe fiir das
zweite Quadrat, weil hier zu denselben Feldern die zwei Zahlen

+2w,,+2p—2q = 2p— (2w, ;+2a) gehoren. Ist aber beim ersten
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Quadrat eines der beiden symmetrischen Felder mit p besetzt
" und dann notwendig das andere von p frei, so vertauschen die
beiden Felder beim zweiten Quadrat ihre Rolle, das heiflt, das
gweite Quadrat entsteht aus dem ersten, indem man es an der
Hauptdiagonale spiegelt.

Nachdem man die ersten k-1 Zeilen des Dreieeks A(20,,2n+20,)
auf die angegebene Art durch eine gewisse- Anzahl von Zeilen des
Quadrats ersetzt hat, das aus dem groflen wirksamen Quadrat
hervorgegangen ist, mufl abgezdhlt werden, wieviel Zeilen von p
frei sind. Diese Anzahl werde mit z(2a, p) bezeichnet. Dann gelten
die Gleichungen

My(p') = p'~2¢(p')—2, wenn keine der Zahlen 2n* 2w, ,
durch p’ teilbar,
(IVl) 1 4 I3 4 7 f 3 r
| M, (p )= p-"C(p ) —z(2a,p')—1, wenn 2n—2a durch p
teilbar 1st; :
My(p") = P ;’%_Cz(z_z;z =1+ 2;,:§i(_pz) ,wenn keéine der
v | ‘Zahlen 25+ 2w, durch p” teilbar,
e p'-¢(p")-2(2a, p')-1 2k-+1-¢(p")-2(2a,p")
‘A{2(p )'_ p"—2k-—2 '—'1+ p”"‘ZIC—-E ’
wenn 2n—2a durch p” teilbar ist.

Wie sich die Durchfihrung des Ver[ahfens im einzelnen ge-
staltet, soll im folgenden Paragraphen an einigen Beispielen ge-
zeigt werden. o

§ 25

Beispiele fiir die Berechnung von Schwankungsfunktionen

Brispier I: Die Doppeldarstellungen der geraden
Zahlen als Summen mittels Primzahlpaaren ge-
gebener Differenz. '

e
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o

A R

= e
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Die Differenzenfolge sci (26); dann ist die Folge der Teil-
summen (0,26), also k=1. Demnach wird

) T (2n)?
(195)  G©*(2n) ~ 4, - { (2n)3)

Die Konstante A, hat den Wert 4,53. Zur Berechnung der
Schwankungsfunktion hat man das wirksame Dreieck zu bilden:

- 5(0,26,2n,2n+26) .

I 2(3 2”

Primzahl erster Art ist nur 3. Es ist zu unterscheiden, ob
26 durch 3 teilbar ist, oder nicht.

1. 26 ist nicht durch 3 teilbar. Dann ist immer eine
und nur eine der drei Zahlen 22,27+ 28 durch 3 teilbar. Ist 22
durch 3 teilbar, so wird M,(3)=1; ist es nicht durch 3 teilbar,
so wird M,(3)=0. Mithin gestatten nur die durch 6 teilbaren
Zahlen die verlangte Darstellung, im Einklang damit, daB 3 fir
die Folge (0,26) Maximalcharakter hat.

2. 26 ist durch 3 teilbar. Ist dann auch 2n durch 3
teilbar, so wird M(3)=2; ist es nicht durch 3 teilbar, so wird
Ml(B):i. Mithin gestatten die durch 3 teilbaren geraden Zahlen
asymptotisch doppelt soviel Darstellungen der verlangten Art, als
die nicht durch 3 teilbaren geraden Zahlen.

Primzahlen zweiter Art griBer als n+6 sind unwirksam. Ist
eine Primzahl zweiter Art p kleiner als n+d und
kein Teiler von 4, so wird

M, (p) = 1, wenn keine der drei Zahlen 2n,2n+ 26 durch p teil-

bar,
My (p) = ph? , wenn eine der beiden Zahlen 2n—24 und 2n+248
p—4

durch p teilbar,

My(p) = ~——, wenn 2n durch p teilbar ist.
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Ist eine Primzahl ¢ zweiter Art kleiner als n+4 und
Teiler von 48, so wird

-2
M, (q) == Z—é , wenn 2n nicht durch ¢ teilbar,
q—1 S
M,(q) = et wenn 2n durch ¢ teilbar ist.

Hiernach laBt sich die Schwankungsfunktion § (0,26,2n,2rw,+2(5)
aus den Multiplikatoren A7,(3), M,(p) und M, (q) zusammensetzen,

. Es wire zu wiinschen, daB, dhnlich wie es WEINREICH bel
der Funktion G (2n) fir den Bereich von 15606 bis 15900
durchgelithrt hat, auch bei den héheren G-Funktionen, etwa zu-
ndchst fiir G (2n), die wahren Werte bei hinreichend groBen
Werten von 2n mit den Niherungswerten verglichen wiirden; das
Verfahren der Doppelstreifen, das WeinreicH angewandt hat
(vgl. Teil 1, § 8), wiirde auch hier zu empfehlen sein, mit der Ab-
anderung, daff nur die Symmetriezentra der Folgen auf den Streifen
in kleinerem Mafstabe dargestellt werden.

BeispieL II: Die vierfachen Darstellungen der
durch 30 teilbaren Zahlen als Summen mittels der
Primzahlvierlinge.

Die Differenzenfolge ist (2,4, 2), die Folge der Teilsummen
(0,2,6,8), also k=3. Demnach wird

i 8
(196) G259 (2n) ~ 4, - M -5(0,2,6,8,2n,2n+2,2n+6,2n+8).

(2n)'

Die Konstante A, hat den Wert 148,9 (vgl. Teil 11, S. 24)*.

Bei der Berechnung der Schwankungsfunktion hat man als
Primzahlen erster Klasse diejenigen, die gréBer als n+4 sind; sie
sind unwirksam. Die Primzahlen zweiter Klasse liegen zwischen
8 und n+4; es sind also die Primzahlen 14,13,17,.... Nach den
Formeln (11) in § 24 wird

1 In der dort angegebenen Formel {102) ist die Zahl ! so zu wiahlen,
daB p;_3—(u-+1) negativ, dagegen pi—(u+1) positiv ausfallt; hiernach ist
der Zusgalz zu dieser Formel zu verbessern.
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M, (p") = 1, wenn keine der Zahlen 2n, 2nt22n+4 2046 2n+8
durch p” teilbar,
Py (2a)—8 y(2a)
et = T
p -8 p -8
bar ist.

, wenn 2nt2a durch p” teil-

Das Dreieck A'(0,2,6,8) ist

0216 | 8

0 4 6
0 2
0

Demnach wird fiir

<

9a=0, 2 4 6,8
y(2a) = 4, 2, 1, 2,1

fEac

7 4 bl ? ?

und man erhilt als Multiplikatoren

. II—4
My(p") = iu_g » wenn 2n durch p” teilbar,
mw_ P=6 .
Mz(p ) = ——]?-C—S—, wenn eine der Zahlen 21n.+2 2n.+6 durch P
teilbar,
., pll_7 .
My(p") = g wenn eme der Zahlen 2n+4, 2p+8 durch p”

teilbar ist,

ganz in Ubereinstimmung mit den Formeln in § 17 (Teil 11, 8. 47)

Primzahlen dritter Klasse sind 7 und 5; sie sind erster Art
(vel. Tafel 20), sodaB die Formel (I1,) anzuwenden ist. Fir dic
Primzahl 7 hat man

2a=0,2, 4 6,  14—2a=14 12,10 8
y(2a) = 4, 2, 1, 2; y(14—2a)= 0, 0, 0,1,

R,
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Folglich wird

M, (7) = 3, wenn 2n durch 7 teilbar,
M;(7) = 1, wenn eine der Zahlen 2n+2 durch 7 teilbar,
M, (7) = 0, wenn eine der Zahlen 2n+4 durch 7 teilbar,

: ‘M1 (7) = 2, wenn eine der Zahlen 2n+6 und damit gleidhzeit‘ig
eine der Zahlen 27258 durch 7 teilbar ist.

Fur die Primzahl 5 kommen nur die Reste 0,2,4 in Betracht;
man hat

20 =0,2,4;  10—2a =10,8, 6
y(2a) = 4,2,1; y(10-2a) = 0,1, 2.
Folglich wird
M, (5) =1, wenn 27 durch 5 teilbar,
M, (5) = 0, wenn eine der Zahlen 27+2, 2n+4 durch 5 teilbar ist.

Primzahl vierter Klasse ist endlich 3; sie ist erster Art. Nach
dem in § 24 auseinandergesetzten Verfahren hat man zunichst

das Dreieck A(O 2,6 8) auf die Tellbarkemt durch 3 zu unter-
suchen; man findet .

Mithin kommen von dem Quadrat fiur die Zeilen mit den Ein-
gingen 6 und 8 in Betracht. Aus dem groBen wirksamen Qua-
drat oder unmittelbar durch Differenzenbildung erhiilt man das
Schema

2a =0 2a=2 . ? 2a=14%

o2 6|8 2|48 10fa]06]|10]12]

6f 3| — |8 —]—|—|—|—]—] 38|—=]3

81— 38| —| 3] 3|—| 8| —|—|—

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K1, A, 1918. 14, Abh.



50 (A 14) PauL STACKEL:

Man hat £(3)=1 und daher M,(3)=1-z(2¢,3). Nach dem
Schema wird
2(0,3)=0, z(2,3)=1, z(43)=1,
sodaf
M,(3) =1, wenn 2n durch 3 teilbar,
M,(3) =0, wenn eine der Zahlen 2rn*2 durch 3 teilbar ist;

das sind die alten Formeln, die man leicht durch unmittelbare Unter-
suchung des Dreiecks A(2,6,8,2n,2n+2,2n-+6,2n+8) bestitigt.
Beispiel IIl: Die finffachen Darstellungen der
geraden Zahlen als Summen mittels Primzahlfolgen
der Differenzen 6,12, 12, 6.
Die Differenzenfolge ist (6, 12,12, 6), die Folge der Teilsummen
(0, 6,18, 30, 36), also k=4, 2k+2=10. Demnach wird

(7 (2n))"°
(2n)

Bei der Berechnung der Schwankungs{unktion sind die Prim-
zahlen erster Klasse diejenigen, die gréBer als n-+18 sind; sie sind
unwirksam. Die Primzahlen zweiter Klasse liegen zwischen 36 und
n+18; es sind 37,41,43,... Nach den Formeln (II) des § 24 wird

(197) G(0,6,18,30,36) (212) ~ Ag .

-8(0,6,..,36,2n,2n+6,.., 2n+36).

M,(p”) =1, wenn keine der Zahlen 2 +0, 6,12, 18, 24, 30, 36 durch
p” teilbar,

" '+ (2a)—10 2
My(p") = £ ;I,,(_ 1()) =1+ g,,(_;?), wenn eine dieser Zahlen

durch p” teilbar ist.

Das Dreieck A’(0,6,18,30,36) hat jetzt die Gestalt

0 6 | 18 | 30 | 36

0§12 | 24 | 30

0112 | 18 |

| 0 6
0
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und es ist fiur _
2a = 0, 6, 12, 18, 24, 30, 36
y(2¢) = 5,2, 2, 2, 1, 2, 1.

Hieraus ergeben sich die Multiplikatoren fiir die Primzahlen der
zwelten K]asse bei denen beziehungsweise 2n+0,6,12,18, 24, 30, 36
durch p’ teﬂbar ist.

Die Primzahlen der dritten Klasse sind 19, 23,29, 31; sie sind
sdmtlich zweiter Art. Man tberzeugt sich leicht, daB, wenn y(2a)
von Null verschieden ist, immer y(2p—2a) gleich Null ist; die
Félle, in denen y(2p— Za) von Null verschieden ausfilit, zelgt
die fo]crende Tafel: |

2a = 8, 14, 20, 26, 32; 2a = 10, 16, 22, 28, 34
y(88—2a) =2, 1, 2, 2, 2; y(46-2a)= 1, 2, 1, 2, 2
y(62—2a) =0, 0, 0, 1, 2; ‘(58—2a)= 0, 0, 1, 2, 1.

Hierdurch sind die Multiplikatoren M,(p") bestimmt.

Bei den Primzahlen der vierten Klasse sind erster Art 3, 5 7
zweiter Art 11,13,17. Zur Bestimmung von {(p) hat man das
Dreieck

3 3 13,5 3

3 3139
3| 38
3

Mithin ist fir
3, 5, 7, 11, 13, 17

p=
(p) =0, 2, 4 & 4 4.

]

1. p'=3. Es kommt nur die Zeile mit dem Eingang 36 in
Betracht, und auch diese entfillt fiir 2a¢=0. Fir 2¢=2 und 4
bekommt man in keiner Spalte den Primteiler 3, und daher wird

x(o, 3) =0, x(2,3) =1, x(4,3) =1,

4%
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dal heiBt, es ist wegen M,(3)=2—z(2q,3):

My (3) = 2, wenn 2n durch 3 teilbar,

M,(3) = 1, wenn 2n nicht durch 3 teilbar ist.

2. p'=5. Es kommen nur die Zeilen mit den Eingingen
18, 30,36 in Betracht, und auch diese entfallen, wenn 2a=0 ist.
Wie man dem grcflen wirksamen Quadrat entnimmt oder un-
mittelbar durch Differenzenbildung erkennt, lautet das Schema:

2a =2 2a =4 2a

=6 2a =8
2 8203238410223440617224;3%)’128142-638’9;4
8l—|5 == |s5|=|-1=|-1-[-I-1=1=1—|-]-|~1|5 |-
s0f— I —|5|—|—|—=|5|=1—|5]|=|=|—i=|—f=1-|=|=|—
36— | — | —|—|—|—1=1—l—|=|s|=|=|5|—|=|=|51=I—]

Mithin wird
2(0,5) =0, z(2,5)=1, x(4,5)=z(5,5):2, x(8,5) =1,
das heifit, es ist wegen Ml(5) = 2—3;(2(1, 5):

M,(5) =2, wenn 2n durch 5 teilbar,
M, (5) =1, wenn eine der Zahlen 2n+2 durch 5 teilbar,

M, (5) =0, wenn eine der Zahlen 2n.%4 durch 5 teilbar ist.

Die Zahlen der Form 2n=10x+4 sind also von der verlangten
Darstellung ausgeschlossen.

3. Far die Primzahlen 7,11, 13,17 ist {(p)=4; man tut daher
gut, sie gemeinschaftlich zu behandeln. Der Rest Null gibt immer
:E(O, p)=0. An Stelle der von Null verschiedenen Reste 2a kann
man die Zahlen *2w,,, also +6, +12, +18, +24 nehmen. Fir die
sechs positiven Reste erhilt man das Schema:

L4
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2a =6 2a = 12 2¢ = 18
6112|2436 (42]/12(1830|42|48]18|24 |36 |48 |54
Ol =|—|—i—=17|=|—|=t721=|=]=|=]|=|=
6le | — 1 —|—i—|—|—|—|—|7]|—|—|—|7i—
18— | == —|=|~|p|=I=|=lp|=|—|—|—=
30——ﬁ—-—_——ﬁ_p________
36]—|—|—{p|=|=|=I=|=l=I=|=]p|=]=
2a = 24 2a = 30 2a = 36
26130|42154{60]30|36|48|60 66%36 42|54 | 66 '72;
0—-7~————~ii97~11ﬁ
ol === == === 11
18| = | — | —|—{7l——|—|7|—}—i—|—|—|—
30| —|pl—{—|—|p|—|—1—|—l=1—1—|—|7]
B|—~|—1—|—t—|—1p|—=1{—|—lPlI—|—i—1—

Die Schemata

z(2a, p) sind

fiir die sechs negativen Reste entspringen hieraus
durch Spiegelung an der Hauptdiagonale. Dabei bleibt die An-
zahl der von einem Primteiler p freien Zeilen unverindert, und
es ist daher x(+2a, p)=2(-2aq, p).

Die Werte der Funktion

6 | 12 18 | 2% | 30 | 36

71 2| 1] 2] 2 1 2

|11 31 8| 38| & 2] 2
13| 3| 3|s|als| 4
17| 3] 3| 3|4 8] 4

Die Ermittlung der Multiplikatoren geht jetzt rasch vor sich.
Fir p'="T7 ist M,(7)=2-2(2a,7), also - -

M,(7) = 2, wenn 2n durch 7 teilbar,

M,(7) =1, wenn 2n+2 durch 7 teilbar,

M;(7) =0, wenn 2n+4, 2n+6 durch 7 teilbar ist.
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Folglich entzichen sich auch die Zahlen der Formen 2n=14v+4
und 2rn =14 +6 der gewiinschten Darstellung.
Fir die Primzahlen zweiter Art 11,143, 17 ist

M,(p") = 1, wenn keine der Zahlen 21+ 2w, durch p” teilbar,
p'=5-z(2a,p") 5—xz(2a,p")
p =10 B p—10
durch p” teilbar ist.

]l’[2 (pll)

Il

, wenn 2n + 2a

Die Aufstellung der Multiplikatoren fiir die einzelnen Fille liegt
auf der Hand.

§ 26

Weiterfithrung der Untersuchungen iiber den Zusammenhang
zwischen den H- und U-Funktionen

Dem in § 21 eingefihrten Zeichen H?% (n,;n,) fir die An-
zahl der Liickenzahlfclgen r-ter Stufe, die mit einer Liickenzahl
des Abschnitts von n, bis n, beginnen und Differenzen mit den
Teilsummen (20,) aufweisen, ist das Zeichen U2 (ng3n) an die
Seite zu stellen, das sich auf Folgen mit Urdifferenzen be-
zieht. In diesem Paragraphen wird der Abschnitt von n, bis n,

immer beibehalten werden, und es soll deshalb zur Abkirzung

H,(20,) und U,(20,) geschrieben werden.

Wie in § 15 (Teil 11, S, 32) gezeigt wurde, 1aBt sich jede
H-Funktion als Summe gewisser U/-Funktionen darstellen. Wenn
man némlich den k+1 Liickenzahlen r-ter Stufe mit den Diffe-
renzen (24,) alle zwischen der Anfangs- und der Endzahl liegenden
Lickenzahlen r-ter Stufe hinzufiigt, so ergibt sich ein Abschnitt
von Liickenzahlen, das heiBt, man erhiilt lauter unmittelbar auf-
emanderfolgende Liuickenzahlen. Zu dem Abschnitt gehirt eine
Folge von Urdifierenzen (20;), die aus k Abschnitten der Ge-
wichte 26,24, ...,20, zusammengesetzt ist. Nimmt man aber
umgekehrt irgendeinen Abschnitt von Liickenzahlen mit diesen
Urdifferenzen (24)), so ist darin eine Liickenzahlfolge mit den
Differenzen (24,) enthalten. Mithin wird

(1307 H,(20,)=U,(2¢,)+ ZU,(20)).

- .
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Die Summe ist iiber alle Folgen von Urdifferenzen zu erstrecken,
die aus den Differenzen (28,) durch Zerlegung hervorgehen. Jeder
solchen Zerlegung entspricht eine Gleichung

(130 H,(26,) = U,(26}) + U, (20,)

und es entsteht so ein System von Gleichungen, bei dem auf den
linken Seiten die H-Funktionen fiir die k-gliedrige Folge (24,), die
(k+1)-gliedrigen Zerlegungen, die (k-+2)-gliedrigen Zerlegungen usw.
stehen, bis man schlieSlich bei unzerlegbaren Differenzenfolgen
anlangt; bei diesen stehen auf der rechten Seite allein die ent-
sprechenden U-Funktionen selbst. Wenn man die Reihe der Glei-
chungen riickwérts durchlduft, so wird (vgl_ Teil 11, S.36) schlieB-
lich U,(20,) eine lineare, homogene, ganzzahlige Funktion aller
H-Funktionen, dic zu den Zerlegungen der Folge (24,) gehoren;
dabei hat H,(20,) den Koeflizienten Eins. Es soll jetzt gezeigt
werden, wic man den Ausdruck fur U,(2s,) wirklich herstellen
kann; dabei wird sich der in § 22 cingefithrte Begriff der Er-
" weiterung ciner Folge von Teilsummen durch Einschieben als
niitzlich erweisen. B

Statt die Differenzenfolgen zu zerlegen, kann man die Folgen
der Teilsummen erweitern. Man erweitere zunéchst die Folge (2 ¢,)
durch cine Einschubzahl 2, diec von den Teilsummen (20*,‘) ver-
schieden und kleiner als 29, ist; das gibt, wenn 2¢,—k=m ge-
setzt wird, m Moglichkeiten. Es ist crlaubt, alle hieraus ent-
springenden Differenzenfolgen zu den Zerlegungen der Folge (26,,’)
su rechnen, wenn man festsetzt, daB das Zeichen U, (24;) bei un-
zulissigen Folgen (207) den Wert Null haben soll. Nunmehr er-
weitere man die Folge (20, 2¢,) durch Einschieben einer Zahl 2e,,
die von den Teilsummen (20,) verschieden, grofer als 2¢ und
Kleiner als 20, ist. Das gibt (’;j) Moglichkeiten. So fortfahrend

kommt man zu Folgen (20,, 2¢&, 285, .-+, 2¢;), in denen
ey < Deg <o <28,y <26<20, ist; hierfir gibt es (’?) Mbglich-

keiten. Das Verfahren endet jedenfalls, wenn i=m geworden ist.
In. Wirklichkeit braucht man nicht soweit zu gehen, weil bei einer
zulassigen Differenzenfolge niemals zwei Zweier hintereinander
vorkommen dirfen. =~ I L
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Auf die geschilderte Art entsteht die Gleichung

(198) { ,(20,) = U,(26,) + £U, (26,, 2¢,) + LU, (20,, 2¢,, 26) + - --

+2U,(20,, 261, 265, ..., 26) + -+,
und es ist umgekehrt

U,(20,) = H,(20,) — U, (20,, 25,) = XU, (20,, 2¢,, 2e)) - -

199
(199) —ZU,(20,, 28, 28, ...,28) — -+ .

Ebenso hat man fir jeden zuldssigen Wert von &

U,(20,, 26,) = H,(20,, 26,) — TU, (20,, 2¢, 26}) — - --

200
( ) _Z’Ur(zamzﬁhzs’za '”’282)_“. )

Die gestrichenen Summen sind bei festem Wert von 2¢, zu neh-
men, und es erstreckt sich daher £'U, (2¢, 2¢y, ..., 2&2)‘ nur iiber
m—1

1—1
halten, auf der rechten Seite der Gleichung (200) iiber alle zu-
lissigen Werte von 2¢,, so wird

) Summanden. Summiert man, um EU,(ZO‘H,261) ZU €r-

1

(2‘01) EZ’U,(.‘ZO‘H, 2ey, 26y, .. .,28:-) = i-ZUr(QamZel,Zs,‘,, ey 25‘-)'
denn 2& kann in einer Verbindung von i Einschubzahlen jede
beliebige Stelle einnehmen, und die Doppelsumme besteht daher

m\ (m—1 : L. :
aus ( 1) ( P 1) Summanden, von denen immer je i einander

gleich sind. Somit kommt *

ZU,(QG,(, 281) = EH;(ZU,,, 2:-:1) ~—22U,(20“ 2¢,, 252) —

(202)
— i-EU,‘(QUN, 281, 2.82, . 25‘.) — .

3

und es wird

U,(2¢,) = H,(20,) — ZH,(20,, 2¢,) + 2U,(20,; 2¢, 2g)

(203) _
+22U,(20,, 2¢y, 2,, 2e5) +- -+ (1-1) EU,(20'N, 261,00y 28) + 0o,

Y

o T
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Weiter 1st bei festen Werten von 2¢, und 2¢,

U, (26’“ 2ey, 282) = H, (26’” 2¢y, 282) -z U, (2 Gy 281, 28, 28;3’}

(20‘4) ' " " () rr "
~Z"U,(20,,2¢,, 285,284,284 )+ -2 " U,(26,, 281, 265, 265 ..., 28] )=+,

i
. ) ) , . . {m—2

wo die zweimal gestrichenen Summen nur iiber )e P9 Sum-~

manden zu erstrecken sind. Summiert man iber alle zulissigen

Werte von 2e, und 2e,, so wird

(205) T5"U,(20,,2¢;, 269,265 ..., 267 ) = (;) ‘B U, (20,281, 265,265, 1,265) s

weil in der aus ('g) . ("z:g) Summanden bestehenden Doppel-

summe jeweils (;) Summanden einander gleich sind, und man
erhélt

= U,(2G’u, 2¢4, 282) = ZH,(QG,,, 2¢,, 2‘82)1 — (2) -2 U,(Z G, 284, 265, 285)
(206)

4 ‘ .
—(2) +ZU (20, 21, ..., 285) — -+ _(;) ‘EU,(20,,2¢1,.., 26) =
Nunmehr wird

U,(20,) = H,(20,) — BH,(20,, 2¢)) + TH,(20,, 2&,, 225)

(207) — EIL@O‘,‘, 28, 269, 2‘83) — (g) . EUr(ZGw 2E(, . .n, 231) —.en

—1
_(E ) ) EU,(zam‘Zeh ceey 255)_ . |

und jetzt ergibt der SchluB von i auf i+1 die Hichtigkeit. der all-
gemeinen Formel
U,(20,) = H,(20,) — ZH,(20,,2&) + ZH,(20,, 26, 2¢,)

(208) | o »
| ~ZH,(20,, 28, 263, 285) - -+ (1) EH, (20, 26, .., D) 4 ...
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Die Summe hort auf, ehe i=m geworden ist, wenn man die
H-Funktionen weglifit, die den Wert Null haben. Wieviel von
Null verschiedene Glieder umfaft sie? So viel als zuléssige Diffe-
renzenfolgen aus den Folgen der Teilsummen entspringen, die auf
der rechten Seite auftreten. Man wird so aufl die Frage gefliihrt,
welches die grofte Gliederzahl einer zulissigen Differenzenfolge
gegebenen Gewichtes ist; sie ist die Umkehrung der in § 18 ge-
streiften Frage nach dem kleinsten Gewicht, das einer Folge von
gegebener Gliederzahl zukommen kann. Eine Grenze, die sich als
brauchbar erwiesen hat, ergibt sich, wenn man das Gewicht 2o,
in der Form darstellt

(209) 20, =702+ 647530+ - +y, 2P, + 4y, 2P,

mit der Ma8gabe, daf fir ¢=0,1,2,...,r—1 die Ungleichheiten
0 <y, =< pyqs1—1 bestehen sollen; dagegen ist y, nur der Beschrén-
kung unterworfen, da} es nicht negativ cein darf. Um die Glieder-
zahl moglichst groB zu machen, wird man die Folge aus moglichst
viclen Urdifferenzen zusammensetzen. Es gibt aber in einem Ab-
schnitt der Linge 26, nur so vicle aus Urdifferenzen hervorgehende
Teilsummen, als darin Liickenzahlen vorkommen. Die Anzahl der
Liickenzahlen r-ter Stufe in einem Abschnitt der Linge 2P, (@gr)
ist sicher nicht groBer als Pi. Folglich ist die groBte Gliederzahl
einer Liickenzahliolge r-ter Stule des Gewichts 24, nicht groBer als
(210)  me=ppl4p 24584y Vo P4 o 1y, PW.

Die Grenze 1Bt sich noch etwas herabdricken, wenn y,=pg,,— |
oder yp-i4y; -8+ - 4y, - P> PO ist, nimlich auf

(ZM) 7= (7o+1'+'1) ) P&)—l + o2 Pila o + ‘?’r P

Wenn man umgekehrt die Gliederzahl k+1 in der Form (210)
darstellt, so ist das Gewicht der Folge sicher nicht kleiner als die
durch den Ausdruck (209) erklirte Zahl 2g,.

Die vorhergehenden Betrachtungen gelten fiir beliebige Stufen-
zahlen r. Ist jedoch die gegebene Differenzenfolge unbesténdig,
so geht die Gleichung (208) von der R-ten Stufe ab in eine Iden-
titdt iber. Bei geniigend hober Stufenzahl sind also nur die be-




e

Summen und Differenzen ungerader Primzahlen. ITT. (A. 14) 59

stindigen Folgen zu bericksichtigen. Fir solche Folgen kann
man, wie es in den §§ 42 und 15 (Tell i1, S. 18 und 37) geschehen
ist, zu den Primzahlen iibergehen; die entsprechenden Anzahlen
werden durch Weglassen des Zeigers r bezeichnet. Wie am SchluB
von § 21 bemerkt wurde, ist

(72 (ng—ny) )“* !

(98 H®% (n,:n,) ~ A, - -S.Zcx,,,3
( ) ( 2 1) k (nz“nl)k ( )
oder kirzer geschrieben

(987) H(20,) ~ W(20,) - S(26,) ;

W(20,) soll wieder als die Wachstumsfunktion bezeichnet werden.

Fir die Folgen von Primzahlen mit den Urdifferenzen (24,)
148t sich nach Gleichung (208) U(20,) durch H-Funktionen aus-
driicken, und fir diese kann man mittels der Gleichung (98”)
asymptotische Ausdriicke einsetzen. Man erhilt so einen asym-
ptotischen Ausdruck far U (20) Wird darin W(2o‘) vor die
Klammer gesetzt, so erscheinen in der Klammer die Koeffizienten

(212) B,,, = Apyi —Tm (2 P) plri+y

A e (POFPET

die unendlichen Produkte auf der rechten Seite konvergieren, weil

(p=1)(p—k-1) —  p*r—(k+i+l)p+.-

Plo—h—i—t) _,  Fi(i—2k-1)p"

ist, und konnen zur unmittelbaren Erklirung der GroBen By,

- dienen. Nach dieser Vorbereitung wird

U(20,) ~ W(26,)|8(20,) — Bypr - f_gg’;i)- .8 (20, 2¢,)

2 —
i‘—(??;";) . 28 (20,, 261, 26r) ~

213 B, ..
( ) + k42 (ng_nl)

4+ (—1) By, - M S (ZGW, 2¢y, 252, 23') ool

(na=ne)"
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Die Gleichung (188) in § 22 erméglicht es, schlieBlich auch §(26,)
vor die Klammer zu setzen, denn hiernach 1st ,

(188') S(ZGR, 28,26, ..., 25,.) = S(?mx) 11(20,,2¢, 2¢,, . .., 2¢,);

der zweite Faktor ist ein Produkt, zu dessen Herstellung. die
Kenntnis der Funktion z(p) fir die Primzahlen 7y, m,,...,7; ge-
niigt. Man erhilt so die endgtltige Formel

U(20,) ~ H(20,) [1-B,,, - 3—57'3%:1)— .21 (20,, 2¢,)
—
w(n,—n
(214) + By, ﬁ)— - ZI1(20,, 26, 28,) — -+
+ (—-1)in+{ . —n(n(:_zb_——;n-gli—) - ZI1(20,, 2¢,, 2¢,, ...,28,-)—!--'-} .

Fir die asymptotische Darstellung der Funktion U(20,) war
in § 156 (Teil 11, S. 38) eine andere Formel (Gleichung 147) ge-
geben worden. Diese muBl durch die Gleichung (214) ersetzt wer-
den. Wenn man némlich von den Liickenzahlen zu den Prim-
zahlen tbergeht, sind in der Gleichung (139) die Glieder der rech-
ten Seite der Reihe nach mit den Potenzen der Dichtigkeit der
Primzahlen D}j*Y, Dj*%, ..., D*** zu multiplizieren und dann ist
der Grenziibergang auszufithren; irrtimlicherweise ist jedoch dort
der Faktor D}** fur alle Glieder genommen worden.

Der Nutzen der Gleichung (214) liegt darin, daB man aus den
Primzahltafeln die Urdifferenzen der Primzahlen unmittelbar
entnehmen und so die wahren Werte der U-Funktionen feststellen
kann, wihrend die Ermittlung der wahren Werte der H-Funktio-
nen ein mihsames Geschaft ist. Vergleicht man nun die wahren
Werte der U-Funktionen mit den Nédherungswerten, die sich er-
geben, wenn man auf der rechten Seite der Gleichung (208) die
H-Funktionen durch die Néherungsausdriicke (98') ersetzt, so ge-
winnt man damit zugleich eine Prifung der Formel (98'). Uber
die Rechnungen, die WeinreicH fiir die U-Funktionen ausgefiihrt
hat, soll im néchsten Paragraphen berichtet werden.
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§ 27
Numerische Bestiitigungen der Niherungsformeln
fiir die U-Funktionen

WeinrEicH hat durch Abzihlen die wahren Werte der Funk-
tionen U(0,2),U(0,4),...,U(0,14) der Reihe nach fiir die Bereiche
von 1 bis 12553, 27449, 43051 bestimmt, in denen 1500, 3000,
4500 Primzahlen auftreten. Zur Priifung der asymptotischen
Formel (98') sollen diese Werte mit den Naherungswerten ver-
glichen werden, die aus den Formeln des vorhergehenden Para-
graphen hervorgehen. '

Um die Formel (208 anzuwenden, hat man erstens fiir die
Folgen (0,2),(0,4),...,(0,14) die Erweiterungen vorzunehmen; es
geniigt, wenn man sich dabei auf die Folgen von Teilsummen be-
schrinkt, die zu bestindigen Differenzenfolgen gehoren. Zweitens
sind fiir die zugehorigen H-Funktionen die Wachstumsfunktionen
und die Schwankungsfunktionen aufzustellen, und man hat daraus
die Niaherungswerte der H-Funktionen fir n,—n,=n=12553,
27449, 43051 zu berechnen. Drittens missen die Niherungs-
werte in die Gleichung (208), angewandt auf die Funktionen

U(0,2),...,U(0,14), eingesetzt werden.

Die bestindigen-Folgen, auf die man gefithrt wird, sind in
der Tafel 22 angegeben; man hat fir S ’

k=1, 2 3,4
als Anzahl der Folgen 7, 15, 14, 4.

Mithin kommen nur die Wachstumsfunktionen

41
Ay - (ﬂ (n)k)
n

in Betracht, bei denen k=1,2,3, 4 ist; man hat (vgli § 2‘1.)

A =1320; A,=2859; A, =4153; A,=10140. -

Darauf sind fiir
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1

TAFEL 22
Schwankungsfunktionen fir die bestandigen Folgen
bis zum Gewicht 14
(20,) (24, 2(8) | M(3)| 2(5) | M(5)| 2(7) | M(7)|S(20) ]
EF=1
0, 2 2 1
0, 4 4 1
0,6 6| o 2 2
0,8 8 1
0,10 10 0 4/3 4/3
0,12 12{ o 2 2
0,14 14 | 0 6/5 6/5
k=2
0,2,6 2, 4 1 i 1
8 2,6 ] 1 | 1
12 2,10 1 1 | 32 3/2
14 2,12 1 1 1 574 5/4
0,4,6 4,2 1 1 1 1
10 4,6 1 1 1 3/2 3/2
12 4,8 1 1 1
0,6,8 6, 2 1 1 | 1
10 6, 4 1 1 1 3/2 3/2
12 6,6 o 2 . 2
14 6,8 1 1 1 5/4 5/4
0,8,12 8,4 1 1 i
14 8,64 1 ! i 5/4 5/4
0,10, 12 10, 2 1 1 1 3/2 3/2
0,12,14 12, 2 1 1 1 5/4 5/4
E =3
0,2,6,8 2,4,2 1 1 .
12 2,4,6 1 1 2 2/1 2
14 2,4,8 1 1 2 4/3 4/3
0,28 12 2,6, 4 1 1 2 2/1 ] 2
14 2,6,6 1 1 2 43 4/3
0,2,12, 14 2,10, 2 1 1 2 2/1 2 4/3 8/3
0,4,6,10 4,2, 4 1 1 2 2/1 2
12 4,2,6 1 1 i
10,12 4,6,2 1 1 2 2/1 2
0,6,8,12 6,2, 4 1 i 1
14 6,2, 6 1 1 2 4/3 4/3
10, 12 6,4,2 1 1 2 2/1 2
12,14 6,6, 2 1 1 2 4/3 4/3
0,8,12, 14 8,4,2 1 1 2 4/3 4/3
k=4
0,2,6,8,12 | 2,424 1 1 3 1 i
12,14 | 2,4,6,2 1 1 3 1 3 3/2 | 32
8,12,14 | 2,6,4,2 1 1 3 1 3 3/2 3/2
0,4,6,10,12 | 4,2,4,2 1 1 3 1 1
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TAFEL 23
| Néiherungswerte von H-Funktionen bis zum Gewicht 14
(20,) (26,) 12 553 27 449 43051
Gewicht 2
0,2 | 2 | 237 | 433 | 621
Gewicht 4
0,4 | a | 237 | 433 | 62l
Gewicht 6 _
0,6 6 413 866 1242
0,2,6 2, 4 61 102 141
0,4,6 4,2 61 102 141
Gewicht 8
0,8 8 237 433 621
0,2,8 2,6 61 102 141
0,6,8 8, 2 61 102 141
0,2,6,8 2, 4,2 11 _ 16 21
Gewicht 10 .
0,10 10 | 316 | 577 . 828
0, 4,10 4,6 92 154 211
0,6, 10 6,4 92 ; 154 211
0, 4, 6,10 4,2,4 21 ‘ 33 43
Gewicht 12
0,12 12 413 ‘ 866 | 1242
0,2,12 2,10 92 154 211
0,4,12 4,8 61 102 141
0,6,12 6,6 122 205 281
0,8, 12 8,4 61 102 141
0,10, 12 10,2 92 154 211 i
0,2,6,12 2,4,6 21 33 43
0,2,8,12 2,6,4 21 33 43
0,4,6,12 4,2,6 11 16 21
0,4,10,12 4,6,2 21 33 43
0,6, 8,12 6,2,4 11 16 21 u
0,6, 10,12 6, 4, 2 21 33 43 i
0,2,6,8,12 2,4,2,4 3 4 5
0,4,6,10,12 4,2,4,2 3 4 5
Gewilicht 14
i 0,14 14 284 ‘ 520 | 145
0,2, 14 2,12 77 128 176
0,6, 14 6,8 11 128 176
0,8,14 8,6 77 128 176
0,12, 14 12,2 ki 128 © 1176
0,2,6, 14 2,4,8 14 22 28
0,2,8,14 2,6,6 14 22 28
0,212, 14 2, 10,2 28 ‘ 43 57
0,6,8,14 6,2, 6 14 22 8
0,6,12,14 6,6,2 14 22 28
0,B,12,14 8,4,2 14 22 28
0,2,6,12, 14 2,4,6,2 5 7 8
0,2,8,12, 14 2,6,4,2 5 7 8
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n o= 12553, 27449, 43051
und 7 (n) 1500, 3000, 4500

die Werte der Wachstumsfunktionen zu ermitteln. Man findet

k 12 553 27 449 4300

1 236,7 4329 6211

2 61,2 102,5 140,6
3 10,6 16,3 21,3
4 3,1 4,3 54

Die Schwankungsfunktionen sind aus den Multiplikatoren
erster und zweiter Art zusammengesetzt:

{181) $(20,) = 1M, (p) -1, (p"),

und zwar ist

(182) M(p) = p'—3 (p)—1 (P'<k+ 1) ,
, " p—z py=1

(183) M,(p") = ¥;)T¥(/1:—)1 - (k+1<p<oa).

Im vorliegenden Fall ist £<4, mithin konnen nur die Primzahlen

3,9, 7 wirksam sein. In der Tafel 22 sind die Multiplikatoren und
diec Schwank ingsfunktionen angegeben.

Aus den Wachstums{unktionen und den Schwankungsfunk-.
tionen ergeben sich die Niherungswerte der H-Funktionen fiir
Ng—ny=n, wenn fir n die drei angegebenen Werte genommen
werden. Sie sind aus der Tafel 23 ersichtlich, die nach Gewichten
und innerhalb der Gewichte nach der Gliederzahl geordnet ist.

Mit Hilfe der Niherungswerte der H-Funktionen sind end-
lich nach der Formel (208) die Ndherungswerte der Funktionen
U(0,2), ..., U(0,14) berechnet worden. In der Tafel 24 findet
man noch zur Vergleichung die Niaherungswerte der H-Funktionen.
Die Ubereinstimmung der berechneten Werte mit
den wahren Werten ist iiberraschend.
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TAFEL 24

Vergleichung der wahren Werte U, und der berechneten
Werte U, von U-Funktionen

24 n = 12553 n = 27 449 n = 43051

U, | Us | Ditt. | Hy | Uy | Uy | Diff. | Hy | Uy U, | Diff. | H,

o loan | 237 | + 7 | 2371437 | 4331 + & |433]1625 621 | + & | 621
s losol237 ] + 5 (2371487 | 433 4+ 4 | 483617 | 621 | — 4 | 621
6 |356 1851 + 5 |478)673|661 | +12 | 866|986 | 961 | +25 [1242
8 198 1125 + 8 | 287|244 | 244 | + O |435]370 361 - 9 | 821
10 1141 | 153 | —12 | 316|274 | 302 | —28 |577)424 | 447 | —23 | 828]
|12 [133 145 | —12 14731303 (303! + 0 |866)462)461 | + 1 [1242
16 | 63| 68| — 5 | 284 147|146 | - 4 | 516]210 | 225 | —15 | 745

§ 28
Neue Aufgaben der Primzahlforschung

Auf das der Vergessenheit anheimfallende Verfahren des
EraTostaents, die Primzahlen auszusieben, hat HomsLEy im
Jahre 1772 wieder die Aufmerksamkeit gelenktl. Bald darauf,
1776, machte HINDENBURG iIn seiner ersten mathematischen Ver-
sifentlichung Vorschlige, wie man solche Siebungen moglichst
bequem und sicher ausfihren konne? Seine ,,Zahlenbogen®, die
schon in LamserTs Deutschem Briefwechsel (Berlin 1785) bei Ge-
legenheit der FeLkeLschen Faktorentafeln wiederholt erwahnt
worden waren, sind dann von Burckurapr (1814-1817) zur Her-
stellung der bekannten Tafeln benutzt worden, die fir die Zahlen
der drei ersten Millionen jeweils den kleinsten Teiler angeben®. Auch

1 8, HorsLey, On the Sieve of EraTosTRENES; being an account of This
method of finding all the prime numbers, Phil. Trans. 62, London 1772,
8. 237; vgl. A. pE Porienac, Notice historique sur le crible ’ERATOSTHENES,
Nouv. ann, de math. {1) 12 (1853), S. 429.

2 K. F. HiInpENBURG, Beschreibung einer ganz neuen Art, nach einem
bekannten Gesetz folgende Zahlen durch Abzéhlen cder Abmessen bequem
und sicher zu finden, Leipzig 1776; vgl. M. CAnToRr, Vorlesungen iiber Ge-
schichte der Mathematik, Bd. IV, Artikel Kombinatorik von E. Netro, S. 209

3 J. K. Burckuranr, Tables des diviseurs pour tous les noml,)res d’U.l
deuxiéme million, Paris 1814, troisiéme million, 1816, premier million 1817,

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math-naturw. KL A. 1918, 14, AbL.
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die spiteren Ausdehnungen bis zur zehnten Million, dic man Dasg!
und Graisurr? verdankt, beruhen aunf geschickter Siebung. Neuer-
dings hat LEamMER eine verbesserte Tafel der ersten zehn Millionen
herausgegeben und ihr eine handliche Liste der Primzahlen von 1
bis 1006 721 folgen lassen®.

Aus diesen umfangreichen Tafelwerken hat man bis jetzt
wenig Nutzen fir die Erkenntnis des feineren Baues der Prim-
zahlreihe gezogen. Von grofleren Untersuchungen, die mit ihrer
Hilfe angestellt worden sind, ist wohl nur die Abzithlung der Prim-
zahlzwillinge durch GLAISHER zu benennen?. Es hiitte, sollte man
meinen, nahe gelegen, ghnliche Abzdhlungen fiir die Primzabl-
paare der Differenzen 4,6,8,... vorzunehmen. Was davon ab-
geschreckt hat, ist gewil nicht die Mihe der Arbeit gewesen, denn
an unermiidlichen Rechnern hat es nie gefehlt. Entmutigend war
vielmehr, dafl man nicht voraussehen konnte, ob cinfache Gesetz-
méBigkeiten, sei es in den Anzahlen solcher Paare selbst, sei es
zwischen ithnen, zu Tage treten wirden. Man wird jene Erschei-
nung also wohl daraus zu erkliaren haben, daB es an fruchtbaren
Fragestellungen fehlte; um Versuche anzustellen, muB man auch
in der Mathematik erst dic Gedanken haben.

Die in der vorliegenden Abhandlung entwickelten asymptoti-
schen Gesetze stellen der numerischen Primzahl forschung
cine Fille neuer Aufgaben. Der Begriff der Liickenzahlen war
zwar, dem Wesen nach, schon f{rither gelegentlich aufgetreten,
man war jedoch nicht tiber die ersten, naheliegenden Eigenschai-
ten hinausgekommen’. Durchaus neu aber war erstens der Ge-

' Z. Dasg, Faktorentafel fiir alle Zahlen der 7., 8., 9. Million, Hamburg,
1862—1865.

* J. Guawsner, Faclor table for the fourth, fifth, sixth million, London
1879—1883.

7 D. N. Lenmer, Factor table for the first ten millions, Washington
1909, List of the prime numbers from 1 to 10 006721, Washington 1914.

* J. GuarsuER, An enumeration of prime pairs, Messenger of math. (2)
8 (1878), S. 33.

* AuBer LEGENDRE (1808) und DurrE (1859}, die schon in §1 (Teil I,
S. 8) erwihut wurden, ist noch A. pEPorieNac zu nennen. Seine zahlreichen
Noten findet man in Lawpaus Literaturverzeichnis (Handbuch der Lehre von
der Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909, Bd, II, S.640); es geniige da-
her, die zusammenfassende Darstellung anzufithren, die PoLicNAC unter dem
Titel: Nouvelles recherches sur les nombres premiers im Journ. de math,
(1) 19 (1854), 8. 305 gegeben hat. Seine séries diatomiques sind nichts

it )

S ——
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danke, Probleme im Gebiete der Primzahlen auf das Gebiet der
Liickenzahlen zu iibertragen und die hier gewonnenen asymptoti-
schen Losungen, die sich in aller Strenge herleiten lassen, durch
Multiplikation mit einer geeigneten Potenz der Dichtigkeit,
die den Primzahlen im Hauptabschnitt der Liickenzahlen zu-
kommt, auf die Primzahlen zu ibertragen. Durchaus neu war
zweitens der Begriff der bestdndigen Folgen von Differen-
zen, an den sich sofort die Aufgabe kniipft, die Darstellungen der
ganzen Zahlen als mehrfache Summen mittels Primzahlfolgen, die
gegebene Differenzenfolgen aufweisen, zu untersuchen.

Die Bearbeitung des weiten Feldes, das sich jetzt der nume-
rischen Primzahlforschung bietet, ist sogleich von WEINREICH in
Angriff genommen worden. Uber einen Teil seiner Ergebnisse
konnte schon an dieser Stelle berichtet werden; weitere im Gange
befindliche Untersuchungen sollen den Gegenstand spaterer Mit-
teilungen bilden. Allein die Kraft eines Einzelnen ist unzureichend
gegeniiber so umfangreichen Aufgaben. Die Aufforderung mitzu-
helfen, birgt allerdings eine Gefahr in sich. ,,Mehr als irgendwo*,
sagt Meumke!, ,scheint auf diesem Gebiete [des numerischen
Rechnens] durch Wiederholung schon getaner Arbeit Zeit und
Kraft verschwendet worden zu sein.* Damit solche Vergeudung
vermieden werde, wire eine gegenseitige Verstiindigung erwiinschi,
ja man konnte an eine von einer Zentralstelle aus zu leitende
Organisation der Primzahlforschung denken.

Wenn, wie zu erwarten ist, auch die weiteren numerischen
Priiffungen die in der vorliegenden Abhandlung aufgestellten For-
meln bestitigen, dann wird, wie es sich in der Zahlentheorie
wiederholt ereignet hat, auch die Zeit kommen, wo die durch
Intuition gewonnenen, durch Induktion sichergestellten Formeln
ihren strengen Beweis erhalten.

anderes als die Folgen der jeweils um cine Einheit verminderten Urdifferen-
zen der Liickenzahlen; sic geben also an, wieviel unmittelbar aufeinander-
folgende Glieder der Reihe der natiirlichen Zahlen bei dem Siebungsverfahren
mit 2,3, ..., p, gestrichen worden sind.

' R. MeamkEe, Numerisches Rechnen, Enzyklopadie der math. Wissen-
schaften, Bd. I, Teil 2, Leipzig 1904, S. 951.




