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: zugehor’o wenn c eme w:llkurhche Konstante 1st, | B .
Sind wl, wg, w,,__l algebra1s he oder transzendente Integral-
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. wenn @ . eine wﬂlkurhehe Funktlon der emgeschlessenen GroBen
~bedeutet, Wleder eme Integrdlfunktlon o8 soll nun hier die Frage
- erortert werden, ob eine Integralfunktion o, éine algébraische Funk-
1:1011 von x, yl, yz, yﬂ und x—l andem algebralsehen oder tran-
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szendenten Integralfunl{tmnen wn Wy, - - mu . sein kann, und,
wenn dies. der Fall ist, wie diese algebraische Funktion beschaffen
sein mufl.

Sei die Integralfunktion w, Mit T, Yy, -+ Ya» W1y Mgy re Byy
durch dle algebnalsche Glelchung Verbunden ‘
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1h welcher go 2181 B ganze Funktlonen bedeuten und werde
angenommen, da8 mcht schon zwischen w“o)z,...w _yund den

Variabeln ; ¥y, Y, - Y, €ine algebralsche Bemehung besteht da
sonst schon ¢, als emne a]gebralsche Funktlon von wemger a]s den

- x—1 Integra]funktlonen Wy 0y, v 0,y der nachfolgenden Unter-,
~suchung zugrunde gelegt wiirde, -0 kann ‘man aus der érsten .
‘Summe eines der Glieder abSOndern ‘welche die hochste D]{mensmn

N @y, Wyyo0r Oyy bem’ozen und d1e Glelchung durch den K\oeffl-v“-‘-i" "
menten dieses G]ledes d1V1d1eren so daB (4) in |
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Integralfunktionen von Differeﬁt‘ia]gléit;hurigs;e,yste'mem.
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ithergeht, worin die Funktionen Poar T4 ﬂ,...rm,, rationale Funk-
~tionen von z, ¢y, ... ¥, sind, und - PR
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Bezemhnet man nun. durch das Symbol 5 , wenn F eme Sl
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heheblge Funktlon von x yl, J,, bedeute‘b den Ausdruck | i
. " ‘ T {_;‘4 , ; ‘li; " " |

dei_‘.‘, wenn - er 1dentlsch verschwindet, nach (2) d1e Funktlon
F(z,y1,. y,) als eine Integralfunktion der leferentlalglelchungen

\ (1) definiert, so erhilt man durch Anwendung dieses Symbols auf
- die Glelchung (5) S - | A
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ist. Ist der Koeffizient von o in Gleichung (5) nur von @1,a Wg,

‘ L ‘ | .. dr
w,_1, aber nicht von z, ¥y, ... abhén'g1g, oder ist - d'w =0,
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d. h.sind die Funktionen r,, in 2, ¥;,... Y, algebralsch rationale Inte-
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gralfunktionen, so wiirde dureh Anwendung des Symbols ' auf
x

. diese Gleichung die m’“3 Potenz von W, ganz heraustallen, und man "

- wiirde zu einer Glelchung zwischen den #x Integralfunktionen gelan-
gen, die.in bezug auf w, schon vom m-1*" Grade wire, was 'wir aber
auch im allgemeinen durch Fortsetzung des oben angewandten Ver- .
f ahrens erreichen konnen. -Wendet man "némlich, wie auf (5.),
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. tionen’ fl, fas s+ 1y VOD Ty Ygy oo Y ra‘mona]e Funk‘monen von. z, yl,"
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des Koeffizienten von o in bezug aul w;, y,..v 0, ; zu ermed- ,

rigen, bis diese den Wert Null anmmmt 80, ge]angt man 7u elner R
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Groﬂen smd W1rd nun endhch auf (8) Wlederum dle Operat;on»‘"
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1st dle der Glelchung (4) analoge Glelchung, welche in bezug auf
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in welcher dle g ganze Funktlonen @er emgeschlos*senen GroBen

sind, und ‘welche wiederum, wie oben durch Redbizierung von (4)

auf (9) Zu einer Glelchung fuhren w1rd “welche in - bezug au~f w,,

| nur vom m—2%" Grade ‘ist. Fahrt man so' fort, s gelangt man

o | ‘¢ ‘unter der’ selbstverstandhchen Voraussetzung, daB o, nicht, eine
' algebralsche Funktion von ey, o;, <@, s ist, in welche. die Varia:
" blen #; Yy, - Yy Nicht eXphmte emtreten zu ciner Glemhung der -

o Form - e R
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und. da angenommen wurde, daB mcht schon zw1schen wi; wé, .:.w,c_l
und :c, Y15 yz, y,, eme algebra;sche Bemehung bestehen sollte.

es smd somlt nach (2) dle Funktmnen‘ R,, in. der Glelchung (10)
i algebrmsch'e Integralfunktlonena der leferentla]g’lelchunge”"*;(1),1"', '
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und zwar rébional'zusammengeSetzt aus den Variabeln z,y4,...y,
und den in diesen Variabeln algebraischen Funktlonen fl, fz, oot

_der rechten Seiten der leferentnlglewhungen. .

Fir den Fall, da man bei der Reduktion von () auf eine -
Glelchung stoBt, We]c'he die -Form hat: , L
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worin Prye posmlve ganze Zahlen <m smd 80 wurde wenn

clU " ' ‘ '
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liefern, also meder S; als algebra1sche in 2, yl,../ ?!mfu f” ra’mo-‘ -

nale Integra]funktlonen kennzelchnen,\wahrend sich 3edoch nach
(M) nicht wie oben in;(10) o, als ganze Funktlon von w1,~w2, ---_%-1

‘ergibt, 'Wir finden somit, .

daf, wenn x tmnszendente oder algebrazsche Integralfunktwneni‘,

des .Dszerentzalglezchungssystemg (1) th. einer von den Varzaﬁeln-;'{"
T, Y1, Yoy - - - Yo abhdngigen algebraischen, Bezr,ehung zz@elu'zv;ancler';\;,vr.j .
. Stehen, und nwht schon eme solche zwnschen wemger als * dleser’-}j '
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50 daf 2+ :»52+~--+ %o =1 lst da,s allgememe Inbegralsystem n
der Form enthalten. ' ‘ o ‘
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und eine algebralsche Bez1ehung zw1scl}en dlesen Integralfunk- -~
tionen wiirde eipe ebensolehe Bez1ehung zw1schen den Exponen-
tlalfunktlonen | -
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und der Varlabeln z erfordern.

Besteht aber eine, algebralsche Glemhung von der Form
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| wmrm die Funktlonen g ganze F unktmnen der emgeschlossenen Grro-';; »
Ben darstellen, upd g, der erste nicht verschwmdende Koeffizient der
Glelchung ist, werde ferner einerseits angenommen daB nicht, schon
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zw1schen den Exponentlalfunktlonen e em e 9‘1\ und & eine Q

algebrmschg/ Beziehung besteht — in wel’chem Fal]e one* schon vor .
. weniger ‘dieser- Exp(‘mentlalfunktlonen und z algebra1sch abhmge - .
anderseits, daB die, Gleichung- (16) mit Ad]unglerung der Argu-
mente der g-Funktlonen irreduktibel séi, 80 wird swh wenn in .

270 - v
(16) T d%urch\ :c+-m—1 ePSetzF' wird, dle Glelchgng ergeben
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und aus (16) und (47) - dureh, Elimin:
swht auf dle vordu‘ge’setzt' ‘Ir"' duk
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: unktlon der ?‘Argumente ist: o :
or: obe 2t wiirde daB_ mch‘t 'schon gwischen -
_ , ..e ?t“:l und z eme _algebf’éiééh Bez1ehung statbfmden.
ol{te 0 w1rd dwse Glewhung 111 den Exponentlalgroﬁen 1dentlsch

bergehen, worin - R eme ratmnale Fu’nktlo‘n darstellt ‘dle Lu- f

sammenstellung d1eser Glewhqng mit” der
R"-(x_.
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und daraus folgen, daB in der Glelchung (18) die Varlable z nlcht
explmte vorkommen kann, dlese Gleichung also in -
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Fiir den, emfdchqten Fall, in welchem 0= =2 1st folgt aus der
Gleichung

PR

sem muB worm 7 und P ganze Zahlen smd von denen y posmv _
1st und daB somlt d1e-~allgeme1nste algebralsche Bezmhung zw;;;.,‘

schen zwel Exponentlalgroﬂen e’ x und e dle Form hat
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Fiir g=3 geht die Gleichung (19) tber in

und muB da nicht” schon eme *a]gebralsche Bez;ehung zw1schen,

gn

‘und em® bestehen’ so]ltel in -diesen beiden. ,GroBen ‘identisch
sem mdem man fur e’ elne belreblge Konstante gesetzt 5denkt
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i 'Infegfalfudkfionén von- Differdﬁ‘:’t:ié}]gleléhﬁh‘gs

system

. worin g, und g ganze Funktionen sind, oder, da, wie leicht.er< " =
% sichtlich, g, durch'g, teilbar eine ganze Funktion G sein muf:" -
. ‘:- " L ‘ i .l . | L ) o , i ‘ : C “' ' . . "]'.‘v‘

- o , iy R
e - - Swi— myx R Y, T S R A -
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.t " . o N i K ‘ i v . ‘!. S N } s - . ] v .
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- und hieraus die

Beziehung:

Exponentialfunktionen. 7%
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‘Z’ahlen sm‘ d, gfu
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A]lgemem fo]gt ebenso daﬁ, wenn die Exponentwlfunktwnen
em'x,_em"x, AT algebmwch voneinander abhingen, die Variable =
“in dieser Beziehung nicht explazzte oorkommen kann, und diese selbst

dze Form haben mu/3

(zs)

worin ci, Cay-eeCy ratzonale Konstanten, C ebenfalls konstant L.S‘t .und
my, My, ... m, durch dre Glezchung mztemander verbunden smd
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Soll also zwwchen den ]ntegralfunktwnen W, des Dzﬂerenual-‘ .
glewkungssystems (12) eine- algebrazsche Bezwhung stattfinden, also

1x e X

- nach (15) eine ebensolche fur e e v ;.e "™ so' muf diese die-
Form haben.: s Do
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Kaﬁstanten smd und dessen allgememes
und iy dle verschledenen Losungen der

worin “11, ama azu “22
Integralsystem,\yvenn my'
quadratlschen Glemhung
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" Ist e™¥ eine a]gebralsche Funkmon von e"* ,’dann wird nach
(28) auch w, mit Hinzuziehung von y, und Y, eine algebraische.
Funktion ' von, wy sein, und da ersteres nur der Fall sein kann,
wenn m, ein ratlonales Vle]faches von my ist, so wird, wenn |
my = xm, gesebzt wird: B

Wy

My—0ay4
7/1 T — Z/z 3/1
P
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und - daher, wie vorher gezelgt und auch aus- (14) unmlttelbdr
ersichtlich: = - . L

eine algebralsche Integralfunktlon sem Da,\

quadratlschen Glewhung nom:

. R ,~j L o
i . ' — i 7 ) . 2 '_ . N o . ‘-“‘; “ . -
(%‘4’ 1) My = Gy + 8y’ "m; = 0y Qop — Ay 5121 3,

P B
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und somit nach eben dleser Glelchung zw1schen den Koefﬁmenten
der leferentlalglelchungen (26) dle Bezwhung erglbtf‘ PR

.
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somit, Wie oben a}lgemem gefunden, Q eme m y1 und Ys' algehra-
iische Integralfunktlon der leferenmalglelchungen (26) Dasiall-

o gememe Integralsyatem dieser’ leferentnalglewhungen muB swh
o somlt auch aus . den Glewhungen_',:.-v | -

'ergeben, Wenn ¢ und Cr Wlllkurhche Konstanten bedeuten In'der
Tat. folgt nach (28) und (29) |
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-gesetzt Wird:

o= € @M gy 2 B e gy g T AL mr g g gt

wie oben wo sich das al]gememe Integralsystem aus den belden o
transzendenten Integralfunktionen wy und w, ergab, wihrend es
hier aus einer- ‘transzendenten. und finer- algebralschen Integral-'”
funktion hergeleltet wurde. - : R

~ Fuar den Fal daB die quadra’msche Glelchung in m zwel»,
gleiche 'Losungen | bes1tzt also zwischen den Koeffizienten der .-
Differentialgleichungen (-26) die Beziehung besteht: . .~ 1. .

.

e g a Lo
- (@11;“‘;“2,2) o l—??lz’am.: 0,
..1st das allgemeine Integralsystem in-der Form enthalten:
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