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Be_s‘chreiben‘ die erwc_alterten; LAGRANGE’ISGI;IEH Gleichungen

. - .. L RN
H . ' ot oL \

o o d eH @ oH L
4,(1)5 aps dtaps : dt aps Lo ( dt/ apmﬁ— , :
B T S | (3*12,... )y

\l' T . { o h ': -

SR &p,
m denen pl,pz, ...pﬂ dle frelen Parameter, t &1e Zerb b __&l:‘s |

- und das kmetlsche Potentlal H vt‘“ Ordmmg eine von t unab-

hang1ge Funktlon VON Py Pas's o ps? ist, den Verlauf emer Beo |

‘wegung, oder auch mdem der - Symmetrle der’ nachfolgenden Ent- |
wmklung wegen \p )= ps,, gesetzt w1rd dle Glelchungen | ’

L AH. d aH . FEEY & i ddH
—-.--,+ (—1) =0 -
apso ‘ dt apsl dt 3Psz ; e

-""\-(2)

dt” Opsv

.v‘

a]s eme von t frele Funktlon von PeOv pelv ngv— (Q 1 2’.“ .)-:f;'..\
‘defmlert 1st gy

(S _.1 2, Ju,) ,‘. L .‘ o



o a*t oH
——— — 0 ® @ ’ %—A’—*—l = P
( 1) dtv—/. apm’ , g@ i=1

dt Qp,,,m

ap@v QQI'—-’I )

- by 5
L
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so 'daB die Energie die Form annimmt:

Ny

L e ‘
E H+Z'p01990+ 9P929’91+”’
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' - o

. 1+ ‘ Q p@v—l q((_w—é + Z pgv QQ r—1 '1 .

\'ﬂ R N ;' s
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Pl

* so wird sich, wenn' aus de}l u, der letzten der” Glelchungen ()
entspre@henden G]elchungen die Werte von pl,,, P2yy---Puyy Welche
sich als. Funktionen von p91=pe27 ...'pg,,,_l le=1,2,...1); Grory
Gorty = Qupig ergeben, in (5) eingesetzt; und die resultierenden ' |

Werte von 'K, H,p,, mit(E )s (H), (por): bezelchnet werden dle |
transformlerte Energle in, der Form ergeben' ) :




ABEL sche Fundameﬁtaléatzé' fiir kiﬁétis'dhe .Pﬁtentiélé;-

_Z ’a(Pa'V)

Dps}.

\
.

MH) (eH\ m/oH\3p,) (PH\
- + 2e\y = |5
REERCE T \9Pow/ OPas NPy

e

st die Beziehﬂng

@ 2B

""aps}.

| d [ 3H 4 H
991-1 = ) ,
_ ’ dt al?s;m dt aPsH—z

@t
v—4 =
( 1) tv—A-—l ap”

.
W
) ¥ -

1st so folgen aus (9) d1e pw leferentlalglemhungen

' . v
B - - A

o a

und somlt»dle wy leferentlalglé::éﬁiu_l‘lgféﬁ‘

q&w—l
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dp, - 2(E) _v(s;‘,i,g""‘.é;AV%O,{[‘,Q\»,.’..w—l)'.

/‘. ' '
Wir erhalten daher nach (10) und (12) fiir dLB unabhangzge ‘
Va;rmble t und dle 2;1,11 abhdngigen Varmbeln ' S |

s

!
f

p.501p§17"‘ps;,-1; _95079’51; coelfspaa - (5‘=1,2,...]L),

[l

d* Y S o S -
" worin Pso=Pss Psn = —Etli;—" und 'die Gr&ﬁen g, durch .die Gle,ichun-

\ ge’n (4) in denen o durch's zu erselzen, deﬁmert sind, das erwetterte '
" HAMILTON sche’ totale DLﬁerentzalglewhungssystem ' '

I

dpes _, ) ag 28 s
(13) dt aqsi. ’dt__ apw (,312’.’1"2' 012 »- 1)

~ o

\ worin (E) die: durch dze GleLchung ( ) deﬂmerte und rmttels der Glei-
. chungen (4) m eine- Funktwn von. ps i qs 2 transformzerte Energze '
) darstellt.; C - L w :
Al Integralfunkmon d‘es leferentlalg]elchungssystems (13)_5
' soll eine solche: Funktmn w -von. t, pso, . Psv—-1’qsor---qs,,_17

(s= 1, J Dy ) bezelchnet werden, fiir welche Ft_ durch Substltu-"i S

 tion der leferentlalquotlenten der p und g aus den Glelchungen.
(13’) in t pso,...qso, 1dentlsch verschwmdet bder SRR

)

-/.+ ’ L 1
Z apsv—-i agsv—l

dw 0 S(E)
— +
at ; .aps\ﬂ - a»gs‘ﬂ, ' :

D& e aE) .
aflsw‘d apsv—l‘

1st und da}ier W= c, wenn ¢ gine wﬂlkurhche Konstante-bedeutet
em Integral ‘der leferentla]glewhungen (13) darste]lt ST

. Es sollen/ nan im folgende ren,
algebrmscher i unkttonen entvmkelten Fundamentaltheoreme de' i
Integralrechnung auf“ dle Integralfunktlonen ‘def vorher. erWelter-\




-AseLsche Fundamentalsatze fir kinelische Potentiale,

'

_ten HAmivronschen Differeﬁti’é.lgléié-huhgen adégedéhnﬁ' und " zu-
néchst das Analogon zu dem bekannten ABELschen Satze gesucht
werden, welcher ’folgendermaﬁen lautetl'

/

Ist ein Integral der D]fferentlalglelchung

~
“

dz TR
crma= Y

Worm y eine algebralsche Funktlon X?On x 1s1a m der Form dar-' !
tellbar. L e e

N

u+A11087’1+"'+A log'u +a1w1(t1) "'+an%()

. - i [ e \.\“ J:._\ K . ! ey

" worin Al,.’..Am,al,...a Konstanten, u, vl,...vm,tl,...t algehra-
:« ische. Funktionen von z, wnd yy,...y," elhptlsche Integrale der
““drei® Gattungen mlt w1llkurhchen Moduln und Parametarn l)e- SR
deuten - also wenn h

’




8 (A7) Lzo KQENI‘GSBERQER:

worin § eine positive ganze Zahl, «, Uy, 5. a, dieselben Konstanten
wie oben, AM ... 4" wieder Konstanten bedeuten, und

.\ 6y, 44(8)),...0,, 4,(,), r, ", ... o™

Y

 rationale Funktionen von z und y sind. o

Um den Ubergang zu der nachfolgenden .Untersuchung ZU
machen, wollen wir diesen ABELschen Satz fiir den einfachsten
Fall, in dem er aussagt, daB, wenn y eine algebraische Funktion
von z, und f ydz ebenfalls algebralsch ist, diese Quadratur. ratio-
nal durch z und y darstellbar. ist, noch in- anderer Form aus- .

!

Sprechen Fur dle leferentlalglemhung —g-— =y 1st w —z —fydx - 7
Qw" aw dz  dw - 3(0 L
B35 3z do 9w | 9z y*‘y*“ -
+1. Y= 0 ist; macht man somit, dle Annahme, daﬁ die Integral- -
funktion @ eine a]gebralsche Funktlon von'z und z ist; so ist dles :
.identisch mit der’ ‘Annahme, daB. f ydz: smh algebralsch durch z

ausdrucken laﬁt und -es *wurde smh daher der erste Satz von
ABEL auch 50 &ussprechen lassen._ S ¥

‘eine Integralfunktlon, da

l

Ist eme Iniegrqlfunkuoﬁ der DLfferenttalglezchung %:y, g

“worin y algebmwch von x abhangt eine algebrmsche Funktion von z
o und z, so existiert auch eine solche, Welche rational durch , y und z:
@ darstellbar 1st, | .

und genau so wiirde der oben ausgesprochene allgemelne‘
AsrLsche Satz lauten fir die Darstellung der. Integralfunktion * -
“durch algebraische Fuimktlonen, Logarlthmen und elhp’usche Inte- e

grale o L

. I .“, s

Nehmen wir. nun an, daﬁ dem HAMILTONSChen leferentlals- \
glemhungssystem ein von der Zeit. 1 unabhanglges klnetlsches Po--
tential H ‘von' der »** Ordmung zugrunde’‘liegt, ‘welches algebra-
*isch von p,g, ...ps,, (s=1,2,. ) abhiingt.und der: m}t Ad]ungle—”’:
rung dleser, GrQBen 1rredukt1beln algebralschen_G]elchung ' :




' . ; . X . . }“ N : ..--,.‘y..\' ’
Any, sohe Fundamentalsatze fur klnetlsche Potentlale Lo (A7) 9

nen Groflen bedeuten, und ehmlmeren wir. aus den ,u+2 Glel-
chungen den Grlelchungen (5) (15) und den ,u Glemhungen

Y

= ot \--,(s‘eii,z,...,u)__‘

aH
a‘psv

von (4), deren lmke Seiten. vermoge (15) ratlonale Funktlonen
von H, py,. ...ps',; smd die ,u+1 GrofBen Pis pz,,, ; ,.p,, und H

) ergl.'bt sich fur (E) die algebralsche Glelchung

\
. 1

[ (E)T + Iy (pslh . 'psv-li q§0’ st QSw—i) (E)”-.l + ) “ﬂ | ‘V

(16)l F

' L

,in welcher dle Kbefﬁﬁ‘énten ratlonale Funkt,mnen der emgeschlosse-' L
nen GroBen. smd und welche als 1rredukt1bel mlt Ad]unglerung
eben. dleser GroBen angenommen werden darf o Y

Werde nun. analog der Annahme von A.BEL,IdaB d1e Quadra-

f y ‘dz sich linear durch’ Logarlthmen und e'lhptlsche Integga]e '
m1t konstanten Koeff1z1enten darstellen lasse — eine Voraussetz-
" ung, deren formale Berechtlgung auf einem noch . spater anzufuh—

L renden Satze von ABEL iiber die. algebralschen Bezwhungem von

Quadraturen algebralscher Funktaonen zuemander beruht =, can-- ;!
genommen, d‘gB das- D1fferent1algle1chungssystem (13) eme Inte-

+ rn (pq(h |"'ps1'—-17 Qsm gsv—l) Os\ o



10 _/(A.'U) . " Leo KOENIGSBERGER:

Ly Pivy -+ Ps;a1; Gopy«+- q;v_i und der zalgebralsohen \Funktlon &
eben dieser GriBen ergeben, worin ¢ die L0§ung einer a]gebra-

: schen Grlelchung der Form sein W1rd ‘

-

) E?M +’R1 (t, Psoy, -+ 'PS;’(—h'qu,’ o l]w_l)fol-;F
-+ RM‘(ta Pso) e psrv-—l’gsov . f" qW—-l) = 0 ’

deren Koeffizienten ratmnale Funktlonen der emgesch]ossenen
GroBen sind, oder mit Hmzuzwhung der oben definierten Energle
(E) die LOSung der mit Adjungierung von (E) s Ps0r oo+ Piwet
Gsos - - - qvwﬁ1 1rrefdukt1be]n Glelchung e e

, , C

‘EN”"S '(E) Ly psO""psv—-UQS{h"'st 1) §N_1

+SN((E) t PsOv"'psv—laQs(),"'st— ) O:

N s

(19)

worin dle S w;.eder ratmnale Funktlonen der angegebenen GmBen
- darstellen. Da aber o -eine- Integralfunktlon der leferentlalglel-
'chungen (13) also o R SR

i
4

%_ aw+ - a(E)+ L€
_J?_!—. at apsO agso :

‘ 15 agsﬂ 'apsﬂ S ’ apw 1

.

18t und dlese Glelchung, da smh dm partlellen leferent1alquo-
tienten von o nach (17 ‘durch die von u, v, w, also ratlonal dureh

et

die von £, und somit nach (16) und (19) rational durch.t,pg, .07

" Pewets Qo ...q“,_u, (E) und & ausdrucken lassen, dle Form an—- .
]nehmen\mrdl R T TP

. X . { gy et

(20) '? N G(t psOa 'psv—la gsOa '“gsv—l') (E) )




ApELsche Fu‘ndamenvtalsétze.fﬁr kinetisdho; Pdtéht.iﬁle\.' o \(Af7} . 1'.1

u},, ‘Z)ly, [P Uny, wlj,, e w”y, Al('wly), ca An(wny)

“bezeichnet 'Werdén, auch L
, : o ‘ e
wi—u1+A110gvll+"'+A 1087)m1+011/)1('w11)+-'-+a”1pﬂ( !11)

...‘--..-.‘--.-1nc;¢u|.n---‘...-.---'--.,—-.o‘(.
B 1
i ;

wN—uN-}—A logle+---+A logva-i-alv,vi(wlN)+---+a,,zp ( ‘ )

+

| g = u2+A ]ng’12+“'+A IOgi’mzﬂLaﬂl)l(wL\z)+”"“an"l’n( 3) K

Integralfunktlonen des D1fferent1a1glemhungs$ystems (13) sem,‘Dfa‘ L

EERT

/ mun.: aus den 1dent1schen Bez1ehungen L e e
0, 30 _ RO

erglbt SO erd Q wmder ~e1n,e Integ(ralfunl{t.mn sem, deren Wert
vermoge (21) d i

+ al [71’1 wn) + Wh (wm) -l- ot + y)l (wm')] +.‘:’_ "
+ an [Wﬂ(wnl +V’n( nﬂ)' :

v
\‘ i

gegeben 1st und da dle algEbI‘dISGhe Funktmn auf der rechten
/ - Seite der Glelc]hung -ehenso ‘wie die- Logamthmanden rationale |
| symmptrlsche Funktlonen der ]Losungen & der Glemhung (20)
' smd smh auBerdem die: Summe ‘der in einer. Klammer verelmgten

elhptz.schen Integrale\wy( ,,1)+1,u,,( ,,2)+---+*¢p,,( W, )~ Von-einer:

algebralschen Funktion und’ Logaritkmen abgesehen als éin
elliptisches. Integral y;,,(W) erglbt in ‘welchein. wwderum W, uind
' 4, (‘?Wy)\muonal and: symmetmsch aus den Losungen der Glelchung
(20) zus&mxpengesebzt smd 50 erhalten w1r den Satz
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- daf die Annahme: einer Integra,lfunktwn der Dbfferentmlglet-
chungen (13) von der -Form

(22) w =‘,%_;;_’{41‘10g vy + + Am logv,?, +oay (wl) +&---‘+‘an'1p,, (w,,) ’

'worin die A und a Konstanter, u, v, w algebmische Funktionen von
ty Dsor = Psvets Qivs <+ Jsyy SiNd, die Existenz etner Integralfunk-
tion-von der Form nach sich zzeht

‘(23) é—_-U,erllngl 4B logVﬂ—kaiy}i(W)-j—--‘-+‘anwn(Wﬂ),

~e

in welcher U, Vl, eV Wl,‘Al(Wl) /W,,, A, (Wn) rationale‘-

~ Funktionen von t, pyg, ...Dep_y, G50y + o+ sy und (E ( E) sind

Ersetzt. man in diesen Werten dle GriBen Gsor+e-Gspoi durch
‘die nach den p und derén nach, z. genommenen Ableitungen von .-
H der Ausdriicke (4), so geht (E) in £ tber, welches nach (3) und

_mit Hilfe der Herleltung der nach ¢ genommenen. leferentlalquo— |

tlenten des kinetischen Potentials ‘aus -der fur dasselbe angenom—' 2

‘menen algebraischen Beziehung (15) eine_ ratmnale Funktlon von

H,t,peo, .. psz,_1 wird, und wu- fmden somlt

dap, wenn fir das erwezterte HAMILTONsche Dbfferentzalglez-'
chungssyslem (13) das kinetische Potential H von der y* Ordnung
eine von. ! unabhangl,ge algebraische Funkuon VOR. Digy ... D, IS t

und es existiert, etne Integralfunktion von der Form (22); es auch
éine Integralfun}ftwn von der Form (23) gibt, in welcher U Viy o

Vr Wa A4 (Wy), o W, 4, (W

F

) rationale. Funktwnen des: kineti-

schen Potential H, der Zeit t: und- der Parameter p sowze deren bLS_ |

zur 2y =1t Ordnung genommenen Able‘ttungen smd

Es braucht kaum hervorgehoben zu Werden daﬁ, wenn n der‘

Form. (22) der Integralfunktion. & ‘addiiiv ‘mit Konstanten multzph—f‘; -
- ziert zu den’ elliptischen lntegralen noch belzebtge ABELscke Inte- i -
- grale, deren Grenzen wieder . algebrazsche Funktwnen ven. t, pso,
Diyts sy « - Usyey Sind, hinzuireten, durch genau’ dieselben . Uber- .
- legungen auf die.der Form (23) analoge Form einer Integralfunk-‘?',f

tion geschlossen werden kann. mit’ dem Unterschzede ‘daf fiir ‘die re-

Jsultwrenden ABELSCth [ntegrale, mcht W1e fur dle elhptlscheni




ARELsche Fundamentalsatze fir kinetische ngtéptiale. ’(A.J?)“‘ 43
, g“,_l sein werden “sondern dap /ur jedes in w oorkommende ABEL-"
sche. Integral so. ozel gleichartige Integrale eintreten werden, als. thr
Geschlecht anzeigt, ‘und die oberen Grenzen derselben und die zu diesen . ,
gehorigen Werte der algebrazschen Irratwnalztaten Losungen elner .
- Gletchung vom Grade des Geschlechts sein. -werden; deren Koeﬁzzwn- '
ten rational. aus t, (E) Db - ps,,_l, ‘qso, ord 3,,_1 ;zusammengesetztf -
smd. : - Cohe

‘* Es muB zunachst noch eme Bemerkung hmzugefugt werden; RR

~ beziiglich der. Annahme die .in dem e’ben bewiesenen Satze fir .. .

o die Integra]funktmn eines beheblgen erwelterten HAMILTONSChen
| leferentlalg]elchﬁngssystems notwendig war,. und der von ABEL
fur d1e Quadratur einer algebralschen Funktlon y von, x aufgestell- SR

. ten dle dann unmlttelbar wegen o -

Zu dem Satze\ fuhr-te daB mcht nur dle Ableltung einer algebra-" ' , :
1f;ahen Fun”ktlon - von -z rational von u und x abhéngt, sondern -
o daﬁ auch umgekehrt dle Funktlon u smh ratlonal durch LS und

" i
'.-~_~jd16 Ablel‘mng T ausdrﬁcken ]aBt

gralen mlt algebralschen Argﬁment u rten K -
ten darstellen laBt ind konnke: durch dle. Voraussetzung ersetzt
erden, daB m der leferentlalglelchung ;

:i;y: ine algebrms&he,, Funktmn von x ~1st und 80 heSchaffen
‘:_smh d1e Integralfunktmn o m der Form darstellen laB‘h




1 (A7) LEo KOENIGSBERGER:

e

I;’ + Al lOg'Ul t- -+ Am ]Og U;ﬁ t+ay ?/)1'(11)'+ et an@n ([n)

&

sich y als algebraische Funktion von z so ‘hes‘timme_n 1aBt, daB

(26) flydx - a+ Ay logoy + -+ A, logu, + aypy () + - + a, v, (t,)

ist, da man nur lir y den stets algebraischen D1fferent1a1qjuot1en-
“ten der rechten Seite dieser Gleichung zu wahlen hat. Zur Her-
leitung der analogen Satze fir die HamirTonschen Differential-
gleichungen (13) muBten wir annehmen, daB die Energie (E) eine
- von ¢ freie algebraische Funktion der GroBen p g,..:psp_11 9505 -
§svo1 (5=1,2,... ) ist, und diese so beschaffen ist, daB eine Inte-
gralfunktion der leferentlalglelchungen (13) die Form (22) _hat,
oder die partlelle leferentlalglewhung ine

o & e AE) & 20 )

d0 T+ s AP u— <+
(271)* at Zl apsﬂ . aqsﬂ Z apsv-l SQSI!EI
= “f dw I(E) "_i 3'(E) i
’ 13 aqso 9ps0 : | . '15 ags;—l afpsv-l) :

2 - -

Tar dle a]gebralsche Fu:nktlon (E) der. Varlabeln ein Integral von
der Form (22) besitzt; wihlt man aber umgekehrt fiir o einen

Funktionalausdruck der Form (22) mit beliebig gewihlten Kon-.

stanten und’ algebraischen Funktionen der Argumente ¢, Dsos v

¢s0s -+, S0 muB’ die Funktion (E) der Variabeln, damit die be-k

heblg gewihlte Funktlon in der Form (22) eine Integralfunktlon

der leferentlalglelchungen (13) ist, ein - algebraisches, von ¢ un-
abhanglges Integral der mblgen partlellen leferentlalglelchung in

de LY
den Vamabeln p undl q sem wenn fiir - -l S @ .

die in den Vamabeln algebralschen Werte aus dem Ausdrucke (22)
in den ¢,'p, g eingesetzt worden., BRI -. o

I

So vmd smh in dem D1fferentlalglelchungssystem " |

‘db;_?-é(E_) ap, _,a(E)‘ i NE) e

TR aql- i aQZ»f e 3p ! ode R




ABELsche 'Fuﬁdé‘méntalsat\ze fiir liinetische Potentiale. - (‘A."17) 15

fir o = p2+q2+log(p1+q1) d1e partlelle leferentla]glelchung fur"'
~die Energle ergeben: .

(o I T Lo DU L NS
| + " - =.Os
Pty 9,91 7 992, _plérql' 3ps ,Aap2

von der’ z. B; em partlku]ares Integral in. der Form gegeben ist:
» : h

(E) (91+P1) . ,92;- 

.

’

rwahrend das al]gememe
§ (E) =@ (P-ﬁ“’(.ha P2 +-9'21 (P1+91)91—92) v

lautet, w orm 99 eme mllkurhche Funktlon hedeutet

N

Es moge fir das Folgende noch bemerkt werden‘ daB fur dle' .

‘Annahme, daB die transformierte Energie (E) eine von ¢ unab-
‘héngige algebraische Funktion von Psos +2e Gsor - ist, das Diffe-
'rentlalglelchungssystem (13) stets eine algebralsche Integralfunk-
tion besitzt, da (E) selbst und also auch jede algebraische Funk-

tion von (E) eine solche ist, mdem die Glelchung (27) durch W= (E) o

identisch: befrledlgt wzrd e

~ ‘Indem Wir -zum Zwecke der weiteren Unter%uchung dle Ioga,-u\ RS
1r1thm1schen Funktmnen mcht méhr-von ° den\ elhptlschem und”'

ABELschen Integralen ahsondern sondem

PR

. "‘.4- ey oL PR L s e . . o

"setzen Wurde d1e fruher fur dle Integralfunktlon angenommene‘-‘v"
Form lauten S . Lo | | ,

i_ o e




16 (A.17) ~ Leo KOENIGSBERGER: = . Sl
worin' «y,...q, Konstanten, ¥, ¥, -.. 4, algebraische Funktionen
von z, und u, w;, w,,... w, algebraische Funktionen von 7, p,,,...
Pov—ts 050y + =+ Qspy ‘sind.. Wir werfen nun zunichst die. Frage auf,
ob die in einer Integralfunktion des HamiLTON schen Systems
additiv miteinander verbundenen ABEL schen Integrale, statt durch
Jysayr e« J, algebraische konstante Multiplikatoren, auch mit algebra-
ischen Funktionen der unabhéngigen und abhingigen Variabeln

- multiplikatorisch verbunden sein kinnen, die Integralfunktlon alsp
dle Foqm haben kann / Y '

(29) w—u+u1J+u2J+...+uJ

worin u,uy,...4q, -algebraische F unktionen der Variahe‘ln sind.

‘Wird zunéchst vorausgesetzt, dad szschen den ‘n Transzen-’ e
denten J;, J,,...J, und den GroBen t, pio, ... gogy oo ‘keine lineare - |
Beziehung besteht, so fwu'd sich aus der von der Integralfunktlon
-(29) 1dentlsch zu befrledlgenden Grlelchung

B ¢

‘_;-;‘
i
&
h
f
'

i B 1 \<

——

dt

" ﬁf‘;ﬁz*f?f% (-’/%)wlrz—;f;ifl * (%

aun e | au" ‘-1‘ ) L L
n - ! ._-f_._l_’_';.‘_'__"-' 2 L ... =0 A‘,‘}
d1 Z e’P‘so aq,so‘ o "is.,a‘_. ', e

--..‘...“..'.!.

+ J,

ergeben daB die Faktoren von ]1, B -J 1dent1sch Null also
. Uy, Uy ees Uy Integralfunktlonen sein musse\en ,und wir finden daher
- daf, wenn eine Integralfunktion die Form. (29). kat, und- es besteht
. zwischen den Tmnszendenten Jiy ..J keine lineare Bezzehung, dann -
| Uy; Ugyeerlhy, algebmwche Inzegmlfunktwnen des .Dzﬁerentzalglewhungs-
. systems sind.- . B R SRR R 2

i

coa o Zu bemerken ist, daB fur den analogen Satz uher dle Qua-
: " dratur einer algebraischen Funktion einer.’ Varlabeln ‘sich - fiir -
| 'd1e algebralschen Funktlonen ul, u2, cu s u dleser ;Varlabeln,

<

1y, als Konstanten ergeben und"-“



B

: . N P : . LR B S .'_'l o
b v . . g . B 1

ABE‘Ls'ch'e._Funda}mentalsatze fiir ki‘ﬁ;é;tliséhe‘Potén'tialé.{' " (A‘v.171)"7‘17” »

o ! .
A

also fir f _/d:z: nur dann ein Ausdruck obn der Form (29) existieren

kann, wenn u,,’u,, -+ U, Konsianten smd oder die- Quadratur die
Form (28) besitzt. '

. Um aber die Bez1ehungen zwmchen den' u,, ug,...u Zu bes
stimmen, wenn algebraische Verbmdungen zwnschen den Transzen- -
denten Jl, Jz,\.. J,. . zugelassen werden, miissen wir auf einen all-
gemeinen, zuerst von ABEL in einer. seineér' N f=.u3hlaf.’,schrlften1 aus-.
gesprochenen Satz zuruckgehen welcher verallgememert und in
_den oben emgefuhrten Bezeichnungeri folgendermaBen lautet 2

“ Besteht zwischen. den “n Inlegralen RN AN AR denen R

Yy Yasien Y, algebraische .Funknonen von x, und w,, Wy, w, eben- .1 .

solche Funhtionen der Vanabeln Ly Dsos voe Pouts G50 voe Gopoy sind,

und dwsen Variabeln etne algebrawche Bezzeizung, olme daf schon
7wzschen weniger als n.dieser Transzendenten e ebensolcher algebi‘a- -

zscher Ausammenhang exwtwrt 80 hat dzese Bezwhung d;e Forni

1

f;"

3 R

. - e v
N . k ; . "

(31) | ‘ a1J1+(12J +---+a J —-W e X

\
1

o
\

| Worm ey ag, o Konstanten und W eine algebrmsche Funknon'
.‘. Von l’pSO’ ";, qS(), LIRS L-S't \\_I. “ . R o 4' !

/- -

Sel nun W dle Losung einer algebralschen Glelch‘ung

+ R ( psQ? LA gs(lr" ,, p“'"z?l! (yl)mg "N'

in weleher Rl, R B ratlonale Funktlonen der emgeschlosse-
nen GriBen sind,, und welche mit’ Ad]unglerung ebendiesér- 1rre- -

.o duktibel sei, so erglbt sich darch” leferentlatlon der Gle1chung
(32) nach einer der Variabeln, z. B. g: < . '

"
3
|
T

¢ T

% Lo Mémowe sur ]es fonctmns transcendantes de la forme f ydm 011 y est

R une fonctlon a]lgébrlque de z (CEuvres complétes de H ABEL tome second
,*.XVII) o G

.
I.\
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Da nun aus (31) :

T W Ak Ak 2,

e—— e ] - ~}—- o-c—l— — ,
! | Y AT % e :
folgt, und

ist, so ist erswhthch daB die Koefﬁmenten der Glelchung (33) d1e
GroBe W nicht mehr enthalten, und somit wegen der Irredulkti-
LT bilitat der Gleichung (32) den Wert Null haben miissen. Da aber
| aus ; o , : ' ,
e =0
R TRRETS

/

und den analogen Glelchungen sich fur W der Weft - i Rl +c
ergibt; so erhalten wir den nachfolgenden Satz R

L

»B\esteht zwwch_en den n'Integralen |

g -’1*]?/1‘2“" Jz—fyzdﬁv-'-" fyndx

-z'n dencn yl,yz, e Yy algebmzsche Funktzonen don :v, und wl, wg, .
... w,’ ebensolche Funktionen der Variabeln 1, pg, s c sy e smd
eine algebrazsche Bemehung, ohne daf schon zwwchen weniger als n
dieser Transzendenten ein ebensolcher algebrazscher Zusammenhang
existiert, 50 hat dzese Bezzehung dLe lmeare Form, -

. . . 0,

[ P ; Sy
. P E - y : c f L L e N

K a; Jl + az JZ + ':"f’-J" an"’n: = R (t psﬂ) i %01 7 wl: (yl)w Ty 1“ (yn)w”)
worin R eine ratwnale Funktwn der emgeschlossenen Groﬂen dar- e
stellt und Ay, Gy s O Konstanten smd e T

Nachdem wir oben Tiir die. Form (29) der: Integralfunktlon _w } j
unter der Voraussetzung, dal} unter den n Transzendenten J;, J2,
.+ J, keine, ]lmeare, also auch keine algebralsche Bezlehung statt-<
" findet, fir die Beschaffenhelt der Koeffizienten u;;-ug, .- der?

~ selben- ,gefunde_n daB ‘sie selbst a]gebralsche Integralfunktlonen

'
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der leferentlalglemhungen (13) sein mu%sen wollen wir nunmehr
annehmen, def die hichste' Anzahl der n Transzendenten zwischen
denen kezne lineare Bezzehung stattfindet, = sei, so dafi J. bl ? Funk-. |

~tionen von Ji, Jy, ... Sy und_die letzteren algebraisch voneinander
) unabkangzg sind; dann’ Werden nach .dem gben erwahnten Satze
"~ die Bez1ehungen bestehen. R / '

‘ J#-]-l a11J1+a12J2 "'+a1uJ +Rl :
J’H_z'—- a21J +a22J +"' +a2”-,- +R2

\..,

‘.';J;w‘k an u1J+ u2J+"'T4' - ,mJ-l-.R

n—K 1

 worin' ayy, ...'a,,_m', Konstanten, | und RI, Rz, R,,_,é ratmnale

. Funktionen von ¢, p;g, .. g,... sind. Die fiir die Integralfunkhon : i

w angencmmene Form: (29) wnrd somlt ubergehen in:

w = g+ gy u’u+1+a21 u+2+"'+aﬂ—ulu)‘]‘\
| 2+a12u’u+1+"'+an—u2u)"’2+_""
(u @y n+1+"'+an—uu )Jrg ‘;(.
__(u+un+1 Rl+--;-+u R,._u)

und es’ Werden somr,t nach dem vorLgen fSQ’;ze di‘é,; linearen Funktionen -
de’- u [ ‘. ‘ " RS . R L B S e e RS L

R

= U+ ayu w1’ +a21 u’n+2 ‘1‘ +an—n1u
& .
;--on..-.‘-on..-.-o'-‘ounulosg‘
W . ! v 1 o BRI S

=1, +a11¢ r+1+a2w u+2+""+an—-nn Wy oo

EOT

wzeder algebrazsche Integralfunktmnen der thferentlalglewhungen
(13) und dze Integral]‘unktwn @ Ln der Form dargestellt et |

a
. K a \. -
oy . . -

'Wegen der algebmzschen Unabhungzgkezt dercIntegrale Jl,r gy, .‘  "
J vonemander dze_;denzwche Glewhung lzefert ‘ A
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1

oU - D(E)
aPso agso

— 'a:w ' dw,, . a(E)
v‘AUH(!Il)wc ”’l +§ apso agsol +_1 '

Sind Jy,J, .- 'u selbst Integralfunktlonen von (13) 50 wer-.
. den nicht nur U,, U,, ... U,, sondern -auch U algebraische Inte-
'gralfunktlonen dieser leferenha]glelohungen sein, mdem aus der
Annahme daB eine der Quadraturen, z. Bl - :

N - X
. wO

- : ' , ,

eine Integra][unktlon 1st unmlttelbar hervorgeht daB well

du, ﬂ‘a% 3(B) aw' oE
d1 ‘Z@ps o¢, aqe aps

1

sein soll, dle obere Grenze der Quadratur.s elbst eine a]gehralschef .
Integralfunktion; der leferenualglemhungen (13) sein’ muB und"‘
somit nach der Gleichung (36)auch .0 |

‘ Der oben ausgefuhrten Reduktion einer Integralfunktlon Von; N
der Form (22) auf die entsprechende (23) ntut Logarlthmanden .
und oberen Integralgrenzen, welche in #, pyg, "+~ Gio» .(E) ratio-
nal zusammengesetzt sind, W1rd wie Unmlttelbar ersmhthch eine

analoge Transformation ‘der Integral[unktmn/ (29) entsprechen
wenn in diesem Ausdrucke diein den Vanabeln I I qgo, (E)

a]gebralschen Integralfunktlonen Byy Ugyeei Uy ratlonal aus: dlesen
‘/,usammengesetzt sind. Dies darf aber stets vorausgesetzt werden,,:ﬂi
* denn, wenn v, eine in 1, Psos - - gso, .. algebralsehe Integra]funk-l..} E
‘tlon lst Welche die Losung emer algebralschen Glemhung Ji
o +R1(t pso,. \.gso, +-~+R' (t Pso; o ‘

-'f
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“sein moge in welcher Rl,.. R, ratlonale Funktionen der emge-ii;
schlossenen GroBen sind, mit deren Adjungierung die Glelchung
irreduktibel sel, 50 werden nach: Irither ausgefithrter Schluflweise,
CWEND 7y, Uy,... 0, d1e Losungen derselben darstellen

}

a]so dle Koefflzwnten Rl, Rz,.. R in den- Argumenten 1, pso,..;
Gsos +-- und (E). rationale Integraliunktlonen sein, und somit statt
der Integralfunktlon (29) zum Zwecke' der weltereﬂ Reduktlon die
~analoge zugrunde gelegt werden konnen, in welcher die algebra-
ischen Integralfunktmnen Uy, Uy, ... 4, durch solche ersetzt werden -
_welche yon den Variabeln und (E) rational abhangen. C

7

hs soll nunmehr die- Frage aufgeworfen werden, was wir aus .
der Exmtenz emer Integralfunktion o schlieBen . kénnen,' die aus "
den GroBen 1, g, ... 9505 --- (E) und den nlntegralen II,JQ,,... -
algebrazsch zusammengesetzt ist. Sel o :

(37)  '_ w =r']i ( p501 qso)'.'..(‘E)' ]1, J JC,) v
worin f eme algebrmsche Funktlon bedeutet dle dumh dle Glu—'
chung defmlert lst o T e ‘i

B - - _. ST T L S0 S B
s

[ 6’) +B1(7P80)""9507 '.

W%ﬁ

(E)J .f‘.j.-;;z;;);;;;,:_l wen

i

+R,,(t ps(H qs“’ L (E)v ,]n)= 07 .,

so kann man zunachst annehmen daB JI,J2 . algebramch
vonemander 'unabhéngig sind, da man sonst ,aus den gegebenen -
algebralschen Bedmgungsg]elchungen und der Glelchung (38) die.
T abhanglgen Integrale: ehmlmeren und o als Losung der algebra- -
v 1schen G]elchung G e e

‘-. A Ts M . ~

’(39) LCU' +Ql('l psO) e QS(]’ (E),J,--- wia(yl)w, w;;z7‘(ywz)1c1m) w*—‘I\+ "\. -
s ,‘+Qf(t PsO:---qso1~~~(E) Jn--- mawla(yl) X ~-wm,(ym),¢,m)% 0

o

,;.‘darstellen' konnte, in we]cher Jl, J2, mcht mehr a]gebralsch
vonemfander abhanglg smd ﬂnd dle mlt Ad]umgleruncr der em=~




22 (A7) e Lzo KOENIGSBEgGEni

geschlossemen GroBen als irreduktibel . vorausgesetzt werden darf.
Nach der Definition einer Integra]funktlpn wirde dann Vermoge
(13) die 1dent1sche Glelchung bestehen :.

i dow 3w~ W‘"‘ 'aw a(E) a ‘a‘w ' S(E)

dt . at aps() ago

(i0)) | Bo_d(E) | 20 ”uz“ (E)’“"'—ZM aE )

T3(E) di a7\t 3000 00

- t ! [ .

deren linke Seite nach (16) und (39) eine ganze. Funktion von o
darstellt deren Koeflizienten wie.in (39) rational aus t, py, - ..
Gsor -+ (B)y Ty e Jm, wy, (Zh)w, (ym) . zusammengesetzt
sind, da ‘ ' '

oJ, o dw, A, g Qwy 'Q-J; __
at‘, = (y#)w-,, .vatﬁ’ apm-. = (y )wu apsa aq:;— 4(Zyu)w” Wsa,

—

ist. Wegen dér Irreduktlbllltat der Glelchung (39) werden nun ‘
alle Losungen'o,; o,, ..., derselben auch der Gleichung (40) ge- |
nigen und soThit samthch Integralfunktlonen sem also duch

W1+ Mg ves —J—'(p, = ’—*Qi, (g Wy - == ‘—l—'w;;l"w,-; @2, . , -

r

und wir finden somit, .~ T fl T

L " ddp die Existenz einer in ﬂen bezewhneten Groﬁen algebrazschen
Integralfunktion (37) des Differentialgleichungssystems™ (13) auch -
‘ - das, Vorhandensein von Integralfunktwnen voraussetzt, welche ratio- -
S nal aus t Ps()v e 9’507 . “(E)O‘ Ji’? §J27 : J wla (yl)wl re wm? (ym)wm )
L | Nusammengesetzt sind. 1 ' SR RN

Y

Sel eine solche ratlonale Integralfunktlon

| ' 41 .Q g (t Psos e ‘Js.O’ .. (E) al Jl" 'Jm ,Zé’lv(yl)wl: ; w;m (ym‘)wm) N p
B ( ) R £ (i Psm- qsO’ - (EB), Jl,Jm, wia(yl)u,:wma (.%‘m)w,,,)7
; -worin g fund gi ganze Funktlonen der emgeschlossenen Groﬁen be-
deuten, 80 wu‘d wenn dle ganze Funktwn VOI]u Jl, ,]27' s
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- Il

T dt ;gi dt -

.

dw, 3(E)
+t--— ; -'-—.-u
Tt Zaqso_apso i

HY

o

d.Q G(JI,JZ,...“_,,)
dt S *..g*-

1
- L L - B 1
¢ o . T A B

welche da ZWISOhen Jl,J2, ..‘Jm keme algebralsche Bemehung
stattfmden sollte, in den Integralen identisch sein. muB, und also
~auch’ befrledlgt sein - erd wenn J+u1,J~.{—u2,”.J +u, statt
Jl, AN J, gesetut. werden; worin u, Uy y oo lly, algebmlsche Inte-
gralfunktlonen VDI] (18) Qder Kcmstanten smd da " '

P i

’W'egeﬁ‘f . o
Ayt i)

A

y isff.. | Es fdlgt somit, v.weﬂ lauéh -

Gy, Ty
o ig‘(']1 T U, J2;+ Uy _;‘-;’2']
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auch die gleichartige Integralfunktion . o - T
o , X . ' Q gl (Jl+ ul 7 J2+ u’z? - "’ Jm + u’m)‘ i “ L IV \.‘ “ v‘
e T g (i By, ) T |

* - und hieraus wieder eine ebensolche ’ o N
C g &l Tutiy) &)
? g (\Jl"}- UTREE Jm +u’m) g (Jl’ v j]m)
| | Sei zunichst die ratmnale Integralfunktlon eine in JI,JZ, .'],,, _ 5
S ganze Funktion, schlieBen wir aber den oben: behandelten Fall = ‘ _‘»
aus, daﬁ dieselbe von der Form | S M Vi
‘} (43) ,‘ Iv‘ . w = ui J1 + uzv] + + u‘"; Jm + U
lst, worin uy,... 4, Konstanten (Nu]l efngeschlossen) oder algebra-
. ische Integralfunktlonen sind, und U eine’ algebralsche Funktion
. -der Variabeln ist, so moge dleselbe nach fallenden Potenzen von.
: Ly geordnet lauten.: o ‘ - f e
L e (‘Jl,.lg,... J"ZUO Jgo J“' | J“" 201 J*'l J"
‘ , | u - R B —|— Z U le

~

und es wird dann, da wie oben gezelgt worden auch Ty

o (fy+u, 0y ) = J1+u ZUOJM-» ] (J +u°"1ZU1J“1J”

S

+ZU J"" J”“’

\ -

eine Integralfunktmn 1st Worin eine algebralsche Integralfunk-
'“bmn oder eine. K.onstante darstellt auch BRI ;

\ ": R S O

'(_“1"\("1’,’.]2, ) = Uj ‘(] +LL -'er ) } (Jl’ J2’ ) »“":- e /
EAN R OTS —Ja— ZUO wa‘ J°‘2ZU J‘“J"l

‘‘‘‘‘‘
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. eine solché sein. Daraus folgt aber wieder, daf .~ .

03 (Jiy Ty o) = oy (o, Jy, <) — g (T, o ) B B o

" eine Integralfunktion darstellt, oder auch, da

| on (B Yoy 1) =0 (B 20, 4y ) —.:@(71; buh)
‘ wz(Jl,Jz,»..7_.,)»';—— w(] —I—ZL’L?JZ,};.) - 20)(] -I—u Jg, )+m (J1:]2, )
R S S T

\/.

SchheBt man so welter bls man zur Integralfunktlon gelangt

: v "’ . ‘ —-1 o —1 |
TR RS e
R o ?\ ) . =1y gy f0=1 -

. R S | .. " + z U(O’—l) ]:"1(6 ) J’g G -

' “I'i L v -

\’-. . X . . . ' i

o so ist dlese n J l;meare Integralfunktlon entweder auch n Jy,. J 8y 0 .
e r‘”hnear/ und’ 85 folgt dann somlt aus der Ex1stenz der in Jl,jzw--
ganzen Integralfunktlon ‘eine’ solche  von der Form (43) ‘oder e

flihrt die erneutg Substltutlon von J +u fur~ .71 1n w,,_l auf dle
Integralfunktlon R : - -

)= ' ’%’uﬁfﬁl 1), el

R und man kann dann durch Substltutlbn von J +u fm« J usw.
" wie oben’ eine Integralfunktlon herlelten die wxeder nur, J2, Jy
* Iinear enthalt oder J, garmch't und wwder nur ganz von Jyj...
abhangt bis man. endlich’ g emer in .J, ganzen Integralﬁmktmn e
yom: zwelten Grade gelangt S /. -

,cwc_ ':;‘_.

‘-'. L VoL

YR

.Q V J2 +V JWV%» L

_\

, e

- ‘xl]{]‘ welcher Vo,.Vl, V2 algebralsche I‘unktlonen von' t psﬂ, qso,'..a
smd Setzt -man’ endhch iur J “die- GroBe ,Jm+u worm u eme "

:“' vv,' Sl ‘,.v‘/ v‘ S :u,‘v_‘_ L . \
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algebraische Integralfunktion oder eine Konstante ist, sb daB sich
die Integralfunktion | \

'. Ql'—;j Vo (Jm +u) + Vv, (J,;, + u)#V2

und hieraus wieder wie oben die Ihtégra]fﬁnktioﬂn

(44) Q-0 = 2, =2V, ), + BV, +u¥,
ergibt, so wir(i, da

H

| fif_ — 2u'V di] - Jm.d'(2 uVo) 4 d(w*Vy + uVy).

=0

sein muB, und J,, wie von vornherein vorausgesetzt war, nicht
eine ‘a\lgebr_alsche Funktion der Variabeln sein durfte; folgen, daB

@y
o

| und sormt V eme algebralsche Integralfunktlon ‘ist, Setzt man nun

' 2uv, - U,.ifva + u’Vl - W,
so wird sich nach (44) die__-'Iﬁte;gfalfunktiori ‘inldef,‘Fo‘I-'m.

RN

() o : Qé =UJm+W "

: ergeben worin W eme algebralsohe Funktmn der Varlabeln und
U eine algebralsche Integralfunktlon darstellt.,lst auch V,, also -
‘auch w und somlt nach (45) J eine Integralfunktlon, 50 Wurde
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dap, wenn das I)1fferenualglezchung.ssystem (13) eine Integral—
]‘unktwn besitzt, welche algebraisch, aus den Varz,abeln Lty Peos -~
Psveis gso, <o Qsu_y und als ganze Funktion aus den m Quadraturen
Sy Iy J zusam;\nengesetzt ist, welche unteremander mit den Vari-
abeln mcht ineinem: algebrazschen Zusammenllange stehen, dann =
auch stets eine Integralfunkuon des Systems (13) von der Form

kW - . - - - ' ‘

(46) - 'j‘f Q UJ+U2J2 ---+UJ+W

ea:wuert i welcher Ul, Us, ... Um algebrawch aus den Varmbeln
zusamm.éngeselzte Integralfunknonen darstellen die 'auch ‘Zum Teil -
“oder alle konstant oder Null sein konnen und VV emne algebrawche

- Funktion. der Variabeln . ist. Jede behebzge algebrawch ganze Zu-
Sammenselzung .aus so beschaﬁenen Integralfunktwnen he]‘ert etne \
Integralfunktzon welche von den Varmbeln algebrazsch und den S
m Quadraturen alge‘brazsch und ganz abhangt ST e e

, © DaB fiir den Fall, in. welchem i in déen Integralen Jl, J coidy A
ganze lineare: Integr lfunkt.lonen eXIStleren deren - Koeff1z1enten ‘
Konstanten" oder . algehralsche Funktlonen sind, auch: - in - jenen.
_'Quadraturen gebrochene ratlonale Integralfunktlonen herge]el‘tet
werden kdnnen,, ist unmlttelbar : rsmht]mh d’a, ‘Wenn- zwei’ ganze

neare Integra]funktlonen mlt .Q uhd .!22 hezewhnet werden auch
~eme solche durch den_Ausdrgck

4 ul21J1+u22J +"'+U2m Jm‘l‘ W

gegeben ist, we1l Jede Funktwn GIPGI' Integralfunktlon w:eder eine

~solche ist. Aber. man sieht auch leicht, da8 ‘die Emstenz einer T
| ratmnal gebrochenen Integra]funktmn das Bestehen von solchen Do

ganzen hnearen Funktwnen erfordert e z. B.- ' L

. l
|

- v1J+W L
___L____f, . .

| ‘fo_ geht aus dleser nach' den oblgen
Ai]semandersetzungen auch die ‘x1stenz emer durch den Ausdruck
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(2 (Jl + ul) + -F/Vl Uy J1 + W1 L Y‘ iy (Ul — Uy Wl) )
my = - = i -
1 Uy (Jl + ul) + WZ‘ . '1)2"-]1 + WZ ('Ug (J1+u1) + VV) (7}2"1 -+ W2)

dargestellten Integralfunktlon hervor, in welcher u; eine Kor-
stante oder eine algebraische Integralfunktion ist, oder die rezi-
proke, it J; vom zweiten Grade ganze Integralfunktion

- . ' o (2 (J1+u1)-TF-W2) (7’2 Ji + Wz)’
2 Uy (v1 W2 — v, W) o7

\
aus welcher sich, wie vorher gezeigt worden, wieder eine in J,

ganze lineare Integralfunktlon herleiten 1a8t. Sei die Integral- | AL
funktion allgemein Yon rational gebrochener Form 5 e

.
¢ .

‘

o T (e I B e oy )
: i), (J1'1‘Jz?...l'fm)..— "O(sz ] )] +r1(J --'Jm)‘]l'_l"}"i;"',‘"'.rﬂ.(-jza-~-Jm)"

o s

"‘

w0iin Toir «-- T3y 015\ -0, ratlonale Funktlonen der emgeschlossenen
" GroBen darstellen, so folgt aus- -

s . - . .

g(Jl') Jm)w(-fl,]m)z gl(le-]m) . | ) \

duroh leferentlatlon nach t da nach der Deﬁmtmn emer Inte- !
gralfunktlon e L L T

S T U idy
~worin, dle hochste Potenz von J1 im Zahler d1e xé_‘—‘l-i.ff”,-i ifn‘;Neni\i*er;, s
dle 1“’ IS‘I: Setzt man’ somlt Wleder:"-'- T I T

-
S

1"\ T
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r

J;‘_l‘*‘Pl(‘]Zy et 'Im) Jn-—2 —I_P"—l (J ‘ J)'

"

RO(Jz,...Jm)'Jf+Rl(J2,,‘...Jm)J*“‘+ SN AR

G (J11J21 J) . ,-\ :
—. G(Jla']za J) _"_ o

[

50 daB auch

elne der olblgen analoge Form dnmmmt, in welcher der Zahler
J5% uls hochste Potenz von J; enthilt, wihrend im Nenner wie-
der als hoohste Potenz- J1 vorkommt und schlieft so weiter, bis

11 ganz aus dem Zghler herausfallt so wwd man fur die Integrals -

\ L
i

funktlon o SN ‘der Form gelangen/

)J"+S1(J2,... i
+S}.(J21 ) .

RN

K".Q (J1+ ul, m)

eine Integralfunktlon ist, wenn . selbst eine algebralsche Inte-'
gralfunktlon oder eme Konstante darstellt und alsp auch

N

L R \.Q (J1+ t J2, J) - .Q(’Jli,.;.jgl,;; J ) - | A
STy 7, )JH + T1 (Jz, J )szz +. o + TA (T )

m

\ . - )
o ot :

: v’.i':'worm Tﬂ, Tl} T,sl_1 d1e emgeschl@ssenen Groﬁen ratlonal eite

" halten, ¢ine" solche, und die’ Substltutlon von: J1+u2 statt Ji den

"3.;.j._Grad von Jj weiter ermedrlgt o wird. man entweder auf eine in " =

;den J hneare Integralfunktmn oder auf elne solche gefuhrt werden '




L das erwezterte HAMILTON sche DLfferentmlglezchungssystem o

e N N P ' .
N ' 'j , "l\.‘:" r ‘f
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welche J garmcht mehr enthilt und als eine in Jz, Sy, ..o J, ratio-
nal gebrochene Integralfunktion dieselben Schliisse gestattet, wie o
die gegehene in J, J,, ... J, rational gebrochene. Es besitzt somit _ i
das Differentialgleichungssystem stets auch eine als ganze lineare e
Funktion der Gréfien J,, J;, ... J,, ausdriickbare Integralfunktion,
wenn ihm eine in diesen Groflen rational gebrochene 7ugeh6rt

Die Zusammenfassung der gewonnenen Resu]tate hefert somnt
den folgenden Satz:

Ist das kinetische Potential H ¥ Ordnung eine in den Varzabeln,

_dp | d”p o
Pso psvps dts ,"jps,’_’.: dt: ‘ (S
von t unabhangzge algebraische Funktwn derselben $0° daﬂ durch Em- '
fiikrung der Gréflen : S , | o

\ ) ! .

QH d SH .
Goi . . —1 v A+l -
et ™ | apgz dl 9P91+1 | ( ) - dl % _apg,,_ ,
. . " o (‘, e ' : .:-.“-4.‘_ b jr"' l:}l,z, .- '."V ]"- L

die Energie E die Form annimmi: N

i o . 7 Iz ) A
E H+Z p@lqgo + Q p92 9,91 Hreans + @ p@vqu—l’ ' ( -

! o

oder wenn man aus den u Gleichungen

. ‘\ aH |
eyl
P1vs Pavs =+ Puv als Funkuonen von 1, pm,pgz, ...‘pm,_1 (Q 1 2,,,,M)-

Gty Gayts s ‘Lw_1 ausgedruckt in E'etnsetzt, dwses die Losung (E) S
- einer algebrazschen Glewhung ist, deren Kaeﬁzzwnten rationale Funk-.
©tionem om 1y Pagy - Pevrsdsos -+ Dywer (s 1,2,...p ) sind, und hat- -

/
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- .
N -

eine, 1 ntegral/ unktwn ‘

f(t Pso ".'-i?sv_—‘l”qs‘_(;’ Tt Q.sv-—lv‘l‘:l.-l;']?‘-’ e 'Iﬂ) ? ‘

worin j eine algebra;sche Funktior: der eingeschlossenen Grofen, und.

| smd m denen Wiy Yaq oo algebrazsche Funktwnen von @, und wl, .
Wy, .. w, ebensolche von t, Psos =+ v Psvets 50+ G5y (.9 1 2,...,u,),-
o .smd so hat jenes .DLfferentzalt?lewhungssystem auch Integralfunk—

tzonen von der Form .o :

[ o [ o N

fgemﬂ4%k+@+uJ+U

I . '
.- DR a e ;

T
. "

worin ul, uz, o, Konsmnten oder algebmzsche Integralfunktzonen
des Systems sind, und U eme algebmwche Funktion der Variabeln
- die Funkuon w. Tst dann etne algebrawche Zusammensetzung
| solcher Funktwnen .Q Die Existenz etner solchen -ganzen, i den. .
"nguqdraturen Jyidyy oo, linearen Integralfunktwn zwht das Bestehen R
ane ‘eben.solchen von. der Form » : SRt C

- nach. swh wenn ul, uz, ., Konstanten oder ratwnal aus i, pso,‘ e
Psv-1 Gsos -+ Gsvei und (E) zusammengesetzte Integralfunkuoneﬁ | .
-waren, V eine ratwnale Funktion eben dbeser Gro/.?en darstellt ferner :
. das Geschlechi der ABELschen Inlegrale J bedeutet und dz,e Gren— S
- zen der Integrale ‘ T

o e
T, J( ), . Jg’g (‘)_,L“ o E

i I ' P

. {‘_Koeszzzenten ratzona:l aus t Pso, Pw—u qs 05+ q”_l und ( E) m_.‘
":-_-Smnmengesetzt smcl SR SN ey




,.4

32 (A7) _ Lpo KOENIGSRERGBR:

.

Beziiglich der in der vorhergehenden Uritersuchung benutzten
algebraischen Integraliunktionen des Differentialgleichungssystems
(13) mogen noch die nachfolgenden Bemerkungen- hmzugefugt

werden. | _
Fiir den Fall, daB der Verlauf einer Bewegung mittels des

kinetischen Potentials »** Ordnung H durch die u Differentialglei-

chungen 2+% Ordnung (2) beschrieben wurde, war die Energie
durch den Ausdruck 2»—1"" Ordnung (3) oder mit Einfithrung der
durch die Gleichungen (4) definierten GroBen ¢ durch die Aus-
driicke (5) und (6) dargestellt worden. Um den Wert der Energie
fir alle Integrale der Differentialgleichungen (1) festzustellen, be-
merke man, daB, wenn in die Gleichung ' '

aH aH L AH " OH Y
RebliNE Sl S P D (r4+1)
dt at - aps ps+'1'3p Ps ot apy').ps

1

der aus (1) durch Mulmphkatlon mlt ps und Summatlon nach s

sich ergebende Ausdruck D o
a waH | i d "aH L, @ 3H
5 ps A sps'_ﬂ—ﬁ‘ﬁ' Tt :

D dt s 1T dt.zj a,ps : ,
substituiert wird, sich e o T
dH AH &, d 2H L oH
dr 9 ; p}"dt 2p. Ps 3! /

il ’ d2 aH e aH :
' e o~ T Ps Rt -
2 S TIETX aps
\ L, d | a_H o
1Y ’. _ (V+1) =O
L el e
oder R AR

dH H 4 &, aH' d &, d ", aH
_—'"‘_'"—"—_'—_ sl)s z p ps /{r, L
At 9t di & p T dr Eps S0 ?py ) T

) ) A o OH

cd- L ( L[ v .
?zl P's dtv-l ap(‘V) ps di""’z ap(” . | (1) “s-l apﬁv) o
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erglbt N 1mmt man nun an, daB H dle Zelt\t meht exphmte ent

H ,
halt, {also mé-z—,‘— O 1%t 80 folgt duroh Integratlon der letzterhalte-

“ .. . . - oy

“nen Glelchung S
"*‘r_“',l:d_”-l“ aH : d” 2 aH i . a,q”

="h,

worm h eine w1llkurllche Konstante bedeutet oder mdem ‘man
auf der linken Selte die Posten mlt dlen Faktoren ps, p” S
zusammenfaBt ‘ B L

\H_Zps e
. s",‘:l"'-/

. ‘dr—z‘ aﬂ ,
dr'“‘2 apﬁ',

I .

‘worin K nach der fur‘H gemachten;VOraussetzung ebenfa]ls von -

dem expllzlten t unabhanglg dsbo o o T

" Hieraus ergibt sich, dal&,wahrend des Verlaufes der Bewegung
die Energle E konstant b]elbt und-da: E, welches vermoge (4)
o '; ( ) und weénn py,., p,,, ..‘pm, aus. den Glelchungen -
R apev-._’f.’-’fl SR R
als Funktmnen von: pgi,p@m---pe 1{o= 1 2,“-14) Giomts Gaviy v
\gw_l ausgedruckt substltulert werden, in (E) ubergeht dle Glel— |

i\
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ein ]niegral der Hamivronschen. D1fierentlalgle1chungen (13) und
somit (E) eine algebralsohe Integralfunkmon derselben 1st.

Statt aber von den erweiterten:LAGRANGEschen leferéntial—
gleichungen zweiter Art (1) auszugehen und so die Konstanz der
Energie zu beweisen, kinnen.wir auch unmittelbar aus den ‘
HamirroNschen Differentialgleichungen erschen, daB (E) eine Inte-
gralfunktlon derselben, also (E)=*h ein Integral ist, da die Defini- L
tion einer Integralfunktlon w dle ldentlsche Befriedigung der Glei-

chung erfordert: _ ‘ _ - R

aw AE) . & Do 3(E) . ‘
z ap 0 agso _l +§‘apsv~1'iaqsw—1 : ‘ P
e B & e ()

— - SR NS P _ : =0, E
Z ag.;ﬂ apsO . ; 39.;1:-} I'apsv—l'  ’_ )

und dies in der Tat wenn = (E) emgesetzt wn'd der Fall ist, da
. (B), also auch o, von dem exp11z1ten t unabhanglg, also —%:0 st

Es ist ‘aber fir dme HAMILTONSChen D1fferentla]glemhungen :
(13) die- von dem exphzlten t fre1e, algebralsch von den Groﬁen. ‘
Deos -+ Pavts Gsor -+ Gsps abhiingige Energie — von beheblgen '
algebraischen Funktmnen dieser abgesehen — die einzige algebra-
ische Integralfunktion, wahrend dle Existenz noch anderer be-. - .
stimmte algebraische Zusammensetzungen der Energle aus den }.
Variabeln voraussetzt. P ‘ ' '

So wird das HAMILTON sche Glelchungssystem der Mechamk

dp _ a(E) ‘dpz _ 3(E) dp,, :a(E)
o dy o 3 di o gy L odr o 3,
) él‘h - ( ) f:'.d(?zr:__ S(E) “_'."dq;u =_3(E) ‘
di ¥p D odi apz oot ,'Epﬂ ﬂ-x""

wie ich fruher gezelgt habel d1e algebra1sche Integralfunktlon be- -
“'Sltzen' T L T S SR S ,‘

g

I’Jber die: H AMILTON schen leferentlalglelchun«ren der Dynamlk“ iI.
| Sltzungsbemchte der Heldelberger Akademle dcp W1ssenschaften Jahrgang
_‘191'7 10 Abhandlung o T ARG




.o

0 =3 (Pt =pea)

N

worin ' swh d1e Summa‘mon uber alle unter e hegenden ganzo ‘
Zahlen s erstreckt Wenn dle Energle d1e Form hat ' S

W !
x N '

(E) F(ps+ps+1, QS+ gs+1’ ps {J'S,Ti"ps-i—l Q.sl+1)

worm F eme wﬂlkurhche Funktlon der emaeschlossenen Argu-
mente bedeutet und 7. ‘B far. den Fall daB in dem System

‘?lefl__;. (E) dl’z :a(E) ‘dq;\ o8 .._E-j'.dg;z'.__ \
d’t = | a-(h‘ ,dt\, :392‘ "_ di S 9y A 9[)‘2

oo
P
. o’
!

dm rechten Selten der leferentlalglewhungen von t freJe homo-'

gene lmeare Funktlonen YOn Py, Pa, G4, gy Mit konstantpn KOG“]- |

menten b(—)ln sollen, wie lemht " sehen, vdfls Integrel exmmeren

N 3 y
\'..\‘ . . R

P1€12 P291 = C

(E) eme algebramsehe homogen,e Funktlon zwem,n Grades‘
”_'d'erFormmt, S T e R y

Wworin Cl, 62, C'3, C’4\ wlllkurhche Konstanten bedeuten

Ahnhch wurde fur das HAMILT‘ONSChe System der Dynamtk

’ \die ,‘wesé[ﬂ;t‘liéh\ ander’é f g’éstalt'ete a]gghraisé'he _"Int'ég'f,al'fu'n']‘{tid_n-
B . ] AP - - § - . C LN

/(46) ': (Pﬂz Pz‘h) (Pﬂls Ps‘h) (Pz% png)‘
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\ fiir dic Energie ein Integral der partlellen leicrentla]glemhung '
bedmgen oo A

Sy, A(E a(E) - &) ) '\
— (P2t ) %ﬁl + (ps—p1) 5]1—) = (p1+p2) 5(1_)3_) | ((12+Q3) ‘:3(”) R

)l o, 20 S
o . - (95— 1) 30, “(.(1_1+92)_‘a"é::,'07 ' ‘ \

v
]

deren zugeordnetes tbtéles_ Di‘fferentialgleichungssystem‘ g

() o dra dps _ dgn _ dgy . dgy
PatPy . Ps=Pr PitPs G2ty - B Gitds

ist. Aus den beiden »Diffeferi_tialgle‘_ichu'ngen EE
I _ PP g AP bitre
R ~dpy ‘p2+~p3, o dpy o patps
folg‘l} : j - . N . . kr.“‘ ] Lo '71 A. | ." :‘ . »- ' ! ’

(49) 3 o (dp pa) =_,1x-f O’dBI“ Pz p3 Pl —: c1 y

und hieraus vermoge eben diese¥ e

(50)  ppe—ppstPabs=cs

und ebenso o " S T

, i f
!

G1) % 9’5 ql—n y und ‘JIQE 9193+9493—72=

Worln €1 cz, yl, Y2 Integratlonskonstanten smd
Um endlich das 5“’ Integral des Systems (48) aus der G]emhung

ST e pg+p3 : g2+93 : B L _”‘ DU

} “C y/’

und (50) dle

- _‘,herzulelten entwmkle man aus den Integralen (49)
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A
- .

1

pz‘.= 2(p1+c1) IV 3p—2pi ¢+ +he, "k -

L'Pé: (P1+C1)+%V 3P1 2[’101‘*01'**4027'.

‘56 daB smh EE f"‘ R

pz"‘!"p:g = V_3p1 2p161+01+402 “

3 - '\“ . . * '
YT.’. '_.\ .. i i : X ‘\."

i

‘1.

' erglbt und d1e Glelchung (52) o vf - : ’r e

\

V—3p1 2plcl+cl+4cz V—3q1 291;' *‘?’1‘*47’2‘ o
o {} V! i E i e ,
S ; [ Ca '.» R o : "\.'_ )
und deren Integralem* LTI e e D

BT ,M ‘\ g\ ‘/ . ' o S ' K ‘- N - ‘ R . ‘( o A

~,

arc sm o p 1 9'1

— arcsin. =% SR R
2M+3Cz o Z V1‘J‘39’z - N SR

, ubergeht, worln » eine Integratlonskonstante darstellt Subs‘mu- .
"jert man. die durch die Gleichungeh (49), (50) und (51) i, den
'Vamabe]n gegebenen’ Werte quach smh S

'und dle analogen Ausdrucke -fur\dlet‘ q | ergeben so ,ceht das Inbe-ly
,gral (53) fiir eine’ Integratlonskonstante C'in.

A

', s pa+2p1) (%ﬂa) (92 a+291) (p2+ps) |
VP1+P2+P3+P1P2+P2P3 p1pg V91+92+Q3+91Q2+9293 ‘qiqg
oder \ v e T T T
o (plqz qlpz) (p193—9'1p3)+(l’293 92[)3) /1
 ' E'IZVP‘1+P2+P3+P1P2+P2P3 P1P3 V91+92+93+9’192+929’3 9’193

LIRS .. ‘ - i.l

uber.rj';Bemerkt man. nun daB dle lmken Selten der Glelchungén.?‘_'ﬁ'f!;' :
(49) (50) ( ) also auch BN : '

.[ N \-A .
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v

V(Pz Ps P1) +3(P1P2 ,P1P3+P2P3) VP1+P2+P3+P1P2 p1P3+P2P3 —Ji

| V(G'z*qrql) +3(q1g2—q193+'q%q3) V91+qz+qs qu ng3+9293 —J

! N ] . Il

R A
Intograle der parhe]]en leferentlalcrlelehung (4'7) smd 50 w1rd
das Int.cgral (54) in der einfachen Form o R T

sich darstellen lassen, also w selbst ein Integral der partiellen
leferent1algle1chung sem — was unmittelbar ganz allgemein aus
der zwischen o und £ bestehenden leferontlalglelchung geschlos-

- s¢n werden konnte —, und somit, wenn ¢ eine algebraische Funk-

tion ist, ‘alle Worte der in den Varlabe]n algebraisch ausdruc,k-

“baren EnGI’glC welche die Integralfunktlon (46) besﬂ:zerll,;m der

lform enthalten sein: o

e

. St o <‘,._ e -/ 1: ."‘“}‘v
i . . - S v | . i "--,- } * B

\

N

; / - " !

E = (Pz Pa- px,plpz P1PJ+P2P3>92 qd ql,ehqz qlqzwgqs,w)

Und, dem Pmnmp der Flachen in der klassmchen Mechamk
anal()g wird swh ‘

'

(l)su _([.s/ Psa gsu)

0,1,2,,.,v-1"

- B N . . N ~

als Jlgebl als hc Intecrallunktmn der erwutcrtm HAMILTON schen
DJHerentla glelchungen (18) ergeben wenn -

Y
.
s ‘ :
1

‘ (E) (P l psu + ps}.: qu + gsn psn ps, psﬂ. ps,us psac Q.sm + psﬁ. g.slﬂ,f

(o 3=0120 0ty
(s 51_1 2 )

{

Worm @ elne algebralsche Fﬁnktlon der' emgesch]ossenen GroBe :
bedeutet da d1e partlelle leferent1algle1chung in_ (E) o




o .o FI i Lo B . i [ !

i LT e

\ ‘t ,:' ida.) Iu. | d.qsﬁ : 3 \.i‘dIQSM" N dpsu '.7 ‘dp‘s’}v | = o

o . E E : Psv =5 ~ Psa + qsn -gS‘M e
Srodd o T dt ) di - dL

1= 01,2,.. -1\ S ; .

_, BT ‘ : - a(E) a(E) E)_ : a\(E) _0 o
.TZZ Z / psn ap 1 Pm ap + qs,l aq“ j (]W q” __ _‘ 

1 %,4i==0,1,2,,.9v-1 } _\.su‘ .
14<Z) e : oo o ‘/ R
. P - \.— o N ) . 41._ ! . v 1 )

1.
G

. den oben angegebenen Wert von (E) Zum allgemomen Integral hat EhY
el Se1 Z. B fiir s= 1 2; %, A_O 1 das HamiLron sche System gegeben.,_

‘ T : . -{..- o . ' .
P - . M - . B

Soa ‘./‘-'_' . . i e

| T . dPyo _a(E)dp20 __b E(E) .- dpu a(E)szt S(E) IR

"‘dt’,_’c)qm dt 39’20 dr 2

I_ = (Pm %1“‘]’111 910) (Pm 921 .,Pzi“r%o)‘ a‘
L J . \.‘ _-" .‘ ' .“

hlt In der Tat hat dann das zugehomg@ D]fferenmalg]ewhunga-’
%ystem, welches m S e

BYR
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fen = Oag : 10 = — U 1 + Pip

P21 = U 1 =Gyl + B

Pro = — Uy 124 2f0 1+ ayg L e =g gl B gy b+ Py
Pi = o £+ 20 b + 0y . Gor = b gy & — Pro ® — dyg L+ Py

worin die @ und g willkiirliche Konstanten bedeuten, und diesc
Integrale geniigen, wic unmittelbar zu sehen, der Gleichung

([710 411 — P11 9’10) + (on‘]zx — P21 []20) =C, .

worin die Konstante € durch dic Integrationskonstanten in der
Form gegeben ist: .

. ;\ .
L = 9 flag — A1y ,319 + gy flag 7 Goy Bso -

;o

r .
\




