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Die einfache geometrische Bedeutung des Gleichungssystems,
durch das die BickrLuspsche Transformation' der Flachen kon-
stanten negativen KrimmungsmaBes .definiert wird, legt den
Wunsch nahe, die ~durch die' Transformation vermittelten Zu-
sammenhénge auch ohne weitgehende Hilfsmittel der Flichen-
theorie zu erkennen. '- o '

Diesem Wunsch entstammt ‘die folgende Darlegung, die sich
zum Nachweis der Haupteigenschaft dabei der von F. ENGEL ein-
gefithrten Koordinaten fiir die Elemente zweiter Ordnung bedient.
Nachdem diese erwiesen, also erkannt ist, welche Fliachen kon-
‘stanten negativen KriimmungsmaBes wieder in gleichartige Fla-
chen ibergehen, ergeben sich bei Einfihrung gewisser Vektoren
die weiteren Eigenschaften leicht. Insbesondere kann die von
DarBoux? fiir den einfachsten Fall der Bickruwpschen Trans-
formation («¢=7/2) angegebene Figur auch fir den allgemeinen
Fall aufgebaut werden, ohne daB man die Theorie der dreifachen
Orthogonalsysteme usw. heranzuziehen braucht. o :

Die B}LCKLUNDSChe Transformation ist gegeben durch die

Gleichungen

(1) (ml—x)gﬁk(yl—y)?-ﬂ—i(z,_l—z)z =K,

(B)J (2) Z_Zlfp(x’fml)—Q(y_ﬁh) =0,

(3) ?1_2_171 ‘(561“5'7)*91 ‘(yl-—y)r = 701

(&) ppitgg+l= cosafl+p*+ V1+pi+g.

Jedem Flachenelement E(z,y,z,p, g) wird also ein Kranz von
Flachenelementen B, (z,,y,,2,p;,q,) zugeordnet, deren Triger,
die Punkte Py (z,,,,z) auf einem Kreis angeordnet sind. Dieser |
Kreis hat den Punkt P(z,y, z) zum Mittelpunkt, sein Rad;ius ist k,
ferner liegt er in der Ebene des ersten Elements. Die vierte Glei-

' Vgl. Math. Enzyklopadie III D 6a (Abbildung und Abwicklung zweier
Flachen aufeinander) Nr. 29, und III D 7 (Berihrungstransformationen)
NT. 16. o - - -

* Dansoux, Théorie des surfaces 11T (Paris 1894), p. 430.
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4 (A.35). HemwricH LIEBMANN:

chung schreibt dann noch vor, daB die Ebene des zweiten Ele-

ments, die nach (2) und (3) ebenso wie die des ersten die Strecke
PP, enthilt, gegen diese Ebene die Neigung a besitzt.

Fiir die geometrische Untersuchung empfiehlt es sich, auBler
den Richtungskosinus der Strecke PP, die wir mit u,,w be-
zeichnen wollen, und denen der Normalen der beiden Elemente

(l,m, n, bzw. [, m,, nl)‘, noch zwei andre Richtungen einzufiihren,

nidmlich die in den Elementebenen gelegenen und zugleich zu PP,
senkrechten Richtungen (a,b,¢, bzw. aj, b, cl).

Wir bedienen uns also

~1. der Richtungskosinus der Normalen, die bestimmt sind durch

l+pn=0, m+qn =0, (P+m?+n® = 1),

I
o
~—

L4ping =0, my+qn =0, (If+mi+ni

2. der Richtungskosinus u, v, w der Strecke PPy,

3. der Richtungskosinus

¢ =mw—nv, b=nu—Ilw, ¢c=1lv—mu,

ay =mov—mw, by =Lw—nu, ¢ =mu-—-1Lv

der zu PP, senkrechten, in den Elementen E bzw. E; ge-
legenen Richtungen.

Die Gleichungen B sind dann zu ersetzen durch

(1) n—z=ku, yy—y="kv, z,—z=Fkw,
) ul+om+wn =0,

(3) ul, +ovm, +wn, =0,

(4 ll1+mml+-nn1 = cosc.

Zur Erginzung geben wir gleich noch die folgenden, aus der Ver-
kniipfung der fiinf Richtungen unmittelbar ableitbaren Beziehun-
gen an:
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myn—ngm=usina, nil—l,ln—vsma llm -myl=wsinea,
l,—lcosq =asina, m— mcosa—bsma ny—ncosa=csing,

)

[—1; cosa = a,sina, m—m,cosa=b,sina , n—NyC08e = ¢sina,

aa, +bb, +ecc, = —cosa.

Diese Tabelle wird gebraucht, um die aus der Differentiation‘def
- Gleichungen B sich ergebenden Beziehungen iibersichtlich darzu-
stellen.

]Da wir spater (NP III) die Normale des ersten Elements mit
der z-Achse, den Punkt P mit dem Koordinatenanfang zusammen-
fallen lassen, so wollen wir fiir diesen Fall auch gleich die Tabelle
aufstellen : |

1=0, m=0, n=1, (p=¢g=0],

=cosd, v:siimﬁ», w=0,

e =—sind, b=cos?, ¢=0,

(7) ¢ ' |

: l,=—sind sina, mIﬁcosﬁ‘sma ny =008,

[Pm = 8in ¢ tanga, gy =—cosd tanga]

@, =sind cosa, b =—cosdcosa, ¢ =sina.

- -

IL.

Wir leiten nunmehr die Haupteigenschaft der BickLUND-
schem Trausformatmn ab. Man erhilt aus (1) durch Differentiation

Ao(z1— )+ dy (ys—y) + da(z—2) = day(,—a) + dy, (y,— ~y)-+da(s—2)
oder mit Riicksicht auf (1) und fdie‘ Gleichungen

dz = pda+qdy, dz = p1day + g dy,,
(u+wp)dx+(v+wg)dy (u+w‘pl)dwi+(v+wq1)d%,

und dies vereinfacht sich wegen -
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u+wp =1/n(un—wl) =b/n,
v+wg =1/n(vn—wm) =—afn,
n+wpy =1/n (un, —wl) =—byn,,
o+wg = 1/n (n, —wmy) = ayfny

zu

(1") 1n (bdz—ady) = 1/n, (—by dz; +a, dy,) .

Genau so verfahrt man mit (2), (3) und (&), d. h. man spaltet
bei der Differenzierung in eine linke Seite, die nur dz, dy, dp
und dq enthilt, und eine rechte Seite, die nur dz,, dy,, dp; und
dg, enthélt, und verwendet dann nachtréglich, um die Darstellung
zu vereinfachen, die in Nr. 1 eingefiihrten ]R‘ichtungen.' Man er-
halt dann

(2") knny(udp+vdg) = sina(vdz,—udy,),

(3") sina(vdz—udy) = kan, (udp, +vdg,),
(4" n{adp+bdg) =—ny (e dp;+b1dgy).

Um die Transformation zu erweitern, d. h. auf die zweiten parti-
ellen Differentialquotienten von z auszudehnen, bedienen wir uns
jetzt neben den durch

dp —rdz—sdy =0,

dg—sdz —idy =0

eingefohrten MoncEschen r, s, mit EnxceL homogener Koordi-
naten', namlich gewisser zweireihiger Determinanten.

Zur Abkirzung beniitzen wir dabei allgemein das Symbol
(@U,dv) = (U 8V —dV D)

und erhalten dann die Tabelle

1 Vgl. Nr. 15 des oben angefithrten Enzyklopadieartikels IIT D 7.
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(dz, dy) L = (1,2),_ B
| (@=dp) =(@e,rdatsdy)  =s-c =(1,3),"
@ ’(dw,dg) (dm Sdm-l—tdy) . =1te (1,4),

(dy,dp) = (dy, rdz+sdy) = =(2,3),

(dy,dq) = (dy, sdz+1dy) = -==‘s-g = (2,4),

(dp,dq) (rdm+sdy,sdw+tdy) (rt—s%)e=(3,4),

der eine entsprechende Tabelle (E (E,) an die Seite zu stellen ist. —

Danach ist der Weg fiir die Losung der Hauptaufgabe vargescﬂme-
ben: Man hat jetzt die linken Seiten und die rechten Seiten der -
Gleichungen (1 ) bis (4 ) paarweise zu kombinieren nach Vorbild
der Tabellen (E) und (E, ) erhélt also z.B. aus (1) und (2”) links

knl(bu(dm,dp)+bv(dw dg)— au(dy,dp)wsav(dy, q))
= knl(aur+(av+bu)s+but) ' :

und rechts
sl
1]1;105 (blu @ )(dml, dy)
_ Sma (~ny) e = —sinae
- Mg
oder '

[1,2] i...kni(aurnt(av-%—b_u)s+bvt) &= —sing-eg,
und ebenso der Reihe nach

[1,3]. ’siﬁa—eekn(alur1+(a‘1v+blu)sl:+bivtm) “E(,
[4,4)(@®r +2abs %) -5 =— (a2 r, + 2, bys + B20) -y, -
2,3].. (u r+2uvs+o*t). ce=—(utr;+2nvs; +0° L) g, B
2, 4:]\ knf (rt— ). s;—mxma(ualrl—l—(aw%—bl )5‘1+bmwl) 51,
[3,4].. sma(aur+(aw+bu)s+bm) e =kn(rt;—: - 51) - & |

Jetzt kann entschieden werden, welche Fléichen (zWeidimensidnale" ‘
Flachenelementvereine) wieder in Flichen iibergehen.
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Dazu ist notwendig und hinreichend, daB diese sechs Glei-
chungen, in denen man etwa die vier GréBen Piy 8, 0 und e:g
als Unbekannte wihlen kann, miteinander vertriglich sind. Die
beiden Bedingungen sind infolge des symmetrischen Baues leicht
zu finden. Man erhélt namlich aus [1,3] und [2,4] durch Elimi-
nation

—sin®a = B n'(r1—s")
oder wegen |
= 14p¥+q?,

: ‘(1+p2+gz)2 - i

ri—s sin® q
0 e

und ebenso aus [1,2] und [3,4]

) ' | rit, — s _ sinq
(L+pi+gly e

Damit ist die Haupteigenschaft der Bickrunpschen Trans-
formation erwiesen, ndmlich gezeigt, daB die Flichen konstanter
- negativer Kriimmung

() [ sin ¢

in gleichartige Flachen iibergehen.

Genauer gesagt: Bei der Transformation werden den o? Ele-
menten einer Fliche o'.o® = «® Flichenelemente zugeordnet, die
im allgemeinen’ sich nicht wieder in Vereine von o® Elementen
anordnen lassen. Dies ist nur dann der Fall, wenn die Ausgangs-
flache das konstante negative KrimmungsmaB (9) besitzt. Die
ihren Elementen zugeordneten o® Elemente lassen sich dann in
o' Vereine anordnen, die wieder Flichen von demselben Kriim-
mungsmaB (9) bilden.

Bei der weiteren Untersuchung kann man dann die Gleichun-
gen [2,4]und [3,4] fortlassen, (7) und (8) an ihrer Stelle beniitzen.
. Man kann z. B. die Beziehung

n*(dzdp+dydg)e = r}(daydp +dydy,)e
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ausrechnen, aus der folgt, daB prttamge tenkumrven in Haupt-
tamgentemkwwen tbergehen, usw. Wir wollen aber den damit an-
gedeuteten Weg nicht beschreiten, weil die weiteren Beziehungen
auf anderm Wege bequemer gewonnen werden kénnen (vgl Nr. III)

Dagegen wollen wir hier zwei andre Gesichtspunkte erwihnen.

Zundchst sei der Ausartungen w(a 0 oder k= 0) gedacht. Die
erste Ausartung. fithrt auf die abwickelbaren Flichen (Tors@n)
die zweite auf die Raumkurven. In beiden Fallen erhilt man tri-
viale Transformationen: Bei einer Torse hat man jedes Flichen-
element lings des ebenen Streifens, dem es angehirt, um eine
Strecke % zu verschieben, bei einer Kurve jedes Flichenelement
um das in ihm gelegene Linienelement der Kurve als Achse -zu
drehen. Diese Ausartungen (fir K=0 und K= _m) begrenzen das’
Feldl der reguliren Transformationen.

Sodann darf auf eine noch ungelsste Aufgabe hingewiesen
werden. Die Bemiihungen, die Transformation dahin zu verallge-
“meinern, da8 man an Stelle von % und « in den Gleichungen w(B)
keine Knnstanten nimmt, sondern veriinderliche GréBen, die von
den Koordinaten des Elements E(z,y,% p,q) und von der Rich~
tung des Vektors PP, (ml ganzen daher von  sechs Parametwern)
abhingen, versprechen vielleicht Aussicht auf Erfolg;, wenn man
sich sowohl der Engkrschen Elementkoordinaten wie auch der
hlem' ]Ibenut,ztem in"Nr. I eingefiihrten fiinf Vektoren bedient.

1. .

Die Zuordnung enisprechender Linienelemente der Flichen-
elemente E und E; kann jetzt leicht weiter verfolgt werden an
der Hand der Gleichungen (1”) bis (£"), wenn man, wie dies be-
reits in der Tabelle (7) geschehen ist, das: Kourdmatensystem ge-
eignet wilhlt.

Wir wollen diesc Wahl noch dahin ergiinzen, daf wir im | Ko-
ordinatenanfang P die xz-Ebene und die yz-Ebene zum ersten und

zweiten Hauptnormalschnitt mac]hem. lDle emtsprecﬂhemdem Ham]pt,-
krummumgsradhen selen dann : ‘

. . . . g

k k B . o sin“a \

— e‘q', — — eg"l ) : K ey
sin a sin a , -

1 Vgl. die in Nr. 16 des Enzyklopadmartlkels 1o '7 ]lmespmcheme Dis-
sertation von O. ROLGKE (Greifswald 1907).
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und es wird weiter

sina _, | sina -
r=— e, s=0, t=— > et .
Geht man mit den daraus folgenden Werten
sina _, sin a
dp = — “*dx, dg =— et d
dp = ¢, dg—— == ddy

in die Formeln (1”) und (2) ein und beriicksichtigt auBerdem
die Tabelle (T}, so erhilt man jetzt | o

(10) cosddx, +sinddy, = cosddz+sinddy,

y

(11) sindda, — cos# dy, = cosa (cosd e *dz — gin 9 &* dy)
und endlich | o

Az = pydz,+q;dy, = tanga(sinddz, — cosd dy,)
oder |

(12) dz, = sina(cosd etda — sinde*dy).

Aus diesen drei Gleichungen sind alle geometrischen Beziehun-
gen leicht abzulesen. S

- Zunichst berechnen wit noch
(13) ds}=dat+dyt+d22 = do? cos*o (1 +e7) +dyPsin®B (1 +¢2)

Da in (13)das Glied dz dy nicht auftritt, so folgt, daf den Rich-
tungen der Kriimmungslinien in E (dy=0, dz=0, bzw. 82=0, 62=0)
in By zwei zueinander senkrechte Richtungen entsprechen. -

Aus dem involutorischen Charakter der Transformation, den
die Gleichungen (B) lehren, folgt dann umgekehrt, daB den Rich-
tungen der Krimmungslinien in E; auch im Element E zwei zu-
_einander senkrechte Richtungen entsprechen.

Da aber die Abbildung in Hinblick auf (13) nicht konform
ist, gibt es nur ein Orthogonalsystem, das wieder in ein Orthogonal-
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system iibergeht; diese zugeordneten Or‘bhogmals.ystemedsind da-
her die Krimmungslinien. — Wir haben also das Ergebnis:

Bei der BAickLunDschen Transformation E— E, gehen Kriim-
mungslinien in Krimmungslinien iiber.

Wir fragen weiter: Welche Linienelemente &ndern ihre Linge
nicht, d.h. wie ist dy:dz zu Wahlem, damit

ds§ = da? cos ﬁ(i—l—e““)ntdy sin® @ (1+¢*)
—ds® = da? +dy

wird? — Dies fiih.rt auf die Bedingung

d2” (sin® & — cos®® e72%) + dy® (cos® P — sin® § ¢27)
= (sin®® &* — cos® 9 =) (dxﬂ;-e‘*" —dyfet) = 0

oder

—J‘Ld 2=‘ld2 — | 2 .9, 3 3 ‘2 — |
e ar —etay sina (rd;c +2sdady + tdy) 0.

Dlese Glemhwng gmbt aber die Hmhtungem der Hauptta gemten—
kurven an.

Es ergibt sich also, daB bei der Abbildung E—*Ei die Halun]pt-
tangentenkurven in Kurven derselben Lénge iibergehen. Ahnlich
‘wie bei' den Kriimmungslinien schlieft man nun ‘weiter: Den
Haupttangentenkurven der zugeordneten Fliche emtspm‘echen auf
der ersten Fliche Kurven mit demselben Linienelement. Da es

aber gerade zwei Kurvenscharen gibt, die ihre Lange nicht amdern
so folgt:

Bet der Transformation E — E, gehen die Hauptiangentenkur-
cen in die Hauptmngentenkuraen iiber; die Lngen einander ent-
sprechender Strecken sind gleich.

Man erhilt auch leicht Aufsehlmﬂ iiber die Sing‘ulaﬁim’tmﬁ‘di:e
die Transformation hineinbringt, wenn man den Winkel @, der
abgebildeten Haupttangentenkurven berechnet. Dieser Winkel
wird dann zu Null (oder 7), wenn einer der beiden Hauptkrim-
mungsradien zu Null wird, der andre unbegrenzt wichst, an einer
Stelle also, wo eine Riickkehrkante auftritt.
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Aus den Richtungen

dz:dy:dz=¢e":e4:0
Sz:0y: 6z =eP1—pg .0

der Haupttangentenkurven in E kann man aber mit Verwendung
der Formeln (10) bis (12) fiir ¢, leicht berechnen:

dxy 0z, +dy, dy, +dz, bz,
08P = ds;és;

= [(cos @ dx, + sin ¥ d y;) (cos ¥ 6z, + sin #dy,)

+ (sinddx; — cosddy,) (sind dzy ~ cosddy,) +dz 6z :ds, ds,
= ¢0s 29
oder

@ =270,

Eine Singularitit (p, =0 oder ¢, =) tritt also auf, wenn PP,
gerade die Richtung einer Krimmungslinie in E berihrt (ﬁ'=0
oder ﬁ:n/Z). Man kénnte solche Singularitéten, die z. B. an der
aus der Pseudosphére abgeleiteten »Komplementérfliche« deutlich
hervortreten’, in gewissem Sinne »unwesentlichi nennen, weil sie
durch die BickLunpsche Transformation hineinkommen und um-
gekehrt mit ihrer Hilfe wieder beseitigt werden kénnen. Konische
Punkte wiren dagegen als swesentliche« Singularitdten zu be-
zeichnen. , ~

IV.

Konstruktion des zugeordneten Kriimmungselements.

- Die Gleichungen (10) bis (12) gestatten auch, die Konstruk-
tion des zugeordneten Krimmungselements anzugeben. Dabei
mogen jetzt die Bestimmungsstiicke des zweiten Elements von
denen des ersten durch Akzente () unterschieden werden.

! Vgl. Fig. 16 auf S. 471 von BiawcHI-(Lukat), Vorlesungen iiber Diffe-
rentialgeometrie (Leipzig 1899).
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‘Das erste Element E ist gegeben durch P, dann die Normale -
mit den auf ihr gelegenen Krimmungsmittelpunkten Z; und Z,
der Hauptnormalschnitte; dabei ist '

PZ R - g
, = = — e
‘ 1 1 sing
.
PZ,=R, = — — —4
_2 , 2 S1n « ¢

und die erste Krimmurngslinie ist in P gegeben durch

dy—dz=0 (d5+0),
die zweite durch | |
Sz—8z=0 (5y=0).
Die Gleichungen (10) bis (12) geben jetzt
cos Bz, + sin B dy, = cos Bda,
sin 9 dx, — o8 ddy, = cosa cosdedz , 

dz; = sina cosPe *dx

und zeigen, wie man die Rmhtumg der zugeordneten Kriimmungs-
linie bestimmen kann.

~Man kann némlich den durch die Gleichungen

( ) cos & + (1]1 yl) smﬁ =—k,
)

G

Ei—zy = —ksina e*‘"l

sind — (g —y,) cos® = —k cosa e,

gegebenen PLmkt W (Ei,m,fi) der T amgemte der ersten Krum-
mumgs]mme des Elements E’ leicht angeben. Setzb man die Werte

xy = kwc‘ﬁsﬁ , Y, =ksnd , zl D‘
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der Koordinaten von P! ein, so erhilt man
, R
& =—kcosasind e ”,

m =+ kcosacosd e,

& = —ksina e,

Auflerdem beachte man, dafl Z, die Koordinaten

kA
z=y=0, z2=Ry=——¢*
sin

hat. Hieraus folgt, daB &, n,, {; gerade die Koordinaten des FuB-
punktes des von Z, aus auf die Ebene '

sina (&sind —ncos¥) — L eosa =0

des Elements E gefillten Lotes sind. — Demnach ergibt sich
die einfache Konstruktion:

Man félle von den Krimmungsmittelpunkten Z; und Z, der
Hauptnormalschnitte des ersten Elements aus die Lote Z, W, und
Zy Wy auf die Ebene des zugeordneten Elements; die Geraden P’ W,
und P'W, bestimmen dann die Richtungen der zugeordneten ersien
und zweiten Kriimmungslinie in P’ |

Man erkennt, da man auBer der. gegenseitigen Lage der Ele-
mente E, E" nur die Kriimmungsmittelpunkte Z, und Z, braucht,
um die Krimmungslinienrichtungen in P’ zu bestimmen.

Will man dann weiter noch die entsprechenden Krimmungs-
mittelpunkte Z; und Z, finden, so hat man die z- und y-Achse,
d. h. die Tangenten der Hauptschnitte des ersten Elements mit
der zu P P’ senkrechten, die Normale von E’ enthaltenden Ebene
zum Schnitt zu bringen (W] und W,), dann in dieser Ebene auf
P'W{ und P'W;, die Senkrechten zu errichten und mit der Nor-
- male zum Schnitt zu bringen (Z; und Zj). Z, und Z; sind die ge-

suchten Kriimmungsmittelpunkte. '
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Hat PP’ die Richtung einer Kriimmungslinie in P, etwa der
z-Achse, so fallt W, mit P’ zusammen, wihrend W, unendlich
fern liegt, also wird hier der Kriimmungsradius R; zu Null, R} un-
endlich groB; es tritt dann eben die zum SchluB von Nr, 1Y ]be-

‘gprochene »unwesent.lmhe Singularitat« auf.

An einer solchen Stelle versagen die MoxGEschen r, s, ¢, wih-
rend die ExceLschen sechs homogenen Koordinaten ihre Geltung

. behalten; es wird nur (1;2) zu Null, wie die Tabelle in Nr. IT zeigt.




