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Der Nachweis von der Vollstdndigkeit eines als Funktion von n unabhéngigen Varia-
beln und n willkiirlichen konstanten Parametern ausgedriickten Integralen einer par-
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung gestaltet sich in der einfachsten Weise,
wenn die Funktionaldeterminante der partiellen Differentialquotienten erster Ord-
nung dieser Funktion nach den Parametern genommen von Null verschieden ist. Fiir
den Fall, dal die Determinante verschwindet und jenes Integral jedenfalls einer von
den abhéngigen Variabeln freien Differenzialgleichung geniigt, wird das Integral ein
vollsténdiges sein, wenn die Determinante keine Vertikalreihe enthélt, fiir die allen
Elementen verschwindende Unterdeterminanten erster Ordnung zukommen und alle
Determinanten, welche aus der Funktionaldeterminante entstehen, wenn die einzel-
nen Vertikalreihen sukzessive durch die nach den Parametern genommenen Differen-
tialquotienten des Integrales ersetzt werden, von Null verschieden sind.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1921, S. XVII - XVIII)
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- Wir werden im folgenden zwei partlelle Differentialgleichun-
gen erster Ordnung mit n unabhangmgem Varlabelm Xy Lyyenn Xy,

T 3y )\ Doy A\
fl(xl7--_ yv y az) 0 fz(wi,q-lwn, y . y)=0
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einander zugekomg nemmen wenn dm‘e E]lmmatmn zwemm' der 1hn@n‘
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zu einer in-allen iibrigen’ dlleser Gmﬂem mdermsch@n Glem.A ,ﬁg;‘ o
fihrt, wie dies z. ]B bei den belden Glemhungem
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der Fall ist, worin von den behe]blgen posmv‘en ganzza]ﬁhgen Wers
ten a der ][mdex a=0 ausgeschlossen ist, und f, beliebige Funk=
tionen der emgeschlessenen GroBen bedeuten. S

Ferner soll ein Imegral einer partlelllem Ditferentialgleich
erster Ordnung ein vollsiindiges genannt werden, wenil
~ dieser nur ncwch z‘ugﬁhumgen zu dmeser angeh@rt W

-

Ist nun die Funktion

(1) o Yy SH‘F(:E&, v B, al,‘..-"._'am)

von n unabhéngigen Vamabeln und 7. willkiirlichen komstantem
Parametern. gegeben, umd ist die Funktionaldeterminante = .
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2w, 0a, 07,04,  9,0a,
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(2) D=|3z,0a, 92,00, 2x,0a,
2 F EF - FF |
dzx,da, cx,da, 3@,13&,!.'

der Funktionen

()

3F 3dF  JF
oz, ' 3wy

nach den Parametern ay, a,,...a, von Null verschieden, besteht
also keine von den Parametern freie Beziehung zwischen den Funk-
tionen (a), so kann man aus den Gleichungen

3F 3y 3F 3y oF  dy

B -

oz, dm,  dm Omy  dx, O,

die Werte der Parameter a,, a,,...4, als Funktionen von

. 9y 2y oy
(ﬁ) 33173527---%1%'1"1 "éga‘*" oz
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herleiten, und wird durch Substitution derselben in y=F jeden-

falls eine Differentialgleichung

| (- 3y oy dy
4) s Ty ven = . =0
( ) f Tty Tg, xﬂ, y, a.’El [} axz ’ | amn D

erhalten, welche die abhéngige Variable y explizite enthalt. Aber
es kann sonst y =F weder noch einer von y freien Differentialglei-
chung

dy dy oy
{ \ YRR . - ) Tt =O
(5) fx L1y sz’ :‘pm axl E'acg : axn

geniigen, weil eine solche eine Beziehung zwischen den Gréflen (a),
also gegen die Voraussetzung das Verschwinden der Funktional-




zite enthaltenden’ partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

den Parametern freie identische Beziehung zwischen den GréfBen (o)

Integrale partieller Differentialgleichungen,

-determinante D nach sich ziehen waiinr&‘e:, noch @m‘e‘; 'y explizite én L~
haltende, der Gleichung (4) nicht zugehdrige Differentialgleichung

(6) ’ fz(-’ﬂnmz,----'”my: ag g aes ai) = 'D '
. : _"m (7 -

befriedigen, weil die Elimination von y zwischen (4) und (6), welche
mébglich ist, weil die Gleichungen nicht, einander zugehdrig sein soll-
ten, wieder eine Differentialgleichung der Form (5) liefern wiirde,
welche y nicht explizite enthilt, und somit eine von den Para-
metern freie Beziehung zwischen den GréBen (a), aus denen aber
die Determinante D" gegen die Voraussetzung gleich Null folgte.
Es gibt somit fiir y=F in dem Fall, dap D=0 ist, stels eine
und aufer den zugehirigen nur eine partielle Differentialgleiching
erster Ordnung, von welcher jenes ein Integral und somit ein voll~
standiges Integral ist. - . R
Geniigt jedoch die Funktion F(zy,... 4, ay,...q,) der Bedin-
gung D=0, 5o findet eine von den Parametern freie Beziehung
zwischen den n GréBen («) oder weniger derselben statt, oder es .
ist y=£ ein Integral einer, die abhingige Variable y nicht expli-

g

‘ 1205 00 &y ——, ... =0, S

(7) , f(_ml.l _xn aml | a$n . , |

kann aber auch mehwerén solchen michteimander zugehdrigen und E

auch die abhéngige Variable y explizite enthaltenden Differential- ; .

gleichungen geniigen, worauf wir nachher zum Zwecke der Fest- -
E
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stellung der Vollstandigkeit dieses Integrals fiir eine jener Diffe-
rentialgleichungen niher eingehen werden; zuniichst gentigt es, die’
Differentialgleichung (7) als durch Fortschaffen der Parameter -
G,z ... 0, aus den Gleichungen (3) entstanden anzunehmen. Ent-
hélt die fir y = F bestehende Differentialgleichung (7) alle n parti- -
ellen Differentialquotienten von y, besteht also nach (3) eine von

=0,

N 3F AF
( ) . f | :I;l Y mﬂ) awl b] , am‘n

so folgt durch Differentiation nach @y, dy,...qa, allgemein:
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°f  ¥F ¥ @R df B
2F aa N OF ada, " 3F Sapa
2z dx, o,
(9) .........................................................
of ®F 3 ®F 3 @¥F
3 oF 2z,0a, _OF 2?mla, a@i dz,0a ’
l dx dx, o,

und hieraus wieder D=0. Enthélt jedoch die Differentialgleichung
(7), also auch die Beziehung (8) nur n—1 (oder, wie unmittelbar
zu sehen, auch weniger Ableitungen) und sei die fehlende Ableitung
die nach z, genommene so daB (8) die Form hat:

3F 3F  oF aF -
(10) - 3o Ty Ty e 37 ' =0,
: - _ dxy 0 Ty _y ?:).zz:‘gprl Bw

so werden sich durch leferentlatmn von (10) nach n—1 Para-

‘metern a,, Ogyeee Goyy Bgpqy - Gyy WOTID 0-ein behel:uger Index ist,
‘die Gleichungen ergeben:

r

af 2F af 2P df *F

S IO T P o oF oz, 04, + S O 92,04,
N B T Qg S TR
L R N VA

‘ . a‘aF "Qxﬂaal .

amn-
TR *azﬁ‘lﬁ@. af azfr'y+ af - M’ |
' aaF emda, a,aF '3‘%13@;1'9&;,;1,"3 aF 3:1: +1ca'a 1
21, T - da,,,

. af  ®F (>
| | Foeet ,OF Qxaaﬂ_ =0
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Integrale partieller D‘jﬁﬁerént’iélgl_eilchumgen.- o (A7) -7
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und hieraus = R s

®F ®F  ®F  ®F

{9moa, "\ Ta, 08, amb+1aal © dx,Pa, .
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| 0aday., axé;la%gl} 4190y - 02,08, |,
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Da aber D,, die aus D emsi;ehende Unt'erdtetermmante ZWEl- ’
ter Ordnung ist, die zu dem Eletent azF/@m da, ge]jmrt oder ent-

steht, wenn man in D die % Vertikalreihe und. ¢* H—I@rlmntalr,elhe

weglift, dasselbe aber gl]llt ‘wenn ¢ ein jeder- der Irmdlzes 1, 2 )
lStp SD fDlgt“’v‘ S I PRI

| daﬁ wenn fir die Funktion F(xl,.. %, , al,... a ) die Glewhung
- D=0 identisch befiiedigt ist, also zwwchen dert Gropers (a). einie von

. + .
aBF aﬁviaa6+1 -a aF 3:1; 13@ a aF ame+19aa+1 o
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den Parametern freie Beziehung und somit jedenfalls fiir F=y eine
von den abhingigen Variabeln freie Differentialgleichung stattfindet,
auch umgekehrt allgemein, wenn diese Differentialgleichung alle n

partiellen Ableitungen enthilt, jedenfalls D=0 ist, daf jedoch, wenn
nur n—1 Ableitungen in derselben vorkommen und zwar die nach
z, genommene Ableitung fehlt, die Determinante D dadurch verschwin-
det, daf} die Unterdeterminanten erster Ordnung von D die zu sdm t-
lichen Gliedern der o*® Vertikalreihe gehiren, den Wert Null haben.

Haben aber alle Unterdeterminanten erster Ordnung von D
die zu den Gliedern der g*" Vertikalreihe gehéren, den Wert Null,
ist also fiir 0=1,2,...n die Determinante

(13) | D, =0,
so besteht zwischen den Funktionen

aF AF OF oF
day 1 dm,y 0w,y Oz

(»)

]

in bezug auf die n—1 Parameter a,,...a, 4, @g,,...a, als Variable
eine von eben diesen Parametern freie Beziehung von der Form

oF oF oF oF 0
R R ) PRER s Qg = VU,
TR PRI PR

(M) filz, ...,

"

welche im allgemeinen den Parameter a, noch explizite enthalten
kann, so daB sich fir das Verschwinden der zu allen Gliedern
einer Vertikalreihe gehérigen Unterdeterminanten zwischen den-
selben GroBen (y) die n Beziehungen ergeben:

oF oF OF oF
y wes " 9 g ens ' ., al = O
al‘l a$g=1 83524_1 a.’En

3F 3F 3F  3F

filz-- x5,

(15) fo %15 e ay) =0

, ,l“' , ‘i - ~ ,
o, 0z, g 02y Oz,

; . 3F 3F OF oF
| Zhyeee T, I -
b ED 9:2:9_1’ 8%_’_1’ oz,

a,]=0.




'Int‘e‘gr‘ale partieller Di:ffe:renEiéﬁlgﬂlxeiahungém", .

| Sind nun die bezeichneten expliziten Parameter in der Tat
in den einzelnen Gleichungen (15) enthalten; so wirde gegen -die
Voraussetzung der Unabhéingigkeit der n willkiirlichen konstant

Parameter durch Elimination der n—1 Funktionen (y)-aus den ' n
Gleichungen ,(15), oder schon aus einer d‘tie;ser_‘GEwBiGIﬂ@ﬂ@éﬂ, wenn
der explizite Parameter fehlt, eine Beziehung der Form folgen:-

3F  3F IF AR\
16 yereLpyy ==y un , e =0,
(16) f (x1 % o 9%y Omy,, 2z, )

- woraus sich fiir y'm{ach (3) die Ditferentialgleichung ergébe:

(17) C hlzy .3, °y ) e %y , ,ay' ) e oy =0,
Jdx, 9Ty s Oxyyy o, ,
~welche die abhéngige Variable y gar nicht, und nur n—1 partielle
Differentialquotienten enthilt, was, wie wir eben gesehen, mit der '
Abhéingigkeit der n Parameter voneinander zusammenfillt. '
" Dem Verschwinden der Determinante D enispricht im aligemeinen
ewne Differentialgleichung fiir F=y, welche y nicht explizite, aber
- samiliche n partielle Ableitungen enthilt; dafiir, dafi die Determi-
nente D einer von y freien Differentialgleichung mit weniger als n
Ablettungen entspricht, ist notwendig und hinreichend, daf D da-
durch den Wert Null annimmt, daf alle Unterdeterminanten erster
Ordnung von D fiir similiche Glieder einer Vertikalrethe verschwinden.

Sei nun eine fiir D=0 durch Elimination der Parameter aus  ° o
den Gleichungen (3) sich ergebende Differentialgleichung ‘

\ . | dy 3y 3\
‘18 ’ ame ol T T . ses =
( ) f Tyyenedy, axl ] 3.1“2 e amﬂ Ov

und es geniigte y=F noch einer andern nicht zugehérigen 'p‘é‘r‘tif‘»
ellen Differentialgleichung erster Ordnung, welche ebenfalls y nicht
explizite enthalt, » |

v ' - | ay dy . dy
19 . ' CLITE . s - . . = .
( ) fll &y X, , aﬂl’;’j ‘ amz b) | a.‘l}” 0 ?
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50 haben die Gleichung (18) und (19) entweder keinen partiellen
Differentialquotienten miteinander gemein, 0der man kinnte einen
gemeinsamen zwischen beiden eliminieren, in jedem Falle .also
eine Differentialgleichung erhalten, welcher dasselbe y=F geniigt,
welche wieder von y frei ist und hochstens n—1 partielle Diffe-
rentialquotienten enthilt, so daB, wenn 9y/dx, eliminiert ist, nach
den obigen Auseinandersetzungen die Unterdeterminanten erster
Ordnung von D, welche zu sdmtlichen Elementen der o' Vertikal-
reihe von D gehiren, verschwinden miifiten — da dies aber fur die
Elimination einer jeden Ableitung zwischen den Gleichungen (18)
und (19) gelten muBl,

so darf, wenn y=F aufer ('18) nicht noch etner ebensolchen
Differentialgleichung geniigen soll, keine Vertikalreihe von D die
Eigenschaft haben, daf alle zu den Elementen dieser gehorigen Unter-
determinanien verschwinden.

Nehmen wir nunmehr .an, daB das.Integral y=F einer auch
Y exp]hmte enthaltenden D1fferent1a]glemhumg

dx;, Oz,

genugt dlaﬁ also wieder durch Ehmmatlon von dy/ am swh elne
Differentialgleichung o . |

S -dy dy - dy- ay '
@) ol g 2L ) 0.
, oz, ’ T ’c)a: S

ergibt, welcher dieselbe Funktion y=F geniigt, und also dle B‘e‘e'
zichung besteht: ' ’

[ aF 'aF " aF oF\
AT i) B SRR
(22) . fs(mlm e Ly F a 1 a$g+1 ax” 7: . '

so wird man durch Differentiation dieser Glew]hung nach je n— 1
der Parameter, Z.B. @y, lg gy Qgpgqeee By R




Int‘egrale'partié]ll‘er-Diff'erenti:;ilgleichungén_ | (A7) 11
3f, OF . af, = F 3, 2F
oF Qda, = 7 BF 0%, 1day 3 oF aw@“adl

- 3%=1 o 3%+1 )
) S ) )
3 oF  9z,24q,
Oz,
|3 28 o, RF o/, *F
dF 2a,_, > OF 3z, 2a,, , OF 00410854
' 0%,y CE
oy, FF
S f‘g’ — =1
. a@F amwa%_l‘
| o, -
(23)] | | -
3f, @&F . 2, *PF Lk *FF
dF dag, 3 oF a%_’laaﬁﬂ\ 5 oF 0%y 1085y -
FE | ot -
d - PF ‘
SRTANT Js — =
3 oF  9gz,9 gy
o,
ofs OF s ofy RF dfs *F
AF da 7 3 oF oz, ;9a, OF  dz,,%a,
| o 0m,y L
ofs *F
+“"+""”~f3 A ‘ — = ‘7
s oF " 2x,da,
dz,

und somit

|
i
o
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(24) *F *F oF *F *F
2z, day 3z, 400, 285 OTey1dy dx,0a,y
EF >*F or *PF PF
: - = ~ ‘ - -
-D a$1 ‘ama—l cx@—laxc-—l ¢ ad—lr a9;@+1'aaab~1 amn‘aa'e;—l —0
g - ‘ -
2F. ®F 3dF  &FF *F
axl a'(lﬁ_*_l O‘xe__laaﬂa_*‘l aao-+1 amg_‘_laaa_*_l a.’I‘na{la_'_l
&EF PF oF PF *F

erhalten, und somit als Bedingung dafiir, daf die Gleichung (18)
mit keiner Gleichung (20) das Integral y = F gemein hat, die Bedin-
gungen finden, daf fiir jeden Index o =1,2,...n die Determinanten

Dgl'} Dgzw L D@n

von Null verschieden sind. ,

Fassen wir die eben gewonnenen Resultate zusammen, so er-
geben sich ’

als hinreichende Bedingung dafiir, dap y=1F ein vollstindiges
Integral einer fiir D=0 gewonnenen, von y freien partiellen Diffe-
rentialgleichung ersier Ordnung ist, die, daf fiir keine Vertikalreihe
von D die zu allen Gliedern derselben gehirigen Unterdeterminanten
erster Ordnung verschwinden, und daf fiir jeden Index 0=1,2,...n
die Determinanten D,1, Dyas--+Don von Null perschieden sind.

Um also fir D=0 zu entscheiden, ob ein gegebenes Integral
y=F der entsprechenden, von y freien partiellen Differentialglei-
chung ein vollsténdiges derselben sei, hat man zunéchst die Unter-
determinanten erster Ordnung zu bilden, welche zu den Elementen
je einer Vertikalreihe gehbren; stoBt man auf eine solche, die fur
olle ihre Elemente verschwindende Unterdeterminanten erster
Ordnung liefert, so ist die gegebene Differentialgleichung unvoll-
standig, und zwar hat sie mit einer ebenfalls von y freien Diffe-
rentialgleichung das Integral y=F gemein. Hat aber keine der
Vertikalreihen diese Eigenschaft, so bilde man die samtlichen De-
terminanten '




Integrale partleller ]leferemtm]glelch, ngeit,

Egl, -‘921 . 'I'B@‘m (@=132vn):

verschwindet eine derselben fiir die gegebene Funktion F, so ist
wieder die Unvollstindigkeit des gegebenen Integrals erwiesen,
und .zwar genigt dann das gegebene Integral y=F einer y ent-
haltenden partiellen ]leferentlalglelchumg
Fiir die gegebene, von y freie Differentialgleichung wird somzt

wenn D=0 ist, das Integral y=1F ein ¢ ollstindiges sein, wenn
keine der Vertzkazlrelhen von D die Eigenschaft hat, daf die zu
allen ihren Elementen gehorigen Unterdeterminanten erster Ordnu:ng
perschwmden und similiche Determmanten :

5@1; Dgév‘”Dgn (Q ,JL 2 e )

welche aus D- entstehen, indem die ¢ Vertikalreihe durch die Ele-

mente - ‘
oF ,aF | aF )

t
E‘aﬂ

3 v

3 ‘a]_ a az

“ersetst wird, und der Reihe nach dze 1=, Zte,,..n"e Humzanmlremhe
fortgelassen werden, von Null verschzeden sind. :

AT e e e

e ) e e D




