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Die Lie’sche Cyklide und die Inversionskriimmung.

Als Geleitwort ist den folgenden Darlegungen eine Bemerkung
von Lie (1882) voranzuschicken:

.LaB mich jedoch ausdriicklich auf diejenige DUpiNsche Cyklide
aufmerksam machen, die einem jeden Punkte einer Fliche in unzwei-
deutiger Weise zugeordnet ist, ob sic gleich in zwei Weisen durch
Kriimmungslinien definiert ist.
| Sie ist ein Gegenstiick zu der vielbesprochenen Likschen F, und
ist mit den Krimmungslinien verkniipft, wie die F, mit den Haupt-
tangentenkurven, kann aus ihr durch die Geraden-Kugel-Transforma-
tion gewonnen werden.

Indessen wurde in § 1 eine unmittelbare Methode bevorzugt. Es
wird in Nr. 1 gezeigt, daf drei unendlich benachbarte Kugeln in
Ebenen iibergefithrt werden konnen durch Inversion, Nr. 2 gibt die
Anwendung auf Kriimmungskugeln, und dadurch ist in Nr. 3 die nor-
mierte Behandlung des Problems, wo die Cyklide zum Drehkegel
wird, leicht erveichbar; Nr. 4 gibt ein einfaches Beispiel.

In § 2 wird, von der konformen Gruppe der Kreise der Ebene
(Nr. 1) und ihrer Erweiterung (Nr. 2) ausgehend, die wichtige ,Inver-
sionskriimmung® (IFormel 8 und 9) bestimmt und dieser an einer Kreis-
schar der Ebene gewonnene Begriff auf Kugelscharen iibertragen (Nr. 8).

§ 3 fihrt dann zum Begriff der Inversionskriimmung oder Kon-
formkriimmung fiir Flichen. Es werden zwei Invarianten J; und J,
bestimmt (Gleichung 10 und 11), deren Summe gleich 1 ist (Nr. 1).
In Nr. 2 folgen Beispiele (TorSEN, Minimalflichen) und in Nr. 3 wird
eine Reihe Aufgaben genannt, auch die Kounstruktion der Liwschen
Cyklide in einem besonderen Fall bei der Schraubenfliiche durchgefiihrt.

Die chhtmste Literatur iiber Anwendung der Inversion auf die
Fliichentheorie umfdﬁt die Arbeiten:

A. TrEssE, Sur les invariants différentiels des wnoupes contmm
de transformations. Aecta math. 18 (1894), 1—88. .

G. Fus1xi, Sulla teoria degli spazii che ammettono un crmppo
conforme, Torino Attt 38 (1903), 404—418.

') Siehe L1k, Gesammelte Abhandlungen 11T (1922), 541,
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G. Furyy, Sulla teoria delle ipersfere e dei grappi conformi in una
metrica qualunque. Lomb. Ist. Rend. (2), 38 (1905), 178—192.

P. Cavapso, Sugl' invarianti del gruppo delle trasformazioni
conforme dello spazio. Palermo Rend. 22 (1906), 197—213.

R. Rorng, Uber die Inversion einer Fliche und die konforme
Abbildung zweier Flichen aufeinander mit Erhaltung der Kriimmungs-
linien. Math. Anp. 71 (1912), 57—77.

A. Voss, Zur Theorie der reziproken Radien. Miinchen, Sitzungs-
herichte 1920, 229—259. '

s 1. Die Lie’sche Cyklide.

1. Gegeben sei eine Kugelschar; die Koordinaten e, b, ¢ der
Achse, das heiit des Ortes der Mittelpunkte wrd der Radius » seien
analytische Funktionen eines Parameters £. An einer reguliren Stelle,
wo die Achse keine Singularitit besitzt und der Radius 7, von Null
verschieden ist, kann also. die Kugelschar so dargestellt werden :

(1) 2*4yitet—r =2 (x—xg)—by t2(y—y,) =0,
wobei die Glieder von der dritten Ordnang an fortgelassen sind,
- Differenziert man diese Gleichung erst einmal, dann nochmals nach ¢
und setzt =10, so kommt

(2 E=2p Y=Yo s=+ Vil —agt—yoi=1 2,
und man kann in leichtverstindlicher Ausdrucksweise sagen: In den
beiden durch (2) gegebenen Punkten haben die Kugel £-=0 und zwei
unendlich benachbarte die Potenz Null, sie schneiden einander daselbst:
Wir fithren daun eine Inversion aus mit dem Mittelpunkt z, y,
#g und dem Radius 7, d. h. wir transformieren (1) vermige
il =g
(5 2 - ’2 4 5’2) (52 __IL_,)]'Z &2) :,.04}
wobei zu setzen ist
E=w—2g y=Y—Yo S=7—2,
=g =Yy —yp =2—2,
Dabei ist fir die Kungelgleichung
K@, y sy=a+y*+22—2ax—2by—2c¢sLp=0
zundchst zu schreiben ‘
E2 4P 02— 28(a—30)— 27 (b—yo) =2 (c—2,) + K (20, Yo 79)==0
und nach- Ausfithrung der Transformation kommt
022 —xy) (a— o) =2y —yo) (b— JG)“‘)(?' —2g) (€—2,)

K (g 952, \ \
+ ) (4 g )2 (= o) —20) %) = O,
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Die Lamsche Cyklide und die Inversionskriimmung.
Anwendung auf (1) ergibt wegen -
S e 7 .
a=t b=b 5+.. e=13( )4 .-

(1) ro®+2x (2 "‘xu)‘rgyo(y Jo)’*’g €—2g)

—28(@ —z)—by 2 —yo) 1 13{ }=0. .
In der geschweiften Klammer steht das Glied #2+y 2122 und die
drei unendlich benachbarten Kugeln sind in drei unendlich benach-
barte Ebenen tibergegangen, das heiBt, man kann (1’ ) auch schreiben:

oy, )+t Er(z, 9, )12 Ey(w, 9, 0) 480 (k@2 +y2 429 + .. =0.
~ Die reciproken Radien dieser Ktngelschar‘ lassen sich nach Po-
tenzen von ¢ entwickeln und zwar begiont die Entwicklung von 1:#
mit der dritten Potenz von #, und ‘die drei Ebenen
| Ey=0, E,=0, E,=0
sind sicher eigentliche Ebenen. Zweifel konnten nur bei der ersten
entstehen; indessen kann der Fall, daB F, sich auf ein 'konstantes

Glied reduziert, nicht eintreten, denn 2, y,, £, kénnen Wegen ro-}L 0
nicht alle, drei gleichzeitig Null sein.

2. Diese Uberfithrung dreler unendlich benachbarter Kugeln in
drei unendlich benachbarte Ebenen soll jetzt auf die Kriimmuug’s-
kugeln angewendet werden, was voraussetzt, daf die Fliche in der
Umgebung des Punktes regulir ist nnd keinen Nabelpunkt besitat.
~ Dureh geelgnete Wahl des. Koordmatensystems wird - bei 0eegg-
neter Anwendung einer Inversion, die eine Krimmungskugel in eine
Ebene verwandelt, die fo]gende Gle;cbungsform erreicht:

(8) /__a12 31(b a:3+3b2x2 —{-Sbawﬁ-l—hya)
Jrzﬁ(cl At de, 83 Y+ 6oy 52y d eyt bogyd)F .
=alz_g_'*+f3(w’ y)+f4($r J)

und die Radien der Kriimmungskugeln im Ursprung sind.- jetat ge-
geben durch

B0, =0
Fur die Dlﬂ'erentlalquotlentem folgt d1e Tabelle
5 3 4
p=a, a;—’r A —1—6f

g= 3fa+5fg |
o fa 32’“4
r=a; +a Tas

1#
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o D% 9%

T dxdy ' Szdy’

fo- 0% fa o 0%
ay= ooy

Sodann sind die Kriimmungslinien zu bestimmen aus der Diffe-

rentialgleichung .
dz?(s (1+p3) —rpg)+dady(1(1+p2)—r (1-+g2)
{—d;ﬁ/g(z,‘pg—-s (1 +g2)) =0,

Man erhilt bei voller Beriicksichtigung der fiir die weitere Ent-

wicklung gebrauchten Glieder
Azt (bou+bg1y) +daody (—ay+-by—h)atb. —hy) y)
—dy?(byz+bgy)=0.

Fiir die erste Kriimmungslinie (%) machen wir den Ansatz

(44 ‘
= 2
Y=y + ..

und erhalten leicht
bo—aa;=10.

also
Uiy =2 a2 '
fa) Y=y
und ebenso
: by
L e B 2 1
(ky) z= ga,

Um dann die Radien der Kriimmungskugeln in ihrem weiteren
Verlaufe — und zwar B, ldngs £y, B, ldngs &, — zu verfolgen,
dient die Formel .

1 v de?4- 2sde dy-F tdy?

- Vi+p+e + p?) dat - 2p gdady - (1 q2) dy?)

fiir die Kriimmungsradien der Normalschnitte.
Wir brauchen die Richtung
2T dy
der zweiten Kriimmungslinie lings der ersten und haben daraus dann
zu berechnen
}1?2:%_ 4\’;1:’2)2—:21;23;-:u’g—;—bga;‘fb,,(zﬂ(i—lxg) —‘,4%9;2.

Wie wir aus Nr. 1 wissen, kann erreicht werden, daf 1: R, mit
dem Gliede dritter Ordoung beginnt, und es handelt sich darum, den
EinfluB dieser Forderung auf die Koeffizienten zu bestimmen. Zu-
nachst fiihrt -

(#,) "

e g e



Die Liksche Cyklide und die Inversionskriimmung.
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anf bg——o
Sodann ist #, zu berechnen aus der Ddferentxa]glelclmng der
Kriimmungslinien, und zwar geniigt das lineare Glied. Man erhilt

g (— @y —b]x)——bzw——%xg-“:(),

'(ﬂSO )
’ bg
X 2 J/‘—t— P
oy .

und hieraus .

1 . bybs | €30

B L R L

R, rrl PTh 2

Damit ist das Ergebnis gefunden: Durch Inversion kann
die Fliche (3) so normiert werden, dah die beiden Bedin-
gungen o ' '

5.2
(4) bg :0, 63 I — 274

ty
erfiillt sind. Die Krimmungskugel K, im Ursprung und
die beiden unendlich benachbarten Krimmungskugeln K,

die zu den Punkten der Krimmungslinie %, gehdren, sind
dann Ebenen.

3. Wir haben jetzt den Einfluf} dieser Normmemng auf die Krim-
mungskugel K, im Ursprung und die beiden unendlich benachbarten
K, die zu dlexzu Nachbarpunkten von %, gehdren, festzustellen.

Zuvor aber wollen wir die soeben berechneten K, darstellen.
Sie sind, wie wir wissen, drei unendlich benachbarte Ebenen, nimlich
Tangentialebenen

f—a—plE—a)—q(—y =90
langs der ersten Kriimmungslinie

p 2 -

¢=ty =ty x-+b,% - =, T
& — 121- ]J-—-—l i lg'Te. g'—‘- 22".’

also gegeben durch die den Parameter x enthaltende Gleichung:
: “3'(“15)“‘“(514? boyp—ay) .. =0.

Diese drei Tangentialebenen beriihren also einen durch sie be-
stimmten Drehkegel (D) mit der Spitze

£=0, E=0, q_;ﬂ
der selbstverstidndlich, wenn b, gleich Null ist, in einen ebenfalls wohl
bestimmten Drehzylinder ausartet.
Wir gehen jetzt zur eigentlichen Auf'aabe lber, der Bestimmung

der_ K, lings ky, wie in kurzer Ausdmclgwmse gesagt werden darf,
und zwar berechnen wir R, als Funktion von y.



8 : Heixricn LiEBMANN:

Die erste Kriimmungskugel im Utrsprung hat die Gleichung

w2fydz?— i

A1
oder i s
= P @) L
also sind die Tangentialebenen gegeben durch
, ) |
- 91%* Uy % (&—x) ——uly(n——g/)—{-- oo =M
Setzt man hierin
U= ‘2?11 X ..
so folgt
. 2
C—w(@y )45 (@ —byp)+ .. =0

Diese Gleichung dient also zur Darstellung von drei unendlich
benachbarten Ebenen, welche die K, des Ursprungs beriihren. Die
Spitze des Drehkegels, den sie beriihren, ist

{=¢&=0, 7}2%, :
seine Spur auf der Ebene &é=0 oskuliert, genau wie die Spur von
(D) die Hillkurve der Geraden
C+m§2(“1*b27}):o-

Hieraus folgt: Der durch die drei unendlich benach-
barten zu Ebenen ausgearteten K, erzeugté Drehkegel
bertihrt die K, des Ursprungs. — '

Wir gehen jetst zu den K, lings &, iiber, haben demgemiB R,
zu herechnen mit Verwendung von

r oy
Y17 G-

Fiir diesen Wert, also die Richtung der Kriimmungslinie %, fiir

Punkte, die auf %, liegen, finden wir entsprechend dem fritheren Ansat

g2 ’
04“%‘1*?1 oy —ay—boy)+ .. =0,

oder

?/,1 = 2

Ca_ 2
u,y ?
daher ) .
” i a L PYE
i, =%yt Y+ ..

und hieraus mit Beriicksichtigung von (4)

: 1 by 002l
]?:1—(1,—1(1_'5’51'-#/ 2@12~-)-

S
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Zur Bestimmung der Achse (&, 4 {5) der Kanalfliche, welche
die K, lings %, crzeugen, dienen dann die Gleichungen

_pRy q R, - ‘ Iy
VTR TR TViRe R e T YT

und man erhilt GroBen der Ordnung %, wit eingeschlossen:

£a=

< h4 ' . .
Ee=0y MYy, W Ca=1,

5 1 [ b ' o b2
_ Hl.:“(l“g;(nz“%’zz;}lﬂf) ~Hg” )m‘ﬁ;)

@
1y b,
:—{1———«“ Ne-+0 .. } .

R, ist also, wenn man von Grofen dritter Ordnung absieht, eine
lineare Funktion von #,, die gerade in der Spitze des Drehkegels D
wn Null wird. :

Hieraus folgt: Detr durch die drei unendlich benachbarten K,
oben (in Nr. 2) bestimmte Drehkegel wird anch von den drei unend-
lich benachbarten K, lings %, beriihrt.

~ Geht man durch L‘mfhebuucr der Inversion wieder zum allgemeinen
Fall (1:R,#0) tiber und bedenkt, daB dadurch der Drehkegel D sich
in eine DuprInsche Cyklide verwandelt, so erhiillt man den Satz:

Die beiden Tripel von Kriimmungskugeln K; und K,
die so gewiihlt sind, daf die K, zum Flichenpunkt 0 und
seinen beiden Nachbarpunkten auf der Kriimmungslinie
ko gehdren, entsprechend die K, zu 0 und den beiden
Nachbarpunkten auf %,, beriihren dieselbe DupiNsche
Cvklide. ‘

Sic wmdge die Limsche Cyklide ‘des Flichenpunktes genannt
werden. : - '
4. Als einfaches Beispiel fiir die Bedingungen (4) moge hier noch

die Reihenentwicklung fiir die z-Koordinate des Drehkegels mltg‘eteﬂt
werden, der zur Spitze den Punkt

=0, y=yq 2=0
hat, und der die Kugel
oyl 2ke=0
berithrt. Man erhilt zuerst
82y — kY —2hyo ety @ +2hyoy e =0
und ﬁndet dle Entwicklung

x| 71/1‘“ n xt y " __ 7.
=k 2 kg, T8y, o H)

Wyt
ST ye2 "
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Es ist also (vgl. Formel (3))

1
”1:’, ,l—;‘—:k—‘ﬂ 04_0
. 2 2b,2
()3:0’ Lg;kiiéz: :l..l.,

im Einklang mit (4). Hier ist die Fliche selber identisch mit ihver
Lisschen Cyklide.

Der im Sinne von Nr. 2 normierte Fall, der Fall also, daB die
Lresche Cyklide ein Drehkegel ist, liegt auch bei den Torsen (develop-
pabeln Flichen) vor. Zu allen Punkten einer Tangente der Rickkehr-
kante gehort hier dieselbe Cyklide; sie ist ein Drehkegel, dessen Spitze
im Bertihrungspunkt mit der Riickkehrkante liegt und der in einfach-
ster Weise aus dem (GAuUssschen, mit Hilfe dep Abbildung durch
parallele Normalen auf die Einheitskugel gefundenen Bild erhalten
werden kann. (Vgl. § 3, Nr. 2.)

§ 2. Die Inversionskriimmung einer Kanalfliche.

Es seien a, b die rechtwinkligen Koordinaten des Mittelpunktes
und 7 der Radius eines Kreises, dann ist der Winkel d @ zweier un-
endlich benachbarten Kreise gegeben durch
dri-dat—db

.r?..

4

(5) dp?=
Um die Invarianten einer Kreisschar zu bestimmen bei allen

konformen Transformationen der Ebene, die Kreise in Kreise iiber-
tihren, empfiehlt sich folgendes Verfahren. Man fithrt durch die Ab-
bildung

r=z, a=1x, b=1iy

die Gruppe der Kreistransformationen iiber in die Gruppe des Bogen-
elementes

ds2=12"tdz24dy>

-2

~

und erhilt so dic sechsgliedrige konforme Gruppe mit den infinitesi-
malen Transformationen

O 8y 0 S . 8], 8}

A AL} of Of 0 0]
Ax’ Sy? ‘y(ja: T dy’ J:xﬁm ! y(‘i '

REE

NN ALY

Y 8z’
g [ @ty z)of
Y U 2 dy

Sie ist ein Ausschnitt aus der zehngliedrigen konformen Gruppe
des Raumes und umfafBt diejenigen infinitesimalen Transformationen,

L
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die die Ebene z=10 invariant lassen, kann auch in bekannter Weise
als nichteuklidische Bewegungsgruppe gedeutet werden.

2. Diese Gruppe ist dann zu erweitern, d. h. es sind die Zuwachs-

elemente von 2 X
291:%2, 1=, p,=27, gy=4y

zu berechnen. Die Gruppe ist sechsgliedrig, man erhiilt daher (min-
destens) eine aus den 7 KElementen z y 2z p, ¢, py g, aufgebaute
Invariante. Es gibt in der Tat nur eine, nimlich die (nichteuklidische)
Kurvenkriimmung.,

Bezeichnet man die Zuwachselemente von 2, ¥ und z mit X, ¥,
/’ und die vollstiindige Differentiation nach z, also

a7, of df

52 TaaP1T 67‘?2_‘—6@ Pat 57, 92
.od ]
mit 21{’ so berechnen sich die Zuwachselemente der erweiterten Groppe
Aus : dX A 24 | az
: PJ,:E*ZH;E: Q= dz Y1735
, _dPy a7 iQ,  d%

2= g — P2y @Y= de 93 g7 -
Sie sind Null fiir die erste und zweite Gruppe,
— 1 -l—pl,‘ — s, +p, fiir die dritte Gruppe,
0, 0, —p,, —q, fir die vierte Gruppe.
Bei der fiinften Gruppe kommt
Py=—z2(14+p*)~vyq,,
Q1= Py—q,4),
Po=—32p Py —2Py—y ¢a—1—p,*— 4%,
Qo=—5@P1qetPaq) P2y — 0%,
und bei der se_chsten

Pi= q(x—pya),
Q= —z(l+q4:.)—xpy,
Po=—s(pyqet2paq)+q22—psy,
Qo=—3829,9:—2P2—Yqa—1—p —a™
Man tut gut, auch die Berechnung fiir die sechste Gruppe wirk-
lich durchzufiihren, die zutage tretende Verwandtschaft mit der
finften — einfach Buchstabenvertauschung — ist dann zugleich Probe,
Sodann ist das vollstindige System zu mteoueren, gebildet aus
den sechs. Glelchungen
B SR LR L N S N )

2

15 @
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Das Ergebnis ist die Invariante
[=uw 3vtw)?—wu *
bei Gebrauch der Abkiirzungen |
u=1l-+p*+q,% v=28(p1Pa-9102), w=25(Pa>+¢,%)
Fiir die konforme Kreisgruppe der Ebene folgt hieraus die In-
variante

(6) J=U3(VI+-2-WU 2
bei Gebrauch der Abkiirzungen

U=1-a,>—b,?
(7) V——T(al”z‘}'bl by),

W=—0%(uy2+15%).
~ Diese Bezeichnungen deuten an, daB eine Kreisschar betrachtet
wird a=a(r), b=b(r),
die FuBmarken 1 und 2 bedeuten einmalige und zweimalige Differen-
tiation nach 7.
Setzt man, um die Allgemeinheit der Form zn verbiirgen, also
auch den Fall, dab 7 konstant ist, mit einzubeziehen, statt dessen ¥, U
und b als Funktionen eines Parameters ¢ an und bedient sich del

Abkiirznngen
Ap=(a )2 -()®

Ap=da”4-b'b"
Agp=(a")2+(b")?,

so kommt
o A = 07}
()% — 4y
L9 An=rdy) )
((7" 11)2 i (7")2'—4411 -

Nimmt man insbesondere als Parameter ¢ die Bogenlinge s des
geometrischen Ortes der Mittelpunkte, so kommt

- 1 rr'’ rp
o) T= i (gt D ot e
dabei ist ¢ der Krimmungsradius dieser Kurve.

Wir wollen diese Invariante die .,Iuversmnskrummung einer
Kreisschar“ nennen, denn es handelt sich um eine Invariante bej
Kreisverwandtschaften (Inversionen), die den Charakter einer nicht-
cuklldlschen Raumkurvenkriimmung besitzt.

, 3. Geht man von der Ebene zum Raum ubel, d h. zu einer
Kugelschar

=a(t), b=b(t), c=c(t), r=r@),
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hierbei unter @ b ¢ die Mittelpunktskoordinaten, unter » den Kugel-
radius verstanden, so gelangt man zu genau derselben ersten Inva-
riante, nur sind die Differentialquotienten von ¢ mit einzubeziehen.

Zu bemerken ist, daf hier die sechs linearen partiellen Differential-
oleichungen zur Bestimmung der aus neun Gréfien gébild“et‘enll‘nva—
tiante fithren. '

Die Kugeln hiillen eine Kanalfliche ein, die Invariante ist dem-
gemiB als Inversionskrimmung einer Kanalfliche zu. be-
zemhmeu. .

Fir Rohrenflichen, also Flichen mit konstantem #, erhilt man

J=rp -
also ist die Inversionskriimmung einer Rohrenfliche gleich dem Qua-
drat des Produktes von Kugelradius und Achsenkriimmung.,

Der Kreisring (Torus) kann durch die Kugelschar
ulp) _ ﬂ—-—LCOSq, b=Lsing, c=o0, r=I

erzeugt werden, wobei der Index p auf das Wort ,,]Pma]lelkwls“ hin-

deutet (die erzeugenden Punkte beschreiben Parallelkreise) oder ,meri-
dional“ durch die Kugelschar | '

(K m) a=b=o0, c=ksht, r=UlLkcht.
Im ersten Fall erhiilt man- die Invariante
Ty =12k—2

im zweiten Fall
| | Sp=1--12%"2,
also auch die XK,-schar hat eine konstante Invamantc, und die
Summe der Invarianten ist gleich Eins, —

Sodann betrachten wir den Drehlegel mit dem halben Offnungs-

winkel a als Erzeugnis der Kugelschar
f=b=0, r=¢ sin «
und erhalten :
J, =tang®c.

¥r ist auch Hiillfiiche seiner Tangentialebenen, und wir konnen
dieger ausgearteten Kugelschar auch €in J zuordnen, weil nimlich der
Kegel durch Inversion aus einem Torus entsteht und J bei Inver-
sionen invariant bleibt, so ist die Festsetzung zu treffen:

Die Ebenenschar '

rt+oyt+wz=0,

w2eos a—(u+ v sin?a =0
hat die Invariante | o
Jo=1—dJ;=1:c08a;
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Jp-kann selbstverstindlich auch durch Grenziibergang gefunden wer-
den, wenn man nimlich in J, einsetzt ‘

h=lcosa
und dann % unbeschrinkt wachsen lifit. — .
SchlieBlich sei auf eine Ubungsaufgabe hingewiesen, deren Durch-
fihrung als niitzliche Rechnung bezeichnet werden darf: »Man verlege -
die beiden Kugelscharen K, und X,,, so dab sie gegeben sind durch
(K'p) u=q-+kcosgp, b=hsinp, c=o, r=I
(K') a=dq, b=o0, c=ksht, r==[1Tchi

2

Die allgemeinste Duprvsche Cyklide erhilt man hieraus, wenn.
man die Inversion vom Urspring aus die sphirische Spiegelung an
der Kugel

hinzufiigt, wobei die a, b, ¢, 7 sich pach der Formel transformieren
g% 7°b ¢e °r
wy= =12 o T8
1 P 1 p 1 p? 1 )

Die Rechnung muf sicher auf die Werte fithren
Jp=12"2%, J,=1-12} 2

3 3. Die Inversionskriimmung einer allgemeinen Fliche.

1. Um hieraus Folgerungen fiir die Flichentheorie zu ziehen,
fihrt man als Parameterkurven die Kriimmungslinien ein nach der
Tafel XIX von ScHEFFERS (Differentialgeometrie II), nur mit der
Abwandlung, daB fiir das Bogenelement geschrieben wird

ds?=c?*du® L g2 dp?,

also gesetzt wird
Li=e?, G=gq2,

Zu berechnen ist die Invariante
(6) J=(U+VRU—W.U 2
und zwar einmal lings der Kriimmungslinie v =1, fiir die Krimmungs-
kugeln K,, dann Jings der Kriimmungshinie u =« fiir die Kriimmungs-
kugeln K. '

Als Bestitigung des Ligschen Satzes muf sich dann xwischen
den beiden Invarianten die Bezichung ergeben

Ji+Jp=1.

. Welche der beiden Invarianten dann dem Jp, welche dem
J,» der LikschenCyklide des Flichenpunktes entspricht, ist nachtrig~
lich zu entscheiden.




Die Liesche Cyklide und die Inversionskriimmung.

Die Copazzischen Gleichungen brauchen wir in der Form

e}" _1_ RI'UR2 glf« RZQG ‘Rl

e R]. \.Rz ’Rl) g .R (‘Rl Rg)
Car Ton ___ e Twe__ €g -
e g, —iml]jz,““"1 e, 2R R, A

Fiir den Mittelpunkt der zweiten Kriimmungskugel ist .

dxy  ~r0Ry Ry - R,
LR T

also lings der Kriimmungslinie 17::@0

1513.2
SRy X+ R Rm

oder mit Verwendung der Abkiirzung
Rl — R, g

Rl Rzu gu. B,

dxy » R
oo, At Aa

also |
U=1-3(53) =1~ (14 4% =—c 42
Weiter folgt

02 Zy 1 i Xy l
é B2 N]_’f;r;; Il PL x‘u Au - Lot u A

A — L g 12 w Ty 1 Lo -
=1 — o oo TRun
B g, ]i’.z'- T ” Rn Ry g,2Ry’

<0 dal man erhilt

52z, 1Tf =9 Ju l 4 ( “u Tuu
2 ~ : A T
) R22 -R‘_‘ u“ 1 (]uo R —\ /1- m“u’ R?u e )

und hieraus

2(3112 3 ’Lq._‘ A {L—A()Q?LHJ_A.ﬁTf_l

dRy, OR:: Ry, 9, ' e}’
also wegen R
R
umd Cy ﬂun

w—@*wﬁm+’

o 0 Ty 69:1::_,__‘]’1‘ Ae—

e A2R1 \\l
R, R, {_1+A<2R1R2 4 J
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und schlieBlich

(U VR = A {R, +A (%2, 152)}2.

Wir haben auch die weitere Rechnung nach diesen Gesichts-
punkten zu gestalten: Es sollen einmal die Differentialquotienten von R
und R, nach Maoglichkeit ausgeschaltet werden, auflerdem aber soll
durch die Beibehaltung von 1 die oben anfgespaltene dritte Copazzi-
sche Gleichung sozusagen in latentem Zustand eingefiihrt werden.

Man findet auf diesem Weg
N = GO PR CRT S

(Rl_' "2)- \R1 ' g’l‘ R] Rt)
und schliefilich

, ] R R, o . . ,',“)
L]O) jl_ €P Rn 3{ ;‘t}:ﬁ v Fﬁg 3 quzm - )(/ ugz \“{‘112‘}

Diese Grofie ist also die zum Flichenpunkt gehorige Inversions-
invariante der Kanalfliche, die von den Krimmungskugeln K, ge-
bildet wird, welche den Punkten der Kriimmungslinie V=9, ange-
héren, aber zu den Krimmungslinien u=¢ gehdren, also die
Fliche in einer Kurve mit Spitze schneiden, wohei die Spitzentangente
auf v=v, senkrecht steht.

Die entsprechende Invariante .J, ist

1 Ry? Ry? 5 Cge
=10 Ty : o —_— _1_9 ) —_ LR S
Jy= (I, — 1) { o2 g2 <ql, e ce Zc—g—r ) LR, }

Addiert man die beiden Werte, so ergibt die dritte Copazzische
Formel in der Tat

(11)

St = L pge = R =2 Ry ) =1
Die Grifie
(12) Sydy=J (1—J)) =T, (1—15)
kann man fiiglich die Inversionskriimmung der Fliche nennen.

Diese Form der Invariante hat den Vorzug, unabhiingig zu sein von
der Wahl der Kriimmungslinien ( oder v) bei der Berechnung.

2. Wir lassen noch einige Beispiele folgen. Zuerst soll die In-
versionskriimmung /; bei Torsen berechnet werden, die zu ihren nicht
geradlinigen Kriimmungslinien gehont.

Die Bogenléinge der Riickkehrkante (Kriimmungsradius o) sei mit
u, die Strecke der Tangente vom Berithrungspunkt bis zum Flichen-
punkt mit »—u bezeichnet, dann ist




Die Liesche Cyklide und die Inversionskriimmung. 1%

L=p(w—u)D
! a’.al" a/’l’ { 1
Dabei ist D= ¥ b 1" | =—n
B N T ST re
I R S

!: --—031) 1-—-—-0\

R, v—u’ B,
SR,
(13) J1=eg—&g”v”="'“9 2

Die (erste) Inversionskrimmung der Torsen (nach
den nicht geraden Kriimmungslinien genommen) ist also
gleich dem Quadrat des Quotienten von Torsions- und
Krimmungsradius. |

Lings einer Erzeugenden ist J; konstant und selbstverstindlich
der .J; des Drehkegels gleich, der von drei unendlich benachbarten
Schmiegungsebenen umhiillt wird. Dieser Kegel vertritt hier die Lig-
sche Cyklide (vgl. die Bemerkung am SchluB von § 1).

Konstante, d.h. also fiir alle Flichenpunkte gleiche Inversions-
kriimmung besitzen also aufier den Dupinschen Cykliden auch die Torsen,
tiir deren Riickkehrkanten das Verhiltnis von Kriimmung und Torsion
konstant ist. Ausartungen dieser Flichenklasse sind die Drehkegel. —

Unter den Flichen mit konstantem o sind die Flichenklassen
T Jy=0
und J=dy=1%
besonders hervorzuheben. Es sollen hier noch Minimalflichen ;=¥
herechnet werden. _ | .
Tiihrt man die (isothermen) Kriimmungslinien ein, setzt demgemif3
dst=w?(u, v) (du®+do?)
und beachtet, daB hier wird
so erhillt man
Ji=1 (1 e 22wy w2 —3w 12))
Ty=} (14+c 22 0wyt w P —3w0,7)
und “hieraus ‘

(14) . 2'“) ?/011_{—702253wl2:2wrlv22+1012'_“3€022=962-
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Besonders einfache Lésungen erhilt man, wenn man den Anpsatz

macht

w=wu-v)=w/(t)
und dadurch auf

ww” — (w')?=c?
gefiihrt wird. Hier gibt es zwei wesentlich verschiedene Losungen
w=1tc(u-t+v)

und w=cch{u+v).

Die erste Losung gibt die Liksche imaginire Minimalregelfliche,
die zweite die Schraubenfliache

r=rcosp, y=rsing, z=ke,

deren Bogenelement bei Einfiihrung von Kriimmungslinien vermoge

r=rkcht
w4+ v r—u
t:"‘z—’ P=""y

die vorgeschriebene Form erhilt

ds’z:ii; ch (u ' L\ (u?4-do? )

=~

Also haben alle Minimalregelflichen die. Lomstdnte
In\relmons]lqunlnlung

=] =1
= dy=. |

Sie sind, "wie sich durch eingehende Diskussion von (14) nach-
weisen liBt, die einzigen Minimalfléichen dieser Klasse.

3. Fine Reihe weiterer Fragen iiber Inversionskrimmung taucht

im AnschluB hieran von selbst auf, sie brauchen nicht alle aufgevahltr

zu werden. Einige seien jedoch hervorgehoben.

Wie bestimmt man die Liesche Cyklide eines Flichenpunktes?
Auber der Inversionskrimmung sind noch vier GroBen zu beachten,
niimlich die beiden Kriimmungsradien R, und R, und dazu die halben
Offnungswinkel der Drehkegel welche die Krimmungskugeln K,
(bez. K,) lings des Schnittes mit der unendlich benachbarten K, (K,)
die zur ersten (zweiten) Kriimmungslinie durch P gehort. An diesen
finf Grofen ist der Parameter J; (J,) der Cyklide zu bestimmen,
also nach § 2 die GroBe I2%—2, dann aber noch 7'und % selber und
die in den Formeln (K'p, K'y) vorkommenden ¢, ¢ .und ¢.
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Fir die Punkte der Schraubenachse der Fliche
| F=¢C arctg =

kann die Lrgsche Cyklmde fast ohne Rechnung bestlmmt werden, Dle
B, und R, sind hier ¢ und —¢, auferdem erreichen die GroBen ihren
kleinsten Wert in der Achse; endlich ist J;=J, =1 wie wir wissen.

Fiir solche Cykliden darf die Bezeichnung ,gleichseitig® ge-
" wihlt werden. Bringt man sie ndmlich in Torusform, so geht durch
den Mittelpunkt ein Berithrungskegel, dessen Mantellinien mit der
Achse den Winkel 3 n einschliefen, wie beim Asymptotenkegel der
gleichseitigen Hyperbel

Ein solcher ,gleichseitiger Ring® ist dann noch einer geeigneten
Inversion zu unterwerfen. Als Berithrungsstellen mit der Schrauben-
fliche kommen nur die vier Scheitelpunkte in Betracht, weil our dort
R, und R, beide stationiir sind. Endlich miissen _R und R, dem
absoluten Betmg nach gleich werden. .

Die Aufgabe ist also in der folgenden Weise zu losen als zwei-
dimensionales Problem. In der zz-Ebene muf der Inversionspunkt 0 -
und der Radius g des Inversionskreises so gewihlt werden, daB nach
Inversion die Bilder der auf der z-Achse gelegenen Punkte

A) #,=¢q
Py ay=q+2F—Dg+21(V2-1)
B) ay3=q9+2(k—D+2l=¢+21)2
gleichen Abstand haben (B'P'= P 4).
Dies fiihrt auf- die Glelchung

¢ q°
q+sz§ +2z(V2—1) a+2(VE-1 P
und gibt J g=2L '

Der Inversionspunkt 0 ist also auf dem (duBeren) Agquator
(224 y?=(1+k)?) des gleichseitigen Ringes zu wihlen. Der dem
Pupkt P des inneren Ringiquators entsprechende Punkt (Scheitel-
punkt) P’ der entstehenden gleichseitigen Cyklide ist dann die Stelle,

mit der sie der Schraubenfliche emzufilgen ist; der duflere Aquator
. ist in eine Gerade verwandelt.

Endlich mufi noch die Strecke I entsprechend gewihlt werden,
d. h. es muf}

—2;(21;1_%7/’5_1) Vz(Vz 1)= ‘(2"]/5)

gleich ¢ gewihlt werden, oder
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l=§_26_vz=c(2 —{—Vé). —

Diese Aufgabe, also die Konstruktion der Ligschen Cyklide, wire
allgemein zu ldsen, wobei algebraische Diskussionen zu fithren sind.

Sodann sind allgemeinere Flichen mit konstantem Jy (J5) zu be-
stimmen, aufler der Urform, nimlich den DuprNschen Cykliden .und
den geradlinigen Minimalflichen.

Fir die Invariante wire auch das Wort , Konformkriimmun g
als Bezeichnung angebracht. ‘

Wie die Flichen zweiten Grades in der Affingeometrie, so
treten die DuPINschen Cykliden in der Konformgeometrie des
Raumes hervor., '




