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Beitrdge zur Inversionsgeometrie IIL

Die fruchtbaren ILeitgedanken fiir die Behandlung der inneren
Geometrie einer Gruppe sind im Artike]l IIT AB 41 der Mathematischen
Encyklopiidie (G. Fawo, Kontinuierliche geometrische Gruppen) Nr. 87
dargelegt und es liegen bekanntlich auch aus jiingster Zeit viele all-
gemeine und spezielle Untersuchungen vor, die ihnen folgen. In diesem
Sinne wurde der hier vorliegende dritte Beitrag?!) zur Inversions-
geometrie verfafit. '

In §1 werden die Gesichtspunkte fiir die innere Geometrie durch
die Begriffe: Eigenparameter, Eigengruppe, Extremalenproblem gegliedert.
In § 2 wird die Gruppe der ebenen Kreisverwandtschaften demgemiil}
behandelt mit Hinweis auf dic LacumRrmsche Inversionsgeometrie.

§ 3 endlich holt den Beweis eines schon frither?) mitgeteilten Satzes
iiber Minimalflichen nach. »

§ 1. Die innere Geometrie der Gruppen.

1. Der Eigenparameter. Wenn eine Gruppe durch einfache
geometrische Eigenschaften gekennzeichnet ist, so gelangt man leicht
zu dem fiir ihre Behandlung geeigneten invarianten Eigenparameter,
dem bei der Gruppe der ebenen Bewegungen die Bogenlinge entspricht,

Bei der sechsgliedrigen Gruppe der ebenen Kreisverwandischaften
7. B. ist zu beachten, daB Kreise in Kreise iibergehn und Winkel un- ‘
gedindert bleiben. s bestimmen aber zwei benachbarte Linienelemente
einer Kurve den Kriimmungskreis. Der Winkel des dritten benachbarten
Linienelementes mit dem Krimmungskieis ist dann invariant. Be-
zeichnet man alsdabn mit s die Bogenlinge, mit o den Kriimmungs-
radins, mit 7 den Neigungswinkel der Kurve, mit 7 den des Kreises,
S0 1st

’

1
- g
T =T ﬁ—--]

e

) Vgl. Die Limsche Cyklide und die Inversionskriimmung. Heidelberger
Berichte 1922 (3. November) zweite Abhandlung (angefithrt mit ,J. [¢), Beitriige
sur Tnversionsgeometrie der Xurven. Mimchener Berichte 1923 (5. Febroar).
(Wird in T. angefiihrt mit ,J. 11.%)

5 ) LY Seite 18.
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eine Invariante. Demgemili wird der Eigenparameter aus
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<

zn bestimmen sein.!)
Noch ein Beispiel moge hier herangezogen werden, die zehngliedrige
projektive Grappe des linearen Komplexes. Drei Punkte ABC und
cine von (' ausgehende Gerade haben zusammen 3--84-8492=11
Jestimmungsstiicke, die jedenfalls eine Invariante besitzen, und es
kommt nur darauf an, sie als Doppelverhiiltnis zu erfassen. Die durch
die drei Punkte bestimmte Ebene (ABC) ist Nullchene eines bestimmten
ibr angehtrigen Punktes S, und auf CS liegt noch cin Punkt €, der
Geraden (AB) und der Spurpunkt €, der Polaren von g auf (ABC).
Das Doppelverhiltnis S0, SC,
CC, TG,
ist dann invariant bei der Gruppe des Komplexes und fithrt dureh
(zrenziibergang auf den Eigenparameter, der fiir die Invariantentheorie
der Kurven zu verwenden ist.

Ist der (bei allen Transformationen einer Gruppe invariante) Eigen-
parameter gefunden, so bestimmen sich die Erweiterungen jeder der
Gruppe angehdrigen Transformation

) Vgl JLIL® §1. — Genau so erhiilt man den Eigenparameter fiir die
Inversionsgeometrie der Raumkurven. Entwickelt man nimlich den Richtungs-
cosinus u = cos « der Kurventangente nach Potenzen von 4s und versteht unter
1:7 die Kriimmung, 1:p die Torsion, so kommt

u:cosa—}—cos J'As~|—(—i,cosﬁ.*-msa~i—cosq?){jil—l—...
‘ r r? 7?2 70 2 v
[fir die Richtung (w -+ w, v -+ dv, w - dw) des Krimmungskreises erhiilt man
diese Formel mit der Vereinfachung +' = 0, 1:0=0.. Es ist also

a1 72
4300 = 2L ds?
pd o?

invariant, daher (mit Einfiihrung des Radius R der Schmiegungskugel)
B!
Ted
dag Differential des Eigenparameters. — Auf eine hohere Invariante fiihrt die
Berechnung des Winkels, den die durch drei Linienelemente bestimmte Schmie-

gungskugel mit. dem vierten Klemoent einschlieft.




Beitrige zur Inversionsgeometric 111 5

PR A/
U(f) = Xg,+ Yy,

also die Zuwachsgroben dey Differentialquotienten @y, 3, %o, %2 - - -
nach dem Kigenparameter, aus den Formeln
X ., dY dX dy; .
X1=%%(, le%%, X,= _EiTl’ Y2=—d.t—1 usw.

2. Die Eigengruppe eines Elementes. Wenn b;ei einer
n-gliedrigen Gruppe eine eingliedrige Untergruppe durch Wahl eines
Klementes (n— 1) der Ordnung bestimmt ist, von dem eine Bahnkurve
ausgeht, so wollen wir diese Untergruppe die Eigengruppe des
Elementes nennen. So ist z. B. bei ebenen Bewegungen die Kigen-
gruppe eines Kriimmungselementes die Gesamtheit der Drehungen um
den Mittelpunkt des Kreises, dem das Element angehort.

Man findet dann die Eigengruppe eines Elementes durch Auf-
J5sung der Gleichungen ,

X= &1y Yz."/l) XI = &3, Yl‘= Ya o - -

Wir wollen dies ausfiihren fiir die spezielle lincare Gruppe der
Ebene, die Gruppe der , Affingeometrie mit den fiinf erzeugenden in-
finitesimalen Transformationen

X:1,0 940 =
Y:0, 1,0, 2, —y
und dem dureh '
ZyYp — 1% =1
festgelegten Affinparameter 7.
Die Eigengruppe des Elementes (z, y; %y, 15 %3, Y} %4, ¥5)
a Uy (1) 4 o Up (7} -+ a3 Us(F ) + g Uy (7) + a5 Us( /)

wird hier durch Auflosung der sechs Gleichungen

oy -+ aglf +aw =X =ua,
g ‘o —agy =Y =y,
O3l + o5 = X =2y,

4%y — @Yy = Yy =Y,

A3Ye + a5ty = X, = 25,

o %s — aglfe = Yo =13
zu berechnen sein.
Den bei dieser Untergruppe festbleibenden ,, Affindrehpunkt“ (z, )
bestimmt man, nachdem die @ berechnet sind, aus

Xy 4 a3y + agx = 0,

(12 + (145: -—_ aEQ fomd O
und erhilt
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. 1 - zyy —ya.
&=Ly (_j‘/l*g"a) -+ &y (@ye—yity),
Lolfs — X3lf2
- (L -+ 2y — pag) | .
7=y, S8 T Ly (e — gy,
I= Lolfz — X3Y> o (s = )
Die Kurven mit gegebenem Affindrehpunkt ihrer Flemente sind

dann die Kegelschnitte, die diesen Punkt zum Mittelpunkt haben.

3. Das Extremalenproblem. Ganz von selbst wird man
durch den Eigenparameter auf das Variationsproblem gefiihrt, dic-
Jenigen Kurven zu bestimmen, fiir welche die Variation

) f dt

zu Null wird. Bei den Bewegungen erhiilt man als Extremalen (xerade,
also Bahnkurven einer Untergruppe.  Auch dic Bahnkurven der all-
gemeinsten Untergruppe, die Kreise, sind Extremalen eines invarianten
isoperimetrischen Problems. So wird man auf die Frage gefiihrt, wic
wohl die Bahnkurven aller Untergruppen einer gegebenen Gruppe als
Extremalen invarianter Variationsprobleme gedeutet werden konmnen,

§ 2. Die Gruppe der ebenen Inversionen.

1. Bestimmung der Inversionskrimmung Es sei o der
Kriimmungsradius, z der Neigungswinkel der Tangente, ¢ der oben
(§ 1, Nr. 1) eingefiihric Eigenparameter, so dab die Beziehung gilt

e1=gty L

Ist dann z, y der Punkt der Kurve, u, » der zugehorige der

Evolute, als .
» 4150 U=x—p sin 7, v=9y--p cos 1

#y=-—pq sin 7, v;=gp; cos 7,
so findet man folgende Tabelle der Zuwachsgrofien
U, V, P, U, V,, T von u, v, g, Uy, Ug, T

. 'H;z—?}:’)’ ne
U. 10 —v o __“—_%-;Q_ w v
2
2 g2 L o2
— u? 2]

01 % v X +9 Ce
P: 00 () 0 () Vo
Ui 00 —pycos7 —gysint o, (9—ucost—vsing) ¢, (ttcosT—vsinT)
Vi: 00 —gisint g cos7 o (wcost—vsinz) g (o-tusinz—wvcosy)
T 00 1 0 V—QCoST —U—Qsin T

Die Erweiterungen fiiv die Zuwachsgrobien von t,, 1,, 7, ergeben
bei den vier crsten Gruppen (Bewegung und Ahnlichkeit) Null, bei

der flinften
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Ty=o0snty

Ts= o(sin z (1-}7y) +cos 7.75)

Ty=o(sin v (7,7 1257, 17y — i)+ 008 7 (27 37 15))
und bei der sechsten

T,=—v¢costmy

T,= o(—cos7(1-+7y)+sin 7.z}

Ty= ¢(—cosz(z,~" 41,7ty —7§) b sin T (27,481 1))

Hieraus erhilt man zur ‘Bestimmung der niedrigsten Differential-

invariante das leicht zu integrierende vollstindige System

S 87 d
2 37 +(1+7y) a—;—g--l-(rl“lﬁ-rm“l—l-rg—t%)a-é =0,

5f ¢ ¢ 6f__
E 512_{—(2%—612)613_

mit der Ldsung
3 2 1—*
= -2 % =3 - "1 1

Diese Invariante ist die Inversionskriimmung.?)

Bei der logarithmischen Spirale

r=ae¢*?
1st do ds ‘
¢ 5— = xd
02
-1
also p=1lx 2, :
und die Inversionskriimmung wird
nw—xnt
J=—7Fi—.
2

Es haben also die logarithmischen Spiralen und die aus ihnen
durch Inversion hervorgehenden Isogonaltrajektorien orthogonaler Kreis-
biischel (Loxodromen) konstantes oJ.?)

N Vel ,J. II¥ § 3, L.

) Bei dieser Gruppe von Punkttransformationen ist ein und dieselbe
Kurvenart, nimlich die Loxodromen, durch drei Eigenschaften ausgezeichnet.
Sie sind die Bahnkurven der eingliedrigen Untergruppen, die Extremalen des
Variationsproblems und die Kurven konstanter ,Krimmung®. Dasselbe gilt fiir
die Lacuerresche Gruppe der ,Transformations par directions réeproques*
(FANO a. a. O. Nr. 14), die ebenfalls Kreise — nicht als Punktorte, sondern als '
Stiitzkurven von Geraden aufgefabt — in Kreise iiberfiihrt. Hier vereinight die
sechsgliedrige Kurvenschar der Kreisevolventen und der aus ihnen durch die
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2o Dieinvariant verkniipften Kreisbiischel, Sechs be-
nachbarte Punlte ciner Kurve (oder fiinf Linienelemente) bestimmen

die oskulierende Loxodrome, deren singulire (asvmplotische) Punkte

dann dic Nullkreise des hyperbolischen und die Grundpunkte des
elliptischen Kreisbiischels sind, von dem je fiinf henachbarte Kroise
dic Kurve unter gleichem Winkel 1 (Z — ) treffen.

Zur Bestimmung dieser beiden Punkte und des Winkels st
selbstverstiindlich die Eigengruppe des Elementes zu verwenden., F
handelt sich also darum, die sechs infinitesimalen T -anstformationen

o Wl(f)WG(f)
50 zu vereinigen

ay Wyta, Wota; Wy-a, W, +-a Wy ag Wy,

dafi bei der entstehenden Untergruppe die Forderungen erfiillt sind
U=uy, V=uv, P=¢;, T= 71y Ty=1y, T,= 13-

Man crhilt so die Bedingungsgleichungen

Lt
| — UL g2 |- o2
G ¥ Ty aguv +as(_ 5 ): 9, €08,
o e tagug + e = o
+O!5 (QJ— o CO8 'K) —{—a6 (’Lt —0 sin I) = 1,
450 8 7 7, —agOCOS T Ty = T,
4 1 i y . B
0%a (sm 7 (1-417,)4cos 13) +age(—cost(14-1,)-+sin = 1,

Hieraus wiren die o zu berechnen,
chrmvarla.nten Nullkreise (@, %, p=0) findet man nachtriglich
aus den Forderungen
U=a1'—'ﬂ3’0... +aﬁﬁ[_} IUg

_ g ,
V=a2+‘a3'l—ﬁ. .. aﬂ(—%f2+b>= 0,‘

die man durch Einfithrung von
t=H41v
leicht in die eine zusammenfassen kann
=20+ (ag—ia,) — (ug+1ag) 2% = 0.
Der Mittelpunkt M der die beiden Nullkreise verbindenden Strecke
ist dann gegeben durch ,
: lag—taq,
To+1Yo=5 ol
2 ag+ia
— 6 5

einfachste LacusrrEsche Inversion hervorgehmlden Kurven die drei Eigen-
schaften. (Der ,LAGUERRE- Paramcter® ist durch

dt = W

gegeben.)
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Dieser Punkt M — eine Art Gegenstiick zum Krimmungsmittelpunkt
eines Kriimmungselementes oder auch zum Affindrehpinkt eines Affin-
elementes (§ 1, Nr. 2) — liegt bei Loxodromen fest, bei logarith-
mischen Spiralen ist es der unendlich ferne Punkt der Ebene.

Man wird so von selbst auf die Frage gefilhrt: Fiir welche
Kurven liegt der Punkt M (also der Mittelpunkt der Strccke,
die die Nullkreise des elliptischen Biischels verbindet, dessen Kreise
die Kurve in je fiinf benachbarten Linienelementen unter gleichem
Winkel treflen) fest, so dall alle Elemente dasselbe M be-
sitzen? _

Indem ‘man durch Inversion diesen Puukt ins Unendliche iiber-

triigt, wird man auf die Bedingungen

ay=ag=10,

daher auch '
To=T3=1

gefithrt, woraus folgt, daB in diesem Fall die Kurve eine logarithmische

- Spirale, allgemein eine Loxodrome ist.

Die einzigen Kurven mit festem M sind also die Loxo-
dromen. :

3. Eine Eigenschaft der Lemniskaten. Alle ein Linien-
clement enthaltenden Kreise haben ihren Mittelpunkt auf der Geraden,
die das Linienelement senkrecht schneiden. Wir wollen ein Gegenstiick
zu dieser einfachen und trivialen Tatsache in der Im’er‘sionsgeﬂmetrie
suchen. Wir wihlen drei Nachbarpunkte auf einer Geraden und
kénnen auch noch fordern, daBl die co! durch fiinf Nachba1*p1111kfe be-
stimmten Loxodromen die Gestalt von Doppelspangen haben, die aus
zwel kongruenten, um den Winkel = gedrehten Teilen bestehen, Es
zeigt sich, dabl die Loxodromen dann durch die Gleichungen

x+/¢y=z='aei“1fﬁ‘a’_&<i;’;\

f:@qy(i’—GOtg a’)
gegeben sind. ¢ ist konstant, a verschieden fiir die Loxodromen.
Wir fragen jetst nach dem geometrischen Ort der asymptotischen
Punkte (¢ =+o), also der Nullkreise der hyperbolischen Biischel,
welche die Lemniskaten jeweils unter konstantem Winkel () schneiden.

Man erhilt piy=-+aci®) sn2a

oder durch Flimiiation von a
(@242 =2a zy.
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Dic Lemniskate mit ihren Inversen vertritt also in der Inversions-
reometrie .die Rolle, die in der euklidischen Geometrie die Gerade als
Ort der Mittelpunkte der Kreise eines Berithrungsbiischels spielt.

§ 8. Minimalfiichen konstanter Inversionskriimmung.

An anderer Stelle ist darauf hingewiesen worden, dal die einzigen
Minimalflichen konstanter Inversionskriimmung die Minimalregel-
flichen sind, also die gerade Schraubenfliche und die Limsche imagi-
niire Fliche.l) Der Beweis fiir diese Behauptung soll hier noch mit-
geteilt werden. '

Die beiden durch die Beziehung

verbundenen Invarianten haben die Form

: R ¥ 5 29¢uttu
gy = 9{ / €2 20 Gy — qc 1] )+]\

(B — By Le?g® \?
B 2 [ B: / Lo, 2(301, Jv |
o= =T G i 2o =001

Dabei ist das Bogenelemellt i der Form

Edur+grdv (E=c¢% G=¢? F=0)

vorausgesetzt und es sind Krimmungslinien als Parameterkurven ein-

wefiihrt.
Dic beiden Copazzischen Formeln
L N
Li=tLilgty G
L N
Ny =3 O L' G
ergeben dann mit
FE (+
'Rl _— E 3 Iiz = E
and | R+R,=0
den Ausgangspunkt. '
s wird zundchst
p = Nu =0,

N ,J. L* 8. 18, Die Formeln fiir die Inversiomskriimmung von Flichen
dasclbst Scite 16.
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und da die Kriimmungslinien ein isothermes Netz bilden, so ist zu

setzen | L= G =uw?(u,)
oder e=g=1w(u,v).
Es ist also aus . -
L - By =w* (m -+ N—@)
weiter zu folgern Luy=—DN{(v)=¢,
oder Ry=w?e1, Ry=—w?¢2 *

Demmnach kommt, wenn die Differentiationen nach # und v durch
die Fubmarken 1 und 2 bezeichnet werden,

J, = i(c—of)wwll—{—wr, 3w1)+1)
Jo=1(c7 22wy +uwi—3uwd+1),

und es soll w dann so bestimmt werden, daR diese Grofien konstant
sind und ihre Swmme gleich Eins. Dies fiihrt auf die Gleichungen

2wy, +wi—3wi=c(1+2),
2w ey wF — 8wi=c*(1 — ).

Hier fiihrt man noch #-4v und % —v an Stelle von « und v ein _

| und. erhilt

200 (2017 + 2 wyy - way) - (W1 — ) — 3 (wwy +w,)? = 2 (1 + %),
210 (1037 — 22015 + wgy) - (10, - 105)2 — 3 (W — )% = ¢% (1 —x).
Hierfiir kann geschrieben werden
4 ww12 — 8wy, = ¢,

bohhebhch gibt die Substitution

¢ i
=5¢
2

die emfachu] Differentialgleichungen:
by Ay =2¢" 2/
112—,11@2:%@—2’-.

Unsere Aufgabe ist jetzt davauf zuriickgefiihrt, festzustellen, wann
diese beiden Gleichungen vertréiglich sind — es wird sich daraus er-
geben, daBl man x gleich Null nehmen mufi. Sodann aber sind die
Minimalfliichen wirklich zu bestimmen. '
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Berechnet man 4, ,, doppelt, so folgt
wy=c" 2 (31, — xhy)-F A2, pds,
und entsprechend bei Doppelberechnung von 2,
py = o2t (— 824 Fsdy) — 11 2,2 4l

Aus g, = 1y, folgt dann
w2 Ly (02 0, 2 kA, =0,

Neben diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung  tritt

cine zweite, die man erhilt, wenn man einmal nach » und einmal
nach o differenziert, dann Z,, eliminiert und schlieBlich den Wert.
9¢~2* von 1, + Ay einsetzt. Es kommt dann:
(;]_2;\- {(2—4{}52) 1122-4—%3(A]2+i22)}+3122 ’:(HZJT1)(}»12'%‘2,22)—4%2,];“2)}:0
und damit ist die Untersuchung der Vertriiglichkeit von zwei partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf die von zwei Gleichungen
erster Ordnung zuriickgefiihrt.

Man hat nun noch Ze* und Z.e* aufrulsen und wird wieder
durch weitere Differentiation darauf gefiithrt, daB » gleich Null sein
muB and Z, oder 4,. Beide Fille sind grundsitzlich nicht verschieden;
wir werden, zu den urspriinglichen # und v zuriickkehrend, fordern,
daB w von (u-v) abhingt.

Dann kommt die Differentialgleichung

2w’ — 2 (w)2=c?
zur Bestimmung von w als Funktion von w2, und die Invarianten
werden . -
Ji=3(c?@uww” — 2w+ 1) =§ =,

Wir erkennen also: Wenn es iberhau pt Minimalflichen
konstanter Konformkrimmung gibt, dann ist fiir sie

J1= ng %’.

Es ist dann noch die Bestimmung der Minimalflichen, also die In-
tegration der Differentialgleichung fiir w auszufihren. Mit Unter-
driickung unwesentlicher Integrationskonstanten erhilt man die wesent-
lich verschiedenen Ltjsungen

Cw —|/ﬁ (uv),

2. W = V:: (;]b (Zb+ 'U)
Dic erstc Form kommt dem Linienelement der Limschen Fliche
zu, die zweite dem der geraden Schraubenfliche.

e
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In der Tat: Die Lirmsche Fliche

3
" , "
r= ('-”_52 -—’ll:—}'“i“;’v,
w3 u
—_——
642 I3
2 ?

——

2k

I

v,

hat das Bogenelement

ds? = (1 — 2—2) dn? 4 dp?

»

tr

und thre Kriimmungslinien sind bestimmt durch

v (1-2)qa o

Durch die Substitution

2v v
u:u,—v],]/l — = Ji];_l—
1]

werden also die Krﬁnmlnngs]iniwen als Parameterkurven eingefiihrt und
man erhiilt

- 2 .0 9
2 =L @ e B e (1t

= ? (tty +v1)? (day® +- dv,?),

v

was dem ersten w entspricht,

Der Zusammenhang des zweiten 0 mit der Schraubenfliiche ist in
wd. L4 8. 18 dargelegt. —

Damit ist dann der zu Anfang des Paragraphen aufgestellte Satz
bewiesen.

ST
N
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= s Xty




