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In der ebenen Affingeometrie gilt der Satz: Trigt man auf den von einem
Kriimmungselement ausgehenden Extremalen gleiche reduzierte Lingen ab, so ist
der Ort der Endpunkte eine Gerade. Es wird festgestellt, inwieweit diese Eigenschaft
fiir ein Variationsproblem charakteristisch ist.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1923/24, S. XII - XIII)
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[lmkehrung des Variationsproblems der ebenen Affin-
geometrie.

1. Die Extremalen des affin-invarianten Variationsproblemns

‘dﬁy% L ot
6f(d_x—2> d“z—’sf(w?/ —y'z") dt._p

&md “bekan'ntlich die Parabeln. Nimmt man fir ¢ die ,Affinlinge®,

das ‘h”eiﬁt also: nimmt man - ' '
z'y" — ' =1,

so erhilt man die Darstellung :

&= 24+ A.t+%ut 2

, . (b — by, = 1)
.”/::yo’l”bldt’!‘—z—-ﬁtgi
Sind %y, Yor @y, Uy gegeben; so sind damit alle von dem Kriim-

muingselement b /iy
R . A AN |
¥ =Zo; Y = Yo de)n o \dzto a®

ausgehendén Parabeln dargestellt, und die Elimination von 4¢ ergibt

At? , At2
(y — Yo) ¢ty — (& — Zp) by = 5 (aybg — Dyay) = 5 -

Man sieht, dah der Ort der Endpunkte gleicher ,,Affinstrecken
At auf den von einem Krimmungselement ausgehenden Extremalen
eine Gerade ist. '

Diese Beziehung bleibt bei Kollineation seﬂbstv‘ersténdlich‘ erhalten.
Um auf diesc Tatsache niher einzugehen, transformieren wir zunichst
dag Integral ' '
‘ f @y - y'ﬁ")\'%-" di
vermoge C

P2l = (0330 1 g + Ayg) 2 (8ag + B 4 (lg) : (Ayit - gy - t155)
und erhalten:
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Die Extremalen werden dann die Kegelschnitte, dic die Gerade
ot == (ol + 135 =)

heriithen. Von jedem Krimmungselement P gehen 30! der opt Extre-
malen aus, und der Ort der Punkte ) auf diesen Extremalen, fiir dic

f‘Q ey — gy 7")‘* i

P U+ u:ﬂ!/ —+ flgq

cinen festen Wert hat, ist wieder cine Gerade.

Kehren wir (unter Ver wendung von Fufmarken fiir die Differen-
tiation) zur nicht homogenen Rclnelhvﬂvehe zuriick, so lautet das Er-
gebnis:

»Die Extremalen des Ym-imionsproblems

1 -1
0 f Yotz ~hy+c¢) de=(
sind die oot die Gerade
e by +e=10

beriihrenden Kegelschnitte. Der Ort der Endpunkte @ aller von einem
Kriimmungselement P ausgehenden Extrema]lbﬂgen gleicher reduzierter

Linge
¢
A == f et (ax by +¢)  da
I

ist eine Gerade.*
Die auf diese Weise einei Kriimmungselement  sugeordneten
(;Ul'?lflen gehen h‘l(_‘h (1(” \('hﬂlttpnnk _s.emn@[ [-l”gﬂ”tﬂ ”“,t/ d@‘.

gemeinsamen Tangente der Kegelschnitte,

2. Die festgestellte Tatsache legt folgende Fragestellung nahe;

Wie muli die Funktion f (1, Y2 42) gewithlt werden,
damit der Ort der auf den von einem I\rmmmungseﬂemmn
ansgehenden Extremalen gelegenen Punkte @, fir die
die y,reduzierte Linge-

)
i’ =f £y i iy o) da

>

cinen festen Wert hat, <tets eine Gerade wird?
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Die Frage ist zu lésen durch Verwendung der Forderung
o dy =@y, 5 40 A Azt g (2,9, Y A1),
die eben zum Ausdruck bringt, dab die Komponenten A, Ay der
(geraden) Strecke PQ cine lineare, vom Ausgangselement (z, ¥, #y, %)
und der reduzierten Lédnge der Extremalenbogen (P@) abhingige Be-
ziehung zu erfiillen haben. TFiir ¢ und o gelten die Ansétze

=y, + adt* + a, 4% 4
yr= A2 pAtt ...
Fiir Ay ist die Reihenentwickelung einznsetzen
Arf~yldm+ 2 Aa? {.yi" Az ..
und fiir 4¢ die’ Reihe

At= [fiz= 4o (, -.J;' Ax+f”Ag,2 St

Die Dmﬁ'elentla]quotlentem y4, Y5 . - sind dann verinoge der EuLer-
schen Gleichung -

/;; - (H (fﬂ)_l_('ii_z (fva): 0

und ihrer Ableitungen zu eliminieren, und die durch Koeffizienten-
vergleichung gewonnenen Bezieliungen diirfen y, nicht mehr enthalten.
Es wird sich zeigen, dafi

F=yot (aatby )

die einzige Funktion ist, die vmgeschuebene Fﬂrduung

erfiillt.
Wir werden zuerst nachweisen, daff f die Form haben mubh
. ) L
/(ﬂ&‘, Y5 Ya) = Yy° F(ﬂ?, ¥ Y1)
sodann erkennen, dab F"von y; frei sein muB
Fyl =0,
endlich die Gestalt von F

..1 '
F=g (g linear in 2 und y)
erhalten,

8. Man hat gemiifi der angesteliten Uberlegung die Koeffizienten-

\’erglemhmmg n
%d m+y3d 34,
= Az (adt® 4 agAtt 4. ) - Bt -yt L
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vorzunehmen und erhilt

’/‘) 8 1/ > T . ) . ' .
5 = A7 ~’ = af 2 Bf L+ Y - yof vy - yaf )

also
= _2
p= 2 -
1
g = Bf/ I w2
oder /@ _ 1
[ Bu,

und daher

1
f= 1/05 F2y, ). |

Hieraus folgt fiir / und seine Differentialquotienten, die wir bis
zur dritten Ordnung brauchen :

/= ."/2_3 F (i, Y1);
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Sodann ist im Gleichsetzen der Koeffizienten fortzufahven Zemil
dem Ansatz

L=br=put p
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Setzt man in der vorletzten Formel die oben berechneten Aus-
driicke ein, so folgt .
Vo= g0 05t 29, P F 4 2 gy 2 (FVY
129, FUF" 72y y,5 FA,
- Die. Evirrsche Gleichung. aber gibt

"

| 3 S S
Vo= g ¥ Y5 — 20 F LT 4 Sy FLF 2 s -t py

[ ' d E
- g“yag F—I% (yzé Fyi)

und diese Werte konnen nur dann einander gleich sein, wenn F' von y,

frei ist, also
Fy1 = 0.

Bei der weiteren Rechnung geniigt es, die Koeffizienten irgend-
einer Potenz von g heranzuziehen, z. B. der ersten; es handelt sich ja
doch nur darum, das Ergebnis | :

f=yt @z by+o?
aus notwendigen Bedingungen zu erhalten. - Daf diese Form dann

hinreichend ist, um die in Nr.2 verlangte Forderung zu erfiillen,
wissen wir schon auns Nr. 1. .

Durch diese Uberlegung sind die an sich wmfangreichen Rech-
pungen wesentlich #n verelufachen.

Man .erhilt aus der Koeffizientenvergleichung
Y=+ 10ys (= F2(F)2+ FAF" 4y, F1F)) + ..
und aus der Eurrrschen Gleichung
do= oo 430 (5 14 Sy, FA Ty Loy 4.
und durch Kombination die Forderung '
EAFY —y, F1F, —2F?*(F")2=0.
Ersetzt man F durch g%, so folgt '
2920 ) —97 9"+ 4979y — 297 (9")2=0.

Es wird also gefordert, daB die nur von « und y abhingige
Funktion ¢ die Bedingung

g"—-ygyp=y‘m+2%ﬂw U Gt Yoy — Yagy =0
erfiillt, d. h. es muf sein

e =10, goy =10, gy =10
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oder 1
1’,"2%g

Taz by ie
. Hiermit ist das angekiindigte Ergebnis festgestellt; das affine

X 1
[=yy* F= i’lzﬂg_l

" Extremalenproblem (nebst der projektiven Verallgemeinerung) ergibt

sich als einzige Losung der aufgeworfenen Frage.

4. Im Raum entspricht dem in Nr.1 zum Ausgangspunkt ge-
wihlten Satz der folgende:

»Die Extremalen des Variationsproblems
¢ 1
8(At) =6 f ST Tl 7Y LI N

P (2 4+ gy a3y +,)3

sind die Raumkurven dritter Ordnung, die die Ebene
Pz y) = a0 —agy +agz -0, =0

zur Schmiegungsebene haben. Von einem Flement (70 e 2y Y1y 210 Yo 2o
Yw 23) gehen o€ 2 Extremalen aus. Triigt man auf ihnen gleiche redu-
slerte Léngen .1¢ ab, so ist der Ort der Endpunkte eine Ebenc, und
die einem Element auf diese Weise zugeordneten Ebenen gehen dureh
die. Schoittgerade der Ebene F£=0 mit der Schmiegungsebene des
Ausgangselementes.®

Ol dieser Satz eine Umkehrung vertrigt, kann wohl nur durch -
umfangreiche Reclmmmg entschieden werden.
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