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Die AufschlieBung von Differentialinvarianten.

Dic Bestimmung der Differentialinvarianten endlicher kontinuier-
licher Transformationsgruppen, ein von Sopxus Lie nicht véllig durch-
gearbeitetes Teilgebiet seines groBzligigen Programmes, ist durch die
Anregungen von Herrn G. Pick?) zu einer neuen Dlﬂ'erentlalgeometne
ausgestaltet worden, und spiiter hat Herr G. Kowarewskr darans eine
ganz neue Disziplin a'escha{’fen die sich in lebhaftester E ntwmklumg
befindet. 2)

Hierzu sollen die folgenden Darlegungen einen Beitrag llef'em
Vor allem soll zuniichst gezeigt werden, dafi ein grundlegender Satz
KowaLewskr’s, der in sehr allgemeinen Fillen die ,,Aufschliefung“ der

. Differentialinvarianten ermoglicht — so darf seine Leistung mit einem

der Chemie entnommenen Gleichnis genannt werden — unmittelbar aus
den Hauptiehrsitzen der Lir’schen Gruppentheorie erfafit werden kann.

Im Anschluf daran wird sich herausstellen, daf die hier zu ent-
wickelnde Methode, mit deren Hilfe die einfachste Schreibung und ein-
fachste Bestimmung der in § 1 niiher gekennzeichneten Differential-
invarianten ebencr Gluppen cre]elstet \m‘d auch die Ubertragung auf
Gruppen in Riumen héherer Dmmensmn bei geeigneter Auswahl zulifit.

§ 1. Beweis des Kowalewski'schen Fundamentalsatzes.
1. Der Fundamentalsatz fiir die Ebene.

Herr Kowarewski hat durch” Weiterbildung der Gedankengiinge
der  natiirlichen Geometrie® den wichtigen Satz bewiesen?):

Der niedrigsten Differentialinvariante einer r-glied-
rigen Gruppe von kontinuierlichen Punhttransf’ormatmueu
der Ebene (r>2) kann die Nm,maHorm gegeben werden

') G. Pick, Natiirliche Geometrie ebener. Transformationsgruppen.. Wiener
Berichte, math, -naturw, Klasse 115, Abt. 11 A, (1906). 8. 139—159.

) G. Kowavewskt, Grundlegende Sitze der natirlichen Geometrie ebener
’1‘rans’ﬂornntlonsg1uppeu Siichs. Akad. der Wissenschaften, math.-natarw. Klasse
78 (1921). S. 311—326. — Rieran schlielt sich eine Reihe weiterer Arbeiten. —
Herr Eneer weist Sornus Lie, Gesammelte Abhandlungen V, Leipzig 1924, S, 676
anf die Fortschritte hin, die iiber die Ergebnisse von Lir im Gebiet der Diffe-

rentialinvarianten hinans durch Pick und Kowarrwsxi erreicht worden sind.
3 A.a. 0. S. 315.

1*
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1 1 -2y ) -2
Tr =y Gy g0 o (g gy,
wenn die (r—2)-mal erweiterte Gruppe in den Koordinaten
1 r .2 r-2
z, Y, ?/() J ne Y (f' ): (,ZA_?{
dz : s
daor-2

der Elemente ¢,.p transitiv ist,

Dieser Satz steht im Vordergrund; daly sich dann ¢ und » durch
Quadraturen bestimmen lassen, ist sehr leicht nachzuweisen; ebenso
auch, daB das ,invariante Bogenelement* durch Quadratur bestimmt
ist und die hoheren Differentialinvarianten durch Differentiation ge-
funden werden.

Die Aufspaltung der hoheren Klammerrelationen.

Die Zuwachsgrofien
1) ) @ 3 (m

der Differentialquotienten

y My g™

bei der eingliedrigen Gruppe

U =¢+ngh

sind bekanntlich gegeben durch
(n-1) d
m _dy mds
K T dw —Y daz
und sind (wenn m > 2) linear in y™. Es ist also, weun >3
-1 -1 (1) .2y o
(1) 77(7 ) y(r ) a (.’E, Y, Y - ?j(r )) _:,_ﬁ (SL‘,. Y, .,/(1) .. y(r 2)).
AuBer diesem cinfachen Gesetz ist eine bekannte Eicenschaft der

. 1 ] .
durch Hinzunahme von ™. 4™ erweiterten Gruppe

(UU) = Ze,, U, ()

heranzuziehen — man kénnte sie die ,Einordnung der erweiterten
Gruppe* nennen.  Sie kommt in der Formel

9 {(m) ( (m) (m) (m) ¥, (m)

(2) U; )= U™ )= 2034

zum Ausdruck.!)

1) Zur Beziehung (2) gelangi man leicht anf folgendem Weg., Man geht
aus von der durch Schluf von % auf n -+ 1 zu erweisenden Beziehung :

d o (/-)mU(n"_l)(df _;_d/‘ dE

da: dz) “dr dx
Hiernach ist wegen

S _dn®™  aend$
T odax : dx
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Setzt. man nach (1)

('r-1) (1 1)
7713

so crhilt man demgemil
U(T 1)( A(’ 1)) U(‘I 1)(21(?’ 1))
= 7],-" 1 ak+y(1 1) Ua’“ 2) (“k) + Uir 2) (‘Bk)
- ’h-,(M) a; — ?'/(r_l) Uk(rvz) (ai) - Uk(r-g) (ﬁi)
— Zéiks (g/(r'l) a - f )

Setzt man die Werte der 17( g 171 "D ein und ,spaltet?, d.h. ver-

gleicht man die Faktoren von %" und den ubnghlelbenden Teil, so
wird man auf die Gleichungen gefiihrt:

Ui(r 2) ( a_k) . Ukcr -2) (‘h-) = Zcim a
U2 (B) = U7 (B)+ ooy —a, B = Ty, By

Diese ,anfgespaltenen Klammerrelationen® vermitteln den Beweis
des IMundamentalsatzes.

a; 4B,

)

3. Beweise des Fundamentalsatzes.

Wenn es erlaubt ist, das oben herangezogenc chemische Gleichnis
noch weiterzufiihren, so kdunte die Normalform y, = als kristallisiert*
mit K bezeichnet werden, im Gegensatz zur bei Lie noch ,amor-
phen® Im ariante. Lie hat nicht hmlelchend beachtet, dal eine solche,

»Auskristallisierung® zur Grundlage der AufschlieBung gewihlt .wer-
den kann, '

) (n) AL -1y A,
(A1) ¢ (1) (n-- 1)(duk ) (1) 7 () k) 0 3
U 0" ) = U ) Y i \T2) "M d

g, o +1) d S A& )
__(TT(IJ?M (“n ))_J" d,cU;j(E;;)—d;vim
d"t (n-}-1)
d'n k

Ui(" +1>(, _("H-D) U _(":Hrm)(m(n-'r 1))

_____ (U (n)( A(”)) ll (n) ( A (n))>
gD d_“; (Ui (&) — Up(&)),

woraus (2) dann durch allgemeine Induktion folgt wegen
Ui(&) = Uy (8) = Zeg, &

Lix hat, wie es scheint, einen kwrzen Beweis der Fmordnung der exwmtel-
ten (Gruppe an keiner Stelle mitgeteilt.

und
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Indessen wollen wir vorldufig die Bezeichnung
=1 oty
beibehalten und jetzt die in Aussicht gestellte ,AufschlieBung vor-
nehmen, wobei zu beachten ist, daB der Voraussetzung nach dic
Funktionaldeterminante
0 (§= T ’7(1) - ?](r-E))
a(x,y,y(l)“ yff-i’))
von Null verschieden sein soll.

Durch dieselbe Art der Aufspaltung, wie sic oben zum Nachweis
von (3) vorgenommen wurde, erhiilt man aus
- -1) -1 r-1 -2) rey
U,;(r Y (y(r 1)'P+?P)5’ii(r )fPJrl/(r ‘ Uq;(r )(fPH- U,-(' )(ap)m 0
jetzt die beiden Systeme von je » Forderungen
(4) Ui('r-fl) ((/?) _1__(11‘ fl') —_ 0)
(5) UL ()i =o.
Wenn diese ‘Gleichungen vertréiglich sind, dann ist ¢ aus (4) bis auf
einen konstanten Faktor und sodann y aus (5) bis auf ecine additive
Konstante bestimmt, beide durch Quadraturven.
Den Nachweis der Losbarkeit von (4) erbringen wir jetzt durch
Umwandlung in ein System linearer, homogener partieller Differential-

gleichungen mit » — 1 unabhéngigen Veriinderlichen
) (r-2
myy e 0
indem wir die Losung in die Form
oy D (r-2
f(:')’rf.‘y:y e yr ),fp)-——(,'
umgegossen annehmen, d. h. es sind aus
O 3f do
du ' dp Su
(M =, I, y(l) ‘s y(r-f:‘)‘)‘
- 6 L] 0
die % einzusetzen. Man erhilt dann

ORAGET AN O EERTAA
An (4Y) kann jetzt der Charakter des vollstindigen Systems leicht
erwiesen werden, denn es ist .
k (r-2) yr(r-2 N r{r-2 s (r-2 of
(Vi Vn-') = (Ui L /;( )) - '/"(L:i( )(ﬂk) — Uy )(f“i)) dp
und hiervon ist der erste Bestandteil wegen (2) gleich
Zciks Us(r-g) (f)’
der zweite aber wegen (3)

- 6/
— (2 Ciks as) ,'3—(.5; :
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Also ist K

(V'i Vl‘) = Eciks Vs (f)

und es liegt in der Tat ein vollstindiges System von r unabhingigen
Gleichungen vor.,

In dhnlicher Weise sind die Gleichungen (5) zu bearbeiten. Sie
lassen sich in die Form bringen

(59 W.(N= U2 (/) — o, 5= 0

bringen, wobei.dann ¢ als bekannte pimlich aus (4) bestimmte

Funktion zu betrachten ist und v als unabhingige Verinderliche neu
hinzutritt.

Klammelbuldunm hefert.
(W, W)= (U2 0™ —{ VL,
. In der geschweiften Klammer steht -
U2 () — U2 (98)) S
= (U2 (8) = U2 () + B, U™ (0) = 6, 0,72 (o)
oder mit Riicksicht auf (4) und (8) |
(p(Ui(T-Q) () — qk(r-?) (8:) — Bra,+B; a.k) = @2y, By

Es ist also -
(W, W)= 2e,, W, (f). |
Damit ist auch die Bestimmbarkeit von v nachgewiesen und die Be-
rechtigung sowohl wie auch die Berechnung der Normalform festgea
legt, also der Fundamentalsatz von KOWALEWSKI

4. Beispiel

Bei der Anwendung des Verfahrens, das ja auch schon in allen
Fillen wirklich durchgefiihrt worden ist, kann man — das mag hier
eingefiigt werden — sich noch eine gewisse Freiheit vorbehalten und
wird sich nicht ganz an die Regel binden. Sofort einleuchtende und
durch die Gestalt der Gleichungen nahegelegte Integratiomen wird
man gern mitnehmen, wenn dabei umfangreiche Determinantenbildung
erspart wird.

Die Iovariante

Jo=1{(zy,y"-- 4®)

der sechsgliedrigen Gruppe

of Of ixdf o of of
e aJ 3J a«

X . t
@—}_zﬁy ! 6::: 6;;)

mag alé Beispiel in diesem Sinne behandelt werden. - Sie ist von- z
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und y frei, und die dritte infinitesimale Transformation gibt: & = g,
= 81'.1:’ 77(m) i)m L‘ )

Man erhiilt also nach Abspaltung des Faktors ¢” fir £ die Diffe-
rentialgleichung

( O N A
sy sy B ] T 5 - sy®

Dazu kommt noch eine Gleichung, die man durch Vertausehung

von ¢ mit -¢ erhélt.

Hieraus crkennt man sofort, dal / nur abhingen kann von
g

(“‘ ) (5) (I-f;p

=y ey, =y di
Da / in #® linear ist, hat es die Form
[ = If3q (tl, f,) 4=y (f’i’tz)'

Die iibrigbleibenden Transformationen vereinfacht man zuerst durch
Einfilhrung von #; und nimmt erst nachtriiglich dic Erweiterung vor.
Bei der fiinften ist '

&=¢", 7] = J(, ¥

( ) = -y, fr/ =(— f/m — YT y(z)_)) e,

' (J J(l) JI‘J )c”,
also |
11377(1)_+n(3)_ — 924 (J (L) ‘ (d)) Cw: —‘_3”‘. c‘l-‘T'
dz, ﬂE o i .
T, = T ’(i’B (21: ,21'1',2 -—~g.l!'2’)(,' :(.2[1_,3”2) o
dty g . N o
Ty = im - d de = (2 &fl l. 35 -{- 21‘2 — 34 [‘3 - ”:j.) o

= (¢, -+ 1(2¢ —4163‘)) e,
und man wird durch die fiinfte und sechste infinitesimale Transfor-
mation auf dic¢ beideu Forderuno'en gefithrt
2t13t 3f°az (=2t =0

5. ., of
9 o = )
uflﬁfvg : Offz 6?3—().

Hieraus kommen fiir ¢ die Differentialgleichungen
Oy

dep
2!51 67—'—3)#261_ -+ 477 =g
dgp
2¢ =~ =
| Jl 3, 0.
Also ist zu setzen o= tl“g.

Zur Bestimmung von-yp dient sodann
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Zt 6'/)_L3f 1/1 2)5 _
1 P=0

14ty 2 §t,,

Sy

o L 4 N )

woraus tolgt

oy 5 .3
s,= " ghh
dy .2 15 9, 4
Sty =4 4 bty
D, 2, - -
Y= _‘1-&‘-2 fl‘}—fl 1,

also schlieflich
J_;: (!/(3)+ (0))( (1)_1__,/(‘5)) ( (2) 1 (4)) (J(l)J[‘y(B))
N RTOR

Deutet man # und y als Koordinaten ciner Geraden, wobei x (¢)
der Winkel des vom Koordinatenanfang O auf die Gerade gefillten’
Lotes OI” ist und y (p) die Linge des Lotes, so liegt hier die La-
¢UERRE'sche Gruppe vor, die ich, noch ohne Beriicksichtigung des
Kowavrewskr’schen Satzes in einer Mitteilung ,Zur Geometrie der
Laguerre- Gruppe® Journal fiir die reine und angewandte Mathematik -
154, S. 15 —19) behandelt habe. Dabei wurden anch die Kurven

J; =¢ (,Kurven konstanter Laguerre- Kriimmung®) bestimmt.

§ 2. Differentialinvarianten von Raumkurven. L
Bei den folgenden Bemerkungen iber die Differentialinvarianten
von Raumkurven darf das Formale wohl etwas kiirzer gefaBt werden,

da sich im Grund dieselben, aus § 1 saehuﬁgen Betmc]htungeu wieder-
holen.

1. Aufspaltung der hoheren Klammerrelationen.
Sowohl bei den Grappen mit 2o +1 (#2>2) wie bei denen mit
27-+2 (r>2) unabhingigen infinitesimalen Transformationen kommt
die »-te Brweiterung in Betracht, also ist
A O L) e
(1) [ Mg =Y Prta" Byt By
n_ @ e
m ‘Ci =Y yli_‘%_'d y2q§+y3ii
wobei die § und y nur von
. . DI ¢ | -1 -1
2,5y, 20 L ) D
abhéngen.
Aus

(Ui Uk) = Eciks US ()
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folgt dann durch Erweiterung

7 () (r) (r)" - L n
Ui’ (% - U, (; )= e,
1) (N -(,) POV xp 20
v;” (& ) U 7(ET) = Zeggsy

Die linke Seite der ersten (Gleichung wird
e r yro-1 D) gD (r-1)
’77:(7‘)1611-,"}‘@0) ﬁzl.:”ll“yr) Uir (_ﬁll.-)f‘mb' (ﬂﬂ-)_l'_U‘r (ﬂdl.)
. () 1), -
“’71;(?) ﬁli_gium ﬂz@"“yr Uf.e(r )(_ﬂ?.i) AU (rl)(/o ) U (H)(ﬂh)
Dieser Wert ist einzusetzen und dann wie in § 1 dic Aufspaltung

vorzunehmen, die hier auf drei Gleichungen fiihrt.
Unter Verwendung des abkiirzenden Symbols

()"m fun)il.‘ = 'Zrm' t“'n}.-, /nu i (;m !wn) ki
- . '
lassen sich die Gleichungen so schreiben:

Uz'(f.l) (ﬁ”,) - ‘UJ;(T-I) (ﬁu‘) - (71 ﬂz)ﬁ- - w'ciks ﬁls’
@) 3 U (Bo) = U (Bag) + (Bo B T (72 Pedn™ Zeips Bog
UL () = U™ () + (B Bl (o= e
und dazu kommen die weiteren drei Gleichungen ’

Ui("'l)(;fl,.)-— U.(r'” (o) T (Prra)a v (F172)a = 205 71e
@) U 1)(?31)* A (720) T (Po71)ar = 2055 T
i Ui(-r-i)(yskn) — U (rag) + By v+ (73 72)ie = ZCips Vi

Durch entsprechende Ausniitzung dieser Beziehungen erhalten wir
Aufschliisse iiber die Differentialinvarianten von Raumkurven.

2. (2r+1)-gliedrige Gruppen (»>2).
Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Kowarewski 1) haben
hier die (beiden) niedrigsten Invarianten die Form
— " ()
J=y"A+BLC
im ,allgemeinen ¥all“, wenn die Transitivitét in den Koordinaten der
Elemente -
_ 6 (3, 2,y A0 D o)
besteht, d. h. wenn die Funktionaldeterminante
d(':: e 77(1) SaE ’T(H)s C,(r,l))
5 (%, 4, 2,y A0, D) 1))

von MNull verschieden ist.

1) Zwei Arbeiten von Herrn Kowarewskl iber die Differentialinvarianten
von Raumkurven befinden sich z.Z. im Druck. Die eine wird im Journal f. d.
reine und angewandte Mathematik, die andere in den Berichten der Sichsischen

"~ Akademie erscheinen,
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Um dies nachzuweisen, haben wir von der Forderung
U(r) (J) (r) A +Z.'(r)B+J(r) U(r -1} (A)-}- ) U(rl) (B)+ U(rl)(C)
auszugeheu und werden durch Aufspaltung wegen (1) auf die Glel-

" chungen gefiihrt

@ U™ (4)+ Apy+ By =0,
(5) US™ (B)+ Ay + Byy =0,
(6) U™ ()4 Ay + Byy; = 0.

Sodann schaffen wir uns wieder aus den (27-+1) entsprechenden
(leichungen (4) und (5) ein System von 271 linearen partiellen
homogenen Differentialgleichungen . erster-. Ordnung ml.t den unab-
hcmgwgen Veriinderlichen

Z, Y, &, y™ .. A A, B,

indem wir die Bindung der 4 und B an z,¥,2 AV ups in der
Form geschrieben denken
f(j;: % Gy 5(1-1)! .A, B) = C
~ Danon ist also
rﬁf d.A 6B
(7) ou i_ 6A du +«SB dw
(=9, &)
Multiolins . of v . Of :
ultipliziert man (4) mit — 57 und (5) mit — 57, so kommt die an-

gestrebte Gleichung
®) V()= UV () — (4Bt B 5 (Aﬂza+]’)72v 5="0

Es gibt 27+ 1 Gleichungen und die Anzahl der uuabhaugmen Ver-'

iinderlichen betriigt
34+2(r—1)+2=2r43.

Auch bilden die Gleichungen ein vollstindiges System, denn
es wird

(Vi Vz—)‘ - (Ui(M) Uk(r-l)) T { 4 ( Ué(r-l) (ﬂlk) o Uk(fd) (‘ﬁm) o (ﬁﬂ }’1)5;1‘@) :
+ B (Ui(y-l).(}’m) — Uk(f’m (Bro) -+ (1B )a— (72 y‘l)ik) } g{I
—{ AU (Bo) — U (Bo) — (Ba v — (BaBr))

] TP re P
+B(U (r) USSP () — (1 ﬂz)ik)} g.é, |
oder nach (2) und (3) _

(V) = Zeg { U2 (D~ (Aby,+ Bri) 5
— (A By By, sh )= Ze,, V1),
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Es liegt also ein vollstindiges System von 2r -1 unabhiingigen
Gleichungen vor mit 2 unabhiingigen Liésungen
A R A1) >
£z 270, 4, 1) =0
N o~ (r-1)
[ (29,8 277, 4, B) = «,.

Hieraus konnen dann A und I bestimmt werden.

(9)

Ehe wir die Berechnung von € durchfiihren, die ja erst die
Existenz der Invarianten in ,Normalform* sicherstellt, wollen wir uns
vorab iiberlegen, wie die Bestimmung von 4 und I3 sich gestaltet.

Da die Invariante stets mit einem konstanten Faktor multipliziert

werden kann, liegt es nahe, anzusetzen

B=714
und ‘zuniichst 2 zu bestimmen.
Dies gibt nach (4) und (5) die Forderungen:
U A+ Ap -+ By =0,
AUTD ()4 AU (A) 4 A By + By = 0.

Man kann hieraus leicht B und A eliminieven, indem man die
mit —1 multiplizierte erste Gleichung zur zweiten addiert und dann
durch A dividiert. Dies fiithet auf

Uf,(r-i) (2} Bos A (72— i) — i 7= O
Dieses System ist einer einzigen totalen Riccarrschen Gleichung
aequivalent. Ist Aie gelost, dann bleibt zur Bestlmmnng vou A -

(r- 1)
| U, A(ﬂhl/,h)ﬂ
woraus A durch Quadratur gefunden wird, —

Endlich ist noch € anzugeben. Die Gleichungen (6), in denen

nunmehr 4 und B als bekannte Funktionen auftreten, konnen wieder

homogenisiert werden, und geben
g (r-1) . 0
W () = 67 () (A g+ By, Jac
Klammerbildung liefert
(]/Ifl/l ) (U(Tl)b(rl))*"lf L(Tl)(][) I}Ll(r])(ﬂ)
_1_ A(U_(?'l (/))”) o V' (r-1) /)).-h) o ﬁsi L_/’k(r'l) (1‘1) ____’Jl IJ-(T 1)( )
+B(U‘“> (7a) — (rl)(?’al)”
oder mit Ricksicht auf (2), (3), (4) und (5)
(W, W) S, (U () — (4B, + B,H) o ) Ze, W (f)
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Es liegt also ein vollstindiges System vor, und demnach ist C
— naturgemill bis auf eine additive Konstante — aus (6) durch,
Quadraturen bestimmt. -
Also lautet das Ergebnis:
2r-4-1)-gliedrige, in den Koordinaten des Elementes
C ((13, ?/:‘ &y ?}'(]) e '5(7.1))
transitive Gruppen von Punkttransformationen be-

‘sitzen zwei Differentialinvarianten niedrigster Ord- -

nung der Gestalt )
J =y d+:" B4 C |
A und B werden durch eine totale Riccati’sche Diffe-

rentialgleichung mit den unabhingigen Verfinderlichen

1
@y, 8,90, B

bestimmt und eine Quadratur; sodann C ebenfalls
durch Quadratur. 7

Zusatz: Das Verfahren triigt noch weiter. Der in dieser Nv.
bewiesene Satz ist nur ein Sonderfall eines viel allgememmen der
hier noch fiir den R, ausgesprochen werden mag:

'Eine (37 --1)-gliedrige Gruppe von Punkttransformationen des
R, (z, vy, z,u) besitzt, wenn sie in-den Koordinaten -

TR ” () .. 1(11 L 1} Y
des KKurvenelementes (1—1 )-tEl Ordmmg tlzmSItw ist, drei Invarianten
niedrigster Ordnung '
J =y" A4+ B CL D,

wobei die 4, B, C; D nur von den Koordinaten des ¢, abhiingen.

(Wie man die Integration der fiir diese vier Koeffizienten be-
stehenden Differentialgleichungen mdoglichst einfach Tleistet, bleibt noch
z iiberlegem)

. (@r+2)-gliedrige Gruppen (»>2).

s Schemt fast, als ob sich eine ,,Normalform* fiir- die medrwste

Tuvaviante
T = (2,45 5™, &9, g, )

schwer festlegen 1iBt. Vorliufig mag daher die Angabe eines Teil-
crgebnisses geniigen. _ _ |

Einige bekamite Gruppen, darunter auch die /ehnghedrlge des
linearen Komplexes, lassen die Normalform

'jr= (y(r)) A11 + 9 y(r) NG A12 +( (T))2
o ,,@ g 7).
+2y" A+ 2574, + 4,
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m. Geht man von der Annahme aus, dafl bei der zu untersuchenden
Gruppe diesc Normalform zuldissig ist, so findet man leicht fiir die
drei ersten Koeffizienten auns
7 (r-1) ‘
durch Aufspaltung die Gleichungen
?(?’-1) R
U (An)'li_ZAMﬁH'%—zArz71;'70’
y7 1) . , ;
0, (AIE) g Bo Ay (g = o) Ags 7y =y
yu-l) o a4 ;
T‘f (AQ‘Z) %—2,4[2 pgi _'1"2—[122 ;'Ev:‘O-
Dic Zahl dieser Gleichungen betriigt
' 6r--6,
und sie sind homogen 1n
8- (1-+-2r+1)=6+-+6
Grofen, den A, , A, 4,, und ihren Differentialquotienten. Solange
die Bedingungen fiir das Verschwinden der Determinante nicht genauer
festgestellt sind, kann man also nicht behaupten, dafi sie formal ver-

triiglich sind.
Im iibrigen kinnen die Gleichungen auch hier wieder durch ein

System

N e ' , 5r
V.= D-;( i (N—2 Ay bt A7) 3}1/77
o (A“ BoitAss (yaet ﬁu‘) + A ¥ys .‘)ﬁlj
A

_2(‘41252;’—"1‘1 o =0

g2 V'oi) 34
. Y dAg,
ersetzt werden, bei dem sich leicht die Beziehnung
— ¥ 4 B
(Vi V) ==eu V()
nachweisen Jifit. Indessen, wenn die Gleichungen linear unabhingig
sind, so gibt es nur
34-8r41--2r -2=2
unabhingige Liosungen
I r'(T.l; {
fg(\‘fr) ?/,1;’..- a ,/jll,Alg,Agg):(;l
£ 1) ‘ ,
H( s @ s Ay Aygs Agp) = b

aus denen sich A, A ,, A,, nicht bestimmen lassen. —

11’

- Nehmen wir jetzt einmal an, die Bestimmung der 4,,, 4, Ay,
sei moglich, so wiirde sie nur Quadraturen erfordern, ebenso die daran
zu schlieBende der A, A4,,, 4,, aus den leicht anfzustellenden Be-
dingungen '

U«;(H) (Aw) Ay Pyt Ay ve AL by Aﬁﬁ 7=
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i i(M) 23) T Ao Byt Aoy 75+ A5 By '5’_-‘423 Y2 =0,
Ui(%l) (Ag3) + 245 By +2 4y 75,= 0,

wenn diese Gleichungen vertriglich sind.

Die 2mal (2#-4-2) Gleichungen der ersten und zweiten Zeile
sind vertriiglich und bestimmen 4,, und 4,, durch Quadraturen, so-
bald die 4,,, 4,,, 4,, bekamnt sind, 4., wird dann durch eine letzte
Quadratur gefunden.

Selbstverstandlich kann die Vertriglichkeit durch Elimination und
Differentiation festgestellt werden, aber die Entscheidung wiirde doch
unbequeme Rechnungen erfordern.

Als nichttriviales Beispiel soll hier nochmals die zehnghednge '
Gruppe des linearen Komplexes namhaft gemacht werden, deren nied-
rigste Differentialinvariante o, tatsichlich vom zweiten Grad in y®
und z* ist und bei deren Bestimmung man wieder (vgl. § 1,4) ein .
gemischtes Verfahren bevorzugen wird.

Man erkennt, daB hier noch viel zu tun ist, wobei zugleich ein-
leuchtet, wie dic ureigenen Gedankengiinge von Sopnus Lie so durch-
gebildet werden konnen, daf sie den neuen Aufbau tragen helfen,
dessen Entwurf und weitgehende Ausfihrung wir Herrn G. Kowa-
LEWSKI verdanken.

Nachtrigliche Bemerkungen.

1. Zu Seite 6, Zeile 5 u. 6 von oben und Seite 10, Zeile 7 bis 6 von.

unten.

An beiden Stellen ist ein fiir jeden Kenner der Likschen Theorie
sofort zu verbesserndes Versehn untergelaufen, auf das mich Herr
G. Kowatewskr gitigst aufmerksam gemacht hat. Es handelt sich
selbstverstiindlich nicht um F unkt.wna]cletermmamen, sondern ‘um
Grenzwerte von Funktionaldeterminanten,

Auf Seite 6 z, B, ist gemeint

T . =2
4= llmps {8(@ Yy o ¥ ) }:
ti=ty=..t = 5(61;t¢); : t?) ‘
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wobol unter

B f{ :] o T /1 :_i' j

,‘/:_V 7/1 Ul ) fy‘}})_r 3

~(1) (CO I (1} . 1)

Wole= fl i, - /’ ;/’( EEIE
. r=2) (-2 , 2

f( - 'J/(’ - /1 F}E ) .. N [1‘ )};) )L‘\ ,

die H(-ihun(‘nt\\'i(’ke]m]g(‘n fiir die  endlichen Transformationen  der
Grppe zn verstehen sind, Also e zu schreiben:
»die Tarsche Determinante
- (1) S (r—2)
Sty
- - ”(i'~2)
= g
was auch aus dem ganzen. trotz des Versehns sofort erkenntlichen
Zusammenhang hervoreeht.  Ehenso ist anf Seite 10 zu schreiben

Sdie Tarsehe Determinante epster Apt

= - (1) ~ {1} (r—1) —{r—1) «
St -1 -1

1 (K’)-ﬁ_]) e e
= (1)
Sopy T

2. Zu Seile 10, Zeile 4 bis 1 von unten, Meine Untersuchung hat
enge Beriihrung mit den mir jetztin Norrekturbogen zugiinglich
cewordenen b(l(lmn Arbeiten von Hern G Kow s mwsg -

Uiber Tarsche Determinanten bei riamlichen Transformations-
gruppen,

Uber die Pravrschen  Grimdinvarianten rivmbiclier
mationsgrappen,

Transfor-

die der sichsischen Akademie am 12, Januar 19275 vorgelegt sind g
i den Beriehten der Mat, Phve. Klasse, Band LXNVI] erscheinen,

Dic am Ende der ersten Bemerkung evkliirte Determinante e,
tritt - der ersten Avbeit von Hepr Kow anewskr als L laesehe Doter-
ln‘imlnto. arster A vt auf

Heidelberge, 16, My 1995
Heinvieh Liebhmanny,




