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Neue elementare Begriindung und Erweiterung
der Galoisschen Theorie.

‘

Die im folgenden auseinandergesetzte, wie ich glaube, neue Be-
grindung der Gavoisschen Theorie setzt an Vorkenntnissen nichts anderes
als den Begriff der Irreduzibilitit einer Gleichung voraus. Mit Hilfe
des Euklidischen Divisionsverfahrens ergibt sich hieraus der bereits
von ABELY) formulierte Satz: DaB, falls eine irreduzible ganze rationale
Funktion mit einer beliebigen anderen ganzen rationalen Funktion,
deren Koeffizienten dem gleichen Zahlkorper angehdren, eine Nullstelle
gemeinsam hat, die erste Funktion stets Teiler der zweiten ist. Da
etwaige mehrfache Nullstellen einer ganzen Funktion f (z) stets auch
Nulistellen der ersten abgeleiteten {* (z) sind, und da fiir einen Zahl-
kdrper, wie wir ihn fir diese Arbeit ausnahmslos voraussetzen, f” () nicht
identisch verschwindet, folgt in allbekannter Weise: Jede irreduzible
ganze Funktion mit Koeffizienten aus einem Zahlkdrper besitzt blo§ ein-
fache Nullstellen.2) Hiermit sind alle Anforderungen an Vorkennt-
nissen erschopft. Wihrend der historische Weg von Lacraxes zun Givors
fihrt, d.h. erst nach der Behandlung der Gleichungen mit unbestimmten
Koeffizienten das Studium der Gleichungen mit Koeffizienten aus einem
beliebig vorgegebenen Zahlkﬁrper einsetzt, wird im folgenden sogar der
Satz, dafi jede symmetrische Funktion der Gleichungswurzeln durch
die Gleichungskoeffizienten ausdriickbar ist, aus der GaLorsschen Theorie
gewonnen werden. Auch der in allen mir bekannten Darsteﬂungen
der Garorsschen Theorie beniitzte ABEnsche Fundamentalsatz %), daB
sich jede durch eine endliche Anzahl algebraischer GréBen bewirkte
Erweiterung eines Zahlkdrpers stets mit Hilfe einer einzigen GroBe,

') N. H. Aper, Mémoire sur une elaste particulitre d'équations résolubles
algébriquement. ‘Journ, f. 1. u. ang. Math. 4,133. Oeuvres par Syrow eb Lim,
Christiania (1881), t. 1, p. 480.

?) Dieser Satz gilt nicht fiir die von E. Stersirz in seiner Arbeit ,Algebraische
Theorie der Korper*, Journ. f. 1, u. ang. Math. 187, 167 eingefiihrten, sog. un-
vollkommenen Kérper; in' ihnen existieren irreduzible ganze Funktionen mit
mehrfachen Nullstellen.

%) Azer, Oeuvres I, p. 547,

1#
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einer sogenannten primitiven Funktion durchfiihren 1i8t, erweist sich -—
was auch fiir beliebige (nicht endliche) algebraische Erweiterungen
eines Zahlkorpers, bei denen es keine primitiven Funktionen mehr gibt,
von Bedeutung ist — als fiir die Herleitung der Hauptsiitze ent-
behrlich,

Der Untersuchung liegt ein beliebiger Zahlkdrper P zugrunde.
Diesem Grundkérper P adjungieren wir % durch eine Kette jrreduzibler
Gleichungen eingefiihrte GroBen g4, 04y . . ., 07, die wir die Dirigenten
Q1 Q2 -+ 01 des Kérpers (P; ¢y, 0o -+, ;) nennen. Der Zweck der
vorliegenden Arbeit ist das systematische Studium aller jener Er-
setzungen der Grofen gq, 0, .. . g3, durch die jede richtige Gleichung
mit Koeffizienten aus PP wieder in eine richtige G]eﬁchung tibergefiihrt
wird. Die Gesamtheit dieser Ersetzingen der Grofen oy, gy, .. ., oy
bezeichnen wir als das System der Transmutationen der
Dirigenten g4, 0 ..., 0z des Korpers (P; g, Qo - ++y 0,). Wihlt man
fir @5y g - - 5 ¢ alle Wurzeln einer Gleichung f () = 0, die Koeffizienten
aus dem Grundkdrper P besitzt und nur einfache Wurzeln hat, so
gehen die Transmutationen der Dirigenten Qv 0 -+ 0, 1o Permu-
tationen der Wurzeln von f(#) = 0 tiber und aus dem Transmutations-
system wird die Garorssche Gruppe von f(#) =0. Unter den Trans-
mutationen sind besonders bemerkenswert die im § 4 eingefiihrten
sautomorphen Transmutationen®, mit denen man es im Falle einer
einzigen Gleichung allein zn tun hat. Die Verallgemeinerung der
Fragestellung durch Beniitzung der Dirigenten cines Korpers statt der
Waurzeln einer Gleichung scheint mir aus prinzipiellen Griinden nicht
unwichtig zu sein. Durch diese Betrachtungen wird, wic ich zu zeigen
hoffe, die Garorssche Theorie vertieft und vereinfacht. Die charalte-
ristischen Merkmale der Gizoisschen Gruppe einer Gleichung findet,
der Leser bereits im § 2 hergeleitet.

§1.

Die Transmutationen der Dirigenten o,, 0y, ..., 0, des Kirpers (P
0y Q2 - -, ©;;) und das charakteristische Kennzeichen fiir die dem Unter-
korper P angehtrigen GriBen. '

Definition des Kérpers (P; o4, 0s, ..., 0,) und seiner
Dirigenten g, gy, ..., 0,: Unter 01 02 ..., 0, sollen & von ein-
ander verschiedene Griflen verstanden werden. Vonihpen
gentige o, einer Gleichung X, (#)=0 vom hi-ten Grade mit

Koeffizienten aus dem der Betrachtung zugrundeliegen-.

den Kdrper P, in dem die Gleichung X; (#) =0 irreduzibel
sei. Weiter sei g, Wurzel der Gleichung X, (z; o)) =0 des
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Grades hy m]t Koeffizienten aus dem durch Ad_]unktlou
von g, zu P erweiterten Korper (P; 011, in dem die Glei-
chung X, (w; ¢) =0 als irreduzibel vorausgesetzt wird.
‘Die Griéfle o5 sei eine Wurzel der Gleichung X, (z; o, 0;) =0
vom Grade hy;, deren Koeffizienten dem durch Adjunk-
tion von g, und g, erweiterten Korper (P; g, 0,) angehdren

und die in diesem Korper irreduzibel ist. So fort-

fahrend sei schlieBlich. ¢, eine Wurzel der Gleichung
X, (%; @1 02 - 03-1) =0 vom Grade h,, deren Koeffizienten
dem durch Adjunktion von g4, 0,,..., 0y 2u P erweiterten
Korper (P; g1, 02y ++-s 0;_;) angehdren und die in diesem
Korper irreduzibel ist. |

Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen von gy, g, .. ., 0 mit
Koeffizienten aus dem Grundkdrper P bildet, wie man sagt, dén
Kérper (P; oy 05 - - 03). Das Produkt s =1, . h, ...}, der Grad-
zahlen der Kette irreduzibler Gleichungen heift der Grad des
Koérpers (P 01,00 ..., 0). Die GroBen oy, 0y, . - . 0}, die zur Er-
zeugung des Korpers (P; g4, 05 - - .03 durchaus nicht alle notwendig
zu sein brauchen — gewisse von ihnen kinnen Gleichungen ersten Grades
geniigen, also rationale Funktionen der voraufgehenden sein — sollen
die Dirigenten des Korpels (P, 01 Oz - - - 0;) heiBlen,

Wir beweisen den

Satz 1. Es sei 1 (g;, 00 ... 0,) =0 irgend eine Gleic‘hung,
die oy, @3 ..+ 03 in ganzen positiven Potenzen enthilt?) und

1) Wenn die Gleichwnoskoefﬁzienten einem erweiterten Korper angehdren, |

soll dies auch durch die Schreibweise der Gleichung zum Ausdruck gebracht
werden,

2y Jede rationale Funktion von 01,02y -+ O a.ls ganz rationa.llvm&uszu%etzen

ist bekanntlich keine Beschrinkung. Bedeutet niimlich ZEQ;' eine rationale Funk-
tion einer Wurzel g der irreduziblen Gleichung I(x) =10, so folgt, da % (o) + 0
sein muf und I(x)= 0 irreduzibel ist, die Teilerfremdheit von & (x) und I (w).
Hieraus ergibt sich weiter nach dem Euklidischen Algorithmus die Existensz
zweier ganzer Funktionen P(x) und Q(x), daB P (x)h (x) + Q (x) I({x) =1, also
Po)hie)+-@e) I(e) =1 oder, da I(e)=0ist, P(o) h(e) = 1. Mithin ist

ZEQ; - g(0) P (o) eine ganze rationale Funktion von ¢. Demnach it sich
jede rationale Funktion von o, 0s: - .., 0 mittels der Gleichungskette
X (w Q1s Qay -« igk—’l) —0 XL 1(33 21, Qg . ’QL z) ——0 Xﬁ(m) Ql)‘_o

X1 () =0 successiv in eine ganze rationale Funktion zuerst von g, hierauf

von @y, @2 - - € verwandeln. Im folgenden sollen ausnahmslos alle Funk-

tionen vom gy, 05 ..., g}, stets von Anfang an als in ganze rationale Funktionen

nmgewandelt angenommen werden.
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nur Koeffizienten aus P besitzt. Ist 01; irgend eine Wurzel
von X, (z) =0, weiter 0s; irgend eine Wurzel von X, (%5 04) = 0,
alsdann gy irgend eine Wurzel von X; (®; 014 00;) = 0
und so fort, schlieBlich Or; eine beliebige Wurzel von
X3 (%5 014 090y« 0;.—1;) =0, 50 hat das Bestehen der Gleichung
401 03 .. 0,) = 0 stets auch die Giltigkeit der Gleichung
4 (01 Qats -y @) = 0 fiir Jede beliebige Wahl der GréBen
C1ir Ogis -+ oy Op; 2ls Wupzeln der G]eichwngskette, aus der sie
nach der obigen Vorschrift zu entnehmen sind, zur Folge.
Beweis a. Mittels der letzten Gleichung X, (#; o,, 09+« 03_1) =0,
die g, zur Wurzel besitzt und den Grad h, h‘at, verwandeln wir die ganze
Funktion 4 (g, 02, - .., 0,) in eine solche ganze Funktion, die ©; hochstens
in der Potenz %, —1 enthilt. Alsdann beseitige man aus 1 (o) @ . .., o)
mit Hilfe der voraufgehenden Gleichung X, _, (z; Q1 Q21+ 24y @), o) = 0,
die durch g,_; befriedigt wird, alle Potenzen von Oz—1p die von hoherem
als (h;—; — 1)tem Grade sind. Hierauf entferne man aus J (01 02+ 5 04)
mittels der voraufgehenden Gleichung X, _, (x; 0102 - 03—3) =0, die

03—z zur Wurzel hat, alle Potenzen von Or—2 die von hoherem alg

(hy——1)ten Grade sind. So fortfahrend wird schliefilich J (v 03
.+ @) mittels der Gleichung X, (#) = 0, die durch 01 befriedigt wird,
in eine ganze Funktion von héchstens (hy — 1)ten Grad in 04 Um-
gewandelt. Man erhilt mithin A (01,02 -+ 01) = 4, (01 0ny . . ., 0:), wobei
4y (01 @2 .. 0;) in o, hichstens vom Grade ki —1, in g, hichstens
vom Grade %, — 1 und so weiter in 0z hochstens vom Grade h,— 1 ist.

Die Gleichung 4, (05, g, - . ., 0,_y, 2) = 0 des Grades <k, — 1 mit
Koeffizienten aus (P; gy, o,, .. ., 0—1) hat wegen der nach Voraussetzung
zutreffenden Relation 4 (g, gy, . .., 01)=0, also auch 7, (o, 09, ..., 01) =0,
mit der im Kbrper (P, Q1 O - -+, @z—1) irreduziblen Gleichung
X (@5 04 04y . . ., 01—1) = 0 des Grades h; die Wuarzel o, gemein-
sam. Da eine irreduzible Gleichung und eine (zleichung niedrigeren
Grades mit Koeffizienten aus demselben Korper eine Wurzel niemals
gemeinsam haben kbonen, muB 4, (011 €2 -+ Q1) x) frei von @ sein,
e (01 02 - 044, ¢z) enthilt also o, iiberhaupt nicht, und man hat
A (015 09y - - -, Ok ) =2, (01, 03, . . ., 0r—1). Wir wenden jetzt das
gleiche Verfahren auf die Gleichung 1, (g, 0,, ..., Op—g ¥) = 0, die in x
vom Grade < hr_1—1 ist, an. Wegen 1. (o;, 0, ..., Or—z 0z_1) =0
hat die angegebene Gleichung - mit  der - irreduziblen Gleichung
Xk_l (Z; 01 04 . .+, 01-2) =0 des Grades h;_, die Wurzel Op—1 ge-
meinsam. Da  beide Gleichungen Koeffizienten aus dem Korper
(P 01y 029 + - » 03— besitzen und die irreduzible Gleichung hheren Grad
als A, (01,03 -+ 05_s, ®) = 0 hat, kann die letzte Gleichung nicht existieren.

C ——
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Es muB also 1, (0}, 05 - . Qp—g» %) frei von @, demnach 4, (o, 05, .-+
Oj-2 Qp—1) frei vom g, sein. Mithin hat man: 1, (g, 05 ... 0;) =
A, (01, 02+ Op-1) =2, (01 @2 + ++, 03—2). S0 fortfahrend erkennt man
successiv, daB 4, (01, @ - - - @—2) auch keine der GroBen g;_5, 043y + -+ 0;
enthilt. Man hat daher das Resultat: Ist 2 (o, g3, - ., 03) =0 und fiihrt
man 1 (9;, 0g; - - -» 05,) Mittels der Gleichungskette X, (; 01,09, -+, 07—1)=0, -
Xir (@ 0002 -0 010) =0, ... Xy (®50) =0, X; (%) =0, der
O Op—1 -+ 07 geniigen, in die. reduzierte Form i, (o, 0y, ..., 0;)
iber, so enthiilt diese die GroBen g,, 0,, ..., 0; iliberhaupt nicht, und
ist also eine blofie Zahl aus P, die sich wegen 1 (94, 05,..50,)=0
als Null ergibt. Betrachtet man jetzt die zu untersuchende Grofie
4 (014 @ais + - +» Oi)s 5O kann diese mittels der Gleichungkette X, ()= 0,
Xo (@3 00) =0, X5 (®; 015 020) =0, oy Xy (25 0005 Q205 -+ 1 0320 =0,
die durch die GroBen g,;, 0g, .- ., 0;; befriedigt wird, von hinten be-
ginnend, in die reduzierte Form 4, (g;, 0s;5 . - . 0z;) Ubergefiihrt werden.
Diese Grofie ist aber, wie oben gezeigt, frei von gy, 0y - - - 0 UDd
besitzt den Wert 0. Hiermit ist unser Satz bewiesen. '

Beweis . Der Beweis des Satzes 1 146t sich auch durch voll-
stindige Induktion fiihren, indem man ihn fiir & = » als richtig anrimmt
und zeigt, daB er dann auch noch fiir k=n-41 zutrifft. Es soll
also nachgewiesen werden, dal unter der Voraussetzung der Richtig-
keit des Theorems fiir k=n aus 2 (g, @4 .. Onr1) = 0 auch noch
% (014 Ogis+ - Ont1:) =0 folgt. Zum Beweise dividiere man die ganze
Funktion 4 (9,0, -+ ., 0n, ) der Unbestimmten z mit Koeffizienten aus dem
Korper (P; g4, 0, +- + 0n) durch die ganze Funktion X, |, (2; 0, 0z -+ > 0n):
Hierdurch erhiélt man die Relation ' ‘

(1) 4 (01 €2+ 0m ) = Xy (5 01 02 -+ - On) F (25 01y 021 <+ On) -
+ B (%; 01 €2 -+ 00y )

wobei F (23 0y 09+ 0n) und R (%; 0y, 05y -+ 0n) ganze Funktionen
von z mit Koeffizienten aus dem Korper (P; g4, 09y -.+ @) bedeuten
und R (#; @1y @21+ ++» 0n) als Divisionsrest in & von niedrigerem Grade als
Xuty (®; 01 001 -+ » 0n) ist. Ersetzt man in (1) die Unbestimmte z durch
51 80 folgt, da a2 Wurzel der Gleiohung X1 (23 01 o1+ 08) = 0
ist und weiter voraussetzungsgemiB 4 (o, 05, ..+ Or+1) =0 sein soll,
daBl R (0441501 021 -+ @) = 0 wird. Die GroBe On 41 kann aber
keiner Gleichung niedrigeren Grades R (z; p;, 04, - « ., on) = 0 mit
Koeffizienten ans (P; gy, 03, .-+ 0n) als der in diesem Korper irre-
duziblen Gleichung X, 11 (#; 01 031+ 4 0n) =0 geniigen. Mithin muB
I identisch Null sein, und die Relation (1) reduziert sich anf

@) Alenow ... Om &) = Xn—!—l (5 01 Qa1 ++ " on) F (%5 015 Q29 On)-
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Nach unserer Annahme der Giiltigkeit des zu beweisenden Satzes fiir
t=mn bleiben alle richtigen Gleichungen zwischen ¢, 0o, ..., 0, mit
Koeffizienten aus P auch noch richtig, wenn man gy, 0,y ..., g durch
01iy Q2i, ..., On; €rsetzt. Iolglich ergibt sich aus der Gleichung (2) fiir
alle Zahlen 2 ans P die weitere Relation:

(3) 2 (015 02y -+ s Ouiy ) = Xat1 (25010 O9pp oy Oni)e F (25 045 Qi+ -+ Oni)*

Da die in (3) links und rechts stehenden Polynome fiir unendlich
viele Werte von x, namlich fir alle Zahlen aus P iibereinstimmen,
ist die Gleichung (8) fiir alle « vichtig. Setzt man in (3) fir = irgend
eine Wurzel ont+1i von Xpq (z; Oiis Qaiy + -2 Oni) = 0 Giu, so erhiilt
man aus (3), da Xn_y (@ni1i5 @10 O2ir -+ 05) = 0 ist, die Relation
A (0455 Biy o« . Qs 0nry:) =0, die bewiesen werden sollte.

~ Fiir n=0, wo (01, 03, .-+, 0,) frel von O1y 025 1.+ O it und es
sich demnach nur um die Identitit 0 =0 handelt, ist der zu beweisende
Satz sicher richtig. Da die” der vollstindigen Induktion zu Grunde
liegende Annahme fiir % =0 erfiillt ist, gilt sie nach dem Schluf von
n auf n-+1 infolge des gefiihrten Beweises fiir 0-+1=1, hierauf fi
1-4-1=2 usw. Hiermit ist der Satz 1 allgemein bewiesen.

Der bewiesene Satz kann als verallgemeinertes AnEisches
Theorem bezeichnet werden, denn er stellt die Ausdehnung des zu Be-
ginn der Kinleitung erwihnten AsErschen, dem Fall k=1 entsprechen-
den Satzes, wonach jede fiir eine Wurzel einer irreduziblen Gleichung
mit Koeffizienten aus dem Grundkorper P giltige Relation fiir alle
Gleichungswurzeln . bestehen bleibt, auf die Wurzeln einer Kette irre-
duzibler Gleichungen dar,

Fiir das Folgende brauchen wir einen Hilfssatz iiber die linken
Seiten der Gleichungskette. Dieser Hilfssatz lautet:

Ersetzt man g, g,,..., 0, durch 01 Oaps ++ » 0,; und betrachtet
die G'rleichung Xn (; Q11 O2iy - oy Qn—]i) =0 (=12 .., k): 50 1st
diese Gleichung irreduzibel im Korper (P; oy 0201 -+ 000).

Der Satz trifft im Falle n = 1 zu ; denn voraussetzungsgemif ist
die Gleichung X, () = 0 im Korper P irreduzibel. Die Allgemein-
giiltigkeit des Hilfssatzes zeigen wir durch vollstindige Induktion,
indem wir ihn bis zur Zahl » als richtig annehmen und hieraus seine
Giiltigkeit fiir. die niichstfolgende Zahl % - 1 erweisen. Wire im
Gegensatz zu der in unserem Satze ausgesprochenen Behauptung
Xuta (@5 vy 0air ++4 00i) im Korper (P; o0:, 051, 0,,0) reduzibel, so
giibe es eine Zerlegung

(4) X-n—}—l <SU; 010y Oy + 00y O i,) =@ (JU, O1is Qi+ oy Q‘n.a')- U4 (I; O1ir Q2iy ++ 4 On l'.):
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wobei ¢ und vy in x niedrigeren Grad als X,., besitzen und Koef-
fizienten aus dem Korper (P; o044 050 - -+ 02:) haben. Fiir jeden Wert
2 aus P ist (4) eine Gleichung zwischen gy, 04 - - ., 0,; mit Koeffizienten
aus P, Die GroBen gy;, 0pi) ..., 04 sind Wurzeln der Gleichungen
Xy (@)=0, X5 (#;01) =0, 2 B(x)Q]szt) 0,000 Xy, (&5 01021 - - 0n—11)=0;
deren Irreduzibilitit in den Korpern P, (P; 019), (B; o013y 02i)5 - -
(P; 014 Ogis « - »» On—yi) als bereits nachgewiesen gilt. Man kann daher
auf die Groben gy, 09i ..., 0, unseren Satz anwenden und die ge-
nannten GroBen in der Gleichung (4), wenn man nur unter z irgend
eine Zahl aus P versteht, ersetzen durch die Losungen gy, gy, ..., 0,
der entsprechenden Gleichungskette X, (z) = 0, X, (z; 9) = 0,
X; (z; 01,05) =0, ..., X, (x; 0. 09 - -+, 03) = 0. Hierdurch erhilt
man zuniichst fir simtliche Werte  aus P und, da dies unendlich
viele Werte sind, fiir jedes x die Zerlegung

X1 (%5 01 @r v 09 00) = @ (Z5 01y G2s -0y 01) - W (3 015 O2r <+ s Qn)-‘
Diese Zerlegung befindet sich aber im Widerspruch mit der Irreduzibilitiit
von X, 11 (%; 0 02 .- 5 ) im Kérper (P; g5, 0,,.. , 0,), die voraussetzungs-
gemil besteht. Mithin ist gezeigt, daB die Irreduzibilitit von X (z) =0,
X, (25 01) =0, Xy (@; 011, 22i)=0, .., Xy (%; 015y 02 -+ o Opgi) = 00
den l&orpem P beziehungsweise (P: 911): (P; 013y Q2i)s + -+ (P5 01ir O

veu 0u—qi) auch noch die Irreduzibilitit von X3 (®5 041 020 -+ 2 Qi)
im Korper (P; i 0o -+ 04:) 2zur Folge hat. Da -die Gleichung
X, (&) = 0 irreduzibel war, ist der Hilfssatz allgemein fir n =1,2, ..., %
erwiesen. ‘ : i

- Definition der Transmutationen der Dirigenten
01 02 ..., 0, des Korpers (P; o, 00 -..0;): Jede Ersetzung
(01 Oz -+ Qi ) der GrobBen g, g5 ..., 0 durch irgend-

0% @F ... 0;F/
welche Groﬁen 01, 0% . 0, die jede rlchtlge Gleichung

swischen o, 0z -0 mit Koeffizienten aus P wxeder
in eine richtige Gleichung iiberfithrt, bezeichnen wir als.
eine Transmutation der GroBen g4, 05, .., 0. Das charakie-
ristische Kriterium dafiir, daf ( Qz %’“*) eine Transmutation
o ‘k
darstellt, ist -also, dafi jede luchtlge Gleichung 1 (g;, 0oy . 02) =10
zwischen g,, go, ... o, mit Koeffizienten aus P stets auch die Giiltig- .
keit der Relation 1 (o;¥, 05%, - .., 0,*) = 0 zur Folge hat. Offenbar sind
nach dem Inhalt des Satzes 1 die in ihm studierten Ersetzungen
(91 O - Qg

Ori Q2 --- Opi
Wir zeigen nunmelu, dal mit diesen durch den Satz 1 gehefen ten Trans-

) als Transmutationen von gy, 9, ..., 0z zu bezeichnen.




10 ALFRED Loewy:

mutationen auch siimtliche Transmutationen der Divigenten p,, 0, .., 01
des Korpers (P; oy, 0y, . .., 0;) erschopft sind. Es sei (gi* g}g; *)
eine beliebige Transmutation von o, g,, ..., p;. Da diese nach Defini-
tion auf alle richtigen Gleichungen zwischen g,, g,, ..., o0 mit Koeffi-
zienten aus P ausfiibrbar sein muf, kann man sie im besondern auch
auf die von g, g, ..., 0; befriedigten Gleichungen der Kette X, (p,)
=(, Xz (923 Q1) =0, X3 (933 01 92) =0,..., X} (Q.’;; 015 02y «v vy Qk—l) =0
anwenden. Hierdurch erhilt man X (g*) =0, Xy (00" o) =0,
X (25 01% 02%) = 0y .- » Xz (0™; 01%, 02, .+ » 04 1) = 0. Diese Gleichungen
besagen aber, daBi g,* eine Wurzel o,; von X, (&) =0, weiter 0,* eine
Wurzel g,; von X, (; 0,;)=0, ferner 0,* eine der Wurzeln Q4; vOn
X3 (5 04i» 02;) = 0 und so weiter, schlieBlich p;* eine der Wurzeln 01 Von
Xy (#5 015 031 -~ 01-11) =0 ist. Folglich besitzt jede beliebige Trans-

mutation (gl,s gz* g’;\/\,, wie gezeigt werden soll, notwendig die im
1 2 e L

™~

Satze 1 studierte Form (€ 92 - 2k )
017 O9i -+« Op;

Um noch die Anzahl der Transmutationen (Ql Cp vee Ok ) zu be-
017 Qi+« O
stimmen, bedenke man, daf die Gleichung X, (2) =0 wegen ihver

Irreduzibilitit im Korper P lauter verschiedene Wurzeln hat, daB sich
also g;; dem Grade von X, (z)=( entsprechend auf 2, Arten wihlen li6t.
Weiter hat die Gleichung X, (; p,;)=0 wegen ihrer Irreduzibilitit im
Kérper (P; p;;) ihrem Grade entsprechend %, verschiedene Wurzeln,
so daf man zu jeder der i; mdglichen Bestimmungen von g,; eine ho-fache
Wahl von gy; als Wurzel von X, (z; 0,,)=0 treffen kann. So fort-
fahrend 1iBt sich schlieBlich p;; als Wurzel der im Kérper (P; o,
Oai» ++» Q-37) irreduziblen Gleichung X; (2; 04, 0us; - - -, 0111 =0 vom
Grade h;, pach getroffener Wahl von' 014 Oair « + ., 011y DOch jeweils
auf k; verschiedene Arten bestimmen. Es gibt mithin im ganzen s =
hy-hy ...k, verschiedene Transmutationen, soviel wie die Gradzahl s des
Kéorpers betriigt.

Wir wollen schlieBlich noch zeigen, dal aus der von uns voraus-
gesetzten Ungleichheit je zweier der GroBen 015 O3 - -« 07 Tolgt, daB
auch niemals zwei der Grofien o,;, i, ..., pr; untereinander gleich sein
konnen. Angenommen, es wiire einmal 0ii = 0,;, wobel j und 7 zwei
verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., & bedeuten. Die Bezeich-
pung sei so gewdhlt, daB j <1 ist. Dann geniigt g,; der Gleichung
# — ¢;;=0, und die von g,; befriedigte in (P; g,;, py; - .., 0;-1i) irredu-

zible ganze Funktion lautet X; (2; g,;, gy, .., 0;_1;) =@ —p;;. Mithin

ergibt sich X; (2; ¢;, 03, .- 0,-1) =2 —p;. Da aber X, voraussetzungs-

— .

SO
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gemdB durch g, befriedigt wird, folgt, daB p,— 0;=0 sein muB. Dies
steht, aber im Widerspruch mit der Ungleichheit von p; und p;. Mithin
miissen auch g;; und g;; stets untereinander verschieden sein.

Zusammenfassend erhalten wir das abschlieBende Resultat, das wir
so formulieren:

Satz 2. Sind g, g5, .. 0 & untereinander verschiedene
GroBen,dieder Ketteinden Kérpern P beziehungsweise (P; o)),
(P; 01 02)s - -5 (P5 015 025 - - o 01—y) irreduzibler Gleichungen X, (z)=0,
X ("E; Ql>= 0, X:’A (.’L‘; 01 92) =0,..., X; (x; 01> 92; .- Q.k—l).=0 ge-
niigen, und ist s=h, hy... hy, das Produkt der Gleichungsgrade,
so gibt es im Korper (P; gy 0sy -.+ 0z) genau s untereinander
verschiedene Transmutationen seiner Dirigenten gy, gy, ..., 0z

Diese lauten {9 @2 - Qk); dabei durchlaufen p,; alle Iy
01i Q2 Ori i

Waurzeln der Gleichung X, (z)=0, g,; alle k, Wurzeln der

Gleichungen X, (x; g;;) = 0 usw., schlieBlich g;; alle k; Wurzeln
der Gleichungen Xj (%; 04is 021y .. »» 04—3)=0. Unter den im
Nenner jeder Transmutation stehenden % GroBen gy, 054
..y 0r; befinden sich ebenso wie unter den GréBen gy, gs,
.. 0r des Zihlers niemals zwei untereinander gleiche.

Definition. Die Gesamtheit der im Satz 2 erhaltenen s Trans-
mutationen der Grdfen g, 0y, ..., 0; wollen wir das Transmuta-
tionssystem der Dirigenten gy 0;,..., 0, des Korpers (P;

015 025 - - -» 0r) nennen. Ersichtlich befindet sich unter den s Trans- |

mutationen des Systems auch die der Wahl 01:= 01> 02i = 02) - + » O =01

entsprechende identische Transmautation g,l g 20t g*), die identische
) 1 2 se s ‘k, .
Permutation der Grofien g;, g, ..., 05 '

Wir wenden uns nunmehr zum Bewels von

Satz3. Nimmt eine rationale Funktion u (o1, 05, ... 0F)
der GroBien g, 05y ..., 07 mit Koeffizienten aus P bei allen

s Transmutationen des Transmutationssystems der-Diri-
genten g, @) ..., ¢r des Korpers (P; 015 02 -++ 03) denselben
Wert ¢ an, so ist ¢ eine Zahl aus P, '

Wir verwandeln zuniichst mit Hilfe des beim Beweise a des Satzes 1
auseinandergesetzten Verfahrens die vorgelegte rationale Funktion
# (0102 - - »» 0z) i eine ganze rationale Funktion p, (o, 0y - . ., 05); di€ 0,
héchstens in der (h; — 1)ten, p, hochstens in der (k,—1)ten usw. o, hoch-
stens in der (f, —1)ten Potenz enthidlt. Dann ist p (g, 05 - -» 01)=
1.(01 025 -+ 02) = ¢.  Zu den nach Voraussetzung in g (g, gz - - -5 0F)
zuléissigen, den Wert ¢ nicht iindernden s Ersetzungen gehoren im be-
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sonderen die /i, Ersetzungen von oy, 0y, ..., 0, durch o, g ..., Or—1 Okis
wobei o;; alle 2, Wurzeln von X, (2 0y, 0a1 ... 04—y) = 0 durchliiunft,
Es ist also. g (0y, 000+ . 042y, 05) = 28, (013 02y + v s 0oy 01) = € oder
anders ausgedriickt: Die Gleichung s, (py, 09y +- 04— ) =¢ von hdch-
stens (h; —1)tem Grade in z wird durch die siimtlichen %, verschiedenen
“Waurzeln vor X, (2: 05,05 ..+, 0,_;) = O befriedigt. Da die Gleichung
(01, 05, ...y 0,1, ) = ¢ mehr Wurzeln besitzt. als ihr Grad ge-
stattet, muli sie eine von z freie Identitit sein. Man erhilt also
1y (011 Qos + - 0g1) = C; das heifit: ¢ gehort dem Korper (P; 05,04, .-, 0,_,)
an. Zu den s Tramsmutatwnen, die den Wert ¢ von u (o, 04, -.. 0,)
nicht #ndern, gehdren weiter diejenigen ky_y - 7oy, die 9y, 04, .. . 0,4, 0
darch g;, 05 .. 5 @p—yi) Oz €rsetzen, wobei o, _;; alle %,_, Wurzeln von
Nyq (@5 01, 091 -+ » 0p—g) = 0 und oy, alle Wurzeln siimtlicher Gleichungen
Xy (®; 01y 02 -+ +» Op—2 9;—1:) =0 durchliuft. Hieraus folgt, da sich be-
reits u (05, 0gs - - » Op—1s 07) = U, (014 05 - - -, 0,_1) = € ergeben hatte, daB
oy (@1 O2r o v3 Op—zr Op—qi) = lqt. Die Glemlmncr 1, (01 020y 01 g x)=c,
die hdchstens vom Grade (h,_,—1) ist, wmrd demnach durch die
hy—y verschiedenen Wurzeln von X ; (2; 04, 03 .. . 05_y) = 0 befriedigt,
also durch mehr Wurzeln, als ihr Grad gestattet.  Mithin muf}
ty (01 @21+ -+ 12 %) frei von z, also w, (o1, 03, -+, 01s) = ¢ sein; das
1elﬁt ¢ gehort bereits dem Korper (P; o, 65, ..., 0¢_5) an. Beniitzt man
nunmehr die f;._y+ky,_; ;. nach Voraussetzung zuliissigen Transmutationen
der besonderen Form ( @1 @2 +++ 2k—1 2k-3 Qk—2 Qi 0y ), wobel g;._,;
1 O2 - -+ Opey 083 Ch—2i Q2430 Q4 ShTE
alle Wurzeln der Gleichung X;_, (z; pjy 09, -+ 04_g) = 0, 051 alle Wurzeln
siimtlicher Gleichungen X._; (25 0,, 02, .+, 073 04_2;) = O und g, alle
Wurzeln simtlicher Gleichungen X (2; 01y 021 - - - 01— 01— 01_17) =0
durchliuft, so ergibt sich aus wu, (0, 03, ..., 0p—3 0r_s) = ¢, daB
auch p, (01, 05y .-y Or_gy 0r—gr) = ¢ ist. Mithin wird die Gleichung
Ky (015 03y ..y 043, ) = ¢, die héchstens vom Grade lp_s—1 ist, durch
simtliche h, -2 verschiedene Wurzeln von X _, (%; 04 00 -+ oy 05g) = 0
befriedigt; hieraus folgt, daB g, (o1, 03, - - - 04s» x) frei von 2 sein muf,
also e, (g, 0ar -+ 05_y) = ¢ wird. So fmtfdlnend schlieBt man weiter,
daB u, (01 00 ..., 01—5) AuCh g, 04-y ..., o, nicht enthilt und ¢ daher
dem Korper P angehort. Hiermit ist der Satz 3 bewiesen.

Besitzt eine rationale Funktion u (o), 0s, ..., o) der Gréfen
015 Opy - -+, 0 mit Koeffizienten aus P, wie wir jetzt voraussetzen

wollen, einen Wert ¢ aus dem Kérper P, so gestattet die Gleichung

# (015 0o - 5 1) — =0 als richtige Gleichung mit Koeffizienten aus P
nach Satz 2 alle s Transmutationen der Dmgenten 013 02y « « . 0 des

Korpers (P; 015 03, ..y 01); man hat also gi (04 955 . ..., 015) — €= 0 oder )

e e
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101y 095 « oy O%) =1 (0445 025 - .-y 0s)e Da das letzte Gléichungssystem
nach Satz 3 auch umgekehrt besao't daB der Wert ¢, den u (o, 02« - +» Ox)
besitzt, dem Korper P angehort, hat man

Satz 4. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daf cine rationale Fuuktion u (g, 00 ..., 01 der
Grofien g4 0a .- 0 mit Koeffizienten aus P einen Werte
aus dem Korper P besitzt, ist, daB sie bei allen s Trans-
mutationen des Transmutationssystems der Dirigenten
O1) 025 .- 0 des Kérpers (P; oy, 0oy... 0;) unverindert den-
selben Wert annimmt (einwertig ist). .

Bei -einer Transmutation (gl %2 gk) werden im allgemeinen

‘ 1 Oai -+ - Oi

014» Osis - -+ O3; nicht rationale Funktionen von g, 0o, - . ., 0 Sein, daher
nicht einmal dem Korper (P; g,, gy, ..., 0;) angehiren, geschweige denn
bis auf die Reihenfolge mit den Grbfen p,, g,, .., g; iibereinstimmen,
also Permutationen der Grofen g, g, ..., o werden. Im Trans-
mutationssystem der Dirigenten g, 05, ..., g5 des Kérpers (P; o1 03

.., 03) befindet sich aber mmdestms eine ]Permutatlon nimlich die
1demt1scle Wir beweisen nunmehr

Satz 5. Die unter den s Transmutationen der Diri-
genten ¢, 0o,., 03 des Korpers (P; gy, 05, .- 01) enthaltenen
Permutationen bilden eine Permutationsgruppe.

A= (0 & -0k ) und B={( 9% & .- Qk) seien irgend zwei-

Qa1 CQag « -« Oay; Ov1 Qs -+ - Oby . '
im Transmutationssystem der s Transmutationen entbaltene Permuta- .
tionen. Ist 1(g;, 0o) . .., 0z) = 0 irgend eine richtige Gleichung zwischen
01 02, . - »» 0 mit Koeffizienten aus P, so kann man auf sie als richtige

Gleichung die Permutation A= ¢ @2 - ) da sie voraussetzungs- -
© \Cay Qag . @mk

gemil dem Transmutationssystem angehmt, anwenden und erhilt
die ebenfalls richtige Gleichung 1 (0a;, 0e5 .+ 0a)=0. Auch

die Permutation B = (91 O .- “’”\ die man auch schreiben kann

] Qby Obg - -« Oby/
B= (% Qe - Q“’v) gehi:')rt nach Voraussetzung dem System der
: Qbzy Obgs - -+ Obg, -
s Transmutationen an und ist daber auf .die zuletzt gefundene
Glemclmng A (ays Oazs ++ v Oap) = 0 anwendbar; hierdurch ergibt sich
%0419 Coggy =+ Ovp} = 0 Diese Gleichung beﬂagt aber, daf man dic
aus A und B'komponierte Permutation A B = ( e Ok ) auf

Obgy Qbaz vor Obgy/

jede richtige Gleichung 1 (g;, 0y, - - - Q‘k) =0 ausfiihren darf. ~Die Per-
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mutation A B hat also, wenn A und B Transmutationen sind, die Eigen- -

schaft, selbst eine Transmutation zu sein. Ist aber ein System von
Permutationen so beschaffen, daf man durch symbolische Multiplikation,
die Produktbildung irgend zweier Permutationen des Systems, niemals
aus dem System herauskommt, so bildet das System eine Permutations-
gruppe. Hiermit ist unser Satz bewiesen.

§ 2.

Die Galoissche Gruppe einer Gleichung 7 (z) =0 mit Koeffizienten
aus einem Kgrper P und den » Wurzeln aj, ay,...,a, als Transmuta-
tionssystem der Dirigenten o, a,, .. ., a, des Kirpers (P; a,, Ugy e ooy Ay).
— Charakteristische Eigenschaften der Galoisschen Gruppe einer Gleichung.

Die Sitze des vorigen § sollen nunmehr auf eine beliebige Gleichung
f(2)=0 vom nten Grade mit Koeffizienten aus P angewandt werden.
Von der Gleichung f(2)=0 soll nur vorausgesetzt werden, dafl sie
lauter verschiedene Wurzeln @y, Qgy +..y a, besitzt. Um zur Galois-
schen Gruppe von f(x)=0 zu gelangen, betrachten wir das Trans-
mutationssystem der Dirigenten q,, 2y -+ Uy des Korpers (P; a,, a,,
-+., @) und bilden zu diesem Zweck eine Gleichungskette, die wir als
die durch die Wurzeln a,a,,..., a, der Gleichung f(z)=0
festgelegte Gleichurigskette bezeichnen kinnen und die folgender-
mafen zu definieren ist:

Man suche die im Korper P irreduzible Gleichung f, () =0 mit
Koeftizienten aus P, die @, zur Wurzel hat. Weiter bestimme man die
im Kérper (P; a;) irreduzible Gleichung £, (z; a;) =0, die durch ay be-
friedigt wird. Hierauf suche man die im Koérper (P; a;, a,) irre-
duzible Gleichung £, (z; ay, a) =0, die a; zur Wurzel hat, usw.
schlieflich die im Kérper (P; a;, ay, .. ., ay_y) irreduzible Gleichung
Falx;ayay..., a,_) =0, die a,, zur Wurzel hat. Die in den Kérpern P
bzw. (P; ay), (P; a1, Gg)y «.. (P ay,ay,. .., a,_,) irreduziblen Gleichungen
fl (%) =0, f2 (z; 01) =, f3 (v";; a, a,)=0, ..., fn (z; Ay, Ogy 0y a:‘:—1)= 0,
die durch q, beziehungsweise a,, g,, . .., a, befriedigt werden, nennen
wir die durch die Wurzeln @y Uy .. ay der Gleichung f(2)=0
festgelegte Gleichungskette,

Fir die GroBen g, gs, ..., or des vorigen § werden in diesem $
die Gleichungswurzeln Uy gy -v.y @y, VoD f(x)=0 treten, und die
Gleichungskette X, () = 0, Xy (@; 0) =0, X, (x; 01, 22)=0, ...
Xz (%5 015 00 -+ 0x-1) = 0 wird durch f; (2) = 0, f, (z; o)) —= 0,
[3(; a,0,)=0,..., f, (; g5 gy ...y Gy ;) = 0 ersetzt. Sind jetzt ag ;. ay;,
.-+ 0p; GroBen, die successiv die Gleichungskette f; (x) = 0, f; (%5 a,) =0,
I3 (%5 agay @) = 0, ..y £ (2 0gpy Agiy <y ay-1;) = 0 befriedigen, so kann
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man nach Satz 1 des § 1 in jeder richtigen Gleichung 2 (ay, ay, ..., a,) =0
die zwischen ay, ag, ..., a, besteht und Koeffizienten aus P hat, die letzt-
genannten Grofen durch ay;, @y, ..., @,; ersetzen, und es ist auch stets
A(ayiy Aggy oo o @yy) = 0. Ist ! irgend eine der Zahlen 1,2, ..., n, also
a; Wurzel von f(x) = 0, mithin f(e;) =0, so folgt aus dieser Gleichung
infolge des zuletzt angegebenen Resultats f (a;;) = 0. Daher sind ebenso
wie ay, @y, ..., a, stets auch ay;, ay;, ..., a,; Wurzeln der Gleichung
f () = 0. Nach Voraussetzung sollen die Wurzeln «a,, a, ..., a,, wie
dies im vorigen § auch von g, g, ..., o;, vorausgesetzt war, siimtlich
untereinander verschieden sein; mithin sind nach dem SchluBresultat
des Satzes 2 niemals zwei unter den GroBen ay;, @, + .., @,; bei festem
i einander gleich, und als Wurzeln von f(#)=0 stimmen demnach
@y Oz, + - - Upj, Abgesehen von der Reihenfolge mit ay, a5.. ., @, lberein.
Samtliche fiir die s Transmutationen Sl g‘-’* g‘;: ) des § 1 tretenden
i 28 - - i

a; ay ... a

Transmutationen ( % ) der durch die Wurzeln oy, ay,..., ay,

Ay Qgi ... Ay
der Gleichung f(z)= 0 bestimmten Dirigenten des Korpers (P; ay, as
... a,) sind demnach ausnahmslos Permutationen. Nach Satz 5 des

§ 1 bildet folglich das Tiramsmutationssystem U Gz -or % ) der
. Qi Agi 2 v o Qg )
Dirigenten a,, ay, ..., @, eine Permutationsgruppe. Nach Satz 4 des

$ 1 haben ihre Permutationen (al_ 32“ e :" ) und auch nur sie allein
11 =28 -+ Yni
die charakteristische Eigenschaft, auf alle richtigen Gleichungen zwischen
den Wurzeln a;, a5, ..., a, der vorgelegten Gleichung f(2) =0 mit
Koeftizienten aus P anwendbar zu sein. Diese Permutationsgruppe
heift nach dem allgemein iblichen Sprachgebrauch die Gavnoissche
Gruppe der Gleichung f(z) = 0.!) Bezeichnet man noch die Grad-
zahlen der Gleichungen /i (2)=0, fo(%; a))=0, f3(x; a5 ay) = 0,
cony [ (@) ay, ag, ey @) =0 entsprechend denen der Gleichungen
Xy (@)=0, X, (@;0,)=0, X5(2;05,00)=0,..., Xy (®; 01,005 01—1)=0
auch mit hq, 29, .., hy, 50 gibt es nach Satz 2 des §1 genau s=
hyhg ...k, von emander verschiedene Transmutationen, hier Permu-

‘tationen (al G2 ""a‘“) der Garotsschen Gruppe der Gleichung

Uy Qpi -« Opi)
f(x)=0. Die Garoissche Gruppe von f () = 0 hat also, wie man

') Die Entdeckung, daB zu jeder Gleichung f(z)=0 eine Gruppe, die
Gavorssche Gruppe, gehort, verdankt man bekanntlich den klassischen Unter-
suchungen von E. Gavows. Er fiihrt~diese Gruppe, wie es auch heute noch iiblich
ist (vgl. § 4), mit Hilfe einer primitiven Funktion ein. Vgl. Oeuvres de.Garvors
par Prcarp, Paris 1897, p. 89, L
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sich entsprechend der Anzahl ihrer verschiedenen Permutationen aus-
driickt, die Ordnung s.

Faft man diese Ergebnisse unter Beriicksichligung der Sitze 1
und 2 des § 1 zusammen, so erhillt man den

Hauptsatz 1 der Galoisschen Theorie. Bildet man fiir eine
Gleichung f(x)=0 vom nten Grade mitlauter verschiedenen
Wurzeln a), ay,...,a, und Koeffizienten aus dem Korper Pdie
durch die Wurzeln a, ay, ..., a, festgelegte Gleichungskette
F(x)=0, fal@; a))=0, {3z, ) =0, ..., [, (25 0y, az, ..y @y q) =0
und besitzen diese Gleichungen die Grade Iy, hs, .., 0,
so existiert fiir die Gleichung f(2)=0 eine Gruppe von
§=1ny hy... N, nntereinander verschiedenen Permuta-
tionen (al 2 "'a”>, die Garorssche Gruppe von [(x)=0.

Cyi Ogier . Uy

Dabei durchliuft a;; alle Wurzeln von f, ()=0, a,; alle
Wurzeln von f;(z; a;i=0, a3; alle Wurzeln von f;(2; ay4, ay))
=0, und so weiter, schlieblich a,; alle Wurzeln von
faol@;ay; gy oo ayy)=0. Dic s Permutationen dieser Gruppe
und auch nur sie allein erschépfen alle Ersetzungen, die alle
richtigen Gleichungen mit Koeffizienten aus P, die »wischen
den Wurzeln «,, a,,..,a, der Gleichung /(z)=0 bestehen,
wieder in richtige Gleichungen iiberfiihren.

Aus dem Satze 3 des §1 ergibt sich der

Hauptsatz 2 der Galoisschen Theorie. Behiilt eine rationale
Funktion p (o, a,,...,a,) der Wurzeln a;,a,,...,a, einer
Gleichung f(x) =0 mit Koeffizienten aus P bei allen Per-
mutationen der Garorsschen Gruppe von f(2)=0 denselben
Wert ¢, so ist ¢ eine Zahl aus P.

Aus der im letzten Satze abgeleiteten Haupteigenschaft der
Gatorsschen Gruppe folgt im besondern das bisher noch nicht
beniitzte Theorem, daB sich jede symmetrische Funktion
Sfay, ap, ..., a,) der Wurzeln ay,a,, ..., a, einer Gleichung
f@)=cy 2 4¢; o214+ ... 2+ ¢, =0 durch die Koeffizienten
von [ () =0 ausdriicken 1i8t. Um dies zu beweisen, wiihle man
den Kborper P als den kleinsten Kérper, der die Koeffizienten von
S (ay, ag, - ++y @,) sowie die unbestimmten Gleichungskoeffizienten ¢, c,,
Cyy -+ Cy cnthiilt. Da sich S (ay, ay, ..., a,) als symmetrische Funk-
tion der GroBen @, ay, ... a, bei allen moglichen Permutationen von
Uy gy + -0y @, sogar formal nicht dndert, behilt es auch gewiB bei
denjenigen Permutationen von a,, ay, ..., a,, die der Garoisschen Gruppe
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von f(x)=0 angehdren, seinen Wert bei. Dieser muf daher nach dem
zuletzt bewiesenen Hauptsatz 2 im Korper P gelegen sein, das heifit-
er muf} sich nach der besonderen Wahl von P durch die Koeffizienten
von S(ey, ay, ..., a,) und durch die Koeffizienten Cos €1y +=sy €, VOD
/(%)= 0 ausdriicken lassen. - _

Auf Grund der voraufgehenden Sitze 1 und 2 formulieren wir dem
Theorem 4 des vorigen § entsprechend: ‘ '

Satz 3. Notwendig und hinreichend dafiir, daf eine
rationale Funktion u(ay, ay, .., a,)der Wurzeln von f(z)=0
mit Koeffizienten aus P einen Wert aus dem Korper P
besitzt, ist, daB sie bei allen Permutationen der GALOIS-
schen Gruppe von f(x)=0 denselben Wert annimmt (ein-
wertig ist). ’

Wir bemerken noch, daB die von ung beniitzte Gleichungskette
ihrer Konstruktion nach so beschaffen ist, daB f1 () Teiler von f(z),
f @) @
T—0, (#—a;) (#—a5)’
und so weiter schlieBlieh Io (&5 04, ag, .., @y_3) Teiler von

{ (@)

@ —ay) (x—ay) ... (z—a,_)) sein muff. Hiernach lassen sich die soge-

s (x; a;) Teiler von

y [3(%; ay, a;) Teiler von

nannten affektlosen Gleichungen, d.h. diejenigen Gleichungen, deren
Garors sche Gruppe die symmetrische Gruppe mit n (n—1) (n—2)...1"
Permutationen ist, charakterisieren. Notwendig und hinreichend fiir
die Affektlosigkeit einer Gleichung /() = 0 vom n-ten Grade erweist
sich, daB die Gleichungen der durch die Wurzeln Ay, gy + vty A, VOD
f (%)= 0 festgelegten Gleichungskette die Gradzahlen %, n—1, n—2, .. o1

besitzep, also f; (z) = (%), 1, (@) = xLEi_)’ 3 (25 @y, @) = (x_a]:)(s(?;_az)
f (%) |

o fn (@) = (—ap) (®=ay) ... (@—a,_;)

Auch die Garorsschen Gleichungen oder Normalglei-
chungen, d. h. die in P irreduziblen Gleichungen, bei denen sich alle
Wurzeln als rationale Funktionen eiper einzigen a, mit Koeffizienten
aus P ausdriicken lassen, kdnnen durch die mittels dér Wurzeln a;,
@y ..y von f(x)=0 festgelegte Gleichungskette gekennzeichnet
werden. Fir eine Normalgleichung f(z) =0 miissen die ‘Gradzahlen
der durch die Wurzeln q),q,,...q, 'festgelegteﬁ ;-GlEiChungskette
%1151 lauten; es muB also £(2)=/(a), f, (x; @) = &—a, =

wird, 1

') Vgl. hierzu O. Perrox, Uber Gleichungen .\ohne' Affekt, diese S-itz[ung.é-'
berichte 1923, 3. Abbandlung, : , Y .
2
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v—RBy (@), f3 @50, a5) = x—ag =2 — By (o)), [, (2 01,05, 05) =
v—a,=x—Ry (a), ..., [ (®; 0y, 09 .., ayy) = —a, =2—R; (o))
sein, wobei- R;(a;) (i=2,3,...,n) eine rationale Funktion von a, be-
deutet.
§ 3. o
Rationale Funktionen der Dirigenten oy, 05, ..., 0; d8s Kﬁrpers‘
(P 01 025 « - = O1)-
Wir kniipfen wieder an die Ergebnisse des §1 an und beschaf—
tigen uns mit den rationalen Funktionen der Dirigenten g,, 95, ..., 01

des Korpers (P; gy, 0a5 -.- 01) mit Koeffizienten aus P und den von
solchen Funktionen befriedigten Gleichungen. Wir beweisen:

Satz 1. Jede ratiomale Funktion o, (g, 0,,...,0;) mit
Koeffizienten aus P befriedigt auch eine Gleichung mit
Koeffizienten aus dem Grundkérper P. Ist J(z)=0 die
‘irreduzible ‘Gleichung mit Koeffizienten aus P, die
'01 (015 025 - - 07) 20 einer Nullstellehat, und istder Faktor
der hochsten Potenzvonzgleichl angenommen, so exi-
stiert eine ganze positive Zahl s;2>>1 von der Art, daB

(1) J(a: H(’U 01 (01is Oais -+ Qk»i))- .
Das Produkt rechter Hand ist hierbei iiber alle s Werte
01 (015 Osis oo s OF) ZU erstrecken, diesich beiallen s=h h, ... Ry,
(01 0z - ) der Dirigente
\ 011 0i -+ - Oxz °r g N 010 -e s O
des Korpers (P; oy 055 ..., 0:) aus oy (04, 05, .-, 03) ergeben.
Der Vergleich der Gradzahlen lehrt, dafl der Grad ¢
der irreduziblen Funktion J(z) mit s und s; durch die

Relation s, {=s zusammenhingt, also s; ein Teiler von
s sein muf.?)

Transmutationen

Wir zeigen zuniichst, daf das auf der rechten Seite von (1)
stehende Produkt IT (z—o; (04, 055 - - -» 01i)) DUr Koeffizienten aus
dem Korper P hat. Zum Beweis betrachten wir zuerst das Pro-
dukt H(x 0y (015 Oy « =y Ok 17@1,1)): wobei p;; alle 2; Wurzeln von
X5 (3 015 035 ..+, 0k—1) = 0 durchliuft. Dieses Produkt hat nach
dem im §2 bewiesenen Hauptsatz 2 der Gavroisschen Theorie, wenn
man ihn auf die Wurzeln g;; von X (#; o1, 62y .0 05—1) = 0 an-
wendet, oder, wie man im vorliegenden Fall auch sagen kann, als

1) Dies ist der fiir unsere Zwecke amsgestalte.te Satz von ScHONEMANE,
Journ. f. r. u. a. Math. 31,273 (1846), der das Verhiiltnis des Oberkdrpers
(P; 01, 03, .. » 0z) 2zu seinem Unterkdrper (P; oy (o, 0z ..., 01)) behandelt.
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symmetrische Funktion der Wurzeln der ‘letzten Gléicﬂung, einen
Wert aus dem Korper (P; g, g5, .+, 011). Infolgedessen setzen wir
II (2=0, (01 @05+ + o5 Ok—1) 01)) = P% (@501 Onr <+ s 0p—q). Wir betrachten
weiter das Produkt 11 %7 (%5 01, @) « - 5 @1—g» 01-1:)» WObel gg_g; alle
Waurzeln von X, (#; ¢y, 0, .- 05_,) = 0 durchlénft; dieses Pro-
dukt besitzt . nach dem Hauptsatz 2 der Garoisschen Theorie oder
hier im Speziellen als symmetrische Funktion der Wurzeln von
Xy (%5014 005+ s 01—p) =0 einen Wert aus dem Korper (P; gy, 025 «eey Ok—p)-
Wir schreiben daber 11 Wy, (25 0, 0gy vy 0191 01-10)= Pr-1 (€3 015 035 - - -5 Oi—s).
Hierauf bilden wir das Produkt IT Py (T3 01y 02y 0y O3> Ok9i)
tiber alle Wurzeln g;_,; von X;_, (%; 0y, 0, .., 01_3) =0 und finden, daf
dieses Produkt dem Korper (P; g, g, ..., 0x_3) angehort. Daher setzen wir
I, 4 (@ 015 03+ 0r—3) Or—pi) = Pr_o (¥ 0ps Oor+vvy Qr—3)-
So fortfahrend erhilt man schlieBlich II ¥, (x; ¢;)= ¥, (&), wo-
bei g; alle Warzeln von X () = 0 durchliuft. Man hat also
I (& — 0y (0115 @iy 15 01) = HWy (w; O1iy O2is + + oy Qh—yi) =
LWt (%5 0165 Qais v vy @1sg) =« oo = T W, (35 01) = ¥ (%). Mithin
geniigt 6, (0, 0a - - » 01) der Gleichung ¥, (%) = 0; diese besitzt Koeffizienten
aus P und wird, wie die Relation W] (z)= IT (x—0; (015, 0ois -+ i)
lehrt, nur durch die GroBen o; (oy:, 0pis -+ 01i) befriedigt, die sich
aus o; (01, 09y - - 01) vermdge der s Transmutationen (&1 % --* Q’”’)
Ori Ogi »++ Oki
ergeben,

Die irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus P, die durch
6y (01 0 - --» 0z) befriedigt wird, sei J(2)=0. Da ¥, (z)=0 und J(z)=0
- die ‘Warzel oy (0, 05, ... 0x) gemeinsam haben und J(2)=0 in P
irreduzibel ist, mufl %) (%) durch J(x) teilbar sein. J(x)% sei die
hiochste Potenz von J(x), die ¥;(x) teilt. Dann - gilt die folgénde
Beziehung: )

@) ¥, (2) = J (@ L (=),

wobei L (2) ebenso wie J(z) und ¥ (z) nur Koeffizienten aus P hat.
J(z) =0 und L (x)= 0 haben keine gemeinsamen Wurzeln; denn sonst
wire wegen der Irreduzibilitit von J (2} die Funktion I () durch
J (x) teilbar und J(2)® wire nicht die hochste Potenz von J (), die
¥, () teilt. Da nach Voraussetzung J(z) durch o, (o;, sy - - 02)
anoulliert wird, also J (o, (01, @y -5 03)) =0 ist, folgt mach Satz I
des §1, dab auch J(o; (01:5 0gir -+ 024))=0. Wegen der Wurzel-
fremdheit von J(2)=0 und L (#) =0 kann demnach L (z) durch keine
der Wurzeln oy (04, iy -+ 02;) von J(#)=0 annulliert werden.
Wiire L (x) eine Funktion von #, so konnte wegen der Relation (2)
die Funktion L (#) nur durch die Wurzeln von ¥, (2)= 0 befriedigt
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werden. Diese sind aber infolge der Konstruktion von ¥ (), wie
schon oben ausgefithrt, ausschlieBlich die GroBen oy (01is 02:5 -+ 5 014)-
Infolge dieses ‘vVnederspmches muB I (x) eine Konstante sein. Diese
ergibt sich gleich 1, wie der Vergleich der KXoeffizienten der
hochsten Potenzen wvon z in der Relation (2) lehrt; denn es ist
¥, ()= II (x— 0, (014 0s:> .. 01;)) und bei J(z) soll nach Annahme
der Koeffizient der hiochsten Potenz von x gleich 1 sein.

Dem Satze 1 kann man auch noch folgende fiir manche Zweche
nitzliche Fassung geben:

Satz 1*: J (z) sei eine irreduzible Funktion mit Koeffi-
zienten aus einem Korper P. Eine Wurzel ¢ der Gleichun’g
J(x)=01lassesichinder Form (=, (g, g, ..., 0x) darstellen,
wobei @ (05, 02 - 0z) eine rationale Funktion von g, g,,
..,0r mit Koeffizienten aus P bedeuntet und g, g, ... g
Wurzeln der Gleichungskette X; (z) =0, X, (z; p,)=0,
X, (@; 01,00)=0, ., Xz (x5 00,055 .+ 024)=0 sind. Dann 1st
auch o; (04) 0555 - -+ 01i) stets Wurzel von J(z)=0, und die
Gleichung J(x)=0 hat keine anderen Wurzeln als solche
der Form ¢, (01i; 02i5 .- 01:). Siimtliche Wurzeln von J(z)=0
lassen sich also in der ndmlichen Weise o,(0y;, 0y, - -, 015)
als rationale Funktionen von & Grofien g, 05 «. ., 0;, dar-
stellen; diese sind Wurzeln einer analogen Gleichungskette
X, (@) =0, X, (x; 015)= 0, X3(#;01000) =0y 120y Xp: (25 010 00y« -+, 0r—15)="0
mitin den Korpern P baw. (P, 0,9, (P; 0101 020)s -5 (F 015 09s 13 0111)
irreduziblen Gleichungen.

Der Satz 1* zeigt die Bedeutsamkeit der Kenntnis einer einzigen
Wurzel einer irreduziblen Gleichung; alle Wurzeln einer solchen Glei-
chung sind in analoger Art zu finden. In dem Satz 1* liegt die Ver-
allgemeinerung des von N_H. Aser!) ausgesprochenen und von
H. WeBFR?) in seipem Lehrbuch der Algebra nicht besonders einfach

') N. H. Asgr, Sur la résolution algébrique des équations (NachlaB), Oeuvres
par Sylow et Lie, t. 2, 8. 221, ‘Christiania 1881, ,,Si une équation irréductible
peut étre satisfaite algébriquement, elle est en méme temps résoluble algébri-
quement et toutes les racines pourront &tre représentées par la méme expression,
en donnant & des radicaux qui s’y trouvent, toutes leurs valeurs.” Diese ABEL'sche .
Aussage geht weiter als das von H. WesEr (vgl. die niichste Anmerkung) be.
wiesene Resultat und deckt sich im Spezialfall der algebraisch anfldsbaren
irreduziblen Gleichungen mit den Ergebuissen unseres Satzes 1*.

%) H, WEBER, Lebrbuch der Algebra, zweite Auflage, Bd. 1, S. 648, Braun-
schwelg 1898. — H. Wegeg, Lehrbuch der Algebra, kleine Ausgabe, Braun-
schweig 1912, 8. .:571
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bewiesenen Satzes, daB, wenn sich eine Wurzel einer irreduziblen
Gleichung durch eine Kette binomischer Gleichungen, also durch
Radikale finden lift, dies fiir jede Gleichungswurzel zutrifft; das
Theorem gilt nach dem Obigen fiir die Wurzeln jeder beliebigen
irreduziblen algebraischen Gleichung und ‘hat mit der Mog-
lichkeit der Darstellung einer Gleichungswuirzel durch Radikale, “als6
einer besonderen Voraussetzung iiber die Struktur der Hilfsgleichungen
- nichts zu tun. Aus dem Satze 1 entnehmen wir noch, daB das
Produkt s=hy hy... k; der Grade der Fiir die Bestimmung
einer Gleichungswurzel von J(2)=0 -ben otigten Hilfs-
gleichungen ein Vielfaches des Grades von J(x)=0 ist;
das Produkt der Grade der Hilfsgleichungen zur Be-
stimmung irgendeiner Wurzel von J (#)=0 148t sich nicht
unter den Grad der Gleichung J(z)=0 herunterdriicken,
Im Falle, daB J(z)=0 eine Kreisteilungsgleichung ist,:. war diese
Tatsache bereits C. F. Gavuss bekannt; er hat hierauf ohne Beweis, in -
den Artikeln 365 und 366 seiner Disquisitiones arithmeticae. und in
Nr., 116 seines wissenschaftlichen Tagebuchs (C.F. Gauss, ges, Werke X |
S. 556) nachdriicklich aufmerksam gemacht.l) o

Nunmehr behﬁtigen'wir folgende. - -

; e,
v LN

" Definition: 0y (045 0 - .:.,'_‘ék_) sel eine ratiiqr-fale" Fumk‘tidnf?bn
01> Oy -+ ., 03 mit Koeffizien ten aus P, die bei einem System
€, von genau s; der s Transmutationen (2@ -+ 'gk)'ihren

, L SO T3 TR 77 S
*Wert nicht amde_rt. Eine solche Funk tion o,(g,, Q2»,+ <+ OF)
heifit eine zu dem System &, zugehﬁrige_,ration_al'elEuqk-
tion von g, 0 ..., 00 Fiir éine solche gilt” -~ .

Satz 2: Ist o; (01,05 -+ 01) eine zu S, zugehdrige rati-
onale Funktionvon g, g, ....0; und umfaft &, genau’s,
- der sTransmutationen des Transmutationssystems &
der Dirigenten g, 05, ..., 0z des Kbérpérs (P;o,, 05 .. or), -
$0 geniigt o, (y,:05 -y 01) einer irreduziblen Gleichung
fs,ten Grades mit Koeffiziénten gus Pund das System'©
St - ] - -
146t sich in t=8%K0mplexe €,6,0,6®, ..., 6,0t zerlegen
sodaB jeder gleichviel, nimlich §; Transmutationen
enthélt; jede demselben Komplex angehdrige Trans=

1) Vgl. hierzu meine Aufsiitze: ,Eine algebraische Behauptung von Gauss
§'und II,* Jahresbericht der deutschen Math.-V ereinigung 26, 100 (1917) und 80
155 (1921). ' : ‘ - - T il i
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mutation fiihrt o, (o, 05, ..., 0,) in Grofen des gleichen
Wertes diber.

Die GriBen 6, (o;;, O .-+ 01i), die sich durch die s Transmu-

tationen (’91 &2 .- 'QL') aus o, (0.1, 0y, . -+, p;) ergeben, geniigen
010 O2i =+ Oki toT o ) )
nach der im Satz 1 angegebenen Relation (1) einer Gleichung
t-ten Grades mit t=§s— verschiedenen Wurzeln, von denen jede die
1 ' : I L) » -

Multiplizitit s, besitzt; entsprechend diesen Wurzeln ist © in die ¢
Komplexe &,, ©,(1, ©,(2, ..., &,¢™ zerlegt.l)

Wir beweisen nunmehr den erweiterten Lagrangeschen Satz als

Satz 3: Ist o, (0;)0s -..,0;1) €line rationale Funktion
der Dirigenten g, 03,...,0; des Korpers (P; o, 03, .. 01
und gehdrt o; zu dem Untersystem & von &, so redu-
ziert sich bei Zugrundelegung des Korpers (P; g,) als des
Grundkﬁrpers das Transmutationssystem & der s Trans-
mutationen auf das in ihnen enthaltene Untersystem
©, von s, Transmutationen, bei denen o, (g, 03, ..+ 0;)
seinen Wert nicht d4ndert. ‘

~ Jede rationale Funktion 7z (g, 05,..,, ¢;) der GrBen
01> 02y -+ 0 mit Koeffizientenaus P, diebeiallen Trans-
mutationen von &, denselben Wert besitzt, ist eine
rationale Funktion von ¢, mit Koeffizienten aus P.
. Adjungiert man dem Kérper P die rationale Funktion o/ (g, g..., 01

VoD @, @ay + ..y Op, die den Wert ¢ haben mdge, so bleiben im
neuen Grundkorper (P; c¢) erstens alle in P richtigen Gleichungen
zwischen den Dirigenten g, gs, ..., 01 mit Koeffizienten aus P weiter
richtig, und zu ihnen treten zweitens weiter noch alle richtigen Glei-
‘chungen zwischen g, s, ..., 0; mit Koeffizienten aus (P; ¢), zum Bei-
spiel die Gleichung o, (g 02+ ..+0z) —C¢=0. Infolge der zuerst
erwihnten Tatsache kénnen sich unter den Transmutationen bei Zu-
grundelegung des Korpers (P; ¢) statt P nur solche befinden, die dem
Transmutationssystem © angehéren; denn nur die ihm zugehdrigen

s Transmutationen (%1 %2 --- Q’-‘) sind auf alle richtigen Gleichungen
Ori Q2i -~ O

zwischen g, 05, ...,0; mit Koeffizienten aus P anwendbar. Da im
Korper (P;c) nach der zweiten oben gemachten Bemerkung auch
6, (01, 025 -+ 0) —¢=0 zu den richtigen Gleichungen gehort, kann
bei Zugrundelegung des erweiterten Korpers (P; ¢) nur derjenige Teil

1) Auf‘ die Komplexe €;, &, %ﬁ(ﬂ), ey Byt—1) geht Satz b niher ein.; man

* hat in ihm nur !==1 zu wihlen.
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der Transmutationen von © in Frage kommen, der'o, (0,0, - - ., ‘Q}c)-—"é='0
richtig 146t; dies sind aber nur diejenigen Transmutaticren- ©,;, bei
denen o, (g, @, ..., 0;) séinen Wert ¢ beibehilt. Um noch zu zeigen,
dafi tatsiichlich alle s; Transmutationen von ©, auf alle richtigen'Glei4
chungen zwischen ¢, g, ..., gz mit Koeflizienten aus (P;¢) anwendbar
sind, betrachten wir irgend eine solche Gleichung y (g;, gy . .., 0 €) =0
Da es sich um eine Gleichung zwischen g, g, . .., gz mit Koeffizienten
aus (P; ¢) handelt, enthiilt diese Relation auBer den GroSen aus P
nur noch ¢ in den Koeffizienten; ersetzt man ¢ durch seinen Wert
63 (015 025 -+ > @), 50 hat man y (015 025 ++ 01> 01.(015 023 -+ ex) =0,
also eine richtige Gleichung zwischen 015 025 + .., 0 mit Koeflizienten
aus I Als solche liBt sie alle Transmutationen aus ©, also gewiB
alle aus dem Untersystem &,, bei denen sich 61 (015 021« vy OF) =
nicht #ndert, zu. Folglich sind alle Transmutationen aus S, auf
alle Gleichungen y (0., g5, ..., 05, €¢) = 0 mit Koefﬁzieut@n aus (P; ¢)
= (P; 0,) anwendbar, und die Gesamtheit der bei Zugrundelegung des
Korpers (P; 0,) zuliissigen Transmutationen besteht aus den s; Trans-
mutationen von &,. ’

Zum Beweise des zweiten Teils unseres Satzes betrachten wir
irgendeine rationale Funktion 7 (01 €2, - - » o) der GréBen gy, gy, .. 05
mit Koeffizienten aus P, die bei allen s, Transmutationen von S, den
Wert nicht dndert. Da &, die Gesamtheit aller Transmutationen bei
Zugrundelegung des Korpers (P; 6,) statt P war und 7 (g, @z, .- 0F)
voraussetzungsgemifl alle Transmutationen aus ©,; gestaitet, muf
7 (91, 029 -+ 0x) Nach Satz 3 des § 1 einen dem Kérper (P;0,) angehorigen -
Wert besitzen ; das heiBt: 7 (g;, g,, ..., or) ist eine rationale Funktion
von o, (g;, 05, . - » 1) mit Koeffizienten aus P, wie bewiesen werden sollte,

"Wir bemerken noch ausdriicklich, daB die rationale Fuanktion
(015 @2y -+, 02) keine zu ©; zugehdrige rationale Funktion zii sein
braucht, 7 (g, gz, .., ) kann auch bei. einem &, umfassenden, in &
enthaltenen Transmutationssystem &* ungeindert bleiben, also zu S*
gehoren, Enthilt €,* die Anzabl s;* von Transmutationen des Systems S,
so ist nach Voraussetzung s,*>s,, weiter sind nach dem Satz 2 sowohl

; als auch ;i,-,‘ ganze Zahlen, Schlieflich gilt auch das Gleiche fiir
71 1 .
f':—:', denn, da = (g, g, ..., 01) €ine zn ©,* zugehérige rationale Funktion
ist, wird nach Satz 3 bei Zugrundelegung des Kérpers (P;7) das
Transmutationssystem der Dirigenten g,, g, ..., 0; durch ©,* mit seinen
s* Transmatationen gegeben. Adjungiert man jetzt zu dem ‘Korper
(P; 7) die rationale "Funktion g, (g, g, . - 01); 80 erweist sich der

\
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Koérper (P; 7, 0p), da v (g, 05, ..., 0z) eine rationale Funktion von
01 (015 0g- -+ o) War, als identisch mit dem Korper (P; 0;). Bei Zu-
grundelegung des Korpers (P; 7) besteht das Transmutationssystem
der Dirigenten g, g,, ..., 9 aus ©* mit s;* Transmutationen, wihrend
es sich bei Wahl des Grundkérpers (P;t, 6,) wegen seiner Identitiit
mit (P; ¢;) auf &, mit s, Transmutationen reduziert; mithin ist nach
Satz 2 der Bruch 2= eine ganze Zahl,

5

Wir erweitern nlunmehr den Satz 3 in folgender Weise und gewinnen

Saiz 4. oy (015 02y .- » O1): 02 (Qm; 025+ vny Ok « o0 05 (Og) Opy v vy oz
seien Irationale Funktionen von g, gs ..., 0, mit Koeffi-
zienten aus P. Dabei geniige o; einer in P irreduziblen
Gleichung Y,(2)=0 vom Grade#, mit Koeffizienten aus P,
weiter o, einer im Korper (P;o;) irreduziblen Gleichung
Y, (@;0)=0 vom Grade f, mit Koeffizienten aus (P; 0y)s
ferner befriedigt o; eine im Koérper (P; oy, 0,,) irreduzible
Gleichung Y;(#; 6;,0,)=0 mitKoeffiziedtenaus (P, 01,02)
vom Gradef; und so weiter, schlieflich geniige o, ciner
im Kérper (P; 6y, 65, ..., 6,_;) irreduziblen Gleichung
¥; (%; 01, 055...,0,) =0 mit Koeffizienten aus (P; g, 6y..., 0, ,)
vom Grade £, Wihlt man den Kérper {P; 01, Gy, ..., 6;) als
Grundkdrper, so besteht das Transmutationssystem der
Dirigenten py, gy ..., ;. des Korpers (P; o, 05, .. 5 07| 015 Ogs o4y 01) 1)
s

aus einem Untersystem &,,...; von © mit 312._.l=ﬂ—-—t
1l2e- Y

Tra_nsmut‘ati‘onen; dabei ist ©12-0y der Durchschnitt.

der in € enthaltenen Transmutationen &,,6,,...,8,, wo-
bei &;(i=1,2,...,7) den Inbegriff derjenigen Transmuta-
tionen von & bedeutet, bei denen ¢; seinen Wert nicht
indert. Jede rationale Funktion z (o, ga ..-01) der
Gréfen g, @2, .-+ 015 die bei allen Transmutationern von
©y2-..;denselben Wert hesitzt,isteinerationale Funk-
tion der !GroBen o, 6,,...,0, mit Koeffizienten aus P,
(Fiir I=1 ergibt sich Satz 3).. '

Adjungiert man o; (gq, gy, ---, o) zum Kérper P, so reduziert smh
das Transmutationssystem der Dirigenten p,, gy, ..., p;; bei Zugrunde-
legung des Korpers (P; o;) nach dem Saiz 8 auf diejenigen Trans-
mutationen &; von &, die o; nicht sndern. Mithin kann nach der Ad-
junktion von gy, 6y, ..., 6; zum Kﬁrper P’das Transmutationssystem der

1) Den Glundkorper machen wir im Folgenden durch einen bmgeﬁigtem
Strich kenntlich.
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Dirigenten 0,,05, ..., o des Kérpérs (P; oy, o, ..., 070015 Opy ++vs k),
wo (P; 0y, 65, ..., 0;) der Grundkérper ist, nur aus denjenigen Trans-
mutationen ©y, ..., von & bestehen, die sowohl &,, als auch §,, &;; ..., 8, ”
angehoren, also den Durchschnitt von &,,8,, ..., S, bilden. Um noch zu
zeigen, dafi auch tatsichlich jede Transmutation von &, die dem Durch-
schnitt &y,... , von &, &,, ..., &, angehirt, in dem Transmutationssyster
der Dirigenten g, 0y, ..., 0. des Kérpers (P; 01y Ogy < Oy [ 015 Ogy s + +» OF)
bei Wahl von (P; oy, 6y, ..., a,) als Grundkdrper enthalten ist, be-
trachten wir irgend eine Gleichung zwischen 015 Qg - -5 03 mit Koeffi-
zienten aus (P; g;, 0,,..., 6;)." Eine solche Gleichung hat die Form -
¥ 01y 095 -+ Oky Op) Ops.v vy 6) =0 mit Koeffizienten aus P Da o;
(¢=1,2,..,1) rationale Funktionen von g, g,, ..., gz voraussetzungs-
gemil sind, ist y (01, 095 -+ 4 01, 04, Ogy .v ;) =0 eine Gleichung mit
Koeffizienten aus P zwischen g,, g,, ..., o und muB demnach wie Jede
solche richtige Gleichung alle Transmutationen aus & gestatten,-also im
besonderen auch diejenigen von &, ..., bei denen Jjede der GréBen a,,
g5 +++ 07 sich nicht dndert. -Hiermit ist nachgewiesen, daf &, ..., das
Transmutationssystem im erweiterten Grqndkﬁrper ist.

Die Anzahl der Transmutationen von &y, ..., sei sy, ... ‘es ist

= il—tz—s—ti ist. Bedeutet s, dje kAu—_-
zahl der Transmutationen von &,, die o, nicht #ndern, so ist mach
Satz 1 der Grad t; der irreduziblen Gleichung ‘mit Koeffizienten aus P,
die durch g, befriedigt wird, ¢, = ~. Durch Adjunktion von ¢, zum Kr-
per (P; o;) reduziert sich nach dem Obigen das Transmufationssystem &,
der Groen gy, 45 ... ¢ auf &,,, den Durchschnitt von ©; und &,, wobei
&, die Anzahl s;; Transmutationen enthalte. Da o, bei 81y der Transmuta-
tionen von &, ungefindert bleibt, ist der Grad der irreduziblen Gleichung
mit Koeffizienten aus (P; o,), die. durch o, befriedigt wird, nach Satz 1
gegeben durch 7, = 51_2 Bei Wahl des Grundkrpers (P; o, oy; 03) redu-

noch nachzuweisen, daB s,, ...

ziert ‘sich das Transﬁmtation‘ssyst/em &, weiter auf ©143, den Durch-
schnitt von &, &,, &, den man auch als Durchschnitt von &), mit &,
bezeichnen kann, &,,, enthalte s,,;, Transmutationen. Da 03 bei den s,
in &,, auftretenden Transmutationen von ©,45 seinen Wert nicht sndert,
gentigh o, nach Satz 1 im Korper (P; o, 6,) einer in - diesem Korper

irreduziblen Gleichung vom Grade fy = S Qo fortfabreﬁd, érhfaflf;’;man ,

8193 o
man £, =2 iisw., schlieBlich £, = 32 &1 pureh Multiplikation der
| oL 8184, . 7 312 reelgl - T T et
gefundenen Gleichungen ergibt sich die gewiinschte Relation ¢, 7, ... ¢,

= . Um ‘noch die letzte Aussage des Satzes 4 ‘darz'utun, be-

819 1l
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trachten wir irgend eine rationale Funktion 7 (g,, 0,, ..., 0) der Grofien
01> 025 - -- 0;» DBleibt diese bei allen Transmutationen &y ..., der
Groflen g;, 0y ..., 07 ihrem Wert nach ungeiindert, so heilit dies:

T {01y Doy «-rs Qk) gestattet die Gesamtheit aller Transmutationen der
Dirigenten py, 0,, ..., o5 bei der Wahl des Grundkérpers (F; oy, 65, .- -; 6,):
Mithin muf} v nach Satz 3 des § 1 diesem Korper angehiren, -also
ist © eine. rationale Funktion von o, 65, ... 6; mit Koeffizienten aus P.

Aus Satz 4 ziehen wir zwei wichtige Folgerungen:
Satz 4,. Unter Verwendung derselben Bezeichnungen

wie im Satz 4 ist wegen {1, ..., = ° stets £ f,... fp < s

Slr_p-u-[

Dann und nur davn, wenn #; ¢, ... ¢, =S, also s,..,,=1

ist, 1ibt sich jede rationale Funktion von gy, 04, ..., 0;
auch als rationale Funktion vongy,0d,,...,06, darstellen;
die Kérper (P; p55 09y -+, 0) und (P 6y, 64, ..., 6,) sind
identisch.

Ist tty...t, =5, also §5..., =1, so besteht &,..., nur

aus der 1dennschen Transmutation (gl %2 e g’“) Mithin 1iaBt sich
1 2 P L

das Transmutatmnss;stem der Dirigenten o, g, ..., 05, des Korpers
(P; 0;, 65, -, 61 | 043 0a4 - .+s 0r) auf alle rationalen Funktionen von
015 Oz - - »» 03 mit Koeflizienten aus dem Grundkérper (P; oy, 0y, ..., 6;)
austithren. Eine jede rationale Funktion von o, 05, - .., 0. gehdrt daher
dem Korper (P; 6y, 0gy ..., 0,) an und ist eine rationale Funktion von
Gy Ogy -+ - 6; Mit Koeffizienten aus P.

Ist hingegen s, ..., > 1, also 4,4,... ¢, = ~ < 8, s0 enthilt

'sl‘ll‘nil

©;2 . . . ; mindestens eine von der identischen Transmutation (gl 32 " g ’")
102 < 0k
verschiedene Transmutation 7, diese fithrt mindestens eine der GroBen

01102, + - - Oz, €tWa g, in eine mit g, nicht iibereinstimmende GriBe g,

iiber. Die Grofe g, gehort dann nicht dem Korper (P; 6y, 05, .. ., 6))

an. Wiirde nimlich o, einen dem Korper (P;o,,6,,...,0,) angehori-
gen Wert ¢ haben, so miiten nach Satz 2 des § 1 auf go—c=0
alle Transmutationen der Dmgenten 01s 02s - - -» 01 des Korpers
(P; 61,0, .- +0y{ 01,025 - -+, 01), also im besonderen auch die Transmu-
tation T, anwendbar sein. Hierdurch wiirde man 04 —c =10, also im

. Widerspruch zu unserer Voraussetzung o, 1 p,’ die Gleichheit o, = g,/

erhalten. Fo]ghch gehort o, nicht dem Koérper (P; 6y,0,, ..., 6;) an,

und es sind im Falle ,7,... f, < s nicht alle rationalen Funktmonen
YON 0y, 0g + -+ OF auch %olc]lne VOU 0y, 0py «vsy G ‘ |

- Die zweite aus Satz 4 sich ergebende Folgerung ist
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Satz 4,, Die GréBen o, o, ..., g mégen die gleiche
Bedeutung wie im Satz 4 haben und o, geniige der in
(P304, 65, ..., 6;) irreduziblen Gleichung ¥;(2;0,0,,.. ., 6;)="0
vom Grade?; (i=1,2,...,0), Esseien 08,208y -+ 03, die GroBen.
01103 -+, 0 in irgendwelcher Reihenfolge. Im Kérper (P;
O8y O3y » -5 G5, ) geniige a5, =1,2,..,,) einer irreﬂuzibhﬁ
Gleichung Y;*(; 031298, ++» 03;_)=0 mit Koeffizienten aus
(P; 05,05, - 5 95,,) vom Grade {* Danniststets 4,4, wai
A A —_—

Nach Satz 4 ist nidmlich sowohl Lty ... t; als auch £*¢* ooy B,
da o;,0,, ..., 0 und 0817987+~ G5 abgesehen von der Reihgﬂfolge;
g

12renl ‘ -
Wihlt man in Satz 4, die Zahl I =2, weiter 0y = @3y O =0y, also
95, = O 05, =0y so ergibt diese Spezialisierung nichts anderes als
den KroveckER-KNEsErschen?) Satz: Geniigen g, und g, im
Korper Pirreduziblen Gleichungen ¢, baw. #*-ten Grades
und befriedigt g, nach Adjunktion von.g; im Kérper (P; 01

H

eine irreduzible Gleichung f,-ten Grades, wihrend p,
im Korper (P; g,) einer irreduziblen Gleichung ¢*-ten
Grades geniigt, so ist ¢ ¢,=£*¢*, o 3

1=

die nimlichen Gréflen sind, gleich

Fiir die folgenden Untersubhﬁngen formulieren wir zunichst

- einen wichtigen Hilfssatz: Sind (Ql g - Qk-)' alle Trans-
_ , ' €16 Q20+ -0 Qki/ o
mutationen & der Dirigenten Qv 0x..-0r des Xorpers

P;50150 ..+, 0x) und ist g:ag:ag:a) -eine bel_iebige,‘ aber
feste Transmutation aus &, also O1asDgass oy Opa Wurzeln

der Gleichungskette Xy(@)=0, X, (% 5 010) = 0, X3(%; 030, 030) = 0.,
X5 (%; 01as 0as -+ +» 03—14) =0, 80 werden alle Transmutationen

de.l‘ Dil‘igenten Qla,,ezaym. .y Qk\u deS KBPEBI‘S (Ps Qla’ an, L ] Qka‘)

durch { e 92@"'91’“) gegeben, wobei sich nur der Zihler

010 O25+¢- Oki
geindert hat. | | -
Nach dem im §1 auf Seite 8 bewiesenen Hilfssatze sind die
Gleichungen X, (z) = 0, X, (%; 00) = 0, X; (%5 010 6a) = 0, «..,

X (%5 0as Ooas -+ o5 Op—ga) = O irreduzibel in den Korpern P bzw,

') A, Kweser, Math. Annalen 80 (1887), 195 vgl. auch ‘A. Lorwy, Math.
Zeitschrift 15 (1922), 265, Verallgemeinerung bei Frieprron Karw SceMioT, Bei-
triige zur Algebra 4, diese Sitzwngsberiéhte 1925, 5, Abhandlung, S. 21.
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P04, (P 0105 Oaa) USW. (P; 0103 Oaas + - +» @k—1a)5 3lso die ihnen ge%
nﬁgm]den Gr6Ben O1as Qaas <oy 01y mit den Grofen’ 015 Ogy - ooy Op
gleichberechtigt. Das Transmutationssystem der Dirigenten g4, 0o4y. .., Ok
des Kérpers (P; 914, gy - . -5 Orq) besteht infolgedessen nach dem Satz 2

des §1 aus den s=My ky... Ity Transmutationen Q1o Oga - Q“")
1i B2i - .- O

wobei g,; alle Wurzeln von X () =0, 0y; alle Wurzeln von Xy (‘” 911) =
usw., schlieflich p;; alle Wurzeln von Xy (%5 0145 Qs+« oy Opgs) = O
- durchliiuft, |

Im Anschluf an den abgeleiteten Hilfssatz filhren wir die Kom -
positionoderdie Zusammensetzung zweier konsekutiver
Transmutationen ein., Zwei beliebige Transmutationen lassen sich
nicht komponieren, wohl aber konsekutive. Fiir diese geben wir die

folgende Definition: Zwei Transmutationen P, = (91“ Qoq - - Qka)

010 O2b «v- Opp
der Dlrlgenttﬂl Q103 C2as -+ -5 Oka des Korpers (P: QIMQM! .o Qka)

and P, = (@ %+ @) dep Dirigenten .
T ey, 0o e 0k / BENTCN &by Gy - e des
Korpers (P pg3 0p5+-+5 0x3) bei denen der Nenner der ersten
Transmutation mitdemZihler der zweiten iiber einstimmt,

sollen.in der Remhemfolge P, P, konsekutive Transmutas=
tionen heiflen., Aus zwel solchen kann man durch Kom-
position ihr Produkt P, P,= |

Oia Ooa -« - Qk‘a‘) 916 Ozp - -- ka):(gla Qag o+ Q.Im)

015 Oop +-- Qb i O1c O +i+ Ope C1c O« Oke . '
ableiten, Diesesistnachdem Hilfssatzeine Transmutation
der Dirigenten 0105 Ogar -+ 1 Oka des Korpers (P; 0101 Qaare- -5 Cfa)-

Sind P, und P, M{onsel\utwe Transmutationen und weiter P, und

P Lonsekutlve Transmutationen, so sind, wenn P, = (Clo Ooc » - Qk‘“)

Cia Qaq +++ Oy,

ist, offembal P, umd P, P — (0w Oz - 9“‘) konsekutive Transmu-
L1z %oa - - Ora

ta,tlonen und das glewhe gllt fir P, P, und P.. Weiter ist ersicht-

lich P, (P, P,)— (P, P,) P,— (gll;t g:; gfd) d. h. fiir die Pro-

dukibildung ist das assoziative Gesetz erfiillt.

Im Korper (P; py4) @ouy ---» 0ra)-ist die Idenntat O1a Qo - - Qka)
Ora Boa+ - Okqg
eine Transmutation der Dmgenten 0105 Ooas -+-» Oier Bedeutet

— { Q1a Caa ++ - Cpa
’ 015 02b - «+ O

unseres deqqatzes auch ( 16 @2 - - Q“’) eine Tr‘ansmutatmn Dm
O1a Poa -« Opa

) eine beheblge Transmutation, so ist auf Grund
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zuletzt genannte Transmutation ist eine solche der Dirigenten o,;, 0y, ..., 01
des Korpers (P; 01 0gpy ..., 012). Sie soll als die inverse Trans
mutation P,~1 von P, bezeichnet werden. Ersichtlich sind sowohl
P, und P,~! als auch P, und P, konsekutive Transmutationen,

und man hat P,.P,~1— ( C1s Q20 .- 9“) gleich der identischen Trans- -
Qe Coz --- Oka '

mutation der Dirigenten g4, gogy .1 ., 014 des Korpers (P; 0,05 0as - «5 0ka)s

wihrend P,71 P, — ( 61 Q2 -+ ka) gleich der identischen Transmutation
- 016 Qb - -+ Orp

der Dirigenten gy, 045, ..., 0z, des Korpers (P; 0165 Oaby - - +» Ppp) Wird.
Bedeuten P, und P, zwei konsekutive Transmutationen, so sind
Pyt = (%1 Qe Q""G) und P, — ( Qib Q2b - - Q"”) in der Reihenfolge
016020 -+ - b O1a Cou - -+ Ok -

P,™%, P,7" konsekutive Transmutationen, und ihr Produkt P, P,

ist die inverse Transmutation (P, P,)~1 von P, P;.
Beniitzt man den Begriff der inversen Transmutation, so kann man
dem Hilfssatz auf Seite 27 die folgende Fassung geben:_

Ist©das Transmutation ssystemder Dirigenten py, gy, ..., 0%

des Kérpers (P; oy 0, - -., g) und bedeutet P = (Ql Q2 - Ok )
. . 1 : Q10 020+ « + Oka
eine beliebige, feste Transmutation aus S, so sind P!

und jede Transmutation aus © konsekutive Transmuta-
tionen, und es liBt sich das Transmutationssystem der
Dirigenten gy, 0o, ..., 01s des Koérpers (P; 0145 Gy e- ., Ota)
in der Form P& schreiben. ' '
Nachdem wir im Satz 4 die Wirkung der Adjunktion von ¢,, g, ..., g,
zum K&rper P untersucht haben, behandeln wir, in Erweiterung der
Sitze 1 und 2 dieses § auf den Fall von I Funktionen, das Trans-
mutationssystem, das sich ergibt, wenn oy, o,, ..., 6, zu Dirigenten des
Korpers (P; 644 6oy ..., 6;) gewihlt werden. :
Satz 5.%) & (op 0o veoy O1)y O3 (01 a5 +evy O1)y oo v, 6; (015 s, -y Ox)
seien rationale Funktionen von g, g,,..., o, mit Koeffi-
zienten aus P, e -
o; geniige im Korper (P;oy, gy, ..., 0;,) der in diesem.
Kérper irreduziblen Gleichung ¥; (x; Oy Ogy vuvy Gpq)=0
vom Grade?; (i=1,2,...,0). Dannbesteht die Gesamtheit >
gii zib g;) der Dirigeqten Oy Ogy vary O)
des Kérpers (P; o, 05, ..., 6)) aus bty ... 6= —2  Transmu-
tationen. a2y

derTransmutationen (

*) Dieser Batz ist fiir das Folgendeﬁ‘e‘mtbehrlich. o
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Durch die ! Funktionen 6y, 6, ..., 6, wird das Trans-
mutationssystem © der Dirigenten 9, 05, ..., 0 des Kor-

. Q
pers (P g1, 05y .oy 02) In E=14 .. b=

=

Komplexe
Spg eev

12 - 11 Gy, B .., Bt ., zerlegt, also
&=6;... 1+@12(1)---z+ ©p®. .yt 8L,

& . ae L3 S
wobei jeder der { Komplexe gleichviel, nimlich s, -

-l=
t
Transmutationen enthidlt. Zwischen den Transmutations-
9}stemen@SundZbestehtfolgenderZugqmmemh'\nm Jedem
der t Komplexe Cp®..; (1=0,1,2, ..., (=1, €,0 =8,
entspricht eine und nur eine dm Transmutationen
. . - ‘
(Gl O2 +-- %2 Bedeutet P;= 01 02 -.. Ql‘) irgendeine be-
013 Ogi v OpiJ L1 Qaiv e v Ok
liebige Transmutation aus dem Komplex &,9,,.,
(t=0,1,2,...,t=1), so findet man die zugeordnete Trans-

m.utation (Gl G2 -~ g‘) mittels der Relationen
! i

61{ 02{ ..

633 = 05 (0113 Qaiy «+ s Or1) (J=1,2, ..., 1)

01 0s .0

Versteht man unter P, = ("1 =2 Qi
Q]al 25+ Ofay
feste,beliebig gewihlte Transmutatxon aus dem Komplex

&,,0... ;, bedeutet weiter €™, wobei j eine beliebige, aber
feste der Zahlen 1, 2, ., E bedeutet, diejenigen Transmu-
tationen aus dem ’][‘ransmutationssystem Pt & (vgl Hilfs-
satz auf Seite 20) der Dirigenten gy, Oy +v oy Ope; des
Korpers (P; 015 02055 ++-5 O1ag)y, bei denen sich die Funktion
0, (01441 O2ais +++y Ora;) ihrem Werte nach nicht dndert, und
durchliuft @1‘, @, tap die Gesamtheit der den Transmutatlons-
systemen 6,0,6,0. .- &) gemeinsamen Transmutationen,
ist also @12() {ay der Durchschnltt von &,0), &, (‘ . ,@(”)

so lassen sich alle Transmutationen des K om]plexe= @p .z

) iro‘en deine

als Produkt der Form

©1. 1= Pe;®10 @) (i
schrelben und fiir & gn]t die Zerlegung)
(*) &= Pao C‘512 Cofag) +Pﬂ1 §12 l{ﬂl‘ +Pa2 @12 g{azl +..
' 'IFPag_]_ @12 (t_—l)

S {a— 1)

1) Fiir Pa,, kann man im besondern die identische Transmutation 91 Q2. "9’“)

0102 -
nehmen und unter C,q l{ao} dieser Wahl entsprechend den DUlCththtt von

€y S, ..., 8 verstehen. 7
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- Wir z:eigen zuerst, dab die gegebgnen ! Funktionen o (014 .9‘2:,‘ ey OF);
Gy (015 025+« 3 @1y +vvy 0 (@15 Qo -1y 02) eine Zerleging. des Transmu-
tationssystems & von der Form (¥) unseres Satzes bestimmen. . Nach dem
Satz 4 bleiben die Funktionen o, (o1, 05, - .+y.01), 05 (01, 05, : .., O1) s « -
— Transmutationen & ,, ..
tlt‘l"'tl T , .=
ungeindert, die den Durchschnitt von &, &,, ..., &, bilden; dabei
bedeutet &, die Gesamtheit derjenigen Transmutationen aus €, ‘bei
- denen o; (01, 05 - .., p;). seinen Wert beibehilt (7 =1,2,...,0). . Ist
= (01 O ... 0 ' ‘
i . Qlai O2age « lei _
m § 1 gezeigt, die Gf‘bﬁen Cia;y O2az3'+ « +y Okay mit~ 015 0y -++5 O 1D
jeder Weise gleichberechtigt. Bedeutet demnach &) die Gesamtheit
derjenigen Transmutationen aus dem Transmutationssystem Py' &
der Dirigenten 0y4;, 05¢;s - - -y 01; des Korpers (P35 @1ai1 O2ags -+ +» Ohag)y
bei denen die Funktion 0; (O1a;s Ozazy + - +y O1a;) ihren Wert Beibehlt,

@) 1) O
]_ {qi},-@2 {ﬂi}’ . . @l {a{}’ SO

oy (@1 @2y -+, 0p) bei den s;5... ;= y

) irgendeine Transmutation aus &, so sind, wie

weiter &,, .7 (ast den Durchschnitt von &

umfalt &5, 7 (3 genau Sigeeey= ﬁTransmut&ﬁ@nen der Diri-
FCREEN7 -

genten giq;s Qgays + -+ Ofe; 2Us dem Korper (P Qua;s Qaays ++ 5 Onay)y den Py,
bestimmt. Nach dem Hilfssatz sind die Nenner des Transmutations-
systems P,.71 &, also auch diejenigen - seines Bestandteiles @lg,fi_)lr{.af}
nur solche, die auch bei den Transmutationen von & aufireten. Hieraus
folgt, dafl der Komplex P, G0. 9 (a2, bei dem nur der Zihler in
1 s - - -5 @ verwandelt wurde, ebenso wie &y, @, (.4 genaus,, ... , ver-
schiedene Transmutationen enthilt. Die Transwutationen P, &,, D e

g, .,

gehoren © an und fiilhren die ! Funktionen 01 (015 Qay -+-r Ok),
0y (015 Ops EERE Ok)y ++ vy 0y (01, 025 -+ 01) In 01 (Qmia Baa;y -y lei)'i
T (01075 Qangr +++s Qkag) + + - 07 (Q1az» O2aps -+ Opa;) Oder in mit den zuletzt
genannten Funktionen gleichwertige iiber. |

Wir erbringen jetzt den Nachweis, daB mit den s, ... ; Trans-
mutationen Py, €, @, o alle Transmutationen aus & erschdpft sind,
durch die man die ! Funktionen 0; (01) 02y -+ oy 1) (= 1,2,.., l) in
o (014 Q‘E,,,i, s+ Opq; Uberfiihren kann, Angenc;mm:nen7 es gibe noch.
eine weitere Transmutation P* = | gl* ‘82* e S’“*) die &, dber nicht

1 92 ... O - :

seinem Untersys_te'm. Po; 812, (0 angehért und das Funktionensystem
0; (015 02y -+ s 02) (F=1,2,..,0)in o; (1%, 05%, ..., 0*) iberfiihrt, wobei
d]g zml_etzt genannten lFu‘nktio‘nen Wit 6; (010;, Gaazy ey Okay) - gleich-
wertig seien. Dann wiirde P, P* = (Q.mi O2az - -+ Qlﬂﬂij 0 Q2 0k )z
e o ’a*‘ _ 01 O .05 / NeF@*...0n/)
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glii 32:!;, Qltt@) das Funktionensystem g (01059 O2az1 - - o Oka;)
1 O -

(f=1,2,...,0) in das mit ihm nach Annahme gleichwertige Funk-
tionensystem o; (/% 0,% ..., o) iberfilhren. Da P* voraussetzungs-
gemiB eine Transmutation aus € sein soll, der Nenner von P,~1 P*

mit dem von P* iibereinstimmt, ist P, P*= ngj Q’-’-:'i' "Q’f“i) nach
01 Q2" «e- O
dem Hilfssatz auf Seite 29 eine Transmutation der Dirigenten
105y Oauzy o+ -3 Okay des Karpers (P, O1a;y Qangs + -y an) und gEhﬁlt mit-
hin©;; @, an. Dieser Komplex umfafite abe1 simtliche Transmutati-
onen der D]T‘gemtem O1a;y O2a;s ++ -3 Okay des Korpers (P; Qlllg! Qzap s++y Okay)s
bei denen die ! Funktionen o; (Ql%, Osazy - -1 Okay) (=1, .., 1) ihre
Werte nicht finderten, Mithin gehort die TransmmtatiunP (P T1PHF) = P
dem Komplex P,; ©;p ?, 3 an; hiermit ist gezeigt, daB nur durch

s
tl tt) P t
tionen o, (91, Osy - - 7@&) in die ! Funktionen a; (gml, O2ap ++  Ora;) Oder
mit ihnen’ gleichwertige iibergehen.

Durch die voraufgehenden Untersuchungen gewinnt man unmittel-
bar die gewﬁnschte Zerlegung von &. Wir betrachten nunmehr zu-
nichst die $;,..., Transmutationen P, @12 ) L {agy» Del denen sich die
! Funktionen o; (Ql, O+ 01) (7= 1, 2 , 1) ihrem Werte nach nicht

die g5 ...;= Transroutationen P, @12 ' 1qay  die I Funk-

o ‘ 0 cee O . . . ..
indern. P, = (“1 Oz Q") sel eine Transmutation aus &, die sich
! -O1ay Goas + s Cka )

nicht wunter denjenigen des Komple‘(es Pa., S @, {ag; befindet.
Da nur die Travsmutationen P, &, @, die [ Funktionen |
6 (0 0 -5 00) (=1, 2,..,0) 1hrem Werte nach nicht indern, stim-
men die mit Hilfe von P, ay gebﬂdeteu Funktionen o; (le, Osapree s 91“1)
(j=1,2..,0) nicht mit den I Ausgangsfunktionen o; (g, 0y, ... oy)
(1=12,..,0) im Werte ‘iiberein.

Nach dem vorletzten Absatz werden dic gegebenen ! Funktionen
o7 (01 st . ;QL) (J=1,2,..,0) durch die $;5...;, Transmutationen
Po,®p M gay in die 1 Funktlonen 6; (012> Osays ++» Qkay) oder mit
ihnen glelchwertlge ubergefuhrt Da P, @12 “z {ap) die’ / Funktionen
o; (op 92,. or) (7=1,2,..,0 ungeandert laﬁt wahrend sie durch
Pa, 612 z{au In o; (QM, Qog ey Qlal) G=1,2,. Z) transfor-
miert Werdeu, folgt, daB die zwei Komplexe P, @51,, @, 145y und
P, &, ® )1 {ag) keine gemeinsamen fransmutatmnen besmzen also
msgesamt 2 815 ..., verschiedene Eransmutatlonen umfassen.” Grem“t man

nun weiter eine weder in P,, &,y @, ¢, noch in P, &, © l{“\

enthaltene Transmutation P, = Sl gz : g‘;: ) aus & lheraus, S0
105 Oza, -+ Oka,




v
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muf das Funktionensystem o; (gy,,, O2ays+ Cka,) (J=1,2,..,) von
den zwei bereits betrachteten Funktionensystemen g; (01 01 - - - 02) :
(=12..,01) und g (g, Oaays -+ 0ray) (J=1,2,..,1) verschieden |
sein; deon nur durch die Transmutationen von Poy ©12.9, agy Gndert

sich das Aunsgangsfunktionensystem o (@1 Op - o) (J=1,2, ceesl)

nicht und Dblofi durch die Transmutationen von Po, ©12 @, up geht

das Ausgangsfunktionensysiem in G5 (0101 Osags - Qkay) U =1, 2,...,0)

iiber. Bildet man mittels P,, den Komplex Poy €12 @, (ap), s0 erhalt
man, da dieser Komplex zu einem neuwertigen Funktionensystem

5 (O1ays Oaags ++ Okay) (= 1,2, ..., l) fihrt, weitere s;,..., Trans-

mutationen aus &, die von den bereits vorhandenen 2 Sig . ..y VEr-

schieden sind. Fihrt man aof diese Weise fort, aus & immer neue

Transmutationen herauszugreifen, bis & erschopft ist, so findet man

die Zerlegung: ‘

= P(Ia 6]2 _‘go.)z‘ fao! + P((l @12 .gl)l {a) 4.4 P"t—-l glzgtﬂl)

Li{ao1d,
s s

wobel £ = = - ist.
Slz‘l.l tllelitl

Da oy, 65, .., 0, die Lsungen des Gleichungssystems Y, (&) =0, _
Yo (@50) =0, 5 (25 0, 00) = 0., Y, {z; 04 0y, . . ., 6,,) =0 sind, - |
bestehen die Relationen ¥ (g, (01 O3s - + 5 01)) = O, _

Y, (05 (01 0+ or); 0y (01 09 -y 01)) = 0,

Yy (05 (e 09 - -+ 0r); 61 (01 0p 1« - 0r)s O3 (0 Qs vy 02)) =0, ...,

Yy (op (0 0+ - » 01 ! (0p 09+« 0r) O3 (01 O -y 0y +vvy

01 (Qp Qo « -+ 0z) = 0. ‘
Auf diese richtigen Gleichungen zwischen 015 Q2 « - - O mit Koeffi-
zienten aus Plassen sich die Transmutationen aus & anwenden. Ist P, =
[Q1 02+ Ok ) eine solche, so ergibt sich hierdurch Y, (6;) = 0
\01i 09 - -+ O ' , , : )
¥, (0955 015) = 0, Yy (055 64y 05) = 0, P ¥y (05 010 09+ 1 %14i) =0,
wobei 65 = 0; (045 090r --m o) (J=1,2,... 0. ’

Wie oben nachgewiesen wurde, existieren genau ¢ verschiedene
Systeme von je I Funktionen ;3 651, ..., 0, (4 = 0, 1, 2,..., 1),
die den ¢ Komplexen P,; &,, @, {ay entsprechen. Es gibt also
t={; t,...¢, Symbole (Gl 2 0 O )» deren Nenner nicht tiberein-

) 1i Ogi « - . Op ,
stimmen, so daf oy oy ..., 0y Losungen der Gleichungskette
e (m): 0, Yy (#304) =0, T; (25 0y 031) = 0y .., X3 (w; 0> Ogis= + +» Op—y3)
= 0 sind. - Da das Produkt der Grade der Gleichungen auch gleich ¢

. < (6] Oy ...0 . : N
ist, hat man in ( 12, l_) alle Transmutationen der Dirigenten
\O1i Ogi -« . 0)i

0y Oy +..; 0y des Korpers (P; oy, oy, .. .y G;), Wobel o6,, Gy i.., 0
Lésungen  der Gleichungskette Y, (@) =0, X (; ) =0, ...
-3

{

[

%




34 Arrrep LoEwy:

Y, (#; 0y 6y .-+ 0;—y) = 0 sind. Die ¢ verschiedenen Transmutatio-
nen (01 Oy -+ 0y (i=0,1,2,... {—1) des Transmutationssystems &

Gl‘t 021. e Gli ‘
der Dirigenten o, oy, ..., 6; des Korpers (P; 6, 0a,. .., 0;) ecrgeben
sich aus .

05 = Oj (014y 2ty -+ - o) U=1,2,.. D),
wobei (@1 &2 - EF ) jede beliebige Transmutation aus je einem der
Qi Ogi - -+ Cki _

¢t Komplexe P, ©13 @) (e (i=0,1,2,...,{=1) bedeutet; jeder der

s - ¢ .. .
S1g... =7 100 Komplex P,; ©;5 @, (4;y enthaltenen Transmutationen

G, Oy .. 0;

entspricht die nimliche Transmutation ( ) aus 2, die man

1502 » v Opi

. . T ] Al am(gl,gg,...,gk) _
in leicht verstindlicher Symbolik ( (0100 2 -+ 2 82) Pus ©13 @, 0

s (015 Ogs + « +3 OF) ) schreiben

-, Oy _
(02 (015 02y - -+ - on) Paa@ 612_?’?[ {ai} + - (o) Py, S, Fﬂ_)‘; {ag)
kann, wobei (g; (015 €25 - - - o) Py &1 @ ( {agy BUS Oj (01, Day <o or) durch
Anwendung einer beliebigen Transmutation aus Pe; ©1 @, g} auf die
GrdBen g, @g - - - 0 hervorgeht. ‘

. ‘ 0, 0o -+. Ok ,
Wir bemerken noch, daf, wenn Py, = (1 *2 Ok ) eine be-
O16; Caby - - - Ly

liebige Transmutation aus Py, €y 7 (ayy ist, sich die im Komplex
Po; ©15 @) 1as) enthaltenen Transmutationen von & auch gleichwertig
in der Form Py, &3 @, schreiben lassen; denn der zuletzt ge-
nannte Komplex fithrt die Funktionen a; (o), 0oy - - «, 01) 1IN
0; (O1ps Oapgs - - Oxpy) UbET, und diese GroBen sind nach der Wahl von -
Py, gleich |

(6 (01s 09y - + s 01)) Py <y mz fap = 0j (0107 Baay+ -5 Oka;) (G=1,2,..,0.

S 4.
b
Die Gruppe der automorphen Transmutationen derDirigenten 0, 05, ...y 0
des Korpers (P; o1, 03y -+ -5 01

1

. 0
Unter den Transmutatiouen ( by
=1

~

Qk) des Systems © gibt

Qﬂ

i0gi - -+ Oki
. 0, 0 ---0% . I .

es solche Transmutationen S, = (‘-1 -2 <k ), bei denen die Nenner-

) 010 O2a «+ + Oka

o1BBen Oya; Ozar - + +3 Ok d€M Ausgangskorper (P; gy, 05, - - ., 03) angehoren,

also die & Groben gj, = P; (015 025 - -+, 03) sind, wobei 7; (01) 02y - -+ O1)

eine rationale Fupktion von g, 0,, ..., oz mit Koeffizienten aus I be-

dentet. Diese Transmutationen nennen wir automorp he Transmu-

tationen. Zu ihnen gehoren alle in & enthaltenen Permutationen der
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GroBen gy, g;, ..., 0z, also im besondern die notwendig in © enthaltene -

identische Transmutation,
Dem Folgenden schicken wir zwei Hilfsbetrachtungen voraus:

T y (@ 02 cee Q6.

L Ist S“”(wi(en Q23 -+ 0%) P2 (01 02y - 5 02) .. @3 (01, 0oy - - oy m;))
eine automorphe Transmutation aus & und bedentet P,- gl O »-- 0k )
eine beliebige Transmutation aus &, so stellt auch th Gab - Ot

51 02 cer Ok - )

1 Q1o Covr -+« 0k) P2 Q1 Gapy + vy 013) - o+ P Oy Oabr - 3 O1)
eine Transmutation aus & dar.

Ist ndmlich 2(g;, 0y, ..., or) =0 irgendeine richtige Gleichung
zwischen g,, 0, ..., g; mit Koeffizienten aus P, 50 kann man auf diese
die Transmutation S, anwenden und erhilt

A (91 (01y 02y +<v 01) Pa(Q1y Cas v ey O8)y + v ey P (043 Oy - - -, 0r)) = 0.
Da P, auch eine Travsmutation aus & ist, lift die letate Gleichung
die Transmutation P, zu. Hierdurch ergibt sich :

A (971 (les Oabsy » v ka‘)ﬁ Pa (Q‘:Uw Oayy - -"a"ka)a very Qg (Q1b 3 Oobsy vuny ka))= 0.
Jede richtige Gleichung zwischen g, 02y + .+ 0p mit Koeffizienten

aus P gestattet demnach die unter I angegebene Transmutation, Wir

bezeichnen diese Transmutation als das Prod ukt S, P, =

0 02 e Ok ).(@l Qg -+ 0k )
P1(00r 01+ -9 01 P2 (01 09y - . 5 01)- . - o (013 020+ 02) €16 C2b -~ - Orb,
_ (0o O <. O )
P1 (0109 @opy + + s O13)  Po (0105 Oops - - -, 0rb) - -« . Py (010 Qabr « =5 Orp))
Eine automorphe Transmutation S, aus & 146t sich demnach auf ihrer
rechten Seite mit jeder beliebigen Transmutation P, aus © komponieren, )

1) Die hier definierte Produktbildung innerhalb des Kbrpers (P; g, 0s, . ., 0%),
bei der der linke Faktor eine automorphe Transmutation ist, geschieht in volliger
Ubereinstimmung mit der auf S. 28 im §8 eingefiihrten. Da S,:

(5] @2 . S .
P (le Qas <1 Ql) P2 (le LTI ':'@k) s Pk (QD B2y ++ o Qk)
~und (91 02 ' ‘ cor Ok '
@1 (@10 02by - -1 @Fb) Po (€10) Caby ++ s OkB) + .+ D (015, o, .. s Okb)
Transmutationen aus & sind, folgt nach dem Hilfssatz auf S, 27, dab
P1(01 €2 o0y 0k) P2lOr G - 0F) ... @0y oo ..,,@k))
P1{01br @2by + + +s 0kB) P (010 Qaby+ -2 QkB) - ... P (043, 02bs + + «y OF:D).
eine Transmutation der Dirigenten #1 (01, 020 -v 0y 0F), @, (€1 02 vis OF)y 4.
@1 (01, @ - 02) darstellt; diese ist zu S, konsekutiv. Denkt mar, sich Py als
zu Sq konsekutive Transmutation geschrieben, so hat man S, Pp=
4] [ ... PR :
P1(011 €31 -+ 15 08) Py (01,00 .+, OF) v PF (03, 0. ek))' B
P1(01 O - 0) @alon, 0a +.ry0F) -.. vulon @ «.. 0F) )=
P1 (€10 €20y ++ vy QEB) P2 (€10, Oob, - -y OKD) .. . Pk (€13, Q2b- - -+, QD) Lo
(0 ' Q2 e OF
01 (@10, 03By - > 0k5) P2 (0101 0ab, - 5 0FD) -+ » PE (o0, O2by -« o @.kb))’
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I1. Ist S,= ( Oy s e O ) |
Py (01029 + - -3 1) P2 (013 82 - 01) - - Pr (01 02 + -5 O1) ’

Oa.
S,

eine automorphe Transmutation aus so existiert in © stets eine

weitere automorphe Transmutation

7= (91 0s oo )
vy (0 020+ 0r) T2 (015 Ogs + + 5 Or) +nv Vi (917 g1+« -5 OF)
so daf fiir die % rationalen Funktionen »; (01, 05y vy 02) (1=1,2,..,K)
VOD 0y, Ogs -~ - O Mib Koeffizienten aus P die Gleichungen bestehen:

(1) g; =% %1 (015 D25 <+ =2 01y P2 {215 Q25 -+ 05 Oy -+ Pr (0p Oas + - Ok))
(j=1,2, ..., k) und ,
0

13 Doy «- 0l Yo (01 09y «ves Op)y vony P07y 0oy« vy QLD

(J: 17 2y .- ’I‘)
Demnach ist das Produkt der automorphen Transmutationen

Oy +- - O . ..
Z8, = S. Z = %1 52‘ 5’;), und Z ist die inverse Transmu-
01 0p +++ O

tation von S,.
Zum Beweise setzen wir
(a) Q= %; (015 D2+ + o5 %) (G=12,..., k)
und bezeichnen also die gegebene automorphe Transmutation S, mit
01 0z -+ 0k ),

01a O2a + + + Cka/
nition rationale Funktionen von o, 05, ..., 0z, und sie geniigen ferner

nach § 1, da S, eme Transmutation aus & ist, der Kette irreduzibler
Gleichungen X; (z) = 0, X, (5 010) = 0y X3 (%5 0oy 000) =0, ...,
Xy (25 0105 Onas +- -1 0i—1a) = 0. Mithin folgt nach Satz 4, des § 3, dafi
sich auch die GroBen o, 0, ..., 0p als rationale Funktionen von
O1as Oaas - -+ Ore darstellen lassen; es aibt also Gleichungen
(b) 0;=7i (0105 O2as -+ - Oka) =12 ...,k

wobei die »; rationale Funktionen jhrer Argumente 0,4, Oguy+- .y Opq
mit Koeffizienten aus P bedeuten. Fiihrt man in das Gleichungs-
system (b) fir die GroBen g, ihre Werte aus (a) ein, so hat man die
in II angegebenen Relationen (1). Ersetzt man weiter in (a) die Grofien
o durch ihre Werte aus (b), so erhilt man

Die Grofien 0,45 0ss - - - 04« sind nach ihrer Defi-

(C) Q]-a: (;p?. ('Vl (Qllw Oaas -+ Qka)a‘ Vg (le Osay» vy @ku)a veny P (le LY TREED Qka))
DaS,= (91 @2 -+~ €k ) eine Transmutation aus & ist, ergibt sich
O1g O3g +«+ Oka ! =]

nach dem Hilfssatz auf Seite 27, dafi (\gl" ‘SM g“) eine Transmu-
b e oo U
tation der Dirigenten 0y, 004 .- -5 0o des Korpers (P; 014, 0y - s Oka)

ist. Infolgedessen muf sich die zuletzt genannte Transmutation auf
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alle richtigen Gleichungen zwischen p,,, Osa s ++ vy Qpe Mib Koefﬁzient_eﬂ
aus P anwenden lassen, also auch auf das Gleichungssystem (c). Mithin

ergeben sich die unter (2) in II hingeschriebenen Gleichungen, deren
Zutreffen wir beweisen wollen, '

Von den unter II erwithnten Tatsachen ist jetzt nur noch zu
zeigen, daff Z eine Transmutation aus & ist, d. h. auf alle richtigen
Gleichungen 1 (g, go,-.. ., 0;) =0 mit Koeffizienten ans P anwendbar
ist. Zum Zwecke dieses Nachweises schreiben wir die zu untersuchende
Gleichung nach (b) in der Form

A (1 (01us Oaas +  +» O1a)y ¥ (@1ay G20+ -+ 1y Okads + -y V£ (0105 sz_v- .0 Q‘kai‘) =0.
Wendet man auf diese Gleichung zwischen den Dirigenten g4, 094, -+ » 04

die Transmutation gl‘l 52""'8’“") an, die wir auch bereits oben be-
1 02«0 0p A |

niitzt haben, so ergibt sich |

A (¥y (015 0g ++ ., 0xhy V3 (01, @25 - .-y 02), ooy V5 (@1 Cay v vy 01)) =103 ‘
mithin ist Z aof jede richtige Gleichung zwischen o,, g, ..., o; an-
wendbar, also eine Transmutation aus &, Daf Z eine automorphe
Transmutation ist, geht aus seiner Form hervor, :

Bildet man schlieBlich' das Produkt S, Z:

/ 4 €2 e O ) .
\9)1 (01s Oy + -5 O) P (015 0, - ey OF) wes Pk (04, 025+ +-y OF)

& 0s see Ok : )2

v; (01, 0gy - o5 01) Y3 (015 03 cees O1) ool Wy (61 02 « - - 01)

. Ql ‘ Ceew

P1 (V1 (@15 @2y -5 O8]y %2 (01 03y +vvy 08) - - - ¥y (g, Q25 +evs OR) « -

o @Pr (71 (01, 005 -5 02), s (04, 2> +vos Qad « ooy Vi (01, 02y vy @1)/

so ist dieses auf Grund der Relation (2) gleich (gl gz o gi) Das Ent-
N . 1 09 see .

sprechende wiirde sich auch fiir das Pmdukt Z 8, aus den Gleiclhnngen
(1) ergeben, '

Aus I und II folgt der wichtige

Satzl. Die Gesamtheit der in & enthaltenen auto-
morphen Transmutationen bildet eine Gruppe, die maxi-
male automorphe Transmntatiﬂnsgruppe der Dirigenten
015 027 -+, 0 des Kar’pers (25 o1, 03y v +y Op)-

Tatséchlich erfiillen die in & enthaltenen automorphen Tran.smu,-
tationen alle an eine Gruppe zu stellenden Bedingungen. Hat man

irgend zwei automorphe Transmutationen S, und 8, aus €, so lassen
sie sich nach I auf Seite 85 stets komponieren; man kann- also ihr
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Produkt S, S, definieren. Fiir diese Komposition gelten die vier
Gruppenpostulate:

1. Die Produktbildung fiihrt nicht aus dem Kreise der automorphen
Transmutationen heraus. Sei ndmlich neben S, auch noch §y:

Ql 92 - @k )
W1 (015 025+ - > 01 W¥o (01: 021 -+ 5 oK) - Wi (015 025 ++ s or)

-eine automorphe Transmutation aus &, wobel . (04, 02y +..5 OF) '

(G=1,2,...,%) rationale Funktionen von o, 95, - .., 0i mit Koeffi-
zienten aus P bedeuten, so ergibt sich S, Sy:

0y . ) e
@y (91 (01 0+ 5 Okh Yo « - Vi) Pa (1P1 (01 01 -9 Ok)y Was -+ 1/’1;) vao
. Qk
eee @5 (W1 (019 095 - -0 OFY Wy -y WS

also ebenfalls eine automorphe Transmutation.
2. Ist S, irgendeine dritte automorphe Transmutation aus &:

(01 02 e O ),
i ¥4 (Q‘qu: ERY) Qk) Xe (015 025 -« - Qk)‘ SR 4 (QU Doy -~ Qk)
80 fO]gt' Sa (Sb Sc\) = (Sa Sb) Sc = :

21 .
@ (W1 (s Zar - o0 1) Wo (fp Lo+ - o Zih oo Wiy Ao - o 0 ...

vee Ok ).

N (Wy G Lo -+ o X1 Wo (Lus Aos + o 00 I oo Wi Gy T - -0 F))

Fir die Komposition der automorphen Transmutationen gilt also das
assoziative Gesetz.

3. Unter den automorphen Transmutationen von © befindet sich

die identische Transmutation F = (Ql Q2-+- 0 k), die notwendig stets in

0102 ++- 2k
© enthalten ist.

4, Ist S, eine automorphe Transmutation aus &, so befindet sich,
wie in II gezeigt, unter den automorphen Transmutationen von © stets
auch die rechtshindige Inverse Z zu 8, fir die S, Z=F gilt.

Die Bedingungen 1—4 sind aber charakteristisch dafiir, daB die
Gesamtheit aller in & befindlichen automorphen Transmutationen eine
Gruppe?) bildet. Hiermit ist der Satz 1 bewiesen.

Das in der maximalen automorphen Transmutationsgruppe zu
jedem Element S, vorhandene rechtshindige inverse, durch S, Z=FKE
definierte Element Z ist, wie aus den einfachsten Gruppencigenschaften
folgt und in unserem Fall auch sofort unmittelbar ersichtlich ist (vgl.
Angaben unter II auf Seite 36), auch gleichzeitig linkshéindigés

1) Vgl hierzu etwa mein Lehrbuch der Algebra I. Grundlagen der Arith-
ametik, Leipzig 1915, 8. 25,
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inverses Element zu S, und eindeutig bestimmt; man setzt 'daher
Z=28,"1Y

Jede in der maximalen automorphen - Gruppe von © befindliche
Gesamtheit von Transmutationen mit Gruppencharakter’ bildet selbst
eine Gruppe in & enthaltener automorpher Transmutationen. Im fol- -
genden sei ©, irgendeine solche Gruppe; €, sei also die maximale
automorphe Transmutationsgruppe der Dirigenten o, 02y -+ .y 01 des
Korpers (P; oy, 05y ., p3) oder eine ihrer Untergruppen. Dann soll
“der Satz von der Méglichkeit der Garoisschen Zerlegung
des Transm utationssystems & nach jeder in & enthaltenen
automorphen Untergruppe &, abgeleitet werden.

Satz 2. Ist &, eine m@enthaltene automorphe Unter-
gruppe der Ord nung s;, so kann §'in by = ;Komplexe mit

je s, untereinander verqchledenen Tramsmutatmnen zer-
legt werden, ndmlich ‘ -

€= @PII@P2+ -l—@P.
Wirnennen diese Zerlegung die Gazors sche Zerlegung )
des l‘ransmutatlonss;;stems © nach g,. :

- Der Beweis ergibt sich fo]gemdermaﬁen P,= (% 02 ---¢ ’”) sei

C1z Oz -+ - 01y
irgendeine Transmutation aus &; mit Pl bﬂden ‘wir . den Komplex

&, P;, wobei &, alle Transmutatlomen der Gruppe &, durchlduft. . Da = -

&, nur auntomorphe Transmutationen enthilt, a8t snch der Komplex'
©. P, tatséichlich bilden und umfaft, worauf schon oben unter-I zu
Beginn des § hingewiesen wurde, nur Transmutationen ans €. Die
Transmutationen des Komplexes sind alle unteremnander verschleden

Wiren nidmlich, wenn S, = Qt(ol, 00 )QL)> (t= l 2 ]c) und Sb

( Q1 ) z— 1, 2,.., k) zwei Transmutatmnen us be-
\: (01, 02 - 7@1) ) ' Foen ant @a: ¢ v

S, P, = ) '=1,2 ..., % und S, P,:
deumn a ‘Pw (E'Ma 021y + « oy le) (?, _ ? ) ’llll-dyr .Sb PI
. ( 52 (0‘1“ - 00 (i=1,2,..., k) die nimlichen '.I?‘ranémiltation?l.l,v

Y} Wegen der emdeutlgem Bestl.mmthmt dm zu Sy inversen Tra,nsmutatmn
ist Z auch als identisch mit der zu Sz Lonsekubwen Transmuztatmn

(«m (91, 02 -1 OF) #2 (01, €20 -y 0R) .+ Pk (ons @g,--‘,ek))
. Qg PR 0k~
der Dirigenten ¢, (@1, 02+ «v O1) @2 (01, 02, . =2Qk) <oy PE(01: 02y -+ oy €F) anzusehem
*) Fiir den besonderen Fall, daB @ eing Gruppe ist, hat E. Garors. uns
bekanntlich diese Zerlegung gelehrt. Vgl. Oeuvres de GALOIs par E PIGABD
‘Paris 1897, p. 26. - S
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so hitte man ¢; (0,5 0975 +--: 02 ) =i (Qlla ULTRIERRS! or) (t=1,2, .., k).

‘Wendet man auf diese Gleichungen zwischen o4;, 05, - - -, 9jy die Trans-

mutation (Q” Qo+ - Q"”) der Dirigenten oy, 0apy +y 01 des Korpers
01 02 - Ok

(P; 0175 0237 +--: Qg) By SO erhiilt man @; (o1, 02 -+ 01) =V (01, 025 «+ 5 O%)

(t=1,2,..., k), also 8, = S,, was der Voraussetzung der Ungleichheit

von S, und S, widerspricht. Hiermit ist gezeigt, daf der Komplex

&, P, nur verschiedene Transmutationen umfaft.

Wir weisen weiter nach, daB, wenn Py, irgendeine ‘I'ransmutation
aus © hedeutet, die aber nicht aus dem Komplex &, I’; entnommen
sein soll, die zwei Komplexe &, P, und &, Py, keine iibereinstimmenden
Transmutationen besitzen:. Angenommen, eine Transmutation §, P, aus
&, P, wire gleich einer Transmutation S, Py, aus &, Py, dann wiirde
aus S, P,=8, P, durch linkshiindige Komposition mit 5,7 folgen,
daB S,~' S, P,=P,, wire; diese Gleichung wiirde aber, da §,”! und
S,, also auch ihr Produkt S,™* S, Gruppenelemente aus &, sind, im
Widerspruch zur Wahl von Py besagen, dafl P, aus dem Komplex

©. P, wiire.

. Nimmt man fir P, die identische oder eine beliebige andere
Transmutation aus &,, weiter fir P, eine nicht in &, enthaltene
Transmutation aus &, ferner fir P, eine weder in &, P; noch in
&, P, befindliche Transmutation aus &, hierauf fir P, eine nicht in
den bereits verwendeten Komplexen &, P,, &, P,, &, P; auftretende
Transmutation aus © und fihrt derart fort, so muB dieser Prozel not-
wendig zu einer letzten in & befindlichen Transmutation P, von fol-

gender Beschaffenheit fihren: Der Komplex &, P, umfafit nur Trans-

mutationen aus ©; diese sind von allen in den voraufgehenden Kom-
plexen &, P,, &, Py, ..., &, Pi 4 auftretenden Transmutationen ver-
schieden, so daB das Transmutationssvstem & durch die 7, Komplexe
mit ihren s, - £, Transmutationen erschopft wird. Hiermit ist die Existenz
der Garoisschen Zerlegung von & nach &, erwiesen.

Satz 3. Zu jeder automorphen Untergruppe &, des
Transmutationssystems & der Dirigenten gy, py..., g, des
Korpers (P; o, 0p--- 0;) gibt es einey sogar unendlich
viele zugehdrige rationale Funktionen o, (g1, 02 - . s 0p)
von g, Q.- 0 mit Koeffizienten aus P; die Funktion
6, (01 Og - » - 1) hat also die Eigenschaft, bei allen Trans-
mutationen von &, denselben numerischen Wert bei-
subehalten, bei jeder Transmutation von ©, die &, nicht
angehdrt, einen von g, verschiedenen Wert anzunchmen.
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a) Der Beweis soll zuerst fiir den speziellen Fall erbracht werden,
daf ©, die stets im Transmutationssystem & enthaltene identische

Transmutation £ = ( gl gz e S ’“) ist, die fiir sich allein eine automorphe
1 D oee & .

Untergruppe von & bildet. Eine zu der identischen Transmutation F
zugehdrige rationale Funktion heiBt eine primitive oder s-wertige
Funktion des Korpers (P; 015 025 - -, 01). Zum Beweise der Exi-
stenz primitiver Funktionen fithren wir % Unbestimmte By gy oy i
ein und bilden mit ihnen den Ausdruck T o D R T,
Auf die soeben hingeschriebene Funktion wenden wir die von F ver-
schiedenen s— 1 Transmutationen 00 Qk) (i =2,3,...5)

€1; Q5+ - « Qpy
an und erhalten die s —1 Funktionen Pa Oyt My 00ty oy

(t=1,2,...,9. Aus ihnen bilden wir mit Hilfe von
| QT My @t g oy

die s —1 Differenzen u, (g, — €1) Tty (Qe— @)+ ..+ 11 (02 — 01
{{=2, 3,...,5); von ihnen verschwindet keine identisch, da dies—1
Transmutationen 3111 g: g:”{) (i=2,3,...,s) von E= gi S: g:)
verschieden sind. Wiahlt man fiir Hyy Mgy o« o uz irgendwelche rationale
Zahlen ¢,, ¢,, ..., ¢;, die so beschaffen sind, daf durch sie keine der
8 — 1 Linearfunktionen ' o
4y (o — Qli)+ﬂ2 (Qz —Qzl-)+~ ot g (Qk-@ki) (‘i=2,3,-~-: s)

verschwindet ), so ist ¢, 01+¢y gg+ ...+ op eine primitive Funk-
tion, wie wir sie suchen; dean die von E verschiedenen Transmu-
tationen aus & fithren ¢, O11+C @+ ...+ ¢ oz in die s—1 zu
€101+ 0+ .. ¢ gy ungleichen Ausdriicke CRCTE A N
e O, (6=2,8,...,5) iiber.

Man sieht auch noch sofort ein, daB eine primitive Funktion

€1 037 Cy @+ ...+ ¢z or nicht nur von den s — 1 GroBen

') Man findet ¢, ¢, ..., ¢t auf folgende Weise: Fiir ¢; wihle man irgend-

eine rationale Zahl, die nicht zu den Nullstellen derjenigen unter den s — 1 Li-
nearfunktionen uy (01 — p1;) + e (0 — o)+t pr(op —ok) £=2,8,...,5)
gehort, die etwa nur die Unbestimmte #1 allein enthalten. In die noch nicht
beniitzten Linearfunktionen sotze man alsdann ¢ fiir u; und wihle fir ¢,
irgendeine rationale Zahl, die nicht zu den Nullstellen jener Linearfunktionen
gehort, bei denen nach der Ersetzung von g durch ¢, nur die Unbestimmte e
allein enthalten ist. Hierauf ersetze man in allen Linearfunktionen auch noch
p2 durch c; und wihle fir ¢; irgendeine rationale Zahl, die verschieden ist von
den Nullstellen jener Funktionen, die dann nur ps allein enthalten. So fahre

man fort. Sollte keine der Linearfunktionen etwa n; allein enthalten, so kann
fiir ¢, jede rationale Zahl genommen werden.

-
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€y 0yt C Oy~ -t eron 0=23 .. s) verschieden ist, sondern daB

auch letztere untereinander ungleich sind. Bildet man niimlich nach

Satz I des § 3 die Gleichung '
1=3s

;Hl (% — €y 04y — € 025+ - — 1 0ky) = 0,
1=

s0 besitzt diese alle ihre Wurzeln in genau derselben Multiplizitit.

Wiiren nun zwei der GroBen ¢; g;; 6o 09+ - - -+ ¢ i ((=1.2,..,8)
untereinander gleich, so mibte die Ausgangsfunktion

€y 0+ Cp Oy« e TGk Ok

fir die wir in der Gleichung

i=28
H (af —'Cl Qh. - 02 QZE. .. Cp gx.i) b= O
i=1

die Schreibart ¢; oy + €, 0y + - - - + €1 o1 gewihlt haben, - eine viel-
fache Gleichungswurzel sein, also im Widerspruch mit ihrer Kon-
struktion als einer primitiven Funktion gleich einer der Grdfien
¢ ot ot e o =23,...,9) werden.

'B) An die Stelle der identischen Transmutation J% lassen wir jetzt
cine beliebige automorphe Untergruppe &, des Transmutationssystems ©
treten. Um eine zu &, zugehdrige rationale Funktion o, (94, 09, -5 01)
zu bilden, bedienen wir uns einer Unbestimmten x und einer primi-
tiven Funktion ¢; g; + ¢, g3+ .- .+ ¢ 01, deren Konstruktion unter a)

gezeigt ist. Mit ihrer Hilfe definieren wir eine Funktion

¥ (45 015 Ogy -+ @;a-)=g (ute o+ 6 oaeetor 0n;

‘hierbei ist das Produkt iber alle aus g—+¢; 0y 4+ %€ 02+ . -+ € 0
‘durch die s, Transmutationen der Gruppe &, hervorgehenden Funk-

tionen zu erstrecken. Infolge des automorphen Charakters der Trans-

mutationen von &, ist W, (u; 0y, 0o -~ OF) €INE Funktion des durch

Adjuoktion der Unbestimmten z erweiterten Korpers (P; o1 021 +-v Q1)

Wir zerlegen nunmehr das Transmutationssysterm & nach der in

ihm enthaltenen automorphen Untergruppe €, und finden die Gavroissche

Zerlegung: & = &, P, 4+ &, P, ...+ 8, Py,, wobei 2'1(; = ; ist. Bei

allen Transmutationen der Gruppe €, bleibt ¥ (1; gy g: + + o5 01)y Wie
aus seiner Konstruktion hervorgeht, ungeiindert. Sei

, ,
P (ot e ) o1 n
! (Qu Ogp ++ « OFJ ( ey a)

‘and versteht man hierbei unter P, die identische Transmutation, so ergeben

sich aus ¥, (i; @y Oar - - » o), Woflr wir abgekiirzt ¥y () schreiben,
die weiteren Funktionen ¥, (145 01s 0 « - » 01p) (1= 2, 3, .. ., &), die wir
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mit ¥; () (=2, 3, .., 1) beseichnen.t) Bildet man die £, — 1 Diffe
renzen ¥ (W) — ¥, (u) (I =2, 3y - . .5 tz) und legt der Unbestimmten 7

einen rationalen Wert  bei, der nur der einzigen Bedingung geniigen

‘muf, keine Nullstelle der #, — 1 ganzen Funktionen Y (w)—Y (w
(=2,38,..., 1) m sein, ‘also ¥.(r) — ¥, () £ 0, so ist
P (r)= é{ r+crote 0+ . +exor) eine zu der Untergruppe S,
zugehérige rationale Funktion o, (gy, 05, . .-, py) der Dirigenten gy, g,,. . ., o
des Korpers (P; gy, gy, ..., ;). Tatsiichlich sindert sich ¥, (r), wie seine
Form zeigt, bei allen Transmutationen von ©, nicht; hingegen nimmt
¥, (r) bei siimtlichen &, nicht aogehdrigen Transmutationen von'®,

die sich in der Gestalt ©, P,(1=2,8,...,¢,) schreiben lassen, wegen

der Relation ¥, (r) — ¥, (») $ 0 (=23, ...,4) die von ¥, (r) ver-.
schiedenen Werte ¥, () (I = 2, 3, ..., 1,) an. S
Die irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus P, der die GrofBe
) (r) =¥ (r;5 01025 -+ 07) genlgt, zeigt noch, da8 der letzte Aus-
druck nicht nur von ¥, () (I = 2, 3, . . . ;) verschieden ist, sondern
daB auch niemals zwei der GroBen YL =29s3,.., t,) unter-
einander gleich sein kénnen, ‘ - ,
Da auf Grund des bewiesenen Satzes zu Jeder automorphen Unter-
gruppe ©, von & zugehdrige rationale Funktionen 0o (1) 05 <, 02)
existieren, ergibt sich aus dem erweiterten Lacranceschen Theorem

(8 3, Theorem 3) der Satz von der Existenz des zu jeder auto-
morphen Untergruppe &, von & zugehdrigen Unterkérpers

(P; o,) des Korpers (P; Oy Og - - -, @1), Ddmlich:

Satz 4. Man kann das Transmutationssystem & der Diri-
genten g, gy, ..., g5 des Kérpers (P; g,, o, . . o) auf jede in
© enthaltene automorphe Untergruppe €, reduzieren, indem
man statt des Kérpers P den durch Erweiterung mit Hilfe
von o, entstehenden Kérper (P; o,) als Grundkérper wihlt;
dabei bedeutet ¢, eine beliebige zu &, zugehdrige rationale
Funktion von g, g, ..., p; mit Koeffizienten aus P, d. h. eine
solche Funktion, die bei &, ungeiindert bleibt, hingegen
bei allen &, nicht angehdrigen Transmutationen von & ihren
Wert verdindert. - : C

Jede rationale Funktion von 01 02+ 0x mit Koeffi-
zienten aus P, die bei allen Transmutationen von &, .ihren
Wert beibehilt, ist eine rationale Funktion von o,

1) Infolge der Bedingung, daf e, o+t 6otk ok eine primitive

Funktion sein soll, besitzen die f, Gleichungen ¥; (1) = 0 keine. gemeinsamen
Waurzeln; hierdurch ist gesichert, daB von den te —1 Funktionen ¥, (1) — ¥7 (n)
(1 =9 3,... %) der Variablen x keine identisch verschwindet. - - = -
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Ist ©, im besondern die identische Transmutation Z, bei der
jede rationale Funktion von g,y 04 ..., p; mit Koeffizienten aus P,
also auch jeder einzelne Dirigent 0y, 0, - .., 0x ungeiindert bleibt, so ist
der Unterkorper vou (P; o1, 04 . .. 0p) der Kérper (P5 oy, 04y« - pg)
selbst. Bedeutet demnach o; eine beliebige zu IV = ( 01 Q2.0 L) Z-

01 02 -+ O
gehorige rationale Funktion von g4, 99 . - -y 0z mit Koeflizienten aus P,

ist also ¢, primitiv, so lassen sich g;, 0,, ..., 0z als rationale Funk-
tionen von o, darstellen. Aus Satz 4 ergibt sich demnach, indem man

.. . . {0y 00... 0
@&, durch die identische Transmutation Kil 52 . ’“) ersetzt,
1 &2

0 - Ok

Satz 4,. Jede primitive oder s-wertige Funktion

) % (015 02 -+ - O1)
— solche gibt es unendlich viele — ist nicht nur eine ratio-
nale Funktion von gy 0o ..., 0z, sondern umgekehrt jede der
GroBen gy, 0g ..., g 18Bt sich auch als rationale Funktion
von o, mit Koeffizienten aus P darstellen. Anders aus-
gedriickt: Jede endliche algebraische Erweiterung des Kor-
pers P durch die GréBen gy, 0y ..., 0, lifit sich gleichwertig
als einfache algebraische Erweiterung durch eine einzige
Grofle o, auffassen.?)

Der Satz 4 soll noch dadurch ergiinzt werden, daB wir die Reduk-
tion des Transmutationssystems & auf eine automorphe Untergruppe &,
der Dirigenten p,, p,, ..., o5 infolge Adjunktion einer ganz be-
liebigen Grofle , die also nicht rationale Funktion von g,, gy, ..., oz
zu sein braucht, behandeln. Bei Zugrundelegung des Korpers (P; )
als Grundkorpers bestehe das Transmutationssystem der Dirigenten
015 O2s - - -5 01 des Korpers (P; #] 0y, 0, ..., 01) aus der automorphen
Gruppe ©,. Bildet man nunmehr eine zu ©, zugehdrige rationale
Funktion o, (914 05, - .., 05) der GroBen g,, 05, .- ., op mit Koeffizienten
aus P, so gestattet ¢, alle Transmutationen des Transmutationssystems
der Dirigenten g,, gy, ..., 0 des Grundkorpers (P; #). Mithin muB
nach dem Satz 3 des § 1 die Funktion o, (0, 09, .--; 04) ¢inen Wert
aus dem Grundkorper (P; #) besitzen, also muf o,= R (#) sein, wobei
- R () eine rationale Funktion von # mit Koeffizienten aus P bedeutet.
Demnach ergibt sich '

1) Die Existenz primitiver Funktionen im Sinne des Satzes 4, ist bereits
von N.H. Arr (Oeuvres 1, p. 547) erkannt worden und bildet das Fundament der
Gavomsschen Theorie bei den tiblichen Darstellungen. Die in den Lehrbiichern
der Algebra gegebene Vorschrift fir die Konstruktion primitiver Funktionen ist
unndtig kompliziert, auch ist die Beniitzung der Lacravceschen Interpolations-
formel zur Herleitung der Eigenschaften von o¢ und og nicht erforderlich,
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Satz 6. Ist &, eine automorphe Untergruppe des
Transmutationssystems & der Dirigenten g, g,, ..., o des
Korpers (P; g1, 05y +-+, o) und wird & durch Adjunktion einer
beliebigen Grofie 9 zu P auf @, reduziert, so wird dieselbe
Wirkung auch durch Adjunktion jeder zu &, zugehdrigen
rationalen Funktion o (g, gy, ..., oz) geleistet; dabei ist
o, eine rationale Funktion von & mit Koeffizienten aus P.
Gehdrt also 9 dem Korper (P;p,, gy ---5 0x) nicht an, so
wird zum Zweck der Reduktion von & auf ©, durch die
Adjunktion von & zu P zu viel adjungiert; es geniigt,
den Grundkérper P durch eine rationale Funktion von
01y 023 «++y Ok ZU erweitern, | "

Nunmehr soll das Transmutationssystem 3 fiir beliebige rationale

Funktionen o, (g,, gy, - - -, ey 93 (015 03, - - *y 1)y + -+ +y 07 (4, Q21+ -5 OF)
VON 0y, 0p, -y 0 flir den besonderen Fall bestimmt werden, daf sich
durch Adjunktion von ¢y, g,, .-+, 6; zum Kérper P das Transmutations-
system & der Dirigenten p,, o, .. .y 0 auf eine automorphe  Unter-
gruppe &, reduziert. Zur Ableitung des gewiirischten Resultats fithre
man die Givoissche Zerlegung von & nach &, aus:
©=€.P,+6,P,...+ 6, Pta,

wobei t,= ;o Wenn s die Anzahl der Transmutationen von S, s, die-
) _

jenige von &, ist. Es sei P, = ‘gl f’f T g") (t=1,2, ..., ¢). Nach
\@1i Qgi - - Opi o
Voraussetzung ist fiir alleWerte 1=12, ...l (65) &, = 0 (p;, 05, -+ 0R)-

Wir setzen weiter (g;) &, P; = 0 (0100 Oai: + s Ori) =05 (=L 2, ..., [;
t=1,2,...,%). Hat man nun irgendeine richtige Gleichung zwischen
Oy5 Oy -« o 0; it Koeffizienten aus P:

_’1 (o1 (013 02y -« Ok)y Oz (01) 0y <oy Q1) + -y 0, (01y @23 -+ 45 01} =0,
so lifit sich diese auch als richtige Gleichung zwischen. g,, g,
mit Koeffizienten ans P auffassen und gestattet daher alle Transmuta-
tionen aus &. Die Anwendung von &, P; ergibt . '
A (o, (0165 Oais + - 5 O14), O3 (1) @2y -+ o3 Oki): -+ 1y 07 (@145 Ogiy + » oy ori))=0.
Mithin bleiben alle richtigen Gleichungen zwischen ¢, o,, ..., 6, mit
- Koeffizienten avs P richtig, wenn man auf sie die Transmutationen

0y (Qu Og <oy E’k) Oy '(@1’ Qay -+« QI:)‘ e O (Q:u Oz --- Q‘k)
01 (01> @2i + -+ @ki) O3 (01r Q2iy -+ 3 Oke) + ++ Oy (Q14s Oty + ey Ok1)

oy chriehan 0_‘[ G, ) ‘e Ul .
| oder anders geschrieben o) & P; (122) S P ... (o) G, PJ
(1=1,2, ..., %) austibt. Nach Satz 4 des § 3 ist, wenn die-I Funk-
tionen o (g, gy, ..., o) G2 (01 025+ -5 01, - - ©s 07 (015 02, -+ 75 @z) bei
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s

tty.. t,7
dabei ist ¢ 4y ... 7 der Grad des Korpers (P; 0y, Gyy..., 0), d. h.
das Produkt der Gradzahlen der irreduziblen Gleichungen der Kette

genau s, Transmutationen &, von & ungeiindert bleiben, s, =

Y, )=0, Y, (&; 6,)=0, ..., Y;(%; 6,,05,...,0,3)=0, deven die
- s . S

GréBen 6y, 0,,...,0, geniigen. Der Vergleich von ;——— mit -
bty ity 8,

lehrt zunichst, daB ¢, =¢{,...¢ ist. Nach § 1 ist aber die Anzahl der
Transmutationen des Transmutationssystems der Dirigenten o, o,, ..., g,
eines Korpers (P; 6y, 6g, ...y 0;) gleich dem Produkt ¢ 4, ... 7 der-
Grade der Gleichungskette, die durch ¢, oy, ..., 0, befriedigt wird;
mithin miissen genau f,=1; £, ... Transmutationen der Dirigenten
Gys Ogy «- .y 0, des Korpers (P; 6y, 65, ..., 6,) existieren. Wir haben
oben in

% 0 S O >i=12..t
((01) S Pi ()& Py ... (6) &, Py ( 2y fa)
bereits #, Transmutationen der Dirigenten ¢,, 0y, ..., 6, des Korpers
(P; 6y 055 «++y 6;) gefunden. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daff
die #, Transmutationen simtlich untereinander verschieden sind.
Wir bilden die Transmutation P;”! = (ﬁ“ gﬁi ' Q“) des Korpers
o1 02 -

(P; 01355 0235 » -« -5 O1i); diese fihrt die Funktionen o,; = 0, (044, 094y + + - Q“),
Ogi = Oy (0135 O2is + + +3 Oki) - - » O = 0y (015, Ogis « =y OFi) Wleder m
6y = 0y (01, Qs - -  O1)y 2 (015 02y « - 3 01)y + - - Gy (Os 0y - - -y 0i) wuriick.
Ist 8,:

(& 02 cee Ok )

\@1 (@1 02y -m0n) @2 (on 0n -y 00 - Pr (00 0w - 0R)
eine beliebige Transmutation aus &,, so sind P;~! und S, P;=

01 %2 cee Ok

¥y (an Oaiy + - =y Qi.l) 2 (0117 Baiy - Oii} oo Grlp (s_‘lis Ooiy » « v Qlﬂ))
konsekutive Tramsmutatmnen und daher kompnsﬁmnsf’lmlw (vgl. S.28),
Man erhalt das Produkt P;1 S, P;:

Q1 O2i cee Qki

@1 (01is Ozis - - 5 01) P (0155 O2is + -5 Oki) -+ Pr (0141 O - - 1QFM)>
dieses ist eine Transmutation der Dirigenten g4, 054 . - -, 01; des Kor-
pers (P; 014 0siy «- -, 0z;) und, wie ersichtlich, eine automorphe. Da
die Elemente von &, eine Gruppe bilden, sind, wie man sich durch
Komposition iiberzeugt, fiir die FElemente von P, &, P, eben-
falls die vier Gruppenpostulate erfiillt, und P, &, P, ist eine auto-
morphe Untergruppe des Transmutationssystems P;* & der Dirigenten
010y Ogis -+ Ors des Korpers (P; ppi, 094y + ¢ 01). Wendet man auf
das Funktionensystem '
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Gy = 0q (Qw Osiy -+ +3 Oki)s Og; = Og (Q‘:m Oaiy + « o Q‘ki)y ceny

02i = 07 (014, Oair + -+ i) .
die Transmutationen der Gruppe P! §, P, an, so bleiben diese
Funktionen hierdurch ihrem Werte nach ungeiindert; denn durch P,
gehen 6y;, 65, ..., 0;; In 6y, 6y, . . ., g, fiber, bei den Transmutationen &,
behalten die letzteren Funktionen ihren Wert bei und durch die An-
wendung von P; auf die richtigen Gleichungen o, (01 0y - - 00) &,
=0y (01y G2y ++ s 01)s % (015 02y .. 5 01) ©a =0y (01, 03 - - k)5 <+
0; (013 Qzy ++ 1 01) € =0y (01, 03, - -, 01) ergibt sich a; (g, 0y, ..., or) & P;
=0y (Qm Doty « v v Qki): Ty (917 Oz -« = Qk) €. P, = Oy (Qm Q21 » » vy Oki)y -
e 01 (00 €0 -+ @) € Pi = 0; (0435 0055 -, 01s). Die zuletzt hin-
geschriebenen ! Funktionen oy;, gy, . .. y 05, die bei den Transmuta-
tionen P;71 ©, P; ungeindert bleiben, geniigen der Kette irredu-

zibler Gleichungen , :

Y, @=0,7, (&; 0) =0, T, (#; 015 055) =0

Y, (@5 o1 04+ - 03) = 0,

y ey

bei denen das Produkt der Gradzahlen ebenso wie bej:
Y, @) =0, Y, (&5 0)= 0, Yy (25 03, 6) =0, ... ., .
Yy (; oy 0y ..., 0)1) = 0 gleich ¢, o t3 ... % ist. Mithin
bleiben nach dem Satz 4 des § 3 die Funktionen :
01 = 01 (01 Osiy -+ » Oki)y Ogi = Og (Qli) O2is « « o5 Oki)y oy
i = 0y (O10r Qais - + +y Q)

. s P . .
genau bei s, = T Transmutationen ungeindert, also bei so-
1 b2 fy :

vielen wie die Gruppe P;™1 &, P, umfaBt.

Der noch fehlende Nachweis, daf die #,’ Transmutationen

. . e 0L =1,2,...,¢,

((G]_) E(& P'L ‘(02) @M P,,' “ e (ﬂl) ‘@u Pl) (f’ 15 ’ 11)
simtlich untereinander verschieden sind, kann jetzt sofort erbracht
werden. Wiren zwei der #, Transmutationen gleich, wiren etwa, unter 4
und j zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., ¢, verstanden,

01‘ (Qli: O2iy - - - Qki) = 0y (919'1 Qoiy « v oy Qkf\)a Gy (Q‘u‘« Osis . . ka)
== Oy (Q]i’ @aiy < = 4 Q‘R'i)a +ury O (Qlia Qady =+« Qki) = 0 (Q]Lii Q25 ++ = @‘M’)»
so wiirde dies bedeuten, daf die I Funktionen ¢;, oy, .. + 0y durch
P, 1P = (91 Q2i--- Q“) ungeiindert bleiben. Dies ist aber unmoglich;
Qu Qo -+ Ok

denn auf Grund der Gavoisschen Zerlegung :

@3@(@ P]L_Jf’@a, P2+.-|+@a Ptll v ,
gehort das Element P; nicht &, P; an, also auch P;1P; nicht
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P71 ©, P, und nur die Transmutationen von P71 &, P, lassen
die [ Funktionen o;, 6,;. ..., ,; ungeindert. Wir haben daher den
Satz 6. Es seien

01 (013 021 -5 02)s Oa (012 03y« o oy O8)y + - vy 07 (03 09y -+ - 02)
rationale Funktionen von o, 04 ..., 0p; durch Adjunktion
dieser [ Funktionen zum Kdorper P reduziere sich das
Transmutationssystem der Dirigenten p,y, gy, .. .. g des Kor-
pers (P; 04, ps ..., 0;) auf eine automorphe Untergruppe &,.
Die Garoissche Zerlegung von & nach &, laute:

‘ 6=€u Pl_:_@u P2+"'+6ﬂ Ptu-
wobei P, = (gil gzl_ g;;) (i=1,2,...,t, ist.

. Dann besteht das Transmutationssystem der Dirigenten
Gy Oy .+ ., 0, des Kdrpers (P: 6, 65 ..., 6,) aus den Transmuta-
tionen

(01 (913 Oar + - s le) Og (91,3 00y e 01) o . 0 (0y, Doy« oy Qk) )

Oy (014 0gi- <+ o5 011) Gy
oder symbolisch

918y Oaiy - - Ql:i) cee OpA\Opiy Oais <o vy QR4

o g, ve. G . ‘

<(Ui) 6u ]Pi (G;) @u ]Pi re (05) @a Pz) (Z = 1’ 2§ e fﬂ)'

Die Garorssche Zerlegung von & nach &, 146t sich anch
@=PI (Pl_l @a P])—'TPQ (Pg_l‘@a Pg)_!l_' . -+P!n (Pmul 6({ Pta)l)
schreiben. Hierbei ist P, &, P; eine automorphe Unter-
gruppe des Transmutationssystems P; =1 & der Dirigenten
U1is Qaiy + - g des Korpers (7: 011 0a1y - - -, 0z1), und die Trans-
mutationen von P;~* &, P; iindern keine der ! Funktionen
o1 (016 Q2 -+ ori)y Ga (01 Oais - Ori)s + -y 0y (O1is Qzis -+ Q1) 1D
ihrem Werte, wihrend bei jeder P;~ §, P, nicht angehori-
gen Transmutation von € mindestens eine der I Funktionen
einen andern Wert annimmt.

Neben den 7 Funktionen 0Oy» Oy - -+, 6; betrachten wir jetzt noch
eine zu &, zugehorige rationale Funktion o, (019 09y v+ 5 01) VOO 01, 09, + . 0y
mit Koeffizienten ans . Da ¢, alle Transmutationen aus €, gestattet und
€, das Transmutationssystem von p,, gy - . -, or im Korper (P; oy, 0y, ..., 6))
ist, muf} o, eine Gréfe des Korpers sein (§ 1, Satz 3); mithin hat man
o, =R (0,, 05, ..., 5,), wohei R eine rationale Funktion seiner Argu-
mente mit Koeffizienten aus P bedeutet. |

') Diese Zerlegung ergibt sich aus der am Ende des Satzes 5 im § 3 ab-
geleiteten fiir den besonderen Fall, dah &2 ... 7= € eine automorphe Unter-
gruppe ist. Man hiitte den Satz des Textes auch als Spezialfall aus Satz 5 des
§ 3 herleiten konnen.
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Da jede der Funktionen g, (1=1,2,...,0) alle Transmutationen
von &, gestattet und o, eine zu ©, zugehdrige rationale Funktion von
015 02 - - -y Ok ist, miissen nach dem vérallgemeinerteu LAeraNGEschen
Theorem (Satz 3 des § 3) I rationale Funktionen 2;0) G=1,2,.. )
von g, existieren, daf} ;= 1, (6,) wird. Wendet man auf diese ! rich-
tigen Gleichungen mit Koeffizienten aus P die Transmutationen eines
der t, Komplexe &, P, an, so erhélt man: - (07.) 6, P,= (Z,- (62) €, P, ‘
oder unsymbolisch geschrieben : 0, (0141 02y -+ . 01i) = 2; (0a (014, sty +-+9.083))-
Nach Satz 6 ist aber B

O, - A . /07,,_ - »
(.(Ua) 6(& Pi) - _(Ua (sz': Doiy « « Qki)) (% = la 2: “h ey ta)

das Transmutationssystem der Dirigente ¢, des Korpers (P; 6,); anders
ausgedriickt: (,) &, P; (i= 1,2,..,1) sind die Wurzeln der irredu-
ziblen Gleichung mit Koeffizienten aus P, die durch g, befriedigt wird.
Folglich hat man in Erginzung des Satres ¢-

Satz 6,, Ist neben den in Sats 6 eingefithrten Funk-
tionen oy, q,, ..., o noch o, (g, gy, ..., o) irgendeine zu der
automorphen Untergruppe &, von & zugehdrige rationale
Funktion von O1y D2y » . - s 0 mit Koeffizienten aus P, so
existieren ! rationale Funktionen X (o) (j=1, 2, .. 1) von
6, mit Koeffizienten aus F. Mit ihrer Hilfe 1Bt sich das
Transmutationssystem der Dirigenten g, gy .-y 6, des Kor-
pers (P; oy, 0y, ..., 0) folgendermaBien schreipen:

NN Ja=1,2,...,1,).
(Zl (G‘m') X2 (Um') coe X1 (ay) ( % ven ba)
Dabei durchlaufen 02i=(0,) € P; alle t, Wurzeln der irre-.

duziblen Gleichung #,ten Grades mit Koeffizienten aus P,
die durch die zu &, zugehdrige Funktion o, befriedigt wird.

Wir withlen noch im besondern 01= 01, 0= @y, ..., 6 =g (k=1).
Im Kérper (P; gy, g, ..., e) als Grundkirper, bei dem o, o,, ..., Ok
bekannt sind, reduziert sich das Transmutationssystem € der Dirigenten

01y Q2 + ..y o1 auf die Identitit F — (gi gz S‘:) Bedeutet pun ‘

6, (01, 02y -+, 0z) eine zu E zugehdrige, also primitive Funktion, so ist
01= X (Ue)a Q2= X2 (Ug)s cees BT Xk (Ge)v wobei X (%) (J= 1,2.. o k)
rationale Funktionen von o, mit Koeffizienten aus P sind. Fiir den
besonderen Fall €, = FE wird die Garors sche Zerlegung von & nach E: |
©=P,+Py+...+ P wobei sdie Anzahl der in & enthaltenen Trans-
mutationen ist. Mithin ergibt sich aus Saty, 6; fiir unseren Spezial-
fall 6,=9,, 6,=0,, ..., 6, =py, das Transmutatinnssystem der Diri-
4 \
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genten g, 0, - . ., 0 des Korpers (P; 0, 045 - -5 04); 8ls0 das urspriing-
‘o rANS - SSV S : d FFm(Ql Q2- .-.Q].. )
llghe Transmutationssystem ®, in der Fo Yo (65 70 (Ged) +-» 71 (060
(1=1,2,..., 5), wobei o,; alle Wurzeln der irreduziblen Gleichung sten
Grades mit Koeffizienten aus P fiir die primitive Funktion ¢, durch-
linft. Wir haben dempach

Satz 7. Ist o, (o4, éz, ..., o) eine primitive Funktion der
GréBen gy, 04, .-y 0 Und sind o,; (1=1,2, ..., 5) alle Wurzeln
der irreduziblen Gleichung mit Koeffizienten aus P, die
durch o,=0, befriedigt wird, so lassen sich simtliche
Transmutationen & der Dirigenten g, g5, ..., g, des Korpers
(P; 01, 09y -+, 01) in der Form:

.. O] .
(i’i (e:) g:i (Geq) - .- :"; (Gei)) (i=1,2....9)
darstellen; dabei driicken sich g, g5, ..., 0r als rationale
Funktionen der primitiven Funktion 6, mit Koeffizienten
aus P durch o, =2, (0, gy = 72(6.), vy 0= 72 (0) 2us.)

) In der klassischen Garoisschen Theorie, dem besondern Fall, dab
@1 Ogy -+ + Ok Wurzeln derselben Gleichung mit Koeffizienten aus P sind und daf
© demnach die Gavorssche Gruppe der Gleichung bedeutet, dient die in Satz 7
abgeleitete Darstellung der Transmutationen (Permutationen) als Ausgangspunkt
und als Definition der Garoisschen Gruppe. Vgl. die Anmerkung oben auf Seite 15.

(Fortsetzung folgt.)




