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Rhombische Geradennetze im' Raum.

Die Bestimmung der rhombischen Geradennetze in der Ebene
ist — eine schone Weiterbildung der grundlegenden Arbeit von Herrn
A.Voss — in mehreren Arbeiten der Herren O. Vorx und O. Perrox
vollstiindig erledigt. . Man weili, dal diese Geradennetze mit den
Strahlenbiischeln zweiter Klasse identisch sind.?)

Der Beweis kann noch auf ganz anderem Wege durch eine ein-
fachere und zugleich nmfassendere Betrachtung gefiihrt werden, die
auch die Losung ciner entsprechenden Aufgabe fiir den R, gibt. Dies
soll hier dargelegt werden.

1. Die rhomboédrischen Netze.
Das durch die (leichungen
w=x (1, v,w), Y=y (u,0,1), z2=2z v

gegebene Kurvennetz mdge rhomboédrisch heillen, wenn dm Be-
zichungen bestehn

o GGG -GG+ G
N aw) <8w> (am>

Wir werden es selbstverst:‘indlich auch dann noch rhomboédrisch
nennen, wenn die Parameter u, v, w erst ,geeicht® werden miissen,
d. h. wenn an ihrer Stelle nene Parameter durch die Gleichungen

w =), v=v(D), 10=10(0)
eingefiihit werden miiften, so daB dann erst

1) =(5)-=(5)-=(%)

wird,

1) Titeraturangaben bei Orro Vouk, Uber geod: Ltlsche rhombische Netze
anf krummen Fliichen nsw. Diese Berichte 1925, 13, Abhandlung.
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Wihrend in der Ebene die angegebenen Geradennetze wirklich
rhombiseh sind, d. h. bei ihnen nach vorgenommener Fichung

AT 2 2N\ /Ay
)= (8- (3) ()

wird, wiirde man im Raum das Feld der ["ntersnchungen durch die
Forderung (1) oder (17) schr einschrinken.

In der Ebene ist z B. das aus zwei linearen Strahlbiischeln auf-
webaute Netz

gy 1= (ap -+ agw -+ ayg) s (hye L byr = by) z (e eyr - Co)

mit _
' ' ' Pyt L hol2
(n2 41 %) (r2 - y 2)~(}nl My ==ty jbl by v 2 h“& \
o L Ul T ) == : _— i
122 JU- v J o \: 'Cl (:2 v _IT_ '.1.0 1 ‘ Cl c‘] 7_7 _5_ Cn |1 y
@, a Uty 2 | by byu-by *
: ( A LA ) = A (v): B(w)
Wl O U G fo Gy H-—Dby.
rhombisch — die ,Eichung® wird durch die Quadraturen
_ f duw _ (v
om [ o [0
J VB JV A
oeleistet — wihrend im Raum schon das sehr einfache Netx

pry:e:l=wv:1:(u--v4w)
auf Werte fhhrt:
Sl a2 D 1= (e =02+ D (- 0P -4 1)

(e 02 1) (e e L),

denen man sofort ansieht, daB das Netz nicht rhomboidrisch ist.

Diese Feststellung gibt Anlafi, die Forderung (1) bez. (1') zu er-
setzen durch die weniger beschriinkende
(2) Z,2: Zu2: Zal = Aww): B Cle,v),
die folgende geometrische Bedeutung bat:

Auf jeder Fliche jeder der drei Scharen (u = const.,
» = const., w = const.) sollen die Spuren der beiden andern
Flichenscharen rhombische Netze bilden.

Ein soleches Netz moge dreifach rhombisch heifien.

2. Beispiele dreifach rhombischer Geradennetze.
Es kann leicht festgestellt tverden, dab die durch
xryigs 1= (agu 4 ot 5 dgr - ttg) + (byre == bor 4 Dgre - by)
: (g0 Cg¥ - €310+ £g) = (dyre - dyr - dype - dy)
gegebenen Netze, die sich aus linearen Strahlbiindeln in einfachster
Weise aufbauen, dreifach rhombisch sind
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Interessanter sind zwei weitere Beispiele.
Nimmt man

X==TUW, Y= W, F= U
so wird -

da? 4 dy? -+ diz® = du® (02 - 00?) + do? (W? + u?) + dew® (u? -+ %) + -

Das Netz ist aufgebaut aus den Geraden dreier Scharen von hyperbo-
lischen Paraboloiden und weist bereits auf die spiter abzuleitende
allgemeinste Form der dreifach rhombischen Netze hin.

Sodann migen die durch

w—ytt+alt —3=0
segebenen Schmiegungsebenen einer speziellen Raumkurve dritter Ord-
nung betrachtet werden. Durch jeden Raumpunkt gehn drei Schmiegungs-
ebenen (f=wu,v,t), und es ist '

' a=uvw, Y = our -+ ow +wn, 2=u-t+v-+w,
also wird . ‘

da® L dy? - dz? = du? [P + (@ - w)? - 1) - do? futa - (e +u)> - 1)
+dt(;2{1,t“vg+(zt+v)2—{— 1+
Also bilden die Schnittgeraden der drei durch einen Punkt gehenden
Schmiegungsebenen dieser Cj ein dreifach rhombisches System.

Diese beiden Beispiele mdgen hier geniigen.

Endlich mag als Vorbereitung auf die allgemeine Untersuchung
hier darauf hingewiesen werden, daB auf jeder 7, die beiden Graden-
scharen ein rhombisches Netz bilden. Dies folgt aus der Parameter-
darstellung '

(8)  @iyiz:]l = (ayguv 4 ayu - a +ag): (byuv 4 byw - byw 4 by)
: (clzuv + ¢yt 4 €50 - €g) : (dyguw + dyu - dyv -+ dy),

in der dic Parameterkurven die Geraden sind, durch elementare Rechnung.

Um in zwei einfachen Féllen auch die Eichung vorzunehmen, wollen
wir hyperbolisches Paraboloid und Rotationshyperboloid heranziehen.
Beim Paraboloid
z=2y oder a=u, Yy =0, 2= uv,
dw® - dy® 4 dz® = (udv - vdu)® - du® -+ dv?

mufl man so eichen: 7
dim e g
V1+w? V14
erhilt also, wenn man die Normalparameter mit u,» (ohne Stuch) be-
zeichnet, die Darstellung

x = shu, y=shv, = shw.shv

da® 4 dy® - d2® = chu ch®v (du? + dv® -} 2thu the du dv).

P
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Beim Hyperboloid

a2yt =R =t
wird die richtige Darstellung sein
XYz 1=cos (’U—’l—-‘llj s &in {'U—:—- wr A lsin (e — )z cos (¥ — u) : u_l,
wie dies die Formel fiir das Bogenelement zeigt, niimlich

ds? = m_ai_ (((iuz —d?y (1 + -1 ) 2dwdr (cos (2v — 214)—"1_))‘
cos? (2 —v) ' s k2

Hier sind die Parameter leicht zu deuten, es sind nimlich 24
und 2v die Winkel, welche die Radii vectores der Spuren der beiden
durch einen Punkt der Fliche gehenden Erzeugenden auf dem Kehl-
kreis mit der z-achse bilden.

In beiden Fillen, Paraboloid und Hyvperboloid, erhiilt man {ibrigens
noch sehr leicht dreifich rhombische Netze besonderer Art, die wir
als ,halb rhomboédrisch* bezeichnen kénnen, und das soll gleich all-
gemein fiir (3) gezeigt werden.

Ersetzt man (3) durch

wiy:z: 1 =w (aprv - ap -+ ayi 4+ ug) 2 w0 (hytev = by - byv - by)

D10 (g1 - eyt - egu ey < (dy ey - dyu - dyp - d),

so wird wieder
2l 2al= Al v): B (H}),

also wird die ,Eichung” auf den Flichen w=¢ unabhingig von .
Wie erhilt man die allgemeinsten ,,halbrhombotdrischen” Netze? —

Noch eine andere Frage taucht auf: Bekanntlich gibt es nur auf
LiouviuLeschen Fldchen aus geoditischen Linien gebildete rhombische
Netze, als klassisches Beispiel hierfiir sind ja gerade die Erzeugenden
einer ¥, anzusehen.

Unsere Beispiele zeigen, was sich auch leicht allgemein beweisen -

1aBt, dali auf den F, die Diagonalkurven
U-t+-v=r;, bez. u—v=1¢,

dieses rhombischen Netzes die Krimmungslinien sind.  Und so gelangt,
man zu der Frage: Wie verhalten sich @iberhaupt auf LiovviiLEschen
Flichen geoditisch -rhombische Netze und Kriimmungslinien? Schérfer
gefaBt: Wann sind die Diagonalkurven dieser Netze ,virtuelle Kriim-
mungslinien®, d.h. wann kann die Fliche so ,in den Ry eingebettet
werden, daB die Diagonalkurven eines geodatisch-rhombischen Netzes
Kriimmungslinien werden?
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3. Bestimmung aller dreifach rhombischen Geradennetze.
Von den Parametern u, v, w wird zwelerlei ver]lzingt:
Es¢ soll gelten -
S Zuy? i Fu= A(w,v): B(u,w): C(v,u)
wobei die FuBmarken die Differentiationen nach w«, v und w bedeuten,
also muB gelten
s dlg g
) udv " Qudu
AuBerdem sollen die Kurven Gerade sein, dfther ’
=42y, Y=y F =A%,
"22 Mg Yoo = MUYz Z9p = &0,
Hgy = Vg, Y33 = VY3, Fyz= V3.
Hicraus kann die Darstellung der Netze unschwer gewonnen werden.
Man erhdlt ans

*lg
udw

(2 2iy") =0, 5= (2iry: 2'3“’)-‘

(Zug?: Sy b)) =0.

10 '

o Py =1 = Wyly = A2, _a_g (S,%) =24,
1 0 61

2 3 Syt = g = 3, ng (Zy?) = 2

| o a 018

2 é’l}] 2.1132 = 242;3.'1«'33 = W‘;‘nw32, aw ( 2) = 2')’

in Verbindung mit (4)

12_'11"120" 1”3"‘”2=0‘: 7’114_}‘-3=0;
oder .
. oF or oF

A= 17 34" p=Fy=— FR —F:a:”g@’
also
Xy = I3y, ey = Fotg, Xgq= Tyay
und ebenso fiir y und 2. ¥
Jetzt berechnet man weiter _
g1y = Froty + Flayg, gg = Fyiy -+ gy,
Ty10e = Fryats + 2 Fgzyy + F (Fip®, + Foys),
Fggny = Fona + 2 Fyowyy -+ Fo (Fia®y -+ Fiayy),
woraus die Forderung entsteht (fir x, aber auch y und 2)
(Fype— FiF o)ty = (Fygp — FyFyp) 2.
Da % und Y, # unabhingige Funktionen sein sollen, so gelangt
man zu ,
(5) ¥ 1227 F 1F 127 0,
Fzzs_FzFé3 =0,
Fogy— FoF,, = 0.
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Daraus aber ergeben sich wieder fiir die Koordinaten charakte-
ristische partielle: Differentialgleichungen.  Es wird

g T .
wuy At 4 P _ I

= - - o2
) o 14y
daher
2 A _D)L
111 11 _ 9 T2
T T T 2F, — FI
'I"]‘. Ni 1_'
und
9 /245, By _
111 11 nl . 1
ap\ . gz =2k, — 21T}, =0,
) | ab J"l o 1
® o
0 (iﬂﬂ 2 9 L — 2 F F = 0.
aw\ 2 113 1493 _

nebst den entsprechenden.
‘Wire

. ™ Do 2 D e S SRS T f L .Y
231111-1/1 - 3‘111 = ZLL 22.2&2 - 3J,2 = 2.’,333.‘.[,3 — 3‘l,3')' = .0’

so wiirde daraus folgen, dafi iz eine trilinear gebrochene Ifunktion von
u, v und w ist. Wir wollen zeigen, dali unsere Gleichungen (6) lehren,
dafi nach Kinfilhrung geeigneter Parameter diese Normaldarstellune
sich ergibt. °

B(_a.zeichnet man die Differentiation nach den ,,Normalparametern®
durch Uberstreichung von «, g, 7, dagegen bel w (i), ¢ (), w (w) durch
Akzent, so ist

= au

P A YL ag a2
By = gy (i)
) VA - SOV Y TSI oY
Gy = a1 Bayu’ gy (00)
-~ 2 20 : : e :
2%, — 3%yt =a e’ —30"?) + (L — ) (wh)d

Soll sodann o .
2,2, —32,,2=0

sein, so ist dafiir notwendig und hinreichend, dal

Do 2
2ayiy — 3y .

3
a®

1
von % allein abhiingt, also von = und % unabhingig ist. Diese Be-
dingung ist aber nach (6) erfiillt, und somit erkennen wir:
2, y und z werden trilinear gebrochene Funktionen der Parameter
u, v, w (wir lassen den Strich jetzt fort).

Diese drei Funktionen haben auch denselben Nenner; denn wiire otwa
w=X:N, y=Y:M
so wiirde dann weiter folgen
' _ NX,—X,N

-,’L'l = —A—-T'l P
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worin der Zihler von w frei ist, und o .
.’m- - Z.N yll 2 M ‘
y 0 0N K M

oder
lg N=1g M+ ¢ (v, w),

le N=lg My (w,u),
lg N=Ilg M-y (u,v),
also konnen sich M und N voneinander nur um einen konstanten
Faktor unterscheiden, der auch in die Zihler X und Y eingerechnet
werden kann.
Also folgt: -
Jedés dreifach rhombische Geradennets des Ly 148t
sich darstellen durch die Gleichungen
yre:1l=X:Y:Z: N
X == typqUVW |- QU ~- Aga¥20 - Qg WU - (% - (¥ - Az -+ dy,
Y = byggttviv + byt -+ bogviv - bgywwne - byee -+ byv 4+ bgw 4 by, |
Z = C1oqU0W — C1oU0 - CoglW - €4100U - 1 - €0+ cqw - €, |
N = dypquvrw - dyguv ++ dogvi0 -+ dgwwr-+ dyu + dyv - dgw 4 dy,
Dal dicse als notwendig erkannte Bedingung in der Tat auch
hinreicht, erkennt man sofort daraus, daB |

X, N— N.X, N - N,¥, ZN—NZ

nur von » und w abhingen, also

ebenso

(7)

A(v,w).
Na

N &
2=
wird usw. '

Im iibrigen kann man, wie schon zu Anfang bemerkt wurde, den
Satz leicht auf den I, verallgemeinern, und er erhilt daun die Fassung :

Sollen die Gleichungen
Ty =y (g, Uy ty) =121
die beiden Bedingungen erfiillen, dafi die Parameterkurven
Uy = ¢y u’z = (g * Uy = C.,,_l,‘ _'w.p+1 = C’,_{_l . Uy = Cy ‘(11 = 1, 2‘. . fn,)‘

siimtlich Gerade sind, und dali auberdem gilt

(G 3 () = e s
\ . An(”l: Ugy * u’n—]))
so -werden die  nach Einfilhrung geeigneter Parameter sich darstellen
lassen als linear gebrochene Funktionen (linear: in jedem einzelnen 4,
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also n-linear in allen w!) der wy, i, --2,. Diese Bedingung ist not-
wendig und hinreichend. — '

Hiernit ist die allgemeine Untersuchung abgeschiossen, die Fille
n=2 und n=3, also die rhombischen Geradennetze der Ebene und
~die rhomboédrischen Geradennetze des Raumes werden jetzt noch geome-
trisch weiter diskutiert.

4. Der Fall 2 = 2,
Durch elementare Integration, die im Grunde genommen nur anf
die triviale Differentialgleichung

24" s —3(+") =0

mit der bekannten Losung
au—+—b
rN=
cu -+
anzuwenden war, wurden in Nr. 3 nebenbei auch dic rhombischen
Geradennetze der Ebene bestimmt ; sie sind gegeben durch

2yl = (auv +autay -t ag) (byyur 4 b+ byv -+ by)
eyt £ cqu ey - ey).
Was diese Gleichungen darstellen, braucht nicht mehr untersucht zu
werden, da wir das Ergebnis ja kennen; es liefie sich ja auch sehr
leicht von neuem feststellen (Geraden zweier linearer Biischel oder
Tangenten eines Kegelschnittes).
Nur auf einen Umstand mag bei dicser Gelegenheit noch hin-
gewiesen werden, nidmlich den Satz, daf die Hiillkurven beider Scharen
von Parameterkurven durch dieselbe Gleichung

dx dy dy dx

ou 3r  ou ov
bestimmt werden, also zusammenfallen. Dieser bekannte Saty tritt
gerade hier, wo ja Hillkurven von Geraden gesucht werden, in sein
volles Recht, da gerade Linien keine Spitzen, Doppelpunkte usw. haben,
die sonst die Enveloppentheorie stérend belasten.

Vielleicht ist ein ganz anderes’ einfach gewiihltes Beispiel zu dem
Satz nicht nnangebracht, das wir kurz besprechen wollen.
Die Gleichungen
x=u{u) -+ wcosv
y=>b(u)+usinv
geben bei konstantem = einc Schar von Kreisen mit konstantem Radius,
bei konstantem v die Endpunkte paralleler Radien, derber ausgedriickt,
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vleiche Zeigerstellungen. " Man tiberzeuge sich durch Zeichnung, dafl
beide Kurvenschaven dieselbe Hiillkurve besitzen!

An dieser Stelle mag noch die (bei allen konformen Transforma-
tionen invariante) Bedingung dafiir angegeben werden, dall zwei Kurven-
scharen miteinander ein rhombisches Netz bilden, und zwar wird ver-
langt, dafi die Bedingung nur geometrische Grofen enthilt.

Die erste Kurvenschar _
dv=10

mbge durch P(2,y) eine Kurve der Richtung ¢ senden, das Bogen-
clement sei mit ds;, die Normale mit 2, bezeichnet; daun ist also

of of .. of

ﬁ=0()swé—£+slnwa—y,
or _ o +eosp —— or
on, q’a ¥ gy

Bei der zweiten Kurvenschar
' du = () ,
tritt an die Stelle dieser Stiicke vy, ds,, 1,. Ferner sei w =vy — .
Die Bedingung wird dann

Pp | e Py s Y 1 pog 39 Oy aw
(8) anl2+ 55,2 T a2 T Bst " sin o\ 9m, Om, an2>

o » 1 dp
+8:§1 (\51_115) on, ) Bs, (smw am) 0.

Ist w = —Z, so bleibt die bekannte Bedingung dafiir, dafi die Kurven-

schar dv=0 mit ihren ‘Om*t.h@g‘onalkurveh ein isothermes Netz bildet.
In der durch Spezialisierung von (8) entstehenden Form

, % 624;0
(8) T IR
ist sie anschaulicher als in der bekannteren Form
Pp  Te_,
ow? T ayE T

5. Der Fall n=3.

Das allgemeinste dreifach rhombische Netz von Geraden im Raum
ist nach Nr. 3 gegeben durch

x:y:e:1=X:Y:2:N,
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wobel gesetzt ist:
X = t9qu010 - (1200 -+ (143000 = (g0 (12 = @y - g1 -
Y = bypqttvtt - bygrer = bogrit — bgyivtt — byae == by - b WL by,
L= CpoqU - €U0 - CogPI0 - £ 100 == Co2l == 040 == e -.l— Coy
N = d,gquiv + dy 0w == dogree — dapreu - doae - dyr - dye 4+ d,,,

Wie baut sich dieses System auf? Das wird durch folgende
Konstruktion geleistet: Man gehit von zwei beliebigen Fliichen zweiten
Grades mit reellen Geraden ans und ordnet die Geraden einander
~ linear zu. Das kann in der Weize gezchehen. dali man die Parameter-
werte entsprechender Geraden (w, ») geradezu einander gleich setst.
Hiermit ist auch jedem Punkt P, der ersten Fliche cin Punkt P, der
zweiten Fliche eindeutie zugeordnet.

Sodann verbindet man alle entsprechenden Punktepaare durch
gerade Linien, wobei jede Gerade r =1, der entsprechenden Geraden
v =1, projektiv zugeordnet wird. Die Verbindungsgeraden entsprechen-
der Punkte (P, P;) geben die Fliche v =v, Genau so findet man
alle Flichen # = u, Die beiden zum Aufbau des Netzes verwendeten
Flidchen gehdren der 2-Schar an, und die weiteren Flichen der Schap
werden so gefunden: Man withlt auf einer Geraden PP, irgendeinen
Punkt P, durch ibn gehn zwei Flichen « = £y, U=y (ler beiden bereits
gefundenen Scharen, und sowohl die Fliche u=¢, wic dic Fliche
v =c, senden durch P noch je eine Gerade: diese beiden Geraden
gehoren der durch P gehenden Fliche W=y Q.

Man darf sich durch diesen einfachen Autban nicht zu der An-
nahme verleiten lassen, dali durch jeden Raumpunkt nur eine Gerade
jeder der drei Scharen geht. Dus gilt ja schon bei folgendem sehr
einfachen System nicht mehr:

(20— (1 2 -t vty e

Tr =
Ayt —d o — d r ~~d“’
y — bygrr - byu <= by b
;] — , )
dyot (llu dyr - d,,
T L et Ol ol T
T A —d- d, pd,
12 RS L =y

Hier sind die Verbindungslinien zugeordneter Punkte der Flichen
w = ¢; zueinander parallel, die Flichen w=¢, » = ¢, sind Ebenen, und
durch P kénnen je zwei Geraden jeder der belden Scharen (u=c,,
10=¢y) und (v=c,, w=rc,) geln. —

Es ist ganz belehrend, zu sehn, wie die Sekanten der Schmiegmlgs-
ebenen der Raumkurven dritter Ordnung sich einfiigen. Wir haben
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dieses Beispiel in einem Spezialfall hehandelt (Nf‘. 2) und kommen
jetzt daranf zuriick. ‘

Auf jeder Schmicgungsebene umbhiillen die Spuren der andern
Schmiegungsebenen eine C,, die bisher beim Aufbau beniitzten F, mit
ihren - Erzeugenden entarten hier also in Kegelschnitte mit ihren Tan-
genten. Vielleicht ist dies, von trivialen Féllen abgesehen, der einzige
Fall, in dem durch einen Raumpunkt nicht mehr als eine Gerade jeder
der drei Scharen geht.

Zum SchluB wollen wiv diesen Fall etwas ausfibrlicher behandeln,

Die Gleichung
© A@)e+ By -+ C@z-+ D) =0,
worin zu setzen ist:
A(t) = a5+ a,t -+ ayt® -+ aqt?,
B(t) == by -+ byt + bgt® - byt?,
C(t) = co - eyt -+ 6582 -+ c5t3,
D)= dy+ dyt -+ dot? + dy i3,
ordnet jedem Punkt drei Ebenen zu. Bezeichnet man die Wurzeln der
Gleichung (9) mit u, », w, so bleibt die Aufgabe

Yo 2 2 o 2

su berechnen und den dreifach rhombischen Charakter des Geraden-
netzes zu erkennen, wobei selbstverstiindlich die Auflisung von Glei-
chungen dritten Grades zu vermeiden ist,

u, v, w sind zu bestimmen aus:

A(w)z + B(w)y - C(w)z + D(w) = 0,
AWz 4+ B(v)y -+ C(v)s 4+ D(v) =0,
A(w)x -+ B(w)y -+ C(w)z+ Diw)="0,

oder vielmehr: Durch diese drei Gleichungen werden z, ¥, # als Funk-
tionen von u, v, « bestimmt. Man erhiilt demnach durch Differen-
tiation nach 2 ’

A(u)zy + B(u)y, + C(u)z, )
Az, + By, + Cw)zy V4 A (W + B (wyy + C'(w)e+ D'() =0
A(w)z, -+ B(w)y, + O(w)zy

und hieraus

TR 2:(A’(@@)m—}—B’(u)y+C’(u)z+.D’(u))Q_z Blo) Clasd — (Vo .
LR, T T (B) Clw) ~ ) B
A(v) B(v) C(v)
A(w) B(w) C(w)




14 Hervrica LieBwawy:
Hierin ist noch zu berechnen

A (wyx -+ B(uyy+ Clu)zg+ D (1)
und dies ist die Determinante
| A'(u) B'(u) Clu) I (2e)
| A(w) B(w) C(x) D(u)
At BG) O DG
' A(w) B(w) C(r)y D(w) |

und gleich dem Differentialquotienten der Determinante

A Bty Cit)y Dty |
A—~5 A(w) B(w) Ch) D(w) |
" A(v) B(v) C() D(v)
- A(w) B(w) Clwy Diw) |

nach ¢, wenn darin nachtriglich {= u gesetzt wird. Tis ist aber

Ty 1y g Uy .

|
|
by by by by ‘ :
A = c(; Ci Cz "Z } c(F =) (=) (t—aw) (10— 1) (—20) (0~ ),
dy dy dy dy |
also . Sy 1)y g I
(i{!) = (w—2)% (n—re)? (v—a0) - bo by by by E
9t Ji—u ' By G g
dy dy dy dy |

oder, wenn man die vierreihige Determinante mit I” bezeichnet,
]

% _ (‘N—v)'l (’u—zu)é (v —10)?

Ebenso erhilt
2§ 21 o2
Ty Yo"+ 5y

den Faktor

und entsprechend z,2 + 4,2 - 2,2, es erhalten also

2x2 Zuy®, 2’
den gemeinsamen Faktor
I'(u— ) (v—)* (w— )
A(w) B(u) Clu) |4
A(z) B(v) C()
| A(w) B(we) Clr) |
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wobei der Nenner noch durch
(u — v)4 (v —w)* (w — u)®
teilbar ist, so dall die Binome durch Kiirzung fortfallen.
Dazu kommt bei 2z,®> noch der Faktor

{ B(v) C(v) Clv) A(v) |2 | ‘ A(v) B(v)
B(w) C(w) Clw) A(w) A(w) B(w)

und hier ld8t sich (v —w)? fortheben.

2

_i_

R

So verwandeln sich die Quadratsummen
Iu2 Zx,?, Ix,?
schlieBlich in Ausdriicke, die von den Binomen
. U—0, V—1w, w—1u

befreit sind, und man erkenut, daf in der Tat die Quadratsummen
sich verhalten wie drei Funktionen, die von #, bez. von v und end-
lich von w frei sind, die iiberdies fiir den Fall, dafi zwei der drei Para-
meter einander gleich werden, nicht mehr die unbestimmte Form (0:0)
erhalten.

Mit dieser Berechnung schlieBen wir ab. Die Kernfrage — Be-
stimmung aller dreifach rhombischen Geradennetze — ist schon in
Nr. 8 beantwortet; dal auBer den hier behandelten Einzelfragen noch
manche andere angekniipft werden kann, wurde in unserer Darlegung
mehrfach hervorgehoben. |




