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Es wird fiir das Integral fox F(u,/, ..., u™)dr, wo F eine quadratische Form der
Funktion u und ihrer Ableitungen «/, . .., u(™ mit konstanten Koeffizienten bedeutet,
ein Intervall festgestellt, innerhalb dessen die reelle Variable = sich bewegen kann,
ohne dass das Vorzeichen des Integrals sich &ndert.

Dies war der letzte Vortrag, den Lazarus Fuchs (1833-1902) an der Berliner Akademie
gehalten hat.
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L. Hr. Frens las: Uber Grenzen, innerhall deren gewisse
hestimmte Integrale vorgescehriebene Vorzeichen behalten.
\

-+
Es wird fitr das Integral /F(w, oo vt de. wo F oelne quadratische Form dep

FFunction w und ihver Ableitungen «',.... vt mit constanten Coefficienten bedeutet, ein
Intervall festgestellt, innerhalb dessen die reale Varviable a sich bewegen kann, oline
dass das Vorzeichen des Tntegrals sich dindert.

2. 1r. Konrrauvsen legte cine Mittheilung der HHL Prof. Dr. O. Luanms
und Dr. E. Genrexr in Charlottenburg vor: Uber den Bau der Queck-
silberlinien: ein BeitragzurAuflosung feinster Spectrallinien.

Die Verfasser bedienen sich der Interferenzmethode von Lusser, um die feinsten,
mit Prismen und Gittern nicht aufldsharen Spectrallinien zu analysiren. Das Licht durch-
setzt cine unbelegte. planparallele Glasplatte grosser Dimension. bei Jjeder wiedevholten
ineren Reflexion nahezu streeifend austretend.  1n Folge der Einfithrung eines Nicol-
schen Prismas und der Verwirklichung streifender Incidenz ohne einen zi grossen In-
tensitiitsverlust leistet diese Methode dic erwartete Auflosungsfihigkeit. Alle lichtstarken
Linicn des Arons’schen Quocksilhcrhogen]ichts zeigen einen weit complicirtern Bamn,
als aus den bisherigen Untersuchungen hervorgeht.  So konnte 7. B. jede der beiden
egelben Ho-Linien in einen Complex von wenigstens § hez. 6 Linien anfeeldst werden,
Der complicirte Bau der untersuchten Spectrallinien kann znr Erklirung der Anomalien
herangezogen werden. welche man beim Zreunax - Effect beobachtet hat. Dass jede
der gelben Ilg-Linien im Magnetfelde cine Abweichung vom normalen Duplet bez.
Triplet zeigen wird. ist von vorn herein zu erwarten.

3. Hr. Kreix legte cine ‘Mittheilung des Assistenten am Minera-
logischen Institut der Universitiit Breslau Hrn. Dr. A. Sacis vor: Uber
Anapait. cinneves Kalkeisenph osphatvon Anapa am Schwar-
zen Meere.

Verfo sehildert die krystallographischen, physikalischen und chemischen Eigen-
schaften des neuen Minerals, das triklin krystallisirt und vou der Zusammensetzang
Fe Ca® (PO - 4 HPO st

4. Hr. vox Bezown iberrcichte den socben erschienenen 1. Band
der »Ablundhmgen« des Konigl. Meteorologischen Instituts.

];x




Uber Grenzen, innerhalb deren gewisse bestimmte
Integrale vorgeschriebene Vorzeichen behalten.

Von L. FFrenos.

1.

I)ie foleende Notiz ist ein Auszue aus einem ausfiithrvlicheren Auf-
satze, weleher demniichst erschicinen wird und sich mit der foleen-
den Aufeabe beschiftiet.

Ist Fla, »', ..., ") eine quadratische Form  der unbestimmten
Function « und ihrer 2 crsten Ableitungen o, ..., u™. deren Coelfi-

cienten gegebene reale Funetionen der vealen Variablen o sind: awird
ferner vorausgesetzt, dass die Function v ebenfalls real ist und nehst
ihren Ableitungen in der Nithe eines Werthes o = «@ sich veguliiv ver-
hiilt, so soll ein Intervall ¢ bis & angegchen werden, von der Beschaffen-
heit, dass das Vorzeichen des Integrals

{Z’(z/, w, L uydr

fir jede Dbeliebige der bezeichneten Functionen u bestindig das-
selbe bleibt, solange a dem Intervalle ¢ bis & angehért.  Wir he-
dienen uns hierzu des Hilfsmittels, welches dem in der Variations-
rechnung bei der Umformung der zweiten Variation angewendeten
analog ist.

‘Wir suchen nfimlieh einen linearen Differentialausdruck

(I.) Q(’U) = " 4 q, w0 + g,

dessen Coefficienten reale Functionen von ., so zu bestimmen. diss

‘ !
(z) Flu,os . dN)—p,Quy = ((; (o, a's o =)
X

wird, wo p,, den Coefficienten von " in I, o', .. ., %) hezeichnet,
und wo ¢ chenfalls ecine quadratische Form ist, deren Coefficienten
wohlbestimmte reale Funetionen von . bedeuten.



Fycns: Uber das Vorzeichen gewisser bestimmter Integrale.

Wiihrend jedoeh in der Gleichung

<€
[F (w,w, ooy de = gu, e, oo Y,
(3) @ &
— ¢, u, ..., u,(”“))_r=(,+p,mfQ(u)zdw
«
das Vorzeichen des Ausdruckes
plus s T = ),

in der Variationsrechnung, der Natur der in dieser Disciplin hehandel-
ten Probleme entsprechend, ausser Betracht kommt, ist es fiir unsere
Aufgabe unumginglich nothig, das Vorzeichen dieses Ausdruckes zu
kennen.

In der oben bezeichneten Arbeit fithren wir die Untersuchung zu-
niichst fitr den Fall aus, wo die Coefficienten der Form Flu, o/, ..., u)
von @ unabhfingige reale Grossen sind, also fir

(4.) P,y o, u) = et (/‘:0’ ”""")
l

l=o,1,...,n
/‘.r H 3 1
wo ¢y reale Constanten bedeuten.

Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, kénnen wir a = o
wiihlen.

2.
INir # =1 sei
(1.) Ru) = u'+ q.u

und
] 4 2 h 2 2
(2.)  F(w,w)— C,Qu)y = 2(Cor— 0, q,) vt 4 (0, — Co i) U°.
Wenn dann

(3) 600_-(’)”{/: = '—Cng:/:
so ist' also
: / 0 d
(4) F(’Z{, s ) — C“Q(ll-y — (]:{ (((701 - qul) ’H':)-

Wir wihlen die Losung ¢, der Gleichung (3.) <0, dass g, fir v =0
uncendlieh wird.  Dieselbe ist

o ‘ C{'m‘—f— e
(5') (]' — s S
o —r
WO
S
» _]/ (oo
=\, .
(.][

' Vergl. Lecenore. Memoires de I'Académie des sciences de DParis 1786.



B Sitzung der physikalisch - mathematischen Classe vom 9. Januar.

Der Ausdruck g, ist immer eine reale Funection von x. Haben
nimlich ¢, ¢, gleiche Vorzeichen, so ist 7 real, sind die Vorzeichen
VOl G, C; entgegengesetzt, so ist 7 rein imaginir » = pi und es ist
q. = —p cotg px.

Fiir Functionen u, welche sich in der Nihe von 2 = o regulir
verhalten und fiir £ = o verschwinden, ist Q(x) ebenfalls in der Nihe
von & == o reguldr. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (Cor =€ g ) U",
welcher fir £ = 0 den Werth Null annimmt.

Aus (4.) ergiebt sich

R

(6) [F(u u,)‘ dx = (Cox — Gy 9":)“2 + G, [-Q(u)zdw

e,
o o

Wir nehmen jetzt an, das ¢, positiv sei. Da q. nach Gleichung
(5.) fiir hinlénglich kleine positive Werthe von & cinen negativen Werth
erhilt, so ist fiir dieselben Werthe von x ¢, — ¢, ¢, positiv, und diescr
Ausdruck behilt das positive Vorzeichen bis

(7. o= C0ify = O
wird.

Ist # =a der kleinste positive Werth fiir welchen ¢, unendlich,
wird, @ die kleinste positive Wurzel der Gleichﬁng (7.), und bezeichnen
wir mit b die kleinere der beiden Grossen « und B, so ergieht sich dem-
nach, dass flir eine beliebige Function u, welche fiir =0 ver-
schwindet und in der Nihe von =0 sich regulir verhiilt,
die linke Seite der Gleichung (6.) positiv bleibt, sola nge x dem
Intervalle o his b angehort.

3.

Fiir n>1 wiirde das Lecennre'sche Verfahren die Integration eines
complicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Dis-
cussion in Bezug auf Realitit und Stetigkeit der Lésungen sehr mithsam
wiére. Es ist daher dic Bestimmung von Q(«) nach cinem Verfahren
vorzuziehen, welches dem von Jacorr! fiir dic Discussion der zweiten
Variation gelehrten analog ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von
der Differentialgleichung

P(y) 22(——1)10,1.,.1/(”’) =0

(I.) be]
v (k:o,...,n;l——_o,...,n)
aus.
Da
(2.) Ot = O s

I Crerre’s Journal Bd.r1y.




=1

Fuens: Uber das Yorzeichen gewisser bestimmter Integrale.

so erhilt die Gleichung (1.) die TForm

"
(3) P(y) :20”13/(%”) = 0,
WO
(4) Cnr = 2 2 (_d I )L‘(}zm — kol -+ (m I )Nl cmm .
ir=o0

.

Wir bilden nunmehr den linearen Differentialausdruck Q) der-
art, dass Q) verschwindet, wenn {iir % ein System linearer unah-
hiingiger Losungen y,, v.. .. ..y, der Gleichung (3.) gesetzt wird.

Diese Lisungen haben gewisse von Hrssep' und Cresscn® aufee-
stellte Bedingungen zu befriedigen.  Dieselben sind erftillt, wenn wir
die Anfangswerthe von v, v,..... ¥, so wihlen, dass ftr v =0
Yoo Yar ooy, bezo der Ordnung 2n—1, 2n—2, ..., verschwinden.’”

Wir wollen der Einfachheit wegen, ohne der Allgemeinheit Ab-
bruceh zu thun. voraussetzen, dass die Wwzeln =7, , =r,. ..., =7,
der Gleichung

i1l
N
(5. N =0
= o
von einander verschieden sind.  Ist y cine Losung der Gleichung (3.),
so ist auch jede Ableitung von y eine Losung derselben Gleichung.

Wir wiihlen daher gy, so, dass diese Losung fir 4 = o der Ordnung

29— 1 verschwindet und dann

__ dy, _ Ty, 2

Y, = 2" Loy, =
: de " V3 dx® > Yo da" "

Es ergieht sich

| QG , .
(7 yo= 1% e e
2 /.:x ! /-'.f}f()‘l)
wao
n
A —_— . ~ 28
/'(") _Z,C’m""z
(8.‘) N 1”:;( )
[y = 19
~ _7/.
Es ist y,, folglich aueh ., y,.. ...y, vesle Funectionen von a.
In der Gleichung
(9-) Q= o,
"oCUrenee’s Journal Bd. 54.
* CreEnee’s Journal Bd. 55.
3

Vergl. Frosexivs, Crenee’s Jonrnal Bd. 850 Soag8.




8 Sitzuneg der plwsikulisch-mzuhunmtisc]wn Classe vom 9. Januar,

welche durch 7., y,. . ...y, befriediat wird. sind g, 900000 g, dem-
nacl reale Junctionen von . welehe belanntlich in der Tmechuny
von & = o cindeutie werden und welche bez, mit a7 00 00" multi-

plicivt fix @ = o die Werthe «,.2,...., 2, annehmen. wo
. v Wt —17) .. (P —h—1))
(10.) = (—1 X - .
Um in der Gleichung
— - ’ " (/(,)
(11.) For,o', oo 0"y —e Oy =
) ' da

¢ zu bestimmen, sci
' 5.
(12.) b= >
2

L,,]z("""’)/“'_ (Fl=o0o,....n—=1:l=0,....0=~1)

Bezeichnen wir wice bisher mit oberen Accenten die Ableitungen
nach &, so ist

de o " , e e
> =3 Ay 20" S A w0 2N A e 2

W)

124
e n— 1l
dx i = = =
IIs hat daher (11.) die Gestali

¥l ’ 2 2
Fluu, oo ut—e,, Qu)

Tt =1 jr =T rH—1

/ i ~ ] T g / g0 )

— ZA'“ w20 A 2SS A A 2N
134 l=o {=o I

Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf v’ ..o identisel erfiilly
ist, ergiebt sich

fir h=o.1..... n—i

(15 e Ay Ay = a— gy

{(15a.) A= _— g
Die Gleichung (13.) bleibt bestehen fiir A= o oder /=0 oder
=0 und / = o, wenn dic Grossen mit negativem Index oleielr Null
gesetzt werden.
Die Gleichungen (135.) und (134.) licfern auch leicht die expliciten

Ausdriteke fiir A . Setzen wir niamlich

T—r .
( I 6) Uy = Cpy—10,, Gl
so crgiebt sich
fl/f—}.'—l. 1" = a//—}.. w ”u—}—{—l. —1 +... ——’_- (/,,_ —3

-—D.T( I l’au——-}.%—f‘ L - 21 Urr—'/.—l—'.’. ra—1 + 31’ ”l —r43. —x e i }\r (/,‘ R ,(,_;_4,1)
+]);(22(l/f—-}.+2. e PGP, L PR + Y Oy

=10, )

reLon

wo 7, Binomialcoefficient ist.




Tuens: Uber das Vorzeichen gewisser bestimmter Integrale. )

4.

Iir Dbeliebige reale Functionen %, welehe nebst ihren n—1 ersten
Ableitungen fiir # = o versehwinden und in der Nihe von & =0 sich
reguliiv verhalten, ist Q(u) fiir positive von der Null hinlinglich wenig
verschiedene Werthe von a ebenfalls regulir.

Wir beweisen in der oben hezeichneten Arbeit den Satz:

I. Die quadratiseche Form
(,) == 2"4 e ’M(A) 26(1)

.

(1)

—~

k=0, ....v—1il=0, ..., n—1)

ist {iir positive in der Nihe von =0 gelegene Werthe
von @ definit und positiv,

Dic Form ¢ behilt also diese Eigenschaft, bis @ zum ersten Male
die Gleichung

(2.) iANI =0
erfiillt.
Dic Funetion Q(v), welehe bei den gemaechten Annahmen in der
Nihe des singuliren Punktes v = o der Differentialgleichung

(3-) Q(y) =0

endlich und stetig ist, verliert diese EKigenschaft, wenn @ sich dem
niichsten singuliiren Punkte der Gleichung (3.) anniihert.

Bezeichnen wir den niichsten positiven singuléiven Punkt mit «,
withrend & die kleinste positive Wurzel der Gléichung‘ (2.) darstellt,
so ergiebt sich, wenn wir ¢, als positiv voraussetzen und die iber
die Functionen u getroffene Vereinbarung festhalten, nach der aus
der Gleichung (11.) N1. 3 fliessenden Gleichung

: -
(4.) | FQeu, oo Yde = g, Lo u(“"’))-i—c,me(u)’dn;

o o

der Satz:

II. Bedeutet »# ecinc beliebige Function. welche nebst
ihren #—1 ersten Ableitungen fiir ¥ = o verschwindet und
in der Nihe von v =o0 sich regulir verhilt, so ist das In-
tegral

fF (e, w, ..., u"Ndx

0o
fiir positive zwischen o und O gelegene Werthe von @ positiv,
wenn O die kleinere der beiden Gréssen « und 8 darstellt,
und wenn ¢, positiv vorausgesetzt wird.

ni
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B

Die im vorhiergehenden <kizzivte Untersuchunge hat niehe oo (i
Qi Anwendungen ein praktisches Interesse: <ie Eann vielmeln auel
in rein analvtisehen Tragen verwerthet werden,

Os moge geniigen, dicses an dem foleenden Beispicle zo erlintern.

Betrachten wir die Dificrentialeleichhune

(2) Forow' o0 = Sy Cren o

wo FQe,w', oo ut) dieselbe Besehatfenheit wie im vorheroelenden
hat. withrend f(vy eine innerhall des Tntervalls von o= o his 0 =0
reguliitve reale Function der realen Variablen i<t o4 it dic in voriger
Nummer chavakterisivte Grisse,

Wird eine Losune der Gleichune i) dureh die Antinoswerthe
w=0,u =0.....0" " =0 fir =0 hestimmt und «diese Losung
fiir reale positive Werthe von o verfoler . <o unterlicat die Frage. ob
man In einem  wewissen Intervall einer Sinculavitic von v heoeone.
bekanntlich grossen Schwieriekeiten.  Aus den Resultaten der vorioen
Nummer kann man nun heispielsweise foleenden Sehbuss zielien:

g
Ist [f(:b')f]-" nicht fitr alle Werthe von o des Tnterevalles o his 0
5
positiv. so kann o nieht in deny wanzen Intervalle cine reale siel
reguliic verhaltende Funetion bleiben.




