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Variierte Kurven bei Daniel Bernoulli und Leonhard Euler.

Von PauL STACKEL (Karlsruhe).
(Mit 4 Abbildungen).

Vor einigen Jahren habe ich auf die merkwiirdige Erscheinung hin-
gewiesen, daBl bisweilen Methoden und Resultate der mathematischen For-
schung, von denen man annehmen darf, daB sie allgemein bekannt sind,
bei der Untersuchung von Problemen, die damit in engem Zusammenhang
stehen, ganz unbeachtet gelassen werden. So ist bei der Frage nach der
Gestalt einer krummen Fliche in der Nidhe eines parabolischen Punktes
wiederholt ein Fehlschlu8 gemacht worden, obwohl die Mittel, die bereits
im achtzehnten Jahrhundert fiir die Diskussion algebraischer Kurven bereit
vestellt worden waren, sofort zu der richtigen Einsicht in bezug auf die
Schnittkurve der Fliche und der Tangentialebene gefiihrt haben wiirden ).
Ohne Zweifel hat es den betreffenden Mathematikern nicht an der Kennt-
nis jener Mittel gefehlt; sie haben jedoch davon keinen Gebrauch machen
konnen infolge gewisser Hemmungen, die teils aus der Enge des Bewuft-
seins, teils aus tiefer liegenden psychischen Bedingungen entspringen.

+ Fiir den Geschichtschreiber ergibt sich hieraus eine wichtige Lehre,
Aus der Tatsache, dafl einem Autor die Sitze A und B bekannt gewesen
sind, darf noch nicht geschlossen werden, dafi dieser auch die Verbindung
(A, B) und die daraus unmittelbar flieBenden Folgerungen besessen habe.
Wie vorsichtig man in dieser 'Beziehung sein muf}, zeigen folgende Beipiele.

Im Jahre 1772 hatte Lacrance (Qeuvres Ill; S, 519) die Integration
der allgemeinen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei
unabhingigen Verinderlichen auf die Integration einer linearen partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung mit drei unabhingigen Verinderlichen
zurfickgefiihrt, Obwohl er nun bald darauf, 1779, entdeckt hatte (Qeuvres
IV, S. 625), dafi sich. die Losung einer linearen partiellen Differential-
“gleichung erster Ordnung in beliebig vielen Verdnderlichen mittels gewshn-
licher Differentialgleichungen bewerkstelligen lasse, so erklirte er doch in
einer Abhandlung aus dem Jahre 1785 (Oeuvres V, 543), er sei nicht

1) Vgl. meine Abhandlung: Uber das Modell einer Fliche dritter Ordnung,
die’ das Verhaiten einer krummen Fliche in der Nihe eines parabolischen Punlz-

tes darstellt, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 51 (1904), S. 98.
Cantor-Festschrift, 1




2 PAUL STACKEL.

imstande, die allgemeine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in
zwei unabhidngigen Verdnderlichen zu integrieren. Die fiir uns selbstver-
stindliche Verbindung zwischen den beiden Sitzen ist erst durch CHARPiT
vollzogen worden 1).

Ferner sagt EuLEr in den [Institutiones calculi integralis, 111 (1770),
S. 3, eine totale Differentialgleichung der Form:

Pdx + Qdy 4+ Rdz = 0
sei vollig sinnlos, falls die Integrabilititsbedingung nicht erfiillt ist, und
erkldrt auch (S. 26) eine Gleichung der Form:
Pdx? +Qdy? +4-Rdz? +2Sdxdy - 2Tdxdz 42Vdydz — 0
fiir absurd, sobald sie sich nicht durch Wurzelziehen auf eine integrable
lineare Gleichung zwischen dx, dy, dz reduzieren lasse. Und doch hatte
derselbe EULER, im Anschluff an seinen Lehrer Jonann BERNOULLI, bereits
im Jahre 1738 eine ausfiihrliche Untersuchung {iber die Gleichung:
dx? +dy? —dz? = 0

angestellt, die bei der Rektifikation der ebenen Kurven auftritt. Auch nach
der Abfassung der Institutiones calculi integralis ist EuLer wiederholt auf
diese Gleichung zuriickgekommen, ohne indessen jemals den Zusammen-
hang zwischen der Lehre von den totalen Differentialgleichungen und jenem
geometrischen Problem herzustellen 2),

Die eingehende Beschiftigung mit solchen Erscheinungen wird sicher-

lich wichtige Aufschliisse iiber das Wesen der mathematischen Forschung
und die Psychologie der mathematischen Forscher gewdhren 3), und daher
darf die Mitteilung eines neuen Beispiels dieser Art, das ebenfalls Leon-
HARD EULER betrifft, auf Interesse rechnen.

-Wenn man in der Variationsrechnung von einer Kurve zu einer be-
nachbarten fibergeht, so pflegt man jedem Punkte P (x, y) der Urkurve
einen Punkt P’ (x, y + dy) der variierten Kurve zuzuordnen. Alsdann ent-
spricht der Tangente in P mit dem Richtungskoeffizienten y’' die Tangente
in P’ mit dem Richtungskoeffizienten y' -+ dy’. Daff die auf diese Art ein-
gefiihrte Variation 0y’ zugleich mit der Variation dy unendlich klein wird,

1) Vgl. LACROIX, Traité de mlcul différentiel et de calcul intégral, 2. ed,,
Paris 1814, 11, S. 548, ,

2) Vgl. meine Abhandlung: Darsz‘ellufzgen der Minimalkurven, Leipziger
Berichte 1902, S. 102—105, wo man ausfiihrliche Literaturangaben findet, sowie A.
v. BRAUNMUHL, Zur Geschichte der Differentialgleichungen, Verhandl. d. IIL
intern. Math. Kongresses zu Heidelberg, Leipzig 1905, S. 550; BRAUNMUHL zeigt
hier, dafi bereits NEWTON eine spezielle PFAFFsche Gleichung der Form Pdx - Qdy
-+ Rdz =0 genau in dem Sinne integriert hat, wie es spiter von MONGE allgemem
durchgefithrt worden ist.

3) Vgl die wertvollen Bemerkungen von C. R. WALLNER, M. CANTOR Vor-

lesungen iiber Geschichte der Mathematik, Band IV, Leipzig 1908, S. 1033—1035.

®
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Variierte Kurven bei Daniel Bernoulli und Leonhard Euler. 3

hat EuLEr in seinen Arbeiten zur Variationsrechnung als selbstverstindlich
angesehen und daher ohne weiteres

0Ixy,y)= %d'y + %ﬂy’

gesetzt. Wenn aber auch die Ordinate einer Kurve nur unendlich wenig
abgedndert wird, so hindert doch nichts, gleichzeitig die Tangenfe um
einen endlichen Winkel zu drehen, sodafi dy’ einen endlichen Wert erhilt.
In der Tat hat LEGENDRE (1786) von solchen Variationen Gebrauch ge-
macht; um zu zeigen, daff bei dem Problem des Drehungskoérpers kleinsten
Widerstandes die der NEwronschen Differentialgleichung geniigende Meri-
diankurve kein Minimum liefere, ersetzt er diese durch eine Zickzacklinie
geringer Neigung gegen die Achse der Drehung!). TODHUNTER (1871)
machte hiergegen das Bedenken geltend, solche Variationen seien nicht
erlaubt, da bei den klassischen Methoden der Variationsrechnung voraus-
gesetzt werde, dafl dy’ ebenso wie dy unendlich klein sein soll2). Aber erst
WEIERSTRASS hat erkannt, daff vielmehr diese Methoden einer Erweiterung
bedurften, wenn man die Bedingungen dafiir aufstellen will, daB die Ex-
tremale einen Wert des betrachteten Integrals liefert, der im Falle des
Maximums grofer, im Falle des Minimums kleiner ausfillt, als bei der Ge-
samtheit der- benachbarten Kurven (starke Variation); iibrigens ist fiir
WEIERSTRASS nach miindlichen Mitteilungen, die er mir gemacht hat, gerade
die Beschéftigung mit dem Drehungskorper kleinsten Widerstandes, zu der
er durch Kummers Untersuchungen iiber den Luftwiderstand veranlafit
wurde 3), der Ausgangspunkt der Untersuchungen {iber Variationsrechnung
geweser.

Wihrend nun bei EuLer in der Variationsrechnung keine Spur einer
Unterscheidung zwischen ,schwachen“ und ,statken“ Variationen zu be-
merken ist, so hat er doch bei Untersuchungen auf einem anderen Gebiete
Betrachtungen {iber die Beschaifenheit der variierten Kurven angestellt, bei
denen der Unterschied deutlich in die Erscheinung tritt, ndmlich bei den’
kleinen Schwingungen einer Saite.

In dem dritten Bande der Miscellanea Taurinensia fiir 1762—1765,
der im Jahre 1766 zu Turin erschienen ist, findet sich auf S. 1 bis 26 der

1) Sur la maniére de distinguer les maxima des minima dans le calcul des
variations, Mem, de math. et de phys. Année 1786, Paris 1789, § 6; OsTwaLDs Klas-
siker, Heft 47, S. 73, 106. '

2) Researches on the calculus of variations, London and Cambridge 1871, S.
169, 269; vgl. auch die Bemerkung in TODHUNTERS History of the progress of the
calculus of variations, Cambridge and London 1861, S. 426.

3) Uber die Wirkung des Luftwiderstandes auf Korper von verschiedener Ge-
stalt, insbesondere auch auf Geschosse, Berliner Monatsberichte 1874, S. 703; 1875,
S. 286; Berliner Abhandlungen 1875, S. 1—57; 1876, S. 1—9.
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4 ' PAUL STACKEL.

zweiten, fiir sich paginierten Abteilung eine Note EULERS: Eclaircissements
sur le mouvement des cordes vibrantes. Sie beginnt mit Auseinander-
setzungen iiber die Erklirung des Begriffes kleiner Schwingungen einer Saite :
(1]1) ,I. Tous ceux qui omt entrepris de déterminer le mouvement

des cordes vibrantes ont borné leurs recherches 4 ces trois conditions: |
.19 Ils ont considéré la corde comme fixe en ses deux extrémités
_— ' A et B (fig. 1), et tendue

: /F'T’_’ par une force quelconque,

A —L B en sorte que dans son état

b S . naturel sa figuresoit repré-

Fig. 1. sentée par la ligne droite

AB: ce n'est que dans cet état que la corde peut demeurer en repos ou
en équilibre. '

,20 Ils n’ont considéré que les mouvements extrémément petits d’une
telle corde, en sorte que si la ligne AYB représente la figure que la corde
prend pendant son mouvement & un instant quelconque, on puisse tou-
jours regarder les appliquées XY de cette ligne comme infiniment petites.

,30 IIs ont supposé que le mouvement de chaque élément de la corde
Y[y]1) se fasse toujows suivant la direction de I'appliquée YX ou qu’il
ne s’en écarte qu'infiniment peu. On pourrait bien traiter plus générale-
ment cette question, mais alors Ia Théorie conduit 4 un calcul si emba-
rassé qu'on n'en sauroit rien conclure.

II. La derniére condition se réduit a celle-ci, que I'inclination de chaque
¢lément de la corde Yy a l'axe AB soit infiniment petite, ou bien que
la tangente tirée 4 chaque point Y fasse avec I'axe AB un angle infini-
ment petit. . Ce n'est que dans ce cas qu'on peut regarder chaque élé-
ment de la courbe Yy comme égale a I'élément répondant de I'axe Xx:or
cette condition est absolument nécessai-[2]re, pour que le mouvement de
chaque point Y se fasse dans la direction de I'appliquée YX. De la on
comprend aussi réciproquement que toutes les fois, que cette condition
convient 4 la figure AYB, le mouvement de chaque point Y ne sauroit
s'écarter de la direction de I'appliquée YX.

LI Donc quand ‘on demande le mouvement de la corde aprés qu’
elle ‘aura recu une impulsion quelconque, il faut absolument que la figure
qui lui a ét¢ imprimée d’abord soit telle, que non seulement toutes les
appliqués XY soient quasi infiniment petites, mais que I'inclinaison de tous
les éléments de la courbe AYB soit aussi infiniment petite®.

Damit kein Zweifel moglich ist, lasse ich noch eine zweite Stelle aus

den Eclaircissements folgen :
(3] »V. Soit AB (fig. 2) la corde fixée dans ses deux extrémités A

1) Zusatze in eckigen Klammern rithren von mir her.
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et B, et tendue par une force quelconque, & laquelle on ait imprimé au
commencement la figure ASB, et d’abord cette courbe doit étre telle, que
19 toutes ses appliquées soient quasi infiniment petites, et 2% que toules
se[s] tangentes ne s'écartent qu'infiniment peu de I'axe AB. Ces deux
conditions sont si naturellement liées avec la tension, qu’il seroit presque
impossible de réduire la corde a une telle figure, oli ces deux conditions
n’eussent pas lieu. De 13 il est clair, que la figure initiale peut étre variée
4 l'infini, et qu’elle dépend entiérement de notre volonté. Il est donc pos-
sible de donner i la corde une telle figure, qui ne sauroit étre exprimée
par aucune €équation analytique, comme si on la tiroit par un mouvement
libre de la main, sans qu’aucune loi de continuité y ait liew.

M

[ S //\‘B ‘

X
B 14

A

~1
Fig. 2. -

,VI. Il n’y a certainement aucun doute, qu’on puisse imprimer a la
corde une telle figure, et oit pourtant les deux conditions préscrites aient
lieu. Pour s’en assurer mieux, on n’a qu’a tirer de A 4 B une ligne
courbe quelconque AMB en observant cette seule condition, qu’il n'y ait
nulle part une tangente perpendiculaire 4 I'axe: alors en diminuant toutes
les appliquées XM quasi & l'infini selon un méme rapport, de sorte que
XS = « XM, prenant « pour une fraction extrémément petite, non seule-
ment toutes les appliquées deviendront infiniment petites, mais aussi les
tangentes dans tous les points S seront infiniment peu inclinées a I'axe
AB, tout comme les deux conditions préscrites I'exigent.“

" Deutlicher und eindringlicher 146t es sich wohl kaum sagen, daff die
courbe varide, die aus der geradlinigen Strecke AB hervorgeht und die Ge-
stalt der schwingenden Saite zur Anfangszeit darstellt, zwei wesentlich ver-
schiedenen Bedingungen zu geniigen hat; denn es myiissen ersfens die
Ordinaten XS ,sozusagen“ unendlich klein sein, zweifens aber muff das-
selbe fiir die Neigung der Tangenten gelten. EuLer hilt es sogar. fiir
notwendig, die Existenz solcher variierten Kurven ausdriicklich zu beweisen 1).

1) Welchen Fortschritt EULFRS Eclaircissements darstellten, erkennt man am
besten, wenn man damit die Abhandlungen von d’ALEMBERTISur la courbe que
forme unecorde tendue mise en vibration, Mém. deBerlin. année 1747 (1749),
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Ganz anders 4uBert er sich in einer bald darauf verfaBBten Abhandlung
zur Variationsrechnung: Methodus nova ac facilis calculum variationum
tractandi, die am 14. Januar 1771 der Petersburger Akademie vorgelegt
wurde !). Wihrend EuLer bei dem Problem aus der Mechanik die Kklare
Erkenntnis des Sachverhalts besitzt, kann er sich hier von dem Vorurteil
nicht losmachen, in das er sich verstrickt hatte. Ja noch mehr, dasselbe
Mittel, das er dort zum Beweise der Existenz besonderer Variationen ver-
wandt hatte, will er hier benutzen, um die Gesamtheit aller benachbarten
Kurven zu erhalten. Seine Absicht ist ndmlich, das singulare genus cal-
culi der Variationsrechnung auf die gewohnliche Differentialrechnung zu-
riickzufiihren, und dazu glaubt er zu gelangen, indem er den Ubergang
von der urspriinglichen Kurve zu der benachbarten durch die Anderung
eines Parameters bewirkt. ,Alia relatio requiritur“, sagt er dort, ,quae
omnes alias curvas huic saltem proximas complectatur; omnes autem eius-
modi curvas, si X denotet illam functionem cui y aequatur, tali aequatione
contineri posse '

y = X 4tV
manifestum est, denotante V functionem quamcunque ipsius x. Sumta
enim t infinite parva haec aequatio omnes omnino curvas propositae pro-
ximas in se comprehendit.”

Diese beschriinkte Auffassung der Variationen bedeutete geradezu einen
Riickschritt gegeniiber dem Standpunkt, den EuLer frither eingenommen
hatte. In der Abhandlung: Elementa calculi wariationum, die er am
16. Sept. 1756 der Berliner Akademie vorlegte, die aber erst 1766 in den
Novi Commentarii Petrop. 10, S. 51 abgedruckt worden ist, fithrt er aus,
daB man zwar von einer Kurve zu benachbarten Kurven iibergehen kénne,
indem man diese als Bestandteil einer Kurvenschar

y = { (x, a)
auffaBt, wo a einen Parameter bezeichnet, daf hiermit jedoch keineswegs
‘die Gesamtheit der benachbarten Kurven erschipft sei. Gerade aus diesem
Grunde bringe er fiir die neue Rechnungsart einen eigenen Namen: Varia-
tionsrechnung in Vorschlag., Jetzt aber heifit es weiter: '

,Cuius necessitas adhuc clarius perspicietur, si perpendamus, eius vim
multo latius patere, quam ad solam parametrorum variabilitatem, qua etsi
lineae curvae in infinitum multiplicentur, omnes tamen semper sub certo
quodam genere, quod scilicet in data aequatione continetur, comprehendun-

S. 214 und von EULER selbst: Sur la vibration des cordes, Mém. de Berlin
année 1748 (1750), p. 60 vergleicht; siehe auch M. CANTOR, Vorlesungen fiber
Geschichte der Mathematik, Band 3, Leipzig 1898, S. 872—876.

1) Novi Commentarii Petrop. 16 (1772), S.35; wiederabgedruckt in den Inst.

cale. int. IV (1794, S. 590.
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tur. Nostrum autem calculum variationum non solum ad huiusmodi genera
curvarum determinata extendi conveniet, sed etiam ad omnes omnino cur-
vas, quae quidem concipi queant®,

und spiter (S. 53) sagt EULER von der Forderung, dafl die gesuchte Kurve
beim Maximum einen gréferen, beim Minimum einen kleineren Wert des
betrachteten Integrals liefere, als die benachbarten Kurven:

,Haecque quaestio iam infinite latius patet, quam superior, ubi tantum
mutatio ex variatione parametri oriunda assignari debeat.”

Freilich ist EuLEr niemals der Frage nach hinreichenden Bedingungen
fiir das Einireten eines Extremums niher getreten, und hierin liegt wohl
einer der Griinde, warum er den Begriff der benachbarten Kurve in der
Variationsrechnung keiner genaueren Untersuchung unterzog. Erst wenn
man feststellen will, ob ein Extremum vorliegt oder nicht, ist man genétigt,
sich bestimmte Vorstellungen iiber die Menge der Kurven zu bilden, mit
denen die Extremale verglichen wird. Solange es sich jedoch nur um not-
wendige Bedingungen handelt, und im besonderen, wenn nur die Ditfe-
rentialgleichung aufgestellt werden soll, der die Extremale geniigen muf,
so reicht es hin, besondere Variationen zu betrachten, und hierbei kommt
man sogar mit dem Verfahren aus, das EuLer in der Abhandlung vom
Jahre 1771 angewandt hatte; da-also der Zweck erreicht wurde, war keine
Veranlassung vorhanden, sich wegen der Berechtigung der angewandten
Mittel zu beunruhigen. :

Fin weiterer Grund fiir EuLERs Verhalten liegt wohl darin, daf§ ihm,
dessen Losung immer Vorwdrts hiefi, ein Zuriickgehen auf prinzipielle
Fragen iiber die Grundlagen seiner Wissenschaft nicht zusagte; mit dem
gesunden Instinkte des Genies lehnte er alles ab, was seine Produktivitéit
hitte schiddigen konnen. Diese Auffassung wird bestitigt durch EULERS
Briefwechsel mit Danier BernouLLi, der an EuLers Untersuchungen zur
Variationsrechnung lebhaften Anteil nahm und auch den Druck der Met/o- |
dus inveniendi durch den Verlag von BousQuer zu Lausanne vermittelt
hat1). In einem verloren gegangenen Briefe aus dem Jahre 1736 hatte
ihm EuLEr die Aufgabe vorgelegt, die Kurve zu finden, die mit ihrer Evo-
lute und dem Kriimmungsradius an jeder Stelle den kleinsten Raum ein-
schlieft?) und hinzugefiigt, daf die Zykloide die einzige Loésung sei?).
Am 12. Sept. 1736 antwortet DanieL BernouLLI): '

1) Brief an EULER vom 9. Februar 1743, Correspondance mathématique et
physique de guelques célébres géométres du XVIliéme siécle, publiée par P. H.
Fuss, St. Petersburg 1843, II, S. 821. .

2) Vgl. iiber die Aufgabe: Methodus inveniendi, Lausanne 1744, S.64; OST-
WALDS Klassiker, Heft 46, S. 72.

3) Corr. 1I, S. 448. 4) Corr. 11, S. 435.
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. »Was das problema anbelangt de invenienda curva in qua frds habeat
inter omnes lineas inter eosdem terminos sitas minimum valorem, so diinkt
mich, dafl es etwas Besonderes habe. Eigentlich zu reden hat das problema
keine Solution und ist kein minimum da; denn ich darf ja die puncta A

NN et B [Fig. 3] nur mit lauter cycloidibus infinite
4 ] B parvis, die doch eine lineam continuam aus-

Fig. 3. machen, ausfiillen, oder an einander henken, so
' ist /ftrds = 0. Es kann auch fids = 0 seyn

/‘\ g hoc alio modo quam figura [Fig. 4] ostendit,

A allwo sich die valores affirmativi und negativi
- 4\—/ von /rds == O destruiren kénnen. Wenn man
g aber curvam forderte, quae nullibi habeat radium

osculi nec =0, nec == oc, scheint es, das problema habe eine reelle
Solution, und wollte ich, um dieselbe zu finden, die evolutam suchen
und zwar methodo isoperimetricorum, mutatis aliquibus circumstantiis.

Hiernach hat DanieL BERNOULLI bereits im Jahre 1736, also fiinfzig
Jahre vor LEGENDRE, starke Variationen angewandt. Wie sich EuLer dazu-
gestellt hat, wissen wir nicht, da leider seine Briefe an DANIEL BERNOULL!
nicht aufgefunden worden sind. Es scheint jedoch, als ob er auf die Be-
trachtungen seines Freundes gar nicht eingegangen ist; denn in einem
Briefe vom 24. Mai 1738 kommt DanieL Bernourri auf jenes Problem
zuriick und schreibt!):

»EW. haben mir vor etwas Zeit gesagt von einem problemate simili,
ndmlich determinare inter curvas omnes, inter eosdem terminos positas,
illam quae habeat frds minimum, und sagen, dafl die cyclois unice satis-
facere, da ich doch finde analytice, dal R == 0, cui aequationi infinitae
curvae aut veluti curvae satisfaciunt.

Was mit dem Ausdruck veluti curvae gemeint ist, geht aus dem Briefe
vom 12. Sept. 1736 deutlich hervor.

Da sich in den spiteren Briefen DanierL BernourLis nichts iiber den
Gegenstand findet, so darf man annehmen, daf EuLer einer Erdrterung
aus dem Wege gegangen ist, von der er sich keinen Nutzen versprach.
In der Tat, so scharfsinnig auch die Bemerkung DanieL BErNOULLIS sein
mag, so war sie doch verfriiht; denn um sie fiir die Variationsrechnung
fruchtbar zu machen, hitte man bereits die tiefere Einsicht in die Begriffe
der Kurve und der Funktion besitzen miissen, die in miihsamer Arbeit
erst im Laufe des neunzehnten Jahrhunderts errungen worden ist.

1) Corr. 1I, S. 448,




