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Auf meinen Rat wird sie [S. Kovalevskaja] der Fakultéit drei Ab-
handlungen vorlegen, um den Beweis zu liefern, dafl sie auf verschie-
denen Gebieten der Mathematik heimisch genug geworden ist, um
im Anschluff an Vorhandenes selbstiandige und fiir die Wissenschaft
ersprieflliche Untersuchungen anzustellen. Eine dieser Abhandlungen
beschéftigt sich mit der Frage, ob und wie weit sich die Sétze iiber die
Integration eines Systems gewdohnlicher Differentialgleichungen durch
Potenzreihen, welche ich zuerst in meiner Abhandlung tiber die analy-
tischen Fakultdten aufgestellt habe und die bald darauf von den Her-
ren Briot und Bouquet bewiesen worden sind, auf den Fall ausdehnen
lassen, wo zur Bestimmung von Funktionen mehrerer Verédnderlichen
die erforderliche Anzahl von partiellen Differentialgleichungen gegeben
ist. Die Frage mufite unbedingt einmal griindlich ertrtert werden; ich
selbst habe, offen gestanden, Scheu gehabt, mich darauf einzulassen,
und es freut mich umso mehr, daf} sie in der in Rede stehenden Ar-
beit, die in ihrer letzten Redaktion nur von méafligem Umfange ist, auf
die griindlichste Weise erledigt worden ist. Schwierigkeiten, die sich
zundchst darboten, z. B. die unerwartete und Bedenken erregende Be-
merkung, dafl schon eine so einfache Differentialgleichung, wie die so
oft behandelte
dp
ot Oz

wenn man festsetzt, dafl ¢(z,t) fiir ¢ = 0 in eine gegebene, durch eine
konvergierende Potenzreihe von x darstellbare Funktion pg(x) iiberge-
hen soll, im allgemeinen, d. h. wenn ¢y(x) nicht ganz besondere Bedin-
gungen erfiillt, zu einer stets divergierenden Entwickelung von ¢g(z,t)
nach Potenzen von ¢ fithrt, sind durch den Scharfsinn der Verfasserin
auf die einfachste und befriedigendste Weise beseitigt worden. Ich bin
iberzeugt, diese Arbeit wird auch Ihr Interesse erregen.

Quelle:
Brief von Carl Weierstrafl an Lazarus Fuchs bezgl. der Dissertation
S. Kovalevskajas vom 27. Juni 1874
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Einleitung

Es gei eine algcebraische Differentialgleichung

d dn
1) Glay, Lyt =0

dz®

vorgelegt, wo G eine ganze rafionale Funetion. der nnabhiingigen Vertnder-
Kehen x, der als Frnetion derselben zu bestimmenden Grisse y und der
A])leltuno en derselben nach x bis zur ntet Ordnung hin bedeutet.

Jine analytische Function ist - vollstiindig hestimmt, sobald irgend ein
reguldrer 7 weig derselben gegeben ist. s kommt also darauf an, auf die
allwememste Weise eine POte]lZIGIhG

®  (z—a)
%,,I),, —T
w0 @, byy b1y - Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselhe, fiir

y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung geniigt, und innerhalh eines
gewissen, die Stelle ¢ umgebenden Bezivks convergirt.
Fs muss also, wenn man diese Reihe fir y in den Ausdruck
G(% Ys jz oo z y) einsetzt und denselben nach Potenzen von x—a ent-
wickelt, jeder emaehlc Coefficient dicser Entwickelmg. gleich Null wevden.
Qo erhilt man zundchst zwischen a, by, b, ... b, die Gleichung
(2)  Gla, by, by, ...8,) = 0.

Nun hat aber, wemn y ir 0’011(1 eine regulire Funetion von & ist, die 2% Ab-
leitung vomn -

(“” LE dy " dny

daxn
diec Form

P -2 =1
G ( =z, dy — dry\dity drt =y
( Y> 4w "z gt +H}-(‘T? ?I, da, ) gt /!

rq; ot : . . . A" "
wo G die puticlle Ableitung von G in Beziehung auf o, und M, cine
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ganze Tationale Functon von : dy U gnbi—t :
g4 a on von z, y, =Y. .., y ,
SRR Foriot Dezeichnet. Fs muge

also (fir =1, 2, ... )
B 60 by Bb By, by by by =
sein, wenn der Coefficient von (z—a)* in der genannten Entwl kel
GKe unm

(=, 4. d" .. d"f/)

T | ; °

yvon

Versichwinden soll. Umgekehrt geniigt die fiir § angenommene Relhe 1
Gleichung (1.) formell, wenn die (xleichunfr (2.) und stimmtliche Gleich o
(3.) erfiillt werden. ungen
Durch die Gleichungen (3.) werden aber sémmtliche Coeffig;
b,, deren Index >n ist, eindeutig bestimmt, sobald a, by, by, ... benten
geben sind und zugleich @' (a by, b,y ... 0,) einen von \11111 VerSC]ned ge-
Werth hat. enen.
So ergiebt sich der Sa,tz
,Nimmt man die Constanten
a, by, by, ... b, e
willkiirlich, jedoch so an, dass die Gleichung '
: G(a, by, by,...0,) =0
eine emfache Wurzel b, hat, so lassen sich die Grossen
' bn+u brjry + « ,
stets in emdeutlger Weise ‘80 bestimmen, dass
: | N
fur Yy gesetzt der Glelohung (19 formell genutrt 2 o
 Diese Rezhe ist aber auck stets mnerhalb eines bestzmmten Bezzrlzs cm_.
,vmergent und stellt wenn mtm T mnerkalb desselben anmmmt ‘eine die por-
,gelegte Dzﬂ‘erentealglazchung befrzedzgende Function dar. Aus jeder SOICken
.Rezhe eﬂtsprmgt danp. /'erner eine - bestimmie (eindeutige oder mekrdeutzge)
analytzscke Functzan “von 'der Jeder regulare ng@g die vorgelegte Di Forential g
,glewlmng ebenfalls befmedzgt *) ac

L

L *) Dleser Satz ﬁndet sich zuerst in der Weiersirasss

der analytischen Facultiten“ (Crelles Journal, Bd. o]i asssszlét)auafslis roche d. .
-darauf auch,von. den-Herren- Briot :und Bouquet bewiesen WOldenp j 0, und st bald . .
polytechnique ‘cah. 36).. +Derselbe bleibt bestehen, wen (Journal. do Icolo

Selte den Glexohung (1 ) eme emdeutlge und :in- eine bestandlg con"erglrende Potenz_f 3

C g My
U reﬂvle dver Grdssen Ty Yy Prukal —x‘z- entmckelbare Funetxon mt

aﬂdlﬂng JZur 'lheone"»

n.der. Ausdruck auf der Yinken:
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Umgekeht hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende
analytische Funetion y unendlich ~viele, durch das angegebene Verfahren
bestimmbare reguliire Zweige,- wenn sie nicht eine sogenannte singulire
Lisung der Differentialgleichung ist, d. h ausser derselben noch der Gleichung

dy dr .
G'GE: Y IR ‘ﬁ = 0

geniigt. In diesem Falle kann man aber durch Combination der beiden
Grleichun en ‘
& 6=0, (=0
zur Bestimmung der Function y entweder eine alﬂ‘eblalsche Gleichung oder
eine lefelentlalglelchun von der sie keine smwulare Lbsung ist, erhalten.
‘Analoge Siitze gelten ferner, wenn zur Bestlmmuno mehrerer Funetionen

einer unabhingigen Verandelhchen ein System von ebenso vielen algo-
braischen Dlﬂerentlalglelchunwen gegeben ist.
Dasselbe kann stets auf die Form

‘ . SG (m, .'/117.7/17 y" d:v G (37 Yo, Y15 - y,) = (),
»(5-) e . .
k G (w, ymyl) y,,)W~G"(:B_, Yooy, = 0

O'ebracht werden, W0 Yoy .o Yu die zu bestimmenden Functlonen sind, g,
“Yn durch eme 1ueduct1ble algeblalsche Gleichung

eine mltvw, ?/17_
N S (6) G(.T y(),y” y) = 0

verbundene Hulfsgrosse, 6, Gy, ... G, ganze rationale, Functionen von z,
und @ -die: partlelle Ableltung von G in Bezi

‘ Y ehu f .
!!01 !IH Setzil I,nan daml, fur l =0, 1 ng aui g, - )
(7)

; und mmmt

: ""ll‘,'j’r"brl,())’ ‘b,2,67 . -il-i b
0 an, da dle Glelchllll" H R R
; (a b()()rbl(Jy n()) = 0

S & Wle .man- _]edes System algebralscher Dlﬂerentlalglelehun e f di | ka.no—
‘ n1sche) Form- “gurtickfiibren ‘kann, lehrt Jacobi in den Abhandl “nggnn aBe I:fffsﬁlgando

‘ordine systemans differentialium vulgarium eujuscunque«. (Bor chardts Journal; Bd. 64;
©8.937) und wDe ‘agquationum. differentialium systemate fon- no1mah ad formam nor-=
'malem revocanda (V oﬂesungen iiber Dynainik, Anhang, ‘S, 55) ‘

e
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nach by, aufgeldst eine cndliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese fiip
by, %0 lassen sich, wemn man die Ausdriicke auf der Linken der Gej-
chungen (5.), (6.) nach Potenzen von z—a entwickelt, die Coefficienten qop
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, dic Grossen

bu,u bn.e; I

biy biay .-

« . ’ . v ’

bivy buay oo

in cindeutiger Weise so hestimmen, dass den Gleichungen (5., (6.) formey
! © geniigt wird.
r : Dann sind aber aunch die so sich ergebenden n-+1 Reihen (7,
stets innerhalb cines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wemn map
: @ auf dicsen Bezitk beschrinkt, ein System von »-+1 Funetionen qa
- welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befrie(.iiggn.
Aus demselben entspringt dann ein System (einfieufﬂgcr.()der mehr-
on der Beschaffenheit, dass je nd.1.,,_

deutiger) analytischer Fnnetionen v ) g
selben die Gleichungen (5.), (6.) ehey.

sammengehtrige regulire Zweige der

falls befriedigen. , . |
Umgekehrt, wenn ein System von n-+1 analytischen Funetionen
¥ , ‘ 1eich die Gleichung _

die Gleichungen (5.), (6., nicht aber zug

Yo v
befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht ‘ei.ﬂe Singulﬁl'i L’dsyng dgs Systems
von partiellen Differentialgleichungen b.1ldet), s0 ldsst SlCh7 wofern man
speciclle Werthe von a  ousnimmt, jedes System zusammengehoriger

Elemente *) dieser Functionen durch Reihen, welche in der beschrieberen
g ‘ _ .

t Weise gebildet sind, ausdrﬁcken.. - .
: Die singuliiren Lﬁsunger.l erhilt man aber, indem man die vorge-
legten Gleichungen (5.), (6:) mit der Gleichung o .
OG(Z, Yor Yys -+ Yu)
O

combinirt. .
" Diese Sitze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich -den Vop.

lesungen des Herrn Weiersirass, meines verehrten Lehrers. Tn der vor.

*) Vgl. & III. im Anfang.
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~liegenden Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschiftigt, zu unter-
suchen, ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen,
wo zur Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veriinderlichen par-
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind.

§ I

Ich betrachte zunichst das nachstehende System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen, in denen @, &, ... x, wnabhiingige Veriinderliche und
P15 oo @, 2ZU Jestimmende Funetionen derselben bedeuten, wihrend die
GD (¢, ... @,) gegebene, in der Form gewohnlicher, innerhalb eines gewissen
Bereiches convewnendel Potenmelhen dargestellte Functionen von ¢y, ... @,

sein sollen: ' r
o4 _ 3,60 LV P
awn — ‘TS;/;GJ,,A} (Pry e Pn) O, + -l—?f G,(-,%((Pl, e ) azf’ :r
1- N * . * . .
" (8"‘"’ —2"? Oy e ) 2T acp
G = BYULAVY n aw '+2ﬂ Gr,ﬂ((pl (Pn) g .

Um mich kiirzer ausdriicken zu knnen, will jeh im Folgenden unter
einer Potenzreihe mehrerer Verandelhchen (%, ;... @,) stets eine solche
verstehen, die nur ganzé und positive Potenzen dieser Griossen enthilt.
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Siitze:

A, Sind

(p(m“... ﬂ:r)]()) e (p(mlj r)n(l
% willkiirlich angenommene Potenarelhen welche einen gemeinschaftlichen,
wenn auch beschrinkten Convelgenzbezn'k besitzen, und an der Stelle

(@.=0, =0, ... z,= () | ;

gimmtlich verschwinden, — 80 giebt es » bestimmié Potengreihen von |
(x, &, ... @), welche fiir 2 =0 beziehlich in - |

(ID(‘vl’"'w")‘."’ e (p(w” r)-n() E
iibergehen und, fir @i - ¢ in die VOrGelefrten Differentialgleichungen i

‘eingesetzt, denselben formell geriiigen.

B. Diese » Reihen sind simmtlich in einem gewissen Belelche -
bedmfrt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential-
gleichungen (1.) wirklich befrledlgen



— |

Setzt man in die Gleichungen (1.) fiir ¢, ... ¢, Reihen vop der FOrm [
P o= @z, "'wr)l;(l'{—;‘v(p(wlg . ‘v:)lw :1’

(pﬂ = (P(-'Bu w)nU‘*‘Zu(p(wl," w)nvm

ein, so erhiilt man, indem man die Ausdriicke auf beiden Selten in Jeder
Glelchuntr nach Potenzen von « entwickelt, zunichst

7.

ACTRRE SHE 2;"’ ,ﬂ((ﬁl!l,“ (Pn,urarpﬂ“‘l' +2ﬁ ,ﬁ((plw (Pno) ';tﬁ(,v

. . . . . . . .
. . . . . . - N

(‘Elv ‘L')nl = ZﬂG(ZL}(QDw, (P'rz(J) (pﬂo'l'“ "I"ZﬂGSpUPw, "‘(Pﬂ‘)) %9,0 -
und. alsdann Jede der Functionen o , o

(P(wly" w)wv s (p(.’Bl ' CD),,,
ausgedriickt als ganze rationale Fiunetion einer gewissen Anzahl der Ab-
leitungen von ¢y, ... ¢@,, nach 2, ... =, deren Coefficienten POtenZl‘elhen ,
VO Prgy « v Gy smd Dabei ist zu bemerken, dass jeder. Coefﬁment der.
letzteren aus einer endhchen Anzahl von den Coefficienten -der Ausdrucke, B
G(’) bloss durch Addition und Multlphcatlon zusammengesetzt Wlld ‘ "
Istmm’ : : R N

sy

Q(T1yoee Thip = 2(9083. *rT"' w,!)’ _ "_?
' Y ‘. X : 1/120-"007 _,,r__Ooo , . ) : ;
({)({l?;,,,.:.l?,.),i,u = E(q)u,v., Vi —,TT'f.. v 1/?

“1”1—'0‘ OOy e 'V :_,_Of""w ‘

und seicztvalj'[‘lén -

®) : <p<w e :=.;z(<ps;,, e - o).

y,.,,t




und der Coefficienten der - -~ .
‘ G(Y) ((/’17 (Pn)7

und es Werden da,nn dle o*egebenen Dlﬁerentmlglelehungen fonnell befriedigt,

wenn man B
Tk
@, ’= S'((p\ll'“ r)cz, [.Ll)’.‘
. ,4:_0...:)0
() P N T
= (Pu,[u, My #| F.“”’T)’

/,L::O...OO,M——O 00, =0... 00

setzt

Um wun za bewmsen, dass diese Reihen sammtheh innerhalb eines
‘ bestlmmten Bezirks: unbedingt convergent sind, ersefze ich das vorgelegte
System von Dlﬁerentlalglewh“ﬂgen durch ein anderes von derselben Form:

0w oy l(i) iy eer Wy 2]
e PR --;‘” Gt S, B2,
(B g '

) a% —# S ” n o
| —8;' EﬂG (#’n wn) 637 + +2,S‘G(,)( 1 -‘-1}',,)%,
in welchem Jede'r ‘der Reihen GO} (wy,.. %) jeder einzelne Coefficient

it mcht klemer als ;der absolute Betraw des enisprechenden Coeffi-

%) ist. Zuglemh nehme ich an Stelle jeder der Relhen

_/ ..u) eine andere (w,,...4),, an, 4n der ehenfalls
R Jeder emzelne COefﬁclent posmv und nicht kleiner als der absolute Betrag
e entspreehenden Coefﬁclenten @@y @), ist. Wenn alsdann ;

R ,
den Ausdruck bezelchnet der jetzt an d1e Stelle VOt .

@. . i
¢n“ 7!‘1)

| ‘itrltt §0 erhellt a.us dem, Was itber dl@ Z“Sﬁmmensetzuno ‘des letzteren aus |
* den Coefﬁcwnten der Relhen G und v, ‘gesagt ist, dass.- der ‘erstere. p0s1t1v :
. und mcht klemer als der absolute Betlag des anderen sem mrd Kann .
man also von den Relhen zpl, %, WO o R TEN
= :",L—,L (st

: y__(). 70, ,=002000, 11 F,.::OOb
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ist, beweisen, dass sie simmtlich innerhalb eines be%trmmten Bezirkes con-
vergent sind, so steht dasselbe fiir die Reihen ¢y, ... @, fest. /
Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer mOO‘hOh ist, eine Positive
(xrdsse g so angenommen, dass ssimmtlche Reihen G} (¢y, - %) cony erovnen o
wenn :
P=(r=-=p =g, »
gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfaﬂs positive Grosse @ So
annehmen, dass aus dem' Bruche

G 4

wﬁ%%—-_-_;ﬂuﬁ’
g

wenn delsclbe nach steigenden Potenzen von. ¥y, .-

Réihe G(w,, ... v,) entspringt, in welcher Jedel oinzelne Coefficient POSlth ungd-

grosser als der absolute*Betrag des entsplebhenden COGfﬁGleﬂten in Jeder

1—

.y, entwickelt wird,. eine

1
der Reihen GO} (g, ... ¢,) ist. . ;
n o 1 'l
Ebenso kann man zwei positive Grossen g ‘mg ¢ so withlen, dqgq 4 ;i
in der Reihe, welche aus der Entmckelvno' des Bruches . - s
y ,:ac_LL

’ | ! -vorgeht und dle mit- w(w;,,,;‘m.)‘u\ R
nach steigenden Potenzen von @, ..., hervorg ) Olossel Vi del;‘ab- | |
bezeichnet werden mige, jeder Cocfficient posmv uger o Relhen -

SOh‘te Be’mg des entsplechenden Cloefficienten in JC) B
(P(xh mr)](n W(wu-- L) np
wird. -
| hen
Werden dann in dem System (5.) sammﬂmh()a Rel
o Gy ¥

) (11”17 < Y ) 3 .

angenommen, und wnd 7ug1e1ch festgesetzt, dass - fir z= 0 Jede dor

‘Functmnen P, in

w(ml, x,)(;

: ubelgehen soll so sind die eben angegeben

braucht also nur bew1esen 0 Werden dass die |

,mnerhalb ‘eines gewissen Bezirks (,onvmgen’ﬂ sind. ' ' ,

' Unter den. gemachten Voraussetzung '

‘Reihen 1//,, v,u,, emander glelch und Function
' B o +'vr)

en Bedm(ruucren e1f“u11t und es
S0 deﬁmrten Relhen 1/,1, . ""‘P

oen werden aber dle sammthchen, g
en bloss von @ und von -

+2
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" Das System (5.) reducirt sich also, wenn man

wdtu, oz et
g ! 0

’[/) =
setzt, so dass w,,=‘f—lw wird (fir e=1..n), auf die einzige partielle Diffe-

rentialgleichung
, o e Gy
(6.) gz~ 11—y Ty’
Wo a eine positive Constante bedeutet.
Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufiigen, dags fir £ =20
,in Y
W in T~
iibergehen soll, wo & ebenfalls eine Constante bezeichnet.
Die Gleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grissen

w und (1—y)y +oz eine Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest-
. . by ..
stellung, dass y fir 2=0 in - tbergehen soll, eine vollig bestimmte;

und es ergiebt sich zwischen v, «, y die Gleichung

I—wy

Wbraus man
: 1—(1mb)y—am~"l/mm
, CICE)
erhilt, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdruckes
j;i,};ioiel:e? von z, ¢ dals Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat-
Die so sich ergebende Potenzreihe von T, ¥ hat nun einen bestimmten
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv,
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung vop ¥ nach der im Vor-
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Ty wipd daher auch die
Potenzreihe von (@, @y, ... =), in welehe ¢ durch die Substitution
‘ ) _ T4,
L4

iibergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Ty jedes innerhalb

dieses DBezirkes enthaltene Werthsystem (z, ©,, ... 2,) sind dann sicher auch

die Reihen ¢y, .- ¢n simmtlich unbedingt convergent. Dieselben besitzen

also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn
2
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man die Verinderlichen (z, z,,...x,) auf einen innerhallp desselben

liegey-
den Bereich in der Art beschriinkt, dass fiir jedes in dem ]etztereneier;
haltene Werthsystem (@, z,,...x,) das System der zugehirigen Werthe VT(I)];

(#1,... ¢,) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen 69 ange
hort, Functionen von (@, «,,...a,) dar, welche die gegebene Dift g

< 3 . ) . €rentig) -
gleichungen befriedigen und zugleich fir ¢ =0 in .

(P(m” "‘wr)l,uy CENCE (p(wl,... :D,),a’u
iibergehen; w. z. b. w.

Zusiatze: »

A) Es ist angenommen worden, dass @@y T,y - o (... )0,
simmtlich verschwinden, wenn jede der Grossen (z,,,...x,) den Wer{}]
Null erhilt. Die entwickelten Sitze behalten aber ihre Gii tigkeit, weny
nur die Functionen g,, $0 angenommen werden, dass das Werthsystegn

@(0...0), ... ‘P(O'-'O)m,u

dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen G angehirt, wie
aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man :
901'—(p<0.--0)1)u7 e . (,0,,—(;)(0...0),,,(,

als die zu bestimmenden Functionen einfiihrt.
B) Es bleiben ferner alle Sitze bestehen, wenn an Stelle geg he.

 trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegehen ist, in

welchem simmtliche Functionen G} (1, .- ¢,) dieselbe Beschaffenheit habe,

wie in jenem: '
: s

S0 — (G0 gsr- Pl )T GNP, ),

oz
Y = 1...r, '6’—._: {..om

. . *

(A2) Lo e e e
. 9 ]
% = 2<G£?%(901 g (pn) _a%f;) '}‘ G(g,o)((Pl, e SD'n)-

o y=1..r, =17 ,
Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden G‘rlemhungen noch
eine neue

o, _
5 =0

hinzufﬁgf, mit der Festsetzung, dass fir 2 =0

Po = Iy
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sein soll, so dass man jedes der Glieder Gff mit g * multiplieiren datf,

und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Fonn (1.) erhilt. —
C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sitze ihre Giiltigkeit auch
dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (1%) die Functionen G¢)
simmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat
nur in diesem Falle das Werthsystem
@(0...0)0, ... @(0..0),
0 zu wihlen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller
Zahler und Nenner angehort und keiner der Nenner verschwindet, wenn man
(p(O gy e a=0(0...0),,

setzt.
Wenn namlich diese Bedingungen erfiillt sind, so lassen sich die

gimmtlich in Potenzreihen von
""90(0“-0)1,07 M (p71_(p(0“’0)n,()
entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die urspriinglich vorausgesetzie

Form gegeben wird.
D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte

Verfahren fiir ¢y, - @» sich ergebenden Reihen vollstindig bestimmt sind, dass
sie den vorgelegten Differentialgleichungen geniigen und fiir =0 bhe-

ziehlich in

Functionen G¥)

(T e gy o0 o @Dy, N
iibergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wean man alles Vorstehende
zusammentasst, folgendes Resultat:
Es sei gegeben ein System partieller lefelentla,ltrlelchume“ von
der Form

G (@150 ) dr E(G“”g " Pa) 7(9.?%) + G((ljg((pld s Pl
(a = 1...,., B = 1...n)
(12) SR

H

. .o
( F i 2 ST 1 65 1y )

(“ = 1'--1‘, ﬂ = i...n)
67} und G sammtlich Potenzreihen von @, ... @, sind, und

O¢n
CLICNORe

in denen die G

es seien auf ugend eine Weise » Potenzreihen von z, Ty, ..o,
@y (@, Tay oo Ty, P (x, Ty )
PR
L]



hergestellt, welche fiir ¢,, ... ¢, gesetzt den Differentialgleichungen formell
geniigen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdriicke auf der linken
und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von =, z,, ... =, ent-
wickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder ibereinstimmen; so
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be-
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) Es miissen die Reihen

(O R 3 A /U PP

einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen;
b) es muss das Werthsystem

@(0, 0,00 0)y - - ¢ (0, 0,...0),,.
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen
GE{IJ’:’((PH te (pn)f G(r) (9917 (Pn)

enthalten sein; ,
¢) es darf keine der Functionen G¥(¢;,... ¢,) an der Stelle

(9= (0...0%, ... g.=¢(0-..0))
verschwinden.. . ,
Wenn insbesondere die Gg{}, GW Sﬁmmﬂic.h ganze Funetionen oder
bestindig convergirende Reihen von ¢, ... ¢, sind, so ist die Bedingung

b) von selbst erfiillt.

§ IL

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function ¢ von

r-+1 Verinderlichen (z, ;,... 2. irgend eine algebraische partielle Diffe-
rentialgleichung nter Ordnung gegeben, und auf die Form

. Qe P
(1) G(w, Ty oo Tpy P Oz Oz Ozsr ) =0
gebracht, wo @ eine ganze rationale Function von @, @, ... 2., ¢ und den-

jenigen Ableitungen
act—}-cx,—l-...—i—n,(p
Oz Oz Oxlr
in denen

etaotto, S on I
ist, bedeutet. Dabei. darf man voraussetzen, es sei diese Gleichuﬁg in dem




. . ()
bringt, von den Functionen ¢(xi,... =,
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Sinne irreductibel, dass G nicht das Product zweier Ausdriicke von der-
selben Form ist.

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Diffe-
rentialgleichung befriedigendes Funclionenelement (in dem Sinne, wie Herr
Weierstrass dies Wort gebraucht)

plx, Ty ... 2|0, Gy ... @)
zu bestimmen, d. h. eine inmerhalb eines bestimmten Bezirks convergente
und der Differentialgleichung geniigende Potenzreihe von z—a, 2—a, - £,—8,,
wo a, a, ... a, Constanten bezeichnen.
Ich betrachte nun zunidiehst den Fal] den ich den mormalen nennen
will, wo von den Ableitungen

o9 S O
de» ' Ozt ! ox"
wenigstens eine, — ich will annehmen gw(f — in G wirklich vorkommt.

Dieses voransgesetzt lisst sich zeigen, dass man eine der Differentialglei-
chung geniigende Rejhe

(P(a’a Ly oo la: a, .. 2<b (a:—a) @—a)" . (wr——ar)"r>

o uu 3 ' ; ar!
(a_()-‘-oo, 0.’]—.0 m’-.-arzo...w)
erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form

w () :
r—a)
20 (@ a, a,>£T3

..a,) die n ersten

O} (n=1)

Py, T\t l), L. g (@1, ... 2| @y ... @)
im Allgemeinen willkiirlich angenommen werden kinnen, die iibrigen dann
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden.

Setzt man die fiir ¢ angenommene Reihe in den Ausdruck auf del
Linken der Gleichung (1.) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen
von x—a, T,—a,, ... T,—a,, S0 Muss zuniichst das constante Glied ver-
schwinden, d. h. es muss

(2) Gla, o, ...0,,byp...0 0

LI R ) -

sein.
Ieh bezeichne ferner zur Abkiirzung
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grtatetear gy, z,, ... x.a, q,, ... dy)
oz® é?m?l, . axg,.

mit (pa,uu..Aar und

()
¢z, ...z, |0,...0)
. O .
bloss mit ¢. Dann wird fiir z=a
(e)
. et tay @
Poi.,  lelch  mm—ar

Entwickelt man nun ,
Gz, z,,...2,,0,.. Pty )

0 e
. . —a
nach Potenzen von z—a, so wird der Coefficient YOI (x—a) eine gange

(n) . . . ——
Function von ¢, deren Coefficienten ausser den Versinderlichen i, ... z,

die Functionen 3;), (g];, ...(n(;l, und deren Ableitungen nach (zi...z,)-ent.

() ) )
halten, und es muss ¢ so bestimmt werde, dass diese Function, welche

@)

i (”) i i eine Potenzre;
mit Gy(¢) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich ¢ : ﬂgre}he
z,—a, wird. Dies ist aber immer, und zwar mur auf eipg

von z,—a,. ... d o a
 Wo «. und diejenigen Grossen
r

einzige Weise, moglich, wenn man a, @, .-
b(x,rr,,...fxr)

in denen _

a+a1+"'+ar§”: a<lm. ) .

(2.) fiir b,, » wenigstens ein
' £t e

. : : . - Gleichuﬂg . . .l
ist, so annimmt, dass sich aus der leiohung ist, ergiebt. Diese °

endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der

Bedingung als erfiillt vorausgesetat, sind die Reihen
(0] (€3] (n—1)
@, @ - @

j i inen Convergenz-
im Uebrigen willkiirlich, jedoch so, dass'Jede von‘ 1§1;§tllleemen genz
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coefficienten der

(=)
P

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden 1;at1:1?na1
aus den Coefficienten der vorstehenden und aus b, o zZusammengesetzt; es

Functionen (;3, als verschiedene Werthe von
Gleichung (2.) sind, existiren.

giebt also so viel verschiedene
b0, die einfache Wurzeln der
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Differenttirt man ferner den Ausdruck @, als Function von z be-
trachtet, so hat die ' Ableitung desselben die Form

311 )
G’ ((Pn,u,...u) aa:"‘g _["Hl <(L", azl? cor Lry (P: A Soa,ﬂ,,...ar L ')7

WO G (g,0.0) die partielle Ableitung von G nach @, o ist und H; eine ganze
Function vonr z, &y --- Fr und denjenigen Grissen ¢, bezeichnet
5015 B g )

in welchen
ot e tote, Sntd,  e<ntid

. o
ist. Der Coefficient von (@ ,_!a). in der erwihnten Entwickelung von @

hat also. die Form

i | ) @D
- Gy(p) @ +Hyp,
wo G und H,, diejenigen Functionen o1 2y, ... 2 i L3
0 20 Jellls ? T bezelchnen, in welche

¢ unl H, dadureh ibergehen, dass man @ =a wnd

on +...+a,.(;)

Pocrtr = g dosr

setzt.
Dieser Coefficient muss nun ie .
gleich Null sein, und da sich, weil

)
Gy(p) an der Stelle (z, = a4, -+ z,. = a,) nieht verschwindet
bl
1

Gy(9)
in eine Potenzreihe von @;—da, ... &,—a, entwick
- eln 1y :
, lisst, so ergiebt

. (n+2)
sich @

als Potenzreihe vom &—@i; ... &, —a
r rs Welche villi i
ist, sobald ~ 1g bestlmmt

® M (kA1)
. ¢, Py - ®
ps! sind.. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, g, 0. oo D
¥ ; i : Gy o Gy Py Py
den obigen Bedingungen ZCUASS aumimmt, darauf nach fix(gfung dgps
€

(=) )
Coefficienten b.o.0 punsichst ¢ und dann -

(nt1) @+2)

(P:‘ '(P9 v s
. ; zwar nur auf eine einzi . Lo
g0 beshimpien 1assell,,“ﬂd ene emzige Weise, wie es er:
Ausdruck :

forderlich: ist, wenn der
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- L :

) ("D—- a)r

. T ’ .
P = Zg(w,...q,

‘; der vorgelegten Differentialgleichung formell gentigen soll.

Um nun zu beweisen, dass ¢ ein Element einer diese Gleichung 1.
friedigenden analytischen Function von z, ., .. =, darstellt, hat Tan gy
zeigen, dass sie inmerhalb eines gewissen Bezirks convergirt,

Dies geschieht in folgender Weise:
Ich setze

(3) w=a+d, o o=a U, - m,=qr+u,
und bezeichne, unter ¢ jetzt die Potenzreihe von #, #; «- . verstehend B
welehe ¢(z, a,, v & |@, 8, ...a) durch diese Substitution iibergeht, - -
] J"p
5 ®, 79‘3"" o~ - o
f beziehlich mit - - | R S |
. Py, P1y o Pmy : o » g

1 sowie die iibrigen Ableitungen
ik ' au+a,+ +¢,-(p
Jz=0z%... 0zt !

- in denen a+o,+: - +o, < n ist, in irgend einer Ordmmg genomIneu Imt

Ry

| Dann hat man ' : f
i aq’ = N

: Du Py

%ﬂ __ql":_l. = n

Ferner kann man, wenn 4 =0, ,

] OPasi _ OPu

(5 ) ou —  Ou,

setzen, WO p-eine der Zahlen 1...s, und # eine der izlthlen”l e B8E (Igt
nimlich ¢, ;= Pyi. . , ‘80 ist mindestens emg der Zahlen oy, ...°¢,, 7.’
¢, von Null verschieden, und man hat dann - - oo E pitnsiaagh

Oura _ artoey e
Bu - . Ou, -

-

i

' und .es ‘it fp¢+1,a., o1, - €IME * o Grossen @i, Piy - P
Bezeichnet man ferner, unter ¢ wie vorhin’ den” Ausdrick auf de1
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linken Seite der Gleichung (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in
Bezichung auf =, go, @i, - -+ @ respective mit

‘ G(z), @) &), - Glg)
80 hat man

N
& (p.) 5

! J " ' n41 ,
== G'<“’)+G(‘PU>'“+ +HE @) T G(so,.+1> L + 6o, aq”}_

also » _
(6 G fa‘z -3 (G’(%’H)
Endlich ist :

a .oom—1 ,
P ) = () i)~ 6 ().

ox G, Oz,
(7-) - 1 au —0 - )
Die Gleichungen (4., (6.); { 6.), (7.) bilden nun fiir die Grossen z, x,, ... z,, g, .
Pry v Py welche sammthch Potenzreihen von u, Uy, ... u, 8ind, ein Systen;
,pameuer Differentialgleichungen von der in §. I, Zusatz D) betrachteten Form.
Da sie mun iiberdies den dort unter a) und c) angegebenen Bedingungen
geniigen, so ist damit festgestellt dass sie simmtlich innerhalh eines be-
“stimmten Bezirks convergiren.
‘ Jede auf die angegebene ‘Weise hergestellte Potenzreihe
L ; ‘P(T:‘EU :c,[a wl? r)
st also erkllch ein Element einer die vorgelegte Diff
erent
bemedwenden ‘analytischen Function. ‘ lalgleichung
t jetzt noch zu unt h
Fs ist j niersuchen, ob man umgekehlt auch fiir che
del vmgelegten D1ﬁe1ent1algle1chun« geniigende analytische Function
ein sie definirendes Element durch das ausemandergesetzte Verfahren e;,_)
halten kann.
. Es sei

= (.

= b,,,., —“”‘-L)@—\a) @

LAt ! a

¢(z, 3’11"'m> =
! oy

ein beliebiges Element einer solchen Funetion, so bestehen fiir dasselbe,
wenn die obigen Bezeichnungen. beibehalten - Werden dle Gleichungen:

, UK‘P) = 0
@ G TR
0((’7) ¢ +H O; Gt
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Wenn nun b,y.0 nicht eine mehrfac) he Wurzel der G]eichung'

G(a, a]’.. a,, b(] e e [1“‘1, s e rU U) = O

. _ ()
1st, 80 sind durch diese Gleichungen wnd die Bedmouno dass ¢ an der Stelle

(@ =a,...a,=a) den Werth & bun.o haben soll.

Yy (n-+1) (12}

vollstindig bestimmt.

Nun besitzt aber die Funetion stets uendlich viele E]emente fiir
welche &,, . eine einfache Wurzel der ebengenannten Glelchuno ist, Wofem
die Function nicht eine sogenannte singuliire Lisung der Differ entlalglelclmng

ist, d. h. ausser dieser auch der Gleldmno

¢(£2) = o

Sz
genligt.  Damit ist hewiegen:
Ist ¢ irgend eine der vor gelegten DlﬁelennaIOIeichung, aber nicht
auch der G]ewhuno

¢ (29 _ g

dz”
geniigende analytische Function, so lisst sich Jjedes Klement

Pl @, ...z, qa,,.. a,)

On
iaa Y. U
derseren, fir welches G’(f&g) an der Steile (=a,2=aq,, - To=a,)
einen von Null verschiedenen Werth hat, dureh dag im Vorstehenden ent-

wickelte Verfahren bestimmen.
In dem Falle aber, wo ¢ eine singulire Lisung der Differential-
gleichung ist, erhillt man fiir sic durch die Combinatioy der beiden Gleichungen
o

G =0, G’(gx(f =0

entweder eine algebraisehe Gleichung oder eine Dartielle Differentia]o]ei-
. @ °
chung, der sie als yiehy singuliire Losuno geniigt,

§ 117,
Wenn die i
vorgelegte Dlﬂelumalnlelchung nicht dje normale Form
dass man an

Hllctlonen derselben

hat, so kamn man i}y dieselbe doch stets dadurel, “Cbcn
Stelle der Grossen T @y @, ebenso viel lineare I
WY, 9,) dlb Argumente oy, ¢ eintiihyt,




Setzt man nimlich

Yy =b +ex 4oz +eodee, @,
=10 te'z tcip, fodoa,

gr = b4 eOz 4 ) g 4 oo x,,
wo die b, ¢ Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind,

dass die Determinante

& o, ... ¢
! ! i

}C, Cy, P

e, e, |

nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck
Glx, x, ... Ty Py vr Pooee)

in einen anderen von derselben Form

— aﬂ’l‘ﬂx""-“‘*'ﬁr (p
G(?/, Yoo Yoy @, oo War@. )

In welchem ebenso wie ip G nur Ableitungen von nicht héherer als der
a2t Ordnung vorkommen; und es lisst siel, zeigen, dass derselbe Im All-
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten e, €5 €
ausschliesst, die Ableitung
5"(p
C’)yn
wirklich enthi]t.
Davon therzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise.
Man hat, wenn may mit
(Pu',a;,‘..a’, 3 Panerars WS W,

,.
die in @ vorkommenden Ableitingen der pten Ordnung hezeichnet,

oG
EE— = Gu + Gl (/)fl"l‘iﬂl;w-ﬂ:_ ‘f‘ G2 qpa”-{—!,(x';,u.a;f ‘l‘ .
Jtea Ord-

. . . . / A 1
wo Gy, G, ... G, nur Ableitungen von niedrigerer als der (n+

mng enthaltey, Nun ist aber




PR

— po'tl .
(p“’_}‘l"(/l""u‘r = ¢ C] e GF ayn'i']_ +”.'

(pu"-f—l,a’,,,...u’;' = "
etc.
wo dic weggelassenen Glieder nur solehe Ableitungen
Ophit-trg
ToyPayh oyt

enthalten, in denen -+ 3, -+ +f, =n-+1, aber B<n-+1 ist. Man hat also

oG et u gty @ e’ 3 On’*‘lq)

—a—x— = (Glcu% 01‘...0,’-{" jSr + C1’---Cr'+" ) 8]"““ + etc':
wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab-
leitungen von ¢ nach z, x,, ... . in Ableitungen nach gy, ¥, ... y, ver-

, gril .
wandelt worden, 71/;‘2]— nicht vorkommt.

Wihlt man nun die Constanten ¢, ¢, ... ¢, so, dass der Coefficient

an t+1 . .
von ajhﬁf in der vorstehenden Gleichung. als Function von z, 2y, ... ,, ...

Py betrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur fiir specielle
Werthsysteme der ¢, ¢, ... ¢, ecintrefen kamm — €0 wird derselbe auch
nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veriinderlichen
@, @, ... o die g, g, ...y enfist und die Ableitingen Puc,.c, in Ab-

leitungen von ¢ nach g, ¥y, ... g verwandelt; und es kommt also die
. ot R A
Ableitang —@—!—]ﬁ wirklich vor. Is ist aber
o6 o6 oG c6
S = Cm-—tCg —tF G,
dz dy cy, CYr

und cs kann daher %;, anf die angegebene Weise transformirt, die ADb-

. . . r‘n
nur dann enthalten, wenn in & die Ableitung ;—rp vorkommt.
J7l

n~1

leitung ‘Z -

Nimmt man inshesondere

Yy =2 —a—6T—aj——¢c{T,—a)
Y = &—a,
Y, = xr—arg

so sieht man, dass bei gehoriger W . .
an, gehoriger Wahl von ¢, ...e¢, sich ¢ stets nach
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Potenzen von
r—a—c¢ (2, —a)——clx,—a), T—a, ... T,—6

entwickeln ldsst, und dass man diejenigen Functionen, in welche

og artg
s T T TdpeT
fiir
= ate{z—a)t-+e{x,—a,)
iibergehen, als Potenzreihen von 2,—a,, ... &, —a, im Allgemeinen will-

kiirlich nehmen kann.
Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diife-

rentialgleichung kinnte in dem Falle unnithig erscheinen, wenn in dieser

Gleichung zwar nicht die nle Ableitang von ¢ mnach x, aber doch eine

it . . " .
andere %‘? (wo m<n, aber =>0) vorkommt, und iiberdies in den iibrigen

Ableitungen
Qutatate, P
dzvdat,.. Oxir
o <7 m ist.
- Demnn nimmt man wie oben
v
¢ = Z((p)(:vl, ez da, ar)&;_@yd

an, und entwickelt den Ausdruck auf der Iinken Seite der Gleichung nach
Potenzen von z-—a, 0 cerhiilt man zunichst eine Gleichung zwischen

(O] 1) (n)
(P > (P; “ e (p

iner gewissen A ; . . . .
and e = Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen

3 3 . . o —1
nach @y, ... ®. Nimmt man damn die Reihen ¢, (,3 (m(p) willkiirlich
S

an, doch so, dass die Gleichung, in welehe die ebengenannte iibergeht,
()
wenn Mal T =d,, ... T,=a, setzt, nach ¢ aufgeldst, eine endliche, einfache

‘ : {(m) )
Wurzel hat, so kann man ¢ als Potenzreihe vop T —ay, ... T,—a 50 be-

stimmen, dass sic die erstere Gleichung befriedigt und fiir = @, - & =8
in jene Wurzel ilbergeht.
Die iibrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern so-
dann zur Berechnung der iibrigen Funetionen
{m-+1)

¢ (21, x|y, &)
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die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie sdmmtlich, und zwar ein-
deutig, bestimmt werden.
Man erhdlt so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine
Potenzreihe
pla, .. .xl0,aq,... )
welche fiir ¢ gesetat die gegehene Differentialgleichung formell befriedigt.

Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll,
. . . (U) (”‘—‘) 3 » ’ -
die Functionen ¢, ... ¢ mnicht willkiirlich angenommen werden konnen,

sondern solchen Beschrinkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen
sagen kann, die Reihe
_ ¢z, 2, ... T.la, ... ) )
convergire an keiner Stelle (z,x,,...z,), wie nahe man dieselbe auch der
Stelle (@, @y, ... @,) annehmen kann. ‘
Ich begniige mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen.
Es sei die Differentialgleichung
Sp _ 99
oz oy
gegeben. Wenn ¢,(y|d) irgend eine Potenzreihe von y—b ist, so geniigt
die Reihe

3 @b (z—a)

3, Lo otk |
dieser Differentialgleichung formell, und geht fiir z =g in ¢,(y|b) iiber; sie
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von ®o(9]b) einen Cog:[-
vergenzbezirk, wihrend im Allgemeinen sie fiir kein Werthsystem (z, ¢) -
eine bestimmte, endliche Summe hat.

s seiz. B. a=0, b=10,
|
G b)) = —n0u.
Po(yl 1__y
Dann ist
dn(p n!

| T ey
und die obige Reihe geht in

. o - » 2! ¥
, : . : ()"TW

iiber, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch
«, y angenommen werden. |




Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function ¢o(y|d)
erfilllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes
Element ¢(x, y|a, b), das fir z=a in ¢,(y|b) iibergeht, existire, bemerke
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung aunf die Verinderliche y
die normale Form hat; wenm man daher zwei Functionen

' ® M
p(z|a), ¢(z|a)
willkiirlich annimmt, so kann man ¢(z, y|a, b) nach dem Vorhergehenden
50 bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge-

niigt und fiir y =b
. : ©
¢(z,yla, b) in ¢(z|a)

und
Op(z yla,b) ., ™
— g ¢ (x|a)

iibergeht. Und zwar erhilt man, da,‘ in diesem Falle
)

® 1 3(])(3‘: |a)
¢(z|a) nur den einen | Werth

hat,

L, , u)
3 I glzja) (y—b)> 1% Tebla) -t

g aéL"/ (2’1/)’ m ro Oz (2,” +1)!

als den allgememsten Ausdruck von ¢(z,y|a,b)

Ist nun ‘
o) N
_ (p(‘w|a) = ‘vac,,(m-—a)” '
und ‘ ’
' m «
p(ala) = £l (o—ay,
so ergiebt sich

]
(po(ylb a’ Y la’S P (21;), {?/ b\w—]—zy C,, (y b)?V'Fl.

(2 +1)‘

Bezeichnet man nun mit‘ 0 eine positive Grosse,, {ie Xleiner ist als
. . AT . @
der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen g;, ¢, und

die absoluten Betrige von ¢,, ¢, mit e, [c, [, 80 lasst sich eine posmve
Grisse g so angeben, dass fiir jeden Werth von 5

e <<go™, || <go
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nl ’ . e oo 4 1
Es muss also Pu(y|b) so gewihlt werdeu, dass fiir zwei bestimmte Grrissey 9 0
dem absoluten Betrage nach a
’LI'
o ' r Ve 1 - 1S —_— i
der Coefficient von (y—by  kleiner ist als @I,
- - { Hrr 41 - - - "'L )~V
- (y—b] COIEASE
Daraus folgt, dass dic Reile
dy'lx' T v!
nicmals convergent ist, wic kiein man auch z—a, y—b annehmey Mg
. . . - & . I “
wenn die Reihe o, ( y!b) nur cinen heschrinkten Convergenzhezirk hesitze

Aber auch wenn ¢uy[b; eine hestindig convergirende Reihe ist, kamy g3,
ies ist z. B. .
Dies B der Fat“,

S0, yi0 @—ar

vorstehende Reile bestindig divergent sein.

wenn man
(y—0)

Palyll; = v~y

< ¥

. . . I2ads . v i 'e .
ammmt, weil dann die eben angegehenen Bedingungen fiir di Ooefﬁcmnteu

der Reihe o o(y|b) nicht erfiillt sind.

STV '
Ieh gehe jetzt zu dem Fall iber, wo ?ur Bestlm\mul.lg vou g
. ¢, von r-+1 Veriinderlichen (z,z,. ...z} em System
Ist, welcheg
setze  dahej

Funetionen . .
von m algebraischen particlien Differentialgleichungen z%'eg'eb‘f;'
in Beziehung auf ¢, von der ngten Ordnung sc‘m‘ mage. -Iu .
voraus, dass dassclbe die normale Form habe, d. I dass in demselben gjo

Ableitungen )
o, G P
?E,II_W T gxtm

_ e S
wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Glo.abm.‘. Lh] e Une-
k:mnten7 die iibrigen in ihm vorkommenden aber als willkiirlich gegehene

betrachtet, aufloshar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemer,
der genannten Grisssen liefere. bt ecfilit sof
: ; . ie nicht von s > erfiilit sein go17+
Der ersten Bedingung iat. wenn sie nicht von se . e n %.olhe,
stets durch eine lineare Transformation der unabhédngigen erdnderlichey,
y - . - . . 3 S fog 10
I der m vorhergehenden Paragraphen angegebenen \Ve.lse At gentigen,
2 oreror ic zweite Bedingung angeht, so bleiht allerdings noch
Was dagegen die zweite gung ang
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Z0 untersuchen, oh ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets
durch ein ihnliches Verfahren, wic es Jaecobi bei einem System gewdhn-
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zuriickgefiihrt
werden kionne, woranf ich aber hier nicht eingchen kann.

Diocges vorausgeschickt. bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem

folgendermassen auf eine canonische® Gestalt:

Man kann, um die Grossen

an, (p‘ ) én"‘ P
78.7}"‘ ’ 8(5"m
durch @, Ti, -+ > Pis ¢, wnd die in den gegebenen Gleichungen
enthaltenen Ableitungen von @ . ... @, anszudriicken, eine lineare Funetion
- ersteren
dCI ¢ 8”'!;0' , a"'"(pm

Po = O g T O g,

willkiirlich anzunehmende Constanten bezeichnen . als unbe

RIS Oes . . ! ' -

Man erhilt dann fiir ¢, eine algebraische G]eichung
& = 0,

on von ¢, deren Coefficienten ganze ung

WO €, - Cn
kannte Grisse einfiihren.

wo & eine ganzé Funetr ationale
Functionen der als bekannt angenommenen Grossen sing, bezeichnet

; in unzerlegbarer Theiler v _— .
Fs sei G ein unzerleg ar ler von &, so entspricht jedem
welcher der Gleichung :
G =10

geniigt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen

Werthe von ¢,

eneg, _ G Pon 6,
oa™ G . Sz - F?
wo
o=28 g-_%
dg,’ 7 e,

ist.
s werden daher die gegebenen Gleichungen ergetyt durch einc ge-
wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form °

o G(py) = 0,
! aﬂx(pl
F g = G,

(1)

/

G, 6‘”m(})—,_,E >
8([}'”:“ - my
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wo die simmtlichen @, wenn man
8°+“x+~-+“r<p;_
Ozt O ‘G—err
Mit P, bezeichnet, ganze rationale Functionen von T, x, ...z, und
denjenigen Grissen
T,
sind, in denen — fiir den Jedesmal betrachteren Werth von i —
ototto, Tn a<<n,
ist.

Es handelt sich nmn daram, m+1 Functionen-Elemente
<p‘,(:v,a:l,...:v,,‘a,a],...a,.), iz, 2, .. T, a,d,..a.). ... ¢, ,ml,...m,fa,al,...a,)
auf die allgemeinste Weise so zu hestimmen. dass dieselben fiir Poy Py oen

gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen.
Man setze, unter 4 eine der Zahlen 0, 1.... m verstehend,

t — o
g = (o Eoar e M)
\ [/. T - a0y, ol a, | (Z,~1
(2:’ \/ (a:O...x, rzl:O...i‘C, e a,:O...Q’.‘,)
| o oy
s \
i = X Pr Ty T W, A A
. m !

die Constanten «, a, ... «, und simmiliche Coefficienten b,f,f},x“__ur vor-

ldufig ganz wnbestimmt lassend, und entwickele den Aunsdmck nach

Potenzen von T—@, xy—ay, ... x,—a,; 50 erhillt man das constante Glied

dieser Entwickelung, das mit G bezeichuet werden moge, wenn man in ¢

a @, ... a fir =z o, ... =z,
R (1
und
bSo.o  fir g,

setzt. Diann muss, wemn dic Gleichungen (1.) befriedigt werden sollen.

Zuniichst

G =0
sein.  Diese Gleichung dient dazu, nm 02, durch die eben genannten

Grossen auszudriicken. Dj zter Q0 S0 ool
Die letzteren miissen also so gewihlt werden, dass

in dem Ausdrucke ¢ die » e 1 —_
U bestimmende Grisse b9 wirklich vorkommt.

0o

) ickelt Brn ap )
Entwickelt man fernes & nach Potengen VON —gq  so wird der
2
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C : u oD
oefficient von (x—a)", der mit G(gy) bezeichnet werden moge, dadurch er-
halten, dass man in &
a  fir 2z,

(o)
aa,+.-.+ar(p(x, v Bl ., ) il
am?‘ . am;% ur (])I;m,a| -ty

und
o
0y fiiv Po
setzt. IEs ist also
o)
G(%)
©
eine ganze Function von ¢, mit Coefficienten, welche ganze Functionen von
371- e . w,_’
ferner von
o (m—1) © f—

P e Py G . g
und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sing. Die-
selbe geht in G iber, wenn man z,=a,, ...z —a nimmt Untersis
man also die in & vorkommenden Grissen @, a, ...a, ) . der Be-
dingung, dass die Gleichung

QR

= 0
nach »", aufgelost, mindest ; lic i, , .
Di,.0 BUIG ) estens eine endliche, cinfache Wurzel besitze, und

" 3 . () . . . 11 .
versteht jetzt unter b7 eine solche, so gieht es eine vollig  bestimmte
®
s ) (] .
Function ¢y(2,, ... z,|ay, ..., ), welehe, fiir ¢, gesetzt, der Gleichung

L)
s
B)  Glp) =0
gentigt, und in 4, iibergeht, wenn wan @y =a,..x =a sctzt. Dabei
konnen die Coefficienten der eben genamnten s, Ln,+- +n, Functionen

()
()07- (mﬁ cee &,

abgesehen von der angegehenen Beschriinkung, ganz willkiirlich angenommen

werden, selbstverstindlich jedoch so, dass jede von ihnen cinen Conver-

genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise hestimmte
)
Function ¢y(z,, ... x,|a,...a,) ebenfalls immer eimen gewissen Conver-

genzbexzirk,

al‘,’"‘ar)n

4%
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Différentiirt man ferner den Ausdruck

671;:(70,
t 3
¢ i — G
als Function von x betrachtet, so hat die ¢ Ableitung derselben die Form
8"'- ¥ - i
G U,

wo H® eine ganze Function von z, z,, ... =, und denjenigen Grissen
Puca,.a, >
in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von 7 —
oty to, on,+r, a< n, v
ist, bezeichnet.
Die Entwickelung von

(9"'/. 5
¢ g,
k]
nach Potenzen von z—a hat also die Form

(ny +v)

G, -}-17,‘,“,

wo G, H?' aus ', H® dadurch entstehen, dass man setzt

r = a
und
(e)
5“\+"'+“r(p},
Puieityes, = T’ij'_’_a}irE;

Ts hat ferner die »te Ableitung des Ausdruckes G nach @ die Gestalt:

P o
G 6.’5" I ]f‘.‘ b

wo HY (ieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen H hat.

Bezeichnet man also mit

G», H?” _
dic Ausdriicke, in welche %, H® dadurch iibergehen, dass man ¢ =g und
Gyt ta, g;i

(/)y;lx,{r,....ar

. s e i (x—a)y . .
setat, 50 ist der (Joefﬁcmnt‘von =51 — in der Entwickelung von G nach
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Dotenzen von z—a
ARG
G' (Pu—l‘HE.“).
Damit also die Gleichungen (1.) befriedigt werden, muss man haben

L) @ B =
(4.) ¢ +HP =0, (A=0,1,...m).

?

Da sich, weil 6" an der Stelle (2, =a,,... @, =a,) nicht verschwindet,

1

GI

in eine Potenzreihe von &,—a, ... z,—a, entwickeln ldsst, 80 ergeben
gich aus den Gleichungen (4.) :

(r+1) (n+49) (7, +7)
Poy Py -0 Py,

als Potenzreihen von z,—a,,... ¢, —a,, welche vollstindig bestimmt sind,
sobald ’

0}
Py
Q) (n,—1)
Pry - ooy
v (g =1)
(pm) o (pm
es sind.
Daraus folet, { i
' . aly (a8s wemn man «, @,, ... @, und die vorstehenden
Functionen

(1)
(p;(a:,,..‘. e lay,...0) (fir L= 1...m)
cegebe i X ] i
d?n angegebenen vBedn}gungen gemiss, im Uebrigen aber willkiirlich an-
nimmt, darauf, nach Fixirung der ans der Gleichune
o

G =0

. . Q)
e ]d ; (0) a : . 4
sich ergebenden Coefficienten bij o, zuniichst ¢, und damm die simmtlichen

(n3-+1)
Functionen ¢, (2,,...a,|a;,... a,) sich so bestimmen lassen, und zwar nur

anf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn
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w0 (a)

o0 = Sepule . mla, . 0) EZ
» (@) , e
(5.) (P1 = %a(fh ($17"'w"1a17---ar) ( a!(lr)
® (2) 3 ' o
P = %«‘P:nkmu---mr;al,...a,)(_fE!CL

den Gleichungen (1.) formell geniigen sollen.

Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdriicke By Pry.e. P
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die G—lelehungen (1.)
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be-
stimmten Bezirks convergiren.

Ich setze wieder

:z;'=a—}—u., Ty =atu, ... T =a-+u,
und verstehe jetzt unter Pr;am,., di¢ Potenzreihe von u, #,, ... ., in welche
. 8“+‘71+“-+"r(p1
Oz* z3...Ozrr
durch diese Substitution tibergeht.
Dann hat man

J
a‘i‘ = (P).10..0

(6.) s e e e e (l:l.,..m)

} OPimg 20,0
VT an T Pag 100

OPisny —10..0
e
Wo man, wenn #; =1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat.

Fernér hat man

G’ = Gl:

g,

! 0 ) —

&L B = 0, |
wo H” eine ganze Function von u, 4, ... u und denjem’gen Grissen,

9’#;““1: ap2
in Welchen fiir den jedesmal betxachteten Werth von u
ist. Man kaon aber aus H(") dle Grossen

o™ ®», L. O P

Oz™ ! Ox"™m
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‘und deren ersten Ableitingen nach den Veréinderlichen a,, ... x, vermitielst
der Gleichungen (4.) eliminiren, und erhilt so eine Gleichung

ra O
(7)  (6VF—6, =0,

wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und G, ein Ausdruck von derselben Gestalt
wie die G, in den Gleichungen (6.) ist. .
Sodann hat man fiir jede Function ¢;,, ., in welcher
ato 4 ta, < m
und mindestens eine der Grissen e, ... @, z B. o, >0 ist,

aq)l;a,a,....rx”,...ar 6¢J.;a—}~l,...aﬂ,...ar
(8) cu = Ouy '

Endlich ist
Oz Oz,

or,
B =l =

v ou
- 8o ergiebt sich fiir @, @, ... @, und diejenigen Functionen

::O =O-

P a0y s
in welchen @ e, 4+ +a, < n ist (wobei jedoch jetnt jede solche Function,
auch wenn sie i den Gleichungen (1.) micht vorkommen sollte, in Betracht
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von der in §. 1,
Zusatz D) betrachteten Form.

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von w, %, ... u, oder
T—a, ,—a, - T—a, sind, welche siimmtlich innerhalb eines bestimmten
Bezirks convergiren, indem die am angefithrten Orte unter a), b) angegebenen
Bedingungen in diesem Falle erfiillt sind.

Der Beweis ferner, dass man fiir jedes die Gleichungen (1.) befrie-
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System
von Functionen-Elementen durch dag beschriebene Verfahren erhalten kann,
wird ganz so gefithrt, wie es am Schlusse des §. II. fiir den Fall, dass nur
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singuldren Losungen
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme Doy Pry =+ Pus
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung ¢' =0
befriedigen. Die Bestimmung dieser singuléiren Functionen-Systeme lisst
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singuliiren Lo-

T

01904681,




: der Art surii ckfuhren, dass

Hlelmlt ist die Aufgabe, die . 1ch mir gestellt habe, vellsta,mhg geldst
Ich bemerke aber noch Folgendes.. Auch transcendente partielle Dlﬁerentxal—
glemhungen lagsen sich in vielen Fallen auf das Gleichungssystem (1.) in

| ¢ G, ... G, | |
nicht rationale, aber in der Form bestindig convergirender Potenzreihed
darstellbare ganze Functionen von ' BRI

z, @, ... % und den Grossen T

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate

‘ihre volle Giiltlgkelt, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres et-

sichtlich ist.

Berlin, im Juli 1874.




