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Diese Abhandlung betrachtet vorzugsweise diejenigen Fldchen, aus denen ein
Flachenbiischel eine Schaar von rationalen Curven ausschneidet, das heisst, von solchen
Curven, deren Coordinaten sich als rationale Functionen eines Parameters darstellen lassen.
Das Problem der Abbildung solcher Flichen auf Kegelflichen oder specieller auf Ebenen
wird zuerst fiir den Fall gelost, dass die Curven der Schaar von ungrader Ordnung oder
auch von der 2n'" Ordnung mit (2n — 1)fachen Punkte sind. Erfiillen die Flichen diese
Bedingung nicht, so lassen sie sich auf einfachere Flidchen ¢ zuriickfithren, welche, von der
mt" Ordnung, eine (m — 2)fache Gerade besitzen, von einer Ebene im allgemeinen, aber
in mehreren Kegelschnitten geschnitten werden. Auch fiir diese Fliachen ¢ wird die Abbil-
dung auf einer Ebene untersucht, und namentlich die Abbildung der auf ihnen liegenden
(n — 2)fachen Geraden eingehend erdrtert.

Der zweite Theil der Abhandlung wendet die im ersten Theile entwickelte eigenthiimliche
Methode der Abbildung auf einer Ebene auf drei speciellere Flichenarten an, und zwar
zuerst auf die windschiefe Fliche n'®” Ordnung mit einer (n — 1)fachen Geraden. Bei dieser
geschieht die Abbildung durch die Projection aus einem Punkte P der vielfachen Geraden
auf die Bildebene, wobei die vielfache Gerade zu einem (n — 1)fachen Fundamentalpunkte
A wird, die n — 1 von P ausgehenden Geraden der Flidche zu ebenso vielen einfachen
Fundamentalpunkten B werden, und die dreifach unendliche Schaar von ebenen Curven
der Fliiche zu einer dreifach unendlichen Schaar von Curven n‘*” Ordnung mit einem (n—1)
fachen Punkte in A und n — 1 einfachen festen Punkten in B wird. Die zweite Anwendung
besteht darin, durch Projection, die auch von Herrn Clebsch in anderer Weise behandelte
Fléache fiinfter Ordnung, welche ein Raumcurve vierter Ordnung zur Doppelcurve hat, auf
eine Fliche ¢ zu reduciren. Endlich werden die Eigenschaften und die Abbildung einer
Fliche von der 6" Ordnung mit einer doppelten Raumcurve dritter Ordnung und einer
diese nicht schneidenden Doppelgeraden ausfiihrlich erértert.

(Rezension von Hermann Caesar Hannibal Schubert (1848-1911) im Jahrbuch dber die
Fortschritte der Mathematik, Band 2. 1869/70, S. 616-617)
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Ueber Flachen, welche Schaaren rationaler Curven
besitzen.

Von Max Norrner in HEIDELEERCG.

In der Flichentheorie concentrirt sich das Hauptinteresse, sowohl
von geometrischem als algebraischem Gesichtspunkte aus, auf das Stu-
dium der Curven und Curvenschaarven, welche aunf einer Fliche liegen
kénnen, - da ihre Keuntniss einerseits den geometrischen Zusammen-
hang der Iliche mit andern Gebilden liefert und andrerseits zur Un-
tersuchung der Art der Irrationalitit, welche mit der Flichenglei-
chung verbunden ist, nothwendig ist. Indem ich hauptsiichlich von
letzterem Gesichtspunkt ausgehe, werde ich in dieser Abhandlung solche
Flichen einer. Betrachtung unterziehen , aus welchen ein Flichenbii-
schel eine Schaar rationaler Curven, nimlich Curven, deren Coordina-
ten sich als rationale Functionen eines Parameters darstellen lassen,
so ausschneidet, dass jede Fliche des Biischels die gegebene Fliche
in mehreren beweglichen Curven schneiden kann. Die allgemeinen
Flichen dieser Art werde ich durch eindeutige Transforfationen auf
speciellere Flichenfamilien zuriickfithren, welche sich tibersichtlicher
behandeln und sich ithrigens selbst noch weiter reduciren lassen ; ins-
besondere werde ich mich aber mit solchen IMichen beschiiftigen,
welche von jeder Fliche des Biischels in einer beweglichen rationalen
Curve geschnitten werden, und von ihnen das Haupttheorem beweisen,
dass thre Coordinaten sich immer rafional durch zwei Parameter aus-
 driicken lassen, und zwar so, dass nlan"'di:e.s‘é Parameter auch umge-
kehrt als rationale Functionen der Coordinaten der Fliche darstellen
kann, so dass hiedurch ein Punkt fir Punkt cindeutiges Entsprechen
-zwischen der Fliche und einer Ebene hergestellt ist. Der Gang des
Beweises wird so genommen werden, dass er zugleich auch diese in
zwei Parametern rationale Darstellong der Coordinaten der Fliche
selbst liefert. Daher wird es dann mioglich sein, die Geometrie dieger
Art von Flichen aus der Geometrie der Ebene vollstindig zu ent-

wickeln, in welechem Punkte sich die Abhandlung somit an die
. - .1 '
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2 Max Noeraer. TUeber Fliichen,

Arbeiten *) des Herrn Clebsch reiht, in denen an einer Reihe von
Flichen, der allgemeinen Flichen %‘” Ordnung und specielleren Flii-
chen 4"“ und 5‘“ Ordnung, die Abbildung auf einer Ebene gezeigt
ist. Als ein Beispiel der Anwendung der vorgelegten Methode der
Abbildung behandle ich niher eine melkwuuhae I‘lache Ger Ordnung
welche eime Doppelgerade und eine diese mcht schieidende doppe]zt:.é
Raumecurve 5'e Ordnung enthilt.

Diese Arbeit ist zugleich dazu bestimmt, einige Punkte, welche
ich in einer, in den Gottinger Nachrichten, Jahrg. 1869, Nr. 15 ent.
haltenen Note {iber algebraische Fuuctnonen angeregt habe zu erle-
digen. Den ana emes Theils der hier folwenden Untersuchuno‘en
habe ich schon ib. Jahrg. 1870, Nr. 1 kurz angedeutet.

§ 1.

Abbildbare Fliichen und ebene Systeme.

' J

Wenn eine Fliche auf einer Kegelfliche (speciell einer Kbene)
eindeutig dbbildbar ist, so muss sie, entsprechend der Schaar der -
zeugenc]en der Keﬂelﬂache eine einfach unendliche Schaar von ratio-
nalen Curven besitzen, welche ein Flichenbiischel, jede Fliche im Allge-
meinen mehrere bewegliche Curven, ausschneidet. Fine solche Kliche
kann dann, ohne dass sie auf einer Ebene abbildbar ist,. keine weitere
‘rationale L‘urv‘e mehr besitzen ; denn einer solehen wiirde auch auf der Ke-
gelfliche eine, von einer Erzeugenden derselben verschiedene, ratio-
nale Curve entsprechen, d. h. der Kegel wiire iiber einer rationalen
Curve beschneben und konnte fo]o-hch anf einer Ebene abgebildet
werden.

Wenn umgekehrt auf einer Fliche J ejne von einem Fli
schel, dessen Parameter A sei, ausgeschnittene Schaar s von rationa-
len Ourven bekannt ist, so sieht man sofort, dass man die Abbildung
von I" auf einer I&eoelﬂache wirklich lemsten kann, sobald man anf
jeder Curve der Schaar X so.viel Punkte eindeutig kennt, als erfor-
derlich sind, um die Coordinaten dieser Curve mtloml dmch einen
Parameter ¢ ausdriicken zu kénnen. Denn eine Curve von ¥ ist durch
" eine algebraische Funetion von 4, also durch die Werthe zweier Pa-
rameter 4, u, zwischen welchen eine algebraische Gleicl nng (1, )=
besteht, ‘bestimmt; die Coordinaten der Fliche werden daher dann ra-
tionale BUHLthHGll des Parameters ¢, withrend die Coefficienten dieser

ichenbii-

*) 8. besonders Crelle’s Journal, Bd. 65 u. 68; Math. Annalen, Bd. , Ab-
-h‘mdluucren der Gattinger Eocmtat 1870, Band 15.
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welche Schaaven rationaler Curven Desitzen. 3

Functionen sich als rationale Functionen von 21 wnd p davstellen,
welche durch eime Gleichung /' (1, ) — 0 mit einander verbunden
sind. Diese Gleichung lisst sich als die einer Kegelfliche auffassen,
welche iiber der Curve /' (4, p) = O beschrieben ist, wobei der Para-
meter ¢ die Punkte jeder Erzeugenden bestimmt. Und da durch jeden
Punkt der Iliche im Allgemeinen nur eine Curve der Schaar geht,
und da wir weiter vorausgesetzt haben, dass man, wenn eine solche
Curve durch die Werthe von 4 und g fixirt ist, keine weitere Glei-
chung mehr aufzulosen hat, um die Coordinaten dieser Curve rational
durch ¢ ausdriicken zu konnen, so ergeben sich aueh wmgekehrt die
Coordinaten 4, g, o der I\ege]ﬂLLche als rationale Ifunctionen der Coordi-
naten der I'liche F.

Anders verhielte es sich, wenn es mnicht miglich wiire, auf jeder
Curve von ¥ genau so viel Punkte .:mzugeben, als elfordcr]ich und
hinreichend sind, nm die Coordimaten der Curve als rationale Punctio-
nen eines Parameters o darzustellen. In. diesem Falle wiire man also
gentthigt, auf jeder Curve unter den bekannten Punkten eine hin-
reichende Zahl fiir die Basispunkte auszuwilhien, wodurch eine weitere
Trrationalitit in die Darstellung der Coordinaten von F' einginge. Da-
bei wire es nun wohl noch méglich, die Coordinaten von I emdeutlo
durch die Coordinaten, einer ]&ewelﬂaclle auszudriicken, aber die Umkeh-
rung dieser Darstellung kbnnte nicht mehr auf rationale Tunctionen fithren.

Unter den Punkten jeder Curve der Schaar ¥ kann man immer
ihre vielfachen Punkte als bekannt annchmen. Wenn die Curve eine
Raumeurve ist, so werden an die Stelle eines Theils dieser Punkte die
scheinbaren Doppelpunlxte auf einen beliebigen Punkt ‘des Raums be-
zogen , treten. Die tibrigen einfachen Punkte der Curve, welche noth-
, wendlg sind, um dieselbe einer Geraden eindeutig entspr :chen lassen
zu konnen, werden im Allgemeinen nur dadurch festzulegen sein, dass
man cine afuf der L'liche F liegende Curve aufsuclit, welche jede Cuwe
der Schaar in der erforderlichen Anzahl wom Punkten schueidet. Die
Theorie der Abbildung der Flichen der betrachteten Art ist somit
darauf zurlickgefiihrt, solehe Curven der Fliche anfzusuchen.

Dass dieser Gang auch bei den bisher bekannten Abbildungen von
Fliichen auf Ebenen eingeschlagen worden ist, lehrt ein Blick anf die-
selben. Ich nehme als Beispiel die Fliche 4‘0' Ordnung mit einer Dop-
pelgeraden. Ein Biischel von Ebenen dessen Achse dle Doppelgerade
ist, schneidet in einer Schaar von ]\emelsehmtten. Nun hat Herr
Clehsch nachgewiesen (s. Math. Ann. Bd. T pag. 260), dass eine end-
liche Anzghl von T\eoelschmtten auf der Fliche liegt, welche jedes
~ (lied der Schaar in je einem Punkte schneiden. Nxmmt man also ei-

“nen beliebigen dieser Kegelschnitte heraus, so ist hiedureh auf jedem

Kegelschnitt der Schaar je ein Punkt eindeutig bestimmt, und es wird
1%
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4 Max Nowrner. Ueber Flichen,

moglich, durch einen Geradenbiischel, der in diesem Punkte seinen
Scheitel hat, den betreffenden Kegelschnitt der Schaar als Gerade anf
eine Ebene zu projiciren, was hier gleichbedeutend mit einer eindeu-
tigen Abbildung ist. :

Ich werde die Fragen, welche sich hier in Betreff der Abbildung
der rationalen Curven auf Geraden aufgeworfen haben, in dem niich-
sten § beantworten. IMir die auf hoheren Kegelflichen abzubildenden
Flichen ist die Schaar rationaler Curven eine gegebene; dagegen lie-
gen auf den auf Bbenen abzubildenden Flichen unzihlig viele Schaa-
ren solcher Cnrven. Dass man aber hier von irgend einer einfach
unendlichen der Schaaren ausgehen kamn, beweist man auf folgende
Weise durch die Untersuchung der ebenen Systeme, deren gegenseitige

Ueberfithrung sich auf eine diesen eigenthiimliche Art behandeln

lisst. .
Wenn eine Fliche auf einer Ebene eindeutig abbildbar ist, so enut-

gpricht bei einer gegebenen Abbildung irgend einer rationalen, ein-
fach unendlichen Curvensehaar der Fliche, welche von emem I'liichen-

. : . . . T ‘
biischel ausgeschnitten wird, ein Biischel rationaler Curven auf der

Khene. Es ist daher gezeigh, dass man die Abbildung immer so ein- -

richten kann, dass der Carvenschaar der Fliche ein Geradenbiischel
der Ebene entspricht, sobald nachgewlesen ist, dass man durch eine
('yemona’sche Transformation, durch welche zwei ebene Systeme mn
einander iibergefithrt werden, emem beliebigen Biischel rationaler

(Clurven einer Ebene einen Geradenbiischel der zweiten Ebene entspre-

chen lassen kann.

Auf der Ebene I sei ein Biischel rationaler Curven s Ordnung’

gegeben, dessen gen'leinse]mftliﬁhé Basispunkte «; i fache Punkte
(l=1,2,...,0%— 1), nimlich « einfache, «, Doppelpunkte ete.
seien. Die beiden Annahmen, des Biischels und des Rationalen, geben

die zwei Beriehungen:

n.on+3 o tidi
(1) L s L

-

E __1 - -
n—1.n—2 R L
(2) ' ——t = A

] 1 2

aus welchen sogleich die weiteren folgen:

. ' n—1
(3) : = X ia,
- v
: n—1
(4) . 3n—2= X ta; . v

1

Gleichung (3) sagt aus, dass die Curven des Biischels ausser den an-

genommenen Basispunkten sich nicht mehr schneiden.




welche Schaaren rationaler Curven besibzen. B

Carvenbiischel ‘durch Zuffigang eines weitern einfachen Basispuuktes
«u den Basispunlten ciner zweifach unendlichen Schaar von rationa-
len Curven aus dieser entstanden ist, hin, um die Ebene E so auf
cinor Bbene T abbilden zu kiunen, dass dem Curvenbiischel auf I
ein Geradenbiischel auf I entspricht. In der That braucht man nur
diese zweifach unendliche Schaar von Curven ' Ordnung, bei der
ein einfacher Basispunkt des Biischels fortgefallen ist, als Transfor-
mationseurven zu benutzen, um die gesuchte Ueberfithrung zu erhalten.

Indess braucht unter den Basispunkten des Curvenbiischels nicht
nothwendig ein einfacher Basispunkt enthalten zu seingy dann aber
giebt es keine Transformation m'e Ordnung mebr, ‘durch welche die
Ueberfiihrung in einen (teradenbiischel zu bewerkstelligen wire. Ich
werde daher jetzt einen ganz allgemeinen Weg zeigen, auf dem der
Curvenbiischel immer in einen Geradenbiischel iibergefithrt werden kan,
and hiezu einen Satz beweisen, der mehrfacher Anwendung fihig ist:

Toin Biischel rationaler Curven nte Ordiming auf emer Lbene Lann
dmmer  durch eme Transformation sweiter Ordnung auf cinen Diisehel
von wiedrigerer als der n'e» Ordnung gebracht werden.

Die Transformation 2t Ordnung besteht darin, dass man auf der
Fbene I des Curvenbiischels eine zweifach unendliche Schaar von Ke-
celschnitten mit drei gemeinschaftlichen festen Grundpunkten an-

Nach Herrn Cremona reichen diese Bedingungen, im Falle der

nimmt, nnd dieser Schaar die sweifach unendiiche Geradenschaar

ciner Ehene E' eindeutig entsprechen lisst. Legt man nun diese 3
Fundamentalpunkte der Transformation resp. in einen m,, m,, My ia-
chen Bagispunkt des Biischels rationaler Curven #n'c Ordn;mg der
Ebene .E , so entspricht diesem Biischel auf der Ehene I’ eindeutig
Punkt firr Punkt ein Biischel rationaler Curven der Ordnung
Qo — Ny — My — Mg,

it einem (v — My — my), einem (1 — iy — m,) und einem
(n — my — mg ) fachen Basispunkte an Stelle “der my, mty, g fa-
chen Punkte, wiihrend den fibrigen Basispunkten bei dem transfor-
mirten Biischel wiederum Basispunkte gleicher Ordnung entsprechen.
Man kann nun die '3 Wundamentalpunkte des Kegelsehnittbiindels n
die 3 Basispunkte hochster Vielfachheit des Curvenbiischels auf B hin-
einlegen, und in diesem Fall wird, wie ich jetzt beweisen will, die re-
caltirende Ordnung 2 — 1y — Mg — My immer kleiner als .

Es sei der hochste Basispunkt ein (1 — m) facher, der zweit-
hochste ein (m — k) facher, also

n>m, n—man>mn—F.

Wenn nun der dritthochste Basispunkt nicht niedriger, als ein (k+ 1)
facher Punkt, so ist die resultivende Ordnung des Biischels auf F'




“nicht hoher als 210 — (n — ") —

Unrichtigkeit dieser Annahme nachweis

.m—1

| ‘moglichen Werth gieht ,

© birt, also auch die rechte Seite der

o g’fﬂﬁéﬁif erd .' Wenn-daher - - :
B 6) (7%f5n)'+'(7nfla)+]£_l . {

80 st um so mehr aych der

-,Di_é 'Uhgleichﬁhg\ (5)

Max Nokrueg. Uebser Flichen, -

n—k) — (k1) =n—1. Ich
habe daher wu zeigen, dass von den tibrigen Basispunkten weuigste_ﬂs
einer ein hoherer als ein % facher Punkt Sein muss, und werde dies
thun, indem ich annehme, dass alle Ba‘sispuukt‘e, die beiden hochsten

ausgenommen, von der Jiten gder niedrigerer Orduung seien und die

e. Ks sei also:
m— 5 L. ’

Aus Gleichung (2 folgt, dass ausgey den beiden hichsten Basispunk-
g 8 | T

ten noch - ‘ .
n—1.n-—29 M—mn— gy g m—Fk.m—J

2 T T

=n (m —1)—m (m — k) + 1 _k ,-,,.’P;':i
Doppelpunkte unter den Basispunkten enthalten sind, welche den vor: =~ -
handenen  fachen > (k—1) fachen Punkten “ete.

80 fquivalent s.ind,
dass ein ¢facher Punkt fiir ©- ?’2_——1 Doppe]pumkte zahlt. s sejen 4,
5 fache, 4, (b — 1) fache, . . . +» A4 —2 Doppelpunkte als Basispunkte,
Man kann zeigen, dass ihr Beitrag zu ‘

n—1

Z'Z:C!i
1 L

r=t

diesen Ausdruck schon >3n-—-2
chung (4) den Bedingungen eines
Es wird niimlich ihr Beitrag'

“macht, so dass dapp nach Glei-
Biischels nicht zy gentigen ist.

Titi=(n— m)+ (0 — k) 4 ] byt =1 4. Loz, ,.
>
ein Minimum, wepny man 4,

welcher die Gleichy
die geringste Anzah) Constanten in dey

Dieser Ausdruck wird nun den grosst-
ng (2) befriedigt, da dann
Gleichung des Biischels absor-
Gleichung (1) zu einem Minimum
Ist nach dem Obigen

2 ' ' kL k1
Eor ey e hn Thy
wenn 'zugle‘ich ' S

wird. Dieser grosstmogliche Wert),
) =

?

.711_—:12_—_—.."_.=l’;_2=0

n(m—1) — (m—k)-+-1 —E‘%_ﬂ } > 3n—2,
obige Ausdruck
n—1

Tioi>8n—-—9.

geht aber iiber in - -




welohe Schaaren rationaler Curven besitzen. 7

(m — k) (n — m) > E.l—1,
n—m > k— 1 erfillt.

und diese ist wegen m — k> k, A i -
rduungen der 3 hochsten Basispunkte

Somit muss die Summe der O _ asi
cines Biischels rationaler Curven a'er Ordnung immer > # sein, und

der Curvenbiischel kann immer durch éipe_ Trausformati.on Qter Ord-
nung, deren 3 Fundamentalpunkte in die '3 h'bchsten Bamspunkte des
Biischels fallen, auf einen Biischel von niedrigerer, -a]s der n'™» Qrd-
nung - reducirb werden. Durch eine Fortset’z_upg dlese.s Verfahrens,
also durch eine Reihenfolge von Transformationen zweiter Ordnung,
wird daher offenbar der Curveubiischel als ein Geradenbiischel eindeu-
tig abgebildet. N ‘ _ ) : _
Wir bezeichnen noch eine weitere interessante Anwendung dieses
Satzes, von der wir in der Folge Gebrauch machen werden. Eine
sweifach tmendliche Sehaar rationaler Curven n'e Ordnung der Ebene,
die linear von 2 Parametern abhingen, lisst sich durch eine Reihen-
| f‘?’]geimn Transformationen 2'er Ordnung auf die zweifach unendliche
Qchaar von Geraden einer Ebene Punkt fir Punkt eindeutig beziehen,
da hieza nur erforderlich, dass die- linke Seite von Ungleichung (5)
= 82— 3, was der Fall ist. Mit andern Worten: ,
. Man fann irgend eine Cremona’sche Transformation, dic zwei
ebene Systeme in cinander dberfiilt, durch eine Reihenfolge von Trans-
fowlnmtionm zweiter Ordnung erselzen, indems man i die 3 Funda-
mentalpunkte ciner solchen Transformation jeweils in dic hichsten Ba-
sispunkte des Systems hincinlegt.

Die Cremona’schen Transformationen sind somit nichts anderes,

. Verbindungen von Transformationen 1t und 2t Ordnun die
als e o] - 7

sich fiir nicht homogene Coordinaten in die Form selzen lassen:
_asHftty  , _ @od P4y
N & e+ Bty
-, as—l—b ' z,:_cyz—i—b_'..
S = s+ dr’ cz4+d
82

D&S Problem der Abbildung.

Nach den Untersuchungen des § 1. iiber‘ die Abbil\chmgeu vou
Flichen auf Kegelflichen - haben wirﬂdi‘e. Bedingungen aufzusfellen,
unter welchen eine rationale Curve,"dle en}er Schaar solcher Curven
ahgellﬁl‘h, eindeutig in eine Gerade ul.aergefuhrt werden kannil E‘s g;-
niigh dabei, die rationale Curve als eine ebene Curve anzunehmen, da

man eine Raumeur .
deutig entsprechen lassen kann.

bigen Punkte aus el

ve einer solchen durch Projection von einem belie-
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Ich will gleich den folgenden allgemeineren Satz beweisen :

Man Lann irgend eine Curve C von der 2 Ordnung auf die Nor-
malcurve thres Geschlechts p eindeutiq zur tichfiilren; wenn cin fester
Punkt P von C cindeutig bekannt ist.

In der That, diese Zuriickfilhirung geschieht * ), fiir p > 2, durch
eine Transformat]on (n—3)t Ordnung, wobei die Transformationscurven
durch die < fachen Punkte von (I (2 — 1) fach hindurchgehen und
ausserdem durch p — 3 feste Punkte von O hlndmcll/ulﬂwen sind.
Nimmt man daher fiir diese p — 3 festen Punkte den Pun it P ound
die p — 4 Punkte, die diesem aof € unendiich benachbart liegen,
d. h. schreibt man den Transformationscurven vor , O im Punkte P
(p — 3) punktig zu berihren, so hat man eine eindeutige Transfor-
mation, bei welcher nur der Punkt P benutzt ist, und durch welche
C in d1e betreffende Normaleurve (p - 1) Oldnuno iibergeht.

Aehnlich verfihrt man fiir p =2, 1 oder p = 0. Inabesondere
legt man, fiir p = 0, in der Ehene der rationalen Curve C einen Bii-
schel von Curven (n—?)'m Ordnung, welche durch jeden ¢ fachen
Punkt von € (i — 1) fach hindurchgehen und in dem festen Punkt P
von C mit dieser Curve eine (» — 3) punktige Berithrung haben.
Diese Bedingungen sind linear und, nach Gleich. (2), § 1., an der

rn—1.1m—2 _n.n —1 . ' dieses -
Bahl 2= 272 Ly — 3 ="F—> . Jede Curve By |

2 , .
schels schneidet- C noch in emem beweglichen Punkte, wieder nach

(2), § 1., so dass sich die Coordinaten der Curve als rationale Functio-
nen des Parameters des Curvenbiischels (# — 2)'** Ordnung darstellen.
Man hiitte auch einen Curvenbiischel (n — 1)tr Ordnung benutzen
konnen, so einen Geradenbiischel fiir die Kegelschnitte.

Diese Bemerkungen erlauben schon, das Rroblem, welches bei
der Abbildung von Flichen auf Kegelflichen zu losen ist, enger zu
begrenzen. Im Falle die Fliche auf einer Ebene abbildbar ist, lisst
sich, wie ich nachgewiesen habe, die Abbildung immer so einrichten,
dass irgend einer einfach unendlichen Schaar ¥ rationaler Curven der
Fliche, die von einem Flichenbiischel ausgeschnitten wird, cin Gera-
denbiischel der Kbene entspricht; und im Falle der Abbildung auf
ciner Kegelfliche entspricht der Schaar ¥ rationaler Curven der Fliche
die Schaar der Erzeugenden des Kegels. Da nun dem Scheitelpunkt
dieser Geraden der Bildfliiche, oder den wnziihlig vielen Curven der
Bildfiiche, welche die Geraden derselben in je einem Punkte schner-
den und welche siimmtlich von gleichem Geschlecht sind, wiederum
Curven desselben Geschlechts auf der abzubildenden I‘lache entspre-

- chen, Curven, die mit jeder Curve der auf der Fliche liegenden Schaar ¥

*) Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, § 18 ff.

e

S S
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je einen Punkt gemein haben, so folgt, indem man aus diesen Cur-
ven eine beliebige herauswihlt, dass man bei einer abbildbaren Fliche
fiir jede ihrer Schaaren ¥ immer auf jeder Curve derselben eindeutig
emen festen Punkt finden kann, dadurch dass auf der Fliiche eine
Curve existivt, welche jede Curve der Schaar in einem Punkte schneidet.
Umgekehrt habe ich oben nachgewiesen, dass die Kenntniss eines
Punktes auf jeder Curve einer Schaar ¥ geniigt, um die Coordinaten
jeder dieser Curven rational durch einen Parameter ausdriicken zu kon-
nen, ohne dass eine weitere Irrationalitiit in diese Darqtellunn‘ eingeht,
als dleJenJge welche die Curve der Schaar bestimmt. }'ur I’lachen
fiir welche eine Abbllduno' auf einer Kegelfliche mioglich sein sol]
stellt sich daher hier die Aufo"ﬂoe der Abbildung folgendemmssen:

Es ist auf der Fliche eine emfach wnendliche Schaar rationaler
Curven aufzusuchen, welche cin I'lichenbiischel . eine Fliche im Allg ge-
meinen mehrere Curven, ausschneidet. Sodann hat man eine Curve C
aufzusuchen, welche game auf der Fléiche liegt und die Omwen der Schaar
an je einein einfachen Punkte schmeidet.

Das Geschlecht dieser Curve € ist sodann dag nitmliche, wie das
einer ebenen Schnittcurve der Kegelfliche, welche det vorliegenden
Fliche I entspricht, und bes’mmmt somit dle algebraische (Jln.sse Al
welcher die Kegelfiiche und die Fliche I gehort, das Curven Jeschlccht
der Fliche F. Wenn ( eine rationale Gulve lasst sich die Fliche
auf einer Ebene abbilden. ‘

Ich werde aber jetzt zeigen, dass sich das Problem der Abbildung
noch viel weiter reduciren ]asst Dies berubt auf einer besondern Ti-
genschaft der rationalen Curven. _

Man kann niimlich einer rationalen Curve sler Ordnung, olmne Be-
nuteunyg o Jend emes Punktes dersclben ausser den v1elf'when; Punkten,
,emdeut]g eie rationale Curve (v — 2)' Ordnung entsprechen lassen.
Fs sei in der z-Ebene eine ratiomale Curve ger Ordnung gegeben, C,
mit e; i fachen Punkten (i =2, 3, ... y #—1), so, dass

1.4 —1 oz—l.n—-‘z.

Z‘+—2—-a5= 5

Ieh lege in der Ebene dieser Curve € Curven @ vou der (1 — 2)ten-

Ordnung, welche durch Jeden ¢ fachen Punkt der Curve (i — 1) fach,
und ausserdem durch 2 — 4 feste, ithrigens beliehige Punkte dieser
Ebene einfach hindurchgehen. Dle Curvenschaar @ geniigh dann
3 — 1 1.n—2

2———¢x +9z—4——~ﬁ:+1a—4

Bedingungen und ist somit eine

n—2.n4+1 n—1.12—2 :
5 — 5 - — (n—4)=

A
]
y
A

3
k-
i
9

-
i
k|
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fach unendliche Schaar. Aus dieser Schaar nehme ich drei Curven

" @, ¢, @ heraus, welche nicht einem Biischel angehéren, und trans-

formire die € mittelst der eindeutigen Substitution :

oY : ¢
oY, = @,
oYs = @ .

Hiebei eutspricht der Cwmve € in der y-Ebene Punkt fiir Punkt
eindeutig eine Curve (', deren Grad gleich der Aunzahl der Schuitt-
punkte von C" mit einer heliebigen Geraden o, y, 4 e, 9. @5 s = (),

also gleich der Anzahl der beweglichen Schnittpunkte von ¢'mit einer

Curve der Schaar @ :

a0 Oy Qo g @y =0,

oder gleich 7
won—2—2i.t—1, 0, =n—2.

Somit fiihrt eine solche Transformation auf eine rationale Curve.

(n — 2)ter Ordnung.

Wendet man nun das niimliche Verfahren auf die Curve ¢’ von

der (w — 2)w» Ordnung an, so wird man auf eine Curve (n '—.4)’”
Ordnung gefiihrt, welche ¢ Punkt fiir Punkt eindentig GlltSPl'lf"ht-
Durch eine Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man also endhch,’
wenn » ungerade ist, zu einer Curve dritter Ordnung mit einen l_)op-
pelpunkt, wenn # gerade, zu einem Kegelschnitt. Die Curve dritter
Orduung mit Doppelpunkt wird aber durch einen Strahlenbiischel, der
seinen Neheitelpunkt in -diesem Doppelpunkt hat, ecindeutig auf eine
Gerade projicirt, und ihre Coordinaten werden rationale Tunctionen
dritter Ordnung des Parameters dieses Strahlenbiischels, Auf dem Ke-

gelschnitt dagegen muss man einen Punkt eindeutig kennen, um ihn.
‘durch einen Strahlenbiischel auf eine Gerade projiciren zu koénnen.

Bei den Curven nter Ordnung mit einem (1n — 1) fachen Punkt‘e dege-
nerirt die Schaar ¢ iiberhaupt in den Geradenbtischel, dessen Scheitel
der (n — 1) fache Punkt ist, und die Coordinaten einer solchen Curve
werden rationale Functionen des Parameters dieses Biischels. Man hat

daher den Satz: '

Die rationalen Curven lassen sich, ohme Benutzung eines einfachen.

Punktes derselben, cimdeutig in eine Gerade oder einen Kegelschiitt
iiberfithven, je nachdem ihre Ordnung ungerade oder gerade ist. Nur
dic Curven 2 n' Ordnung mit cinem 2n — 1 fachen Punkte verhalten
sich noch wie dic Curven ungerader Ordnung. '
Dieser Satz vereinfacht das Problem der Abbildung von Flichen
auf Kegelfiichen sehr bedeutend. Wenn auf der Fliche eine Schaar
rationaler Curven, die von einem Flichenbiischel ausgeschnitten wird,
bekannt ist, so liefert derselbe divect die Abbildung der Fliche, wenn
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welche Schaaren rationaler Curven besitzen. 11

die Curven der Schaar wngerader Ordnung oder auch 2iter Ordnung
mit 22 — 1fachem Punkte sind, und fithrt im andern Falle die Fliicle
auf eine einfachere zuriick, die eine Schaar von Kegelschnitten be-
sitet.  Ich werde diese Reduction jetzt auseinandersetzen.

8 3.

Reductiion der Flichen auf cinfachere Fliichenfamilien.
Abbildbarkeit auf der Ebene.

Wir setzen voraus, dass auf der Fliiche 77 eine Schaar S vou ra-
tionalen Curven, die ein Flichenbiischel, jede Fliiche im Allgemeinen
mehrere hewegliche Curven gleicher Ordnung #), ausschneidet , be-
kannt sel. .

- Um nur eine Schaav ebener Curven behandeln zu miissen, neh-
men wir zuniichst beliebig im Eaume einen Ebenenbiischel an, der
dem Flichenbiischel, welcher S ausschneidet » Drojectivisch ist, und
projiciren sodaun von einem beliehigen Punkte des Raumes: aus jede
Curve der Schaar S auf diejenige Ebene des Ebenenbiischels, welche
der die Curve aus I ausschneidenden Fliche entspricht. Diese Pro-
jectionen ‘Z von S erzeugen eine zweite Fliche ®, welche der Fliche
I Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht. Die Pliiche ® enthiilt eine
Schaar X von rationalen Curven, welehe von einem Ebenenbiischel,
im Allgemeinen mehreye bewegliche Curven  gleicher Ordnung von
crner Ebel'ye .des Biischels, ausgeschuitten werden. Die Achse dieses
Biischels ist im Allgemeinen eine vielfache Gerade der IMiche o.

Jede Curve der Schaar ¥ lisst sich nun auf die Weise behandeln,
die durch den obigen Satz iiber die rationalen Curven bezeichnet ist.
Eine Curve C , von ¥ ist durch die beiden Parameter 2 , &, welche
die Curve aus der Schaar aussondern, und fiir welche eine algebraische

Gleichung f (2, w) =0 besteht, bestimmt; dabei sei 4 der Parameter

des Ebenenbiischels, welcher T ausschneidet. () © sel von der pler
Ordnung. .

In der Ebene F; der Curve Cy, , legen wir die zweifach unend-
liche Schaar @, , von Gurven (n — 2)'r Ordnung, welche durch jeden
i fachen Punkt von € , (¢ — 1) fach, und ausserdem dureh (n— 4)
feste Punkte der Ebene F; hindurchgehen. Wenn man diecse Schaar
2, . zar Transformation von Cj, , benutzt, so entspricht der ¢  hach
dem Obigen Punkt fiir Punkt eindeutig eine meue rationale Curve

*) Diese letztere Annahme schlicsst keine Beschriinkung ein; denn die Fliche
zerfillt, wenn die heweglichen Curven, die von jeder Fliche cines Ilichenbiischels
ausgeschnitten werden, ungleicher Ordnung sind.
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C'3, 4y die von der (n — 2)t» Ordnung ist, und die in einer Ebene r;
eines mit % projectivischen Ebenenbiischels liegt. Um fiir jede Curve
Ch, « 0 verfahren zu kénnen, wird es nur udthig sein, die # — 4 fe-
sten Punkte der %y, welche sich auf (%, u beziehen, eindeutig von den
Parameterii 2, g der Curve (2, « abhiingen zu lassen. Da Dei diesem
Verfahren dann keine weiteren Punkte ausser den vielfachen Punkten
auf Gy, , zu benutzen sind, und somit keine weitere Irrationalitiit, als
dic durch /' (1, ) = O gegebene, emmgeht, so erhilt man eine zweite
Schaar £’ von rationalen Curven C; ,, der (m — 2)ten Ordnung, welche
eine Fliche &’ erzeugen, die ® Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht.
Die Ordnung dieser Fliche ¢’ hingt noch von der Wahl der n — 4,
u jeder Curve (3, gehbrigen festen Punkte ab; aber ein Ebenen-
btischel schneidet ans ®° eine Schaar von rationalen Curven (1 — 2)ter
Ordnung aus, und zwar jede Ebene des Biischels ebensoviele Curven,
als eine Ebene I aus @ ausschneidet, Curven, die sich ebenfalls durch
die Beziehung f (4, p) = 0 bestimmen.

Durch eine wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangt man,
wenn 7 ungerade ist, endlich zu einer eindeutigen Abbildung der ge-

" fn—38
" . - 5 . in Ebenen-
gebenen Fliche F auf einer Fliche Cb( =) ; aus welcher ein Ebenen '

biischel eine Schaar rationaler Curven dritter Ordnung mit einem Dop-
pelpunkt, eine Ebene im Allgemeinen mehrere Curven ,‘.ELHSSC]'ll}eld(*.t.
Diese Fliichen sind aber direct auf einer Kegelfliche abbildbar, indem
man jede der Curven von ihrem Doppelpunkt aus auf eine Gerade pro-
jicirt.  Man lisst den Projectionsstrahl an der von den Doppelpunkten
der Curven dritter Ordnung erzeugten Curve und an der vielfachen

n—3
Geraden « von fdb(_g_), welche die Achse des Ebenenbiischels ist,
‘gleiten; ein solcher Strahl schneidet eine Curve y durch deren Doppel-
punkt er geht, nur noch in cinem beweglichen Punkte, und umgekehrt
gehort zu eiem Punkte der Fliche im Allgemeinen nur eip Projections-
n— 3\
strahl. Die Coordinaten der Fliche dD(T) werden also dann ratio-
nale Functionen von 1, u und einem Paramefer 0, der diec Punkte

n—3
der vielfachen Geraden « von qb(T) bestimmt, und jedem Punkte
der Fliche entspricht hei dieser Abbildung nur eip Werthsystem von
A, w, 0. KEs ist hiedurch eine Punkt fiir Punkt eindeutige Abbildung
der gegebenen Fliche ¥ auf einer Kegelfiiiche (A, u) =0 geliefert.

Die niémliche Methode der Abbildung, wie die bei der Fliche

n—3 .
GD(T) befolgte, wendet man tberhaupt an, wenn die Curven der
Schaar S von F von der nten Ordnung sind und einen (n — 1) fachen
Punkt besitzen. Diese Fliichen lassen sich direct durch Projection von
den Punkten der ( — 1)fachen Curve der Fliche aus abbilden.
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Von den Flichen mit einer Schaar S von Curven ungerader Ord-
nung bleitben nur noch die windschiefen Flichen zu erledigen. Die

Coordinaten einer solchen Fliche lassen sich direct als rationale Func-

~ tionen von 4, u, o darstellen, wo ¢ der Parameter irgend eines Ebenen-
biischels, also” die Punkte der Erzeugenden der windschiefen Fliiche
bestimmt, und wo eine Gleichung f(4, p) = 0 bhesteht, welche die
Irrationalitiit eines ebenen Querschnitts dieser Fliiche angibt. Diese
Darstellung ist auch eindeutig umkehrbar, repriisentirt also eine Abbil-
dang. Ich werde im § 7. noch insbesondere die auf einer Ebene
abbildbaren windschiefen Flichen niiher untersuchen.

Wenn die Curven der Schaar S von I von gerader Ordnung sind,
so gelangt.man (den schon behandelten speclelleu Iall ausgenommen)
durch eine Reihe von eindeutigen Abbildungen auf Flichen & hindurch
auf die oben angegebene We1se endlich zur Abblldmw von I" auf
einer Fliche ¢, aus welcher ein Ebenenbiischel eine Suhaar von Kegel-
schnitten, eine Ebene im Allgemeinen mehrere Kegelschnitte, aus-
schneidet. Die weitere Behandlung einer solchen Fliche ¢ erfordert
nun complicirte geometrische Untersuchunoen da sich die Aufgabe
darbietet, eine Curve C auf ¢ aufzusuehen, Welche die Kewelschmtte
der %cham‘ In je einem Punkte schneidet. Das Geschlecht einer solchen
Curve € stimmt iiberein mit dem der Gleichung 7(1, u) = 0, welche
aie Fliiche F' oder ¢ gehdrt. Wenn eine solche Curve C bc]\zmnt ist,
kann man direet die Abbildung der Fliche F oder @ auf der Kege]—
fliche (4, p) = 0 leisten. 7'

lch werde mich hier daranf beschriinken, die Zuriic kfiihrung der
Plichen I" auf die Flichenfamilie der ¢ 11‘1(}110'6W](BS(311 7 ]mben Ich
mache noch darauf aufmerksam, dass diese Zurtickfiihrung , sowie die
vorhin geleistete Abbildung der Flachen F' mit Curven S von ungerader
Ordnung, olme Auflosung irgend ciner hihern Gleichung, nur durch
Eliminationsprocesse geschieht, sobald nur die Schaar S bekannt ist.
- Nur den besonders mteressanten Fall, in dem die Schaar § auf I
so von einem Flichenbiischel ausgeschnitten wird, dass jede Fliche
des Biischels in nur ciner beweglichen Curve Schneldet will ieh in
§ 4. ete. vollstindig durchfiihren, durch Untersuchung der Flichen ¢
von der gl Ordnuno mit einer (r — 2)fachen Gemden auf welche
Flichen jene durch unsere Methode zuriickgefithrt werden Teh werde
die Fxistenz der Curven C auf diesen Flichen nachweisen und die
‘urven selbst angeben, so dass hiedurch die Abbildung dieser ¥Flichen ¢
und F' auf emer Ebene gelelstet 1st.  Diesen Nachwels vorausgesetzt,
kénnen wir daher die Losung des Problems der Abbildung ‘l]n‘ebra,]gcher
Flichen aufl Ebenen dahin ‘wssprechen :

Sobald eine Fliiche eine cinfach wnendliche Schaar rationaler Churven

besitzt, welche von einem Flichenbiischel, je eine bewegliche Cugve von.
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emer Iliche des Biischels, ausgeschniticn werden, lisst sich die Fliche
Lunkit fiir Punkt cindeutiy auf einer Bbene abbilden.

Bei der Abbildung, welche diese Methode liefert, bildet sich die
Curvenschaar der Iliche, von der man ausgegangen, als ein Geraden-
biischel der Ebene ab, wobei sich die ebenen Schnitte der Fliche im
Allgemeinen nicht durch Curven von méglichst niedriger Ordnung
abbilden werden. Da indess eine solche Abbildung aus jener durch eine
Cremona’sche Transformation hervorgehen muss , 50 liefert der Satz am
Schlusse. des § 1. das Mittel, zu einer solchen Abbildung zu gelangen.
Man hat nur eine Reihenfolge. von Transformationen 9Qter Ordnung
auszufithren und die 3 Grundpunkte einer solchen Transformation
]';aweils in die hochsten Fljndamentalpunkte (‘ler Bildebene hineinzu-
legen. Wenn auf diese Weise keine Erni.edrlgung der Ordnlung der
Abbildungsfunctionen mehr stattfindet, so ist die Ordnung schon eine
moglichst niedrige. | |

. Indem ich hier die Abkiirzungen tibergehe, welche c?jese?s gnnzle
Reductionsverfahren in speciellen Fiillen erleiden kaun, will ich moch

e hier erlancten Resultate mit den Siitzen in Verln o bringen
die hier erlangten Resul it den Sitzen in Verbindun b;\]T,l Lf;
1t 0 1 ‘1 . )

ie ich i ¥ i ote, Gottinger Nt ) .
die ich in der oben citirten Note, Gdttinger Nachrichten 1869 Nr. 1o,

ausgesprochen habe.

Zu jeder Kliche I A b oine
geschnittene Schaar S von rationalen Curven besitzt, 1%‘6]’101'20 GE;-
Gleichung (i, @) = 0, durch welche die Curven der Schaar

stimmt werden, dass die Werthsysteme 1 ) M ngche dieser Gleichung
- geniigen, und die Curven von S einander el.n(]‘eutl.g entsprech@n. ‘Wenn,
die Schaar S bekannt ist, ergibt sich die Gleichung (1, u) = 0,
indem man die reductible Gleichung, welche. die von einer Fliche 2
des Biischels ausgeschnittenén Curven repriasentirt, in ihre Factoren
zerlegt. .

Es sei nun I” eine zweite Fliche, die F Punkt fiir Punkt einc
deutig entspricht. Ihre Schaar sei §” wud die zugehorige Curven-
gleichung 7' (A ; #)="0. Da die simmtlichen Curven einer Fliche v
ob sie nun die Curven der Schaar § in je einem oder in mehreren
Punkten schneiden, ein Geschlecht haben ‘miissen , das gleich oder
grosser ist, als das Geschlecht der Curve f{4, u) =0 (die Curven von
S selbst ausgenommen), so folgt, dass bej der Abbildung von F' auf
I die Curven der Schaaren § und S’ einander Glied fiir Glied ent-
sprechen miissen, und dass 74, w) =0 somit das gleiche Geschlecht,
wie f(4, u) =-0, haben muss. Das Geschlecht von f(4, u) = 0 habe
ich das Curvengeschiecht der Fiiche 7 genannt. Daher st die Gleich-
heit des Curvengeschlechis zweier Flichen e nothwendiges Criterium
fiir die. Miglichkeit ciner Abbildung der beiden Flichen aufeinander. ‘.

T e R T T e

I, welche eine von einem Flichenbiischel ans- -
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Die Bestimmung des Curvengeschlechts eiuner Fliche, auf der eine
Schaar S bekannt ist, macht nach dem Obigen keine Schwierigkeit.
So fithren diejenigen IFlichen, aus welcher die Flichen eines Biischels
je 2 bewegliche rationale Curven ausschneiden, auf die Gleichung
einer hyperelliptischen Curve; und die windschiefen Flichen ster Ord-
nung mit einer (r — 2) fachen Geraden und einer diese nicht sehnei-
denden Doppelgeraden, ebenso die Flichen ( 4 2)* Ordnung mit
einer (r — 2)fachen Geraden und einer diese nicht schneidenden dop-
pelten Raumcurve 4! Ordnung erster Species etc,, haben das Curven-
geschleeht » — 3.

Wenn [(4, u) =0 das Geachlecht 0 hat, so kann man statt 4, u
einen einzigen Parameter den Curven der Sehaur S eindeutig zuordnen,
mit andern Worten, es ist dann immer moglich, und dies auf unzihlg
viele Weisen, einen Ilichenbiischel anzugeben, von dem jede Iliche
die Fliche I’ nur in eimer Curve der Schaar S schueidet. In diesem
Falle gibt aber unser obiger Satz die Abbildbarkeit auf einer Ebeue.
Daher lisst sich dieser Satz dahin erweitern, dass die Bedingung,
dass das Curvengeschlecht der Fliche I" gleich O 18t, em nothwendiges
and linreichendes Criterium fiir die Abbildbarkeit von I7 auf einer
Ebene ist. '

In einem Aufsatz in den Math. Ann’tlen Bd. 2, pag. 293 habe
ich ein weiteres allgemeines Criterium, die G]emhhelt des Iliichenge-
schlechts, fir die Moglichkeit des eindeutigen Entsprechens zweier
Flichen nachgewiesen. Das Flichengeschlecht p einer Fliche ' von

der #'" Ordnung ist gleich der Anzahl der von einander linear unab- -

hiingigen Flachen (n — 4)' Ordnung, welche man durch die vielfachen
Curven und Knotenpunkte von I, durch eine ¢ fache Curve (¢ — 1) mal,
durch einen < fachen conischen Knotenpunkt (i — 2) mal, gehen lassen
kann. TFiir die hier betrachteten Flichen mit Schaaren rationaler
Curven ist das Flichengeschlecht gleich O, wie sich aus ihrer Abbil-
dung auf Kegelflichen oder Flichen ¢ ermbt Diese Bedingung, dass
p == O ist, kann bei einer vorliegenden I‘]ache bequem dam dlenen
au entscheiden, ob die Fliche uberhaupt eine Schaar rationaler Curven
besitzen kann. Die Frage, ob die hier nach dem Curvengeschlecht
entwickelten Classen alle Classen ihnerhalb p == 0 begreifen, lasse ich
hier unentschieden.

§ 4.
Flichen ¢ von der nt" Ordnung mit einer (n — 2) fachen Geraden.

Zum vollstindigen Beweis der im vorigen § aufgestellten Shize
wird noch der Nachweis der Abbildbarkeit auf der Ebene fiir die-
jenigen Flichen erfordert, anf welche die Flichen mit einer einfachen
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Schaar rationaler Curven gerader Ordnung zurlickgefiihrt worden sind,
nimlich die Flichen ¢, n'¢" Ordnung mit einer (n — 2) fachen Geraden,
aus welchen ein Ebenenbiischel eine einfache Schaar ~ von Kegel-
schnitten ausschneidet, Ich werde diesen Nachweis zugleich mit einer
directen Durchfithrung der Abbildung geben.

Die Gleichung dieser Flichen ¢ ist von der Form:

(1) O=a""2u +a 32 .0 L ..... —l—-xf—?-.unﬂz,

wo .die #; homogene Functionen 2t Ordnung in =,, @,, @, x, sind.
Die Schaar der Kegelschnitte wird von dem Ebenenbiischel

@ o 0=z, — iz, |
ausgeschuitten und ergibt sich aus (2) in Verbindung mit (1) oder in
Verbindung mit der Gleichung:

(3) 0=y ud 4w, 424 -0 gy _gdn—2, _
Der Nachweis, den wir fithren wollen, kniipft sich an die Betrach- »
tung der Geradenpaare, in welcher eine Anzahl der Kegelschnitte
dieser Schaar T zerfdllt. FEin solches Zerfallen tritt ein , wenn eine
Ebene (2) das zugehorige Hyperboloid (3) bertihrt, wofiir die Be-
dingung, wenn man mit-u, ;4 die Coefficienten von 4, bezeichnet, die
folgende wird: -

o, Aot A7 — — a2t g At u AT, 0
-

, _— — 0
4], — | N _ . —11=0
L R e Y » Hoga -ty aadA-o -y g A2, 1 J
0 - 0 —4 1 0

Da dieses eine Gleichung vom Grade 3(n —2) 2 =3n—4 fiir
ist, so gibt es 3n — 4 Paare’von je zwei sich schneidenden Geraden, -
welche durch die (m — 2) fache Gerade gehen, auf der Fliche g.
Wir wollen indess noch den Fall beriicksichtigen, dass die Fliiche
“@ Doppelpunkte besitzt, deren Zahl = s sei. Man erkennt leicht, dass
einer jeden der durch die (» — 2) fache Gerade und die Doppelpunkte
gehenden Ebenen eine Doppelwurzel 1 der Gleichung (4) entspricht.
Die Zahl der Geradenpaare von ¢, welche nicht durch die Knoten-
punkte gehen, betrigt daher nur 3n — 25 — 4. Da iiberdies die
Gleichung (4) nur 3»n — 4 Wurzeln habex kann, so gibt dies zugleich
- eine obere Grenze fiir die Zahl der mdglichen Knotenpunkte, nimlich
30 2_ 2. Diese Zahl kann nur dadureh tiberschritten werden, dass die |
Knotenpunkte besondere Lagenverhiltnisse annehmen, so dass Kbenen
des Biischels (2) die Fliche lings gerader Linien berithren; indess |
bleiben unsere folgenden Betrachtungen auch fiir solche Fille giiltig. e
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~ Unsere Aufgabe ist, unter Benutzung dieser Daten eine rationale
Curve ¢ zu suchen, welehe ganz auf der Fliche gelegen ist und jeden
Kegelschnitt der Schaar ¥ in eimem Punkte schneidet. Ich will hier
sogleich diese Curve niher bezeichnen:

Ts existit auf der Iliche @ cine rationale Curve C (n — 2)tr
Ordnumg, welche w — 3 Punlite mit der (n — 2) fuchen Geraden a von
¢ gemein hat.

Um diese Curve € vollstindiger zu bestimmen, muss ich zwischen
geraden und ungeraden % unterscheiden.

1. HEssei n = 2m. Die Curve C entsteht als Schuitt zweier Flichen,
einer Fliche (m — 1)* Ordnung mit einer (m — 2)fachen Ge-
raden in @, und einer Fliche m!* Ordnung mit einer (m — 1) fachen
Geraden in. o. . Ihr Schnitt ist in der That ausserhalb « von der
Ordnung (m — 1) m — (m —2) (m — 1)=2m — 2=n — 2.

2. Es sei n=2m 4 1. Die Curve ¢ entsteht als Schnitt zweicr

Fliichen n'er Ordnung, welche die vielfache Gerade o von ¢ zur

(m — 1) fachen Geraden haben. Dieser Schnitt ist ausser ¢ vou
der Ordnung m? — (m — 1)? =2m — 1 =n — 2.
Man iibersieht direct, dass eine solche Curve C rational ist und mit
o (n — 8) Punkte gemein hat; denn jede Ebene des Ebenenbiischels
schneidet aus jeder der beiden Flichen, deven Schnitt C ist, cine
Glerade aus, bestimmt also ausserhalb @ einen Schuittpunkt, welcher
dem Parameter des Ebenenbiischels eindeutig entspricht.

Um nun den Grad der Vielfachheit der Schaar von Curven (5 — 2)tr
Ordnung zu finden, welche ¢ in 1 — 3 Punkten schneiden, suche ich
die Zahl der windschiefen Flichen sl Ordnung der betrachteten Art
auf. Wenn eine Fliche von der Ordnung m eine gegebend Gerade
als »fache Gerade besitzen soll, wird in dieser Fliche eine Anzahl
N, von Constanten absorbirt, die gleich

Nr_—_’l'_'—'g%"g‘—l . (8m — 27 4 5).
Man findet diese Zahl, indem man die Bedingungen aufstellt, unter
welchen eine Fliche, die eine Gerade (r — 1) fach enthilt; durch diese
 Gerade noch einmal hindurchgeht; die Zahl dieser Bedingungen wird

Nr — Nr—l == 7"(41& - _.|_ 2) ,
welche Gleichung in Verbindung mit Ny == 4 1 die Zahl N, ergibt*).

#) In ganz fihnlicher Weise ergiebt sich fiir die Zahl der Bedingungen, welche

eine Fliiche mte Ordnung erfillen muss, wenn sie eine Curve der Ordmung w7,

. . Y108 t - , g ]
die der Schnitt zweier Flichen p'f und ot Qrdnung ist, als »fache Curve ent-
halten soll (vorausgesclzt, dass m cme gewisse von g, #,.7 abhingige Grosse
- iibersteigt):

2
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Es gibt daher eine

m41.m+42.m43 m—~1 m
T 2 3 —_] == 3 (7;-{—7)——0711

fach unendliche Schaar von Klichen m‘“ Oldnuno im Raume, die eine

gegebene Gerade als (m — 1) fache Gerade besitzen.
1. Fiir n=2m. Die fraglichen Curven (2m — 2) Ordnuno

werden aus ¢ von Flichen (m — 1)* Ordnung ausgeschnitten, Welche_
o zur (m — 2)fachen Geraden haben. Von diesen Fldchen gibt es
einé 3 (m — 1) fache Schaar. Durch eine gegebene der Curven geht
‘nur eine einzige dieser Flichen, denn eine solche Curve erfordert von

der Flsiche (m — 1) Ordnung noch die Erfillung von
(m2 — 1) (2m — 2 —(m—2)@2m—3)+1=3(m—1)
lineéaren Bedmgungen Ferner - geht durch jede der Curven eine zwei-
fach unendliche Schaar von Flichen mt‘** Ordnung mit (m — 1) facher
. Geraden «; denn damit die Curve auf der Fliche m'e Ordnung liege,
" muss sie mit ihr noch .
m@m—2)—m—1)@m—3)+1=3m—2

Punkte gemein haben. Combinirt man daher die 3(m — 1)fache
Schaar von Flichen (m — 1)'** Ordnung mit einer 3m — 2 fachen
Schaar der Flidchen m'e Ordnung, so erhiilt man alle Curven der be-
trachteten Art und jede nur einmal, woraus hervorgeht, dass es eine

3m—1)4+3m —2=06m—>5

fach unendliche Schaar von rationalen Curven (2m — 2)tr Ordnung
gibt, welche 2m — 3 Punkte mit einer gegebenen Geraden gemein
haben.

2. Hiir w = 2m 4 1. Damit eine der Flichen mter Ordnung durch
eine der Curven (2m -— 1) Ordnung gehe, muss sie mit ihr noch

m(Zm—1)—(m—1)2m —2) + 1 =58m—1

Punkte gemein haben; also geht durch jede der Curven eine einfach -
unendliche Schaar der Flichen m'e Ordnung. Man hat daher, um
simmtliche Curven der betrachteten Art zu erhalten, eine (3m — 1) fache
Schaatr der Flichen m' Ordnung mit einer weitern (34 — 1) fachen
Schaar zu combiniren, woraus folgt, dass es eine 2(8m—1)= 6m——2fach

unendliche Schaar der gesuchten Curven gibt.
Durch Zusa,mmenfa.ssen dleser belden Resultate findet man:

- : 1
 N.=1 ”* - {W—m+1>cy+w>+12}
‘und #hnlich, wenn dle, frfa,che Curve eine ]Ra.umcurve 3ter Ordnung ist:,

'VN,,="'2T'§1 {9m — 109—{—13}
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e

Es existirt eine (32 - 1) fach unendliche Schaar von Rawmeurven
vt Ordpung, welche v — 1 Punktc mit eimer gegebenen Geraden a
gemern haben.

Im Raume gibt es eine (37 - ) fach unendliche Schaar von
rationalen Raumcurven 7'¢ Ordnung, welche die Eigenschaft haben,
r — 1 Punkte zu besitzen, durch welche sich eine Gerade legen ldsst.
Ausgenommen ist r =1, 2, 3, 4, in welchen Fiillen resp. eine 4, 8,
12, 16 fache Schaar existirt. ) '

Man kann den Curven s'* Ordnung nun weitere Bedingungen
auflegen, z. B. durch feste Punkte des Raumes oder dureh Gerade zu
gehen, welche die gegebene Gerade schneiden. Die obige Entwick-
lung zeigt, dass ein fester Punkt zwei lineare Bedingungen mit sich
bringt, nimlich eine fiir jede der beiden Flichen, deren Schnitt die
Curve ist. Die Anzahl s dieser festen Punkte hat zur obern Grenze

1Y 4 3’)‘ - i W »
1. Fiir ein gerades #: s===-- Is existitt dann noch eine ein- -

fach unendliche Schaar von Curven, welche auf einer Fliche von der
. P 4. . g )
Ordnung - liegen, welche die Gerade a zur (; — 1) fachen Geraden

‘hat. Die Fliche ist durch die s Punkte eindeutig bestimmt, und ein
weiterer fester Punkt miisste auf dieser Fliche angenommen werden.

S P 3r-1 - .
2. Fir ein ungerades 7: § = ———;:— Es existirt dann noch eine

einzige Curve, die durch diese s Punkte hindurchgeht und @ in 7 — 1
‘Punkten schneidet. ' .

Sollen die Curven #r Ordnung, die mit @ » — 1 Punkte gemein
haben, noch durch eine Gerade gehen, welche selbst « schneidet, so0
wird hierdurch den Curven eine Bedingung vorgeschrieben. Ich werde
aber jetzt nachweisen, dass, sobald nur feste Punkte uud der Schnitt
mit solchen Geraden die Bedingungen bilden und- die Anzahl dieser
Bedingungen = 37 + 1 ist, die Anzahl der Curven, welche diesen
Bedingungen geniigen, im Allgemeinen gleich eins ist.

Es sei den Curven #¢ Ordnung, die eine Gerade ¢ in » — 1

Pﬁn'k'ten schneiden, vorgeschrieben, durch s (_s < 3T;— 1) feste Punkte

des Raumes zu gehen und 37 — 25+ 1 feste Gerade b, die simmt-

lich @, aber nicht sich schneiden, in je einem Punkbe zu treffen.

Ich nehme aus den 37 — 2s 4 1 Geraden b 37 — 2s beliehige
heraus und lege durch dieselben und durch die s festen Punkte eine
Fliche von der Ordnung 27 — s, welche a als (2r — s — 1) fache
Gerade besitzt. Diese Fliche ist dureh diese Bedingungen vollstindig

und eindeutig Destimmt; denn es existirt, wehn die Bedingungen fiir

die 2r —s—1) fache Gerade erfiillt sind, noch eine 3(2¢ — s) fache
Schaar soleher Flichen, und jede der 37 —2s Geraden b bringt 2,

BEd
~
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jeder der s Punkte eine lineare Bedingung mit sich. Aber diese Flache
enthilt auch alle Curven, welche den vorgeschriebenen Bedingungen
gentigen ; denn sie hat mit jeder solchen Curve
r—1)@r—s5—1+4s+ Br—2s)=+@2r—s)-41

Punkte gemein, also einen mehr, als der Schnitt einer Curve #'* Ord-
nung mit einer Fliche von dér Ordnung 2+ — s betragen kann. Durch
einen Punkt der Fliche (27 — s)' Ordnung geht im Allgemeinen nur
cine der Curven, wie z. B. eine Abbildung der Fliche auf der Ebene
lehrt, bei der der Curvensechaar der Fliche ein Curvenbiischel der
Ebene entspricht. Da nun die noch nicht benutzte der 3 — 25 -+ 1
Geraden b die Fliche (27 — s)'r Ordnung ausserhalb a nur in cinem
Punkte schneidet und durch diesen Punkt nur eine Curve geht, so
ist die ‘Anzahl der allen Bedingungen géntigenden Curven olemh 1.
Diesen letstern, auf der Abbildung der Pliche beruhenden Schluss
kann man auch dadurch ersetzen, dass man noch eine weitere Fliche
(27 — s)er Ordnung betrachtet, welche durch 3+ — 2s andere der
37 — 2s + 1 Geraden geht. Belde Flichen haben danu 37 — 25 — 1
der Geraden gemein und enthalten simmtliche Curven #* Ordnung,
welche allen Bedingungen gentigen; ihr Schnitt ist aber von der Ord-

nung: =
2r —s)2— @Qr—s— 1 —(3r—2s—1)=

der Schnitt besteht also aus einer Curve re Ordnung.

Hiermit ist eine ganze Reihe geometrischer Sitze erwiesen, die
wir direct fiir die Abbildungsaufgaben benutzen werden und so zu-
sammenfassen konnen: -

Wenn cine Gerade o, ferner s feste Punlde (s z¥d + 1) beliebig im
Rawme und 37 — 28+ 1 Gerade b, welche sammtlzch a, aber nicht
sich, schneiden, geg gebon sind, so ewistirt mur eine Curve v Ordnung,
welche durch dic s festen sz]yte geht, die Gerade a (r — 1) mal zmd
dic Geraden b jo cinmal schneidet.

Tch kehre nach diesen Vorbereitungen zu der Fliche @, von der
nten Ordnung mit der (e — 2) fachen Geraden @ und s Knetenpunlkten,

zurtick. Na,ch dem Frithern enthilt- diese Fliche 841 — 25 — 4 solcher
Paare von' je zwel sich schneidenden Geraden, welche in Ebenen

‘liegen, die durch die Gerade a, aber micht durch die Knotenpunkte

gehen. , ,
Man nehme nun aus diesen Geradenpaaren 3n — 25 — D beliebige
Paare und aus diesen Paaren je cine Gerade heraus, und lege eine

Curve C. von der Ordnung # — 2, welche diese 3n —25—5H Gel aden

je einmal, die vielfache Gerade a (# — 3)mal schueidet und durch
die s Doppelpunkte der Fliche ¢ hindurchgeht. Nach dem obigen
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Qatze existirt eime Curve, welche diesen Bedingungen geniigt. Diese
Curve C schneidet aber die Fliche ¢ in
(n — 2) (n —3) + 2s + (3n — 25 — D) =nn—2)41

Punkten wnd licgt somit ganz auf der Fldache. Da sie ferner
mit ¢ (n — 3) Punkte gemein hat, so sehneidet sie jeden Kegelschnitt
der Schaar ¥, welche von dem Ebenenbiischel aus der Fliche ausge-
schnitten wird, in einem Punkte, und fithrt somit zu einer Abbildung
der Fliche auf einer Ebene, indem man jeden Kegelschnitt der Schaar
s von diesem auf ihm eindeutig bestimmten Punkte aus durch einen
Strahlenbiischel projicirs.

Hiedureh ist der Beweis der Abbildbarkeit der Flachen
o und damil sugleich der Beweds der in § 3. ausgesprochenen
Siitze gefihri ] _

‘Die hier gefundene Curve C schneidet die Ebene, in welcher das
Netzte noch unbenutzte Geradenpaar der Fliche ¢ liegt, in einem
Punkte, also eine bestimanie der Geraden dieses Paares in einem Punkte.
Hieraus folgt, dass man die simmtlichen Curven (1 — 2)' Ordnung
von der verlangten Eigenschaft auf der Fliche ¢ erhiilt, wenn man
die Geraden der ersten 3m — 2s — 5 Geradenpaare beliebig unter sich
combinirt, indem man nur aus jedem Paare immer eine der Geraden
heransnimmt, Die Anzahl dieser Combinationen betriigt 287 —2s =35,

R . - - . e R
Im Falle n gerade, gibt es eine einzige Fliche von der Ordnung

® _ 1, welche durch eine solche Curve hindurchgeht und o zuv

2
(323 — 2) fachen Geraden hat. Diese Fliche schneidet ¢ dann noch in

ciner weitern der Curven C von der Ordnung n — 2.

Im Falle n ungerade, gibt es dagegen eine einfach unendliche
% —

w 1 .
Qohaar von Flichen von der Ordnung , welche durch eine der

5 3)‘ f‘achgn Geraden

besitzen. Jede Fliche dieser Schaar schueidet ¢ noch ausserdem
einer rationalen Curve von der Ordnung n — 1, die ganz #hnliche
Eigenschaften hat, wie die Curve ¢ von der Ordnung n — 2; demn
sie schneidet ebenfalls die Kegelschnitte der Schaar X in je einem
Punkte, und da sie selbst emer Schaar angehbrt, so hat man hiedurch
siie Abbildung, bei der die Coordinaten der Fliche rationale Fune-
tionen der Parameter dieser Schaar und des Ebenenbiischels werden.

‘ . 0~ L\ler .
Man kaun statt dessen den Fliichen -—2—) Ordnung die Bedingung

auflegen, eine der Geraden, welche von der Curve C geschnitten wird,

vollstindig zu enthalten; es existivt dann ebenfalls nur eine solche

Curven C hindurchgehen und die Gerade ¢ zur (”’

Fliche, die ¢ noch in einer weitern Curve C von der (n — 2)en Ord-

nung schueidet. _
&
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Wir haben also folgende Resultate:

Auf den Fliichen @ existiren 227—2=5 Cupven C von der (n — 2)ten
Ordnung, welche jedes Glied der Kegelsehnitischaar £ wn je einem
Punlte schneiden. Die Ourven gehen simmilich durch die Knotenpunkte
der Fliche, und jede- der Curven trifft je eine Gerade jedes Geraden-
paares, welches nicht durch die Knotenpunkte geht. Im Falle n gerade,
liegen je zwei solcher Curven, welche durch sich je zu einem Paar er-

gingende Gerade gehen, "auf erner Fliche von der Ordnung % — 1,
die a zur (1;- —_ 2) fachen Geraden hat, von welchen Flichen c¢s dalicr
Bn—2—6 giht. Je zwer solche adjungirte Curven schmeiden sich in
52% 3 Punkten, welche wicht auf der welfachm Geraden liegen; dic
Fliiche (—é— — 1) Ordnung ist daher cine ( 5 6) fach beriihrende,
d. h. sie beriilwt in der hichstmiglichen Amzahl von Punkien.

Im Falle n ungerade, geht durch jede der Curven C eim Fliichen-
1) Ordnung, mit a als (
Jjede Flache @ noch i einer rationalen Cm ve (1 — 1)'01‘ Ordnung mit

n — 2 Punkten auf o schueidet. Diese Fliichen sind ) fach be-

1 — T\ter
) 04"([%%%9 vor,

Viischel )fa-clwr Geraden, von dem

riithrende. Schreibt man einer solchen Fliche

cine der Geraden, durch welche die betrachicte Curve C geht, ganz zu
enthaltern, so ist sie dadurch cindeutiy bestimmt. Diese Fliche schuneidet
dann @ noch in eimer weitern Curve C' von der (n— 2)' Ordnung,
welche - ebenfalls durch die ausgezeichnete Gerade geht, durch die ergiin-
zende Gerade hres Paares, wie O, wicht, welche aber ausserdem, in
Bezug auf dic ibrigen Geradenpaare, durch diejenigen Geraden goht,
welche die der Curve C zugehirigen Geraden je' 2u. eim:m Paar erginzen.
Solche zwei adjungirte Curven C und C', die munr eine gemeinschafftliche

Punktm Die - Fliiche

3n —
Gerade treffen, schueiden sich noch in 5

(l_ l)ter Ordnuing, welche durch beids Curven und  durch dic ausge-

zewhnete Gerade geht, ist eine (~————) fach berihrende, da sic noch in

(Zen 2 Punkten beriihrt, n welchen diesc Gerade 'dic- beiden Curven
- schmeidet, d. h. die Fliche beriihrt wn der hichstméglichen Anzahl von -
Punlden.” Solcher Fliichen gibt ¢s 23n—2s—6 Qn—2s—5  Q6n—4s—11,

- Die Aufsuchung dieser Curven € und die Ab]bildlung der Flichen
@ erfordert die Auflosung einer hohern Gleichung vom Grade 3n—2s—4,
welche die Geradenpaare der Fliche liefert, und die von 3n — 25 — 5

-
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quadratischen Gleichungen®). Diese Gleichungen sind zugleich die
einzigen , auf welche unsere Methode der Abbildung von Flichen tiber-
haupt fithrt. Ich bemerke noch, dass die hier angegebenen Zahlen
fir die Fliche ¢ noch eme Voraussetzung einsehliessen; denn die
Curven ( sind unter der Annahme gefunden worden, dass die Geraden-
paare, welche sie bestimmen, eine von einander unabhingige Lage
haben. Aber eine Fliche n'er Ordnung ist schon durch die Bedingungen,
cine Gerade @ als (n — 2) fache Gerade und 2n —1 Gerade, welche
o schneidens; einfach zu enthalten, vollstindig und eindeutig bestimmt. ‘
{nsere Betrachtungen erweisen aber jedenfalls die Existenz von Curven ‘
¢, uwnd da man sodann durch eine Abbildung der Fliche zeigen kann,

dass die gegenseitige Abhingigkeit der Lage der Geradenpaare nicht -
anendlich viele den Bedingungen gentigende Curven ¢ zulidsst, so

argibt sich mit der Endlichkeit der Zahl dieser Curven auch die Giiltig- 4
keit der oben angegebenen Zahlen. : '

§ b. _,
Abbildung der Flichen g auf der Ebene.

Tch wende mich jetzt zur Ausfithrung der Abbildung einer Fliche
per Ordnung mit einer (w — 2) fachen Geraden aut der Ebene. Die
geringen Modificationen, welche die folgende Abbildung durch Knoten-
punkte erleidet, werde ich weiter unten erwihnen. s wird wieder ®
nothig, die beiden Fille, dass 2 gerade oder ‘ungerade ist, getrennt
zu behandeln.

1. Es sei n gerade: n= 2m.

Auf dem in § 4. angegebenen Wege sel eine Curve C von der
(n — 2)er Ordnung aufgesucht, und die Fliche (m — 1)er Ordnung

mit der (m — 2) fachen Geraden @ bekannt, welche durch C hindurch-

geht. * Da diese. Fliche die Fliche ¢ in zwei Curven C, O schneidet,
durch welche man noch Flichen st Ordnung mit einer (m — 1) fachen

(Geraden in ¢ legen kann, deren vollstindiger Schnitt mit der Fliche

(m — 1)ter Ordnung aus G, C und o besteht, so nimmt die Gleichung'

der gegebenen Fliche ¢ die Form an:

1 (Ayag™ Y BN R 'Am z ) (BB oLy 2 e Bty™ 1
(1) _—"—‘(01 55:;’7”_2"1"025”37”—35’}4”“1‘ Ot~ 2) (Do +D Ly Doy ),
wo die 4, B, C, D lineare homogene Ausdriicke in @, #,, %,, o, sind,

Um aus dieser Gleichung die schon erwihnte Abbildung: Zu eriqaiten,

e

%) Das cntsprechende algebraische Problem findet sich bereits von Herrn -
C&m'ﬂ]e JOl’d&ll, in seinem Werke: ,,Tl‘&ité des Substitutions et des Eqmtions
algébriques, Nr. 435, behandelt.
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zerlegt man sie durch Einfiihrung zweier Parameter 5—2 und g’* in die ’

i

drei Gleichungen:

52563-—,— §1x4=0 \ “
(2) ‘§3 (Gl E]m—z’_l_ 02 glm_agﬂ‘l_' o +0m—l 'EQIH_?):A@1"!_1“'—{"142217”_2§2+"'+A"lgl’m—l e

53 (Bg m—l__,__B glm-2g + _f_ Bmg m— _._D gn +_D g m=— lg _+_ _{__Dmg,m_ .

Diese Gleichungen geben nicht nur die Verhilinisse der £ als rationale :

- Functionen der #, sondern auch umgekehrt die Verhiiltnisse der z als

rationale Functionen der &, und zwar werden die z proportional mit

Functionen st Ordnung der £.
Die geometrische Bedeutung dieser Abbildung schliesst sich eng
- an unsere frithern Betrachtungen an, wie sich aus den Gleichungen (2)
. ergibt. Denn die beiden ersten delselben stellen eine Gerade vor, die
an der (n—~2) fachen Greraden a und an einer Curve C der Fhehe

gleitet; dabei ist §2 der Parameter 4 des Ebenenbiischels Ty — Axy =),
i

und & lisst sich als der Parameter eines Biischels von Ilichen spyler

&
Ordnung auffassen, welche dufch ¢ gehen und @ zur (m — 1) fachen

Geraden haben.
- Durch Auflssen der Gleichungen (2) erhilt man:

(3) ‘ Qxi:gai ’ (7"’—:]: 2: 3) 4):
wobel
o, A s e, ’
R = 0 0 - gz g] ‘
X] XQ "-Xm X=l
Y; Y2 YJ Y; |

H1elbe1 sind die X Functionen (m — 1)er Qrdnung der &, welche fiir
(§, =&, =0) (m — 2) fach versehwinden , die ¥ Functlonen m'er Ord-
nung der &, die fiir (§ = § = 0) (m — 1) fach verschwinden. Der
Punkt (§ = £,=0) ist also ein 2m — 2) = (1 — 2) facher ]:ﬂun-k

- -damentalpunkt.
Von den 4m? Punkten, in welchen sich -—f = 0 und 2—— 0
_ ¢ ey
‘schneiden fallen (2m — 2)* m den Punkt (§, = £, = 0) und 8m — 4
- a.twerha.lb dxeses Punktes. Fiir diese Punkte verschwindet auch.

X3—f— 4,als«mauch
& X+ 5X) (X, T, — X, ¥,) =0,

“und auch gl_% und Ba sind fiir diejenigen der 8m — 4 Punkte 0, fiir
4 .
Welche 2 ” ,

X,7,—X,Y,—0.
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Tir 2m der 8m — 4 Punlte verschwindet aber & X, 4 £ X,; denn

fiir die Punkte, in denen g—g — 0, g—ﬁ —0, & X, §X, =0 hat

man auch & Y, + & ¥, = 0, welche beiden letztern Gleichungen
m{m 4 1) Schnittpunkte liefern, von denen (m — 1)m in den Punkt
(£, = £,==0) fallen. In den iibrigen 8 —4—9m—=6m—4=3n—4
Punkten verschwindet X, ¥, — X, ¥, und somit die siimmtlichen Wunc-
tionen g—% B | |
Die Functionen (3) haben daher moch 37 — 4 einfache Fun-
damentalpunkte. |
- 9. Es sei n ungerade: n = 2m -+ 1. Vermoge des Flichenbiischels
mter Ordnung, welcher a zur (m — 1) fachen Geraden hat und durch

eine der Curven C hindurchgeht, nimms die Gleichung der Fliche
qer Ordnung die Form an:

( Ail w?'m—l + Az 5!')3’""‘2 % e _I_ Am (,15‘4"'"'_1) (—BO x3m + _31 .’Jﬂ3m_'1 3;4 - _l_ -Bm x_lm‘)

4 e v —2 : _

( )__,_:._ (Ol @3ﬂ1 1 __l_ (_,/2 m3m LWy —l— Cm x41n 1) (DO xsm _.l_ _DJ msm—1 Ly e + ‘_Dmxdm>
wo die A4, B, G, D wieder lineare Ausdriicke sind. Diese Form ist
aber den folgenden drei Gleichungen #quivalent:

Eywy — &2y = 0 _ |
(5) £ (C, g+ 0, §m? Eyr ot Cn gzm"_l)_ = B,&"+ B, gt Ey o 4 Bng"
. gg (-A-] gim——l_l_ A:;_ ng—Q gg .. + A7n§2rn——1) _— D()Elm_l_ D‘l Elm—l §2 .. + _Dm gm ,

~ welche Gleichungen die Abbildung liefern. Die Aufiosung derselben
gibt wieder Functionen von der Form (3), wobei aber die X wnd Y
Functionen m'r Ordnung werden, welche in (g, = &, = 0) einen
(m — 1) fachen Punkt haben. Hine der obigen analoge Entwicklung
zeigt, dass die Coordinaten z der Fliche ¢ auch hier proportional
werden mit Funectionen (2m 4 1)-= nt Ordnung der &, welche In '
(g, =§,==0) einen (n—2)fachen Punkt, und ausserdem 6 —1=3n —4
. einfache Punkte gemeinschaftlich haben. Auch die geometrische Be-
deutung der Abbildung ist “der sub 1. #hnlich. - Durch Zusammen-
fassen dieser Resultate sub 1. und 2. ergiebt sich nun: . S
 Die cbenen Schuitte der Fliche w'er Ordnung it ciner (n — 2 fachen
Geraden bilden sich-auf -der Tbene durch Curven n'e Ordnung ab, welche
einen festen (n — 2) fachen und 3n — 4 feste einfache Punktc gemein-
schaftlich haben. . - o ‘
Hiebei stellt der (n — 2) fache Fundamentalpunkt eine rationale
Curve (n — 2)' Ordnung der Fliche, und die einfachen Fundamental-
punkte diejenigen 35 — 4 Ceraden der Fliche vor, durch. welche
Jiese Curve (n — 2)ter Ordnung nicht geht. - TR
3 Umgekehrt reicht auch das hier angegebene. ebene System, bei
peliebiger Wahl der 3n — 3 Fundamentalpunkte, vollstindig hin, um
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die ahgebildete Fliche n'er Ordnung zu éﬁﬁracterﬁsiren; denn einmal
gibt es eine dreifach unendliche Schaar von Curven nt Ordnung mib
einem festen (1 — 2)fachen und 37 — 4 festen einfachen Punkten,
der die dreifach unendliche Schaar von ebenen Schnitten der Flache
entsprechen kann. Sodann aber entspricht hiebei dem ebenen System
eine Fliche n'e Ordnung mit einer Doppelecurve von der Ordnung
m—2.m—B3 . i L .
———1—5 > die hier in eine (n — 2)fache Gerade iibergehen muss.
- Diesen letztern Punkt kann man auf folgende Weise einsehen. Unter

dem System von Curven 7' Ordnung, welchem die ebenen Schnitte

der Fliehe entsprechen, ist eine einfach unendliche Schaar enthalten,
~ welche in einen Geradenbiischel , dessen Scheitelpunkt der (. — 2) fache
- Fundamentalpunkt ist, und in eine feste Curve (n — 1)wr Ordnung
zerfillt, die in dem (n— 2) fachen Fundamentalpunkt einen (12— 3)fachen
Punkt besitzt und durch die einfachen Fundamentalpunkte einfach
hindurchgeht, wodurch diese Curve S vollig und eindeutig bestimmt

186, Dem Geradenbiischel muss hier nun eine Schaar von Kegal-

schnitten entsprechen, welche von einem Ebenenbiischel aus der Fliiche
ausgeschnitten wird. Die Axe dieses Biischels ist also eine (n — 2) fache
Gerade der Fliche. Zugleich sieht man, dass die Curve S die ABlil-
dung der (n — 2)fachen Geraden der Fliche ist. .

' Ich bemerke weiter, dass die hier gefundene Abhildung der Fliche
wt* Ordnung auch diejenige ist, bei welcher den ehenen Schnitten
Curven der mdgliehst niedrigen Ordnung auf der Ebene entsprechen.
Denn wendet man eine Cremona’sche Transformation zweiter Ord-
nung an, indem man die drei Grundpunkte dieser Transformation in
den (n — 2)fachen und zwei der einfachen Fundamentalpunkte der
Ebene hineinlegt, so wird die dreifach unendliche Schaar von Curven
nter Ordnung in eine solche von der Ordnung 2% — n—2)—2=mn
transformirt, mit einem dem erstern Hhnlichen System von Funda-
mentalpunkten. _ , o

Es bleibt jetzt noch iibrig, den Fall zu berﬁcksichtigen, dass die

Fliche ¢ Doppelpunkte besitzt. Ein Doppelpunkt tritt nun dadurch
ein, dass zwei der einfachen Fundamentalpunkte der Bildebene mit
dem (» — 2)fachen Fundamentalpunkt auf einer geraden Linie liegen;

" und diese Art der Abbildung entspricht aunch genau den Modificationen,

‘welchen die Hiilfsflichen m'r und (m — 1)tr OI“dnung, die wir frither

- behandelt haben, in diesem Fall unterliegen. Denn diese Flichen
- miissen, nach der Entwicklung des § 4., durch die Knotenpunkte der

Fliche ¢ hindurchgelegt werden. Wenn also z. B. (2 =@, =2, =0)

~ein Knotenpunkt von ¢ ist, so geschieht dies dadurch, dass in der

Gleichungsform (1) A4y, Bn, Cu-, Dn, in der Gleichungsform (_4)- :
Ay s Bm, Cn, Dy lineare Functionen von %y, %y, % Werden.'-D&nl{lr -

-
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folgt aber aus (2) und (), dass X, wnd ¥, in (3) den Factor §
elhalten wodurch die Abbildung (3) in die folgende tibergeht:

‘9951 = ¢
, %, — & R

(6) @903—518
l@x4—§z

wo. @, R, S Curven. (n — 1) Ordnung sind, welehe den Punlt
(§, = £, = 0) zum (n — 3)fachen Punkt und ausserdem noch 3n — 6
feste Punkte gemeinschaftlich haben. Als Fundamentalpunkte treten
daher hier der Punkt (§, = &, ==0) als (»n — 2)facher Punkt, die
95 — 6 weiteren Basispunkte von ¢, R, S einfach und ferner die
beiden Punkte auf, in welchen die Gerade & = O die Curve S =0
ausserhalb (£, = £,=0) schneidet. Dem Doppelpunkte (x, =z, —z,=0)
der Fliche entspricht hiebei die Gerade & = 0, und dem Geraden-
paar der Fliche, welches durch den Doppelpunkt geht, die beiden
einfachen Fundamentalpunkte, welche auf der Geraden & = O liegen.
S = 0 ist die Abbildung der (n — 2) fachen Geraden der Fliche.
Achnlich liegen im Allgemeinen, den sKnotenpunkten der Fliche ¢
entsprechend, s mal je zwei emfache Fundamentalpunkte mit dem
(n — 2) fachen auf einer Geraden.

- Ich will im Folgenden bei der Fliche ¢ nur die Abbildung der
(n — 2) fachen Geraden niher betrachten. Eine weitere Untersuchung
der Abbildung der Fliche wiirde zeigen, dass ausser den schon be-
trachteten Geradenpaaren und der Kegelschnittschaar keine weitern
Curven unter der Ordnung % — 2 auf der Fliche liegen. Von dieser
Ordnung existiren nur die schon behandelten 2¥m—2:—5 Curven C.
Als specielle Fille der hier durchgefithrten Abbildung der Flichen ¢
lassen sich die bekannten A.bblldungen der Fléiche 2ter Ordnung (wobel
die Curven C in zwei Punkte ausarten), der Fliche 3ter Orduung und
der Fliche 4'r Ordnung mit einer Doppelgemden ansehen.

§ 6.
Die Abhlldung der (n —2) fachen Geraden der Flichen ¢

Im “ersten Bande der Math. Ann. .» pag. 270., hat Herr Clebsch
die G]ewhunw der Abbildung der Doppeleurve einer abbildbaren Fliche
entwickelt, Hine Elwelteluncr dieser Untersuchung, welche ich in
 meiner Abhandlung, Math. Ann. Bd. 2., pag. 312, gegeben habe,
fithrt zu folgendem Resultate

Die Fliche Nt Ordnung, F'(z,, xz, %y, 2,) =0 sel durch die

Functlonen n'e Ordnung

4 0% —‘pt(gli g”; 253) 3 (?’= 1: =8 39 45)}

L e e e o g i R A i R P i




om T T T R TERER T e T TR T T TR T

28 Max Noerner. Ueber Flichen,

auf der Ebene abgebildet. Man bilde nun die Gleichung
o o '

6:‘.0:
WO
Q == ‘Z.,‘Zi . aF(q)h ?921 Ds, ‘P4)
i d(pt_
,'; » | 0=2+4¢z 09:(8) 093(8) Opy(8)

agl agg ' 653

Im. Falle bei dieser Abbildung auf F = O keine Fundamental-
punkte die einfaehe Punkte von F'= 0 sind, auftreten, ist © in Q

frhellbar, uncl g = 0 stells die Abbildung der auf ' — 0 befindlichen

v1e1fachen Curven und Flichen dar, aber so, dass 6=O durch die

Abbildung einer g fachen Curve von F'=0 (u — 1) fach, durch die
Abbildung eines g fachen Knotenpunkts von F'= 0 (u — 2) fach hin-
durchgeht.

- Wenn auch auf F =0 ein Fundamentalpunkt, der ein einfacher
Punkt von F'=0 ist, existirt, so ist der betreffende Factor, welcher
die dem Fundamentalpunkt amf der Ebene entsprechende (/urve dar-
" stellt, in © einfach, nicht aber in Q enthalten, und muss von © abge-
sondert werden.

. R Q .
. Die Ordnung von 7 ist (N —4) % 4 3, und einen r fachen Fun-
damentalpunkt der Ebene hat diese Curve 8 zom [(N — 4) - 1] fachen

Punkte. Wenn also auf F' eine u fache Cmve und nur 2 fache Knoten-
punkte existiren, und die Abbildung von F auf der Ebene soll derart
sein, dass auf F' kein einfacher Punkt als Fuudamentalpunkt auftritt,
50 ‘miissen die Zahlen % und » den Bedingungen geniigen,” dass

(N—— 4)n+3 ud (N—4)r 1 und folghch auch 72 — 37‘

ganze Vzelfache von g — 1 sind.

Diese Zahlen finden sich bei unserer Fliche ¢ von der mter Ord-
nung, mit einer (» — 2) fachen Geraden ¢ und s Doppelpunkten, be-
stitigt. Hs wird hier N=1n, py =9 — 2, y —n — 2 oder = 1, und
die vielfache Gerade der F]ache bildet sxch ab als Curve S= O vou
der Ordnung 7 — 1, welche in dem (n — 2) fachen FundamentalpIJllLt
einen (n——3) fachen Punkt besitzt und durch die 3% — 4 einfachen

bundamentalpunkte einfach hindurchgeht. Das Geschlecht dieser ein-

deutig bestimmten Curve S ist # — 3. Ferner lat diese: Curve die

Figenschaft, ihre Coordinaten als hyperelhpmsche Functionen* eines

Parameters davstellen zu lassen. Denn fiigt ntan zur G‘rlelchung der
Curve S die Gleichung des Geradenbiischels, dessen’ Scheitel ‘i dem

(n — 3) fachen ]Punkte von- S liegh, so. ergeben sich, da jede dleser )

&
:
S
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Geraden in zwei beweglichen Puniten schneidet, die Coordinaten der
Curve in der Form:

Qgi:PI"{" Q71/-R7 (¢=1, 2, 3);
wo P;, @;, R rationale ganze Functionen eines Parameters 2 und R
auf den Grad 2n — 4 steigh. Die beiden Punkte, in welchen eine
Grerade des Biischels die Curve schneidet 5 entsprechen ‘den  beiden
Punkten der vielfachen Geraden welche ein Kegelschnitt der Schaar
mit dieser gemein hat.

Um aber weiter die Curve S nach den\Punkten zu studiren, welche
¢inen Punkt der vielfachen Geraden o von ¢ abbilden, ist es zweck-
missig, ihnlich wie es fiir den specielleren Fall der Fliche 4t Ord-
nung von Herrn Clebsch, Math. Ann., Bd. 1., pag. 284, geschehen,
die (n — 3) allenthalben endlichen Integrale einzufithren, welche der
betrachteten Curve S zugehoren, und auf diese das Abel’sche Theorem
in der.von Herrn Clebsch (Crelle, Bd. 63.) gegehenen Borm an-
zuwenden.

Die obern Grenzen dieser Integrale sind die Coordinaten der be-
weglichen Punkte der Curve S; die untere Grenze sei ein beliebiger

fester Punkt der Curve. Die n — 3 endlichen Integrale unterschelde

ich von einander durch unten angefiigte Indices, wihrend der Buch-
stabe selbst und der oben angefiigte' Index sich auf den Punkt be-
ziehen soll, dessen Coordinaten die obere Grenze des Integrals bilden.

Es seien nun :
’&tn(i)y"’t’/lrz(i)) u(o ) [7’ == 1 2 ey T(n — 1)]
die Werthe der » — 3 Integrale ‘welche sich auf den gten Schnittpunkt

einer -Curve wec Ordnung mit der Curve S bezichen. Dann bestehen
nach dem Abel’schen Theorem die Gleichungen:

_ (1) _f;. %y 2 + + o, rin—1) ___ e
(l1)’5 R -I- ,® + + o 1) — e | 02 7'
[u(l) + u(2) + —[— fw‘(’”—l — 7. Cus,
wo die ¢; Constanten bedeuten, die unabhiingig sind von der Curve
pier Ordnung. Wir werden diese Gleichungen hier nur auf solche Fille
anwenden, in denen, nach der Theorie der Abel’schen Functionen,
das Bestehen delselben auch umgekehrt beweist, dass die (n—D)r
punkte, auf welche sich die Integrale der hnken Seiten bezichen,
Sehnittpunkte einer Curve ' Qrdnung mit S sind.

Es sei nun weiter die constante Summe der # — 3 endlichen In-
tegrale 1z, ausgedehnt iiber die # — 3 im (n — 2) fachen Fundamental-

punkte vereinigh liegenden Punkte der Curve %S, bezeichnet durch

Ay k=1, 2,..,n~—3),

?
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und die Werthe der Integrale fiir den 2'" einfachen Fundamentalpunkt

bezeichnet durch:
a®, a®, a®, , (A=1,2,...., 3n—4)

Um die Punkte der Curve S zu erhalten, deren entsprechende Punkte
auf ¢ in einen Punkt der vielfachen Gerflden zusammenfallen, betrachte
ich zunichst die Abbildungen ebener Schnitte der Kliiche. s sind
Curven n'e Ordnung, welche durch 371 — 4 feste Punkte von S ein-
fach gehen und in dem (1 — 3) fachen Punkt von S einen (n — 2) fachen -
Punkt haben. Da jede solche Curve die Abblldung eines ebenen
Schnittes ist, so sind die 1 — 2 beweglichen Punkte, in welcher eine
solche S schneldet immer die Abbildung eines Punktes der vielfachen
Geraden. - Die endlichen Integrale fiir solche #n — 2 Punkte seien, dem
hten dieser Punkte entsPrechend, mit

yW v, e® o (=1, 2,...,,n—2)

bezeichnet Fiir eine einen ebenen Schnitt abbildende Curve 7' gehen
daher die Gleichungen (1) tiber in das System:

w4, ® 0D (n— D4, al”) +a® - B = .
(2) v2(1)+y2(2) ‘I“ v,8 - (%__ )A - az N+ a, @ ... L e Br—d) — g ¢

[ ’Ui,l_)_g—f—’b’g)_s- o + 1}&”:32)—]—(%—— ) n_g—l— anl_)-?)—-l— a,f_g PR “513—7:;4) — 10 Cps
Es sei nun mit & eine Zahl bezeichnet, die =0, 2, 4..., wenn 2
gerade, und =1, 3, 5 ..., wenn uncrende, sein kann. Ich greife
aus den Curven nwl Ordnung, T, eine bhestimmte 7" heraus, welche
S in gewissen # — 2 Punkten schneidet. Durch diese n — 2 Punkte

v lege ich.eme Curve von der Ordnung %-}-;—_?’ welche in dem

(n — 3) fachen Punks Voﬁ S einen %1 _"——43 fachen Punkt besitzt, also

eine rationale Curve und lasse diese Ourve iiberdies durch & beliebige
Punkte I von § crehen wodurch dieselbe gerade bestlmmt ist. Diese

Curve schneidet dann S noch in
(m—1) - Z&:i:_f‘:___(n_g) .”'l‘__’c‘_—_‘i‘_(%__g)__gzﬂzzBS

Punkten p. Die Gleichungen (1) geben daher fiir den Schnitt von S
mit dieser Curve, wenn man die Integrale, die sich auf die festen

Punkte ® beziehen, mit
ll(‘, Lo, 0, , (=1, 2, v E),

3 und d1e auf die Punkte p@ bezliglichen IntPgra.le mit
p pdye.p@y , (= 1,2,.n—3)

hezeichnet: |

(4
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Dieses System von Gleichungen (3) besteht neben dem System (2)
Verbindet man beide, indem man je eine Gleichung (2) von der ent-
sprechenden in (3) subtrahirt, so erhiilt man das folgende System, das
sich ebenfalls auf die Curve 7" bezieht:

s ®m—E o 5 st _
P 4@ I 4 ® g O @ g T 2‘”—12- ¢
' PO« N—E ’ 1 i 3 n—d b é
) 132(1) —HJ_‘@) _;'_1)2(11 = ) -4, i,“-zm e “2(rs " 1)—22“) e Zz(e) -z sj— “Ca
' 2 ... —38)__ "7 4, alqal 3n—4)_ g o— 2
pg_*llg+19§£,)_3 : + 1)1?—-3)——'5- A"‘a—'—a'gz)—a‘} et agl_fg — Zle:} T ng.)_s_ 5 “Cp-3

Nach dem J acobi’schen Umkehrproblem der Abel’schen Funectionen
lassen diese » — 3 Gleichungen aber eine eindeutige Auflosung fiir
die n — 3 Punkte p zu, and bestimmen dieselben als eindeutige Fune-
tionen der rechten Seiten dieser Gleichungen. Hier tritt nun der be-
sondere Umstand ein, dass diese rechten Seiten vollstindig constant
sind, indem sie in keiner Weise von der individuellen Curve 17 ab-
hingen, welche aus der dreifach unendlichen Schaar von Curven '
herausgenommen wurde. Dies beweist den folgenden Satz: .
Legt man durch ¢ belicbige feste Punkte der Curve S eine Curve K

Vi & .
von der Ordnung :};- — 1, welche in dem (n — 3) fachen Punkt von

S cinen (&12‘_—"E — 2) fachen Punlit besitst, und lisst diese Curve K weiter

dJurch irgend ein System Q von (n — 2) Punkten von S gehen, welches
cinem Punkte der vielfachen Geraden a von @ entspricht, wodurch
Jann die Curve K gerade bestinig ist, so schmeidet eine solche Curve K,
welches System . Q man auch wiihlen mayg, die Curve S smimer in dem-
‘elben System P von n— 3 weitern Punkicn. _

Und umgekehrt, wenn die & Punkte 1 fest gegeben sind, findet
man aus (4) eindeutig ein Punktsystem P von n — 3 Punkfen p. Legt

man sodann eine Curve K von der Ordnung z _l_ £ —1, die im (n—3)

fachen Punkte von S elnen (ﬂ‘;— - 2) fachen Punkt hat, und durch

die & Punkte ! und das Punktsystem P hindurchgeht, so schuneidet
diese K die Curve S noch in % — 2 Punkten, fiir welche neben (4)
auch (3), also auch das @leichungssystem (2) besteht. In Bezug auf
e Gleichungen (2), welche sich auf den Schnitt von -S mit einer
Gurve nt¢ Ordnung beziehen, die einen (n — 2) fachen Punkt in dem
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(n — 3) fachen Punkt von S hat, lisst sich aber der Satz des
Abel’schen Theorems umkehren; das DBestehen dieser Gleichungen
- beweist, dass die Punkte v ein Punktsystem @ hilden, welches einem
Punkte der vielfachen Geraden der Fliche entspricht. Jede Curve
des Biischels von Curven K, welche hier bestimmt worden sind, schneidet

daher S in solchen n — 2 Punkten, die ein Punktsystem ¢ bilden,

woraus der Satz folgt, der diese Systeme @ auffinden lehrt:
Zu zrgend welchen festen Punkten 1 der Curve S, von der Anzahl
&, existiven auf der Curve S gewisse m — 3, durch die Punkie 1 voll-

stimdig Destimmite Punkte p. Jede Curve K des Biischels von rationalen

Curven der Ordnung ”_‘é‘_f — 1, welche i dem (n — 3) fuchen Punli

von S einen (’—fb———;—e — 2) fachen Punlit besitzen und duwrch die P@m]!::ﬁc l

‘und p cinfach lindurchgehen, schmeidet die Curve S moch in cinem

'System Q@ von n — 2 Punkten, welches einem Punkt der vielfuchen
Geraden der Fliche cntspricht.  Die cinfach wnendliche Schaar diescy
Systeme Q) stellt also die Abbildung der Punkte der viclfachen Geraden vor,

~ Es fragt sich nun, was diesen Siitzen anf der Fliche ¢ entspricht.
Dén Curven K von der Ordnung ﬁ—’f — 1, mit einem qf—_’_——s — 2) fachen
Punkt in dem (n— 2) fachen Fundamentalpunkt der Ebene, entsprechen
auf der Fliche Raumcurven von der Ordnung -

%.%—{—3—2 (n—2)- n+s_4-—2%—]—6—-4

welche

(”—1)%—_'3;2—(%‘—"3) n+8 —-—2%—{-5-—5

Punkte mit der vielfachen Geraden gemein haben. HEs ist eine
(% -+ & — 2) fach unendliche Schaar von rationalen Curven L.

Fir ein gerades e, also fiir # = 2m, werden diese Curven L von -

Fl'aichen der Ordnung » — 2 + 3 : a»usgeschhitten welche die Vielfé,che

Gerade ¢ zur (% — 3 + —) fachen Geraden haben und durch' diejenige

ratlonale Culve C von der (n.— 2)‘6“ @rdnuﬂg hindurchgehen , welche

.der dem (n — 2) fachen Fundamentalpunkte entsprechenden Curve 0 |

St

| adJunglrt ist.

- Fiir ein - ungerades &y fur n = Zm —]— 1, 1egt man - dle Fl,a,chen‘
1) fa.chen’

der., Ordoung 7
Geraden haben, und lisst sie noch dureh irgeqd‘éine der Curven der-
jenigen einfach unendlichen Schaar von Curven (n — 1) Ordnung
der' Fliiche hindurchgehen , welche der dem (n — 2) fachen Fundamenta.l

, punkt entsprechenden Curve C adjungirt ist.

I S -
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Da hier bei der Abbildung eine der 237 —25—?% Curven C der Fliche
bevorzugt ist, so gibt es 28n—2¢—5 soleher (r 4 & — 2) fach unend-
lichen Schaaren von Raumcurven (2% -4 & — 4)'* Ordnung, die
2n 4+ & — 5 Punkte mit o gemein haben, auf der Fliche.

Ich wihle nun eine (# 4+ ¢ — 2) fach unendliche Schaar, die
einer Curve C zugeordnet ist, heraus, und schreibe den Curven dieser
« Schaar weiter vor, durch & beliebig gewihlte Punkte ' der vielfachen E
Geraden einfach hindurchzugehen, Die durch diese festen Punkte (bei ]
festen Tangentenebenen) gehenden Curven bilden noch eine (» — 2) fach
unendliche Schaar. Aber unter dieser Schaar gibt es eine einfach o
anendliche Schaar von Curven K, welche in der vielfachen Geraden
einen (n — 2) fachen Punkt besitzen, und ihr entspricht in der Abbil-
‘dung der Biischel der Curven K, welche durch ein’ Punktsystem Q
and ein System von Punkten I, die ! entsprechen, hindurchgehen.
Da diese Punkte I nun auf S ein Punktsystem P bestimmen, so folgt,
dass alle Raumcurven K’ der Fliche durch ein constantes, nur von
den Punkten I' abhiingiges, System TT von # — 3 weitern festen Punkten
yon @ hindurchgehen, und zwar so, dass auch die Tangenten der Curven
in jedem dieser Punkte immer in der niimlichen Tangentenebene der
vielfachen Geraden fiir jede Curve der Schaar liegen. Auf diese Weise 3
gibt es, wenn die Zahl & und die Punkte I’ mit ihren Tangentenebenen )
fest gewiihlt sind, noch 28»—2:--5 Punktsysteme TI.

Unter diesen Curven K’ gibt es solche mit zwei zusammenfallenden
Zweigen in dem (1 — 2)fachen Punkt. Dies tritt dann ein, wenn r
dieser Punkt ein Riickkehrpunkt der vielfachen Geraden o, d. h. ein. .
solcher Punkt, in dem zwei der m — 2 Tangentenehenen zusammen- o
fallen, ist. Die Zahl dieser Riickkehrpunkte ist 4» — 12; denn jedem : ol
Werth 4 des Parameters des Ebenenbiischels durch @ entsprechen zwei |
"Werthe w des Parameters des Punktsystems von @, indem jeder der
Kegelschnitte der Schaar ¢ in zwei Punkten schneidet, und jedem

" Verthe von u entsprechen n.— 2 Werthe von 4, welche die n — 2
- Tangentenebenen eines Punktes von a bestimmen. Man hat daher
"~ eine Gleichung vom Grade » — 2 in 4, vom Grade 2 in u, und die
- Discriminante dieser Gleichung, in Bezug auf 1 genommen, ist- vom
- @rade 4n — 12 fiir p. - Ebensoviel Curven des Biischels K der Bild-
chene gibt es, welehe S berithren, -

Hs ist noch zun bemerken, dass eine Raumeuive K’ dann in eine : B

Gierade und eine Curve der Ordnung 2n + ¢ — 5 zerfillt, wenn die | A
‘entsprechende ebene Curve K durch einen der 3% —.4 einfachen Fun- i
damentalpunkte hindurehgelegt wird. Ausserdem gehen die Curven K’
 durch alle Knotenpunkte der Fliche einfach hindurch. Wir haben -
~ daher die folgenden Resultate: ' T

3
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Auf der viclfachen Geraden o der Fliche ¢ gibt es 4n — 12 Riick-
kehrpunkte, in denen je zewet der Tangentenchenen susammenfallen..

Nimmi man auf @ & Punkte 1 mit fester Tangentencbene beliebig
an (=0, 2, 4... fiir en gerades n, ¢ =1, 3, b ... fiir ein unge-
rades n), so gibt es auf der Fliiche 28— 25 einfach unendliche Schaaren

o rationalen Rawmcwrven der Ordnung (2w -+ & — 4), welche durch

dic Punkte 1 inmerhalt der festen Tangentencbenen einfach hindurch-
gehen, welche ferner wm wrgend eimen der Punkte der wiclfachen Geraden |
einen (n — 2) fachen Punkt besitzen, welche tweiter durch je e be-
stimmtes von 287—25—3 Systemen von n — 3 Punkien T cuch so lin-
durchgehen, dass dic Zweige der Curven fiir jeden dieser Punkte w der
néimlichen Tangentencbene liegen, und welche endlich durch dic Knoten-

punkte der Fliiche hindurchgehen wnd noch "% — 2 Punkte mit jo

&

_ 2
ciner der 28n—2—5 Cyrven C won der (n — 2)n Ordnung gemein
haben. o :

Jede dieser -Schaaren enthilt 4n — 12 golcher Curven, in deren
(n — 2) fachem Punkt awei Zweige der Curve zusammenfallen, und
diese singuliiren Punkte fallen in je cinen- der Riickkehypunkic von a.
Ferner gibt es in ciner solchen Schaar 3n — 4 Curven, welche in cine
Gerade und eine Raumeuwrve (20 - & — B)er Ordiung, die noch cinen
(n — 3) fachen Punkt in a besitst, zerfallen.

§ 7.

Anwendungen. 1) Windschiefe Flichen » Ordnung mit einer
(n — 1) fachen Geraden, ,

Ich werde mich im Folgenden, in der Absicht, die praktische
Anwendbarkeit der hier dargelegten Methode der Abbildung auf der
Ebene nachzuweisen, mit drei specielleren Flichenarten beschiftigen,.
bei deren Abbildung die: verschiedenen Theile der Methode zur Ver-
wendung kommen; zuerst mit den windschiefen Flichen st Ordnung
mit einer (n — 1) fachen Geraden, um dabei durch successive Trans-

" formationen 2t Ordnung die moglichst niedrige Abbildung zu ent-

wickeln; sodann mit der Fliche 5t Ordnung, welche eine Raumcurve

4ter Ordnung erster Speeies zur Doppelcurve hat, um durch Projectionen

die Fliche auf eine Fliche ¢ zuriickzubringen, und endlich mit einer
Fliche 6t Ordnung mit einer Doppelgeraden und doppelter Raum-.
Ordnung
dieser Flﬁche.anf die Kegelschnittschaar einer Fliche ¢ zu reduciren.

Die windschiefen Flichen 2' Ordnung mit einer (n — 1) fachen

" Geraden bildet man durch Projection von einem Punkte der .vielfachen

Geraden aus auf der Ebene ab. “Dabei bildet sich die -vielfache Gerade
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 einer solchen Fliche ® als (n — 1) facher Fundamentalpunkt A4 ab,
und ausserdem existiven % — 1 einfache Fundamentalpunkte B der
Bildebene, welche den # _ 1 vom Projectionscentrum P ausgehenden
Géraden der Fliche ® entsprechen. Der dreifach unendlichen Schaar
von ebenen Schnitten der Fliche entspricht eine dreifach unendliche
Schaar von Curven nier Ordnung mit einem (» — 1) fachen Punkte n

4 und n — 1 einfachen festen Punkten B, genommen aus der (n + 1

fachen Schaar solcher Curven der Bildebene. Dem Punkte P der viel-

fachen (teraden a entsprechen die n — 1 Verbindungslinien der Punkte .

B mit dem Punkte A.

Durch eine Cremona’sche Transformation zweiter Ordnung, de-

ren Grundpunkte in den Punkt A und zwei der Punkte B hineinzu-

legen. sind, gehen die betrachteten Curven s'* Ordnung der Bildebene
iiber in Curven von der Ordnuﬁg

In—m—1)—2=n—1,

mit einem festen (n— 2) fachen Punkte 4" und n — 3 festen einfa-
chen Punkten B’. Dabei bildet sich die vielfache Gerade @ der Fliche
& auf der méuen Bildebene als eine Gerade ab, mit welcher jede der
Curven (n — 1)* Ordoung # — 1 Punkte gemein hat, die auf dieser
Geraden eine gewisse Lage gegeneinander haben, welche von #n — 2
Bedingungen abhiihgt. Dem Punkte P von a entsprechen die n — 3
Verbindungslinien des Punktes A’ mit den Punkten B’ und ausser-
dem zwei Punkte auf der a abbildenden Geraden.

~ Bei weiterer Transformation zweiter Ordnung gehen die Curven
(n — 1)t Ordnung in solche von der (» — 2)t» Ordnung tiber, mit
einem festen (n — 3) fachen Punkte 4" und n — b festen einfachen
Punkten B”. Die vielfache Gerade @ bildet sich als Kegelschnitt ab,
welcher durch den Punkt A” einfach hindurchgeht. - Dem Punkte P
_entsprechen die 7 — 5 Verbindungslinien von A" mit den B”, und
ausserdem vier Punkte auf dem a abbildenden Kegelschnitte.

Indem man so fortfihrt, bis sich die Ordnung ‘der die ebenen
Qehnitte abbildenden Curven, nicht weiter erniedrigen lésst, findet man
die folgende Abbildung: o : : "

1. fiir ein gérades %% = 2m. Man erhilt, nach m — 1 Trans-
formationen zweiter Ordnung, fiir die Abbildung ebener Schnitte von

¢ Curven von der (m - 1)*® Ordnung, mit einem festen m fachen

Punkte « und einem festen einfachen Punkte §. Die vielfache Gerade ‘

o von @ bildet sich ab als Curve S von der Ordnung m — 1, welche
in « einen (m — 2) fachen Punkt besitzt. Dem Punkte P der viel-
fachen Geraden entspricht die Verbindungslinie der beiden Punkte
o, p, und ausserdem 2m — 2 Punkte auf der Curve S. |

2. fiir ein ungerades 7%= 2m - 1. Man erhilt, nach m sue-
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cessiven Transformationen zweiter Ordunung, fiir die Abbildung ebener
Schnitte von ® Curven von:der Ordnung m -~ 1; mit einem festen
m fachen Punkte «. Die vielfache Gerade a bhildet sich ab als Curve
S von der Ordnung m, mit emem (m — 1) fachen Punkte in «. Dem
Punkt P entsprechen, wie jedem andern Punkte von a, 2m Punkte
von S. B _
Ich bemerke, dass, wenn man von der Abbildung durch Curven
n'e Ordnung mit einem festen (% — 1) fachen Punkte 4 und n— 1
festen einfachen Punkten B ausgeht, die Reihenfolge der hier benutz-
ten Transformationen zweiter Ordnung Hquivalent ist, fiir n = 2m
mit ejner einzigen Transformation miter Ordnung, deren Curven A zom
‘(m — 1) fachen und 22 — 2 der Punkte B zu einfachen Punkten ha-
ben ; fiir # == 2m -1 mit einer Transformation (m 4 1)'er Ordnung,
deren Curven 4 zum m fachen, die BB zu einfachen Punkten haben.

‘Die Curvenschaaren, welche auf diesen windschiefen Flichen ¢
liegen, kann man nach dem Princip classificiren, welches Herr Clebsch
bei den windschiefen Flichen dritter Ordoung, Math. Annalen, Bd. 1,
pag. 634 angewendet hat. Man kann nimlich alle Curven der Flache
die wirkliche vielfache Punkte enthalten, als specielle Fiille soleher be-
trachten, die nur scheinbare Doppelpunkte besitzen. Indem man nun
diese nach ihrer Ordnung und der Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte
von einander unterscheidet, findet man diese beiden Merkmale cha-
racterisirt durch die beiden Zahlen r,y, wenn die entsprechende Curve
der Bildebene von der Ordnung » ist und y fach. durch den Fundamen-
talpunkt « der Bildebene hindurchgeht.

Es sei zuerst der Fall, dass n ungerade, n = 2m + 1, behandelt.

Die dureh (7, ) characterisirten Curven auf der Fliche ¢ seien
als eine besondere Familic bezeichnet. Die Ordnung dieser Raum-
curven sei N, ihr Geschlecht p, so dass:

{ N=@m-+1)r—myp

¥ — 1.7—2_’7.}'—1___7‘—1—y_1r—-2+y

tr= 2 i 2
Wenn man diese Familien nach p ordnet und die Bezeichnungen :
: z=r—24p

e y=r—1—y
einfithrt, so hat man:

S L +38 £—y 41

“ ‘7=_-l~—?2}“-'—l7, ‘y=~——?2,—_|_—-—, )

N e $'+(2m+1)?/+2m+3 ‘ p"'w"

; Hler 1st pTr— 1 fiir » > ] daher x und y nicht negatw, das eine
gerade, das .andere ungerade. ' Dle simmtlichen hier existirenden Fa- . .-

milien sind die folgenden:

BRI

SR T N R X
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1. r=1, y = 1. Die Schaar der Geraden durch den Punkt e
sind die Bilder der Erzeugenden der Fliche ®.

9. y=r—1, p=0. Dies giebt fiir die Fliche & eine unend-
tiche Schaar won Curvenfamilien des Geschlechts 0. Von jeder Ord-
nung N > m 4 1 existirt eine solche Familie, deren Glieder jede Er-
* zeugende cinmal treffen; es giebt eine 2 (N — m) fach unendliche
Schaar solcher Curven N'°r Ordnung auf der Fliche. Hierher gehort
auch noch, dem Punkte « entsprechend, einc einzelne rationale Rawn-
curve mie Ordnung der Fliche, die jede Frzeugende in eunem Punkte
trifft. ‘

3 Ausserdem giebt es, jedem p entsprechend, nur eine endliche
Anzahl von Curvenfamilien. Man erhilt die entsprechenden Zahlen
%, y, indem man die Zahl 2p auf alle mbglichen Arten in einen
geraden und einen ungeraden Factor zerlegt, unter Beachtung der
Bedingung y <& + 1. : |

Insbesondere ist hier die Zerlegung 2 = 2p, y =1 zu erwihnen,
die auf +r=p+2, y=2 fithrt. Dieser Zerlegung entspricht auf
der Fliche ® eine (3p + 5) fach unendliche Schaar von Raumecutrven
der Ordnung 2m + p + 2, welche zwei Punkte mit jeder Erzeugen-
" den gemein haben. ' “

" Tiir den Fall, dass 0 gerade, n=2m, hat die Abbildung einen
" fachen Punkt o and einen einfachen Fundamentalpunkt §. Dieser
" Punkt B stellt eine bestimmte Frzeugende der windsehiefen Fliche
vor, welche nur in der Abbildung, nicht auch auf der Fliche, beson-
ders ausgezeichnet ist. Wenn man daher die allgemeinen Curven der
" Pliche untersucht, muss jede Curve der Bildebene von der Ordnung
r, die in o einen ¥ fachen Punkt besitzt, in B einen (r — y) fachen
Punkt besitzen; denn dann schneidet diese entsprechende Curve der
Flache jede der Erzeugenden in (r —¢) Punkten und geht nicht durch
den Punkt' P der vielfachen Geraden o hindurch. Auch hier kann
man. daher -die Curven - der Fliche nach der Characteristik (r, p) 1n
Familien eintheilen und hat nun:

N (A ) —my — (1 — ) =mr — (m — 1)y
c_1t.r—2. . y.p—1 ey —y —1
ottt =y =)

' O:rdnet man wieder nach p uhd set‘zt
: g=r—yp—1,
so folgt: . \ : i
r=gtyp+1, p=s@—1, N=m@++ivr.
Lp=0,y=1 Man erhilt eine unendliche Schaar von Cur-

venfamalien des Geschlechts 0, von der Ordnung N = m (r —1) + 1,
wo 7 -alle Werthe durchliuft. Darunter sind, fir » =1, die Erseu-




58 Max Noermer, Ueber Flichen,

genden der Vliche enthalten: Diese Curven schneiden die vielfache

Gerade @ in N —» 4 1 Punkten und bllden eine (2» — 1) fache -

Schaar.

2 p=0,p=r—1L ‘Man erhilt eine zuweite uowndlz’chc Schaar
von Curvenfamilien des Geschlechts 0, von jeder Ordnung N > m.
Ihre Glieder treffen die Erzeugenden der Fliche in je eimem Punkte.
Eine Familie N bildet eine 2 (& — m) -+ 1 fach unendliche Schaar
von Curven. Die Familie N = m - 1 ist schon sub 1. enthalten.

3. p> 0. Fiir jedes grossere p giebt es nur eine endliche An-
" zahl von Curvenfamilien, die man erhalt, indem man p in zwei Fac-
" toren, # und p — 1, zerlegt. Insbesondere existirt hier, fiir x = p,
p = 2 eine (3p 4 5) fach unendliche Schaar von Raumcurven der
Ordnung m (p -+ 1) + 2, welche jede Erzeugende in p 4 1 Punkten
schneiden, und, fiir =1, y =p -4 1, eine (3p 4 5) fach unend-
liche Schaar von Raumcurven der Ordnung 2m -+ p -+ 1, welche jede
Frzeugende in 2 Punkten schneiden.
- In Betreff der Abbildung der vielfachen (Geraden @ der Fliche @
finden sich auch hier die am Aunfange des § 6. gemachten Bemerkun-
gen bestitigt. Fir den Fall » = 2m existirt hier auf der Fliche ®
ein Punkt P, einer der 2m — 1 in einen Punkt der Geraden a 7u-
sammenfallenden Punkte, dem auf der Bildebene eine Gerade entspricht,
weleche die beiden Fundamentalpunkte « und f verbindet. Somit er-
hiilt die Function 6 des § 6. einen linearen Factor, der abzusondern
ist, und die Abbildung der vielfachen Geraden wurd von der Ordnung

(2m——4) (1n—l—1)+4

2m — 2

mit einem @M —41m+2

gm —g— = (m— 1) fachen Punkte in e und einem
(3”1—"—:"_’—:—2 = 1 fachen Punkte in f. Und da diese Abbildung zer-

fallt .in die dem Punkt P entsprechende Gerade und eine weitere
Curve S, so wird diese letztere Curve, als die eigentliche Abbildung
von @, wie schon erwihnt, von der Ordnung m — 1, mit einem
(m — 2) fachen Punkte m e.

-§ 8. _
~ Anwendungen. 2) Fliiche fiinfter Ordnung mit einer
Doppelcurve wtel'telr Ordnung erster Species *).

: Die Gleichung_ einef_solc_hen Fliche ;d‘) ist von fder Fo:m'

*) Diese Flache ist in jiingster. Ze:.t auf einem neuen, von dem hier eingeschla- -

genen ganz verschiedenen Wege von Herrn Clebsch behandelt worden, Abhand-
lungen der Gottinger Societéit, 1870, Band 15. .

-

o
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(1) d= A + 2Buv + Cv* =0,

wo u, v Flichen zweiter Ordnung, A, B, C Ebenen sind. Da der
Flachenbiischel _ ’

(2) | v—Au=0

in einer Schaar von Kegelschnitten schneidet, die aus der Verbindung
von (2) mit :
(3) AL 2BA+C2=0
hervorgehen, so ist ® auf einer Ebene abbildbar. Nach der frither
entwickelten Methode projicirt’ man zu diesem Zwecke die Kegelschnitte
querst auf die entsprechenden Kbenen eines Ebenenbiischels. Man
fihrt dies dadurch aus, dass man die Coordinaten z der TFliche pro-
portional setztr mit | _

‘ Q% = Y1 0%y =13 » Q%3 = Y3, oz, =F,
sodann & aus (2) und (3) fiir die diesen Gleichungen geniigenden
Werthsysteme von % bestimmt und endlich 4 darch die Gleichung
_ eines Ebenenbiischels
@) - y, — Ay, =10
eliminirt. Da hier » — 14 — O selbst auf einer Ebene abbildbar ist,
g0 kann man dieses Verfahren vereinfachen. Hs seien # und v von

!

der Form .
u=%9 (@5 %) Zg) — P (1, %y, Z3)

{ 0="=0, 9 (5 a5 Ty) — w,(x” Ty, Ty)
wo @, ¢ lineare Functionen, ¥, 3’ Functionen zweiten Grades von
#,, &y, Ty Indem man yon dem Punkte (2, = 2, = 23 ==10) aus pro-
jicirt, findet man: -
Cow =1 L 9 (W Yas 99) — A9 (W1 o5 YD)}

Qg =Y { ‘P';(?/u Yo, Ys) — Ao (yy, Ya» %)}

Qs =13 {‘P’ W5 Ya> Ys) — 20 (Y, s ?!3)} '

0Ty = ¥ (W, Yoo Ys) — A Wy Yas Ys)
und durch Elimination von 1 mittelst y, — Ay; =0

0z =1 {9 W) — Y9 W) =y, 8 ‘

(5) 0% =Y, {19 ) —w o W} =9, 8 .

.

0z =y {y: ¢ (¥) —Y 9 (y)} =8 |
oty = ¥ H—nvy = T 5
Somit werden die z Functionen dritter Ordnung der y, und die For-
meln (B) vermitteln den eindeutigen Uebergang von. der Fliche (1)
zur Fliche S ~ ,

6) ¢'EA2/32‘|'2B?/3’!I4+0?/42=0;
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wo in A, B, C die  durch () zu eliminiren sind. Die Umkehrong

geschieht eindeutig durch die Formeln dritter Ordnung

Yr=2% %, Yo == Ty 1, Ys == &3 u, Yy = &y V.
Die Fliche & (6) ist von der fiinften Ordnung und enthilt (yy=9y,=0)
als dreifache Gerade. Sie hat ferner in (y, =1y, =1y, = 0) einen
Doppelpunkt. Die Abbildung der Fliche &' und damit auch die der
Fliche ® kann daher nach § 5. ausgefithrt werden.

Indess zeigen die Gleichungen (5) und (6), dass man die Abbil-
dung von @ noch einfacher durchfihren kann, wenn man die Coordi-
natenebene %, = 0 mit der Ebene 0= 0, welche irgend eine der die
Kegelschnittschaar aus ® ausschneidenden Ebenen vorstellt , Zusammen-
fallen lisst.  Denn dann hebt sich aus (6) noch der Factor Y5 heraus,
und der Fliche ® entspricht vermoge (8) Punkt fiir Punkt eindeutig
die Fliche \

® "= Ay, + 2By, + Sy =0.

Diese Fliche ®” ist nur von der vierten Ordnung und enthiilt
(#; =1, =0) als Doppelgerade (y, =y, =y, = 0) als einfachen

Punkt. Thre Coordinaten driicken sich daher aus als ganze homogene

Functionen vierter Ordnung dreier Parameter, mit einem doppelten
und 8 einfachen Fundamentalpunkten.

Um nun die Abbildung der Fliche & zu erhalten, muss man auf
" die Curven aufsuchen, welche den eobenen Schnitten von ® ent-
sprechen. Zu diesem Zwecke hemerke ich

1. Die Gerade (yq =4, = 0) gehort S8 und 7 einfach , der Fliche
®” doppelt an. Der Punkt (y, =y, ==y, — 0) ist einfacher Punkt
der Fliche ®” und des Hyperboloids §, ein Doppelpunkt der Fliche
T. Die Flichen S und 7' schneiden sich ferner noch in eimer Raum-
curve fiinfter Ordnung, K, welche in (y, — Y, = gy, = 0) einen Dop-
pelpunkt besitzt und welche mit der Geraden (43 =1y, == 0) dvei
Punkte gemein hat. Die Fliche ®” enthilt die Ourve K einfach.
Die Flichen dritter Ordnung der Schaar (5) verhalten sich wie 7.

2. Diese Charakteristik der Functionen 7' geniigt, um immer von
" aus zu einer Fliche ® zu fihren. Demn zwei solcher Michen drit-
ter Ordnung 7' schneiden sich noch in einer beweglichen Curve dritter
Ordnung, die in (y; = ¢, =93 = 0) einen Doppelpunkt besitzt und
die Gerade (y; =y, = 0) einmal, die Curve K noch dreimal trifft.
Die Curve dritter Ordnung schneidet daber die Fliiche ¢” noch in

83.4—-2.1—1.929—8.1=35

beweglichen Punkten ausserhalb K und (y; = y, = 0), daher wird ¢
von der fiinften Ordnung, da die Flichen 7, als eine dreifach unend-
liche Sehaar, zur Transformation zu verwenden sind.
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3. Einem beliebigen ebenen Schuitt von @ entspricht somit auf
& eine Curve U von der Ordnung 3 .4 — B8 — 2 =15, deren Abbil-
dung zu suchen ist. Den ebenen Schnitten von @7 mogen, in der
Abbildung auf einer Ebene, Curven vierter Ordnung entsprechen, die
im Punkte @ einen Doppelpunkt, in den Punkten b,, b, .., bg ein-
fache Punkte besitzen. : '

Die Abbildung von K ergicbt sich aus der des Schnittes von S
mit ©“. S =0 geht noch durch eine einfache Gerade von ®”; denn
vermbge S==0 zerfillt ¢” =0 in T==0 und in eine durch (y;==1,==0)
ochende Kbene. Diese Gerade moge-sich auf der Hbene durch den
Punkt 0, abbilden. Ferner geht S durch die Doppelgerade (y,=1,="0),
deren -Bild die durch «, by, by, - -, b gehende Curve dritter Ordnung
ist. Der weitere Schnitt von S mit ®”, die Curve K, hildet sich da-
her ab als Curve von der Ordnung 2.4 — 3 = 5, die in @ ecluen
2.2 —-1= 3 fachen, in by einen 2.1 — 1 4 1 =2 fachen und n
Dy, byy + oy b, 2.1—1= einfache Punkte hat.

Die ebenen Schnitte von @, oder die Curven U auf ©”, konnen
jetzt auf der Ebene abgebildet werden. Die Abbildungen von Schnitt-
curven von Flichen dritter Ordnung mit ®” sind Curven zwolfter
Ordnung, mit 6 fachem Punkte in @, 3 fachen Punkten in den ).

Da aber die Flichen T die Doppelgerade und die Curve K ein-
fach enthalten sollen, so geht hievon deren Bild ab:

eine Curve dritter Ordnung, mit 1 fachem Punkte in @, einfachen
Punkten in den b, und

sine Curve finfter Ordnung, mit 3 fachem Punkte in a, Doppel-

ankte in bg, einfachen Punkten in by, by, -+ by _

Somit bilden sich die Uab als Gurven vou der Ordnung 12—3—b==4,
mit einem 6 — 1 — 3 =2 fachen Punkte in @, nur mit3—1—2=0
fachem Punkte in by und 3 —1— 1 =1fachem Punkte in by, by, .. s
Durch den dem Punkte (1, = Yo = Y5 = 0) auf der Ebene entspre-
chenden Punkt gehen diese Curven nicht hindurch, da die U durch
den Punkt (y, = y, = 1, = 0) nicht mehr gehen.

Die cbenen Schwitte von © bilden sich ab als Curven vierter Ord-
numg Mt enem doppelten, Fundamentalpunkte und 1 esfachen Irunda-

" mentalpunkten.

Diese Abbildung ist auch die mdglichst niedrige. Umgekehrt ent-
spricht, Dei beliehiger Lage der Tundamentalpunkte, jeder solchen Ab-
bildung eine Fliche fiinfter Ordnung der betrachteten Art.

Diese Abbildung lehrt, dass auf der Fliche ® eine endliche An-
sahl von Kegelschnitten existirt, welche jeden Kegelschnitt der anf
¢ liegenden Schaar in je eimem Punkte schneiden. Die Kenntniss
dieser Kegelschnitte wiirde daher direct zu einer Abbildung gefiihrt

haben. Der unmittelbare Nachweis der Hxistenz derselben wiirde aber,
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wie die Betrachtung der 7 zerfallenden Kegelschnitte der Schaar zeigt,
~ die Losung des folgenden geometrischen Problems erfordert haben:

Wenn eine Raovmewrve vierter Ordnung erster Species und B ihrer _

Selmes, gegeben sind, soll die Anzahl der Kegelschnitte bestimmi werden,
welche dic Curve in drei Punkten, die Selmen Je einmal treffen.

Eine rein geometrische Losung dieses Problems (Anzahl = 2)
giebt Herr Litroth, Math. Annalen, Bd. 3. Seite 194.

Indessen bemerke ich, dass es hier, wo dieses Problem im Zu- .

sammenhange mit einer Abbildungsaufgabe auftrith, nicht ndthig wird,
dasselbe unabhiingig von diesem Zusammenhange zu losen. Vielmely

bietet dieser Zusammenhang grosse Vortheile, wenn man sich zugleich -

des folgenden algebraischen Satzes bedient:

Wenn ein Problem auf cine Reihe won algebraischen Gleichungen,
fiilwt, deven Aneahl gleich der der davin entholtenen Unbekannten ist,
und wenn fir eime speciclle Annalme der Comstanten des Probloms eine
endliche Zahl eigentlicher Lisungen cxzistirt und durch die Speciali-
swrung nicht wunendlich wvicle weitere Lisungen hereingebracht wey-
den, so hat auch der allgemeine Fall eine endliche Anzall acrgentlicher

Lisungen. |
Denn es fragt sich im allgemeinen Falle nur, ob die Gleichungen

einander nicht widersprechen , oder ob nicht eine schon eine Folge
der andern ist. Im letztern Falle treten unendlich viele Losungen auf

und das Gleiche tritt im erstern Falle bei einer Specialisirung ein,
durch welche das Widersprechende aufgehoben wird,

Das oben aufgestellte geometrische Problem fithrt nun auf 8 Be-
dingungen fiir die achtfach unendliche Schaar von Kegelschnitten, die
im Raume existiren, und jeder Kegelschnitt, welcher den Bedingungen
geniigt, liegt auf der Fliche fiinfter Ordnung, welche die Curve vier-
ter Ordnung als Doppelcurve und die 5 Sehnen einfach enthilt. Hier
bietet sich nun von selbst die Fliche fiinfter Ordnung zur Untersu-
chung des mdglicherweise speciellen Falles dar, dass ein den Bedingun-
gen geniigender Kegelschnitt wirklich existirt.

Man kann also so verfahren, dass man die Existenz eines solchen
Kegelschnitts supponirt, wodurch nur eine Specialisirung der Fliche
fiinfter Ordnung und der Lage der Sehnen gegen die Curve herbei-
gefiihrt werden konnte. Unter dieser Voraussetzung lisst sich aber

die Fliiche fiinfter Ordnung abbilden. In der Abbildung hat man nun

das Mittel, mit Leichtigkeit zu entscheiden, ob eine unendliche oder
endliche Anzahl von Kegelschnitten auf der Fliche existirt, welche
die vorgeschrichenen Bedingungen erfillen. Wenn sich, unter Be-
riicksichtigung der moglichen uneigentlichen Lésungen, diese Anzahl
als. eine endliche findet (wie hier = 2), so wird durch diesen Umstand

bewiesen, dass auch der allgemeine Fall eine endliche Anzahl von Lo~
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sungen hat (hier ebenfalls = 2, da keine uneigentlichen Losungen
g na.chzuwelsen sind), dass also uberhaupt die abgeblldete Fldche schon
die allgemeinste ihrer Art war.

Da es bei den meisten Abbildungsaufgaben nicht schwer ist, zu
einem zugehorigen geometrischen Problem, analog dem oben fiir die
Fliche @ von der fiinften Ordnung oder dem § 4. fiir die Flichen
et Ordnung mit (1 — 2) facher Geraden aufgestellten Problem, zu ge-
langen, so ist das eben gegebene Verfahren fiir die praktische Durch-
fithrung der Abbildung gegebener Flichen sehr anwendbar.

g 9.

Anwendnngen. 3) Fliche F' von der scehsten Ordnung mit
emer doppelten BRaumcurve dritter Ordnung und einer diese
nicht schneidenden Doppelgeraden.

Diese Fliiche F lisst sich in die Form setzen:

(1) FEI_‘%AM Yip=0, (1, k=1, 2, 3)
A (=L, My — L, I,
(2) i yQ——L?’ Ml Ll M
yy =Ly M, — L, M,
und
(3) Ay = o 23> 4 2 B 25 2 - piz 2,2,

Wobe1 die L;, M; lineare homogene Functionen von Ly, Ty, Ty ; 2y,
die @z, Bi Constanten sind. Die Fliche F lisst sich auf einer
Ebene ecindeutig abbilden; denn jede Ebene des Ebenenbiischels

z, — Aag =0 schne1det die Fliche in ciner beweglichen mt@malen_

Curve vierter Ordnung mit drel Doppelpunkten.
In der Form (1), (2), (3) enthiilt die Fliche F noch 18 Constan-
ten homogen. Ich will zuerst nachweisen, dass dle D‘Oppe]curve drit-

3‘—~ 18 = 66 Con-

ter Ordnung und die Doppe]lgerade wmkheh

stanten absorbiren.

- Wegen der doppelten Raumecurve dritter Ovdnung gilt immer die
Form (1), (2), oder, was dasselbe ist, die Form:
A 4, A13 Iq M,
" R ALH A‘22 Agg LQ M2
F Adg Ay Ay Ly M, | =0,
L, L, L, 0 0
M M, M, 0 0
wo Ay =dy. Es fragt sich, wie viele Constanten diese Gleichung
noch enthilt, wenn man die 4y als allgemeinste Flichen zweiter

|l
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Ordnung annimmt. Man erkennt aber leicht, indem man die beiden
letzten Vertikalreihen der Determinante, mit A4;, B, multiplicirt, zur
ersten addirt, die beiden letzten Horizontalreihen , mit C;, D, multi-
plicirt, zur ersten addirt, ete., dass man , ohne den Werth der De-
terminante zu #ndern, auch setzen kann ‘

A4 (4,4 C) L, + (-Bi_‘_'DI) M, statt A4,
A22+ (A2+ 02) L2 + (BQ —+ Dz)‘ Mz ] ‘ 1) Agg‘ ‘
Ay + (434 Cy) Ly~ (By+ Dy) M, » o Ay

- 24y (s Gy) Ly (By+ Dy) M, - (4, + Cy) Ly (By+ D,) M, » 2dAp-
245+ (4,4 Q) Ly (B, + D)) M+ (4,4 G) L+ (By;+ D) M, 24,
24,4 (4y+ Cy) L+ (B, + D) M, + (4,4 C) L,+ (B,+ D)) M, w 245,

wo die 4;, B;, C;, D; lineare Ausdriicke vorstellen. Durch eine Be-
stimmung dieser Grossen lassen sich somit in den Hyperboloiden A“, ,
- Ays Ay je T Constanten zerstoren. Indess enthalten dann die iy
. (i + G, (B:+ D) immer noch je eine willkiivliche Grosse, und man i
kann nachher noch setzen:
24y + % (L, My — L, I1,) statt 2 4,
24y + ¥ (Ly M, — L, M) » 24y
24— (k+ ¥) (L My, — L, M), 24,
Somit kann man in diesen Flichen Ayg, Agy, A4y, dann noch 2 wei-
tere Constanten zerstoren, und die Fliche F’ enthilt noch 6.10
— 8, 7 — 2 = 37 Constanten homogen. Eine Doppelgerade absorbirt
aber nach § 4. in einer Fliche sechster Ordnung 19 Constanten, iiber-

haupt werden also 122 — 37 4 19 — 66 Constanten absorbirt, ’

© Die Abbildung der Fliche F nach unserer Methode macht sich e
hier sehr einfach. Wir betrachten die Schagr rationaler Curven vier- =
ter Ordnung s welche von dem Ebenenbiischel ausgeschnitten wird, der
-seine Achse in der Doppelgeraden a der Fliche hat. Durch die Dop-
peleurve dritter Ordnung, A, der Fliche werde die zweifach unend- . . "

~ liche Schaar von Hyperboloiden gelegt, welche liberhaupt durch 4 hin-
durchgehen kénnen. In jeder Ebene des Biischels wird dadurch eine =
‘zweifdch unendliche Schaar von Kegelschnitten bestimmi , die zu Ba-
sispunkten die drei Punkte haben, in welchen die Ebene von der .
Curve 4 geschnitten wird. Die Transformation ; zu welcher diese -

~ Schaar filhrt, ist daher eine Cremona’sche Transformation sweiter
Ordnung und divect und eindeutry umkehrbar. Durch sie wird die o

- ganze Ebene des Biischels eindeutig auf der entsprechenden Ebene
eines zweiten Ebenenbiischels abgebildet, wobei der rationalen Curve
vierter -Ordnung, welche ihre drei Doppelpunkte in den drei Basis- -
punkten der Transformationscurven besitzt, ein Kegelschnitt der zweiten -~ *
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Ebene entspricht. Die durch diese Kegelschnitte erzeugte Fliche
wird von der wierten Ordnung, - mit ciner Doppelgeraden und einem
 Doppelpunkt, und ihre Abbildung ist bekanut.

Um dieses analytisch nachzuweisén, benutze 1ch aus der zweifach
unendlichen Schaar von Hyperboloiden, welche durch A4 gehen, die
drei oben mit y; bezeichneten, aus welchen sich die iibrigen linear

zusammensetzen :

Y= L2M3'_ L3M2
Yp = LSMI _L1M3
Yy =L M, — L, M,
und fiige den Ebenenbiischel
. . | Yy — A'yg' =0
hinzu. Dieser Biischel, mit dem Bischel », — 42, = 0 verbunden,
giebt die Relation , |
4 ' ByYy — Ty Y3 =10,
and man erhilt die Transformationsformeln :
oYy =3 (Ly My — Ly M,)
(5) e =ay (L My — L M)
_ | oy; =y (L, M, — L, M,)
' oy, =2 (Ly M, — L, M),
welche den Uebergang von der Fliche (1) ‘zu einer neuen Fliche ¢
 pewerkstelligen. Diese Fliche ¢ ergiebt sich, indem man die 2 aus
(1) ‘vnd (5) eliminirt; was hier direet durch Einsetzen von (4) und
(5) in (1) geschehen kann. Die Fliche ¢ wird dann

(6) q:J_:_%Aﬂc Yy =0 (¢, b= 1, 2;-3)
wo ' o | o |
(7) . Ap = g y* + 20z Y5 y, + Yir Yi? | ¢

® eine 'Flﬁéhe _yvierter 'Ordnung ; die (yy =y, = 0) als Doppe]gerade,
(y; =Y, = Y3 =0) als Doppelpunkt besitzt. Die Formeln (2) oder

5) lassen sich aber direct umkehren. Man hat zuerst
S Bnesha
(i=1,2,3, k=1, 2,3,4),

Wobei o
Ay = 2 % Y;

Wy == 2 Mix Y
Fiigt man noch y, &, — y; ¥, = 0 hinzu, so ergiebt die Elimination

- der z
e
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' ' ' 04
(9) ' G Xy = ﬁ_. = %—A s
(4 o, s o,
‘ 0 O —y, 4
(10) e T
U I |
Die Formeln (5) und (9) geben den Uebergang von F zu ¢ und von - .
@ zu F. Ich betrachte jetzt die Abbildung ven F auf @ niker. o
- Die Transformationsfldchen /. in (9) haben mit der Fliche ¢ die =~ .
DOppelgera.de (45 =y, = 0) gemem, der auf ¥ der Schuitt des Hy-.
perboloides L, M, — L, M; =0, eine Raumcurve sechster Ordnung =
vom Geschlecht 1 , entspucht Ferner hat jede der 4 Funchionen fx :
in dem Doppelpunkt von ¢ selbst einen Doppelpunkt. Diesem Doppel-
punkt von ¢ muss eine rationale Curve von F entsprechen, und in . .
der That zeigt (5), dass dies die rationale Curve vierter Ordnung ist, o
welche die Ebene x, = 0 aus I ausschneidet. Aber bei diesem Ueber- -
gange von I’ zu . giebt es noch weitere Fundamentalpunkte auf .
Denn die drei Flichen /; =0, f, =0, ¢ = 0 schneiden sich, nach -
Salmon’s Raumgeometrie (Fiedler’s Uebersetaung, Theil II., pag. -
123) ausser der Doppelgeraden von @ noch in 24 Punkten, von denen .-
indess 8 in den Doppelpunkt (y, =y, =, = 0) von ¢ fallen. Fiir -
die iibrigen 16 Punkte, fiir die X'f; 4; = 0 und X'f; u; = 0 ist, hat.
man also C

(A 5 + 44 4) Ry b — Ay py) =0
(#3ys + w5 9y) (4 8 — Ay ) =0 -
Wenn 4, y, + 4; ¥y = 0 und g, y3 + g, 9, = 0, so verschwinden auch
* f, und f,, ohne dass f; und f, verschwinden.’ Nun schneiden sich dw‘ |
beiden Hyperboloide :
A3y + 44y, =0, Yy + @y, =0
und die Fliche ¢ ausser der Doppelgeraden von ¢ in noch 8 Punk-
ten, von denen 2 in den Punkt (y, =y, =y, =0) fallen. Fiir die -
“tibrigen 16 — (8 — 2) = 10 Punkte huss 4, g, — 4, gy, also f; und
" f, verschwinden. Diese 10 Punkte sind somit einfache Fund’ammtal—:
punkte der Fliche . o
Diesen 10 Fundamentalpunkﬁen entsprechen, da die f; einfach ~
- verschwinden, Gerade der Fliche F, welche der Schaar von rationalen
‘Curven vierter Ordnung angehdren.  Es ist auch geometrisch leicht,
ihre Existenz nachzuweisen, Denn die Sehnen der Doppelcurve 4 von -
F, welche zugleich die Doppelgerade a schneiden, erzeugen eine wind-
- schiefe Fliche vierter Ordnung, welche A4 zur D@ppelcnrve und @ zur
~  einfacheii” Geraden hat. Der Schnitt dieser Fliche mit F ist, ausser
‘A und a, eine Curve zehnter Ordnung, welche hier, da F von dem
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Erzeugenden der windschiefen Fliche ausser A und @ nicht mehr ge-
schnitten wird, in 10 Gerade zerfallt.

Unter der Schaar £ von rationalen Raumcurven vierter Ordnung
auf I giebt es ausser den 10 Curven, die je in eine Gerade und eine
rationale Curve dritter Ordnung zerfallen, noch weitere zerfallende
Curven. Den-6 Ebenen des Ebenenbiischels entsprechend, welche ¢

‘ in’ Geradenpaaren schneiden, schneiden 6 Ebenen des durch o gehen-
den Ebenenbiischels die Fliche F' in Kegelschnittpaaren. Den beiden
Geraden auf ¢, die durch den Doppelpunkt von ¢ gehen, entsprechen
auf F zwei Punkte auf der den Doppelpunkt abbildenden Curve vier-

~ ter Ordnung. ' ‘ |

Noch ist zu dieser Abbildung von F auf ¢ zu bemerken,- dass
man, wenn die Fliche ¢ mit Doppelgeraden & und Doppelpunkt P
gegeben ist, die 10 einfachen Fundamentalpunkte dieser Fliche durch-
aus nicht beliebig auf ¢ annehmen darf, wenn sie das Bild einer
Fliche F vorstellen soll. Denn den Abbildungsfunctionen dritter
Ordpung (9) kénnte man nur die Bedingungen auflegen, & einfach zu
enthalten, in P einen Doppelpunkt zu besitzen und durch 8 Punkte

- yon @ hindurchzugehen, wenn sie n_icht linear von einander abhingen
sollen. Die_10 Punkte miissen anf der Schnittcurve von ¢ mit einem
Kegel 4, g, — A, 4, =0 liegen und dabei noch ein Schnittpunkisystem
bilden, das ich unten, bei der Abbildung auf der Ebene, niiher unter-
suchen werde. - :

Wir kénnen schon hier aus der Kenntniss der Geometrie der Fliche
@ eine Reihe von Eigenschaften der Fliche F' angeben.

Die Eigenschaft von ¢, eine Anzahl von 32 Kegelschnitten zu
e-'ntha,lten', ‘die durch - den Knotenpunkt gehen und mit der Doppel-
geraden je cinen Punkt gemein. haben, hat zur Abbildung dieser

 Tliche auf der Ebene gefithrt. Nach den Formeln (5) entsprechen

" aber den durch den Knotenpunkt gehenden ebenen Schnitten von ¢ -
auf der Fliche F die Schnitte der zweifach unendlichen Schaar von
_Hyperboloiden; die man durch die Doppeleurvé A von F legen kamn,

" d. h. Raumecurven . sechster: Ordnung vom Geschlecht 1, die zwei wirk-

- ‘Iiche und T ~scheinbare, 'Doppe]p'unkte besitzen. Diese Curven haben

- - mit jedem Glied der Schaar X von rationalen Curven vierter Ordnung -
#¥oeir Punkte gemein. ' Speciell - entsprechen aber den 16 zerfallenden

_ebenen Sehnitten von @ auf F' 16 Curven sechster Ordnung, die in
je 2 Raumecurven dritter Ordnung zerfallen miissen, und diese Curven -

schneiden die Glieder der Schaar ¥ in je einem Punkte, -
. Auf der Fliche F' existiren 32 Roumcurven dritter Ordnung
C, welche dic Glieder dey Schaar T in je einem Punkie schuneiden. Je
zwei dieser Curven liegen mit der Doppeleurve dritter Ordmung, A, auf
einem Hyperboloid wnd gehen daher durch dieselben beiden Pumkte der
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Doppelgeraden o von F Tindurch. Diese Curven dritter Ordnung haben
mit A je fiinf Punkite gemein; dic durel A gehenden Hyperboloide, dic
sie- aysschneiden, beriihren I' ausser A woc), sweipunlitiy.  Die Curven

C schmeiden dic 10 Geraden der Fliiche wicht; dagegen trifft jeds dieser

Curven je cinen Kegelschnitt aus Jedem der oben erwiilnten G Kegel-
. schwittpaare einmal und die ergdnzende Curve C imaner die andern Ke-
gelschnitic der Paare. Und zwar geebt es, bei belichiger Wahl vor, 5
der Kegdlschnitte, dic aus 5 Paaren sy nelanen sind, immer eine Curve
C, welche diese 5 trifft, wihrend der Kegelschwitt des scchsten Paares
dadurch bestimmt ist. ‘

Die Analogie dieser Eigenschaften mit denen der Fliiche (6) ist -

auffilllig, und auch bei den spitern Entwicklungen wird sie mehr her-
vortreten, als die dureh die 10 weitern Fundamentalpunkte bewirkte
Verschiedenheit,

§ 10.
Abbildﬁng der Fliiche I auf der Ebene.

Die Existenz der Curven dritter Ordnung € auf der Fliche r
fiihrt zur Abbildung dieser Fliche auf der Ebene. Denn irgend eine
dieser Curven schneidet die Curven dey Schaar ¥ in je einem Punkte,

Man kennt so auf jeder Curve vierter Ordnung der Schaar die drei

Doppelpunkte und einen einfachen Punkt eindeutig, und jedes Glied

cines Kegelschnitthiischels, der durch diese 4 Punlte hindurchgelegt

wird, schneidet die Curve vierter Ordnung in einem beweglichen

Punkte:

welche der Durchgang durch die Flsche @ und die bekannte Abbildung

von ¢ fihrt. Um den Kegelschnittbiischel zu erhalten, betrachtet

man wieder die Hyperboloide durch die Doppeleurve A. Irgend eine
der Curven dritter Ordnung, C, schneidet jedes dieser Hyperboloide
noch in emem beweglichen Punkte, und jedem solchen Punkte ent-
spricht esme Curve der Schaar ¥, Legt man daher durch einen Punkt
der Curve deitter Ordnung, €, und durch die Doppelcurve 4 die ein-

- fach unendliche Schaar von’ Hyperboloiden, von denen dann jedes :

Glied die durch den betrachteten Punks. von (' gehende Curve der
Schaar X in noch einem beweglichen Punkte schueidet, so werden die.
Coordinaten dieser Curve der Schaar rationale Functionen des Para-

meters des Hyperboloidenbiischels. Auf diese Weise entspricht jedem
der durch 4 gehenden Hyperboloide ein. Punkt der Fliche ¥, da jedes
Hyperboloid auf € einen Punkt, dieser Punkt eine der Curven der Schaar
-Z, und das Hyperboloid auf dieser Curve noch einen beweglichen

Die hiedurch angezeigte Abbildung ist identisch mit der, auf

I O TR | QA S AR e e v
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Punkt bestimmt; und umgekehrt entspricht einem Punkte der Fliche
nur eines der Hyperboloide; denn zu. jedem Punkt gehdrt in der Ebene
“der Curve aus X, auf welcher er liegt, cin Punkt von C, und durch
Ziese beiden Punkte und durch 4 kann nur ein Hyperboloid gelegt
werden. -

Die Coordinaten der Fliche T driicken sich dahor auch als ratio-

nale Functionen der beiden Paramcter der doppelt unendlichen Schaar
von Hyperboloiden aus, welche ‘man durch dic Doppeleurve 4 von I
legen  kann. Denkt man sich noch eine beliebige Ebene im Raume,
so entspricht jedem dieser Hyperboloide ihr Schnitt mit dieser Ebene,
“der durch die drei festen Punkte geht, in welchen 4 von der Ebene
geschnitten wird, und umgekehrt kann man durch einen Kegelschnitt,
welcher durch 3 Dunkte einer Raumeurve dritter Ordnung geht, nur
ein Hyperboloid legen, das gugleich diese Curve enthilt.

Die hier gefundene Abbildung der Fliche I auf der Ebene ge-
schieht daher so, dass jedem Puniite von I ein Kegelschnitt der Lhenc
entspricht, der qurch 8 feste Punlite gehi.  Diese Kegelschnitte bilden,
wie die Punkte der Fliche, eine zweifach unendliche Schaar. - :

Tm Speciellen entspricht hiebel jeder der 10 schonrbetrachteten
Geraden der Fliche ein einfacher Fundamentalkegelschnitt der Tbene,
da die Hyperboloide eine solche Gerade ganz enthalten miissen, wenn
sie moch durch einen Punkt ausser A auf derselben gelle}a. Ferner

" entsprechen den 6 Kegelschnitten der Fliche F, welche die Curve C
trifft, doppelte Fundamentalkegelschmttg der Ebene; denn diese 6 Ke-
oelgchnitte schneiden 4 und C schon in 4 Punkten. Endlich ent-
:‘pricht noch der € ergiinzenden Curverdritter Ordnung aunf F' ein
dreifacher Fundamentalkegelschnitt der Ebene, denn alle Punkte dieser
Curven fithren quf dasselbe Hyperboloid, das durch 4 und € gehende.
So enthilt die Abbildung einen dreifachen, 6 doppelte und 10 cinfache
Fzmdamentalkegelsc]wmltte. Ich bemerke noch, dass die Kegelschnitte,
welche den Punkten einer Curve der Schaar X entsprechen, einen
Punkt vmhiillen, pimlich den Punkt, in welchem die Hbene von der
Sehne von A getroffen wird, die durch den Schnitt von C mit der
Curve der Schaar geht. \
 Um diese Abbildung analytisch durchzufiihren, sei zuerst die
" Tlache @ nach § 5. durch die Formeln abgebildet

oy =& @ |

oY =§ @
(11> Q?](;:gl(b)f}

@%:gQQS

wo- die Q Curven dritter Ordnung sind, welche 7 Punkte, darunter
den Punkt (§, = £, = 0), gemein haben. Ausserdem existiren noch
, ‘ 4
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gehoren.

zugleich die gemeinschaftlichen Factoren in 6 eingehen lisst, so driicken
smh die Coordinaten der Fliche F' auf die folgende Welse rational

und homogen durch drei Parameter £, t,, & aus:

+

: A
) co—fi—E2
o, ’“2 X &y 4
] ' 0 0 - gg gn
(13) A= @ Zly; @ 2y Q Zlyi @i

Zm Q@ Zwmes @ g @ oy @
) (=1, 2, 3; k=1, 2,35, 4) .

- Die Functionen f; sind Functionen siebenter Ordnung von §,, &,, &,
welche den Punkt (§ = & = 0) zum dreifachen und die weitern
6 Punkte, welche die Q; gemeinschaftlich haben, zu doppelfen Funda-
mentalpunkten baben. Ausserdem entsprechen den 10 Fundamental-
punkten von ¢ auch hler 10 Punkte der Ebene, so dass die Abbil-
dung von F moch 10 einfache Fundamentalpunkte hat. Es kbnnen
nun keine weitern Fundamentalpunkte in der Abbildung.von I” vor-
handen sein; denn den beiden Punkten, in welchen § — 0 und @, —

sich noch schneiden, entsprechen nur auf ¢ Gerade, auf F -selbst ‘
aber wieder Punkte, und die Abbildung von ¥ auf ¢ hat nach dem -

Obigen keine weitern Fundamentalpunkte.

Dasselbe kann man auch direct aus (12), (13) ersehen. Denn |

ausser den 7 Punkten, welche die ¢; gemein haben, schneiden sich
f, =0 und f/,=0 noch in 49 —4.6—9.1=16 Punkten. ,Fﬁl‘
diese 16 Punkte verschwinden auch -

2l Xl Qa 200 Xl
— Ez 51 T Xy Qi\ Zmg; ¢
und ’ . _
' Zmg; @ X s Qi Py Zli Q Xl O
— & 51 T Ty @ Zma; @

‘Wenn dle beiden ersten Faetoren verschwinden, werden auch fi und I8

Czu Null ‘Ghne dass f, und f, verschwinden. Die durch diese beiden

ersten Factoren dargestellten Curven schneiden sich nun ausserhalb

',der 7 Punkte noch in 4.4 —1.6 — 4,1 =6 Punkten. Fiir die .
ﬁbrigen 16 —6=10 Punkte verschwinden somit simmtliche Functionen +
fr einfach. : -

: Die Fliche T bzldet sich daher auf‘ der Ebene so ab, d'ass ihren
‘ebenen Schwitten Curven siebenter Ordnung entsprechen, d’ze cinen -drei-

fachen, 6 doppelte: und 10 einfache Fundamentalpunkte besitzen.

/

awei Funda.menta]punkte , die dem Schmtt von £ =0, @ =0 an-

Setzt man diese Formeln in (9), (10) des § 9. ein, indem man
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Dieses ist genau die oben geometrisch durchgefithrie Abbildung, wenn
“man die dortlge Erzeugungsweise - der Ebene durch eine zweifach un-
endliche Schaar von Kegelschnitten auf eine Krzeugungsweise durch
Punkte bertriigt. ~

Diese Abbildung ist auch die mbglichst niedrige, da eine Cre-
"mona’sche Transformation zweiter Ordnung nur wieder zu einem #hn-
lichen ebenen System fiihrt.

Das Sykstem der Fundamentalpunkte kann nicht willkiirlich ange-
nommen werden, da in diesem Falle nur eine einfach unendliche
Qchaar von Curven siebenter Ordnung existiren wiirde, welche den Be-
dingungen geniigten. Denn es giebt eine 35 fach unendliche Schaar
von Curven siebenter Ordnung, und die festen Punkte wiirden 34 li-
neare Bedingungen abgeben. Das Schnittsystem der Fundamental-
’ punkte wird im Zusammenhange mit der die Doppelgerade abbildenden

Curve unten untersucht werden.

Ich will jetzt nachtraghoh das geometrische Problem angeben,
dessen Losung direct zu einer eindeutigen Abbildung von F' auf der
‘Ebene gefiihrt hitte :

Wenn cine Gerade a, eine Rauwmcurve dritter Ordnung, A, welche
o nicht schweidet, wnd b Kegelschmitte, dic mit a je zwei Punkte und
mit A je drei Punkte gemein haben, gegeben sind, soll die Anzahl der
TRawmenrven dritter Ordnung bestimmt werden, welche a m zwei Punk-
ton, A in Db Punkten und die O Kegelschnitte in je ecinem Punkte
treffen. )

Denn auf der Fliche F' sind die Bedingungen dieses Problems
verwirklicht; o tritt als DOPPelgerﬁde; A als Doppeleurve, ‘die 5 Ke-
gelschnitte als einfache Curven von F auf und jede Curve dritter
Ordnung, welche die angegebenen Bedmgunoen erfiillt, schneidet I
in 19 Punkten und liegt somit ganz auf der Fliche. Ferner betriigt
~ die Anzahl der Bedmgungen 12, und ebenso giebt es im Raume eine

12 fach unendliche Schaar von Raumcurven dritter Ordnung. TUm die
Liésung des geometrischen Problems zu finden, kann man daher, nach
dem am Schlusse des § 8. Gesagten, die Fla,che F betrachten und
dieselbe unter Voraussetzung der Existenz einer solchen Curve dritter
Ordnung abbilden. Diese Abbildung giebt iibrigens schon die Losung
fir den allgemeinen Fall, denn die Lagen der Curven a, A und der
H Kewelschnitte sind auf F' von einander unabhéingig, da eine Doppel-
o*emde ¢ auf F' 19 Bedingungen, eine Doppelcurve 4 47 Bedingungen,
und jeder der Kegelschnitte dann noch 3 Bedingungen abgiebt, so
dass FF19 +474+3.5=281 Bedingungen zu geniigen' hat, Wahrend
“eine Fliche sechster Ordnung 83 Constanten enthilt.

‘Die Abbildung der Fliche F auf der Ebene lehrt, dass es cine
4%
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der obigen Aufgabe erfiillt.

- Wollte man mittelst einer der 32 Raumecurven dritter Ordnung,'

die man durch die geometrische Losung des erwihnten Problems als

gefunden voraussetzen kann, die Abbildung von I auf der Ebene
direct analytisch durchfithren, so wiirde man die Gleichung der Fliche:

zuerst in der folgenden Form schreiben: :
L, M, a2+ B % | L, M, &z, %
Ly, M, ayzy+Pyw || Lo M, ya,+ o,
Ly M, o33+ B;2, 3 L, M, C{'é zy + B3 2
L, M p VL, M, my w4 20y w52, 4 py 2]
L\ L, My p L, M, m,a'+2n, 2,2 +p,a° | =0

L, M, 9, Ly, M, mya + 20,252, + py 2

Vermﬁée der Gleichung des Hyperboloids, das durch 4 und zwei der

- 82 Raumcurven, C und C’, geht, zerfillt niimlich die Gleichung der

Flache F in zwei Eactoren, Gleichungen von Flédchen dritter Ordnung,
welche durch A und je eine der Curven C, C' gehen und ausserdem
die Doppelgerade von F als einfache Gerade enthalten, da die beiden
Punkte, in denen diese das Hyperboloid schneidet, beiden Curven
C, C’, angehoren; und diese Flichen dritter Ordnung schuoeiden das
Hyperboloid ausser diesen Curven nicht mehr,

Diese Gleichungsform lost sich nun durch Kinfthrung der Ver-
hiltnisse der £ in die 3 Gleichungen auf:

0=E&m—§ o

o, & 4 B g)+7}1 & |

“2§1+ﬂz§2+72§;;l '

ay &+ By B+ 75 &5 | :

£ ‘(al: 1 + B &) 4 my 24 2ny & &, + ) £, ]
£y (00g & + By &) +my 2 4 2m, 8 &) + py E,?

0 = | Ly
' Ey (o &+ B3 &) + my &7 + 2y € g + p3.&)°

Ly

~
SRR ERE

Diese Abbildung ist die am Anfang dieses § geometrisch gegebene.
8o stellt die zweite Gleichung die einfach unendliche Schaar von Hy-
. perboloiden vor, welche durch A und den Punkt gehen, in dem c .
~yon der Ebene £, #; — £, #; = 0 geschnitten wird. . Die rationalen

einzige Raumcurve dritter ‘Ordnung giebt, welche die Bedingungenf )

Ausdriicke der x in den ¢ findet man nun aus den'fblgenden drei in.

- f{in‘ den z linearen Gleichungen, die aus den vorstehenden unmittelbar -
- folgen: : ’ ‘ ; .

0=§&2, —E& 2, o

2”1 § & ‘I‘ P 322

;
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' “uhc’l' aus einer dritten Gleichung, welche aus der letztern durch Ver-
tauschung von L mit A hervorgeht. Die Ausftihrung der Elimination
ergiebt wieder die Formeln (12), (13). |

§ 11

Die Abbildung der Dbppelcurven der Fliiche 7 und das
Fundamentalpunktsystem der Abbildung.

. Ich gehe jetzt an die Untersuchung der die Doppelgeradé abbil-
denden hyperelliptischen Cuxve und die damit zusammenhéingende Be-
" trachtung des Schnittpunktsystems, welches die Fundamentalpunkte
bilden. : _

Aus (12), (13), § 10. folgt, dass dic Abbilduug der Doppelgeraden
o der Fliche F die Curve ‘

Zhi @i, i@

(14) 0=58=| s.u. 0 Zme @ |

eine hyperelliptische Curve sechster. Ordnung, welche die 7 mehrfa-
chen Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat, ist. ’
Bs fragt sich guerst, ob diese Bedingungen, dass S T Doppel-
punkte Dbesitzt und eine hyperelliptische Curve, hinreichen, damit sich
Jie Gleichung dieser Curve in die Form (14) setzen lasse, also als
quadratische Function der 3 Curven dritter Ordnung @;, die 7 Punkte
gemein haben, mit 5 von einander linear unabhingigen Constanten.
Nuu ist die Bedingung der Hyperellipticitit die, dass ein Curvenbi-
schel existirt, dessen Glieder die Curve Sin einem beweglichen Punkte-
paar schneiden. Diese Bedingung ist bei der Form (14) erfiillt; denn

der Biischel
Ehii+AZm; Q=0
schneidet S fest in den Punkten, fiir welche
24 @=0, Zm;@:=0,

. also in 9 Punkfen , von denen 7 Doppelpunkte von S sind. Der be-
“wegliche Schnitt besteht daher noch ans 3.6 —2.7 —2=2 Punk-

" ten, Ueberhaupt schneidet jeder Curvenbiischel dritter Ordnung, wel-

[ T

cher durch die 7 Doppelpunkte von S und einen weitern festen Punkt
“von S geht, die Curve (14) noch in einem neunten festen Punkte.
Solche Punktepaare sind hier die Abbildung eines Punktes der Doppel-
geraden @ von F. : ' o . o
Die Existenz solcher Biischel von Curven dritter Ordnung, die
ausser den Doppelpunkien m noch zwei festen Punkten schneiden, ist
indess fiir alle hyperelliptischen Curven sechster Ordnung mit 7 Dop-
pelpunkten charakteristisch. Denn eine allgemeine Curve sechster
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SO Ordnuno mit 7 Doppelpunkten wird “durch -eine Tlansformahon drit-
- ter Ordnung, bei welcher die Curven dritter Ordnung durch die

ey g e e sy
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7 Punkte gehen, -in eine allgemeéine Curve vierter Ordnung, die

Normalcurve fiir p = 3, iibergefiihrt. Da aber keine hyperelliptische =

Curve vierter Ordnung mit p = 3 existirt, muss diese Transformation

- in unserm Falle illusorisch, d. h. hier melwdeuh,g werden; und dies |

findet nur dann statt, wenn die Curven dritter Ordnung, sobald sie
durch einen Punkt von S gelegt werden, noch einen weitern festen
Punkt mit S gnmein haben. Hieraus folgt aber, dass sich solche =
Curven § immer in die Form (14) setzen ]assen Die Bedinguflg
der Hyperelhptlcltat absorbirt also hier eine Constante.

Um die Coordinaten der Curve S als hyperelliptische Functionen
eines Parameters 4 darzustellen, verbindet man daher mit der Glei-
chung (14) den Curvenbiischel
(15) ThiQi+2Zm =0,
oder auch, .was dasselbe ist, mit diesem Biischel den mit ihm pro-
jectivischen Biischel
2l Q‘i-l—lEmQ;Qi:O,
und erhilt dann die Coordinaten § der Curve S in der Form *)

0& =wy ¥+ W Vs T+ WP+ (P2 by — 3 ly) V@
(16) 0 & =w, y o+ Wy P = Wos V3 + (73 1y — ¥4 l3) ]/@ e
b =wy v+ Wy Fwurs+ M bh—r0)VEQ, 5

wo die w;z == wy; und ganze Functionen sechsten Grads in 4 sind,
deren Determinante X —+ e, wy, wy; verschwindet. Die yp sind Con-
stanten, von denen die § nur formell abhéingen. | w

Der Grad von @ stimmt iiberein mit der Anzahl der Curven des
Biischels (15), welche die Curve S = 0 berijhren. Fiir die Beriih-

‘rungspunkte verschwindet die Functionaldeterminante D von S =0,

ZhiQi=0, Zm; Q=0, die vom Grade 9 ist. Da aber in die

Doppelpunkte von S je 6 Schnittpunkte, in die beiden einfachen Grund-

punkte des Biischels je 2 Schnittpunkte von I mit S fallen, so wird
die: Anzahl der hier wesentlichen Schnittpunkte von D mit S glelch

6.9—6.7-2. 2=38.

Dle Functlon ¢ ist daher eine ganze Function achten Grades n

‘ l wie aucli aus dem Geschlecht g — 3 der Curve § folgt. Da- die

Ausdrucke (16) iiberhaupt vom Grade 6 in A sind, - 80 werden die L

“Functionen zweiten Grades in 4. Nun sind die proportmnal mit

den’ Coordmaten der Verbmdungshme eines Punktepaars in. Welchem f

*) 8 Cl'ebsch und"{Gord'an‘,j:Abel’sche Fungtion’eﬁ pagf. 69. -
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#2778 von einer Curve (15) geschnitten wird, Die Verbindungslinien. der
" Punltepaare von S, welche den Punkten der Doppelgeraden-von F
"+ " entsprechen, umhillen also einen Kegelschnitt. Die Doppelgerade von
| F enthilt 8 Punkte, welche Riickkehypunkte der Fliche sind.

| Unter den Curven dritter Ordnung, welche durch die 7 Doppel-
punkte von S gehen, giebt es acht einfach unendliche Schaaren,

1.2
welche S doppelt, je in der Abbildung_eines Riickkehrpunktes, be-
ithren. Dieses sind die Bilder der Schnitte von I’ mit den Hyper-
" boloiden, welche durch A und durch einen, bez. zwei Riickkehrpunkte
der Doppelgemden‘ gehen. Die Schnitte der einfach unendlichen
Schaar von Hyperboloiden, welche die Doppelgerade berithren und
durch A gehen, bilden sich durch Curven dritter Ordnung ab, die S
ebenfalls in zwel Punkten, den zwei Punkten eines Paares, berithren.
" Jch wende mich nun zur Betrachtung des Schuittpunkisystems der
Fundamentalpunkte. Die ebenen Schnitte der Fliche bilden sich als
Clurven siebenter Ordnung ab, welche 10 Punkte der Ebene, a,, a,, .. ¢4,

“welche die Curve S in ginem Punkte beriihren; 8.7 __ 98 Cyurven,

S einfachen, 6 Punkte by, by, .. by zu doppelten und einen Punkt ¢

ou einem dreifachen Fundamentalpunkte besitzen; und diese Punkte
«ind so zu wihlen, dass sie bei den Curven siebenter Ordnung nur
32 Bedingungen an Stelle von 34 abgeben, damit eine dreifache Schaar
solcher Curven iibrig bleibt. Nach der frither gegebenen Abbildung
niissen die 10 Panlte a; auf einer hyperelliptischen Curve S liegen,
welche ¢ und die b; zu Doppelpunkten hat und durch diese und 5 der
Punkte a; schon pestimmt ist. . Es fragt sich nun, wie die tibrigen
5 Punkte a;, nachdem die. andern beliebig in dex Ebene angenommen
~gind, auf der Curve S gewiihlt werden miissen. Ich werde nachweisen,
dass man noch swei dieser Punkte beliebig auf S wihlen darf und
" dass die iibrigen 3 Punkte dadurch vollig bestimmt sind.

Wenn eine Curve siebenter Ordnung, B = 0, den Bedingungen
geniigt, in ¢ einen dreifachen, in den 6 Punkten b; Doppelpunkte zu
besitzen, enthilt sie noch 11 Constanten linear, von denen man noch,
wenn man nur das Schnittpunktsystem von B =0 mit §=0 betrach-
tet, zwel zerstoren kann durch Zuftigung eines Gliedes (a §, -+ B &,) S.

-  Das Schnittpunktsystem von R mit S ist daher bestimmt, wenn man
'R »_noc,h« durch 9 beliebig auf S gewihlte Punkte gehen ldsst; diese
pestimmen die 3 letzten Schnittpunkte. Lisst man B durch 10 be-
lichig auf S gewihlte Punkte gehen, so zerfallt R=0in S = 0 und
einen Geradenblischel « & + B & =0.
Ich nehme nun an, dass man R =0 durch 7 beliehige Punkte
g vou S und durch eines der Punktepaare auf S, welche den Punkten

~© der Doppelgeraden von I entsprechen, gehen ldsst. R =0 schneidet
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S =0 dann noch in drei Punkten ¢. Solehe 10 Punkte ¢, ¢ bilden,
wie ich zeigen will, ein System, durch’welches man eine dreifach
unendliche Schaar von Curven R legen kann, welche im Allgemeinen
nicht zerfallen, ein System, das also als ein Fundamentalpunktsystem
der a; betrachtet werden kann.
Zu diesem Nachweis werde ich mich des Abel’schen Theorems
bedienen. KEs existiren in Bezug auf § = ( drei endliche Integrale,
~ die ich #hnlich, wie pag. 190, unterscheide. Der untere Index der
Integrale sei %(k =1, 2, 3). Die Summe der 2 Integrale uz, ge-
nommen {iiber die beiden, im Punkte ¢ vereinigt liegenden Punkte,
seli mit [z, die Summe genommen in Bezug auf die zwei in einem
Punkte b; vereinigt liegenden Punkte mit B, die Integrale w; in Be- -
zug auf ein Punktepaar [,, I, von S mit I, I;" ete., bezeichnet. Man
habe allgemein fir die Integrale w;, ausgedehnt iiber den Schnitt von
S =0 mit einer Curve s*** Ordnung:

W) - wl® 4 - Ul =y,

, ) (k = 12 2 ) 3); !
wo die p; Constanten sind. Die Eigenschaft der Hyperellipticitiit der
Curve S Iisst sich nun leicht in Gleichungen aussprechen. Man be-
trachte ndmlich die Curven 3 Ordnung, welche man durch ¢ und
die b; legen kann, und nehme den Biischel heraus, welcher durch das
Punktepaar I, I hindurchgeht. Eine Curve dieses Biischels schueidet
110(53]; in einem weitern Punktepaar 4, 4, und fiir diese Curve hat man
daher die drei GIeichungen

z.—G

I'k—{— 2 B(‘ —-I-Zk+31_ +AL+/1,; ——-31&
Daraus folgt aber:

Ay - Ay = Const.,
also ' '

(17) Ak+’1k’=lk+lk’ ;y k=1, 2, 8) )

Durch diese Gleichung, welche aussagt, dass die Summe der Integrale
., ausgedehnt iiher die verschiedenen Punktepaare von § = 0, emander
gleich ist, wird die beriihrte Eigenschaft von § = 0 vollstandlg definirt.

Ich lege jetzt durch das Punktepa,ar I, U eine Curve R = 0,

‘welche in ¢ einen dreifachen, in den ¥, Doppelpunkte hat. Dlese
Curve schneidet S — O noch in 10 Punkten, deren entsprechende In-
~tegrale mit #() bezeichnet seien. Fiir eine solche Curve hat man

i=—6 ) =10
sy B+-2 2 BY b+ U4 I o) =Ty,
| " k=1, 2, 9).

e oy e o e s o e
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‘Diese Gleichungen sind aber auch eindeutig umkehrbar und .geben,
wenn 7 der 10 Punkte #; beliebhig anf S angenommen sind, drei
- weitere Punkte 7;, weleche mit den 3 Punkten #;, durch welche B =0
noch geht, identisch sein miissen, da in dem-Schnittpunktsystem von
R =0 mit S = 0 ebenfalls drei Punkte durch die iibrigen Annahmen
bestimmt sind. Die Gleichungen (18) fithren also auch immer auf
eine Curve B = 0 von den bezeichneten Eigenschaften®),

Die drei Punkte, welche durch die Umkehrung der Gleichungen
(18) gefunden werden, sind aber von dem Punktepaare I, I unab-
hingig, durch welches die Curve I =0 gelegt worden ist, da in (18)
nur die Summe % -} ;" eingeht, die nach (17) constant ist fiir irgend
ein Punktepaar von S. Dies giebt den Satz: ‘

Fs sei S = 0 die Gleichung ciner Twyperctliptischen Curve 6 Ord-
' numg mit 7 Doppelpunkten.  Legt man eine Curve T'r Ordnung, R = 0,
welche i cimem der T Doppelpunkte von S einen dreifachen, in den
- jibrigen Doppelpunkite besitzt, dureh e Paor der auf S existirenden
einfach unendlichern Schaar von Punltepaaren wnd durch 1T beliebige
feste Punlite von S, so schmeidet diese Curve die Curve S =0 in drer
weitern festen Punkten, awelche wnabhingly sind von der Wall des
Punktepaars.  Irgend welche T Punlte der Curve S = 0 bestinnen
daher drei weilere emdeutig.

Ich lege nun weiter eine Curve I durch 7 beliebige Punkte
¥y Tay +- ¥y u0d durch einen Punkt » von den drei durch diese 7 Punkte
auf S bestimmten Punkten #y, 7y, . JLésst man R weiter durch
einen beliehigen Punkt 7 von S gehen, so schueidet R die Curve
S =0 noch in weitern 3 Punkten s, s®, s® fiir welche die Glei-
" chungen (18) ergeben:

S - o+ o — b ) )
(k =1, 2, 3)7

d. h. R schneidet noch in denjenigen beiden Punkten, welche mit
7y, ¥yy -+ 7 cines der im vorhergehenden Satze angegebenen Systeme
von 10 Punkten ausmachen, und ausserdem in demjenigen Punkte 7, -
welcher den Punkt { zu einem Paar ergiinzt. Hieraus folgt:

 Legt man eime Curve B durch irgend 8 Punkte der oben definirten
Systeme von 10 Pumnkten auf S, so geht diese Curve auch durch dic
iibrigen beiden Punkte des Systems und schneidet S iiberdies in ecinem
der auf S liegenden Punlicpaare. Die Bedingung, dass R. durch dic
10 Pumlte eines solchen Systems hindurchgeht, giebt also nur 8 lineare

#) Dieser Schluss ist fiir jede andere Curve f=0, welche einfache oder viel-
fache Punkte in den Doppelpunkten einer Curve S = 0 hat, richtig, vorausgesetzt
" im Allgemeinen, dass der Grad von /=0 nicht kleiner als der von S=0 ist.

s
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- Relationen fiir die Constantern. von B, und es gieht ecine dreifac Bl
- uncndliche Schaar von Curven Tter Ordnung, welche in ¢ einen drej- -

fachen, in den b; Doppelpunkte und in den. 10 Punkten eines der be-
trachteten . Systeme von S einfache Punlkte haben. Von exnem  Solchen
Systeme sind noch T Punkte Uclickig, dic 3 andern Punkte dadurch. = -
bestummd. A - .
Die hier gefundene dreifach unendliche Schaar von Curven R hat = . '
die. nimlichen Rigensehaften, wie die die ehenen Schnitte von F
abbildende Schaar (12), (13). Wir haben daher das Sehnittsystem der

Fundamentalpunkte vollstiindig definirt, indem wir 7 der Punkte o
willkiirlich auf S annehmen, durch diese und irgend eines der Punkte- .~ - 7

paare von S eine Curve R legen, und die drei weitern Schnittpunkte -
von R mit S als die drei letzten Fundamentalpunkte @; nehmen. -

Um die_goomelrische Bedeatung dieses Schnittpunktsystems fiir L ‘

die Fliche F zu finden , suchen wir die Curven auf F' auf, welchen-
die allgemeinen Curven R, die in ¢ einen dreifachen, in den b; Doppel-
punkte haben, entsprechen. Wir betrachten die Schnittcurven von F

und von Flichen Hter Ordnung, welche die Doppelgerade ¢ von F zur % |

einfachen, und die Doppelcurve ter Ordnung A4 zur Doppelcurve haben.

Es giebt eine 11 fach unendliche Schaar solcher Flichen v, und die -

Abbildung ihrer beweglichen Schnitte mit F, Raumcurven 16 Ord-
nung, ist eben die 11 fach unendliche Schaar der Curven R, deren*_

Gleichung:

Rggl ElikaQk-f—EgZ@inQk-:O. o
Die Sehnen von 4 , welche zugleich ¢ schneiden, treffen diese Flichen .
¥ nur in Punkten, welche ¢ und 4 angehbren; sobald daher eine -
Fliche. ¥ gezwungen wird » noch durch einen weitern Punkt einer )
solchen Sehne zu gehen, enthilt sie die Sehne ganz. Nun werden . .

die 10 Sehnen, welche auf F liegen, ausgeschnitten von der wind- =

schiefen Fliche 4ter Ordnung, Q =0 , Welche @ zur einfachen, 4 zur-

Doppeleurve hat und duarch die durch @ gehenden Sehnen von A etzeugt - I
wird. Eine Fliche ¢ enthilt daher 4 .5 — 4 .3 — 1 = 7 dieser el

Sehnen. Man kann nun ¢ zwingen, 7 beliebige der Sehnen (24) zu
enthalten, da diesés nur 7 lineare’ Bedingungen fiir die Coefficienten

- von ¢ mit sich bringt; und sobald gezwungen wird, noch durch -
- eine 8% der Sehnen zu gehen, zerfillt in die 'Fliche Q = 0 und in

eine beliehige Ebene, und enthilt dann also alle 10 Geraden der

. Blicho F. Der Schnitt von @ — 0 mit F wird nur darch die 10 Punkte. ..

g von § abgebildet.  Unsere Betrachtung zeigt also, dass die Curven -
R, sobald sie durch 8 der Punkte a; gelegt werden, ‘auch .durch die
beiden {librigen gehen und dann die ebenen - Schnitte von ¥ abbilden. "

.. Um auch bei der oben gegebenen. Abbildung der Fliche F'. auf -

der Fliche ¢ das .Euhdamentalpunktsysterﬁ 2u.- erhalten, fbeméifke} ich ~
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e l:;?{'n'oéh', d'gi,;ssl den Schnitten von F mit cie’u. Flichen zpﬁdi(; ‘*S;:hnitté VOI.I-

¢ mit Flichen 3' Ordnung entsprechen » welche durch die Doppel-

S0 ‘gerade von ¢ einfach gehen und den Doppelpunkt von ¢ selbst zum

: _Doppelpunkt haben. .
"« Zur Vervollstindigung der Abbildung der Fliche F' auf der Ebene
ist noch die Untersuchung der Abbildung der Doppelcwrve 3ter Opd-

nung A der Fliche F erforderlich. Man erhilt die Gleichung dieser

Abbildung, indem man die Schnitte der durch 4 gehenden Hyper-

: "boloide betrachtet, deren Gleichung:

N L M, k|
L (19) | | L, M, & =0,
o L, M, ks
wo die & Constanten bedeuten. Da aber nach (2) und (11)
'LQMg—L3M2=T.Q1 .

/ LM, — L M;=T. g,
. LM,—1LM=T.9q,,

so wird die Gleichung der Abbildung der Schnittcurve der Hyper-
* boloide von der Form: |

(20) : T. k@, +\l¢2@z+k3@3} =0.

Der Factor T'= 0 reprisentirt die Abbildung der Doppelcurve 4 , und
wird erhalten, indem man die beiden Formen (19), (20) wirklich in
einander tberfithrt, Indem man dabei genau so verfihrt, wie Herr
Clebsch in einem analogen Fall, Math. Annalen, Bd. 1., pag. 297,
findet man als Gleichung der Abbildung der Doppelcurve:
’ (21) T=24pg@=0,
~ wobei p,, p,, p; die Unterdeterminanten, genommen resp. nach 0y, oy, o
‘der Determinante:
hi by by ZmQ 0
121 Z22 l23 Emzi Qi O
by byl Zms@Q — &,
i b by Zmy @ g
L , @ & O 0 0
und _WOBei“Qi » Q2 G5 auS resp. p;, Doy p3 hervorgehen , indem man die
. Iy und my; mit einander vertauscht,
S Die Abbildung der Doppelcurve 4, T — 0, ist eine Curve 11t Oxd-
~nung, welche ¢ zum fiinffachen, die 6 Punkte #; zu dreifachen und
. =die 10 Punkte o; zu Doppelpunkten hat. Es ist eine hyperellipﬁsché

‘F"L“‘_G'Vtirve; vom Geschlecht ' = 7. Die Punktepaare dieser Curve haben .

i N

L eine merkWﬁrdlfB‘e Lage; denn die Geraden, welche durch den Punkt
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¢ gehen, schneiden die Curve 7' ausser ¢ noch in je' drei Punkte- ° -
‘paaren, da diese Geraden die Bilder der Curven der Schaar ¥ auf F o
sind. . Die Verbindungslinien je zweier Punkte eines Paares umhiillen .
; also einen Punkt, den Punkt ¢. - Die Punkte der Curve T ergeben
o | sich aber hier nicht als hyperelliptische Functionen des Parameters 1

, IR ~des Geradenbﬁsche]s, der seinen Scheite]l im Punkte ¢ hat; obwohl

o : - eine Gerade dieses Biischels die Verbindungslinie'eines Punktepaars .
chete ‘ von ' ist, denn eine solche Gerade geht durch drei Punktepaare,
P Vielmehr betrachtet man, um die Coordinater von 7' als hyperellip- - '}

S B tische Hunctionen eines: Parameters auszudriicken, auf der Fliche ' = .
e den Ebenenbtischel, welcher durch eine der 10 Geraden der Fliche S
1 - gelegt werden kann. Eine Ebene eines solchen Biischels schneidet oy
B die Curve 4 noch in einem beweglichen Punkte, die Abbildung eines
'\“ - . solchen Schnittes also 7' in einem beweglichen Punktepaar. Man legt

somit in der Bildebene den Biischel von Curven Ter Ordnung, welche
¢ zum dreifachen, die &, zu Doppelpunkten, 9 der Punkte Biy Oy y Cyy oo lly ; o
- 2u einfachen, den 10 Punkt g, zum Doppelpunkt haben. Die Curven - |
|

B T e T SN

des Biischels schneiden 7 dann noch In zwei weitern festen Punkten, . »
welche den Doppelpunkt a;y von T zu Paaren erginzen, und jé bl
einem beweglichen Punktepaar, so dass die Coordinaten von 7' byper- .
elliptische Functionen des Parameters ¢ dieses Curvenbiischels werden,
der mit 4 durch eine Gleichung zusammenhéingt, die in g cubisch, in .
4 linear ist. Die Coordinaten werden Ausdriicke von der Form (16), ..
wobei aber @ eine ganze Function 16tn Grads, die J; lineare ganze. . .|
S R Functionen, die e;; Functionen 9t Grads von ¢ werden. Die Curve . |
Lo 4 hat daher 16 Punkte, welche Riickkelpunkie der Fliche sind. e
b | In dem Geradenbiischel, der seinen Scheitel in ¢ hat, giebt es
16 Gerade, welche die Curve 7 einfach bertihren; es sind die Bilder 7|
der Curven 4'e Ordnung der Schaar Z, welche durch die 16 Rick- . Sl
kehrpunkte von 4 gehen. Ausserdem giebt es in dem Biischel noch-
4 Gerade, welche 7' doppelt beriihren; es sind die Bilder der Schnitte I E
der Fliche mit denjenigen 4 Ebenen, welche durch die Doppelgerade -7}
gehen und die Curve A4 bertihren. Die Beriihrungspunkte einer dieser .
- 4 Geraden sind zwei Punkte eines Paars von T. ’

-

§ 12. : _ S

- Die rationalen Curven der fiinf ersten Ordnungen, welehe die =
ST 'Fliche F enthilt. . N :

o -Nachdem ich in den vofhergehenden §8 die Grund'ziigé der Abbil- 2

- ‘dung der Fliche F auf der Ebene festgelegt habe, werfe ich noch
7. einen Blick anf die Geometrie -auf der Fliche F, um mit Hiilfe ._de;:‘[\

B
¥ i
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" Abbildung die Curven der niedrigsten Ordnungen, inshesondere die
" rationalen Curven der Fliche, zu untersuchen. SR
- Wenn die Bildeurve von der Ordnung # ist und in ¢ einen ¢ fachen,
' im Punkte b; einen f;fachen und im Punkte g; einen e, fachen Punkt
hat, so werden Ordnung M und Geschlecht p der entsprechenden

" Raumcurve der Fliche:
o, . o, —1 )_‘(377,31_._1

N __y.'y—l
2 = 2 7’

" yorausgesetzt, dass die Bildcurve keine weitern vielfachen Punkte hat,
. welche tibrigens auf p eine gleiche Erniedrigung hervorbringen wiirden,
© . ie auf das Geschlecht der Bildeurve.

1. Gerade der Fliche., Fiir diese ist M =1, p=0. Man tiber-

seugt sich leicht, dass den Gleichungen (22) nicht zu gentigen 1st.

Ausser den 10 Geraden, welche durch die Punkte a; dargestellt werden,

and welche sich mit ebenen rationalen Curven 3 Ordnung zu Curven

der Schaar I erginzen, giebt es keine Gerade auf der Fliche.
1. Kegelschnitte. M =2, p = 0. Die 6 doppelten Fundamental-
~punkte 0 oeben Kegelschnitte. Diese ergéinzen sich mit 6 weitern

Kegelschnitten zu Curven der Schaar Y. Die letztern bilden sich als

‘Grerade ab, welche ¢ mit den Punkten b; verbinden. Ausser diesen

12 Kegelschnitten giebt es keine auf der Fliche.

III. Rawmcurven 3t Ordnwung. M = 3, p=0. Wir haben bereits

" die Existenz von 32 solcher Curven C nachgewiesen. Eine derselben

ist bei der Abbildung bevorzugt worden, indem ihr der Punkt ¢ ent-
»spriph't-._, Die Bilder der andern Curven C sind:

1. die Geraden, welche durch je zwei der b; gehen, an der Zahl
1.2 :

9. die Kegelschnitte der Ebene, welche durch ¢ und 4 der b; gehen,

ebenfalls 15; B S
3. die Curve 3t Ordnung, welche ¢ zum Doppelpunkt hat und

durch die 6 Punkte ; geht. Diese stellt eine Curve ' dar, welche

‘die durch ¢ dargestellte C erginzt, indem sie mit ihr und A auf einem
Hyperboloid liegt, wie, direct aus der Betrachtung der “Abbildungen
. - der Schnitte der durch ‘A gehenden Hyperboloide folgt. Ebenso er-
) ginzen sich die.durch 1. und 2. abgebildeten Curven gegenseitig zu
" gweien.  Zwel sich erginzende Curven C schneiden sich in 2 Punkten

—_—
_

©2)

m—1.m—2_

N

“a /ljegendé‘n Schnittpunkte solcher zwei Curven 16sen sich in der Abbil-
" dung in getrennte Punkte auf.

{

" amsserhalb der Doppelgeraden o der Fliche F. Die zwei andern auf"

7 Jede dieser 32 Curven C ist 6 Kegelschnitteﬁ der Fliche iﬁge;f‘ |
: :‘}d’r’dnet ,"'welch‘e sie trifft. Jede der Curven wird: nicht oder einmal
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getroffen von den 15 Curven, deren zugeordnete Kegelschnittsysteme

mit dem ihrigen 4 oder 2 Kegelschnitte gemein haben.

Ausser diesen 32 Curven giebt es, da den (leichungen (22) nicht
mehr zu geniigen ist, keine Raumcurven 3'r Ordnung auf der Fliche.

IV. Die ebenen Schwmitte der Fliche bhilden sich durch Curven
7' Ordnung, R, ab, welche ¢ zum dreifachen, die b; zu doppelten,
die @; zu einfachen Punkten haben. Das Geschleeht ist p = 6.

Die ebenen Schnitte der Fliche zerfallen in folgenden Fillen:

1. wenn den Curven It der Ebene die Bedingung auferlegt wird,
in einem der Punkte b; einen dreifachen Punkt zu besitzen. Die ent-
sprechende Schnittebene geht dann durch den durch ; dargestellten
Kegelschnitt der Fliche, und schneidet folglich noch in der Doppel-
geraden und n einem weitern Kegelschnitt, Sie ist hier eine 5 fach

hertihrende, denn sie beriihrt die Fliche in den 4 Punkten, in denen

die beiden Kegelschnitte die Doppelgerade, und in derm Punkte, in
dem dieselben sich selbst ausserhalb 4 schneiden. I} selbst zerfillt
m die Carve S und die Gerade (cb,). ‘

2. Ferner konnen die Curven R in einem der Punkte @; einen Doppel-
punkt besitzen. Die entsprechenden ebenen Schnittcurven der Fliche
werden dann von den durch die 10 Geraden derselben gehenden Ebenen-
biischeln ausgeschnitten und sind Curven Hler Ordnung, welche drei
feste einfache Punkte haben, in den Punkten, in welchen die Achse
des betreffenden Biischels die Doppelgerade ¢ und die Doppeleurve 4
schneidet, und welche ausserdem in dem dritten Punkt des Schnitts
der Ebene mit 4 einen Doppelpunkt haben, also p==>5. Diese Curven
5er Ordnung schueiden also die Achse des betreffenden Ebenenbiischels
m zwei beweglichen Punkten. Diese Punktepaare auf einer Geraden
der I'liche bilden eine Inwolution. Denn jedem Parameter des Ebenen-
biischels, dessen Achse diese Glerade ist, entspricht eine Curve Hte Ord-
nung und folglich ¢in Punktepaar auf der Achse, und jedem Punkt
dieser Achse entspricht nur ¢ine Curve 5 Ordnung, die durch ihn
geht, also ¢in Parameter des Ebenenblischels, da die Achse eine ein-
fache Gerade der Fliche ist. Zwei der Curven 5 Ordnung einer
Schaar berithren also die Achse des Biischels. Die Ebenen, welche
eine solche Schaar ausschneiden, sind zweifach beriihrende, und unter
ihnen" giebt es eine endliche Anzahl von dreifach beriihrenden, die
man erhilt, wenn man die entsprechenden Curven der Bildebene auf-
sucht, welche einenl weitern Doppelpunkt haben. ‘

Durch ein Verfahren, das dem von Herrn Cayley (Crelle’s Jour-
nal Bd. 63) bei Curven mit gemeinsamen Doppelpunkten angewandten

. o . r ter |
analog ist, findet man nun, dass d1e. Zahl der Culven: m »Ordnungf
in einem Biischel mit 4; gemeinsamen ¢ fachen Punkten (v ==1,2,....),"

welche noch einen weitern Doppelpunkt besitzen, gleich
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s(m— 12— 2@—1) 3i 4+ Vi

s, Man erhiilt also hiev fiir die Curven R, die in einem der Punkte

; einen Doppelpunkt besitzen, 3 .62 —2.10 —T7.7=39 Carven

‘mit einem weitern Doppelpunkt. Indessen existirt unter diesen.Curven

oine zerfallende, nimlieh in die Curve S und die Gerade (ca;). S und
(ca:) schneiden sich ausserhalb ¢ und a, noch in 3 Punkten, die also
Doppelpunkte dieser Curve R sind. Zihlt man somit diese zerfallende

(turve dreifach, so bleiben noch 36 Curven mit weiterm Doppelpunkte;

oder es giebt in jedem der 10 Biischel 36 dreifach beriihrende Xibenen,

" abgesehen von Jen durch die Doppelgerade der Fliche gehenden

FEbenen.
3. Von weitern serfallenden ebenen Schnitbcurven existiven nur

noch die Schnitte duxrch die Doppelgerade a der Fliche, da man wegen
des Schuittpunktsystems der Fundamentalpunkte die Curven [ nur in

- die Curven S and in einen durch ¢ gehenden Greradenbiischel zerfallen

lassen kann. Dieser Georadenbiischel bildet die Schaar ¥ von rationalen
Curven 4 Ordnung ab. 0 dieser Curven zerfallen weiter in Kegel-

- gehmittpagre, 10 in eine Gerade und eine cbene Curwe 3 Ordming

it cinem Doppelpunkt.

V. Die Schnitte der Fliche mit Hyperboloiden, welche durch die
Doppelcuroe A gehen , haben wir schon in § 11. (20) abgebildet. Diese
Hyperboloide schneiden I7 ausser A noech in Rawmncurven 6t Ordnung
vom Gesellecht 1. Die Bilder dieser Curven sind die Curven 3' Ord-
nung, welche durch den Punkt ¢ und die 6 Punkte b; hindurchgehen.
Tm Besondern kommt man hier

1. auf die 32 Raumcurven 3'¢r Ordnung C der lliche;

9. auf 12 Ravmcurven 4'° Ordnung zweiter Species. 6 dieser Curven
bilden sich ab durch Curven 3t Ordnung, welche in einem der 0
einen Doppelpunkt haben und durch ¢ und die iibrigen 5 b; einfach
gehen; die 6 ﬁbrigen Curven durch Kegelschnitte, welche durch b der
b; gehen. Die Hyperboloide gehen hier noch durch einen der 12 Kegel-
schnitte der Fliche. Eine solche Raumeurve 4 Ordnung ist also je
einem Kegelschnitt zugeordnet, indem sie mit .diesem 4 Punkte, von
denen 2 auf der Doppelgeraden liegen, gemein hat, und indem sie
den erginzenden Kegelschnitt gar nicht, die iibrigen 10 Kegelschnitte
in je einem Punkte trifft. - Eine solche Curve wird also von einer der
Curven C in keinem oder einem Punkte getroffen, je nachdem diese

: » Raumeur ter ‘ T . : :
den der Raumecurve 4ter Ordnung zogeordneten Kegelschnitt trifft oder

nicht trifft, %ﬂSO von 16 getroffen, von 16 nicht getroffen. Diese
Curven schneiden jede der Curven der Schaar X in zwei Punkien.

«9 . : : .
3. Auf 10 einfach unendliche Schaaren von Rawsncurven 5 Ord-

- g vom Geschlecht 1, indem man die Hyperboloide noch durch je
~ eine der Geraden der Fliche gehen lisst. In der Abbildung gehen
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die entsprechenden Curven Bter Ordnung durch je einen der 10 Punkte

;. In jedem dieser Biischel giebt es 3 .22 = 12 Curven mib Doppel-

‘punkt, also auf der Fliche 10 .12 rationale Raumcurven 5 Ordnung, ~ .

welche von Hyperboloiden ausgeschnitten werden, die durch 4 und
je eine der Geraden von F' gehen und die Fliche beriihren.

4. Auf 45 Rawmcwrven 4 Ordnung erster Species, indem man die

Hyperboloide durch je zwei der 10 Geraden gehen lisst. :
VI. Die Schnitte der Fliche F' mit Flichen 3\ Ordnung, welche -

durch die Doppelcurve 4 und die Doppelgerade @ gehen, werden auf
der Bildebene durch die fiinffach unendliche Schaar von Curven 4' .
Ordnung abgebildet, welche ¢ zum Doppelpunkte, die b; zu einfachen -
Punkten haben. Diese Schnitte sind Raumcurven 10 Ordnung vom
Geschlecht 2, und unter dieser Schaar giebt es eine reiche Mannig-
faltigkeit von zerfallenden Curvem wund Curvenschaaren, von denen
wir die folgenden erwihnen: ‘ '

1. Schaaren vationaler Rawmcurven 5' Ordnung werden dargestellt

a) durch die Geraden, welche durch einen Punkt b; gehen;

b) durch die Curven 3'® Ordnung, welehe ¢ zum Doppelpunkt
haben und durch 5 der Punkte b; gehen;

¢) durch Kegelschnitte, welche durch den Punkt ¢ und drei der
Punkte b; gehen. Je ein Glied einer Schaar a) erginzb sich mit einem o

- (lied einer Schaar b), und-je zwei Glieder aus zwei Schaaren c) er-

ginzen sich zu einem vollstindigen Schnitt einer der Flichen 3t Ord-
nung mit F. a) giebt 6, b) giebt G, und ¢) giebt 20 einfach unend-
liche Schaaren von solchen Raumcurven. . B}

Es giebt also auf der Fliche 32 einfach unendliche Schaaren ffon
rationalen Raumcurven 5 Ordnung, welehe die Curven der th’aa.r
Y in je ecinem Punkte treffen. Irgend eine dieser Schaaren wird von
einer zweiten so erginzt, dass je zwel Curven, aus den beiden Schaaren |
genommen, mit 4 und o den vollstindigen Schnitt einer Fliche 8ter Ord-
nung mit F bilden. Jede dieser Schaaren ist 6 Kegelschnitten zu-
geordnet, welche sie trifft, wihrend sie die erginzenden Kegelschnitte ’
nicht schneidet; indess ist eme solche Combination K’ von 6 Kegel-
schnitten verschieden von den Combinationen K, welche den 32 Raum-
curven 3t Ordnung zugeordnet sind. Zwei Combinationen K und K’
haben immer eine ungerade Anzahl von Kegelschnitten gemein, und.

je nachdem sie B, 3 oder 1 Kegelschnitt gemein haben, trifft die K '} R o
zugehbrige Raumcurve 3' Ordnung eine Curve der K’ zugehdrigen, . .7
Schaar von rationalen Raumecurven Hter Ordnung in 0, 1, oder 2 Punkten. =
Die Curven einer Schaar treffen also 6 Raumcurven C nichb, 20 einmal - - -
und 6 zweimal. Curven aus einer Schaar schneiden einander micht, .

Curven aus verschiedenen Schaaren schneiden sich in 3, 2, 1 Punkten; -
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. “je nachdem die zugeordneten Combinationen K". 0, 2, 4 Kegelschnitte
- gemein haben. ‘ : . ’ L
~ In jeder dieser 32 Schaaven giebt es 6 Curven, welche in eine
‘der. Curven O und in einen entsprechenden Kegelschnitt zerfallen.
9 Rawmeurven 4t Ordwung zweiter Species.  Die unter 1. behan-
“delten Schaaren zerfallen weiter, wenn man die Bildcurve noch durch
" einmen Punkt a; gehen ldsst. Die Raumcurve zerfillt dann in die ent-
sprechende Gerade der Fliche und in eine Raumecurve 4'* Ordnung
zweiter Species, die giinzlich verschieden ist von einer der sub V, 2.
erwihnten Curven. .
. Es liegen somi’é( auf der Fliche 10 .32 cinzelne Raumeurven 4o
' Qrdnung zweiter Species, die je. einen Punkt mit jeder Curve der
Schaar T gemein haben. Je 82, aus 32 verschiedenen Schaaren von .
rationalen Curven 5'er Ordnung (VI, 1.), sind einer Geraden der Fliche
| 'zugebrdnet,_indem sie diese in elnem Punkte, die {ibrigen Geraden
~gar nicht, treffen. Im Uebrigen, besonders in Bezug auf die Kegel-
schnitte und Curven C der TFliche, verhalten sich diese Curven 4'r Ord-
‘nung genau wie die sub VI, 1. erwihnten Schaarven, da je 10 der
Curven einer Schaar angehdren.

3. Rationale Rauwmourven Bler Ordnung. Wir betrachten noch eine
endliche Anzahl solcher (urven, welche die Fliche enthillt, die aber
einer der 32 Schaaren angehdren und verschieden sind von den sub V, 3.

- ‘e‘rwahnten* Curven. ‘ |

o a)‘.Man kann einmal die Flﬁchen 3ter Ordnung, welche ¢ und 4
" enthalten, noch durch eine der Raumeurven 3'* Ordnung, C, gehen
" lassen und hat dann noch eine zweifach unendliche Schaar solcher
. Flichen. Unter Anderm findet man hier den Satz:
- .. Die Geraden- der Bildebene sind die Bilder derjenigen rationalen
R'g'umcurv‘én‘ 7ter Ordnung, Welche von Flichen B3' Ordnung ausge-

. gchnitten werden, die dureh 4 und ¢ und durch diejenige Raumecurve
ger Ordnung O der Fliche gehen, welche die durch den Punkt ¢
abgebildete Raumecurve ¢ zum Schnitt eines durch 4 gehenden Hyper-

- poloids »;ergﬁ,nzt‘.‘ : a K

. Die 32 sweifach unendlichen Schaaren von rationalen Rawmenrven
';l‘ﬂe_ir_-fOrdnm@g,’_welche so aus der Kliche ausgeschnitten werden, sind
- . > daher den 32 Raumeurven 3t Ordnung, C, einzeln zugeordnet, indem
" gine Curve einer Schaar mit der ihr entsprechenden C drei Punkte,
- mit der erginzenden Curve (' gar keinen Punkt, mit den ibrigen -
4 Curven C zwel oder einen Punkt gemein hat, je nachdem diese die”
“magehdrige C nicht oder einmal treffen. o '
" Diese Raumcurven Tt* Ordnung haben je cinen Punkt mit jeder

~Curve von I gemein.

5
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Unter diesen 82 zweifach unendlichen Schaaren giebt es nun,

ausser den sub VI ;L. betrachteten Schaaren von rationalen Raum-

B curven 5 Ordnung, noch weitere zerfallende Schaaren, nimlich
| 32 . 10 einfach unendliche Schaaven, welche in eine Gerade der Fliche
und in eine rationale Rawmcurve Gler Ordimung zerfallen. Liisst man

aber die Flichen 3'r Ordnung noch durch eine weitere Gerade von F

10.9 : . >
gehen, so gelangt man zu 32 - T3 = 1440 einzelnen rationalen Raum-

curven 5 Ordhung.  Sie sind je einer Raumecurve ¢ und je 2 Geraden
von 7 einzeln zugeordnet und schneiden die Curven der Schaar ¥ in
je einem Punkte. Ihre Bilder sind : '

) die Geraden durch je zwei Punkte @, an Zahl 45;

B) die Kegelschnitte durch ¢, zwei der Punkte b; und zwei der
Punkte a;, 675; ' '

- p) die Curven 3ter Ordnung mit Doppelpunkt in ¢, durch 4

der b; und 2 der g, gehend, ebenfalls 675;

0) die Curven 4ter Ordnung mit dreifachem Punkt in ¢, durch
die b; und 2 der g; gehend, 45. '

b) Ferner kann man die Flichen Ster Ordnung, welche 4 und «
enthalten, auch durch zwei Kegelschnitte qus zwei verschiedenen Paaren
hindurchgehen lassen. Dabei entstehen, je zwei Kegelschnitten ent-
sprechend, Schaaren von rationalen Curven Glor Ordnung, im Ganzen
60 einfach unendliche Schaaren, deren Bilder sind:

@) 15 Schaaren von Kegelschnitten durch 4 der Punkte ,;

B) 30 Schaaren von Curven Ste- Orduung, die durch ¢ und 4
der b; gehen und einen weitern Punkt b, zum Doppelpunkt haben;

¥) 15 Schaaren von Curven 4ter Ordnung, mit einem Doppel-
punkt in ¢, Doppelpunkten in zweien der b; und durch die 4 iibrigen
b; gehend. :

Die Curven einer Schaar schneiden dje beiden zugeordneten Kegel-
sehnitte in je zwei Punkten , die ergiinzenden Kegelschnitte gar nicht,
die tibrigen 10 Kegelschnitte in je einem Punkte, wie tberhaupt die

- Curven der Schaar X in je zwei Punkten, Sie schneiden ferner die-
jenigen 8 Raumcurven Jter Ordnung, C, welche die zugeordneten beiden
Kegelschnitte ebenfalls zugeordnet haben, gar nicht; die 16 Curven C,
welche einen derselben zugeordnet haben, in einem Punkte, die 8
tibrigen Curven C in zwei Punkten. | .

F;‘Z"j‘s - " ;,..;w_.‘ TR .- st e (R

In jeder dieser Schaaren giebt es inshesondere 10 Curven, welche = -
zerfallen, indem man dje Bildcurve noch durch einen der Punkte a;"
gehen lisst, B L

Somit existiren noch auf der Fliche 10 . 60 einzelne rationale
Baumeurven Her Ordnung, welche je ezwei Punkte mit jedem Glied der .
Schaar ¥ gemein haben. Sie zerfallen in 60 Gruppen von je 10 Cufven.* ‘

% e e v e e T s
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Die &ruppen sind je 2 Kegelschnitten aus 2 Paaren zugeordnet, die
(lurven einer Gruppe den 10 Geraden der Fliche, und zwar so, dass
eine Curve mit einer Geraden. einen Punkt, mit den tibrigen (Jemden
keinen Punkt gemein hat. A

Mit dieser Auf&ah]ung sind alle rationalen Curven 1'e his dter Ord-
nung auf der Fliche vollstindig erschopft.

Die hier behandelte Fliiche I' ist unter den auf einer Kbene abbild-
baren Flichen 6! Ordnung ohne Knotenpunkt diejénige, deren ebene
Schnittcurven das hochstmoghche Gieschlecht haben, eine Higenschaft,
welche die Flichen n'* Ordnung mit einer (n — 4) fachen Geraden und
einer diese nicht schneidenden Doppelcurve 3'* Ordnung, deren Ab-
pildung sich genan nach der bei I angewandten Methode durchfithren
lasst, nicht mehr theilen. Vielmehr besitzen die auf einer Ebene ab-
pildbaren Flichen %! Ordnung, auf welche diese Eigenschaft {iber-
geht, zwei vielfache Gerade.

Ich will zum Schlusse noch bemerken, dass sich zur Durchfithrung
der Abbildungen ausser den hier angegebenen allgemeiner Methoden
noch andere anwenden lassen, welche bisher, und auch in der vor-
liegenden Abhandlung, nur in beschrinktem Grade zur Beﬂutzuno‘
gekommen sind, dureh die sich aber z. B. die Entwicklungen des §4
kurzer hiitten darstellen lassen. Auf diesen Punkt Weden]xe ich 1n
einer weiteren Mittheilung zurtickzukommen.

Mannheim, im Mirz 1870.




