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L. Koenigsberger: Ueber die allgemeinsten Beziehungen zwi-
schen hyperelliptischen Integralen. (Journal fiir reine und
angew. Mathematik, Band 81. Heft 3.)

Der Inhalt dieses Aufsatzes wurde . einer ausfiihrlicheren Daxr-
stellung  einer -allgemeinen Theorie der hyperelliptischen Integrale
entnommen und musste daher mit der Angabe wenigstens derjenigen
Bezeichnungen und Theoreme: beginnen, welche zur Losung des
Reductionsproblems der Transformation sowie zur Aufstellung der
allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperelliptischen Integralen
nithig waren.

Die Integrale der drei Gattungen stellten sich der Definition
gemiiss, fiir Leinen Punkt der zur Irrationalitiit

VR(z) = VA(z — @) (e—a)... (2 — 2p-1)

gehorigen Riemann’schen Fliche unendlich  zu werden, oder fiir
Z'Mmi Punkt 2, derselben algebraisch unendlich von der ersten Ord-
nug zu sem, oder endlich fiir zwei beliebig gewiihlte Punkte der-
selben z,, & VER(2); 2, & VR(z,) so. logarithmisch unendlich zn
werden, dass die Coefficienten 4 und B der logarithmischen (lieder

Alog(s —z) und Blog(s — z,)
gich zn Null ergiinzen, in der folgenden Form dar:

, + a2 4 a,2* + o oy Al
](£)=f - VR ot LA

o

1 2 7))t
1 = 5 1 1 —y ds I
]_,(Z) ﬂj: (: ——ﬂ)" + (5 —_ 51)2 ]'/-R(Z) + (Z)

ta

N+ REY  ROPLe R as

das Hauptintegral dritter Gattung sollte als Coefficienten der loga-
rithmischen Glieder die positive und negative Kinheit haben; dieses

und seme successiven'Diﬂ'eremzialquotienten nach einem der Un-.

stetigkeitspunkte 2, lieferten in linearer Verbindung mit bestimm-
ten Coefficienten versehen ein bestimmtes hyperelliptisches Inte-
gral, welches in einem Punkte 2, der weder ein Verzweigungsf
punkt noch der unendliche entfernte Punkt sein sollte, wie eine
vorgelegte Funetion algebraisch und logarithmisch unendlich, im




80 , L. KornasBERGER.

Punkte #, logarithmisch unendlich ist, abgesehen von einem Integrale
erster Gattung, dessen Coefficienten unbestimmt bleiben. Diese
Darstellung liefert aber ein Mittel, jedes hyperelliptische Integral,
welches in den Punkten #, 2, ... #, unendlich wird wie resp. ‘
A log (s —2e) + Bal(z — 2y~ + Cu(p— 242 F - +Ko(z—2a) 5 <
m der Form einer Summe von einzelnen hyperelliptischen Integralen
darzystellen, von denen jedes in einem z,- Punkte in der vorgeschrie-
benen Weise und in einem willkiirlich angenommenen, aber fiir
alle diese Integrale demselben Punkte logarithmisch unendlich wird;
der Nachweis dass es nur ein solches hyperelliptisehes Integral
gibt und dass keine andere Function noch diesen Bedingungen ge-
niigt, liefert das Dirichlet’sche Princip fir diese Klasse doppel-
blittriger Riemann’scher Flichen, genau wie ich es fiir elliptische
Integrale in meinen ,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen
Functionen“ durchgefithrt habe. Das allgemeine hyperelliptische
Integral muss nun aunf feste Normalformen gebracht werden , und
es wird die Bestimmung der U@efﬁc@enﬁen in der Zerlegungsforme]

Fids _ CVREds o . ..., 4 OVBEads
VEG  —=)VERE L—m)VEQ
, 1 2 —1,, I 2r—24, g P=—1,p4,
VER® + VE() + + VE@)
n k(P)zp'—ldz ret+hp—2,4, —I—- k(gp_l)dz
 VR® VEE . VRE
d )
+ {F@QVERE | de,
wenn . o o
1) =Z’g T 22@ 5 5, f(z)=2$ fo@)—fy(e),
1 1 1

- R(9) = Ae®+1} Bi2r o Bitr—14 ... L Bip~1# + Buy,.

P ="l =24y 4 2oV g s 2l gy

o 2P — ep — g — -
+ _f?_z_u»g;&gt_l‘_ F"Lg’, ~1B
- gesetzt wird, durch die Beziehungen gegeben

O = ,: ) ] 19 F@) - Frdt ;;
Q. VR t — zg)-l, e |? -’_—R(’:) : } p—R(t) }
“ Q‘

| [ Fo f Fy (t)dt .
v vEeJ VEG |’

‘?
(t — z9)—1




L. Xoksiasnerarr, 81

und #hnliche Ausdriicke fiir die Grossen & und f(2), somit auf die
Herstellung der Coefficienten der um die Unstetigkeitspunkte von F'(2)
und den unendlich entfernten I'inkt genommenen Entwicklungen
gewisser Functionen zuriickgefiihrt, wie es Herr Weierstrass in
seinen Vorlesungen fiir die elliptischen Integrale und Herr Fuchs
in seiner Arbeit iiber die Periodicitiitsmoduln der hyperelliptischen
Integrale in ibmlicher Form fiir hyperelliptische Integrale gethan
haben. Nach Herstellung des allgemeinen hyperelliptischen Inte-
grales aus gegebenen Discontinuitiiten und Zerlegung desselben in
feste Normalformen, mussten die Relationen ermittelt werden, welche
-sich mit Anwendung des bekannten Princips der Integration von

S 141,

ergeben, worin I und I, zwei aus beliebig gegebenen Disconti-
nuititen construirte, zu derselben Fliiche gehorige ]1yperel]iptische
Integrale bedeuten, und die geschlossene Integration tiber die m;-
sammte Begrenzung der nach Ausschliessun °
eine einfach zusammenhingende Fliche v
Fliiche auszu

g der Unstetigkeiten in
erwandelten Riemann’schen
- _ d_eh]}en 196; das gewonnene allgemeine, in den Nach-
richten der G-ottlnger‘ Societiit vom April v. J. verdsffentlichte Re-
sultat, iiber das weiter unten referirt wird, wird fir die in der vor-
liegenden Arbeit angestellte Untersuchm]g nur in dem speciellen
Ifalle gebraucht, welcher fiir solche Hauptintegrale, deren Periodicitiits-

moduln an einem gesammten Querschnittssystem verschwinden, den
bekannten in der Form

2a

Izd'H(zi 2y 22) =I(ZH(§; &, év)

enthaltenen Satz von der Umkehrung der Grenzen und Unstetigkeits-
punkte lieferte. Sodann wird noch das Abel’sche Theorem, das
gleich nachher fiir die betrachteten Hauptintegrale gebraucht wird,
fiir das allgemeine hyperelliptische Integral in der Art entwickelt,
dass man dasselbe aus einer Summe von solchén Integralen zu-
sammensetzt, die nur in zwei Punkten logarithmisch unendlich
werden. _

An die Erwihnung des Additionstheorems der hyperelliptischen
Integrale, welches zeigt, dass einer transcendenten Beziehung, nim-
lich einer additiven Verbindung gleichartiger hyperelliptischer Inte-
grale eine algebraische Bezichung zwischen den oberen umd; unteren
Grenzen jener Integrale entsprechen kanm, kniipft sich die Frage,

Repertorium fir reine und angewandte Mathematik, 6




’ 82 " L. KoexiaseerGEr,

allgemein die Bedingungen dafiir zu untersuchen, dass fiir eine ad-
ditive Verbindung gleichartiger und ungleichartiger hyperelliptischer
Integrale verschiedener Ordnung, elliptischer Integrale, algebraischer -
Functionen der Integralgrenzen und Logarithmen von algebraischen
Functionen dieser Grossen. algebraische Beziehungen zwischen den
Grenzen dieser Integrale bestehen, und es wird gezeigt, mit Hiilfe
von Betrachtungen, wie sie Abel fiir elliptische Integrale angestellt,
dass das allgemeine Transformationsproblem auf die Untersuchung
eines Systems von Differenzialgleichungen '

dz, 4 _dzm o, dzp  _ [p(¥))AY, | f(¥)dY, 7
VE(#) T VEB(z) + t VEB(zp) VR (T,). T VR (Y,) + '
+ ﬁ)(Y?)d‘ Y.@Tf
. : ‘ V R1(YI7)
2 dz - 2,dz, L Zeda =f1(Y1)d¥1 H(XY,)dY,
]/R‘(zj) E,_VE@Q) + + l‘-R(ZP) VRI(YI) . V-Rx(yg) —F_
: _ | H(Yp)d Y, -
® ' . VRI(YP)‘
z,ﬁ‘*‘dzl_J_z;’—ldzg_l_m+ﬁ£‘;d%-_fp_f(rl)d1fl | h—1(Y,)dY,
VEG) | VARG VR@ VR T VR(T)
! 1 —(Yp)d Y,
' + + VRI(YP)

fibrt, worin ¥, ¥, ... Y, die Losungen einer Gleichung pten
Grades sein sollen, deren Coefficienten rational und symmetrisch aus

By Bgy oo Zp, VR(ZI)J VE(=), ... Vm
zusammengesetzt sind, wihrend die zugehirige Irrationalitit mit
Hiilfe eben dieser Grossen rational von den resp. Y abhingen
sollen. o '~ .
An diese Reduction des -allgemeinen Transformationsproblems
auf das rationale, wie es wegen der Natur der Grossen Y,, Y,,... Y, .
genannt werden kann, kniipft sich nun naturgemiss die Frage nach
der allgemeinsten Relation zwischen hyperelliptischen Integralen.
Abel hat sich in seiner beriihmten Arbeit ,précis d’'une théorie des
fonctions elliptiques® mit der Frage beschiiftigh, welches die allge-
meinste Beziehung zwischen einer beliebigen Anzahl von elliptischen
Integralen - mit derselben Variabeln und demselben Modul sei ung
zeigte, dass, mit Zugrundelegung der von ihm gewihlten Bezeich-
nungen fir das elliptische Integral erster und dritter Gattung, die- .
selbe durch die Gleichung ' B
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B (x) — 9"";145 ' () — 2255 1) — .. — L T ()

x Yy dax
= log I;((.».:))f e+
dargestellt werde, in welcher die Parameter O, &y, ... o, der Glei-
chung

[@F = (@) (1 —a®) (1— 2% =(a® — a2y (22 — 2. (22— o)™
geniigen miissen, worin die eine der Functionen f(x), p(z) grade,
die andere ungrade ist.

Mit - Hiilfe des oben bewiesenen Transformationssatzes fithrt
man die analoge Frage fiir hyperelliptische Integrale auf die ein-
fachere zuriick, wann ein hyperelliptisches Integral mit der oberen
Integrationsgrenze £, und der Irrationalitiit ]/1?(.?) einer algebraisch-
logarithmischen Function gleich sein kann, welche selbst oder_fiir
welche das Argument der Logarithmen rational aus g und VR(z)
rusammengesetzt ist, und man findet leicht durch JKinfithrang sol-
cher hyperelliptischen Hauptintegrale dritter Gattung, deren Perio-
dicitiitsmoduln an allen Querschnitten eines Systems verschwinden,
vermoge des Satzes von der Vertauschung der Grenzen und Un-
stetigheitspunkte als allgemeinste zwischen gleichartigen hyperellipti-
schen Integralen und algebraisch-logarithmischen Functionen statt-
findende Relation

+ V R(a,)dz + m, J (:':' V E(a)dz + e, TV Rande

" e - a v W VG J & wvre
o:‘ dz 51 z(lz zLZZJ—-]_‘dz
+ ﬁo# VR_T”) + ﬂiﬁ ﬁ—z‘z—j + ﬁp—lt Vm

] To(2) — go(2)VR(2,) &)+ 9, QVERE)
- {/;,(51)+99(21)V1T51) To &) — 9, (6)VER(E) ] ’

worin fy, 8,, ... f8,—1 Constanten vorstellen, deren Bedeutung mit
der aufgestellten Bedingung' des Verschwindens der Periodicitiits-
moduln an einem gesammten Querschnittssystem zusammenhéngt,
und @, a,, ... a, der Gleichung geniigen '

fol@) — (2 R(3) = (e — o (z — agm ... (5 — a, o

Dresden. - L. Koenigsbherger.

G*




84 L. KoENIGSBERGER.

L. Koenigsberger: Ueber die Entwicklung der hyperellipti-
schen Integrale erster und zweiter Gattung in Reihen.
{ Mathematische Annalen. Band 1X. Heft 4.)

Herr Hermite hat in eimem in den Annali di Matematica
(Ser. II. a. t. II. F. Il.) verdttentlichten Briefe an Herrn Brioschi
zwischen den Coefficienten der im Bereiche des Nullpunktes gitltigen
Maclaurin’'schen Entwicklung der Functionen

dx ————————— VC{ '7“"+1 5
|/(1 — :C?\ (1 — ’r") ]’(1 — a%) i - wia) e

1 a® (f’L SR 32&'3,2"44
V(Jl—.ﬂ%(]—v’l) Va — a5 (1 %'y -

und den Coefficienten der Reductionsformel des Integrals

Jf ey Tl .
S
Vi (1- g dz atda |
= P,, 1~ 562 1 —#%x%)y — A"J —— e - I ~ \
V( )( s ‘ ‘l/( — -)( ﬂ '?}) + l L (] . (]_ﬂ 'Bg) i

auf ein Integral erster und zweiter (Gattung und einen algebraischen
Theil die Beziehungen gefunden
An=2p8,, B,=a,;

Herr Thomae hat gleichzeitig diesen Gegenstand im Jowrnal fiir
.reine und angewandte Mathematik (Bd. 80) behandelt und ist zu
demselben Resultate gelangt. Es schien mir nun nicht uninteressant,
die eigentliche Quelle jener Relationen, aus der diese ohne weitere
Rechnung sich unmittelbar ergeben, in den Formen der Reductions-
coefficienten zu bezeichnen, wie sie Herr Weierstrass aufgestellt
hat (s. Vorl. 14 meiner ,Vorlesungen iiber die Theorie der ellipti- -
schen Functionen); da néimlich — ich habe dies in der vorliegen-
den Arbeit nicht weiter ausgefiihrt —

#

Qn+2 Zn—l-ﬂd xgn+4l(,,).ja . ‘dm .
c./ Ya —a) (1 —= 562) o 2 Y — a2 (1 — afad)

2n+4l.(ﬂ)f e _ _
+ — Y (E 1 —28) (1 — 32,7
Vi — ns?) (1 “wix?) 2 aft ( )M )( 1" a*)

ist, worin nach den obigen Bezeichnungen von Hermite
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K‘Zn.—-}—'lk(n) Zn—{—-ll(n:)

n == — 27; ) -Bn == ooy, Pn = %2u+2xf(n)(m2‘) ]
wenn
k(") = — kﬂ(") = — . at
. Vil — ) (1 — x28) Vi — ) (0 — #%5) f._l’
) = — ) = — | —— ] t
Vi@ — 8 (1 — #%t) VEL =8 (1 — #%8) t““’

1) = — @)

_ gt dt
Via — 6 (1—w) (t—xﬂ)w(n—t) \l—n”t):] .

gesetat wird, so wird vermoge der Substﬂmtmn b= u?, u=—x"19p—1

o — o J( u?dw
v T |/(1 — u”) (1 — u2Mv) Vi —w) @ —w%u?) | _, .
| w

292 dv

a1 a2n2 2 ¥ oy
VA — o5 — %% o v ya—ey)a 12”2)_“2,1-5-4@2“4.3

y _ [ W__L______ R dv ]
" ]/(1 — o) (1 —= 1/) Y — 0?) (1 — x*0?) -02"‘*'1.

Man sieht hlelaus leicht, dass
* , dv
..[ 221 — o) (1 — x*0¥)
0

. VA — o5 (1 — =Y FYA =) (1 — @) ZAnvEm—l-l

v

ist und mit Hilfe der Beziehung

dv L
fv”]/(i — (1 -~ xio?)
o [ T vty . Vi —+%Q — # %)

) T EE S v
folgt somit unmittelbar

#ip? (lv
— IR z' n
fl/(l_w ey =V A=A Q=) 2 darts

genau in derselben Weise ergibt sich dle zweite Relation.

Um nun festzustellen, dass in diesen Formen der Reductions-
coefficienten der eigentliche Grund jener Bemehungem liegt, ent-
wickelte ich fiir hyperelliptische Integrale die in dem obenstehenden

10



86 : L. KoeNiesBERGER.

Referate bezeichneté Reductionsformel auf die _Norma]lform. erster,
zweiter, dritber Gattung und auf einen algebraischen Theil , zu der
ich wegen hiufig vorkommender Anwendungen der entwickelten
Ausdriicke eine Discussion iiber das Verschwinden der einzelnen
Integrale .der verschiedenen Gattungen hinzufiigte, und leitete nun
- mit Hiilfe dieser Reductionsformel vermdge der Uebertragung der
Reihenentwicklung aus dem Bereiche des unendlich entfernten Punktes
auf den des Nullpunktes fiir hyperelliptische Integrale die beiden
folgenden Relationen her: _ -

T Wenn

R(z) = As?r+1 Bo?» 4 B r—1 1 ..., + Byp_12

und die reciproke Irrationalitit : . -

Ri (§) = -Bép—l gro1 + -BS-’Ja—Q g + - .- + 'Bl & + Bogz + 4¢,
so ist fiir r=20,1,2,...p— 1 |

"9p—r—1 , 2p—1r—3 g 2p—2r . ., 2p—2r—
/L“Br—luj?_l_ll'%—Br—zup 2++ 2L ?Bo‘up ,+£_—22r 1_A_up_\"'“1

N T o
=(W’_"_l‘f‘Mo”p“”’f-'jf+Mrﬁ1W“1) VE(TO—H/RT(;)E Bpurtr, |
und fir F=p, p+41,.,..2p — 1 O | T*
/’ (r—2p’+%>B2p‘_m3ﬁ“"4 +—2p+ 1)32},_243#"4 ot 25’21‘ " Byt
g : : | Vi | — du

= (Nowr - Nt oo N o) VB, ) VE, (3) Dt

wenn 1’ und K die Coefficienten der Iutegrale zweiter und erster o
Gattung in dem hyperelliptischen Integrale

J‘ 7 2dz
1208

sind.

Dresden. . . | L. Koenigsherger.

11
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L. Koenigsberger: Beziehungen gwischen den Periodicitits-
moduln zweier hyperelliptischer Integrale. (Nachrichten der
Gottinger Societiit. April 1875.)

Die Anwendung des bekannten Princips der Integration von
JJdd,,

worin oJ und J, belichige zu derselben Irrationalitit gehorige hyper-
Mhptnsche In*ﬂ;egrale hedeutem, a,usgedehnt uher dle gesammﬁe Be-
msammemhangemd gema,uchtem Rmma.nn schen Flaehe, hefert— dllB
allgemeinsten Beziehungen zwischen den Periodicititsmoduln dieser
heiden hyperelliptischen J[ntegrwle Man findet, -dass, wemn «das .gur
Irrationalitit . . :

VEG = VIG— o) G =)
gehﬂnge Integral J (z, z.) auf festbestimmten Blittern in den Puhkfeﬂ Sk

B oy e e Buy Bryfayeee By Uy, Cg,y - WEpfi-lv
unendlich werden soll wie die Functionen
By (2 —3) 4 G (8 — )2 oo - Ry (2 — 3)

Aplog (2 — zg)-{—Be (8—2p)! + Co (6 —2g)~" + +K€,(z—z@)" (X
_ke
aglog(zﬁag)'f—%—b@(z—-a@) +e§,(z—ug) ﬂ+ -l—h@(z——a@) 2

M, lmgﬁ%%}zMﬁ—{—Mw +--- -I—Mazz
und das zu derselben Irrationalitit gehorige Integral J (2, ) in den
Punkten
IR TR ) (ST PN ST A ﬂﬁﬂm!l;el;w S
wie die Functionen
Uy log (e —5e) + By (s—0) " + &' (s—g) 4+ -+ ﬁp (e~ H
Ay lﬂg(ﬁ“%)‘ﬁl‘ﬁe (g=§@)—m + G (g“‘ge)’"2+""+ Ky (2— L‘g)"

ag log (s —ap)? +be (5_“@) ; EW_G@' (3——% E?—I— +h9 (ﬁ—-ﬂg)
M, mggrﬂ +M 52 + M, ¢ + +_M5-gs o

wenn ferner die Stetigkeitsspriinge von
g (2,2.) an dem Qmersn:]hmtte @ mit J@ , an lr«k mit wa
die von ’

I(z,¢) an dem Querschnitte a, mit I@k, an by mit Ihk

12



88 L. Koeriesseroer. — (. Zruner.

- bezeichnet werden, der Ausdruck.

- ra
ei o, = .70

von einer Summe von Integralen abgesehen, welche von einem
Punkte des Querschnittssystems aus auf der einfach zusammenhgin-

genden Fliche genommen bis zu den Punkten By gy iy O, @,

« + « Oigpqy, 00 fiihren, durch einfache algebraische Zusammensetzungen
der Entwicklungscoefficienten der Integrale um die einzelnen singu-

liren Punkte bis zu bestimm$ angebbaren Grenzen hin genommen -

ausdriickbar ist. Die bekanntlich von Herrn Weierstrass fiir
hyperelliptische Integrale entwickeltf%ver allgemeinerte Legendre’sche
Relation bildet einen speciellen Fall der in dieser Notiz angegebenen,
welche ebenso die bekannte Beziehung fiir hyperelliptische Haupt-
integrale in sich schliesst,

Dresden. _ L. Koenigsberger.

Gustav Zeuner: Ueber die Wirkung des Drosselns und den
Einfluss des schidlichen Raumes auf die bei Dampf-
maschinen verbrauchte Dampfmenge.,

(Civilingenieur. Bd. XXI, 1875.)
Bei der Anwendung der mechanischen Wiirmetheorie zar Be-
urtheilung der Vorginge im Cylinder der Dampfmaschinen ist die

Schwierigkeit noch nicht tberwunden worden, mit Sicherheit die

Dampfmenge zu ermitteln, welche wihrend des Dampfeinstromens

in den Cylinder, wihrend der Admission, vom Kessel nach dem
Cylinder strémt. Das Gewicht des Dampfes, oder sofern der Dampf
nass ist, das Gewicht von Dampf und Wasser, welches pro Kolben-

schub oder wenn man will, pro Sekunde dem Cylinder zugefiihrt

wird, erscheint aber gerade in den Hauptgleichungen der auf die

mechanische Warmetheorie begriindeten Dampfmaschinenlehre ung

- daher haben diese Gleichungen zuniichst nur rein theoretischen
Werth und sind fiir den praktischen Gebrauch noch nicht gentigend
geeignet. : >
Der Dampfverbrauch einer Dampfmaschine wird wesentlich ab-

héngen: von der Grosse des schidlichen Raumes und der Beschaf- \

~ fenheit des Dampfes, der dort vom vorigen Schube zuriickgebliehen
ist und fernerhin von der Differenz zwischen dem Druck im Kessel

13
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- Vertikalreihe ldsst sich leicht fortheben, indem man nur die:Deter-
‘minante, deren Vorzeichen bestimmt werden soll, mit einer in der

8. Ginrarr. — L. K oENIGSEERGER. 191

[En“?""**—(“—m“ lt:n_pﬁl:] |

+3(=1) <
+%+11ap+w,---mn,n _—— m><2'+ﬂ12a23--.%,n-

Die hier noch gebliebene Beschriinkung betreffs der constanten ersten

Normalform X + arramir - .. ay,y vorgelegten Hilfsdeterminante
vergleicht. Zum Schluss wird noch gezeigt, wie man sich bei der
allgemeinen Zerlegung einer Determinante in eine Summe aus Pro-
dukten von' beliebig vielen Unterdeterminanten zu verhalten habe,
und dass die hiebei zur Anwendung kommende comhm&.ﬁoms&he;
Methode die richtige sei, erhellt u. a. auch daraus, dass die. daraus
resultirenden Formeln fiir die Anzahl der bei der Zer]legung auf- -
tretenden Aggregatglieder mit den von Jacobi zum gleichen Zwecke -
gegebenen iibereinstimmen.

Amberg. . 8. Gtnther,

L. Knemggbergewr- Referate aus den hmterlassegam Pap:erem.
von F. Rmhelmt ‘

*  Die mir von Frau Geheimrithin Ri chelot ubertmgene Durch-
sicht der Papiere des verstorbenen ausgezeichneten Mathematikers
F.Richelot hat mich erkennen lassen, dass es den vielen Schiilern
und Verehrern jenes um die Verbreitung der mamhematlschen Wissen- -
scha.fitem in Deﬂtsehland S0 hawahverdmeute:a Ma.nnwes gewms nmht mm—

zu We1te1ren Untersuchungen smher EWEﬁkmaS: 1
der 'grossen  Anzahl ~einzelner von Richelot gesibeﬂter Umﬁé«iﬂ*-v '
suchungen, die meistens bei der Lectiire der Arhe:tem anderer Mathe-
matiker entstanden oder zum Zwecke der Vorlesmmgen ausgearbentet
worden, fortlanfende Referate mit genauer Angabe der henubzte" '
Methoden und gefundenen Resultate in dieser £e1tsdmﬂa i v
oﬂ“enﬂmhen wahrend ich muglmher Weise, wenn es meme Eenﬂ% g

als Lehrhh@her der amlymﬁhem Mewehamk »"
zu bewerkstelligen.

i ¥
U S RO PRSI S DA 1

14



192 L, KoENIGSBERGER.

I.  Geometrische Interpretation der Transformation des elliptischen
Integrales erster Gathung auf die Normalform.

Werden die Losungen des Polynoms vierten Grades R(z) mit
a—ai, b4bi e+ i, d4di
bezeichnet und durch die entsprechenden Punkte A, B, ¢, D im

z-Gebiete dargestellt, so fithrt bekanntlich die Subsiitution

g A C B -
T B0 44—

anf die Gleichung

f’ _ J ak
J oret S up - e — )t ea - o0 — o’
worin

pp_B—C A—D

T AT D

1ist.  Es kommt darauf an, den analytischen Modul von ¢ zu be-
stimmen, woraus sich dann unmittelbar, wenn z = 1) gesetzt wird,
: 1 o .
der analytische Modul von = ergibt; nun sicht man aber, dass
v i
wenn der die Grisse z repriisentirende Punkt mit 2 hezeichnet wird,
o7
Bz
AC BZ  Ax
BC A7  BC
: AC

mod. { =
®
wird, und aus dieser Form von mod. ¢ lisst sich leicht ein geo-
metrisches Criterium dafiir ableiten, ob diese Grijsse kleiner, gleich,
grosser als die Einheit ist. Denn denkt man sich 4 wnd B durch
eine Grade verbunden, so ist bekauntlich ein Kreis, dessen Durch-
messer in dieser Linie liegt, der geometrische Ort der Pnukte Z,
.,B_’Z
A X
und B constant ist und es wird dieses constante Verhiiltniss von
Null durch die Einheit bis Unendlich zunchmen, wenn der Kreis
sich von dem Punkte B an zu dem unendlichen Kreise, welcher
die in der Mitte von AR errichtete Grade ist, erweitert und von
da an bis zum Punkte A hin zusammenzicht, und daher mod. ¢ von

AC

Null durch B0 bis Unendlich stetig wachsen.  Dasselbe leitet

Richelot auch wnmittelbar aus dem analytischen Ausdrucke fiir ¢
ab, indem er bemerkt, dass, wenn z =2 + yi gesetzt wird, die

Gleichung

fiir welche das Verhiltniss der Entfernungen desselben von 4

15




L. KoENIGSBERGER. 193

Ao =P 4 (@ — P} {0 — o + 0 — )} (mod.{)?
— 0=+ O — ) (e — o + (6, —¢)*) =0
fir ein constantes § die Gleichung eines Kreises ist, welcher mit
den beiden Punkten, dessen Coordinaten z =a, y=a,; x=~»,
y = b, die ideale Secante '

0= a- 0o ) 40—y ly— ot

T 2

gemeinschaftlich hat.

Die Entscheidung der Frage, ob mod. ¢ kleiner, gleich, grisser
als die Xinheit ist, wird sich nun leicht treffen lassen. Zieht man
niimlich die zu den Punkten 4 und B gehérige ideale Secante, so
kann der Kreis, der durch C geht und den Richelot den Einheits-
kreis nennt, entweder rechts oder links von derselben liegen oder
diese selbst ist als ein solcher anzusehen; liegt nun der Punkt Z
im ersten Falle innerhalb, auf oder ausserhalb des Einheitskreises,
so ist mod. § resp. kleiner, gleich, grosser als die Einheit; dasselbe
findet im zweiten Falle statt, wenn 7 ausserhalb, auf oder inner-
halb des Einheitskreises liegt und im dritten Falle, wenn Z rechts
von MN, anf MN, links von MN sich befindet. Nun ist ferner
mod. ‘%2 derjenige Werth von mod. §, welcher zu dem Punkte D
gehort, und es ist daher leicht zu entscheiden, wann mod. ;;é
ist, wennm man nur dasselbe Criterium, das fir Z benutzt wurde,
auf D anwendet; zugleich ersieht man hieraus, wie man es durch
geeignete Wahl des Punktes €' oder D, als zum Einheitskreise ge-
horig, einrichten kann, dass mod. %2 respective zu D oder C gehbrig,
nicht ein iichter Bruch also mod. 22 <1 wird.

Wenn die Anzahl der Punkte 4, B, €, D... H ganz beliebig
ist, so sieht man fiir den Fall, dass man von der Transformation
g A=P B—Z

b —P A2

ausgeht, in welcher P emer der Punkte C, D, ... H ist, dass man
fir P nur denjenigen Punkt zu wiihlen hat, der die Rigenschaft
hat, dass der durch ihn laufende, zur Schaar der Kreise, welche die
Linie MN zur gemeinschaftlichen idealen Secante haben, gehorige
Kreis, dem Punkte B am niichsten liegt, in der Art dass zwischen
ihm und B keiner der zu den andern Punkten zugehirigen Kreise
liegt. Dies Resultat hilt Richelot aus dem Grunde fiir ,ein nicht
unwichtiges®, weil die Berechnung des Integrales

Repertorinm fiir reine und angewandte Mathematik, 13

16



194 L. KoENIGSBERGER.

4 F)ds
)
1}] {G—DE—B)z—0) ... (—H)*
wo I'(z) eine ganze rationale Function von 2 ist;., durch eine con-
vergente Reihe und die Reduction dieses Integrales auf die Form

i P(8) A
J
J 8= 00—k — k7Y ... & :

wo mod. k* <1, mod. k2 <1, ... und @(§) eine rationale Function
von ¢ ist, davon abhiingen.

Die Anwendungen dieser Resultate auf den Fall von nur reellen
Liosungen des Polynoms vierten Grades R(2) sind zu einfach und
zu bekannt, als dass eine Hervorhebung derselben ndthig erscheinen
sollte,

1. Conforme Abbildung des Integrales

2 dz .
sz(l — 2} (1 — #%2)

0

fiir beliebige »®.

»im 4b. Bande des Crelle'schen Journals habe ich gezeigt, wie
»eine jede reelle oder imaginiire Grosse in der Form

. sin am (% + iv, %)

yunzweideutig dargestellt wird, falls » ein positiver fichter Bruch
»st; dieselbe Aufgabe fiir ein beliebiges » hat Heine in einer Ab-
yhandlung im 53. Bande desselben Journals behandelt, welche den
,Titel fithrt: Reduction der elliptischen Integrale auf ihre kanonische
oForm. Wenn ich im Folgenden auf diesen Gegenstand zuriick-
ykomme, so wird die Einfachheit der Darstellung und seine An-
,wendung auf die zur Begriindung der Theorie der elliptischen -
yFunctionen erforderliche conforme Abbildung des elliptischen Inte-
»arales es entschuldigen.” 7

Diese - einleitenden Worte Richelots und die Ausarbeitung,
von der ich im Folgenden ein gedriingtes Referat gebe, sind in den
‘Osterferien des Jahres 1872 niedergeschrieben.

Sei A :
z=x 4 yi, w—=u-vi, »*=g(cosa -+ isina),

1 — 22 =ux?=0c(cosf — isinf),

worin
' —alae<lx, —axlfln
ist, ferner ' '

17
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- az _K———E- {_ _ gz .
Vel — 2 — #%8) L2 I.V?(i — 50 — %)
. v

bei demen der Integrationsweg durch positive dchte Bruchwerthe

von Ve fiihren soll, so sieht man aus Betrachtungen, wie sie aus
der Theorie der complexen Integrale geliufig sind, dass wihrend w
in dem Integrale

dz

Vz(l —2) (1 — #%2)

= W

~von O bis K geht, z das Stiick der positiven A%scmseuaﬁ;e von Or

bis 1 durchlaufen wird, und dass einem Fortschreiten der 'Va,mabelm
w von O bis ¢K, die ganze negative 2-Axe als Bildeurve zugeho -
Verindert sich jedoch w so von K bis K 4 ¢K,, dass u = K bleibt,
und » von O bis K, so stetig fortgeht, dass sinam (v, ?‘1) durch
positive #chte Bruchwerthe stetig von 0- bis 1 wichst, so w1rd die
nts]prechendle z-Linie der durch die G—]emhung

S 1 L

definirte Kreis sein, wellcher durch die Punkte

eosm® - ‘gn o

e
hmdurchgeht

Verindert sich endlich w stetig so von K + i K, bis zKM dass
v = K, bleibt, und % von K bis O so abnimmt, dass sin am (u, x)

durch Positive ichte Bruchwerthe von 1 bis O stetig abnimmt, so . =

COos o

wird der entsprenzhende Punkt im zy-Gebiete vom ]Punkte T =—

wirts verlingert durch den Anfangspunkt der Coordinaten hindureh-
geht, und es ist aus der allgemeinen Abbildungstheorie bekannt,
dass das ganze so begrenste xy-Gebiet in jeder Stelle mit Aus-

~nahme der vier Ecken conform durch das bezeichnete endlhc.he

Curvenviereck im uv-Gebiete abgebildet ist.

Es eriibrigt noch die durch w = u -+ v bezemhnetem Integra]e
fir alle vier Seiten der gefundenen Figur in geeigneter Form zn
entwickeln, wobei man sich leicht iiberzeugt, dass dies im Wesent-
lichen nur auf die ein¢ Aufgabe zuriickkommt, das Integral

~ 13*
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“oder, wenn man von dem speciellen unmittelbar zu hehandelnden

- woraus sich nach leichter Reahnmmg, wenn « > 0 angenommen wird,

196 L. Eoenicspercrn,

dz

Vz(l — 21 — gei“‘z)

- == {0

fiir einen durch positive dichte Bruchwerthe stetig fortlaufenden In-
tegrationsweg und fir 0 <« <z zu bestimmen.” Richelot setzt
nimlich, um das vorgelegte Integral in die Form

U+iU
zu bringen, worin U und U’ reell bleiben, so lange z ein positiver
dchter Bruch ist, :

1 —%°2=— g€'“2 =1 (cos ¥ — i sin P)

Fau]lle o = 0 absieht,
1 sin 1

£ == ——

e sin (e -4 ) ’ *

_fl/z(l — z) (1 — #%2)

sina (cos —-4sin w)dw
1/1-29003«—}-9 Vs‘imm.simp.ain(m—}-gp).:sin(ﬁ‘—wj

_1
_2

=U+il’

elrgibt wahrend der Fall & < 0 sich auf diesen zuriickfithren lésst,
wenn man nur statt der drei Gréssen «, f, ¥ drei andere Grossen
— o, — f, — ¢ einfiihrt.

~ Die Integrale

w ;
gt e [ oo v
2 j/l—-‘zgcosu+@ ]/sinucc.siﬁ@.sin(a-@»@.sin(ﬁ-—@
. ¥
o =i sine 7 - sin ry dvy |
.2 i/1—2.gcoam+g- ]}/einw.sinw.ﬁin(m—kflp)-Sm(ﬁ*@)

sollen mun in eine zu lhrer Berechnung geeignete Form gebracht
werden. Zu diesem Zwecke setat ‘Rm]he]ot

sin \( + ﬁ) sin ¥ )
sm-g— - 8in (a _; Tp)‘ ToRe

19



L. KorNiGSBERGER, . 197

und erhilt durch eine geschickte, mit Hiilfe logarithmischer Diffe-
renziation angestellte Substitutionsrechnung, nachdem

sin 8 sin — o8 ( «+ B)
#? = ‘ 2 #,3 —_ 2
gin (ﬁE 2 ‘3)\ c0s g €08 % sin ( il B)
s1n E Cco8 E gin i cos .E
A? = 2 - 2 Alﬁ = 2 ‘ 2
sin (“ jﬁ sin (“ 'gﬂr‘ B)
sin —g— cos (u ?;‘B)‘ sin —g-
ph = —— o ‘ ' = ‘
¢08 g sin ( ;ﬁ) ' cos g- sin | (“ 'g_ ﬂ)w
~ gesetzt worden, worin, weil cos (-“——gllﬁ) > 0 ist,
| O<pt<B<alcl,
das folgende Resultat
sin —
U= | 2 <

D)

f‘ 7 1 —2sintg)dp
f/i — 20 cos & -} @° . V(@ — »? sin?) (1 — 1% sinfyp) (1 —p¥sin’y)

- [1:4
sin® —

| cos g gin® (%@)

>

8
8l g sinZegd @ -
Ji—tewmate, ) Vi—wsnig)(i—rune)G—s Tntg)
0

Ebenso erhilt man, da eine Vertawsvch‘nﬁ;g der Grossen o und
B die drei Grossen #% A% p? in p,% 1% »? iiberfithrt,

Zy

1 dz
s — BT,
J Vi —s)u—-aei‘ﬁs)
worin ‘ — :
sin —g :
Ul == - > )
C08 i sin (m + 6) N

1 o (1=1%sin’g)dg

Vl — 2o cosp + m“ V(]L — @y sin?@) (1 — 4% sin?@) (1 — amgq;)

20




198 L. Koexrespercer,

U= w (e oS
‘ cos - sin (T)
. P
sy sin?pde.
f/l —26cosfi4ae* ./ Y= g sin?g) (1 — 2, 2‘5&@@)(1 — #,*sin?g) !

0
worin ¢, und @, durch eine Gleichung zusammenhiingen, die aus
der obigen zwischen ¢ und ¥ unmittelbar herzuleiten ist.

Setzt man endlich noch die urspriingliche Variable
Z = sin?y,

so folgt aus den obigen Substitutionsformeln

sin I | /1 —1%gintp
= Ve Sme 1—x?sinp 7

wobei hervorzuheben dass

somit die ganze Transformation in %, 4, ¢ ausgedriickt ist, und
wir erhalten daher, wenn %, A

» & %, 4, w; positiv angenommen
werden,

sin — sin L
(mt ﬁ) sin‘g |de

sin {.
2

]/(Iiviﬁﬁéﬁéﬁn’mp) (1 —2?sin*g)(1 — u? sin?p)

1— sin?gp + 4

x

Ves

0

.

Diese Formeln liefern nun Richelot unmittelbar die Glei-
chungen der transcendenten Curven, welche die Bilder der genann-
ten Begrenzungsstiicke sind. Dem Begrenzungsstiick von 2 = 0,
Yy =0 Dbis 2=10, y=1 niimlich entspricht das Bild, welches fiir
positive @-Werthe durch die Gleichungen

P
w—_"_ [ A—2sin’p)dyp
Ve, Dy

0

v — L wl) n? — l”jsin’(pdcp
T Ve Y Do

bestimmt ist, wenn

21



L. KoEXI1GSBERGER. ' 199

Dy =V({1 — #*sin’g) (1 — 2" sin’p) (1 — p* sin’g)
" gesetzt wird. '

Dem Begrenzungsstiick von =0 bis # = — o0 entspncht
das Bild, dessen Gleichungen sind,

0w — Sg(]l-——ii Esmmgq:a)dugp
Vo‘ D;'P )

Py, ‘
M- sin*pdg

V' Dyp 7

,U_

wenn man

Dp= V(l w7 sin’g) (1 — 4,2 sin’g) (1 — p,? sin’ )
‘setat.
Zu dem uluen bezeichneten Kreisbogen gehort als Bl]ld das Be-

gremungsstﬁck

(a—a SM’w)dm (1 — 1,2 sin%) do
Y= ——
f + [
=
2 Sod
P V=1 (sin'ede w2, Yp T
A A T O

[1]

Endlich enﬁspricht dem Stiick der genannten unendlichen Gra-

den das Bild, dessen Gleichungen

n

v = (1 — A2 szmzqm)dqp + J (1 —2, Esmﬂqg)dm
VG D,

|y

g

S|y

@_+uavn —» fﬁlﬂ*wd¢+m Vel =57 [ sin'edy
Ve Do v

: 0

Es wiirde noch erubmgen, nicht, bloss, wie bisher geschehen,

» und v fiir die Grenze des Flichenstiickes smndem fm‘ jeden Punkt
innerhalbh derart zu bestimmen, dass

g =2 - yi=-sinam (u 4 03, %)
ist.

,Diese Aufgabe hat nun Heine in - der angefﬁhrt&nﬂbhamd-.
yung gelost und zugleich” fiir ein anderes Gebiet, nicht fir das -

42y -Gebiet, wenn

22




- 200 L. Koexicsnercer.

&+ yi=sin*am(u + vi, %)
»sondern fiir das zy-Gebiet, wenn ,

%+ yi = sinam (u -+ vi, x) .
»gegeben ist, jene vier Grenzlinien direct bestimmt. Ks sind die
»positive y-Halbaxe, die positive z-Halbaxe von z = 0 bis =1,
nder Bogen einer bestimmten Lemniscate und eine von

i

w 1 2
»n’s Unendliche laufende Grade, die riickwirts ver

lingert durch
yden Anfangspunkt der Coordinaten geht. Wenn man in unsern
nititheren Begrenzungsstiicken z - i fir Y + y7 also
z* — 9 fiir z
22y fiir y
peinfihrt, so gelangt man in der That zu den Heine’schen®

‘Dresden. L. Koenigsberger.

Anmerkung zu dem Referate S. 138.
Die Erweiterung des dort erwihnten Jacobi’schen
wie ich erst spiter gefunden habe, in anderer
andersartigem Beweise von Liouville gegeben worden in seinem:
»Mémoire sur quelques pmp@siﬁiums générales de géométrie efe.“
Journal de Mathématiques Tome VI. 1841,

Leipzig. Ax. Harnack.

Satzes ist,
Fassung und mit
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Kriifte gegebene Ausdruck 4i'dew dagegen_ist nur dann das negative

Differential des magnetischen Potentials, wenn die Stromintensititen -

comstant sind, oder wenigstens ein constantes Product haben.
Bonn. . ' _ R. Clausius.

41
"S. Giinther: Adolph Zeising als Mathematiker. (Zeitschrift fiir ‘ \
Mathematik und Physik, 21. Jahrgang) L

Kurze Schilderung der Verdienste, welche der genannte Gelehrte | %
um die Begriindung der mathematischen Aesthetik sich erworben.
Es werden mit kurzen Worten die wichtigsten Abhandlungen

. Zeising’s angefithrt, in welchen er fiir sein Princip, das Gesetz
des goldenen Schnittes regle das ganze weite Gebiet des Schimen,
Propaganda zu machen suchte. Manche seiner Aufstellungen wer-
den geradezu verworfen, andere, wie die auf architektonische Ver- 4
hiltnisse und die mathematische Theorie der Blattstellung bezfiglichen, - o
vollkommen anerkannt. Zum Schluss folgt dann noch eine gedriingte il

" Analyse derjenigen Arbeiten, welche ein allgemeineres Studium der )

- geometrischen Formenlehre — ohne specielle Riicksicht auf die L
Theilung nach #usserem und mittlerem Verhiiltniss — zum Gregen-
stande haben. ) : '

Es mbge an dieser Stelle noch bemerkt werden, dass, wie uns
von competenter Seite mitgetheilt wird, dem Zeising’schen Theorem
eine allgemeinere rein psychologische Bedeutung innewohne, dass
aber der Urheber darin fehlte, nur immer nach Bestitigungen' der
Norm zu suchen, Ausnahmen aber ginzlich ausser Acht zu lassen.
Ferner sei eines dem Grundgedaiiken nach verwandten Versuches

- des Franzosen Lagout gedacht, auf welchen uns Professor Favaro
in Padua aufmerksam machte; dessen , esthétique nombrée, appli-
cation de I'équation du beau & Vanalyse“ (Paris 1863) vermag.sich
jedoch trotz manches geistreichen Raisonnements mit der consequent
dure]‘tlgefﬁhrten Systematik des deutschen Forschers nicht zu messen.

" Ansbach. _ C \ S. Giinther.

L. Ebnigsberger: Ueber die Reduction hyperelliptischer Inte- .
_grale auf algebraisch-logarithmische Functionen, (Mathe-
matische Amnnalen Band XI.) ‘ _

Die fundamentalen Untersuchungen von Clebsch haben gelehrt,
dass, wenn y mit 2 durch eine algebraische Gleichung %'* Ordnung

24
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- Klasse der zugehtrigen Abel’schen Integrale handelt, sondern um’

L. Kénmesserers. : : 336

, @....F(z,y) =0
von der Art verbunden ist, dass # und y sich als rationale Fune-
tionen einer Hiilfsvariabeln ¢ ausdriicken lassen, die Curve (a) die
hochste Anzahl der Doppelpunkte nimlich '

._ tr—1)(m—2) B
besitzt, und dass umgekehrt, wenn diese Anzahl der Doppelpunkte

~ erreicht wird, sich # und y als rationale Functionen einer andern

Variabeln darstellen lassen, so dess in diesem Falle

,, f f@,y) dz,

. worin f(z,y) eine rationale Function von z und g idedeubeﬁ, auf

das Integral einer rationalen Function von ¢t also ‘anf éine alge-
braisch-logarithmische Function dieser Variabeln reducirbar ist, sich -
somit auch algebraisch-logarithmisch durch z und ¥ ausdriicken
lé‘usst. Eine andere Frage tritt auf, wenn es sich nicht um die ganze
speeiellé Integrale aus den verschiedenen Klassen, und in dem Sinne
kann man sich die Aufgabe stellen, aus. der Gattung der hyper-

elliptischen Integrale der verschiedenen ‘O*Edmumgen diejenigen zu - . 7

charakterisiren, welche auf. algebraisch -logarithmische Functionen
reducirbar sind. Herr Tchebichef hat sich im 18. Bande des

, Liouville’schen Journals mit der Reduction von Integralen der Form

"Fn (x) dex

| " e S
auf algebraisch - logarithmische Functionen beschiftigt und sich
stiitzend auf die Liouville’schen Untersuchungen gezeigt, wie, .
wenn . die Reduction mbglich ist, der algebraische Theil dieses Inte-
grals bestimmt, die Anzahl der einzelnen logarithmischen Ausdriicke

' érmittelt und . die- Form der letzteren festgestellt werden kann; in

einer folgenden Arbeit desselben Journals hat derselbe unter der
Annahme, dass die Bedingungen erfillt sind, in dem einfachsten -
Falle der elliptischen Integrale auch die logarithmischen Ausdriicke -
wirklich zu finden gelehrt. Herr Weierstrass ging in den Monats-

berichten der Berliner Akademie — vom Jahre 1857 — uiher auf

diese letzte Arbeit Tchebichef’s ein, und indem er den von dem-
selben eingeschlagenen Weg nicht fiir den naturgemissen hiil,
sondern die Frage fir elliptische Integrale bereits durch die von
Abel in seiner letzten unvollendet gebliebenen Arbeit iiber die all-

.g‘e‘meinst'en zwischen elliptischen Integralen und @lgehmisch‘—lowg% )

2

k)
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rithmischen Functionen stattfindenden Relationen entwickelten Prin-
cipien fiir erledigt betrachtet, zeichnet er einen Weg fiir die Behandlung
dieser Frage fiir elliptische Integrale vor, der sich, wie er hervor]f.leht
auch fiir hyperelliptische Integrale dmchfuhxen lisst. Das Charakte-
ristische der Weierstrass’schen Untersuchung besteht darin, dass
das vorgelegte elliptische Integral dadurch dass fiir das elliptische In- '
tegral erster Gatbung eine Variable eingefithrt Wird, in bekannter
Weise, von einem in u linearen Posten abgesehen, in eine Summe

- von F(u), einer Reihe von Functionen der Form f7(u, a.) und einem
d sin am

dw
legt wird, und nun aus der Annahme, dass das Integral auf eine
algebraisch-logarithmische Function redueirbar sein soll, durch Ver-
gleichung der Perioden der elliptischen Functionen undl der Loga-
rithmen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Reduction ermittelt werden. .

Ich nehme die Untersuchung fur die Reduction der ]hyper—
elliptischen Integrale beliebiger Ordnung auf, ohne das Umkehrungs-
- problem dieser Gattung Abel’scher Integrale zu benutzen, sondern

suche direct mit Benutzung der frither von mir in den. Annalen
ausgefithrten Reductionsformeln der allgemeinen hyperelliptischen
Integrale auf die Integrale der drei Gattungen und den algebraischen
Theil, sowie mich stiitzend auf die von mir vor Kurzem im Journal #
fiir Mathematik behandelte Zuriickfithrung des allgemeinen Trans-
formationsproblems auf das rationale und die dort aufgestellte all-
gemeinste Relation zwischen hyperelliptischen Integralen die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Reduction eines
hyperelliptisthen Integrales beliebiger Drdﬂnumg auf a]lgehml;sche
logarithmische Functionen herzuleiten.

Der von Herrn Fuchs zuerst ohne jede Beschrinkung aus-
gesprochene Satz, dass die Determinante der zwischen den Ver-
zweigungspunkten genommenen Integrale erster und zweiter Gattung
stets einen von Null verschiedenen, von den Vemwmgungspunkten
vollig unabhingigen Werth bemtzt liess fiir die auf algebrzmsche
_ Functlonen reduclrbﬂren hypereﬂlphschen ][ntegmle

aus sin am o und rational zusammengesetzten Theil zer-

(z)dz
VR(s)
wenn N ) .
' B (2) i,fi(ﬁ"‘ﬂﬁ) (2—ey) « « - (2—tt2p 1)

und .
. zlszg, ‘.4.gn
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die: Werthe von # bedenten, fiir welche F (2) unendlich 1r‘wiid die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen bei Amwendumg bs—

- kannter Bezeichnungen in der Form finden

L)oo L= [flé—ii]’"?_,,

"

o [LFe [Fma
Z B} [VR@ J VE@ ]
wenn

R =‘Azﬂﬁ+1+BZ‘P+Bﬁp—l+~ + Bap—1# + Byp
Fr(t) 21;_‘21—1Atr+2p ‘arB r— l'l“ _I_zp._,«__ Br;gt

2p—r—1
‘I“ Pg. Br—l )

H
—l

. ‘: Fy [ F.Od
WR( VR J

{t—2

und :
- r=0,1,2,--p—1,p,---2p—1

- gesetzt wird; der algebraische Werth des I:ntegrales mmmt dann
die Form an

S Foy [ dt. Fo [ dt __ —_—
[Z[ VEG® ;f(t——zﬂ/mt ] - - 77w f(t_z)r/m) ]r,y” Ry

L

Um in #hnlicher Weise - die ‘Bedingungen fiir die Reduction
eines hyperelliptischen Integrales auf algebraisch -logarithmische

Functionen zu finden, wird wiederum das Integral ‘in die Summe

yon p Integmlen erster, p Integralen zweiter, » Integralen dritter
Gattung und einem algebraischen Theile zerlegt und gezeigt, dass,
‘wenn sich diese-Summe in einen algebraisch- logamthmmschen Theil
umwandeln soll, nach Elimination der nicht von einander wunab-
‘Thingigen Ooefﬁcieuten der Integrale dritter Gattung je ein Complex
von diesen mit ganzzahligen Coefficienten versehenen TIntegralen
einem Logarithmus einer aus £ und VE ) (g) rational zusammen-
gesetzten Function gleich sein muss, und dass somit vermbge des
Satzes von der Vertauschung der Unstetigkeitspunkte und Grenzen
der' Integrale dritter Gattung die zu je einem Complex géhdrigen
Unatehgkeltspumkfﬁe Lésungen einer Glexchung von der F‘mm

. P —¢R()=0

~ sein miissen, worin » und ¢ rationale Functionen von =z bedeuten;

bat man nun gepriift, ob die Grossen je eines Complexes Losungen

27




338 ) L. KONIGSBERGER,

einer 50 gestalteten Gleichung sind — und die Methoden, wie dies.

- geschehen muss, werden angegeben —, dann hat man zu unter-

suchen, ob einerseits die bei der Reduction sich ergebenden Coeffi-

cienten der Integrale zweiter Gattung verschwinden, andererseits ob
die dabei resultirenden Coefficienten der Integrale erster Gattung
absolut gleich sind, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen, den
Coefficienten der_]‘em-ﬂen Integrale erster Gattung, welche der Satz

von der Vertauschung der Unsﬁetmgkemtspunhte und der Grenzen der

Integrale dritter Gattung noch einfiihrte, indem diese Vermuéchumg
ohne Werthveriinderung nur fiir solche hyperelliptische Hauptintegrale

dritter Gattung giiltig ist, deren Periodicititsmoduln an einem ge-
sammben Querschmttssystem verschwinden; fiir die Form der letzteren
Coefficienten werden verschiedene Formen gefunden. “Sind alle diese

" Bedingungen befriedigh, so sind nicht bloss die logarithmischen -

" Funectionen, sondern auch die algebraischen Theile unmittelbar -hin-
zuschreiben, so dass die Erfiilllung der auch als hinreichend er-
kannten Bedingungen zugleich das Transformationsresultat liefert.
Das gesammte Ergebniss lisst sich folgendermassen aussprechen:

Man bilde die Gleichung

7 [V%](j"” [T |+ [me ] =0

(t—z)"t : (E—zp) 1

und suclle dieselbe durch Systeme von ganzen Za,hlen)T” T,..T, zu
befriedigen; mogen. sich nur % — & solcher Systeme finden lassen
‘ Tn Tn " "le.
Ty Tpp -+ Ton
Tn—len—ki’ R Tn—l:ny

welche von einander unabhingig sind, und mégen sich aus diesen
n— % Gleichungen die Relationen ergeben v

[_FH) 1 _, M F) 1 . P
2| yme] =t lvme] ot [vae]

‘“f""lz-l—l)__ L (t—z)—1 ) (¢— %)_l

. . . . . . v . . . » . - - . . . ] . .

EEACIN 140 i [LF®
D \vEe “"*‘[r“y]+ Fhin [pe]

(=2} -1 CEaE N —1 (6—2) -1

so suche man den grossten gememsamen Theiler zwischen den
Zahlen '
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D 2y Agie- An—ti

worin i eine der Zahlen 1,2,...% bedeuten soll; sei derselbe 8

und werde :
D n Ay @) haki )
5l g Ty =

gesetat. Lassen sich nun ‘Gleichungen von der Form finden
PW— QU R(s) =0, POr— @R (s)=0, ... POF_ Q&rR(s)—0
welche aus den resp. Werthen |

Z17-Ft1j © 0t Zn.
&y 4 5k+1, Ces B

- Bhy kg1, v o Bpo
mit der entsprechenden Vielfachheit

1) (1) 6 1)
to ? 31 I tn—-k

(2) (2) (2)
to ? tzx’ tn-—k

(k) UE) (%)
tﬂ y by e tn_k

nur noch Verzweigungswerthe zu ]Losungen haben, so bilde man
die Summe :

[0 tog (Zo=ColED) L L rPO T (w-—@m )
tg) LVE® st PO L QVVRE) t@* VE® PO L 0@ VR

(b2
... _._1___ @) ‘ P(M“‘Q(”VR(.%)
A+t i ) k'f (P<’”+ @ﬁk*mw) L@,

t—2zp

" dann wird L () das Aggregat der im reducirbaren hyperel]liptis‘chen
Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darstellen. Setzt o
man sodann -

| dL(z)
dz 7
f " ! 2R(: ‘[ MdP“ md@“]_ @ @ dR()
| ﬁz{“[lf‘] Sl e T vl bl T
| & |t VR Sy Pm“—— @ R(2) " VEG |
| ' o | ' _ ew

- ’ ) Vm)

so miissen ferner die Bedingungen befriedigt sein
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< [ F{ F.tydtq Fid) F.wat _
SRy o [ [ e =

(—z24)" |
Zg ©

fiir die Werthe r — 0;1,2,--p — 1, und

7 i) —op(d) 1Fr(tjdt 1 {.Elt)_qg(_t)_ ] _—E‘,J(t)dt] —0
Zx[ VIT(E VW ](t_za)-l ]/m VR(—t}_ ,f_]'

fijr- die Werthe r =p, p+ 1, --+ 2p— 1; sind alle diese Be-
dingungen erfiillt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes
liyperelliptischen Integrales '

n

- rey a1 [ Fe | s —
{ZA[VE:T)'Z (t—z)Vﬁfﬁ]“_ZE)__l [Vm.f(t—z)‘l/ﬁ@?] H}VR(H)»

1 @

‘welcher mit L(z) vereinigt die algebraisch-logarithmische Dar-
stellung des gegebenen Integrales liefert. |

Dresden, - : L. Kénigsherger.

e

L. Kdnigsberger: Referate aus den hinterlassenen Papieren
von F. Richelot. Trigonometrische Form der hyperellip-
tischen Integrale der ersten, zweiten und dritten Gattung.

(Der Inhalt der folgenden Mittheilung ist in den Michaelisferien 1874

niedergeschrieben.) - -

Richelot fihrt zuerst fiir die Liésungen a,, a,, ... a, des Poly-
noms 2n** Grades
R() = (—a) (r— @) (e — a,)
cine Reihe von Moduln, analog dem Modul des elliptischen Inte-
grals, durch folgende Betrachtungen ein. Transformirt man das
hyperelliptische Integral durch-den linearem Ausdruck
£, A T

2y — Gy, 0 —a,

Z—a, a3—ay

g‘i‘_ d n

2y —ay, O;—a,

. u. s. w. oder endlich durch
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£ I S Tt e )
" P17 By -Gy n—1 7" Oz’
wodurch den Werthen ; o o
& =y By =0y '”””‘znalg’wimeis R
B = Gyl e By =0y, .

=0y, By =g, B =0,

fir die Grossen { simmtlich resp. die Werthe Null, die Einheit -
und oo zugeordnet werden, so erkennt man leicht, dass fir die

. erste Transformation sich .
H 1_‘%_@3n“w1~a2_ 2 . \ i
4 = &t ag—a, a, —a, .18
L. 30 Oy Gy
8 =aq 1 ___@4"’”’% al;ag ; kg
‘ 1™ & Gy — Qg @ —ay, 14
p __-___a ) l_ l’12137—1 _:aﬂu ay — Gy =2
1 D n—1 §1 B9y 1 — Gy @y — Gy, 12a—1 .

entsprechen, fiir die sweife Transformation

1 O— Gy, G3—a ' - C
Ly G5 — @y G5 — Gy, -
» - L] & : L L) L L] - - - * . L] !‘ 7! V - - - - -
= a 1 Oypg —Gy,, ay—ay 2
s =Q, - == - e — = [,
2 gpee1 gﬂ ay p—l g Oy — g, 32‘1!‘ 1
) 1 84— 0, G;—a 2
5’2 ] al e — = kﬂi
. & ey —aoay ay —ag, -
i Qg — Gy, Oy — 0y ‘
By == O =T o —a =
& @y — @y Q3 —dy, s
u. 8. w. endlich fiir die letzte
‘ 1 @y — @y, Ggp g —03,9 2
; 3:@-—1 = (I g = 4 —a — =kﬂu—sﬂl
] . n—1 1 Oy Ogpg — Oy, :
l ) 1 Gy —dg, Ogpn 3 —Ogp_g .4
ﬁna—i =a, £ . = @ — O - e, — Sy 32
, " 19 e 1 Gy — gy g g p1 = gy :
- . . * . . » v » - - - . " . - - . - - - . - -
P - a 7 1 — ‘isznfa;f ‘?’Bn ’mﬂ nel ™ a;ﬂ»@-—ﬂ — kg‘ : "
n—1 #n—3 tn—l Bopeg —Ogp.g = Doy = gy gn_? I8

“diese (w — 1) (2n — 3) Werthe %* werden Moduln genamnt und vor .
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Allem die Bezwhuna‘en die zwischen nhnen stattfinden, aufgesucht.
Mit Hiilfe der Substltu’mon

g — 1
A @, — g,
erhilt man leicht die Ausdriicke
r ’ r
]GQ — ag — Qy kg . a4“’“§ kg‘ a2n—2 a";nsﬂ
R —— H ‘7 _ T 7 " * . — =
1h Qg — Gy, 8k ay— a’ In—3h Ogp—y — @,
und somit, wenn % und ¢ weder 1 noch 2 sind,
) a, — a., a, — a,
B I3 r__ 1 2 ’ — . 1 2
&), — G, PE a; — a, 2
1k 14

also

’ 1
a. @, :
' ( 2) ( Li L]%k ) '

daraus ergiebt si@h aber sofort fiir alle von 1 und 2 verschiedenen %

] 2 2
12— kié] - k113‘ 'kl h N
R, By |
‘ Yid T Mg 13 - ,‘
2 42 42 . 2 » 9 {
2 Fig — kg Ifl,h ) 72 k%zn—z"‘ Fion—3 kia i
5h g Y —_— ? L I T ) — _ )

2 2 2 2n—35% 2 -
K — iy Kgs " k

.2 .2
12n-—=2 Z’lh ’“1211—-3
Um den Fall b =1 und = 2 zu erledigen, beachte man, dass
ey —a a; — ag )
R ke M VANl |
2 ag—ay a, — a;

ist und dass, wenn oben i =4, i =3 gesetst wird,

ay —a, = (a; —a,) (%.——— kl )undw —a; =(a, —a,) ( 1 1)‘

kg 1 i
wird, so dass L
Hs = @:ﬂl‘i y . k3, = _;“733_—_7{__
s ' ki (1 - kf4
und dhnlich
kg = ﬁﬁ;ﬁ“— ] R, = "‘335 — K
. ks 1 k‘fa (1 12 ..
u s w., endlich e
kgne.sz _ k?g,,_g\—kf%i.g} B km“_a kf:ﬂ_g ”
Lmn—s mn—a (1 kio n-—-s_)
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folgen. Somit sind simmtliche Moduln durch die Modulreihe

. 2 7. 2
ki s byg®s oo B

1271——11

ausgedriickt, also durch 22— 3 Moduln, die offenbar von einander
unab]hﬁngig sind, da sie ausser a," und a,’ jeder eine andere Grosse
@y, O 5o O2n—1 enthalten und dlese von einander unabhéingige Girossen
vorstellen. ,

.~ Richelot stellt sich nun die Aufgabe, die hyperelliptischen
Integrale erster, zweiter und dritter Gattung mit Hilfe der oben
eingefithrten Moduln in trigonometrische Form umzusetzen und zwar
definirt derselbe als Integrale erster, zweiter und dritter Gattung
nach Herrn Weierstrass (Theorie der Abel’schen Fun@tmnen,
Journal fiir Mathematik) die Integrale

*~ dr .P(z) P(z)
z—-agh fz—az,‘ - Q(s)) IBEM(@(;;))

P(Z = - Qan (ﬁ —_ 1'1'2) (ﬂ —_— a}i) P (5 .—— \wgn_g)
Q) =(z—a) (2—as) ... (2 — A0—1) (5 — a2n)

worin

" und @ eine willkiirliche Zahl ist. Teh will bemerken, um eine Ver-
~gleichung mit den von Riemann definirten Integralen der drei

Gattungen zu gestatten, dass die von Richelot a.ufgenommemen
Integrale erster Gattung

z. zw 2,

S [5G (,g )

2y az B2 p

fiir alle Punkte der zu J/R(s) gehorigen Riemann’schen 'Fliche -

endlich sind, die Integrale zweifer Gattung -

z z Zy

/%(55 ;) ff:s(g((ﬁ ...‘.fgpjzzm(ggﬂ)%

“p fp oy
nur in den resp. Verzwelgungspun]ﬁpem Gyy Gy, - - o« Gza—1 2lgebraisch

unendlich und zwar von der — §ten Ordnung werdem wihrend end-
-lich die Integrale driiter Gattung

p

JESEO

a":p
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nur im Punkte 2 =@ und zwar auf beiden Bla;ttem loglmthmlsch
unendlich werden. o : R (|
Setzt man nach Richelot ) L g
‘ . 9 Z — Gy Gy — Gy,
b —sg = # — By g Oy
' g By @3 — Gy,
b =emg, = Pg — Gy, O3 — Gy

- . - . -
.

B AN . zp—l_%n-—z aﬂu——]l"'a% : N
by =sin’p, = T ———— s ' -
: - Zp—1 25 2n—1"" %3, _g

und fithrt zuerst die erste Transformation durch, welche mlt Weg-
lassung des Index 1 bei # und ¢ die Form hat

z2—ag & — Gy . .
) - 2 * =gin’p,
g Z —_ agﬂ Gy — Gy ) -
so folgt durch logarithmisches Differentiiren
2 cos p )

oder

. ) dz
g 9= (%= @) ey
) , az AR |
2dyp = V— (% —as.)(a, — a, (zTch) F— Oy, .
wofliir, weil J

) (L =)

ist, auch

(i) e (S =)

gesetzt werden kann.
Beachtet man nun aber, dass, weil

, -
7— ay, 1—1@2”3111 @

?__—_:0" 2
— 851 l*kmh cein’g

sein muss und sich hierans wegen der entspreuhenden Werthe 2= mg s
g=0 '

O —
o By o3
ergiebt, :
- . 2 . g
Z— ay, @, — Gg 1 — kg, sin’e
== e

B—Gy g @Oy 1—R,,  sin’e
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i
i

& — Gy sin?
1_@ — = Cor—s 3 . -
17 Gar—g 1— 619, —g 80,
‘zu multipliciren, in welcher oﬂ“embar
g, — @ - .
2n 2
C’s——z—ak&z-z‘h : -
i TR Oy, — 0y, :
gein muss, und erhilt somit
. #
f _da_ (P(zl)
v f1 T8y Q(zi)‘
P

L K&imusnnmnm ‘ 345

.folgt so wird jeder Factor des obigen Ausdmdkes fir h= 2,4,

< 2n—1 tmgonometr:usch umgeformt sem, nur fiir b = # wird, wie

‘lemht zu sehen,

' 1
Ll P | Gp — Ggp_1 1—57?2” 1 sin®

Z—ag, g — Oy

sein, und man wird somit auch den vorher gefundenen -Ausdruck

gelten lassen kinnen, wenn man nur ks, = 0 setzt; ‘man erhalt
- ~
gomit N R

(F—a)(E—%)- - - (50 — % ( 1— Ky, sin’g )
(F—a)(2—a5)-- ( — %) H( - aw»—l) H 15}6?2%,—1 siilz,”p ’
so dass sich, wenn ' :

%2n | (ay — @) (% — ae:) v ‘(“2 @y u—2))
(8 — ag) (g — @)+ (@ — Bgp1)

gesetzt wird, mit Wiedereinfithrung der Grossem 2 lmd @, der
gesuchte Ausdmck

-,

Z,

! » — Ky, sin?p, \¥
dz P(z,) ) J ( 125 5107 @y )
le ,—' ay (Q  (,) JMFm dq)l kl%l; 18in® g, ‘

ergiebt Zour Umformung des Integrales

fl dz P\
gy = Ogrp (Q(gm)
a

braucht man nur vor der Integration die obige Gleichung mit

32 it do. Ty £ 13 arae N
Oyp = g M iz, _gsin*g, do, lﬁ F 1 — &y, sin'y, %7‘
——a —-—A—-———--—de-*- ad 12 . ‘ 5 — — .
Ogn ™ Cop—2 1 -——kmr goin’yp, Tg \1—&j,, osin?gp,
b
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In aem Talle, dass B(#) nur 2n—1 lineare Factoren hat, #ndert
sich nichts als chss man iiberall. @y, = oo zu setzen und den Grenz-
werth zu nehmen hat, wobel die Factoren

top — Qg -

Oy — Ggy
der Einheit gleich werden. ‘

- Um nun die iibrigen Integrale erster Gattung in 2y, 2;,...2.
ebenso umzuformen, hat man nur nothig die Indices

S '1,8,5,....20 —3,2n— 1
und die Indices ™

2,4,6,....200—4, 2n — 2

cyclisch zu vertauschen, und erhilt allgemein

z

. ' s
- ) f dz, P(zp)) ;
N o 5 2, — Gy, \Q(2,)

p

P . ;

s - 2
Bop— g, 1—k

ain 2
2p—12r sin q)p

.2 in
1—kyp 1on—gsin’e,

so sind (n — 1)* Integrale erster Gattung in die canonische Fmrm
umgesetzt. '

Die hyperelliptischen Integrale zweiter Gattung werden ebenso
einfache Formen annehmen; man braucht nur vor der Integration
der ersten Reihe mit

a, — @ o sin?
Z—a Gy 2 12, —157° P

L Tl P | Gop — G2r_1 1-— k?g,—_l sin®g,
zii multipliciren und erhilt

-
. 2

) f f gy (p(m)
. _ 4 B g1 \Q(z)/

[}
%2 P n 2 .
Bgn — o , kg, —15in® 9 do, A 1—kysinty, |}
= e * R R
Gon for—1 J 1—Fky,  sin*g S5 \1—Fkjy, sin®p,

0

~oder wieder durch eyclische Vertauschung der Indices
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) - ‘ . p - . . . C 7 :
» . ‘ 1 ‘ o .-
J dsﬁ, (P( zp))‘f : _ -
£ —a Q2
P 2r—1 ; s
g 3 .
95 ' '
. * g . o ) g . .
L Kop—y 9r—y5in’p, 1Ty, oS, 1
=—(Z_—:—-TMP_IEP ) A e A ) 2 el P . .
| . 1— kgp—l 91 S0 @, 1 1— kEp—-l ghq SID? ,
5 .  &In°
. ~ Um, endlich das hyperelliptische Integral dritter Gattung nm-
zuformen, wird man vor der Integration der ersten Reihe mit
7, — @

zu multipliciren haben; es mogen

7 1
z,=—a und § —_-—0or
1 1 ‘kgm sin? @,

vermige der Substitution.
5 — & @ — Gy, -

» 51 et a-2n » ﬂ'l — mg 1 .

entsprechende Werthe sein, so dass

@ —dy, g —q,
pap R

sin?w == —1
12 7 1.2
k 12 a, ﬂl —_ ‘2“

wird, dann ergiebt sich

g — Gy c sin?g, 7
| 5—a " I—F,sita, i,
und daraus
oy — Ug . C .
Qy, — @ K sin®e, ,?
so -dass . .
’ 2, — . a,, — a 2 9 -
2% s, ST Fatte
2 — @ @y, — @ 1—17%, sin®e, , sineg,
folgt. Bedenkt man ferner dass '
a—a .1 . Sl T T Bl
@ — Oy, %y sin? G @y — Gg, S a—a,,
ist, so folgt mit Benutzung aller dieser Werthe
. i
S (B
Y zl —a Q (51
oy -
P e -
. : 2 JO SIS Ca o ND
— 1 M, k 1&51”3‘9’;13‘3@%%“1% A 1—75:?%8“1“% %
' 1— 1 L& —ay 1 —k?,sin?a,,5in%p, PR e
k% sintay, @, —ay, 1=k, sin'g,
0
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‘und wieder allgemein

Zp

4‘% (Qéng)

¥p
' 3 .2 L) s 9 S
g i kgp_i sin®ag, 4,80, d ?,
T 1 o, —0a 2p—12p 1 k? .9 . sg -
V ‘o in® b —a . ’ A
Z“Ep—m op BIN g, .95 ?ﬁ—l 2 e 3

1

[ l 2p 19 50’ Py
< @ l—k —127—180% @,

Alle diese '][‘mnsfmrmatmnsformem gelten auch fiir den Fall,
dass R(#z) vom 2% — 1*= Grade ist, wenn man nur ag, = oo setzt und
zu den Grenzwerthen tibergeht.

Dresden. o L. Konigsberger.

Bemchhgung
P 182 Vorletzte Zeile: statt Maudel’schen hes Mande]l"schem
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J. Liiroth. TUeber cyclisch-projectivische Punktgruppen in der
' Ebene und im Reume. Math. Ann. Bd. XIIL

Die Aufgabe, welche in der obigen Arbeit gelost ist, besteht in der
Aufsuchung einer Gruppe von # reellen Punkten @, a,, a, ... a, der
Ehbene oder des Raumes, die so liegen, dass es eine projectivische
Umformung der Ebene resp. des Raumes giebt, welche die Punkte
der Gruppe cyklisch vertauscht. Es werden zuerst diejenigen Elemente
bestimmt, welche bei einer solchen Transformation sich nicht indern,
woran sich dann die Aufsuchung der Punktgruppe schliesst. Hs
ergeben sich die Resultate: dass bei einer Ebene alle Punkte der
Gruppe auf einer Geraden oder auf einem Kegelschnitte liegen miissen,
dass sie dagegen im Raume auf einer Greraden, oder auf einer Ebene
(und in dieser auf einem Kegelschnitte), oder auf zwel Ebenen (nur bei

geradem 7) und gleichzeitig auf zwei Kegeln, oder endlich auf -einem.

Hyperboloid mit einer Mantelfliche liegen konnen.
Karlsruhe. v Liiroth.

L. Koenigsberger: Ueber algebraische Beziehungen zwischen
den Integralen verschiedener Differentialgleichungen.
(Borchardt’s Journal fiir Mathematik. Bd. 84.)

Bekanntlich hat Liouville nachgewiesen, dass, wenn Ab el’sche

Integrale von der Form

Jydz,

worin y eine algebraische Function von z bedeutet, auf algebraische
Functionen und niedere Transcendente reducirbar sind, in die Re-
ductionsformel die Jogarithmischen Functionen nur additiv und mit
Constanten multiplicirt eintreten, die Argumente dieser Logarithmen
nur algebraische Functionen von & sind, und Exponentialfunctionen
in dieser Reduction gar micht vorkommen konnen, dass also die
allgemeine Beziehung die von Ab el der weiteren Transformation zu
Grunde gelegte Form anmimmt
fydas = u 4 A, logv, + Aslogvs + - -~ + 4, log vy,

in welcher u, v, Uy, - - - Un algebraische Functionen von z, und
4,, 4, . .. A, constante Grossen bedeuten.
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Als ich zum Zwecke einer Untersuchung, welche die Reduction -
‘hyperelliptischer Integrale auf algebraisch-logarithmische Functionen,
elliptische Integrale und hyperelliptische Integrale niederer Ordnung
gum Gegenstande hatte, den Satz von Liouville auf diese Klasse
von Transcendenten auszudehnen suchte, bemerkte ich, dass derselbe
in einem functionentheoretischen Satze viel allgemeinerer Natur
seinen Ursprung hat und der Theorie der algebraischen Differential-
gleichungen angehtrt. Ich stelle in der oben bezeichneten Arbeit
den Satz auf: ’
dass, wenn zwischen einem Integmle Z der ]D‘lfferemmls
gleichung m** Ordnung

dz d%z dmg
f(:l?,g', de’ dz? m)=ﬂ
und r Integralen
. Zm Zﬂ: T Er
des Systems von irreductiblen algebraischen Differential-
gleichungen

@ + P (%, 2y, & -+ ) dzl +
()

dx

‘ dz F
+ q)k —1 (w} El!‘ ‘52? ‘g") — + ﬁpx (ﬂﬂ E"n; Eg, * Er) = O";

ky—
((M + llh (3' y) Zyy - Er) (di) + v

dax

dz
+ by @2, 8y ) G + U, (8,0, 5) =0

1z dzr k,—1
((di:) + 1 (@, 21, 255 crZp) (dic) + -

d&r

+ 2—1 (@ 8, 8, fr) + Xz, (@, 2, %5, - %) =10

ein algebraischer Zusammenhamg
W Fz 2 2, Z, -~ Z;) =0

besteht, und man setzt — unter der Voraussetzung, dass
keine der Grissen %, Z,, Z,, - - Z. selbst algebraisch ist,
oder zwischen einigen von ihnen eine algebraische Be-
gziehung existirt — statt der Grossen Z,, Z,, - - + Z, andere
Integrale des Systems von Differentialgleichungen, so wird
die algebraische Beziehung (1) noch fortbestehen, wenn
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fir Z ein bestimmtes anderes Integral jener DﬁffErential-‘ _

gleichung m** Ordnung gesetzt wird.
Ich kniipfe daran die Auseinandersetzung einer Methode zur

Untersuchung eines algebraischen Zusammenhanges zwischen Inte- -

gralen von Differentialgleichungen, stelle Betrachtungen tiber die

allgemeine Transformationsgleichung zwischen Abel schen Integralen

und iiber das Vorkommen der Abel'schen Umkehrungsfunctionen
in derselben an und hebe die Verwendung des obigen Satzes auch
fir andere Untersuchungen hervor. :

~ Wien. _ L. Koenigsberger.

L.Koenigsberger: Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale
auf elliptische. (Borchardt’s Journal fir Math ematik,)

Eine in den ,Annales de la société scientifique de Bruxelles®

(1. année 1876) erschienene Arbeit von Hermite, .die sich mit dem-

bekannten von Jacobi reducirten hyperelliptischen Integrale erster
~ Ordnung beschiftigt, und in der angefiihrt wird, dass die beiden
hyperelliptischen Integrale ‘

f : dz p zdz
J V(E—a)(82°—6az —b) u V(i —a) (82 —6az—1b)
sich durch die beiden verschiedenen Substitutionen

428 —3az , 22840
P mda =g

auf die beiden verschiedenen elliptischen Integrale

1 dx 1 ? da
?f]/@am—-—b) (z*—a) und 2Y/3 f Va* —8az—b \
reduciren lassen, war fiir mich die Veranlassung, das Problem der
Reduction der hyperelliptischen Integrale auf elliptische genauer zn
- untersuchen und einige darauf beziigliche Resultate zu verdffentlichen,
Auf Grund von allgemeinen Sitzen, die ich in einer fritheren
Arbeit ,,tiber die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperelliptischen
Integralen (Borchardt’s Journal fir Mathematik Bd. 81) aufgestellt
habe, konnte ich schliessen, dass, wenn zwischen einem hyper-
eﬂiﬁtischem Integrale _
_ f (e VE®) da,

in welchem R(2) ein Polynom 2p - 1%® Grades bedeutet, hyper- |

elliptischen Integralen niederer Ordnung, elliptischen Integralen und
algebraisch-logarithmischen Functionen eine Beziehung besteht, fity
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welche die Graenzen der Integrale und die Argumente der algebraisch-
logarithmischen Functionen algebraischen Relationen unterworfen
sind, jedenfalls ein zur Irrationalitit y&(z) gehoriges hyperelliptisches
Integral erster Gattung auf ein Integral erster Gattung, welches den
in der Relation vorkommenden elliptischen Integralen zugehorig ist,
reducirbar sein muss, und dass, wenn die zu einem der elliptischen
Integrale gehorige Irmhonalmmt mit :

Vo (x) = Vel —a)1—cz)
bezeichnet wird, .

s_de - f‘"<“+'ﬂz+yf+--~+m"—1)d\z

Vo (@) VR
sein wird, worin & und ¥/ (z) rational durch z und Y%z ausdriickbar
sind. Es liisst sich sodann leicht nachweisen, dass man das Problem
guriickfihren kann auf die Aufsuchung derjenigen hyperelliptischen
Integrale, welche auf elliptische Integrale derart rewdm@irhﬁr sind,
dass die Variable des letzteren eine rationale Funetion wderJenlgen,
des hyperelliptischen Integrales ist, und man wird nufimehr zur
weiteren Durchfiihrung der Untersnc]numg zwei wesentlich verschiedene
Wege einschlagen konnen. Will ‘man die Typen fiir die Polynome
R(¢) finden, deren zugehorige Integrale auf elliptische Integrale
reducirbar sind, so wird man die Betrachtung auf die zu diesen
Integralen gehorigen 9-functionen ausdehnen konmen und die Re-
lationen fiir die Moduln dieser #-functionen aufsuchen, wenn die
zugehdrigen Integrale auf elliptische reducirbar oder die resp.
9-functionen in &-functionen niederer Ordnung und elliptische
@-functionen zerlegbar sein sollen; in diesem Sinne habe ich mir
in einer fritheren Arbeit ,iiber die Transformation zweiten Grades
der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung” die Frage vor-
gelegt, welche hyperelliptischen Integrale erster Ordnung durch eine
Transformation zweiten Grades auf elliptische Integrale zuriickfihrbar
gind und mit Hiilfe der sich als nothwendig ergebenden Glemhlmg
# (0,0 7, 0, 13y = O )

auf Grund allgemeiner Sitze, welche ich fiir die Transformation
gweiten Grades der hyperelliptischen Functionen entwickelt hatte,
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen zwischen den
Lisungen ‘des Polynoms fiinften Grades aufgestellt, fiir welches die
dazugehdrigen hyperelliptischen Integrale auf elliptische reducirbar
smd Ich lmhe Jedlowch in der Arbe*mt ﬁbﬂr die mh eben referire,
11
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einen andern Weg eingeschlagen und zwar den der algebraischen
Transformation, in der Weise, wie Jacobi die Reduction eines
elliptischen Integrales auf ein anderes behandelt oder die Trans-
formation der elliptischen Integrale durchfiithrt. Ich stelle zuerst die
Bedingungen fiir den Grad der Transformation auf, zeige, wie der
hekannte Jacobi’sche Fall und die von Hermite gefundenen Inte-
grale sich als einfachste Fille ergeben, und wie man fiir jede Ordnung
von hyperelliptischen Integralen lbehebm' viele auf elliptische Integrale
reducirbare finden kann. .

Die von Hermite angeregte Frage, ob fir die aﬂgehmische
Irrationalitiit, deren charakteristische Zahl gewthnlich mit p bezeichnet
wird, stets auf elliptische Integrale reducirbare Integrale existiren,
fir welche die p Integrale erster Gattung durch ebensoviel ver-
schiedene elliptische Integrale mit Hiilfe von p Substitutionen aus-
driickbar sind, wird sich, wie ich glaube, nur mit Hiilfe der Theorie
der O-functionen beantworten lassen.

Wien, : ‘ L. Koenigsberger.

(Zu Beite 87, Z. 14 v. o. ist einzuschalten:) ,
Nachschrift. Von Seiten ihres Verfassers Herrn Charles

S.Peirce sind mir inzwischen die Separatabziige zweier Abhand]lunuen
zugestellt und dadurch bekannt geworden, betitelt:

T'lhrree papers on logic, Proceedings of the American academy
of arts and sciences, 1867, p. 250-—298, und ‘

Description of anotation for the logic of relwhws, resulting from
an amplification of the conceptions of Boole’s caleulus of logie,
Memoirs of the American academy, Vol. IX, 1870, 62 Seiten,

welche ich mich zu dem in vorgenannter Schrift von mir gegebenen
Literaturverzeichniss hiemit nachzutragen bemle

‘Aus der ersteren von diesen beiden’ Abhamdllungen (I. Paper:
,0n an improvement in Boole’s calculus of ]loo'm‘) ersehe ich, dass
bezughch einiger wesentlichen Punkte in meiner- ersteren Schrift,
nimlich in Hinsicht auf die Wahrnehmung der vorstehend an-
gefiihrten doppelten Distributivitiit sowohl, als auch beziiglich der fiir

, logmsche Differenzen und Quotienten auf 8. 29—31 von mir auf-

gestellten Ausdriicke, die Prioritit Herrn Peirce zukommt.
-E. Schréder.
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‘ unabsehbare Zeit hinaus im mathematischen Unterrichte weitaus.
der meisten Schulen alles beim alten bleiben soll. — Hinsichtlich
der s‘peciellen Eigenthﬁmlichkeiten des ersten Theiles wird an dieser
Stelle auf den von der Verlagshandlung versendeten Prospect ver-

wiesen.

Waren. . V. Schlegel.

L. Koenigsberger: Vorlesungen iiber die Theorie der hyper-
elliptischen Integrale. (Teubner 1878.) .

Nachdem ich in den letzten Jahren eine Reihe von Arbeiten:
tiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale veriffentlicht habe,
welche die behandelten Gegenstinde theils nur kurz und mit Voraus-
setzung von Verallgemeinerungen fritlier gegebener S&itze‘darstellten,
theils auch nur die Resultate einzelner Untersuchungen brachten,
hielt ich es fiir zweckmiissig, meine Vorlesungen iiber die Theorie -
der hyperelliptischen Integrale in zusammenhingender Daivrstellung
Z1 ve‘rﬁﬂ'enﬂichen, .um einerseits auch der Theorie der Integrale gn
sich und den mit ihnen zusammenhéngenden Problemen der Integral- |
rechnung einige Aufmerksamkeit zuzuwenden, andererseits aber auch’ ‘
dieselbe als Basis fiir eine grossere und eingehendere Bearbeitung
der Theorie der hyperelliptischen Functionen benutzen zu kénney

Ich will im Folgenden den Inhalt der einzelnen Vorlesungen
skizziren und auf die iiber dieselben Gegenstinde angestellten Unter-
suchungen anderer Mathematiker hinweisen,

Die gesammte Darstellung legt die von Riemann eingefithrten -
Vorstellungen und allgemeinen Siitze aus der Theorie der Functionen,
soweit sie in meiner Einleitung zu den »Vorlesungen iiber die Theorie_ |
der elliptischen Functionen® auseinandergesetzt worden, zu Grunde
und ist in jhrem ersten Theile nur eine unmittelbare Verallge-
meinerung der dort fiir elliptische Integrale entwickelten Sitze.

Nachdem in der ersten Vorlesung gezeigt worden, dass, wenn
o R(#) ein Polynom 2p 4 1% oder 2p - 2n. Grades bedeutet, sich
e jede wie J/R(e) verzweigte Function rational aus 2z und VR(z) zu-
: sammensetzen lisst, wird. die Frage aufgeworfem, ob man fiir eine
A Bildende, in # und V/R(¢) rationale Function die Unstetigkeiten,
welche fiir gewisse Punkte nur auf einem, fiir andere auf beiden
Bliittern stattfinden konnen, in ihrer Anzahl und Lage helichig an-
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nehmen kann, und man findet, dass, wenn die Function in ¢ Un-
stetigkeitspunkten in nur einem Blatte von der S
My, Mgy . e s mem- ,
Ordnung, in ¢ Unstetigkeitspunkten auf dem einen Blatte von de
gy Mgy < o - NGy o '
auf dem andern Blatte von der |
Do Ve .- Vo' .

Ordnung, ferner in den Verzweigungspunkten von de

ek Fgpy1  Fappate®
5 27’ CREI
Y

Ordnung unendlich sein soll, worin, wenn das Polynom R(z) vom

2p -} 1% Grade ist, kepye= 0 zu setzen ist, wenn die Function

endlich der Bedingung unterworfen wird, dass sie im unendlich ent-

fernten Punkte, wenn R(z) vom 2p - oten (Grade ist, auf dem emen

Blatte vom 7., auf dem andern von der 7,*® Ordnung unendlich wird,

_wihrend sie, wenn R(2) vom 9p - 1t Grade ist, in dem unendlich ent-
- ten

~ fernten Verzweigungspunkte von der —Z— Ordnung unendlich - wer-

den soll, — als nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir die

Existenz einer in z und Y R(#) rationalen und in der verlangten

Weise unstetigen Function die folgenden:
I. wenn R(¢) vom 2p+ 2" Grade,

a 2p4-2 kr"!"i
St St SO #umsm1z0
1 1 1

II. wenn R(¢) vom 2p- 1" Grade, -

0 1T e wl k1 (%)—;p-—-l wé;mnk‘gerade,
St Int ST+ \
T 1 1 N (—2~) —p | wenn & ungerade,

worin

)

. k1 ‘ "
die grosste in ——— enthaltene ganze Zahl bedeutet.
Am Schlusse der Vorlesung wird die bekannte Umformung
einer in ¢ und Vo(f) rationalen Function, in welcher @(£) ein Po-
lynom vom 2p 4-2*" Grade ist, in eine rationale Function von z

und VR(Z) gegeben, worin R(z) ein ganzes Polynom des 2p 4 1=

Grades darstellt.
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Die zweite Vorlesung beschiftigt sich unter Annahme eines
unpaaren Grades 2p 4 1 von R(z) mit der Aufstellung der hyper-
elliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung nach den
von Riemann fiir diese drei Gattungen gegebenen Definitionen,
und man findet fiir die stets endlich bleibenden Integrale die schon
von Jacobi hervorgehobenen Formen der Integrale erster Gattung

fm dz z2dz _,“fzp—laﬁ'
] VRGE ') VRE®’ ) VE@ ’

fir das im. Punkte 2, & R(z)¥, worin ¢ die positive oder negative
Einheit bedeutet, und nur in diesem algebraisch von der ersten
Ordnung unendlich werdende Integral zweiter @attung

- fl: 1 %(ﬂ—zl)—[—slﬂ(zl)%J o
POV et ) 0,

worin M eine willkiirliche Constante, und J(z) das allgemeine hyper-
elliptische Integral erster Gattung bedeutet; endlich stellt sich das
Integral dritter Gattung, welches fiir zwe; beliebig gewihlte Punkte
- der Fliiche 2, und #, logarithmisch unendlich wird und zZwar wie dje,
~ Unstetigkeitsfunctionen " ' ' L

4, log (2—2,) und — 4, log (2—2,),
in der Form dar '

(8—2) (z—2,) VTV)

oder .
e [T B@E e REY R Lo REt T 4 o
. H(Z)‘»M.f e T ] vEm T7@

und das épecieﬂe Integral dritter Gattung, in welchem

& —#

M= |
oder in welchem die Coefficienten der logarithmischen Glieder die
positive oder die negative Einheit sind, wird das hyperelliptische
Hauptintegral dritter Gattung genannt, e '

Die Form des Integrals zeigt unmittelbar, dass, wie Riemann
fiir alle Abel’schen Integrale hervorhebt, und W‘eierstrass: schon
frither fiir die: hyperelliptischen Integrale ausgesprochen, dass sich

das allgemeine hyperelliptische Integral zweiter Gattung mit dem

- Discontinuitiitspunkte erster Ordnung 2, von e‘i'nem‘{ﬁ[ut‘eg;"a]te‘ erster
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Gattung abgesehen als das Product einer Constanten in den nach -
z, genommenen Differentialquotienten eines hyperelliptischen Haupt-
integrales dritter Gattung darstellen lisst, dessen zweiter logarith-
mischer Unstetigkeitspunkt ein véllig willkiirlicher ist.

Aus diesen Integralen der drei Gattungen wird in der dritten
Vorlesung die analytische Form desjenigen hyperelliptischen In-
tegrales hergeleitet, welches in den » Punkten &, 2, - - - % und
zwar in 2, wie : ,

A log (2 —2a) + Ba(e— %)™ + Co(z—2) 2+ -+ Ko (s—2g) e
unendlich wird, wobei die zur Existenz eines hyperelliptischen In-
tegrales nothwendige Bedingung, wie sie Riemann fiir alle Abel’-
schen Integrale gibt, : ' '

A1+A2++A1’=0 ,

vorausgesetzt wird; es bleiben in dem aus hyperelliptischen Inte-
gralen dritter Gattung und deren nach den Unstetigkeitspunkten
genommenen Differentialquotienten der verschiedenen Ordnungen
noch die Coefficienten der oben aufgestellten Fundamentalintegrale
erster Gattung unbestimmt, und es wird gezeigh, dass man diese
Coefficienten so bestimmen kann, dass das hyperelliptische Tntegral
gegebene reelle Theile der 9p Periodicititsmoduln oder gegebene
p Periodicitiitsmoduln an den a- oder an den b-Querschnitten besitzt;
zugleich folgt aber auch, dass jede andere Function, welche alle
diese Eigenschaften, welche die Unstetigkeitswerthe und Periodicitits-
moduln betreffen, mit dem hyperelliptischen Integrale gemein hat,
sich von eben diesem Integrale nur um eine additive Constante
unterscheiden kann. Dieser Satz ist fir die vorgelegte Fliche die
Darstellung und wirkliche Ausfihrung des von Riemann in die
Functionentheorie eingefiihrten Dirichlet’schen Prineips.

Nachdem noch die Form der in den Verzweigungspunkten alge-
braisch und logarithmisch unendlich werdenden Integrale aunfgestellt
worden, wirdnoch eine in dem oben gegebenen Beweise des Dirichlet’-
schen Princips gebliebene Liicke ausgefiillt, ndmlich der Nachweis des
Satzes, dass die Determinante des zur Bestimmung der-Coefficienten
der ersten Integrale aufgestellten linearen -Gleichungssystems nicht
verschwinden kann, und zwar wird, wie Riemann . ebenfalls fiir
alle Abel’schen Integrale nachgewiesen und Neumann fiir die
hyperelliptischen Integrale ausgefiihrt hat, gezeigt, dass, wenn die
Periodicititsmoduln eines hyperelliptischen Integrales erster Gattung

("6 + Gz G -+ Cpyd
' — ~ dz
VE@) ‘ _
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an den Querschnitten a; in bestimmter Ueberschreitungsrichtumg
mit e +- 3,7, an den Querschnitten be mit B + 04 bezeichuet
werden, die Ungleichheit besteht _

i

D (8, — Bups) > O,

1
Endlich werden in dieser Vorlesung noch die Periodicititsmoduln

durch Integrale, welche zwischen den Verzweigungspunkten auf der
einfach zusammenhingenden Riemann’schen Fliche oder grad-

linig zwischen diesen verlaufen, ausgedriickt, wie es zuerst von

Prym in seiner » Theorie der Functionen in einer zweiblittrigen
Flache® geschehen.

Die vierte Vorlesung beschiftigt sich mit der Reduction der
allgemeinen hyperelliptischen Integrale auf drei Arten von Normal-
integralen nach der von Weierstrass fir elliptische Integrale in
seinen Vorlesungen angegebenen Methode und fihrt, wenn z,, 2,,-.. 2
die Unstetigkeitspunkie der Function F(z) bedeuten, zu dem Re

sultate
. / F)dz
VER(z)

VRG)ds VE@E)d: S VEGa:
=G [—"—+ qf- Fooo, [ I
(—a)VEG) ) VEE (e~ ) VEG)

+ 1@ i N ind C maREER oF o ; #ds
| VEG@ VEG | VR()

P o P2, : -clz
T« —— kot f 47 e /. 4z _
+ f veEg T f yrG R [ o
N +1AVEGD,
WwWOorin

e “dz
S

ein Integral erster ‘Gattung,
| ‘zl”‘i'“dz;

ein im unendlich entfernten Veriweigmngspumkte von der 2g | Jten
Ordnung unendlich werdendes Integral, endlich
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‘ dz
=2V R ()

ein in £=2, und zwar auf beiden Blittern logarithmisch unendlich
werdendes Integral bedeutet; die Coefficienten der obigen Normal-
“integrale sind mit Anwendung des bekannten Zeichens fiir den
Coefficienten einer bestimmten Potenz einer Reihenentwicklung durch
die Ausdriicke bestimmt:

Z ‘ _re J_g
| l: VR® J

(t—=z )‘=1

Fy F.(0)d _ [ F(t) r(t)dt]_lm
[VR() V.R(f)] Y vE® J VE® |

itz )1 1
Wormaso, 1,...p—1, ' o
') F (Ddi ] 7 |: F@) F (hadt ] _ 0
[ VE® ) VE® « Lvew ) VE® . "

(t—s)—1
(I

wenn r==p, p-4+ 1, ... 2p— 1, ferner

Ft) dt () -
[ VRQ) . tw.,)]/l’(t)il fale), 1: VR®) , J (t—2) VR(t) fu( )

1—1
wenn _
I’Y} ‘ + I;f) 4 ... _.‘I_, l"(:) _ l:;) — l‘(ﬂ .
k(ll) + k;r) + . + k‘(’)‘ . k(f')‘ — k(")
AE+HE + - + O — e — 16

ges‘étzt wird, und
N 2p—2r—1 . 2p—8p C9p—ap ‘
F(t) = l—QL—».A.t’—{— p . rBOtr—l + w_lﬁkltw-z 4 .-

2p—r—2 o 2p—r—
ey MR Sy

. 9 9 =1

1st. :

b Eine genauere Discussion der Coefficienten der Normalintegrale
fihrt zu dem Resultat, dass, wenn 2, einer der Verzweigungswerthe
ist, Cx = 0 wird, dass ferner das vorgelegte Integral gar kein In-
tegrad erster Ga,ttung enthdlt, wenn F(2) fiir keine Wurzel von
R(#) unendlich wird, in seinen Discontinuitéitspunkten von der ersten
Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit echt gebrochen ist,
dass ferner die in den Verzweigungswerthen algebraisch unendhch :
werdenden in der obigen Reductionsformel vorkommenden Normal-
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integrale fehlen, wenn F(2) fiir keine Losung von R(2) unendlich
wird, fiir seine Discontinuitéitspunkte von der ersten Ordnung un-
endlich gross, und der Grad des Zihlers kleiner ist als der um
p Einheiten vermehrte Grad des Nenners, dass endlich f(2) eine
rationale Function von 2 und 2, darstellt, welche verschwindet,
wenn F'(¢) in 2, von der ersten Ordnung unendlich wird, wihrend

die rationale Function f,(z) Null wird, wenn der Grad des Zihlers -

nicht mindestens den des Nenners um die Zahl 2p ibertrifft, ‘

Endlich wird noch auf Grund dieser Reductionsformel eine fiir
alle hyperelliptischen Integrale geltende Beziehung abgeleitet, die
von Hermite und Thomae fiir die elliptischen Integrale erkannt
worden, wonach, wenn

Mz o [ as W (27 e [CePds
fvm“ln vEm + RS Eg Ttk .jyfa@j
14 B al PR (2 - d
i‘P)fLii"’ 7<P+1>f%*z e 4 g g l>f-_f_
) gt VEG R b
+ A& VERE(E)

gesetzt wird, zwischen den Coefficienten I und % dieser Reductiong-
formel und den Coefficienten der um den unendlich entfernten Punki
gltigen Reihenentwicklung bestimmter Integrale die Beziehung besteht '
wenn r =0, 1, 2,_,,13‘_1 ,

‘T (H)dt |
VEG T T mir o e VEG

~VEG 2/,
0

und, wenn r=p, p41, .. . 2p—1, -
_li(f)ﬁt__ _ (ﬂ) {r—2p + 0, tr—2—2 + . + n t_gp) VW
) ij‘ B (4] 1 - r—1 |

TVEG 2, T
0 -

Am Schlusge der Vor]esung wird das hypere];liptisehe Ihtegml
durch die lineare Transformation : B

‘ —a,
- = o

in die Form o L | '
JEEy-90-K00-5y a4 D)

umgesetzt,
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Die von Legendre aufgestellte Beziehung zwischen den Perio-
dicititsmoduln der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung
wurde bekanntlich ven Weierstrass fiir alle hyperelliptischen In-
tegrale erweitert, und Riemann filhrte zur Herleitung einer Be-
ziehung fiir die Perioden der Abel’schen Integrale erster Gattung

die Methode der Integration von

fwdw

ein, worin w und % Abel’sche Integrale erster Gattung beﬂeutem,
undl die Integration tiber die gesammte Begriinzung der Riemann'-
schen Fliche auszufiihren ist; Clebsch und Gordan dehnen diese
Methode auf zwei Integrale dritter Gattung aus, um unter anderem
den Satz von der Vertauschung der Parameter und Unstetigkeits-
werthe herzuleiten. In der fiinften Vorlesung werden zweil aJll-
gemeine hyperelliptische Integrale

J(z, 2.) und J(z, @a)
zu Grunde-gelegt, von denen das erste in den Punkten
By Bos v oo Buy By Bgy - o Bmy gy Ogy «o- B2pta, o
" ‘unendlich werden soll, wie die Functionen o R
U log(e—30) + Boe—1d™ +Cols—30~ + -+ + Kele— )
Aolog(s—2) + By(e— s+ Coler™* + -+ Kela— ¢
g log (e—eg)* 4 by (z—ag) "t (’5_‘“9)‘-%%’ et he (zd—%)__g
M, log £* —&—Mlzjf—FMz%-ﬂ— oo+ MyET,
das zweite in den Punkten
duy b2y v B gm; §&r gn;vau @2; voe Oapia, OO
wie die Functionen _ o
U;log (-—b) + By (r— )" + Cole—a) ™ + -+ + Ke(s— 19
Ailoate =80+ e Gk o K
aglog (2— g+ by (2 — )™ 4 G (5"“@),_% +-- -+ ke (ﬁ —”"5@)
M logzt + Mot + My A+ ... 4 MJS . .
und das Integral . : .i
| J I, 2)dd (s, &)
ausgedehnt iiber die gesammte Begriinzung der einfach zusammen-
]mngemden Fliche, welche aus der dureh die bekannten leersehmtte

Ay, Byy «ov Oy by, By, i by, 65 Gy s G

o1
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zerlegten Riemann’schen Fliche von YR(z) durch neue

wtmtnf2pL2
Querschnitte entsteht, welche jeden der die Punkte

iy Boy <o Buy By Bay oo Bmy G0 &, oL b

umschliessenden unendlich kleinen einfachen Kreise und jeden der
die Punkte

o, oy oo -Ergp_*_i, 0

umgebenden unendlich kleinen Doppelkreise mit demselben Punkte
A der frither erhaltenen Begrinzung verbinden.

Man findet, dass, wenn das Resultat der Integration ein end-
liches sein soll, J(2, 2.) in 3, nur algebraisch unendlich werden
darf; nimmt man sodann die Entwicklung der Function J (2, &s) in
der Nahe der in Betracht kommenden singuliren Punkte in der

- Form an

Wolog (2—3) + - - + |, (z—g) To —h—m‘")a{—m@(z—a o) - -
f + mf (2= 30)'¢ -

Aglog(z——ze) + -+ K, (Z—Ea) ..

20+ 0= + 2P —8) + -+ p‘*”, (e—E)% + -

Gglog (s —ag)t + - + hy(e ‘—wo)"h + 6 + P —ap)t + -
+ H;)(zﬁﬂe)ﬁ "
»

Mylogst + -+ -+ Myss + P, - Po™ ‘1‘+ o+ Pys T

die von J(z, {,) in der Form
Uelog (e —3e) + - + Kyle—3 % + 12 + n@(e—3) + - .-

-+ n;z) (z—30)% + - - -
20 + 1P (2 — 25) -+ art;?) (e—z)" + -+ ’ES;) (2—z)e +
Aglog(e— &) + -+ + Ki(e— cg)“f'

aglog(z—ug)%e}e . (z—nr@)"z‘— + 4@ 4 »u‘"’(g_%)a +oeen
, + 7 D) (z _“9) 2 -
J
Mélogz{f-{a----l-MézT-{— P+ Pz * —l— -+ Piz A,

und bezeichnet die Stetigkeitsspriinge von
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L]

J(z, 2.) an @ mit J,,, an b mit oy 5
von .

J(z, &) an ax mit I, , an & mit 1,,,

so erhiilt man die nachfolgende allgemeine Periodenrelation

. P 1t ‘ .
o (o I, — T, I,,) = —Ze [0 B+ 200Gt Hn0R,
1 1 s

+ U, — OB, — 2P E; — . S w0 9]
[ -
O )
© 4 (@ ’ () v r (@) =]
- Z@[p" Ag—py" By —2py Cg— - — kePerKe]‘
m .
_ .

o Z}; (208, +240C, 4 - - + koﬁii) ]+ > Ae',/;ﬂJ (2, ta)
1 1

4
o )
(0] ‘ (¢ (7]
- S;e [bev? 4 2002+ -+ 2gheo?
1 . .
r @) gr @ g 0) rpr (8)7
=+ ag by bty 2Copy — - — Aghgpys

0~

T apd1 o 2p4-1
+ jz’ C”ffSZJ(Es £a) — 2’”2‘“& (44 Ayt Anta4-a,+-+-ap_1)

— [Py My + P, M, + Py My + 3P, M, + - - -
+ 8 Py My — P M, — 2P M, — - - - — 0P M)

- 2ﬂ@M6(Al +A2+ ot Avn"" @ + @y +-- "1L‘ aﬂﬁl)_MOJ dj(ﬁ.v gm);‘
worin, wenn ¢, oder A, von Null verschieden, N

Gg="ly=+-=hy=0 resp. Mg =M = ... — Mj —0
anzunehmen sind.

Specialisirangen der gefundenen Periodenrelation liefern den
Satz, dass zwei Hauptintegrale dritter Gattung, bei denmen die
Griinzen des einen die Parameter des andern sind, eine nur von den
Periodicititsmoduln abhingige Differenz hesitzen, und dass sich ein
Hauptintegral, welches an den p Querschnitten Gy, @3, . . . @, den
Periodicititsmodul Null ‘hat, nicht #ndert, wenn die Gringen
mit den Unstetigkeitspunkten vertauscht werden, ein schon von
Jacobi bewiesenes Theorem. .

Repertorium fir reine und angewandte Mathematik.

16
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Fiir zwei Integrale erster Gattung

,..P —u—1 [U "P ﬂ 1 dr.:
J®(z) = T (z)( - T (2) / Vi

folgt aus der obigen allgemeinen Beziehung die Periodenrelation

P .
DU IR — T2 TP =0,

1

und fiir Integrale erster und zweiter Gattung, wenn

E@ (Z) R(jl,.

gesetzt wird, und die Entwmk]uno' der Integrale J(ﬂ)(z) und E@(z)

in der Umgebunﬂ‘ des unendlich entfernten Punktes in der Form .

angenommen wird

2cz+l 2e—1
E®(¢) = Myuy12 ® + Mou_yz ¥ A4 -ee - Mt ...
—2p-1 —2p=s
J(ﬁ)(g)_lil?ﬁ_{_lz 2 +P-:ﬁ+32' 2 +---,

also, wenn

1
i ¢ i Rt

gesetzt wird,

‘ 2/, 2fi 21
Mavi= gy Meea= gl Mheg= R

, ef, . of, ) 2f,
.Pgﬂ—l—l = —2_‘5:]—&:[—’ -P:2(3'+3= —m; -Pzﬁ-l—ﬁ:'“'zﬁ_f:ﬁ 3 T

ist, die Periodenbeziehung:
L «>8

e Z’ (E(u) J’(ﬁ) E(ﬂ) J(@))

=(2p+-1)Pap 41 Mopa+ (26+4-3) Popysllypra+ -+ (2a+1)Proys Mae s
und
I e<p

P .
S s - 5o =o
Endlich wird noch der Werth derjenigen Determinante unter-

sucht, welche aus simmtlichen Periodicititsmoduln der 2p Integrale
J®(z) und E@(z) gebildet ist, und der spiter bei der Reduction

o4




L. KoexiGsrercER. : 213

der hyperelliptischen Integrale auf niedere Transcendente zur An-
wendung kommt. Dieser Werth ist zuerst von Fuchs fiir den Fall
complexer Verzweigungswerthe von }/R(z) mit Hilfe der Differen-
tialgleichungen, welchen die Periodicititsmoduln der hyperelliptischen
Integrale gentigen, hergeleitet worden, ich wihle hier einen andern.

- Weg, indem ich zuerst zeige, dass die Determinante eine eindeutige

=}
Function der Verzweigungswerthe ist, und indem ich nachweise, dass

sie nie verschwinden kann, folgt aus einem bekannten Satze der Func-
tionentheorie, dass die Determinante eine constante, von den Ver-
zweigungswerthen unabhiingige Grosse ist. Der constante Werth
selbst wird, wie auch Fuchs gethan, durch die einfachsten hyper-
elliptischen Integrale derselben Ordnung also durch die Integrale
mit der Irrationalitdt

YT

bestimmt werden, und diese Bestimmung fiihre ich, um eine An-

wendung der vorher entwickelten Periodenrelationen zu geben, mit

Hiilfe der fritheren Formeln fiir die Verbindungen der Perioden der
hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung aus; es er-
giebt sich das fiir reelle Verzweigungswerthe schon lingst bekannte
Resultat :

® © 0) ) r(0) (0)
gy J. J) do ) T
ngl) J';l) Jf” Jﬂﬂ) o Jt(l) J(l)
] ] ] [ "P m'p
Jziﬂ—ﬂ‘ Jf’ﬂ—l) J’(pm‘i) Jen J:’pﬁll) JED 2
fl i ) Gy '» ay (_ 1)‘223@7 P
@ e W () @ e —1.3..0@p—1
EY E? E? EP ...EP E! 13- Gp=)
_Erb(P"l"li) E;P'f‘l) E{E.?-?rl)‘ EFP+1) L. E(P-l-l) E(p+l)
il 1 23 1y ‘bp a,
E‘;E?.m”l) Efn—-” Eb(fps—l)‘ E@p—n L E(Ep—-ll) ‘E(E}M—l)
1 ] 1 ay bp ay

Die sechste Vorlesung behandelt das Abel’sche Theorem der
hyperelliptischen Integrale zuniichst fiir Integrale erster und dritter
Gattung und leitet hieraus mit Hillfe der in der dritten Vorlesung
ausgefiihrten Bildungsweise des allgemeinen Integrales aus den In-
tegralen dieser beiden Gattungen den Abel’schen Satz in der mach-
folgenden Form ab: Bezeichnet

J'(z, Cis €3y « v - C4)
16%*

95
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ein hyperelliptisches Integral, welches in ¢, unendlich wird wie
Aglog (z—0p) + Bo(z—co)™t + Colz—ep) =+ + My(6—cp) ™,
so wird sich die Summe von 2m solchen gleichartigen hyperellipti-
schen Integralen, deren obere Grinzen die Lisungen z, 2, ... 2m
der G‘rleichnng :
—¢'R(5) =0,

und deren untere Grauzen z/, 22 )« - #2n die Losungen der Gleichung

Dy —9'121%(2) =0
sind, worin p und p; beliebige ganze Polynome m'* Grades, g und
q; beliebige ganze Polynome hichstens vom m—p—1*" Grade
sind, durch den Ausdruck darstellen lassen '

Im e ple,)—gq c & VR(C ) ) l
@ dJ(z 3Coyen. — _A_ l o 0

2/ (2,€15Cay+ .. Cy) Z {1"1(09)—%(09)5 VR(ce)l
2} ol

B, log [Rle) = 2% VRCT
T de Pi(ep) —ai(cy) £ Y B (cp)

¢
_9209 a2 | pleg)— Q(C)EQV-R(G }

1 de lpm: ) —ai(ey) s Y Bicy) ‘

o Z - dm@ Iog{pce)—ﬂce)s’? VEE*)—* ‘a ' ,

T, e~ Vacye 7 \pile)—ailep), YEIc,) %

worin der Werth der zu den einzelnen g-Werthen gehorigen Irra-
tionalitéit durch die Gleichung

bestimmt ist.

In anderer Form lasst sich dieses Resultat auch so aussprechen,
dass sich 2m —p gleichartige hyperelliptische Integrale zu p eben
solchen Integralen vereinigen lassen, deren Griinzen Lisungen von
Gleichungen p*" Grades sind, deren Coefficienten rational aus den .
2m—yp willkiihrlich angenommenen Griinzen und zugehérigen Irra-
tionalitiiten zusammengesetzt sind, und deren Irrationalitiiten sich
mit Hiilfe der willkiihrlich angenommenen Grinzen und Irrationali-
titen rational durch die entsprechende Grinze ausdriicken.

Schliesslich wird noch der Fall der gleichen Integralgriinzen
auf den fritheren zuriickgefiihrt.

Nachdem gezeigt worden, dass einer additiven Verbindung gleich-
artiger hyperelliptischer Integrale eine algebraische Beziehung
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zwischen den oberen Grinzen dieser Integrale entsprechen kann,
wird in der siebenten Vorlesung die Betrachtung auf die "all-
gemeinsten algebraischen Beziehungen ausgedehnt, welche zwischen
hyperelliptischen Integralen iiberhaupt bestehen konmen, sie mogen
gleichartig oder ungleichartig sein,.d. h. zu derselben oder ver-
schiedenen Riemann’schen Flichen gehoren, wenn auch zwischen den
Grinzen dieser Integrale algebraische Beziehungen stattfinden sollen.

Es wird der Nachweis gefihrt, dass die allgemeinste Form
einer algebraischen Beziehung zwischen » Integralen eine lineare

Function dieser Integrale ist, deren Coefficienten constante Grissen

sind, vermehrt um eine Grosse, welche von den Integralen frei ist,
aber von den unabhingigen Variabeln algebraisch abhingen wird,
und diese lineare Beziehung wird nun der weiteren Untersuchung

zu Grunde gelegt. :
Durch Erweiterung einer von Abel in der Transformations-
theorie der elliptischen Integrale angewanditen Methode wird ge-

zeigh, dass die Beziehungsgleichung
£

f 2p-H1 }_n_j‘.j,’+l( l/ R;‘; - (g))
f'z{z}+1F2(i3+l(z, I/m dzt -
(@)
+ / Zapi F;;‘:_l_l‘(ﬁ,]/ R;Li(g)) ds

ZA

+f 2p— 11””) R(M 1(‘5) dz

£y
+f g, (o ) 1
’gﬁp
+ Féi';’ (z 23 l(s)) de
+ f ”’( I/ R“"(z))*dz
.. z(g)

+f F.;m( l/iiz’(-a)) def--+
N f a‘r}(r) R»ﬁr) (g)) iy

gu—{—Allogvu; + 4;log vy +--- 4 4y log vy,

Em
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in welcher
[ (9] 0
;;+1(s)_(ﬂ~r¢°)(g—c¢‘>) Ce—eah )
Bpos@) = =P =8 -
. . . - - . b
ferner

F(z, VE())
eine rationale Function von z wnd VRE(2) bedeutet, endlich,
WUy Uy Vay o o v Uy
algebraische Functionen von

(1) (@) () ®) AV ®
‘ ¢

2},_‘_1..‘..2 Z iy}

z 0P+1) 2?—1 . 2}]_1) ' . 3 .- e .

vorstellen, reducirt werden kann auf die ihr véllig aequivalente

~(1)
‘/gp _—
4 f l“f,;’ 1( 14 R +l(z))‘ de
_ 2’ § "h-l— Flo+1 ( l/ R )
T 2p—2h+1 opoipr (4) ) A& — -+
. 2 §2p—2h+1 (x-) ( I/ *)
—apa \%o V) By o (2)) dz

. . . . . . . .- W B

_Z‘/ F”’ Ru) ( )) dz — ...
_ Z f ;g»F;,, (57 V) i

4+ U 4 B/ log V) + B,/ log V,' + --. + B, log ¥y,
worin die zu je einer Summe gehorigen & Werthe Losungen von
Gleichungen des durch die obere Grinze des Summationszeichens
gegebenen Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grossen

(1) (1)
und ]/'R.fp—}-l 21)-%1

zusammengesetzt sind, und die Irrationalititen sich mit Hiilfe eben
dieser Grossen rational durch die zugehorige ¢-Grosse ausdriicken
lagsen, wihrend ‘

2+1

U5 Vi, Vi oo - Vs

.rationale Functionen ehben dieser Grossen sind.
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2117

Eine Reihe der eben eharakterisirteﬁ Werthe, welche einer

Gleichung
¥+ 1V B(#) 9" 4 fo-1 (2, VR () y+Ho 2y, V*R(zﬂ) =0

geniigen, und fiir welche
VR, (ye) _ :
sich als rationale Function von g, YV R(z;) und y. darstellen lisst,

hat weiter die Eigenschaft, dass sie ein System von Differential-
gleichungen der Form befriedigen

dyﬂ dyg + + dyﬂ‘ _ F.,(z,)dz}
VR, (y)) VR, () "1 VER(y,) VR@z)
114Y; Yad Ys Y5 2Yg Fy(z)dz
v | Tmee T VEwg | VEE
() VR (3, Rilyg) (2)
v 'dy, ¥ Ay P vg Yy Fou (o0 ds
VE(yn = VHiy VR((y,) VR (z)

also eine Transformationsbeziehung der zugehdrigen Integrale erster
Gattung liefern, oder wenn ¢ nicht kleiner als p ist, dem Systeme

d 2z . dz 4 dz,
VR VE) VEiz,)
_ fH(X)d Y, fo(Xa)d X, 4+ fHH(YdX,
VE,(Y) VE(Yy) VE,(Y, ’
z,deg, 2,d 2, B ) zﬂdzp
VR@) R ()
encae H{(XYpd X, Y)ax,
== | s 4+ e
B(Y) VR(Xy) VE(Y,)
7l ds 4! dﬂzz__ REN 2 dz,
VE(z) VR(z) V_R(g,p)
e (YdYy f 4 (35)aY, foa' Y)Y,

VR(Y)) VE(Yy) Tt VR,
in welchen
va ‘1(?‘2!‘ e Yw

die Losungen einer Gleichung 6" Grades sein sollen, deren Coeffi-
cienten rational und symmetrisch aus |

Biy B2y v %y VB(E), VE(2), - - - VR(%:)
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zusammengesetzt sind, wihrend die- zugehorigen Irrationalititen mit
Hiilfe eben dieser Grossen rational mit den resp. ¥ zusammenhiingen.

Doch lisst diese Form des Transformationsproblems der In-
tegrale noch eine wesentliche Vereinfachung zu, indem sich durch
einfache Betrachtungen zeigen. lisst, dass das oben aufgestellte
System hyperelliptischer Differentialgleichungen sich in allen Fiillen
durch das folgende :

a7, Y. 4%,y Fueds

VE. (X VR(Ys) U OVR(T VE(z)
Y,dY, 1,dY, Y, dYy, _9 F,(zﬂ)d_:i!_

TVR(Y) VE (YD VR, VEw@)
Y7-tdy, Yilay, N Y lay, o Fei(e)dgy

B VE(Y) VE\(Y,) l VR:(Ym) } B(z)

ersetzen lisst, in welchem
]—71‘; Yz: T Yﬂ

die Losungen einer algebraischen Gleichung
Yo + 2 ()Y + -+ 20(2) = 0
darstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von 2, sind, und
VE(Y), VR (%), - - - VE (X
sich als rationale Functionen der zugehdrigen Y-Grissen und 2z, aus-
driicken lassen, multiplicirt mit VER(z).

Naturgemiiss schliesst sich an die Behandlung des Trans-
formationsproblems die Frage nach den allgemeinsten Beziehungen
der hyperelliptischen Integrale derselben Ordnung und algebraisch-
logarithmischen Functionen, eine Frage, die von Abel in seiner
unvollendet gebliebenen Arbeit fiir elliptische Integrale beantwortet
worden, und die Anwendung des oben hervorgehobenen Satzes von
der Vertauschung der Grinzen und Unstetigkeitspunkte der Haupt-
integrale sowie des Abel'schen Theorems fithrt zu dem Resultat,
dass diese allgemeinste Beziehung die Form haben muss

LY Baa: | [y Eas g R s
mi/ (—a,V R(z) T, / (Z—ﬂz)VR(5)+ T / (s—a, )V R(z)
t ) & . &
. az * zdz ‘ ‘zﬂ—jdz
+ﬁ°/VTTz)”’ﬁ{/ Ee T ’“3!’*/ 755
3 g

fg(zgﬁ—qg(ﬁﬂ{R@_ ! f;,f&)-%&;(é‘ﬂ’ﬁm }
{ o) F 0@ VB o=, G VEE |’
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worin my, My, . . . #, ganze Zahlen, B, B, . . . By—1 Constanten
vorstellen, deren Bedeutung dort niher angegeben wird.

Endlich wird noch die Frage aufgeworfen, ob in algebraische
Relationen zwischen hyperelliptischen Integralen auch jene ein-
deutigen Umkehrungsfunctionen der Integrale niederer Gattung, also
die Exponentialfunctionen, die trigonometrischen und elliptischen
Functionen eintreten konnen, und zwar wird diese Frage mit Hiilfe
eines allgemeinen von mir aufgestellten Satzes iiber Differential-
gleichungen beantwortet, der fiir den vorliegenden Zweck specialisirt
folgendermassen lautet: wenn zwischen den Integralen

Zwd Z,, Z,, . .. 2

der irreductibeln Differentialgleichungen
dz
f (w’ % da,) 0

ky—1

) +qDl (w z)(dm) + '+¢ph“1(w; zl)%}%"mkm‘(wﬂzl):@

nd
dz,

dzg) + ¢, (z, ﬂz) (dgz) U125 2) % + (2, 2,) =0,

kp—1

(dw)ﬂucw G - a8 5 o+ 2, (0, 50) =0

“ein algebraischer Zusammenhang stattfindet, und man setzt statt

der Grossen Z,, Z,,...Z, r beliebige andere Integrale der Differen-
tialg]leichungpn so wird die algebraische Beziehung noch fortbestehen,
wenn fiir Z ein gewisses anderes Integral Z’ der ersten Differential-
gleichung gesetzt wird.

Die Anwendung dieses Satzes fithrt die oben aufgeworfene Frage
auf die Untersuchung von Functionalgleichungen zuriick, und liefert
das Resultat, dass weder die Exponentialfunction noch die trigono-
metrischen und elliptischen Functionen in jenen a]lg‘e‘brabisahen Be-
ziehungen vorkommen kinnen.

Mit den vorausgegangenen Untersuchungen sind nun die Mittel
gegeben, um die Beantwortung der Fragen der Integralrechnung an-
zugreifen, welche die Reduction der hyperelliptischen Integrale einer
gewissen Ordnung auf solche niederer Ordnung zum Gegenstande
haben, und zwar liefert die achte Vorlesung die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen, unter denen ein hyperelliptisthes In-
tegral irgend welcher Ordnung auf algebraisch-logarithmische Fune-
tionen reducirbar ist, eine Frage, die fiir elliptische Integrale von -
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Tchebichef im Anschluss an die Untersuchungen von Abel,
von Weierstrass mit Hiilfe der Umkehrungsfunctionen behandelt
worden ist. :
Die Bedingungen dafiir, dass das Integral
*Fdz
VEE

auf algebraische Functionen reducirbar ist, sind unter Benutzung
schon oben in diesem Referate erklirter Zeichen die folgenden:

il [ e,
L VE® wﬂ_; /R () R() A

(t—=2) (t=2n)
2‘[ F(t) Fr(t)dt] [ F@) [ F,@)dt :l =0,
~ | VE® / VE® (;_Ea)—l VR® < VRG J_,

worin # =0, 1, 2, ... 2p—1 zu setzen ist; der algebraische
‘Werth des hyperelliptischen Integrales ist dann durch den Ausdruck
gegeben _ :

na Fiy [ at O [F@® . d ye1en
lZ [Vﬁ@f <t~z>mﬁ}(f_:,_l[miﬁ, (t—z)VIT(t—)],_JV -
Lo @ @ J

Weit schwieriger ist die Frage mach der Reducirbarkeit auf
Logarithmen, und eine genaue Untersuchung der nothwendigen und

hinreichenden Bedingungen liefert das folgende Verfahren zur Be- i |
antwortung der Frage, ob ein hyperelliptisches Integral von der Form 1
F(dz

J VRE)
auf algebraiseh-logarithmische Functionen reducirbar ist.
Man bilde die Gleichung

ﬂ{é%]+%[£%

(t—z)—

Fe)
IR A A G
]+ + 4 [Vﬂm] -
(t—2)~1 (t—s,) 1
und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen T}, T,,... T,
zu befriedigen; mogen sich nun » — % solcher Systeme finden lassen
TM} Tw: e TI‘M
Tﬁ ] TE‘.’ ? B 2ny

Tn—kl; Tn—k?; LI Tn—km‘,
welche von einander unabhingig sind, und mdgen sich aus diesen
- m — & Gleichungen die Relationen ergeben
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TEO 7 _ ., [LFO A
D[ —= - ln ] + '7"‘ B (5
%:10) Jme i - VE® — qu | VE®) syt
F(ty T - F(t) ‘ F) T
S S P
RN Mateens RN e VRO

so suche man den griossten gemeinsamen Theiler zwischen den Zahlen
D, A, Aeiy . .. An—ki,

worin ¢ eine der Zahlen 1, 2, ... % bedeuten soll; sei derselbe d;,

und werde

D _ o M e Ak ©, .. e 0
6T v T A ’ & ek

gesetzt, so muss
6+t tf;";k >p

sein, wenn () vom Jp - 1'*» Grade ist; lassen sich nun Gleichungen
von~der Form
PO — QUR(7)=0, PO —Q®’R(2)=0, ... P®'—Q® R(s) =0
finden, welche ausser den resp. Werthen

Eyy Ekdiy - o v En

Zay Bry1y -« - En

Zry Pty -+«
mit der entsprechenden Vielfachheit

(1) (1) @
A SN N
@ @ (@)
to y by - tn_k

t’(&’) t(“l‘) . t(’f)

nur noch die Verzweigungswerthe zu Lmsxmgen haﬂaen s0 bilde man
die Summe

1 t) QYR (2 1 [ F@ T PO_ 0OV R

vmE | © 220 g (B =€ Y EE)

“’[Vﬂ(t)] s (P“’+@“'Vms))+ t [V;Rm ] mgl(zﬂ(”wﬁwm)
=)~ Ta—z)

B F(t)] lo (Pm-—@mVRTE) .
dann wird L(2) das Aggregat der im reducirbaren hypere]ﬁphsghem

Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darste]len setzt -
man sodann

%ﬁ%&um‘w P
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iLE <1 Ew 2R(z [del;:(‘) Pméj@_{?’é@)} PI'J@(')JR ). .
“dz Z i []/R (t)] - P R () TR
: h _ el :
it

- so miissen ferner mit Zugrundelegung der frilher eingefithrten Be-
zeichnungen noch die Bedingungen befriedigt sein

n [ F\t) F, (t)dt] [ F) ‘Fr(t)dt] —0
2 VR@®) VRG g VER@) VR@) :1

e

fiir die Werthe 0, 1, 2, .. . p—1, und

i [F(t) —o() [F, (t)dt:l [F(t)— 0] Fr(t)dt] __'O
2 VR 4 ot VER() VR@& ,t:
Zu @
fir die Werthe » =p, p -+ 1, ... 2p—1; sind alle diese Be-
dingungen erfiillt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes

hyperelliptischen Integrales

“ 1) () dt . ¥
{ VR (%) f(t z)m] Vﬂ_(t) (t—Z)VW] - V.R(E , I

welcher mit L(z) vereinigh die algebraisch-logarithmische Darstellung EE
des gegebenen J[ntegra,les liefert. ]

~ Die Frage, welche hyperelliptische Iutegra]le auf elliptische oder i
auf hyperelliptische niederer Ordnung reducirbar sind, ist in diesen
Vorlesungen nicht behandelt; der vollstindigen Beantwortung dieser
Frage stehen noch grosse Schwierigkeiten im Wege, die sich mog-
licherweise nur mit Hiilfe der Umkehrungsfunctionen der hyper-
elliptischen Integrale oder der &-Functionen mit mehreren Variabeln i
werden iiberwinden lassen.

Endlich behandelt die neunte Vorlesung das Multiplications-
theorem — nichts anderes als das Abel’sche Theorem fiir gleiche
Integrale und nur nach dem oben behandelien Transformations-
princip in verschiedenen Formen dargestellt — und das Divisions-
problem, das bereits von Hermite fiir hyperelliptische Integrale
erster Ordnung und von Clebsch und Gordan fiir alle Abel’-
schen Integrale erledigt worden ist; ich beweise durch Verallgemeinerung
der von Hermite befolgten Methode den bekannten Satz, dass
die Grdssen |

iy Tay - - - Tpy
welche der Gleichung :
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E, | B
f(m)fl'n f('m)d:r: — “fla)da * flx)ds
VR@) T +j VR@) Vam T s VR®)

geniigen, die Losungen einer Glemhung p** Grades sind, deren
Coefficienten sich als. lineare Functionen von #*® Wurzeln auns
Functionen darstellen lassen, welche rational aus
gu ‘52: . gm V-R(El)i VR (gz)‘: e VMP)

zusammengesetzt smd

Am Sch]lusse dieser letzten V@rlesung wird gezeigt, dass das
Theilungsproblem der Perioden, welches beim allgemeinen Divisions-
problem als gelost betrachtet wird, sich auf die Theilung derselben
durch eine einfache Primzahl zuriickfiihren lisst, und dass fiir diesen
Fall das Problem auf die Auﬂosung emer Gleichung

w_q "
n—1
Grades zuriickfihrbar ist, aus deren Lisungen sich durch Wurzel-
ziehen die Coefficienten der verschiedenen Gleichungen p** Grades
bilden lassen, deren Wurzeln die Grossen

Ty Mgy - Wp
sind, welche der Gleichung :

»( Tot ey e 2 Jk_&i«n)

f(ﬁ)dw f@)dz + f(ﬂ'émm
K (z) +f VR(2) +j VER(x)
gentigen, in welcher
Jiy dyy -
die Periodicititsmoduln, % jeden Werth von 1 bis 2p, die Grossen
(&1 y B3y « « « pa—y alle Zahlen 0, 1,2,...(m— 1) vorstellen, und

m aus der Werthereihe 1, 2, ... n—1 zu nehmen ist.

Die weiteren wesentlichen Punkte, welche die Theorie der all-
gemeinen hyperelliptischen Integrale und der Periodicititsmoduln
derselben betreffen, gehoren naturgemiiss in die Theorie der hyper-
elliptischen me-utm onen, welche sich bekanntlich als Integrale
eines Systems von M]yperelbptlsc]hem Differentialgleichungen ergeben
und zu noch weit ausgedehnteren und fiir die Algebra und Zahlen-
theorie ebenso wichtigen Untersuchungen fiihren als es bei den
elliptischen Functionen der Fall gewesen.

Wien. ‘Leo Koenigsherger.
. _
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Mathematische Modelle in Gips, nach ‘den im mathematischeu Institut
der k. technischen Hochschule zu Miinchen ausgéfiihrten Originalen.

Mit begleitendem Text. Verlag von L. Brill in Darmstads:

Serie 1. Ausgefiihrt unter Leitung von Prof. Brill. -
Serie TI. Ausgefiihrt unter Leibung der Professoren Brill und Klein.

Diese von Studirenden der Mathematik amgefert.igten Modelle
(die Autoren zugleich auch der beigefiigten erliuternden Abhand-
lungen sind: J. Bacharach, A. v. Braunmithl, W. Dyck, K. Rohn,
L. Schleiermacher) verdanken ihre Entstehung dem Wunsche,
die Theilnehmer an den mathematischen Seminarien zu moglichst
vollstindiger, auch numerischer Durchfiihrung eines und des anderen
der behandelten Probleme anzuregen und so riickwirkend ein ein-
gehenderes Studium desselben iiberhaupt zu veranlassen.. Die Auf-

gaben, an welche die Modelle ankniipfen, sind dem Lehrstoff ver-

schiedener Vorlesungen entnommen, welche an der technischen Hoch-
schule gehalten werden. Die Modelle erheben also nicht dem An-
spruch, etwas in sich Abgeschlossenes zu geben, noch wollen sie
allen Anforderungen eines weiteren Gesichtskreises gentigen. Bei
dem fithlbaren Marigel jedoch an derartigen Anschauungsmitteln
konnte gegen eine von Seiten des Verlegers angebotene Verviel-
filtigung und Verbreitung der Modelle nichts erinnert werden, zu-
mal da dieselben auch in dieser Form wohl manches Neue und des
Interesses Werthe bieten, wie denn die beigefiigten Abhandlungen
zum Theil wirklich selbstindige Untersuchungen darstellen.

" "Miinchen, im Juni 1878. ' A. Brill.

L. Koenigsberger: Reduction des Transformationsproblems der
hyperelliptischen Integrale. (Clebsch's Ammalen B. 13.)

Arbeit ,tiber die allgemeinsten Beziechungen zwischen hyperellipti-
schen Integralen® zeigte ich, dass, wenn zwischen hyperelliptischen
Integralen verschiedener Ordnung irgendeine in den Integralen lineare
Relation mit constanten Coefficienten besteht (und diese ist nach
dem von mir in demselben Journale B. 84. H. 4 bewiesenen all-
gemeinen Satze fiber die algebraischen Bezichungen zwischen In-
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tegralen verschiedener Differentialgleichungen der allgemeinsten alge-
braischen Relation zwischen jenen Integralen aequivalent), fiir je
zwel solche in der angenommenen Beziehung vorkommende hyper-
elliptische Integrale

J G vE@) @z wa [FG, vED) v,

VEG) = V—a)G—a) = am)
VR @) =V(—ea)(e—a) - - (#—e2041)

ist, zwischen den Differentialien der zugehtrigen hyperelliptischen
Integrale erster Gattung die Relation stattfindet

in denen

dy, - y ady, RS dy”, — Folz)dz
VE(yx) = VR ) VEG)
%1y Y243 b Yo @Y __  Fi(z)dz
VERi(y;) VR, () VB (y,) VRGz)
vi_'dy, | 4i'dy, 4o Yo W FoGldn
VE (v VR(y) VR,  VR@E

in derselben bedeuten
Fy(z2), Fi(z), ... Foi(z,)

ganze Functionen ¢— 1'® Grades von z,,

Yi: Y25 - - - Yo
Losungen einer algebraischen Gleichung
@) 9GO VRE) Y+ -+ fuley, VEG)) =0,
in welcher

fistay - - - fa
rationale Functionen von z und VR(z,) vorstellen, und

VR, (v,), VB (), - - - VRI(:%)
lassen sich mit Hiilfe eben dieser Grossen z; und YR(z) rational
durch die resp. ¥ in der Form

(3) VRI(J%‘) =@ (yr; 51 H b B(‘gl)‘
ausdriicken. -

Die Beziehungen zwischén den Integralgriinzen lassen sich je-
doch noch vereinfachen, und die folgende Reduction des Problems

fithrt zu einem Ergebniss, welches weitere Einsicht in die allgemeine

67




L. KoENIGSBERGER. 249

Transformationstheorie gestattet und mir fiir die Behandlung der

Frage der Integralrechnung, welche hyperelliptische . Integrale irgend

einer Ordnung auf solche von niederer Ordnung reducirbar sind,

wesentlich zu sein scheint. | "
Es lisst sich nimlich dadurch, dass in der Gleichung

yi Ay, Yo Yy Fdy, 4ot yEdy, _ Fp(zy)ds
V-Rm ]' B, (y) VEJ ¥q) Vﬂl (2¢)

die Irrationalitiit
— VR(z,) statt VR(z)

gesetzb wird, durch Verbindung der so entstehenden Gleichung

7 dmy M an dﬂn AT LA d% - 51)'5351
VR\(n) 2 R, (ne) VR! V-R(ﬁ)

mit der vorigen mit Hiilfe unmittelbarer Anwendung des Abel’schen

Theorems nachweisen,
dass sich das oben aufgestellte System hyperelliptischer Bmﬁwm—

tialgleichungen in allen Féllen durch das folgende :

dy, dY, | ay, 2 Fy(z)de;:
Em T Eay T TRay VR

Ydy, | hd¥ o Ted¥e _ EOURCR Fieds
VE(Y) VR,(Yy) VR(Y, VE@&)

_Yfldy’ B YymldY, +‘ . _f_. ng{“ = %F"—ﬁd%
VR(Y) T VR(T,) - VR(Y,) VER(z)

erselzen lisst, in welchem

Yﬂ’ 1'21 e Yﬂ

die Lisungen einer algebraischen Gleichung dwrstellen, deren
Coefficienten rationale Functionen von g, sind, und

VBl(Yl)r V*R—n(ya)‘; e VR1(Y@) .
sich als rationale Functionen der zugehvrigen Y-Grossen und
z, ausdriicken lassen, multiplicirt mit YV R(z,),
ein Satz, der auch aus der Transformation der 9-Functionen der
hyperelliptischen Integrale hergeleitet werden kann.

Wie die eben besprochene Vereinfachung des Transformations-
problems zur Herstellung beliebig vieler hyperelliptischer Integrale
verwendet werden kann, die auf ebensolche Integrale niederer
Ordnung reducirt werden konnen, ist leicht einzusehen; ich referirte

s
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im vorigen Hefte des Repertoriums iiber eine Untersuchung, in
welcher ich eine Anwendung ‘des obigen Satzes auf die Ermittelung
von hyperelliptischen Integralen gab, welche auf elliptische Integrale
gurtickfithrbar sind. : ' o |
Wien. Leo Koenigsbherger,,

F. Klein: Ueber die Transformation der elliptischen Functionen
und die Aufldsung der Gleichungen fiinften Grades,
(Math. Ann. Bd. XIV. p. 111 ) ’ '

Darch meine ,, Untersuchungen iiber das Thosaeder (Math. Ann.
XII) und Gordans eng damit zusammenhéingende Arbeit , Ucer
die Aufldsungen der Gleichungen 5, Grades™ (ebenda ; Bd. XIII), sind
zundchst nur die algebraischen Methoden, deren man bei Behandlung
der. allgemeinen Gleichungen fiinften Grades bedarf, in neuer Klar-
heit dargelegt und weiter ertwickelt worden. Ich wiinschte in ihn-
lich. anschaulicher Weise dje Rolle zu kennzeichnen, welche die
elliptischen Functionen in dieser Theorie spielen, und so ist die Ab-
handlung entstanden, tiber welche jch heute zu berichten habe. Zu-
niichst bestimmt, meine fritheren Untersuchen iiber Gleichungen
fiinften Grades zu vervollstindigen, soll sie zugleich den Zugang zu
umfassenderen Fragen eréffnen und also eine Vorarbeit fiir weitere
Untersuchungen sein. Ich' darf in dieser Beziehung anfithren, dass
.ich in den Erlanger Berichten (Méirz und Mai 1878) bereits zwei
Noten tiber diejenigen Gleichungen sighenten Grades versffentlichte,
welche die Gruppe der Modulargleichung haben.

‘Mein Ausgangspunkt ist der , dass ich die funetionentheoretische

Abhiingigkeit zwischen dem Periodenverhiliniss g — % des ellipti-
2

. da C, 958
‘ grals [ —— und der absoluten Inv =2
tischen Integra sf Vi und der absoluten nvariante .J ~

der bindiren biquadratischen Form # (%) in geometrisch anschaulicher
Weise erfasse. ‘Durchliuft J seine positive, oder negative Halb-
ebene, so bewegh. sich o iiber ein Kreisbogendreieck, das Winkel

==, =5 0 besitat, welche J =0, 1, oo_entsprechen. Derartiger

Dreiecke legen sich in der w-Ebene unbegrinzt viele nach dem
Principe der Symmetrie liickenlos und einfach nebeneinander, wie
es neuerdings auch von Hrn, Dedekind in seinem Aufsatze iiber
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siccles, che realmente non & se non una statistica, illustrata dei j
valenti scienziati che appartennero alle tre principali Accaden
scientifiche, vale a dire all' Accademia delle Scienze di Parigi, a
Societd Reale di Londra ed alla Accademia dj Berlino.

A. Favaro: Intorno alla pubblicazione fatta dal Dr. Carle M
lagola di alcuni documenti relativi & Niceold Copernico
ad altri astronomi e matematici dei Secoli XV o X\
(Bulletino di Bibliografia e di Storia delle Scienze Matematiche
Fisiche. Tomo XL) Roma, 1878. v L -

]
1

La pubblicazione della quale qui si occupa I'Autore venne g
annunciata due or sono all' incirca da questo  medesimo @eri@ﬂi;{
(Erster Band, 8. 185—186). Il presente seritto tuttavia non R
analisi del volume pubblicato dal signor Malagola, ma bensi ux
studio di tutto quammo nel detto volume si contiene di interessan
per la Storia delle Matematiche. Quest ultimo argomento per verif
non entra se non per incidenza mel volume in discorso e vi si leg
soltanto perch®, come tutto porta a credere, Niccold Copernico |
scolaro di Antonio Urceo detto Codro » al quale opera del signc
Malagola & precipuamente dedicata. |

Ed infatti i documenti i quali interessano la Storia delle Mat
matiche abbondano nel volume medesimo: I'Autore della pubbl
cazione della quale si & riferito il titolo li analizza tutti e s giov
di essi e di altre notizie raccolte in tale occasione per fissare aleux
punti ancora non bene definiti o per rettificare alcune inesattezz
nelle quali scrittori precedenti erano caduti,

Padova.

|

L. Koenigsberger: Ueber die Beziehung der eamjﬂhaxm Multi

plication der elliptischen Integrale zur Reduction gewisse

Klassen Abel’scher Integrale suf elliptische. (Borchardt
Journal fiir Mathematik ) i

Nachdem von denjenigen Mathematikern des vorigen Jahs
hunderts, welche, durch die Untersuchungen von Fagnano daz
veranlasst, sich mit dem Additions- und Multiplicationstheorem de
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elliptischen Integrale und gewisser Integrale von Functionen hoherer
Irrationalitit beschiftigten, einzelne Integrale algebraischer Functionen
auf elliptische Integrale zuriickgefiilhrt worden, war Legendre der
erste, welcher in seinem ,braité des fonctions elliptiques® zwei
Klassen solcher reducirbarer Integrale aufstellte, nimlich:

(a) | j‘f(zy Vag + a2 + ay2* + az2®) ds
und . .
(b) J £z, Va, + a2 + a,2° + a,2° + a,2*)dz.

Die spiteren Untersuchungen von Riemann und Clebsch
haben das Problem von einer anderen und allgemeineren Seite auf-
gefasst, indem die algebraischen Gleichungen, welche den Abel’-
schen Integralen zu Grunde gelegt wurden, durch ihre Geschlechts-
zahl p charakterisirt wurden, und als Abel’sche Integrale, welche
auf elliptische reducirt werden kionnen, solche bezeichnet wurden,
fiir welche p =1 ist. Davon verschieden ist jedoch die Frage
nach den einzelnen Integralen, welche auf elliptische Integrale re-
ducirbar sein konnen, ohne dass die Geschlechtszahl p = 1 zu sein
braucht, und gerade diese Frage ist in der Integralrechnung von
grosser Wichtigkeit und spielt in den Anwendungen eine wesent-
liche Rolle.

Ueber eine von mir angestellte Unfersuchung iiber die Re-
duction hyperelliptischer Integrale auf elliptische habe ich im zweiten
Hefte dieses Bandes referirt und bei Gelegenheit dieser Untersuchung
kam ich naturgemiss auf die Frage der Reduction auf elliptische
Integrale fiir die niichst hohere Gattung Abel’scher Integrale

JFG, Vo—ap ey Goar iz,

fiir weleche mir nur der Fall der Legendre’schen Integrale be-

kannt war, und fiir diesen Fall ein von Roethig (Crelle's Journal

B. 56) gefundenes, eigenthiimliches Resultat, dass sich die Integrale

von der Form (a) auf elliptische Integrale zuriickfilhren lassen,
deren Modul 3 V2 4+ V§ ist, die Integrale von der Form (b) auf
elliptische Integrale mit dem Modul y73. Dieses letztere Resultat
von Roethig war die Veranlassung zu der Arbeit, @ber die ich
jetat kurz referiren will. |

 Aus meinen fritheren Arbeiten folgt der Satz, dass, wenn eine
Gleichung von der Form
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)

JFG VR ae— (1,6, Vi@ as + S 1@ V@)t
4 if,»(x,]/m) @z +w+ Aloge, + - 4 A,logo,

besteht, worin ’

Pu(?) = (1—2°) (1 —ko’a?)

ist, dann auch sur Irvationalitit YR (3) gehirige Integrale erster
Gattung existiren, welche auf je ein ou den elliptischen Integralen der
vechten Seite gehiriges Integral erster Gattung reducirbar sind.

Es folgt sodann die Darstellung der Integrale erster Gattung,
welche zu /R (2) gehoren, und es wird die allgemeine Frage darauf
zurtickgefithrt, diejenigen Fundamentalintegrale erster Gattung zu
charakterisiren, fiir welche '

: VR de — [
| J ¥ (2) VR(z)) do — e

? (¥)
o &) VEGY s + Jr@GRGY as - i
J‘V’; @) VEGE) a: + J% () VR(@)de - -

+ f Va1 () (VE@) a6 = f Vﬁiy——

oY)

isth.

Nachdem fiir die erste Klasse zu den bekannten Integralen noch
die Beziehung '

de —3 - dz
Varssto? ) Viro—as

vermoge der Substitution

@+ 2bz + ¢2® = 28
hinzugefiigt worden, wird der Sutg bewiesen,

dass der Modul des elliptischen Iniegrales, auf welches ein
Abel’sches Fundamentalintegral der obigen Art veducirbar .

wst, ein Modul der complexen Multiplication sein muss.
Nach einer Darstellung des A bel’schen Satges ; dass der Multi-
plicator der complexen Multiplication von der Form 4 + i /B sein
muss, worin A und B rationale Zahlen bedeuten,
letztere wesentlich positiv ist, wird gezeigt, dass gleiche Multiplica-
toren nur dann zwei verschiedenen Moduln

| der complexen Multi-
plication zugehdren kbnnen, wenn die Moduln ineinander trans-

von denen die
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formirbar sind, und dass ferner die verschiedenen Multiplicatoren, S
welche demselben complexen Multiplicationsmodul angehéren, in
ganzer linearer Beziehung von einander abhiingen, also die Form
haben —
a=P+iQVR wd o« =P 4 iQVR. 1
Aus diesen Sitzen wird durch einfache Sechliisse gefolgert,
dass ein Abel’sches Fundamentalintegral der Form

[v @R
nur dann auf ein elliptisches Infegral reducirbar scin kann,
wenn n=2, 3, 4, 6 st

Diesen vier Fillen entsprechen die Gleichungen

_dn___ _ _dy

Vol Vo ()

_dn (L i yE\_dy
WW'(i2+2V)ww
dn . dy

Vo Vo
von denen dié erste uns hier micht interessirt, withrend aus den

beiden andern mit Hiilfe der vorher entwickelten 'Sitze sich das
folgende Theorem ergiebt:

Wenn ein Abel’ sches Integral erster Gattung von der Form

[v@ 6w,

worin n ) 2 auf ein elliptisches Integral reducivbar sein
soll, so kann dies mur fir n =3, 4, 6 der Fall sein,
und zwar haben die elliptischen Integrale, auf welche sich,
die Integrale

Jro U@y e, [ooWE@)

reduciren lassen, den DModul der complexen Multiplication
%V? -+ ]/§ oder einen aus diesem {ransformirten, withrend
die elliptischen Integrale, auf welche die Abel'schen Integrale

JreWERY s

auriickfiihrbar sein kommen, den complexen Multiplications-
modul VY oder einen aus diesem lransformirten besitgen.
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Fiir den Fall der Reduction der Summe mehrerer F undamental-

integrale auf ein elliptisches Integral wird zuerst das Beispiel auf-
gestellt ‘

1 ‘7 dz wa dz_
it/gi _‘/(Sllm —l’— 2bz Tz“‘)& 4:/’(8Va +2bz 4 e.c:f?y

o 2 dax
V?(i@&,/ Vie—1@z'—1)
1 dz _ ? _. ds.
Vlf(?/a+2bz+ezﬂ)5 / (Va +202+e2)’
— 2 ‘ dax
VeVa)l ) Vetnea—

b:—aec :
Ad=———, a4 2bs+ ce® —— Azt

worin

ist, und fiir die allgemein zu untersuchende Gleichung

¥ @) VE@) a2 + v.() VED )" de + - + v, &) (/@) "as,

23

wenn ¢==¢ * gesetzt wird, die Bedinglmg_ gegeben

. dy
]. 1 1 LA 1 e
Vo)
y a:
1 LY T3 Fy Y
o o o - —_—
»V‘P(ﬂh)
' (m) a’ﬂr‘. aﬂrg a?rg L. m?‘f,, _@?_ﬂ = 0‘}
V‘P(?J’z)
e, Wy vry vy, dy,,
€ "0 " e e
Volyr)

um aus derselben Folgerungen fiir den Modul der elliptischen In-
tegrale abzuleiten. .

~ Es wird gezeigt, dass, wemn v — n — 1, die Bedingungs-
gleichung die Form annimmt '

dy dy, Ay, 4
) _ ‘ 1 —x 4y —_—— = 0
Veiy) Vo(y,) Tt Vo, ’

und dass sich hieraus Eigenschaften der Moduln der elliptischen
Integrale nicht ableiten lassen; ist jedoch » < n — 1, so wird erst
an einem Beispiele gezeigt, wie man wieder Folgerungen fiir den
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Modul der Integrale ableiten kann, und sodann der Fall » — 2 gl
gemein untersucht, welcher der Gleichung

dy dy, dy,
rtr, Y eh o) — 2 —E e O
¢ Vo () (@ + o) Vo) Voly,)

entspricht; fiir den Fall, dass 7, 4 7, = n, schliesst man, dass die
einzig moglichen Fille mit Anwendung unmittelbar verstindlicher
Abkiirzungen

(VE@, VR@), (@), VRE)), (B, (VR®)"),
V@, (VRE))

. » . 3n <.
sind; fiir den Fall, dass », 4 7, — 2> 5 » folgen als einzig mog-

liche Fille ) N
(VEGE), VREF), (VRE), VEGY), (VRE), (VR(=)"),
(VRE)?, VEE)), (VRG), (VERY), ((VER), (VR@)"),
wofiir die elliptischen Integrale die complexe Multiplication besitzen,
und zwar mit den fir je zwei aufeinanderfolgende giiltigen resp.

Multiplicatoren o

. V8, iV?2, i
und somit auf Integrale mit den Moduln

V2 +vs, Va1, yT
reducirt werden kbnnen, wofiir das Beispiel

da (@1 dx ay,

—

B, — = ern————=(4,B,—A,B
213 (11 2( Va:‘(m—‘ﬁ—l)”)a (4B, l)V(l‘—-l',”)(l—-éYﬁ)

entwickelt wird.
Ist nun o”it7 nicht reell, so ist die folgende Methode der
Untersuchung anzuwenden, die zugleich fiir den allgemeinen Fall

v <% — 1 ausgefiihrt ist; es wird gezeigt, dass aus der Gleichung -

(m) oder aus

d Yy d?)’] dyv-sl ] dy v
S A — P Ar— y ———— =10,
' V‘P (?/) ! V‘P @)’1 ) + + ! V“P (yv—_l) + V‘P (yp) ’

worin die 4 aus den Potenzen der n*® Einheitswurzel « zusammen-

gesetzt sind, mit Hiilfe eines A bel’schen Satzes die Gleichung folgt
A0 + m Ay + mydy + - - + m,4, =0,

worin d eine positive ganze Zahl, m,, wenn es reell ist, ebenfalls

eine -ganze Zahl bedeutet, wenn es imagindr ist, die Form hat

3 (e + i V),
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worin A, und p, ganze Zahlen vorstellen, von denen die letztere
wesentlich positiv ist, und es fragt sich, ob. aus dieser Gleichung
weitere Folgerungen abgeleitet werden konnen.

Fiir v = 2 geht diese Gleichung in

dantr— am (an 4 a™) 4 my = 0

iiber, und es wird an diesem Falle der Gang der weiteren Unter-
suchung skizzirt und gezeigt, in welcher Verbindung diese Fragen
mit der Kreistheilung stehen.

Wien. Leo Kuenigsberger.

L. Koenigsberger: Ueber die Erweiterung des Jacobi’schen
Transformationsprincips.

Bekanntlich hat Jacobi in seinen ersten Arbeiten tber die
Theorie der elliptischen Functionen nachgewiesen, dass, was auch
p fiir eine positive ganze Zahl sein mag, stets eine Substitution
von der Form
atazta’a - alPaf
b4 Va4 bwt - VPP

bestimmt werden konne, welche

y:

dy . - dx
- == 1l = -
TEFBy Lyt y L By VAF Bz 4+ Cr F Do + B 2
y ¥ -

iiberfithrt, und zwar wird der Beweis auf rein algebraischem Wege
gefiibrt durch Abzéhlung der Constanten und Aufsuchung der fiir
dieselben bestehenden Bedingungsgleichungen. Wie Richelot in
der ersten seiner beiden ausgezeichneten Arbeiten iiber die Trans-

-formation der Abel’schen Functionen nachgewiesen hat, ist es un-

moglich fiir Polynome von hoherem Grade als dem vierten eine
solche rationale Transformation -eines hyperelliptischen Integrales

erster Gattung in ein anderes zu einem Polynome gleichen Grades

gehoriges derselben Gattung herzustellen, und es war wieder Jacobi,

- welcher Richelot auf die Untersuchung irrationaler, durch qua-

dratische Gleichungen definirter Substitutionen fiir die hyperelliptischen
Integrale erster Ordnung fiihrte, welche das Analogon zur Landen’-

schen Transformation der elliptischen Integrale bildeten. Diese
BRepertorium fir reine und nngewun&ta\mmliemmk. 20
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Untersuchungen wurden in keiner Weise weitergefiihrt, da die Me-
thoden nur fiir jene, specielle Substitution anwendbar waren, bis
Hermite im Jahre 1855 diese Frage von einer ganz andern Seite
her beleuchtete, indem er sich die Aufgabe der Transformation
der zu den hyperelliptischen Integralen erster Ordnung gehbrigen
- 9-Functionen stellte und die Fundamentalsitze dieser Theorie ent-
wickelte. Von dieser Arbeit Hermite's ausgehend habe ich selbst
in einer Reihe fritherer Arbeiten genauere Untersuchungen iiber die
Transformation zweiten und dritten Grades angestellt und auch ge-
zeigt, wie man von den Transformationsformeln der #-Functionen
aus zu den von Richelot auf rein algebraischem Wege ge-
fundenen Resultaten fiir eine Transformation zweiten Grades ge-
langen kann.

Dass jedoch die algebraische Behandlung des Transformations-
problems oder die Erweiterung des von Jacobi fiir die Trans-
formation der elliptischen Integrale angewandten Princips bisher
. noch’ nicht versucht worden, liegt unzweifelhaft darin, dass man
erst das Analogon zu dem von Abel fir elliptische Integrale auf-
gestellten Satze haben musste, welcher zeigte, dass jede algebraische
Transformation eines elliptischen Integrales durch eine rationale er-
setzt werden konne. Nun habe ich in der siebenten Vorlesung
meiner ,Theorie der hyperelliptischen Integrale® nachgewiesen, dass,
wenn eine Bezichung von der Form besteht

.F(Z, Vm)‘ dz =-F1 ('21: Vm‘) dzl + u"{"-Al log v + Tt +-"L’10ng’ 4

worln - R =(2—a)(z—a) -+ (z —eaps1)
Bi(2)) = (21— By) (2,—Bo) -~ (2, —P2p+1)

i‘s‘i,t 'dal'rahs die Bezﬁehﬁng hervorgeht

d¥; + aY, bt dYL _9 j,li:z)dz
VR, (X)) VR, (Y,) 'V‘Rm(yp) VE 2)
Y, dY, + Y.dY, ... Ypdl’p o F,(2)dz
VR, (Y) VR(Y) VE(Y,) VR@)
VR(Y) | VR(Yy) VR,(YP‘} VER(z)

worin

F(@), Fale)s - Fl)
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ganze Functionen des p— 1%" Grades, |
’ Y,Y,...7,
Losungen der algebraischen Gleichung
Pyn@ Y=+ u@ 724 o () =0

sind, deren Coefficienien rationale Functionen von z sind, und fiir
welche '

VE.(Y), VR(T), . .. VR(T)

sich als rationale Functionen der zugehdrigen Y-Grossen und »
ausdriicken lassen multiplicirt mit VR(2); es wird auch weiter die

Umkehrung dieses Satzes bewiesen.

Wird nun dieser Satz zu Grunde gelegt, so ist die Unter-
suchung der Transformation der hyperelliptischen Integrale darauf
zuriickgefiihrt, in der Gleichung

P() 1?7+ @AY+ - + @ a() T+ @p(e) = 0
die unbestimmten Coefficienten der ganzen Functionen ‘

Po(2), @1(2); - - @u(2)

so zu bestimmen, dass der Quotient der Irrationalititen

V(Y_ﬁl)‘(y“ﬁa) Tt ‘V(Y—ﬁgp_}_}_)__.
V(g—'“x)‘(g — o) - (3“‘ng+1)

auf der die Grisse Y als Function von # darstellenden Riemann'-
schen Fliche eindeutig, also wie Y verzweigt ist, und somit nach
einem bekannten Riemann’schen Satze als rationale Function von
# und Y dargestellt werden kann.

Die Untersuchung wird fiir gerade und ungerade p mit Hilfe
der Reihenentwickelungen um die Verzweigungspunkte herum an-
gestellt und durch Abziihlung der zur Verfigung stehenden Con-
stanten und der durch das Problem gelieferten Bedingungen der
Satz bewiesen,

dass das allgemeine Transformationsproblem in dem wvon

Jacobi aufgestellten Sinme bei beliebig gewdihlten Lisungen

des " Polynoms R(g) nur fiir die elliptischen Integrale. und

die hyperelliptischen Integrale erster Ordnung miglich ist,
20%
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und durch den Gang der Untersuchung auch die Methode angegeben,

wie man fiir die hyperelliptischen Integrale erster Ordnung die

Transformation auf rein algebraischem Wege ausfiihren und somit

#hnliche Untersuchungen anstellen kann, wie. sie von Jacobi fiir

elliptische Integrale in der algebraischen Herleitung der Trans-
formationsausdriicke und der Bildung der Modulargleichungen ge-

geben worden. |

Wien. ' Leo Koenigsberger.
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wment, par multiplication de deux déterminants, dans la note de
I'Académie de Belgique, dont le titre est donné ci-dessus. 4. Sur

le théoréme de Fermat (B?™) — 1 est divisible par N, si B est premier

a N). Notice historique: la seconde démonstration d’Fuler est
identique au principe fondamental de la théorie des fractions pé-
riodiques. La démonstration dite de Poinsot appartient en réalité
& Catalan on méme & Gauss. 5. Loi de réviprocité des résidus qud-
dratiques. Démonstration extrémement simple formée en rapprochant
des théoremes connus; elle ne suppose aucune conmaissance préli-
minaire en arithmétique, autre que celle de la théorie du plus
grand commun diviseur. Voici l'ordre suivi: Lemme de Gauss. On
en déduit le théoréme de Fermat. Celui-ci, & son tour donne le
criterium d'Euler pour distinguer les résidus des non-résidus. Le
reste de la démonstration s’achéve d'aprés Zeller.

Le 3° de ces articles contient, par inadvertance, une démon-

- stration complétement erronée, et dailleurs mutﬂe, de la formule

p(ab) = p(a)p(h), quand @ et b sont premiers entre eux. Cette
erreur est rectifiée dans une note, qui contient, en outre, une dé-
monstration simple, due & Catalan, de la fmmu]le 26(n) = nepn),
out G(ﬂ) est la somme des @(n) nombres premlers et non supé-
rieurs & n.

P. Mansion.

L. Koenigsberger: Ueber die Reduction :Abel’scher Integrale
auf elliptische und hyperelliptische. (Mathematische Annalen.)

Im 4% Hefte des 86" Bandes des Borchardt’schen Journals
habe ich dic Frage behandelt, ob siclr von vornherein charakteristische
Eigenschaften fiir die Moduln derjenigen elliptischen Integrale an-
geben lassen, auf welche sich gewisse Abel’sche Integrale von

der Form _

‘ff(w, VR(z)) dx
reduciren lassen, worin f eine rationale und B eine ganze Function
von z bedeutet. Ich spreche in dieser meuen Arbeit eines der dort
gefundenen Resultate etwas anders in dlem folgenden Form aus: die
Integrale von der Gestalt

2b%
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in denen 7 und 7 relativ prim liefern als einzig migliche Re-
ductionsformeln auf elliptische Integrale

e

Jy@UEEY @s = [, [ VREY = |
 [reUmaya— [

von denen die letzte wegen der Transformirbarkeit des rechts-
stehenden elliptischen Integrales mit der ersten zusammenfillt.

Es wird nun gezeigt, dass genau dieselben Siitze bestehen, wenn
es sich um die Reduction dhnlicher Integralformen fiir algebraisch
aufldsbare Gleichungen iiberhaupt handelt d. h. um Integrale von

der' Form
S,

worin ¢, und p algebraische Functionen einer bestimmter Ordnung
bezeichnen, und nun die Frage in Angriff genommen, wie man alle
reducirbaren Integrale der angegebenen Form wirklich aufstellen
kann. Man findet zuerst — wenn der Einfachheit wegen in der
Aufzihlung der Resultate wieder ¢, und p als rationale Functionen
vorausgesetzt werden —, dass, wenn zwei Functionen f(z) und R(z)
50 bestimmt werden, dass '

(1 — @) R() (11— (@) ()

nur Doppelfactoren besitzt, alle auf je ein elliptisches Integral re-
ducirbaren hyperelliptischen Integrale erster Gattung, wenn

V(1 — P@R@) (1 — #FE) R@) — Fo)

gesetzt wird und F' eine rationale Function bedeutet, erhalten wer-
den in der Form '

/(@) E @)+ f (@) Rz — 3 y dz

f R((a):)_;(w) 2 Vﬁ_(m) dz = 'j V(—kl—-z;)r(]lm?z_")
und zwar durch die Substitution z = f(2)V/R(x) .

Mit Beriicksiﬁhtigumg der complexen Multiplication der in Frage
kommenden elliptischen Integrale und mit Hiilfe des Abel’schen
Theorems findet man ferner, dass, wenn f(z) und R(z) so gewiihlt
werden, dass der Ausdruck

f(z)* Rz} — 1 = F(z)?

nur Doppelfactoren besitzt, simmiliche Abel’sche Integrale der

dz

Vai—1
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ve1ldmgl;en Form, welche auf elliptische Iutegm].e reducirbar sind,
in dem Ausdruck enthalten sind

F@R @) + £ (2)R(), Sy
/ E@FG) (VR (“’)) dz .

und zwar werden dieselben dann durch die Substitution

Z = [(x) (VR(=))*

a,uunt das elliptische Integral

" dz
J v

‘zuriickgefiihrt; fir die ‘Redwctionsformé],

Jo@ (VE@) o= |
bleibt alles unveriindert, nur ist f(z) undl R(x) SO z0 'be‘shmmeu dass

@) [f@) Ry — 1]
ein vollstiindiges Quadrat ist. |
Endlich ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des Abel’-

schen Theorems, dass fiir die als nothwendig erkannte Gestalt der
Reductionsformel

Y57 N\ . dz
[0 (V@) aom e
alle reducirharen Integrale erhalten werden, wenn ‘man
Y T@OE @)+ [ @R @)
¥(@) = R@F@

setzt, worin die rationale Function f(z) und die gahze Function
R(x) der Bedingung zu unterwerfen sind, dass

fl@)}R(z) — 1
das Quadrat einer rationalen Function F(x) ist.

Es wird ferner noch die Frage der Reduction der in der ohvgeﬁ

Form enthaltenen Abel’schen Integrale auf hyperelhptmsche Inte-
grale behandelt, und die Gleichung charakterisirt, welcher der com-
plexe Mu]ltaphcator der hyperelliptischen Reductionsintegrale ge-

niigen muss; sodann wird die Redmhonsglmchung untersucht
2p1

J'P(@ Vﬂ (m) ci’.av; fwf‘fﬁ)dﬁl f(fﬁ@@:

2p +“J’ V'g 2p+1 —

z,)dz,
+~j Vﬁ*"“‘l——l ’
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in weleher, wie aus allgemeinen Siitzen der Transformationstheorie
der Abel’schen Integrale folgt, die Grossen z,, 2, ---2 die Ld-
sungen einer G'rlelchung pren Grra.des

#+ 1 (@, (VB(:s))w-% A (i, VEGY ) =0

beﬂeuten, worin f;, fay * + + [ rational aus den in ihnen enthalte-
nen Grossen zusammengesetzt sind, und die zu jenen z-Grossen ge-
horigen Irrationalititen dureh einen Ausdruck von der Form he-
stimmt sind

2p-+-1

VAT 1 =F (a5 VRGY),

N

in welchem F wiederum eine rationale Function vorstellt. |
Es wird wieder mit Hiilfe geschlossener Umldufe der Va-
11aheln x die obige Gleichung auf eine andere der Form '

* de,,
@p+1) [v@ (VR(@) dm—ZﬁAEZ o '5‘ ﬁ‘" ~
{).!
zurtickgefithrt, wenn
f(5) = Ay + iz + A2 - - 4 A, g2v-!
gesetzt wird, und eine solche vermbge der Substitution

my

Bos = € Ty,

in welcher « eine 2p -} 1* primitive Einheitswurzel und m, der
Congruenz geniigt

T R o
e o~ 1,

<o B i

ms(k + 1) =s mod (2p 4 1),

hergeleitete Summe
2p k
2] ﬂ/, ty, dt,, L A
£] i1} —___ il
2 .
Zﬂ Zl it —1 ,

nach dem Abel’schen Theorem behandelt, indem man die Form
-der unbestimmten Coefficienten des Abel’schen Theorems zu be-
stimmen sucht. Es mag hier geniigen, das Resultat in Folgendem
anzugeben: Die Gleichung

7 Aty /md/
35 [t [ ot [t
Vt 2P+1__ 1 'I/ /?P-H V ‘/ap-l-m___ 1

1] 1
ist so besahaﬁen, dass, wenn man
;g
Zy= Wy’ -

setzt, worin
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. i1 : o o
y = (VE®)), und & (k 4 1) = 1 mod (2p + 1)
ist, die Grissen o
Wy Wy W,

die Losungen einer Gleichung .

We M Wit oo 4 My W M= 0
sind, ‘deren Coefficienten rational aus * zusammengesetzt sind, wih-
rend die Irrationalitiiten : o

-I/Wzﬁmyl@p-ﬁ-l) — 1= V Wgﬁl R(x)ar _1

sich als rationale Functioneh von W, darstellen lassen, deren Co-
efficienten wiederum rational aus « zusammengesetzt sind; ferner
wird gezeigt, dass in den obigen Formeln auch simmtliche Be-
zichungen enthalten sind, welche derartige Transformationen liefern.

Es wird sodann die' Behandlung des Problems fur hyperelliptische
Integrale erster Ordnung zu Ende gefithrt; wie fiir hyperelliptische
Integrale hoherer Ordnting die Bedingungsgleichungen herzustellen
sind, denen nach den obigen Gleichungen die Coefficienten der Sub-
 stitutionsfunctionen M,; My, -.- M, und des Polynoms des Abel’-
schen Integrals unterliegen miissen, zeige ich in einer demniichst
im 3'" Hefte des 87'* Bandes von Borchardt’s Journal erschei-
nenden Arbeit: »Etweiterung des Jacobi’schen Transformations-
princips’, iber die ich bereits im letaten Hefte  des Repertoriums
referirte, und ich behalte mir dje Anwendung der dort gegebenen
Methoden auf die oben behandelten Probleme bis zum Erscheinen
dieser Arbeit vor. - -

Wien. : L. Koenigsbherger.

Otto Hesse: Usber Sechsecke im Raume. (Aus den hinterlassenen
Papieren von Otto Hesse mitgetheilt durch 8. Gundelfinger. Bor-
chardt’s Journal Bd. 85 8. 304—314.)

In dieser Abhandlung giebt Hesse einen analytischen Beweis
des Satzes:

»Wenn im Raume irgend ein Sechseck U und ein Punki U,
gegeben ist, und wenn man drei gerade Linien zieht, welche die
gegeniiberliegenden Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so

84




440 L. Koexicsnercer.

4) fiir den Strahlbiischel;

5) fiir das Gebilde, welches aus. einem Strahle, einem auf dem
Strahle liegenden Punkte und einer durch dem Strahl gehenden
Ebene bestebt; '

6) fiir das Gebilde, welches aus einer Geraden und  darin
befindlichen Punkten besteht;

7) fir das Gebilde, welches aus einem Strahlbiischel und =
darin befindlichen Strahlen besteht.

Die Anwendung der in den Fillen 3) bis 7) gefundenen Cha-
rakteristikenformeln fithrt theilweise zu einer einfacheren Ableitung
bekannter Resultate, theils auch zu ganz neuen Resultaten, z. B.
zu gewissen Singularitiiten der Congruenz, die zweien gegebenen
Complexen gemeinsam ist.

Das nichste Ziel der eigentlichen Charakteristikentheorie diirfte
die Aufstellung der Charakteristikenformeln fir das Dreieck und
das Viereck sein, und im Anschluss daran, die Beriicksichtigung
der Halphen'schen Ausartungen in den Charakteristikenformeln
des Kegelschnitts im Raume und der Fliche zweiter Ordnung.

Den Schluss des Buches bilden ein Literaturverzeichniss, ein
Wortregister und ein Autorenregister. Etwaige Liicken im Litera-
turverzeichniss verzeihe man dem Verfasser, welcher sein Buch in
einer Stadt abfasste, deren grosse Bibliotheken fiir reine Mathe-
matik zur Zeit noch werthlos sind.

Hamburg, H. Schubert.

L. Eoenigsberger: Zur Geschichte der Theorie der elliptischen
Transcendenten in den Jahren 1826—29., (Teubner, 1879.)
Veranlasst durch das fiinfzigjihrige Jubildum, welches in diesem
Jahre die ,, Fundamenta nove theoriae functionum ellipticarum® von
Jacobi feiern, deren Erscheinen zusammenfiel mit dem Tode Abel’s,
des andern grossen Schipfers der Theorie der Transcendenten, habe
ich in einer kurzen freien Zeit aus fritheren Notizen eine gedriingte
Zusammenstellung und Vergleichung der von Abel und Jacobi in
den Jahren 1826—29 gemachten Untersuchungen, welche die Theorie
der elliptischen Transcendenten betreffen, geliefert, welche eingeleitet
ist durch eine Besprechung des Inhaltes des ,Trailé des fometions
elliptiques von Legendre, und deren Schluss eine kurze Erwihnung

il
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der durch Herrn Schering verdffentlichten, auf die Theorie der

elliptischen Functionen beziiglichen Nachlassarbeiten von Gauss

bildet. Ich habe mich auf die Jahre 1826 —29 beschriinkt, weil
einerseits in jenem Zeitraume fast alle wichtigeren und umfang-
reicheren Theile der elliptischen Transcendenten entstanden sind,
andererseits der durch die Herren Bertrand und Borchardt ver-
offentlichte wichtige und iiberans interessante Briefwechsel zwischen
Legendre und Jacobi eine klare Einsicht in die Folge und den
Zusammenhang der Entdeckungen Abel’s und Jacobi’s gestattet;
tibrigens liefert das verdienstvolle Werk des Herrn Enneper ,FEl-
liptische Fumctionen, Theorie und Geschichte” hinreichendes und gut
geordnetes Material zur Orientirung in der weiteren Geschichte der
Theorie der Transcendenten. ‘
Wien, im October 1879. L. Koenigsberger.

L. Koenigsberger: Ueber die Reduction Abel’scher Integrale
auf niedere Integralformen, speciell auf elliptische Inte-
grale. (Borchardi's Journal fiir Mathematik.)

Die Arbeit geht von der Untersuchung der allgemeinsten Re-
lation zwischen Abel’schen Integralen aus, welche in der Form

F oy () o (- 0u (1), T1 Tay o+ - Ty @y, @y + - - ) =0

dargestellt wird, worin J,, J,,...J, beliebige Abel'sche Integrale -

der resp. Variabeln z,, 2, . .. 2, _ -

firfey e Ix . A
beliebige algebraische Verbindungen dieser Integrale mit den Va-
riabeln, '
| Pis Pos oo P _
transcendente Functionen bedeuten, welche durch Integrale alge-

braischer Differentialgleichungen definirt werden und endlich F eine -

algebraische Function der in ihr enthaltenen Grissen vorstellt.
Nachdem mit Hillfe von Betrachtungen, welche einer Arbeit des

verschiedener Differentialgleichungen entnommen sind, die allgemeine

ﬁelaﬂhﬁon auf die lineare

aydy g dy ot da=u
zuriickgefiihrt worden, in welcher » eine algebraische Function der

Variabeln bedeutet, wird auf Grund von Umformungen, wie sie
' L]
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Abel zuerst fiir elliptische Integrale angegeben, fiir die in der
Form

jFl (‘T ?/l (?3’1 +J I ‘(:E) y;’) dz + - + )/-Tm (7 ’/m ‘“«Zx

: -1

= ——Jﬂu*l ({Ly Jm——l d’ - Tttt —‘J—P (l— jn) ([l + u
angesetzte Beziehung, in weleher z,, #,, ... 2, die unabhingigen

Variabeln bedeuten, der Satz bewiesen,

dass jeder Art von Abelschen Integralen, welche auf der rech-
ten. Seite dieser Transformationsgleichung vorkommen, ein System von
Integralen erster Gattung zugehirt, deven Zahl durch dic den Integra-
len zukommende charakteristische Zahl 9,1, bestimmt awird, deren

Summe gleieh einem Inteyrale crster Gattung ist, welches eimem der-

auf der linken Seite der Transformationsgleichung befindlichen Abel’-
schen Integrale angehirt, und deven Grenzen dic Losungen ciner alge-
braischen Gleichung

gl P, (@, 1)) gl + -t Poridee (x, ¥)) =0
sind, wéiihrend die diesen Grenzen zugehirigen algebraischen Irrationa-
litiiten rational dwrch die zugehérige Losung dieser algebraischen Glei-
chung und z,, Y, ausdriickbar sind.

Handelt es sich somit um die auf elliptische Integrale zuriick-
fiihrbaren Abel’schen Integrale, so wird

jedes elliptische Integral ersier Gattung, welches einem der i der
Rcdctctio;zsformel vorkommenden elliptischen Integrale zugehirt, gleich
sein mdissen cinem, dem befrachteten Abel’schen Integrale zugehirigen
Integrale erster Gattung, oder es wird die Bezichung stattfinden miissen

é dx =
Ya—ah) —ﬂgﬂ:;j =J F(z,y) dz,
worin § cine rationale Function von z, und y,, wenn y, den Werth
von y fiir @ = x, bezeichnet, und dic zu § gehirige Irrationalitit

y=V(Q1—8&) 01—
'wh chenfalls rational durch z,, y, ausdriicken lisst.
Wir betrachten zuerst Abel’sche Integrale erster Gattung von

der Form z
Pl
J Ydz,
worin ¥ um einen Verzweigungspunkt « herum eine Entwicklung
von der Form

»
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Y=19 () (x— a)m
besitzt, in der ¢ (z) um a herum eindeutig 1st Y also die Losung
einer Gleichung von- der Form

F, (2) Yom 4 Fp (2) Yo-0m Ly, (2) To—2m e o Fim (@) =0
ist, und finden, :

dass das obzge Integral nur damn ouf ein ellzptwchﬁ Lmtegml re-
ducirbar sein kann, wenn m = 2, 8, 4, ¢ ist, und dann sind in den
drei letzten Fiillen dic clliptischen Reductwmmteymle.

az [ dZ P oaz a
J Va1 Jyzr-a l/v.zﬁ=k1gj‘"Z Vi —1)

Nachdém fiir diese Fille durch wiederholte Anwendung des
Abel’schen Theorems gezeigt worden, dass man die Form der
Transformationen vereinfachen kann, dass also z. B.

in der Reductionsgleichung v

Y, dz, =
stets angenommen werden darf, dass
Z=T.Y,VZ*—1=1,

worin T und T, rationale Functionen von z, und ¥ sind, ‘

und #hnliche Sitze fiir die andern Integralformen, werden fiir
alle vier Fille auch die hinreichenden Bedingungen fiir die Reducir-
barkeit auf ein elliptisches Integral entwickelt und zwar mit Hulfe
der Reihenentwicklungen der algebraischen Functionen.

' Die Untersuchung wendet sich dann zu dem allgemeinen Falle,
in welchem die Entwicklung von ¥, um einen Verzweigungspunkt
2, = & herum die Fowrm hat . ‘ ' .

a7z
]/Zf'— 1

7o h Tu
(@) Yy =1y,(z,) (@ — a) + Wy () (&1 — )™ 4 o (@) (0, — @)™
worin die ¢ eindeutige Functionen von z, sind, und wir gelangen
mit Hilfe von Sitzen, die Abel in seinem ,préeis d'une. théorie
des fonctions elliptiques® bewiesen, zu dem folgenden Resultat:

Ist ein Abel’sches Integral f Ydz erster Gattung auf ein ellipti-
sches Integral erster Gattung veducirbar, wnd kommen in der Ent-
wicklung (a) von Y wm nur einen seiner Versweigungspunkte e, der
cin m-facher Windungspunkt sein mag und fiir den m cine Primzahl
sein soll, micht alle gebrochenen Potengen

1 2 m—1

(6 — @, (o — @)%« . (5 — @) 7
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vor, so ist der Dodul des ellzptasckm Integrales stels e Modul com-
plexer Multiplication.

Die Annahme nun, dass der Integralmodul ein solcher com-
plexer Multiplication ist, fiihrt unmittelbar zur Vergleichung der
sich aus der Integralrelation ergebendem Gleichungen mit den Be-
ziehungen, welche die Kreistheilung fiir die Einheitswurzeln liefert,
und ergiebt das folgende Theorem:

Ist f Ydx auf ein elliptisches Integral reducivbar, und hat Y einen

- m-fachen Windungspunkt, worin m eine Primzahl = 3 (mod. 4), in
dessen. Umgebung Y eine Entwicklung besitzt, in welcher nicht alle
Potenzen " 2 m—1

(z'l - ”)mﬁ (.xl - “)‘mr v (:Bx - u) ™

vorkommen, so wird einerseits der Modul des elliptischen Reductions-
wntegrales e Modul complexer Multiplication sein miissen, anderer-
seils folgt, dass die Entwicklungsform von Y,

m-—l

=9, (z,) (xl—“)m + s (2,) (xx_‘:‘)m + et ll!mr-=1 (z, — ) "
sein muss, worin die @ entweder alle —— quudmtaschm Reste oder

alle 31—2— quadratischen Nichireste von m bedeulen; zugleich ergiebt

sich, dass YV — m der Multiplicator der complexen Multiplication des
elliptischen Integrales sein wird, und dass somit auch der Integral-
modul bis auf die durch algebraische Transformation aus diesem her-
leitbaren bestimmt ist.

Ist m=1 (mod. 4), so hat man wieder die Fille m =1 oder
=5 (mod 8) zu dnterscheiden und gekmgt zu Eihmlichem_. ]R)eau]ltzmem

chung vom mT ten Gr‘ade; auf diese Weise lisst sich eine Relhe‘

interessanter Sitze entwickeln, welche die Reduction Abel’scher
Integrale auf elliptische in Verbindung bringen mit der Form der
Entwicklung der algebraischen Functionen um deren Verzweigungs-
punkte herum, und diese wiederum mit den Fundamentalsitzen der
Kreistheilung, der Zerlegung der Kreistheilungsgleichung in Facto-
ren niederer Grade und der Irreductibilitit dieser Theilgleichungen
in Bezug auf die rationalen Ausdriicke in den Perioden.
Wien. Leo Koenigsberger.
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