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Leo Koenigsberger verdankte seine Berufung 1869 nach Heidelberg dem Rat Friedrich
J. Richelot, des Schwiegervaters von Gustav R. Kirchhoff. 1919 berichtet er auf S. 156
seiner Autobiographie ,,Mein Leben* {iber den Nachlass Friedrich J. Richelots:

Im Jahre 1875 war RICHELOT nach langem Leiden in seinem 67. Jahre
gestorben und KIRCHHOFF sowie Frau RICHELOT, welche wufiten, wie
ich den Verstorbenen als Mathematiker und Freund verehrt und geliebt
habe, legten es mir nahe, den wissenschaftlichen Nachlaf§ dieses Mannes
durchzusehen, dessen ganzes Leben unermiidlicher Arbeit gewidmet war.
Ich lie die verschiedenen sorgfiltigen Aufzeichnungen seiner Vorlesungen
iiber Mechanik von meinen Schiilern im Seminar durcharbeiten und Teile
derselben vortragen, wihrend ich selbst die {iberaus umfangreichen Aus-
arbeitungen {iiber elliptische Funktionen, allgemeine Funktionentheorie
usw. einer genauen Durchsicht unterwarf. Es war staunenswert zu sehen,
mit welchem Fleifl und welcher Sachkenntnis die wéhrend der letzten 20
Jahre erschienenen Abhandlungen und Lehrbiicher durchgearbeitet, zum
Teil fast vollsténdig noch einmal niedergeschrieben waren — aber fiir den
Druck geeignet konnte ich nicht mehr als zwei kleinere Arbeiten ermitteln,
die aber auch nichts wesentlich Neues boten.

http://www.ub.uni-heidelberg.de/archiv/13260



L. Koenigsberger: @ Referate aus den hinterlasse-
nen Papieren von F. Richelot

Die mir von Frau Geheimrathin RICHELOT iibertragene Durchsicht der Papiere des
verstorbenen ausgezeichneten Mathematikers F'. RICHELOT hat mich erkennen las-
sen, dass es den vielen Schiilern und Verehrern jenes um die Verbreitung der ma-
thematischen Wissenschaften in Deutschland so hochverdienten Mannes gewiss nicht
unerwiinscht und fiir den Fortschritt der Mathematik durch Anregung zu weiteren
Untersuchungen sicher zweckméssig sein wiirde, von der grossen Anzahl einzelner von
RICHELOT angestellter Untersuchungen, die meistens bei der Lectiire der Arbeiten
anderer Mathematiker entstanden oder zum Zwecke der Vorlesungen ausgearbeitet
worden, fortlaufende Referate mit genauer Angabe der benutzten Methoden und
gefundenen Resultate in dieser Zeitschrift zu veoffentlichen, wéhrend ich moglicher
Weise, wenn es meine Zeit gestatten wird, spater durch Unterstiitzung von Seiten
jiingerer Kréfte in der Lage sein werde, grossere Veroffentlichungen von Vorlesungen,
die in vielfachen und verschiedenartigen Ausarbeitungen vorliegen, als Lehrbiicher
der analytischen Mechanik, Variationsrechnung etc. zu bewerkstelligen.
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I.  Geometrische Interpretation der Transformation des elliptischen
Integrales erster Gattung auf die Normalforn.

Werden die Losungen des Polynoms vierten Grades R(z) mit
a-ai, b4-bi e+ i, d+di
bezeichnet und durch die entsprechenden Punkte A, B, ¢, D im

z-Gebiete dargestellt, so fiihrt bekanntlich die Substitution

o A B
T B0 4

auf die Gleichung

L/““d:* _J‘: d¢

A . " et e papad?
J R J D - B — ) (0 - 00— kg
worin

]'2 . B—_ ‘C _.‘[ —_ ])

T A=SC B=D
ist. Es kommt darauf an, den analytischen Modul von ¢ zu be-
stimmen, woraus sich dann unmittelbar, wenn 2 = I geselzt wird,

der analytische Modul von = ergibt; nun sicht man aber, dass,
wenn der die Grisse z repriisentirende Ponkt mit Z bezeichnet wird,
2

VA

mod. ¢ AC BZ AX

| \(- —_— - - by

BC A7 RBC &

- AC

wird, und aus dieser Form von mod. ¢ lisst sich leicht ein oeo- “E

L3 . . (3 e Yy ¢ “w - G
metrisches Criterimm dafiir ableiten, ob diese Grisse kleiner, gleich
i »

grosser als die Einheit ist. Denn denkt man sich 4 wnd 5 durch
eine Grade verbunden, so ist bekanntlich ein Kreis, dessen Durch-
messer in dieser Linie liegt, der geometrische Ort der Puukte Z,

BZ ‘

-7 der Entfernungen desselben von 4
und I constant ist und es wird dieses constante Verhiiltniss von
Null durch die Einheit bis Unendlich zunehmen, wemn der Kreis
sich von dem Punkte B an zu dem unendlichen Kreise, welcher
die in der Mitte von AR errichtete Girade ist, erweitert und von
da an bis zum Punkte A hin zusammenzicht, und daher mod. ¢ von

AC . - . . : ‘ ‘

Null durch BC bis Unendlich stetig wachsen.  Dasselbe leitet
Richelot auch mnmittelbar aus dem analytischen Aunsdrucke fiir ¢
ab, indem er bemerkt, dass, wenn z = o 4 »/ gesetzt wird, die

(lerchung

fiir welche das Verhiltniss
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o —a) + (o — )} {0 — o + (b, — )} (mod.£)?

— b=+ @ —yP} (o — e+ (0, — )} =0
fir ein constantes ¢ die Gleichung eines Kreises ist, welcher mit
den beiden Punkten, dessen Coordinaten z=a, y=a,; z =10,
y = b, die ideale Secamt

0:(“'_ b) 1'1""‘ ‘_+"b} ~+ (al — b) {J_&ib_
gemeinschaftlich hat.

Die Entscheidung der Frage, ob mod. ¢ kleiner, gleich, grisser
als die Emhet ist, wird sich nun leicht treffen lassen. Zieht man
nimlich die zu den Punkten 4 und B gehorige ideale Secante, so
kann der Kreis, der durch ¢ geht und den Richelot den Einheits-
kreis nennt, entweder rechts oder links von derselben liegen oder
diese selbst ist als ein solcher anzusehen; liegt nun der Punkt Z
im ersten Falle innerhalb, auf oder ausserhalb des Einheitskreises,
so ist mod. § resp. kleiner, gleich, grosser als die Einheit; dasselbe
findet im zweiten Falle statt, wenn 7 ausserhalb, auf oder inner-
halb des Kinheitskreises liegt und im dritten Falle, wenn Z rechts
von M N, auf MN, links von M N sich befindet. Nun ist ferner

mod. 12 derjenige Werth von mod. ¢, welcher zu dem Punkte D

gehort, und es ist d“\]l@l leicht zu entscheiden, wann mod. § 1

ist, wenn man nur dasselbe Criterium, das fiir Z benutzt Wurde,
auf ) anwendet; zugleich ersieht man hieraus, wie man es durch
geeignete Wahl des Punktes €' oder D, als zum Einheitskreise ge-
hirig, einrichten kann, dass mod. —%,;, respective zu I oder C gehbrig,
nicht ein iichter Bruch also meod. 22 <1 wird.

Wenn die Anzahl der Punkte 4, B, 0, D ... H ganz beliebig
ist, so sieht man fiir den Fall, dass man von der Transformation
b A=P B

L —P A-—-17Z

ausgeht, in welcher I emer der Punkte C, D, ... H ist, dass man
fir P nur denjemigen Punkt zu wiihlen hat, der die Eigenschaft
hat, dass der dureh ihn laufende, zur Schaar der Kreise, welche die
Linie MN zur gemeinschaftlichen idealen Secante haben, gehorige
Kreis, dem Punkte 3 am niichsten liegt, in der Art dass zwischen
ihm und B keiner der zu den andern Punkten zugehirigen Kreise
liegt. Dies Resultat hiilt Richelot aus dem Grunde fiir ,ein nicht
unwichtiges”, weil die Berechnung des Integrales

Repertorinm fir reine wud angewandte Mathematik, 13
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F F@)dsz
.f (G ADE—B)z—0) ... c—H)F
) .

wo [I'(z) eine ganze rationale Function von z ist‘, durch eire con-
vergente Reihe und die Reduction dieses Integrales auf die Form
| P(8) d¢
J
J -0 —ka— k.. :

=
&

wo mod. £* <1, mod. £,2< 1, ... und ¢(§) eine rationale Function
von { ist, davon abhiingen.

Die Anwendungen dieser Resultate auf den Fall von nur reellen
Losungen des Polynoms vierten Grades R(z) sind zu einfach und
zu bekannt, als dass eine Hervorhebung derselben ndthig erscheinen
sollte.

I1.  Conforme Abbildung des Integrales

j dz :
Vzl — 2 (1 — #%2)
fiir beliebige +. ’

»im 4b. Bande des Crelle’schen Journals habe ich gezeigt, wie
»eme jede reelle oder imaginiire Grosse in der Form

. sin am (% + v, %)

yunzweideutig dargestellt wird, falls % ein positiver #Hchter Bruch
mst; dieselbe Aufgabe fiir ein heliebiges » hat Heine in einer Ab-
yhandlung im 53. Bande desselben Journals behandelt, welche den
,yLitel fithrt: Reduction der elliptischen Integrale auf ihre kanonische
yForm. Wenn ich im Folgenden auf diesen Gegenstand zuriick-
ykomme, so wird die HKinfachheit der Darstellung und seine An-
swendung auf die zur Begriindung der Theorie der elliptischen -
yFunctionen erforderliche conforme Abbildung des elliptischen Inte-
»grales es entschuldigen.” 7

Diese einleitenden Worte Richelots und die Ausarbeitung,
von der ich 1m Folgenden ein gedringtes Referat gebe, sind in den
‘Osterferien des Jahres 1872 hieclergeschrieben,

Sei ‘

z2=x 4 yi, w~—=u-}vi, x"=g(cosa - ¢sina),
1 —#*==x*=0c(cosf — isinf),

worin
' —alaln, —alf<n
ist, ferner ' |
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i o1
n 1 dz 1 L , dz
K=+ [— K o= [ ___
2 ] Vid—ad — %2 172 J Vel — 90 — %)’
0 . 1]

bei denen der Integrationsweg durch positive ichte Bruchwerthe
von Yz fithren soll, so sieht man aus Betrachtungen, wie sie aus
der Theorie der complexen Integrale geliufig sind, dass wihrend
in dem Integrale

1 dz
2 J Vi —2) (1 — %)

= W

von O bis K geht, z das Stiick der positiven Aﬂbsmsseuaxe von (-
bis 1 durchlaufen wmd und dass einem Fortschreiten der Variabeln
w von O bis K, die ganze negative 2-Axe als Bildeurve zugehcth-
Verindert sich jedoch w so von K bis K 4 ¢ K,, dass u == K bleibt,
und » von O bis K, so stetig fortgeht, dass sinam (v, 'acl) durch
positive dchte Bruchwerthe stetig von O- bis 1 wichst, so wnrd die
entsprechende z-Linie der durch die Glemhung

o o8 o
AL LR

definirte Kreis sein, welcher durch die Punkte

cos e ' sinem

hmdurchgeht

Verindert sich endlich w stetig 80 vmnli' -+ i K, blS zKl, dass
v = K, bleibt, und % von K bis 0 so abnimmt, dass sin am (u, %}

durch Pmsitiv‘e ichte Bruchwerthe von 1 bis O stetig abnimmt, so

Cos &
@ . ?

wird der énﬁspr‘echenﬁle Punkt im zy-Gebiete vdm ]Punkﬁé‘ z ==

L unendlich in einer Graden ifmtschrelten , die riiek--

J [,
wiirts verlingert durch den Anfangspunkt der Coordinaten hindureh-
geht, und es ist aus der allgemeinen Abbildungstheorie bekannt,
‘dass das ganze so begrenzte zy-Gebiet in jeder Stelle mit Aus-
~ nahme der vier Ecken conform durch das bezewhneite emdlhch@
" Curvenviereck im uv-Gebiete abgebildet ist.

Es ertibrigt noch die durch w = u -+ v% bezemhneten Imtegraﬂe
fiir alle vier Seiten der gefundenen Figur in geagne‘har Form zu
entwickeln, wobei man sich leicht iiberzeugt, dass dies im Wesent-

lichen nur auf die einé Aufgabe zurtickkommt, das Integral
: 18%
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dz C—
Ve — (1 — geTivy
e fiir einen durch positive #ichte Bruchwerthe stetig fortlaufenden In-

tegrationsweg und fiir 0 < « < zu bestimmen. Richelot setzt
nimlich, um das vorgelegte Integral in die Form

40U

zu bringen, worin U7 und U’ reell bleiben, so lange z ein positiver
achter Bruch ist,

1 —#2 = — gé'“z = r (cos ¢ — 4 sin )

oder, wenn man von dem speciellen unmittelbar zy behandelnden
Fa,]lle o = 0 absieht, .

sin
gin (e - ) * '

- woraus sich nach leichter Reahnumg, wenn « > 0 angenommen wird

J)
if’ dz
2] Vil — 2) (1 — »%z)
5

1 sina (cos ig— —+ #sin lé'—)rhp
2 171—2@005&4—@2. Vsine.sin, sin (e ). sin (B—)
- 0

, 1
£ == —
e

—U+il’

ergibt, wihrend der Fall « < 0 sich auf diesen zuriickfithren lasst,
wenn man nur statt der drel Grossen «, B, ¥ drei andere Gmssem
— &, — f, — ¢ einfihrt.

~ Die Integrale

71 sine | "y ¥
¢ 1 —-2pcosn+tg? ]/sima.sinm.sin(‘a—me).sin(@—1;;")
' 0

w

: - sin Jg— dvy

Uf 1 Elﬂm ) .
V1—2@cosm+u' . Vsine.siny. sin (- 9). sin (f — )

sollen nun in eine zu ihrer Berechnung geeignete Form gebracht
werden. Zu diesem Zwecke setat ‘Rm]he]mt
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und erhilt durch eine geschickte, mit Hiilfe 10ganthm1scher Diffe-
renziation amgestellte Substitutionsrechnung, nachdem

sin —g— _ sin %— €08 !(ﬂ'r + B)
P e L
81n E co8 E sl — CO8 E
A? P 2 7 }2 Alﬂ — 2 ‘ 2
sin (ﬁlg ;’T@ sin (“';Tﬁ)
W _ smE cos ('mé :@)\ . . sin —g- 7
(] g sin (%I_E) ! cos g sin ‘(fx ZF ﬁ)‘
gesetzt worden, worin, weil cos (——;—i——ﬁ) > 0 ‘ist,

\ << < <1,
das folgende Resultat

ainm
2

TV el

>

f | (1—ﬁsmﬂqz)clq;
I/l—-—E@; cosa+g V(l—w Slngqa)(]l—lgsmgqﬂ)(i—p smﬂtp)

gin® —

p

cos — sin?® (
2

g~

B P
: Bl o ) sin?gd g 2
i/i — 2p cos & -} o* , V(]L — x? E;lnﬂ(p) (1 — A% gin’ m) (l —p Emﬁqm)
0

Ebenso erhiilt man, da eine Vertau.swch‘un;g der Grossen o und
B die drei Grossen #% A% p® in p,% A% «® dberfihrt,

2, e = U, +iU/
f]/z(l—z)(l——gei‘ﬁg) LUy,
worin 7‘
28 aiug
L= ; ><
. . (1—=1%sin’p)dg

’/1 — 2o coaf + m’“ V(:IL — wy  sin?@) (1 — 4, ¥ sin?p) (1 — ufamgtp)

m,,
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: o
U= 05 — sin"’(d —Hi) >
| 0083 2
@ I
s : sin2pdeg.
f/l —2ecosf+e® ./ V(1 —p,Tsin®g)(1 — 4, Peinp)(1 — %, 2sin’g)
0

worin ¢, und 1,‘11,’ durch eine Gleichung zusammenhiingen, die aus
der obigen zwischen ¢ und 4 unmittelbar herzuleiten ist.
Setzt man endlich noch die urspriingliche Variahle
z = gin®y,

so folgt aus den obigen Substitutionsformeln

sing = ——sing | 1__@:_(& ,
Ve 1—u?gin?ep ’

wobei hervorzuheben dass
) ®
, Ve
somit die ganze Transformation in %, &, @ ausgedriickt ist, und
wir erhalten daher, wenn #, &y @y %y, Ay, g positiv angenommen

=
=,

werden,
x
(* dy
: Vi— 0 ef‘“sm?x
(P ]
s‘in-g; sin —ﬁ—
1—gin?p4¢—0o0F 2 sinp |do
r (w ﬁ)
) J{ | gin {. 9
]/EB V(]lw-:*ﬁféﬁi%p) (1 —2%sin*@)(1 — u?sin?g)

Diese Formeln liefern nun Richelot unmittelbar die Glei-
chungen der transcendenten Curven, welche die Bilder der genann-
ten Begrenzungsstiicke sind. Dem Begrenzungsstiick von 2z =0,
Yy =0 bis =10, y = 1 niimlich entspricht das Bild, welches fiir
positive ¢-Werthe durch die Gleichungen

P .
¥ [*(1—i*sin’q)dyp

U =
VEJ Dy
red (p ’
v — 1 2l Yu?— 17 ‘gimg@dqu

Ve ¢ Do

bestimmt ist, wenn
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Do = V(1 — #*sin’p) (1 — 1 singp) (1 — u* sin’@)
- gesetzt wird. - |

Dem Begrenzungsstiick von =0 bis # = — oo entspricht
das Bild, dessen Gleichungen sind,

0 — ‘£(1 ~—1 ﬂsm?q:a)dqs
VG D;'P ‘

LTI ‘
M- “sinpdy

V' D ?

Jv—

Wﬂﬂﬂ ‘man

199—11/(1—-% sin®g) (1 — 4,7 sin® m)(l——m sin’ 99)

‘setzt.
Zu dem cﬂuen bezeichneten Kreisbogen weh@rih als Bﬂld das Be-
gremungsstuch
P el ,
" — _p_b__f(l — it smE g)de + (1 — 2 sinp)do
Ve V Do

oo
2

S sinpdg ~- gV —4

V=4 = g = : ' p
T Ve Dy Ve ,J Dig.

]

Endlich entspriﬂ]ht dem Stiick der genannten unendlichen Gra-

den das Bild, dessen Gleichungen

kil =
2 2
v ‘(1 — A% sing)dop + » (1 —2%inip)dy
Ve Dy Ve, Dy
, 0

vml a"

_l_'xl]/:m =y fﬁm @d®+uml Vi — 4 ME@..
Ve Dy _

: 0

Es wiirde noch erulbrmgen, nicht. bloss, wie bisher geschehen,

u und v fiir die Grenze des Flichenstiickes smmdem fiir jeden Punkt
innerhalb derart zu bestimmen, dass

z2=g 4 yi=sin?am (u + v, %)

oDiese Aufgabe hat nun Heine in der angeftihrten Abhand- |
 Jung gelost und zugleich fiir ein anderes Gebiet, nicht fir das -

,&y-Gebiet, wenn
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z -+ yi=sin*am(u + v7, %)
»sondern fiir das zy-Gebiet, wenn ,

&+ yi = simam (u + i, %) .
»gegeben ist, jene vier Grenzlinien direct bestimmt. Es sind die
»positive y-Halbaxe, die positive z-Halbaxe von # — 0 bis z = 1,
nder Bogen einer bestimmten Lemniscate und eine von

T

2
T+ 1y = bi— = %
»N’s Unendliche laufende Gfade, die riickwirts verlingert durch
»den  Anfangspunkt der Coordinaten geht. Wenn man in unser
»iriheren Begrenzungsstiicken x 4 yi fir Yz E-I—yz also
xz* — g fiir
2zy fir y
peinfihrt, so gelangt man in der That zu den Heine’schen®

‘Dresden. L. Koenigsberger,

Anmerkung zu dem Referate S, 138,

Die Erweiterung des dort erwihnten J acobi’schen Satzes ist,
wie ich erst spiter gefunden habe, in anderer Fassung und mit
andersartigem Beweise von Liouville gegeben worden in seinem:
»Mémoire sur quelques propo»siﬁimns générales de géométrie ete.“
Journal de Mathématiques Tome VI. 1841,

Leipzig. Ax. Harnack.
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< [ Fit) F.ydiq [F\t) F.@)ydt ]:U
Z’ .[V.W VE:t) ](,_za,_i VR® VE®) J .

o

fiir die Werthe r —0;1,2,--p — 1, und

Q[ Fe—e® [ F0diy [_E\t)fqn(t) | F,.'(t)di;J o
Zf] [ VE® VE®) J(,_za) a1l VRw VE®

Za o)

fir die Werthe r = p, p 4 1, --- 2p— 1; sind alle diese Be-
dingungen erfiillt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes
liyperelliptischen Integrales '

_ 3 e [ ]_ [F(t)f de —
'-{ZLRW J =V, 1 VEE) . =[t-z)l/17(i)_]rl 4 (z),‘

welcher mit L' (z) vereinigt die algebraisch-logarithmische Dar-
stellung des gegebenen Integrales liefert.

Dresden. - - L. Konigsherger.
L
L. Kdnigsberger: Referate aus den hinterlassenen Papieren | ;

von F, Richelot. Trigonometrische Form der hyperellip-
tischen Integrale der ersten, zweiten und dritten Gattung.
(Der Inhalt der folgenden Mittheilung ist in den Michaelisferien 1874
| niedergeschrieben.) - -
Richelot fiihrt zuerst fii die Lisungen a,, @, ... a, des Poly-
noms 2n*" Grades

R —(—a)E—a) (& —a,)

eine Reihe von Moduln , analog dem Modul des elliptischen Inte-
grals, durch folgende Betrachtungen ein. Transformirt man das
hyperelliptische Integral durch-den linearen Ausdruck

E = e T s
¢ =

2y =Gy, ay — g
oder durch . S

) Zg—0g, G;—a,

By — Oy @3 — Gy,

“u. s. w. oder endlich durch



)
P -
|
i

-, —a 1 ! n Pea—1— Ygn— —
n—1 L ¢ T e —a a — a, 2n—31
p— 1 et | “2n—2 ~8 n—1 “2n
g | = ‘a)/ 1 Gy, Gy b2 .
n—1 - 2 £ @ — €. i G e T, = Man—83
Spp = 1 2 2n—2 2 n—1 D
- !- - ; [ L] - » L3 [ ] I: - - - - [ L3 - L] - - - P — -
5 —a 1 _ OGgp—g = Ogy @% n-===lll — 83, g _ i& : -
1 — - - T - ; £ %
n—1 In—=3 g n—8 Oy, s U w1 = Og,, &n. 32""3’

‘diese (w — 1) (2n — 3) Wert]hte ' werden Moduln genamnt mmd vOor

L. 'Kﬁmmsm«mcmmh E ‘ T 341 A
¢ _ Fn—i T Q9n_s g n—1 — %gn )
T T ey, q 10,
wodurch den Werthen . o
2 =ay By =@y ~r-evevp == a,zn_g R
g =a, By==Q3revin 8, =q |

2 n—1 : o
Bp==0g, &=0g, -8 =40, | |

fiir die Grossen { simmtlich resp. die Werthe Null, die Einheit ~

und co zugeordnet werden, so erkennt man leicht, dass fir die

erste Transformation sich ' ' 4
1 L T 3 a. )
4 = a, 1 3 2n % 2 __ 79 |
‘ & g — 0y G — ay, 13
1 Gy — Oy, 8y — 0y
"5‘ 1 == {1 4 —— <n == k2
g

—q . ) l= Ron—1 _iMEﬂ 0y — &y 12

entsprechen, fiir die zweite Transformation

‘ @y — 0 ag — @ '
5= a, i BTH e | .
& a5 —- @y Gy — d, ‘ - _ . )
1 Gy, -+ — 3 g — @&
4y == @y i =t lv 2 ,"13 ‘4 = 32 L
& Ggpy— g Gg— a9, SR
&y — O, g —
' & ey —a gy —ay, T T ~ - m
— g, a, — a ' ‘ Lo
,2’2 = wg .l. —_— @2 . Vgn 8 74? =]§§2 , : )
& Gy — @y Q3 — Ay, =T

u. 8. w. endlich fiir die letzte
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Allem die Bezmhumwen die zwischen ﬂlnen stattfinden, aufgesucht.
Mit Hiilfe der’ Substﬂtutwn

o — 1
h ap — Ggpy
erhilt man leicht die Ausdriicke
r ’ ’ s ) oy
g - G % 12 @y — a3 72 Oen—2 ~ O9n_3
14 = _I:7-’ ‘7 ‘ oy b —_ = 7 ’
v Og -— ay, 3k ay A 2n=3h gy — &

, , 0y — ag , , a4y — ag
» o, — a, = =, O, — @, =
h 2 2 H i 2 2
A’lh kit
also )
= . 1 1 ‘
o — a, = (a; — @, (—-——)
i 3 1 2 .2 2 1
k i klh

daraus ergiebt sich aber sofort fiir alle von 1 und 2 verschiedenen &

. k km ks
o Fehs By Maaea—Hhaog M
5h ,k?-—k““' 2 ? In—3Ah ]megz LM "’1211.—-2

Um den Fall h=1 und — 2 zu erledigen, heachte man, dass

» r o L4
k2 = L 1 — P % -
EENAS a; —a;

ist und dass, wenn ohen % — 4, i =3 gesetat wird,

4 r 4 o’ 1 ]_
as—a4=(a1—a2) (E‘g—k )undla —a, —(1 2) (’ )
- . ‘ bld‘

14 )
wird, so dass -
, 2 2
32 2 . 31 1.2 2
k;a ’ - ks (1 — km)

und r?éh'n]li@h

2 C 2 .22 -
5’15 : . &fs (1 - ki&i) ;

u. s W, endlich
. - kﬁ

2
kiﬂn—ﬂ kl?‘meg kg k12‘n-—-$ 12n—%

2 —32 ) : 2n—31 !
" klﬂn—& k 2n—3 (1 12‘:2—2)
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folgen. Somit sind simméliche Moduln durch die Modulreihe

. 2 7. 2
k13 ,Twlél,...‘.kg

12n—1

ausgedriickt, also durch 2% — 3 Moduln, die offenbar von einander
_unaub]héingig‘ sind, da sie ausser @, und a,’ jeder eine andere Grosse
N A S enthaltem und diese von einander unabhéingige Grossen
vorstellen. ,

.~ Richelot stellt sich nun die Aufgabe, die hyperelliptischen
Integrale erster, zweiter und dritter Gattung mit Hiilfe der oben
eingefiithrten Moduln in trigonometrische Form umzusetzen und zwar
definirt derselbe als Integrale erster, zweiter und dritter Gattung
nach Herrn Weierstrass (Theorie der Abel’schen Fanctionen,
Journal fiir Mathematik) die Integrale

d J?(z) P(\b iz (PENE
J z——agk fz—a%__l @(z)) fzgd (@(z)) H

worin

P(z) = — aan (2 — ay) (2 — a}&_,:) ceen (g — @30—3)
Q@) =(—a)(Z—ay)....(z— aau—1)(# — a2s) |
und @ eine willkiirliche Zahl ist. Ich will bemerken, um eine Ver-
~gleichung mit den von Riemann definirten Integralen der "drei
Gattungen zu gestatten, dass die von Richelot aufgenammemen
Integrale erster Gattung -
» e > R
| dz, ( ( )) dz, (P( )) S dz g ( (2, )) :
z,— O @( ) 7~y \Q (%) J T Gam—z \¥ (%)

B

Gy L g
fir alle Punkte der zu J/RE(s) gehorigen Riemann’schen Fliche
endlich sind, die Integrale zweiter Gattung -

Zp 2p

;;_’jpal (gé ;) zﬁj%(@( )) e f & dzgn;l(gé %)%
g . gy

nur in den resp. Verzwemgungapumkiﬁeﬂ Gy, %, Y aulgehrmsmh

unendlich und zwar von der — ten QOrdnung werdlem wihrend end-
lich die Integrale dritter Gauttung

p

L de, (@E g)

tp

k]




344 o L. Eox16SBERGER.

nur im Punkte z==0 und zwar auf beiden Blittern logarithmisch |
unendlich werden. ' .
oetzt man nach Richelot

2, —a, G — @y

£ =sin? = 4

v o = By Gy O — Gy

¢, —sin*g, — P — 0y Gg — Ggy
- Bg— Oy, 43— 0y

- - - - -
<

T S

—Gg, ' O

oy ==sI0"(p,_1=

n—1 a—1"" %9y g

und fithrt zuerst die erste Transformation durch, welche mlt Weg-
lassung des Index 1 bei z und ¢ die Form hat
Z —_ ﬂg Ml _— wﬂz,,

] L
' —= == 8In“@

3 E J\

H g agﬂ a —_— ag A .

so folgt durch logarithmisches D]ﬁ‘erenﬁmren

2 cos @ L N
sng 99 = (o — 001) =y =y

oder

) i dz | £ — ¥
2dp - V_ (@ —a3.) (@, — a3.) Z— ay (z ﬂg) :

i—ay) &—ay,
wofiir, weil
P(.z))% _ ((z ") () (Pt g)  — ey, )&

Q@) (F—a) (s —ay) .. (2 — 8gn_1) Cr—a,

ist, auch

(mmrin=s) e (b=l - )

gesetzt werden kann,
Beachtet man nun aber, dass, weil

1— kf% sin®p

Z—a
. 25
Z—a Gi - ind
2 —1 i Lmh LBt @

sein muss und sich hieraus wegen der entsprechenden Werthe 2= mg,
P=0 ‘

8, — @
25
N Oh =
o “g"' @2;'.-2-1
ergiebt, )
) 52— @y, @, — Gy 1 — Kby, sin’g
= e

B—Gy_y GOy 11—, ., sin’g

Y 13
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folgt, so wird jeder Factor des obigen Ausdrudkes fir h=2,4,
e 2n—1 tmgonomemsch umgeformt sem, nur fir h = n wird, wie
lelcht zu sehen,

&g, @9 — Gy, 1
— ,

“n—1 % Ga_3 1—k3, . sin’g

sein, und man wird somit auch den vorher gefundenen Ausdruck
gelten lassen konnen, wenn man nur %, = =0 setzt; ‘man er]hmlt

somit

(¢—a ) (@) '(Er ) — 3 %94 1—]’5?2&@&!1%;@
(F— ) (2= 45) - (P~ ) H( "21;-1)“(1—%5?2&_1 siﬁ%p)’
so dass sich, wenn S _ |

a ' a,—a(a, —a)e..(6G, — a ¥ .
9 2n‘ ( 2 4)( 2 s‘) ( 2 Em—g)) —
(“‘? ms)(m — ) (“2 — Oy, 1,) My

gesetzt wird, mit Wiedereinfiihrung der Grossem 2 umi @, der
gesuchte Ausdruc]{

%y

‘ ‘ : 2 .. :
dz, ( (z,) ) J ( — kg, Sin*y, )“&
T le — & \g@) = M dq}l kl%h 1 S, |

22
%] .5

ergiebt. Zour Umformung des Inﬁegra,l‘es

f ! dz, Pz ) 4
L R P (@ (#)
ay

braucht man nur vor der Integration die obige Gleichung mit

5 — & sin?
e, = Cerma g
‘zu multipliciren, in welcher ‘@ﬁt’e@bu
g, — @,
'an Oy
Cﬂ"‘—'z = — k’l%r—ﬂ ‘ .-
mﬂ 839 )
sein muss, und erhélt somit
e \#n
f -ﬁ____gf ,d (P (gm)
a.
™ 2r—2 Q(Ei)
P ) ‘ e
32 : - " S I ‘S
- Ogp Ty M kig,_gsin*g, dg, N ""kfm Bms‘@i ‘ i
= = = g ‘ ' | -

P Ky, _punty, Lyl
an " Yor—2 1— Ky, _gsin®p, g 1— Ky, _gsin’p,

B
P
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In dem Falle, dass B(z) nur 2n—1 lineare Factoren hat, &ndert
sich nichts als dass man iiberall. @y, = oo zu setzen und den Grenz-
werth zu nehmen hat, wobei die Factoren "

g p — Qg -

an " Aoy
der Einheit gleich werden. ‘
- Um nun die iibrigen Integrale erster Gattung i 2, 2;,...2,—s
ebenso umzuformen, hat man nur nothig die Indices
L '1,3,5,....2n — 3, 2n — 1
und die Indices™ ,
. 2,4,6,....20—4, 2n — 2

cyelisch zu vertausechen, und erhilt allgemein

p
f dz, _P(z ))
o 2 Q= )
a‘)pw - ‘f“
. ¥ - |
' 2 e " )2 o
a0y M, bop—120° 909y TF [ 1=l g sin’y, ¥ ‘
— 0. — @ p—12p .2 so2 (») y
2n T2r L— kg 1p,8i0%9, 1— ’iu&mh-—ﬁm P

0

so sind (n — 1) Integrale erster Gattung in die canonische Form
umgesetzt, ' ‘

Die hyperelliptischen Integrale zweiter Gattung werden ebenso
einfache Formen annehmen; man braucht nur vor der Integration
der ersten Reihe mit

g, — @ I3g,_ysin?
BL—a e 2 12r—1 51079

S i P Uop — f2r 1 1— k‘f@r——l sin®g,
o - . - a o
zu multipliciren und erhilt

- .

2y

‘ | f _ 4z (P (zl)
. . : By — gy ¢ (ﬁl)_ '

s

U2

. ’ 7.2 g ‘ n 5.2 i@
e YT kg, _ysin® g, dg, M 1 — kg, sin’g,
LR . —_— 12 1 — k?‘ + g Iv“ o
20 2r—1 : 2 ‘
0

4

“1gr—1 5107 @y 12815107 P;

" oder wieder dureh cyelische Vertauschung der Indices
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. : 'j d'gﬁ, (P(gp))% ' _ R %
‘\ ) Fp T gy (% |
ap » 2r -1 @(P) | | . | .
Pr | ‘
&y, —0, i k2 in? n a9 g L 1 |
. By | “2p—1 2r—1 510" Py lh[ 1=k ygsintg, \T
T a,,—a,, p—1zp 9 . | = ' .
o 0 - kgp— 12r—1 Smg% b A1~ kgﬂﬂ—-l 2h—1 Sj-m?.%
:  Um, endlich das hyperelliptische Integral dritter Gattung um-
zuformen, wird man vor der Integration der ersten Reihe mit
& — Oy ' ’
Z7 — @
zu multipliciren haben; es mogen
g,=a und § = L

vermoge der Substitution.

] P, ‘
k 12 SIR° @,

& — 0 _ﬂl_ﬂ’gn__g
' By — Ggp Oy — Oy .
entsprechende Werthe sein, so dass
- l a — [ —
S]lngalg — kT 2n al _ mﬁl
) v g ,a'ﬁ ‘wz {Elsagm )
wird, dann ergiebt sich
7 —ay o sing'qnm
2, —a 11—k, snta,. sn
, . t 1719 SIN 70 5 BIN7 gy
und daraus
l Qo — Gg . ¢
| . -_ T 7 L)
| Ay, — @ k* g sin®er, ?
f so dass -
| ; : : .
! 2’ = & 13 a n . 2 in 2 )
d Ml G sin2 g m 2 . 55 w_‘smi Py
g —a By — @& 1 — k%, sine,,sin?,

folgt. Bedenkt man ferner dass
a—a -1 a—a 1 Oy — Og,
@ — Gy k% g sin @y a4y — &g, | a— @% .

-4

ist, so folgt mit Benutzung aller dieser Werthe

1— - .
2 2 ,
E?gsintey, @y —a,,

2 g wg o . T
k? o 8in e, sin g do, H" 1‘7_.7,%8%&@@% .

1
f 45 ~(£(5 ))f‘ |
e/ & — & \Q (g
oy -
£
1 .
I - M, -
1 a—a, 2 f 1% sin%a,,sin’g, |
9

G . o |
‘1 - klﬂﬂ—l 510, @, S~
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und wieder allgemein

*p

fA 4z, (
zp—a

%ap

)

.f’\x-\
\_.J\_J

‘ﬂp

. 2 < g =g _—

- a __a M2p—1 2p
1 ) 2p—1

.2 - 2on 2 o, —_, .
kgy 1oy 810709, 19, %2p—17 %2n : 3

3

2
[ [ Iy, 125 80 q" ,
> (» 1_;75

9p—1 2h—1 sin® Pa

Alle diese Transformationsformeln gelten auch fiir den Fall,
dass R(#z) vom 25— 1" Grade ist, wenn man nur @s, = 00 setzt und
zu den Grenzwerthen iibergeht.

Dresden. - L. Kénigsherger.

Bemchhgung
p. 132 vorletzte Zeile: statt Maundel'schen hea Mamdel’achem

2 in? Cogin?




