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Dic vorliegende Schrift ist ein Auszug einer grosseren
Abhandlung, welche demniichst versflentlicht werden soll.’
Ich theile hier nur die Entwickelung des Begriffs der singulﬁi‘en
Losung, sowie die Beslimmungsweise derselben aus der Diffe-
rentialgleichung selbst mit.

In der erwihnten Abhandlung habe ich von den Princi-
pien einige z‘\mwndungon gemacht, welche zu bemerkens—
werthen Aufschlitssen tber die Natur nicht nur der singuliren
Losungen, sondern der Losungen gewisser partiellen Differen—
tialgleichungen itherhaupt fithren. Diese Anwendungen habe
ich in dem vorliegenden Auszug der Kitrze wegen ibergangen.
Der einzige Zusatz, welchen diese Schrift erhalten hat, ist das
Beispiel des § 3, welches, streng genommen, meinem Gegenw_ - 8
stand fremd ist, welches ich aber seiner grossen Einfachheit
wegen nicht ibergehen zu dirfen glaubte, zumal da -ich aller-
dings durch die Untersuchung der singuliiren Losungen darauf
gefuhrt wurde. Das Resultat lisst sich auch auf anderem ’Wege
finden, und diirfte vielleicht auch schon bekamnt sein, jedoch

ist der andere Weg weit weniger einfach. _ : ?
. Was endlich die singuliiren Losungen der linearen partwel— _

len Differentialgleichungen betrifft, so glaubte ich diese etwas -
ausfthrlicher behandeln zu mussen hﬂuptsﬂch]lﬂh-aus dem

Grund, weil diese Gleichungen die einzigen sind, bei denen
| *
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eine allgemeingitltige Methode bekannt war, um die singu-
liren Losungen aus der Differentialgleichung selbst zu hestim-
men, und diese Methode von Jacomt auf anderem Wege und in
anderer Form gefunden war, als die von mir gefundene. Es
war mir daher von besonderem Interesse, die Uebercinstim-
mung der beiden Resultate nachzuweisen.

Heidelberg im Juni 1866,

s SRS e 3



ﬁ UB Heidelberg

§ 1.

Die partiellen Differentialgleichungen, welche ich in Be-

trachtung ziche, miissen die abhingige Variable selbst jedenfalls
enthalten. Da man, um allgemeingiiltige Resultate zu erhalten,

immer eine bestimmie Form der Differentialgleichung voraus- .

setzen muss, so werde ich diejenige bestimmte Form Wﬁlm]lm;
welche die symmetrischste ist, niimlich ich werde amnéhméh"
die Differentialgleichung’ sei aufaelbsli, nach der abhﬁmgngen ’Vau
riablen, sie habe also die Form:

" I=Y@ a3y P, Py, . )
Hierin bedeutet z die abhiingige Variable, X, Xy o Ty die un—
abhtingigen Variablen, und p, p, . . p, dme parlﬂellen Diﬁeren-
tialquotienten von 3 nach den x, also:

] i} '
p.‘zﬁ—‘,p,=ai..w.p@=g—i;.

Fir eine Gleichung von der Form (1) kann man die Beﬁm—

tion der vollsttindigen Losung folgendermassen fassen: . :
Die vollstindige Losung ist ein Ausdruck fir'z durch die .

upabhiingigen Variablen x, . . @, und v willkurliche Constanie

€, € - - ¢, von der Art, dass wenn man denselben und seine

partiellen Differentialquotienten in die Gleichung (1) fur zp,..p,

einsetzt, diese identisch erfullt wird. Dazu kommt noch die Be-

_stimmung, dass zwischen den Ausdriicken fir 5 und seine par-

tiellen Differentialquolienten ausser der GWemlmng (1) keine an—

dcre identische, von den willkiirlichen Constanten befreite .

Relation obwalten darl. Da vermoge der Glemhumg (1) = als
Function seiner partiellen Differentialquotienten aungdrﬂckt ist,
so kann man die letzlere Bedingung auch 'so fassen: Es diﬁrr
zwischen den Ausdmuckc:n der Dxﬂeremmlquamm;en@,

.
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durch o, 75 . . Ty und die willktirlichen Constanten ¢, . . ¢,
keine von den willkiirlichen Constanten befreite identische Re-
lation bestehen.

Dieser Bedingung zufolge kann man also immer die Aus-
dritcke fur p, p, . . p, auflgsen nach den Constanten ¢, ¢, . . ¢,
und die dadurch gewonnenen Ausdriicke der (onstanten
€, €y - - € wieder umgekehrt nach den Grssen Pely -+ Py
Durch das hierdurch angedeutete Verfahren ergibt sich ein Sy-
stem Gleichungen von folgender Form:

6y = /l (SE‘ &Zy .. Ty Py Py ]),,]
‘2) G =fif@ &y TPy Py Pul

Cu = [ul®@ @& ..y pyp, .. Puls
welche Gleichungen nach p, p, . . Py aufléshar sein miissen,
so dass sich aus denselben dic vollstindige Lusung auf algebrai-
schem Wege ergibt, wenn man mittelst des Systems (2) die
Grossen py p, . . p, aus {1} eliminirt. Die Aufgabe, die voll-
stindige Losung der Gleichung (1) zu finden, ist daher vollsyin-—
dig dquivalent mit der Aufgabe der Bestimmung der Funetionen

file--fu')-
§ 2.

Damit die Gleichungen (2] des vorigen § die vollstiindige
Losung der vorgelegten Differentialgleichung enthalten , ist er-
forderlich, dass die Functionen [i Iy - - [y gewisse Bedingungen
erfiillen, welche Bedingungen ich hier zusammenstellen "wm'd(‘.

Die erste dieser Bedingungen ist die, dass die Gleichungen
2] nach den Grossen p, p, . . Pe aullosbar sind, und aus diesen
Auflosungen miissen die Functionen fify -+ [ wiederhergestellt

werden konnen, mit andern Worten y ¢s darfl keine der beiden
Determinanten :

o, ¥ ¥ v, dp,  dp,
dp, " dp, """ Bp,,. 8, 1oL o
%1%1-.‘9&’. ap,?,apﬂ ,.a“q-’
(3; apl ap’z aﬂu y B_fl ! fg T Sfu
Ofu Ofu .. 8 Oy dpy dpu
op, " op, " " " dp, S 'O, O |

identisch verschwinden.

1) Vel Jiconr Crelle's Journal Bd. 17, Bd. 60.
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Die andern Bedingungen, welche die Functionen f; £~}
zu erfitllen haben, sind die, dass die aus den Gleichungen (2)
des vorigen § hestimmten Werthe von p, p, . . p, die partiellen
Differentialquotienten einer und derselben I‘unct,mm ‘werden,
und zwar gerade derjenigen Function s welche. smh mlltelst (Q1
aus der gegebenen Gleichung (1) ergibt. Diese. Bedmgun
sind aber nicht bloss nothwendig, sondern sie sind. auch - hm—,
reichend, d. h. jedes Functionensystem f, f; . . fus welches
diesen Bedingungen geniigt, fihrt auf eine m]lllsmndlge Lnsung\
der gegebenen Differentialgleichung (1). \

Dic letzteren dieser Bedingungen lassen sich vcllsMndlg er—
setzen durch ein System von partiellen Dlﬂerenuaﬂg]lewhungep
erster Ordnung, denen die Functionen fl .. fu 7 geniigen
haben. T
Um dieses System von 'p‘amiellen Diﬂ'erent‘i'alg'lei(ﬁﬁungéii

abzuleiten, bezeichne ich den Dlﬁ‘el‘entralquotmenteu sp;, lﬂitPﬁHi'

wenn fur py dicjenigen Ausdriicke gesetzt sind, welche sich:aus
dem System (2} ergeben. Die Bedingungen, um welche es sich
hier handelt, werden alsdann: :

I=1,2 . .u k=12 ..  °° |

R

Differentiirt man das System Gleichungen (2) nach den -
simmlichen Gréssen @, . . x,, so erhalt man folgende u - U

Gleichungen: o S Tl

o=t u TR ORESY:
i=14,2. .
Man multiplicirt nun die vorstehende Glelchung mit f,:F {p;) und.
summirt in Bezug auf alle Indices 7, dann vertauscht man, die
Indices ¢ und ¢ mit einander und zieht. die so gebw]lldel,e Glel—‘ -
chung von der vorigen ab. Dieses Verfdhren ergxbt folgendes.'
System von u? Gleichungen : , : .
i {)Tp (P o) — fo' Pn)f@'fwi‘} —‘zzﬁfp 1ph)fa i) {pnh Plu}
Diese Gleichung zeigt;, dass die erste Gruppe der. Bedmgumgen
(4) ersetat werden kbnnen durch lfﬂlgendes Svslem von . Glei-
chungen : : :

(8) o= Xi{f,'ipd fu' fmi} - —fa’»mﬁf@’fw.-)-}-

=l = i fyonpai

UL T N S
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Denn aus diesen Gleichungen folgt auch umgekehrt

: Pin — Ppi= 0,
wenn man beriicksichtigt, dass die erste Determinante (3" nicht
verschwinden darf.

In dhnlicher Weise lisst sich dic zweite Gruppe der Be-
dingungen (4) durch anderc ersetzen. Differentiirt man die
gegebene Differentialgleichung (1) und die Gleichungen (2) nach
sammtlichen a, so erhdlt man Gleichungen von d

dx ) L,
3z, = Wi = Syl

er Form:

= fe'(@d = Znf i -
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit f,'ip,) , dic
zweite mit Y {p;j, zieht beide von cinander ab, unj summirt

itber alle Indices i, so erhiilt man, weil py. = p;; ist:

o
&Kﬁ‘WmOMW+@%MWMﬁm

Soll nun die zweite Gruppe der Bedingungen (%) erfullt sein,
so folgt aus der vorstehenden Gleichung:

(6) 0 = Zilfy' (@) Wipd — fy/(p) 00 (@) — P}

Die Gleichungen (6} ersetzen wieder vollkommen dje zweile
Gruppe der Bedingungen (4), denn zicht man die Gleichung (6)
von der unmiltelbar vorhergehenden ab, so erhiilt man -

Zifg'pd) {gi - P‘.‘} =0

und daraus folgt weiter, da die Determinante der [g'(pi) micht
verschwindet : : /
dz

af—aci‘*Pi=0-

Die Bedingungen (5), (6) sind also nothwendig und hin-
reichend dafuir, dass die Functionen fo, Constanten gleich ge-
setzt, eine vollstindige Losung der vorgelegten particllen Diffe-
rentialgleichung ergeben. Es folgt aus unsern Betrachtungen
zunichst nur, dass die Gleichungen (5), (6) erfullt sein mussen,
wenn man mittelst der Gleichungen (2) die Grossen PyPas- - Pu
aus denselben eliminirt. Durch diese Elimination werden aber
ebenso viele neue willkirliche Grossen, niimlich die willkiir-
lichen Constanten, eingefithrt, welche sich nicht auf cine gerin-
aere Anzahl reduciren lassen ; daraus folgt, dass dic Gleichun -
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gen (5), (6) identisch erfitllt sein miissen, auch vor der Elimi-
nation der p mittelst (2) ; mit andern Worten, die Gleichungen
(5), (6) konnen als partielle Differentialgleichungen angesehen
werden, denen die Functionen f genligen miissen.

§ 3.

Ich will hier an cinem Beispiel zeigen, wie die Bedingun-
gen 5}, (6) unter Umstinden zur Auffindung der vollstindigen
Lssungen einer partiellen Differentialgleichung dienen konnen:

is sei @(p, p, . . p,) irgend eine Function der Grssen
Py P2 - - Pus aber von den Variablen a, x, . . &, unabhéngig.
Setzt man: S

h=g¢'p) — =
{7) L= ¢'(p;) — =,

fu=y' \pu\) — Ly,

so erfilllen diese Functionen f, f, . . f, die Bedmgungen (53
Wenn also, was vorausgesetzt sein soll, die Determinante der
zweiten partiellen Differentialquotienten der Function g -picht
identisch verschwindet, so wird es gewisse partielle Différential- 1
gleichungen geben, fur welche die Functionen (7) eine vollst,ﬁm- ' '
dige Losung ergeben. ‘ ' :

Ieh will untersuchen, von welcher Art dmese Dxﬂ'erennal— o T
gleichungen sind. Der gewiinschte Fall wird eintreten, sobald :
die Function 1 so beschaffen ist, dass die Gleichungen {6) er-
fullt werden. Nehmen wir an, die Function Y sei ebenfalls ven -
x| T, . . a, unabhingig, so werden die Glemhungen (6 )

ViBg) = Ziq (pppil pi - '
Diese Gleichungen werden identisch erfullt unter der Voraus-
setzung, dass @ irgend eine beliehige homogene Function der p
von der kten Ordnung ist, und dass S

WP Py - Pud =k — 1) @lp p .0 -
Wir sind also zu folgendem Satz gelangt :
Es sei eine partielle Dlﬂerenualglexchung vmgelegt
s=(k—1) ’P(Pnpn* pu.]s

wo @ eine ganz beliebige homogene Function der Grossen p ist,
von der Ordnung k (wobei der einzige Werth k¥ = 1 ausgenom-
men ist), so sind die vollstindigen Losungen dieser Gleichung:
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cl"(pl) - & =
l‘f-'tﬂ’x) - Z, =0,

PPyt — Ty =y

§ &

Ich kehre wieder zurtick zu den allgemeinen Betrach-
tungen: ,

Wenn man fur zp, p, . . p, irgend eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung setzt, gleichviel, ob dieselbe willktirliche Con—
stanten enthilt, oder nicht, so muss immer der lineare Differen—
tialausdruck : :
fS“ dz — F 4 dmn b 1 d.T,‘._, = P d‘T‘u
verschwinden, da eben die p die partiellen Differentialquotien—
ten der Function z sind. Der Ausdruck (8) muss also auch ver-
schwinden, wenn man fitr die oben definirlen Functionen fi [y
constante Werthe setzt. Denkt man sich also mitlelst der ge—
gebenen Differentialgleichung die Grisssen EPy Pg - - Pu BUsge—
driickt durch die unabhingigen Variablen o, ar, . . 2y und
durch-die Functionen f, f, . . f,,, was wegen der Unabhiingig-
keit der Functionen f immer moglich ist, so muss man cine
identische Gleichung von folgender Form erhalten:

(9) dz -ﬁ':pl n“a;l "pzdmz~ * -pudzu = Fl dfl + Fﬂ d/:_! + . .F“(lf".
Es handelt sich zunichst um dije Bestimmung der Cotfficienten
F,F, .. F

u* . .

Bezeichnet man zu diesem Ende den Differentialquotienten
von 3 nach Loy S0 genommen, wie nach der Substitution der
Ausdriicke von p, . . p, durch dic # und [ zq explicite in dem
Ausdruck von 3 vorkommt, mit (?ﬁ;‘)v so hat man wegen der

. . L e .
Bedingungen, denen die Functionen f unterworfon sind :
3z _
8z,) ~ Pp =0
und die Vergleichung der beiden Seiten der Gleichung (9) ergiht:

dx dz 03
= = P, =93,
= e Ou

Dieses Resultat setzt uns nun in den Stand, den Zusammen-

F,
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hang aufzufinden, der zwischen zwei verschiedenen vollstindi-

gen Lisungen der parlrelhen Dlﬂ'eremtlaﬂlglwemchungen bestehl
Es seien

-

fLlfae--lu
Tiifa - o Py

zwei Systeme von Functionen, welche den Bedingungen der
vollstindigen Losungen entsprechen. Man' denke sich nun z
ausgedriickt, einmal durch o0y @, . . @, f, f, . . [y, dann durch
Ty Ty . . Ty @y gy . - @, Und bezeichne diese beiden Ausdriicke
mit 3’ und 3"": nach dem Vorhergehenden haben wir dann die
Doppelgleichung: '

dz —p‘dm ~pdx, ... —p,dg,

33 3
o P L o
Wdfr,éfa— dyy + - - g_;_ m,w". R

Wenn man sich nun in den Functionen ffur p, p, ... p,, uhreAmﬁ-—
drtticke durch die x und die ¢ substituirt denkt, und wenn man
mit [f' (i) [fa(qv,] die Differentialquotienten von fo nach @;
und ¢; hezelclmet, so wie diese Grossen nach dmeser ‘Substitu-
tion noch in [ vorkommen, so lost sich die Glemhung {10} in
folgendes System auf:

¥zt
Squ = D-¥Y % Ua' i)
{14)
a ’
0=y 8;; 'z .

Die erste dieser beiden Gleichungen ist von selbst erfallt, weil -

durch die hier vorausgesetzte Substitution " und "’ mit einan—
der identisch werden. Die letzte Gleichung-ergibt den gesuch-
ten Zusammenhang zwischen den beiden vollstindigen Lésun-

gen. Da nimlich die ‘Grbssen gf— nicht identisch versc:hwmden

kommen so folgt die identische Gleichung:

W), W) IR &}
[f:'wd R ] [fi wu]
(42) . = 0.

-

[fumll ] [fu %] [f,.- m,,] B

RSN
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Diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den Functionen
ff.---fu, nachdem in denselben p,p,...p, durch ¢, ¢y ... @u
ausgedriickt sind, eine identische Gleichung bestehen muss,
welche von den @, x, . . . @, frei ist, also eine Gleichung von
der Form:

{13} o=Ififye o futfi G2 Yui
oder auch einc beliebige Anzahl m solcher Gleichungen, wenn
pur m kleiner als u ist:

‘02”1 Cfeee sty e
o= TL A\ feee  fufy Fa e )
)\ . . . . . . M . N . .
vo=dL 0y Wi -
Aus diesen Betrachtungen ergibt sich leicht das bekannte Ver—
fabren zur Bestimmung einer beliehigen vollstindigen Losung
aus einer gegebenen.

Aus (11) und (14) folgt niimlich durch Differentiation des
letzten Systems nach x;:

( 3z )
a;;l— = L“ H'ﬂl (fl) + )'3 Ilg' (f|) S S j-m JI,", (fl')
oz )
“s) | ‘ 5% = ll'”ll (f"') + "" II"’ (f‘g) + ..., "m’ {f)
.
0z’ / ’ |
| m = A m'if) + A, ]I.g [f”) + ... ;'m Ifml (i s

welche Gleichungen, mit den Gleichungen (14) zusammenge-
nommen, gentgen, um die unbekannten Grossen ¢, g, . . .y,

Ay Ay o .. Ay 2 bestimmen.

. § .5
Nehmen wir nun an, es sei irgend eine Lisung der Glei-
chung 5 = Y gefunden, so sind durch diese sp, p, - - - Py 8IS
Functionen von @, x, . . . ¢, bestimmt. Ob diesc Functionen
willkiirliche Gonstanten enthalten, darauf kommt es vorliufig
nicht an. Unter allen Umstinden missen diese Functionen fol-
gende Eigenschaften haben: Es muss die Gleichung
3=y

identisch erfilllt sein, und es muss der Differentialausdruck.:
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dz — p, dx, _p.-zd‘lfz- v = Py dzy,
durch Substitution der Lisung verschwinden.

Verstehen wir wieder unter f, f, . . . f,, Functionen, welche,
Constanten gleich gesetzt, eine vollstindige Losung ergeben,
und welche durch Substitution der gerade vorliegenden' Losung
in Functionen der «, x, . . o, allein iibergehen, so miissen
diese Functionen wegen der ldenuschen Gleichung (9) § b der
Bedingung geniigen :

0z da

3z
(16) o=a¢’;‘df Y3 df, + a7, dfu.

worin die f, f, . . . f, als Functionen der @, a, . . . @ allein
anzuschen sind. Bezeichnet man die in diesem Sinne genom-

) . . . . . d
menen Differentialquotienten dieser Funclionen durch I’;@, 50
S

lost sich die Gleichung (16) in folgendes System auf:

ds df, 03 df, ¥ d,

O A, VO dn, ¥ S dm, O | |

dz df, az dfy .. 0z af,, _ R
(47 ¥, da:, Bﬁ dz, afu o . e

s dfn " dfz % df,, o

aﬁd—m';+df, "+-..ma}:_g_ .

Mittelst dieses Systems konnen wir nun aus-einer vollstindigen
Losung der gegebenen Differentialgleichung - alle itbrigen L=
sungen auf algebraischem Wege finden. Vermoge der voll-
stindigen Lbsung sind némlich die Functmonen il fu
durch @, a0, . . . x, p,p,. . . p, gegeben. Aus dem System
(17) aber ergeben -sich dmselbfm Functionen ausgedriickt durch

Ty &y . . . &, allein, wodurch man Gleichungen erhalt, aus de-
nen py Py . - . py als Functionen von x, @, . . . a, bestimmt
werden. ' '

Hat man die Functionen f] f, .
gemiiss bestimmt, so erhilt man daraus unter allen Umstanden
cine Losung. Dlese Bestnmmung kann. aber auf verschledene‘
Arten geschehen.

Nehmen wir zuniichst an, dass die Grﬁssen hz Lo

r.’ 3% o,
nicht alle zugleich verschwinden, so folgt aus (4 7) die. Glem—

chung:

- [u den Glemhumgen (47),
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a4
dz, ' dx, ~ " dx,
WA
{18) dz,’dx, " " " dx, | = 0.
a4 df |
dz,, ' dz, " "’ dz,,

Dieser Gleichung zufolge missen also zwischen den Functio-
nen f f, . .. f,,, wenn dieselben als Functionen der Ay, Ty,
allein dargestellt sind, eine oder mehrere identische Gleichun-
gen bestehen.

Diese Gleichungen, welche heliebig angenommen werden
konnen, und deren Anzahl m < u sein muss, seien :

Iniffy...f)=0
18, o fifse fd =0

m,i.f. . . . fut = 0.

- Ist m = u, so erhalten die fi fo - - - fu willktirliche constante

Werthe, und man kommt auf die vollstindige Losung, von oy
man ausging, zuritek. Ist aber m < u, so werden dic f, foo.f,
als Functionen von @, . . . a, bestimmt, nachdem man ybher
die Functionen I, IT, . . . IT,, irgend ecine willkirliche An-
nahme gemacht hat, mittelst der folgenden Gleichungen, die
sich unmittelbar aus dem System (17) ergeben ;

0z _
b—ﬁ = A IO/ f) + i, )’ h + ... A IIm' (fy)

o dz

LQO/ Xf, = }'l Hl,(fz) + Az I’zl (fz) + ... J'm I[m'(,-z)
0z . .

m = ll III (fu} + }*2 Irz’(/u) + ... Am Iqu’{rlll) '

welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (19) aus-

reichen, um die Grossen f, f, . . . [, Ay Ay . .. A, als Functio-

nen von 2, , . .. &, zu bestimmen.
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§ 6.

Eine Moglichkeit, die Gleichungen (17) zu befriedigen,
ohne dass (18) erfitllt wird, haben wir bis jetzt noch nicht he—
rilcksichtigt ; es ist niimlich dle, wenn die Functmmen fi /;
so bestimmt werden kinnen, dass die Gle1chuugen :

(21) R
0T T A T L
erftillt werden. ‘

Die daraus entspringende Losung ist gamz besmmmt undw
enthilt keine willktirlichen Functionen oder Constanten. Im
Allgemeinen ist es die singulire Losung. Es ist jedoch nicht
nothwendig, dass, weon in den Gleichungen (21) eine Lusung
enthalten ist, diese immer singulir sein muss. BENE

Unter singulirer Losung verstehe ich namlwch eine. Lﬁsung,
von folgender Beschaffenheit :

Es sei o
(22) s=g . @ i e f)
ein Ausdruck, welcher dadurch, dass man fiir fHilfs o fu will-
kitrliche Constanten setzt, in eine vollstindige Losung ﬂbﬂ“gem
Man crhilt daraus alle illmgen ‘Losuingen, wenn man “fiir die

fy - -+ [u gewisse Funclionen der @ einsetzt.
lsl es nun moglich, ohne dass (22) aufhort, eine Losung zu
sein, fiur die f, f; . . . f, solche Functionen von Ty Xy - - - Ly

zu setzen, deren Functionaldeterminante nach den Ly Xy - - Ly
nicht \elaclmmdet so ist dies die bmguldre -Lgsung. -

Aus dicser Deﬁmhom folgt, dass die smgul'ire Losﬁmg nie
von einer willkiirlichen Cm]slanu,u also noch ‘weniger von emem
willkitrlichen Function abhangen kann denn aus den Gleichun~
gen (17) folgt, dass fiir die singuliire Losung Jederzeut die Glex—l‘
chungen (21) erfullt sein milssen. Wenn nun auch diese Glei-
chungen zu solchen Werthen von fi fav o fu fﬂhrenkonnem,f
die ecine willkiirliche Constante ¢ enlhalten, was etwa: dadwch
geschehen konnle, dass die Gleichungen (24) fvememschafmghé
Factoren haben, so muss sich diese- Constante aus der Verbin—
dung, in w elcher die [ in = enthalten sind, herausheber, ~denn
durch Dlﬂerenuamn nach der wﬂlkurllchen Gousbanten em‘hhu

man . v R R
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b _dsop dxdn,  dad_
3¢ =83 T an3e 3, dc = °

§ 7.

Die singulire Auflésung eciner particllen Differential-
gleichung, die ich im vorigen § definirt habe, hat dic bemer-
kenswerthe Eigenschaft, dass sie immer aus der gegehenen
Differentialgleichung selbst, ohne Kenniniss der vollstiindigen
Losung durch Differentiation gefunden werden kann; und zwar
auf folgende Weise:

~ Wenn man in der gegebenen Differentialgleichung
2 — Yz, m,;..m,‘p‘,p, e Py =0
irgend eine Losung substituirt, so muss dieselbe identisch er-
fullt sein; es miissen also auch noch die durch Differentiation
nach den - aus dieser Gleichung gebildeten Gleichungen iden-
tisch sein.
Setzt man also zur Abkirzung

0%z
Aol

= P@w y
so erhiilt man folgendes System identischer Gleichungen :

- Pl + 1}‘"("‘;” + :]l ]I’I’{ph) p)rl =0

- P+ 'P’(mz‘ + 21h 'l”(Wh) Phz g

) S
= Put Yma) + 29 (py) pru = 0.
Bezeichnet man wieder mit LE-. .Yu solche Functionen von
T fr? ©r Ty Py Py .. py, welche, willkiirlichen Constanten
g!elch geselzt, eine vollstindige Lisung ergeben, so milssen
diese den Bedingungen (6) des § 2 gentigen, nimilich :
(24 Zille' @) Wipd — o' te) W'im) — pi) = o
und wenn man fir Y (@) — p; aus (23} die Werthe in (24} sub-
stituirt, so ergibt sich: :
(25) 20w {fy () + Zp fo'(pn) - P} =0
Dieses System muss identisch erfullt sein, wenn man irgend
eine Ldsung substituirt.

Nun ist aber:
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d
') + i fy'0) pag = Ao,

wo das Zeichen d in dem fritheren Sinne genommen isi, und
demnach geht das System (25) wiber in:

df; df, , df,
p L g wp, oy, L
urpy da, P, dz, + ... Y'p, da,, o
df, df, df,
n'g 'y, —2. oo Yp, L2 =
26) Yk iz + Yip, ax, + Y Py dz,

’ dfll ’ du ! dfu y
'y 4 'y, Lo p, 8 =
B g, WP+ gt
War nun die Losung, welche wir substituirt haben, eine-
singulire, so gibt es ein System von Functionen fils- [yder
Avt, dass die Determinante '

Goua
iw @
g a :
dr,’ dz, "' duz, |

Toldhodn o ap, i
d"EM ! Mﬁ T d’xﬂ'

nicht verschwindet, nach der Definition der singuliiren Lisung.

Dann folgt aber aus den Gleichungen (26), dass fiir die singu-
lire Losung die Gleichungen ' ’

(27) il =0 y'p} =0,... i) =0

erfilllt sein miissen. :

Die Aufsuchung der singuliiren Losung ist dadurch. auf die
algebraische Aufgahe zuritckgefithrt, aus den Gleichungen (27)
die Werthe von p, p, . . . p, zu bestimmen. Wenn man diese
dann in die gegebene Gleichung einsetzt, so ergibt sich der
Werth von 3, welches die gesuchte singuliire Losung ist.

Dic erste Bedingung der Existenz einer singuléren Lésung
ist also die, dass das eben ausdnandergesetzte Verfahren iiber—
haupt zu einer Lisung der Diﬂ‘eremialgleichung fuhrt, mit an-
dern Worten, dass die auf die angedeutete Weise bestimmten
Werthe von zp, p, . . . p, den Gleichungen gentiigen:

ds s 5
&_:ﬂ =Py ;E=Pa,--ﬁ;=m .
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Diese Bedingungen lassen sich noch anders ausdritcken: Denkt
man sich aus den Gleichungen (27) die p, p, . . . p, bestimmt,
und in die gegebene Gleichung cingesetzt, so wird dadurch der
Ausdruck fiir z bestimmt:

B=(E Ty Ty Py Py Pl

Differentiirt man diese Gleichung nach den a:, so erhilt man
mit Ricksicht auf die Gleichungen (27) '

3z .

by =V
und daraus ergeben sich die nothwendigen und hinrcichenden
Bedingungen dafiir, dass man mittelst unserer Mcthode ither-
haupt zu einer Lisung der Differentialgleichung gelange:

'r”ra’.l -p=0

28) Wy — Py =0

W, — p" = 0.
Diese Gleichungen miissen erfillt som, wenn man die aus (27)
bestimmten Werthe der. p, p, . . . p,, substituirt.

Man erhiilt also dic sm.r_u]'ue Liésung, ihre Existenz vor—
ausgesetzt, dadurch, dass man ein System Werthe der p aul-
sucht, \wlchca die Glemhungen (27), (28) zugleich befriedigt,
und dlcses in die gegebene, leuuhumj 5 = 1 cinselzl, Exi-
stirt kein solches %alem, so kann man sicher sein, dass auch
keine singulire Lésung existirt.

Eme andere, und viel schwierigerce Frage ist aber die um-
gekehrte: Ist che aufl die ehen entwickelte Weise rm])gclcucw
Losung wirklich singuliir, oder ist sie nicht unter Umstinden
von der Beschaffenheit, dass sie durch specielle Anmahmon ubm
die willkiirlichen Gxos%n aus anderen Losungen folgt?

Mit dieser Frage, in dem Fall, wo es sich nicht um eine
partielle, sondern um eine gewohnliche DIWMontl.ilg:,lmclnmg,
handelt, hat sich zuerst EuvLer ) hescmmgt, und auf einem
ganz dhnlichen Wege haben Lariace?), Lacnance ¥), Poisson |
dxe Frage behandelt. ' 4

I, Eccer, Calculus mteﬂrahs Bd. 1. Problema 7.

3) LapLAcE, Mémoires de ’Académie de Paris 1778,

3) Lecons sur le calcul des fonctions, legon quinzidme, u. a. a, O.

4) Poissox, Sur les solutions pdulucullues ele. Joulnal de I'école po-
Iytechnique. Bd. 6.
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Diese Methode lisst sich leicht auf den Fall einer partiellen
Differentialgleichung ithertragen, und fihrt zu dem Resultat,
dass die Losung, welche auf die oben auseinandergesetzte Me—
thode hestimml ist, nie durch eine willkiirliche Constanfe ver—
vollstindigt werden kann, d. h. dass sie immer singuliir ist. v !

Alle diese Beweise enthallen aber eine Voraussetzung, |
durch welche die ganze Untersuchung illusorisch wird, da die i
Zuliissigkeit der Voraussetzung nicht einmal a priori aus der
Differentialgleichung erkannt werden kann. Die Voraussetzung
ist niimlich die, dass die Differentialgleichung keine anderen
Losungen mit willkitrlichen Constanten habe als solche, welche ‘
irgend wic nach positiven Polenzen dieser Constanten ent- .
wickelt werden kénnen.

Ich habe daher in der in der Emlelmung erwihnten Arbemu
den alten Beweis durch cinen andern ersetzt, der zwar auch
keinen Anspruch auf Allgemeinheit machen kann, bei welchem
aber die Beschrinkungen sich nur aufl die D[ﬁf‘elem:tlalglel‘chung_
selbst bezichen, und dessen Zuliissigkeit ohne Kenntniss der ;
vollstindigen Losungen entschieden werden kann. Ich bin bei ,
dieser Untersuchung zu folgendem Resultat gelangt: E

Die auf die oben beschriehene Methode lbest,lmmte Losung
der Gleichung: @

G Ll il e

=i, 'mubxpz- '~bu)

ist immer singuliir, wenn die Determinante :

| WP W pp) - u(py P
f’" Py pl) Y (Pa P'_n) f’ (pu pm |

; 1,!" {pu ph s l}' {Py pz) N '(pu pu)

durch Einsetzen der W erf»he von p 1;2 pu,' we]che der‘
ﬂl'raghrhon lLbsmm angehmen nicht velschwmdlet und keine
der Grossen y(pgpgs) durch dieselbe Subsutumon unendlich
wird. Auf den Bwe“ ‘eis dieser Behauptung und die daraus Wei-
ter folgenden Resultate gehe ich hier nicht ein. '
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Ich werde von den gewonnenen Resultaten nun eine An-
wendung machen auf eine gewisse Gattung particller Differen—
tialgleichungen, welche ein besonderes Interesse darbieten, ein-
mal ibrer Wichtigkeit wegen, dann aher auch, weil die singuli-
liren Losungen diescr Differentialgleichungen von Jacomt') auf
cinem von dem unsrigen ganz verschicdenen Wege hehandelt
worden sind, so dass die Uebereinstimmung der Resultate eine
Bestatigung der Richligkeit unserer Untersuchungen ist. Es sind
dies die linearen partiellen Differentialgleichungen.

Wenn die lineare partielle Differentialgleichung vorliegt:
(29} YXp+Xp+. . X,p, =X,
worin X X, . . . X, irgend welche Functionen von -9 o TN
sind, so erhalt man bekanntlich die allgemeine Losung dieser
Gleichung, indem man die Integrale des Systems aufsucht:

YIS, VD . W
Sind die Integrale dieses Systems, deren Anzahl u ist:
i=eanfi=a 0. fu=ay

wodief, f, . .. fu Functionen von z@, x, .. . @, sind, aber
die willkitrlichen Constanten o, o, ... a, nicht mehr enthalten,
so ist die allgemeine Losung der Gleichung (20} :

80) PUfo =0,

wo @ eine willkitrliche Function bedeutet. Man erhilt cine voll-
stindige Losung, wenn man tuber @ irgend eine besondere An-
nahme macht, so dass v willkiirliche Constanten darin vorkom-
men, welche sich nicht auf eine geringere Anzahl reduciren las—
sen; man erhilt also eine Gleichung von folgender Form:

(31) Tifhifeo o futicy...c) =0
als vollstindige Lésung.

Wenn man, um von der Lésung (34) zu irgend einer an—
dern Losung itherzugehen, nach den fritheren Regeln die Con-

stanten ¢, ¢, . . . ¢, als Functionen der &, , . . . @, bestimmt,
so erhilt man dazu Gleichungen von folgender Form
o

4, CreLte’s Journal Bd. 27, p. 239,
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U'e,) = o, '(c,) + 0 IL'(¢,) + ... o, I, MC,)
e,y = o T (c) + o, m'le,) B AR P Hm'("zf‘

Pead =0 IL'{e) + 0, I/ (c,) + . . . g, I, (c)
Ihiee,. .. ¢l =0 .

|
!
H,lee, .. .c,) =0, , ,!
worin die IT, IT, . . . IT,, willkurliche Functionen bedeuten. - - i
Die Form dieser Gleichungen zeigl, dass die ¢, €y . . Cy immer . |
Functionen der f, f, . . . f, werden, woraus erhellt, dass die J
Gleichung (30) wirklich die allgemeinste Form der Losung ist. = |
Allein die singulare Losung kann nicht in der Form (30) ent- !
halten sein, denn nach unserer Definition der singuliren Lisung |
erhélt man dieselbe, wenn man in (31) die Constanten ¢,c, . ..¢, {
als Functionen der  derart bestimmt, dass die Functionaldeter- |
minante derselben nicht verschwindet. Bildet man aber die |
Functionaldeterminante unter der Vorau‘ssertz'l_mg,rd‘as‘s‘ die E
€y € - . . ¢y Functionen der /, fo - . . [, seien, so erhilt man: j
d¢, 3, dc, KNawp 5, 24p £, 5, o0 5
alﬂ ? 67; o m f‘,mﬁ*pﬂfl’z' fkr{ri'ﬂspa fzrzr ~"fu’$é+pzfmis
dc, de, a‘t‘ﬂ @
Wn’ﬁ"'—m o R T
g;—:‘ ! g—l%” .. g% ﬂ'%+pun’.‘-’:, fgrw"-m“,;’z'"'!”f"?"t?”rﬁi :‘
Bedenkt man nun, dass die p, p, . . . p, bestimmt werden
durch Gleichungen von der Form: C e
: iR W @) + 9y (7(5)) =0, -
so erkennt mam, dass die zweite der vorsiehenden Determinan-
ten identisch verschwindet, also die singuldre Losung nicht “in-
der Form (30} enthalten sein kann. , T
Um die singuldre Losung zu bestimmen, - hittie: mani: nach
unserer Methode die Gleichung (29) in Bezug auf z aufzilssen,

: : P S . 0z sz - g o e
und die partiellen Differentialguotienten 22 e e =0 U L
P 1 bPlr _’ op, 0p,, S R
setzen.

Es ist aber nicht nothwendig, diese Ahf]ﬁsung wirklich aus-
zufthren; man kann die gegebene Gleichung (29) selbst, diffe~
remiiirmn3 und erhlt zur Beslimmmmg,de{-"{%? , }%"_d?‘rs? Sy-
stem Gleichungen : : S T

[ R = —
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: X B‘.\’ ) X " a :\.n )
o=X, + %}g%%l’\ + T;P: +.. ’a‘z"]’u_ '6_3'5
1 - )
. 03 (0X, 0X, X, 0X,
0=Az+§;1"§5‘yl+az Petoas 03 pu__a'; \

33 (0X, 0x, X, X}
0=t +T’T‘E"‘+¥p”+‘” B P T

Pyl
Den Bedingungen der singuliiren Losung:
3z L 0s
Eia, E;O""X;J_,,—O
kann nun dadurch geniigt werden, dass Ny oo, durch
einc cinzige Gleichung zwischen sz, ... a7, zum verschwin-

den gebracht werden. Damit aber dadurch die Gleichung (29)
itherhaupt befriedigt wird, muss gleichzeitig X, verschwinden,
d. h. die ganze Differentialgleichung muss etnen algebraischen
Factor haben. Nehmen wir also diesen Fall aus, d. h. nchmen wir
an, die Cosfficienten Yo X, . .. X, scien von gemeinschaftlichen
Factoren befreit, so bleibt nichts tbrig, als dass fur die singu-
ldre Losung, der Ausdruck:

33) %lzlﬂv.+%%+---% Pu — aa:f

unendlich gross wird, jedoch so, dass nicht gleichzeitig éiner der
Goéfficienten Xo X, ... X, unendlich gross wird. Es missen
also, ehe man zur Aufsuchung der singuliiren Lisung schreitet,
die Coéfficienten von gemeinschaftlichen Factoren und von Nen-
nern befreit sein. ‘

Der Ausdruck (33) kann nur dadurch unendlich werden,
dass eines seiner Glieder unendlich wird, so dasmman aus die-
ser Bedingung die singuliire Losung in Gestalt ciner Relation
Zzwischen BXy Xy .., erhiilt, welche befreit ist von p,p,. .. Py

Die Gleichung, aus welcher nach Jacom die singuliire Li-
sung zu bestimmen ist, scheint von der unsrigen verschieden zu
sein. Sie lautet (a. a. 0.):

X, 0X 0X
%+£+'-'B%_=m .

Es lisst sich aber ohne Schwierigkeitm nachweisen, dass
die beiden Methoden zu demselben Resultat fuhren.

Denkt man sich nimlich in die Coefficientén X, X, . o X_u
an die Stelle von = die singulire Losung substituirt, So gelien

e e L
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diese in Functionen von @, w, . . . «,, allein ither, welche der
Voraussetzung nach nicht unendlich sind. Bezeichnet man also
die partiellen Differentialquotienten dieser Functionen nach den

a mit (—-E‘) so hat man die identischen Gleichungen:
X LY 0X
e 04
(32) = e+ 5

Bwﬂ = P
und daraus:

() + () + (a—::)
ox, dX, 0X,
‘S—pl+_rd+ Ti’u-‘gz‘

a\ a\,+ M X,

Yttt

Der Ausdruck nmf der linken Seite dieser Gleichung ist end-
lich. Wenn daher die erste Zeile rechts vom Gleichheitszeichen
unendlich wird, so wmuss es auch dic zweite Zeile werden und

umgekehrt. Dadurch ist die Ueber einstimmung der beiden ME-

thoden der Auffindung der singuliren Losung dargethan.

Druck von Breitkopf und Hiirtel in Leipsig.

®
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