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Der Verf. behandelt hier die Geschichte der Functionen einer complexen Verinderlichen
bis zum Jahre 1825, in dem die grundlegende Abhandlung von Cauchy iiber bestimmte
Integrale zwischen imagindren Grenzen erschien. Er erwdhnt anfangs die betreffenden Un-
tersuchungen von Johann Bernoulli und Leibniz (1702-1712) und von d’Alembert (1746),
der zuerst den Satz aufstellte, dass jede Function einer complexen Groésse sich unter der
Form A + Bi darstellen lidsst. Dann berichtet er iiber die Arbeiten auf diesem Gebiete von
Euler (1777, 1781), die zwar wichtig sind, aber keinen principiellen Fortschritt bezeichnen,
weil Fuler das Integral als Umkehrung des Differentialquotienten und nicht als Grenzwert
einer Summe betrachtete, sowie von Laplace (1782, 1810), der die Frage iiber die Berechti-
gung des Ueberganges vom Reellen zum Imaginéren streifte. Die letzte Frage wurde niher
untersucht von Poisson, der dabei fand, dass ein solcher Uebergang in gewissen Fillen zu
unrichtigen Resultaten fithrt, und dem das Verdienst zukommt, zuerst Integrationen durch
imagindres Gebiet ausgefithrt zu haben. Zuletzt werden von Stickel die einschligigen Ab-
handlungen von Cauchy in Betracht gezogen, von denen die erste aus dem Jahre 1814
stammt. Ob der fundamentale Fortschritt in der Arbeit von 1825, ndmlich die Einfithrung
von Integrationen iiber die Begrenzung eines Rechtecks, als eine selbsténdige Erfindung
von Cauchy betrachtet werden soll, ldsst Stéickel unentschieden.

Als Anhang giebt der Verf. einen ausfiihrlichen Litteraturnachweis, und nachtréaglich be-
merkt er, dass ein erheblicher Teil der Ergebnisse seiner Abhandlung gleichzeitig von 1.
Timtschenko gefunden und in einer ausfiihrlichen russischen Arbeit iiber die Geschichte
der Functionentheorie veréffentlicht worden ist (vergl. F. d. M. 30, 48, 1899).

(Rezension von Gustaf Enestrom (1852-1923) im Jahrbuch iber die Fortschritte der Ma-
thematik, Band 31, 1900, S. 43)
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Integration durch imaginéires Gebiet.

Ein Beitrag zur Geschichte der Funktionentheorie.

Yon
Panl Stickel in Kiel.

1. Wenn man nicht mit Unrecht die Gesehichte der Kunktionen
einer komplexen Verinderlichen mit dem Jahre 1825 zu beginnen pflegt,
in dem CavcHYs Mémoire sur les intdgrales définics, prises entre des limtes
imaginaires erschienen ist, so bildete doch diese Abhandlung fir CaucHy
selbst nur den Abschluls von Untersuchungen, die er zwdlf Jahre frither
begonnen hatte und in deren Verlaufe er mit Poissow zusammengetroffen
war, dessen Arbeiten sich in derselben Richtung bewegten, ohne freilich
denselben Erfolg zu haben, Da Poisson von CavchY - wiederholt an-
gefithrt wird, ist es auffallend, dals weder VALSON ') noch BRILL 7) seinen
Anteil bei der Integration durch imaginiires Gebiet auch nur mit einem
Worte erwihnen. Zu dieser Liicke in der Geschichte der Tunktionen- -
theorie tritt eine zweite. PoissoN und CAvCHY hatten in LEBNIZ,
JomANN BERNOULLI, D’ALEMBERT, LAPLACE, ganz besonders - aber in
EuLer Vorginger, deren Leistungen ‘noch keine gentigende Darstellung
gefunden haben. Diesem Mangel abzuhelfen, also die Gleschichte der
. Funktionentheorie bis in ihre keimhafte Entwickelung zurtickzuverfolgen,
ist-der Zweck dieser Note. '

2. Imaginiire Grofsen treten in der Integralrechnung schon sehr frith
auf, sie finden sich bereits - Briefen und ‘Abhandlungen von LEIBNIZ
and JoHANN BERNOULLI aus dem Jahre 1702 Am 10. Juni 1702 sohreibt
dioser an seinen Freund (4), ‘er habe die Aufgabe gelost, das Integral
einer beliebigen rationalen Funktion zu ermitteln, vorausgesetzt, dafs man

N — - R R R Ot N . : Sporrna

1) C. A “Vausox, La vie et les travaux dw Baron Cavony (Paris 1868), 'T. IL.
Chap. IV: Intégrales définies et résidus. ‘ ‘

-9) A, Brun und M. Noxrazr, Beriché diber die Emtwicklung der Thieorie der -
algebraischen Functionen: in - dliever - und . neuererZeit. ' IL. Abgelinitt, bearbeitet
yor ‘Bruz. - Jahresbericht, der Deutschien Mathematiker-Vereinigung 3
© (Berlin 1894). SRR P . Lr L




110 Pavur Sticker.

ihm die Quadraturen des Kreises und der Hyperbel zugestehe. LEIBNIZ
antwortet daranf am 24. Juni (1), mit solchen Integralen habe er sich
schon in den ersten Jahren seiner htheren Geometrie beschiftigt und, um
andre anzuregen, vor kurzem seine Resultate niedergeschrieben und zum
Druck [an die Acta Eruditorum] abgesandt; in der That enthilt das
Maiheft der A. E. die betreffende Abhandlung (2). Bei der Integration
durch Partialbriiche, die LEmN1z nunmehr ausfihrlich entwickelt, meint
er, dafs das Auftreten imaginiirer Wurzeln unschidlich sei, denn man kinne
die betreffenden Briiche in einen reellen zusammenfassen, der -sich mit
Hilfe der Quadratur des Kreises mtwneren lasse. Indessen walte hier
ein noch grolseres Mysterium. Imaginiire Grofsen lassen sich nicht weniger
als reelle in der Analysis der Gleichungen mit Recht und mit Nutzen
verwenden. ,Jch habe die rationalen Quadmtwcn suriickgefiihrt ouf Loga-

 rithmen, sci €s wirkliche, sei es imaginire, ‘ehen so die @uadmtw des Kreises,

und zwar wicht nur ouf eme Art* Wenn imagindre Grélsen in den Wert
reeller Grofsen scheinbar eingehen, so gleichen sie sich aus und zerstiren
sich, und daher konne man sogar mlttelst imaginérer Rechnungen [geo-
metnsche] Konstruktionen ableitén. :

Im Januarhefte der Aeta Eruditorum vom Jahr 1703 gab LEIBNIZ
eine Fortsetzung seiner Untersuchungen iiber die Integration rationaler
Funktionen (3), woran sich eine Note von Jom. BERNOULLI {iber denselben
Gregenstand schliefst (5), ein Auszug einer grofseren Abhandlung, die er
der Pariser Akademie eingereicht hatte, in deren Memoiren fur 1702
sie im Jahre 1704 erschlenen ist (6). BerNOULLI bezeichnet diese Ab-
handlung als einem Briefe vom 5. August 1702 entnommen, ohne den
Adressaten anzugeben; aus dem BERNOULLISChen Briefwechsel geht

aber hervor, dafs es VariGNON war.?) Am Schlusse’ bemerkt “er, dafs
ebenso wie das Dlﬂ'erentml —é% mittelst: der Subst1tut10n 7= :_—}_i

in das. 10gaur1thmlsche Dlﬁ'elentlal 2 b t bergehe s ‘auch das Dlﬁ"erentla.l'

b2+ 2

dt
eines zmagmwm Logamthmus %t— verwandelt wird; h1e1rbe1 1st ]/— 1

“ gdurch 4" ernetzt Warden, was - der , Kirze wnd Ubexsichtlichkeit wegen
im folg‘enden stets geschehen soll Durch die ‘weitere 1ma,gmare Sub--

Stltutlon

R ) JOHANN BERNOULLIS Brief an VAriexos vom 5. Ang. 1702 ist verloren gegangeﬁ,
 aber Vamenons Antwort vom 15.Aug. 1702 befindet sich in der Bibliothek. der Aka,-‘
‘;-'d.emle der W1ssenschaften in Stockholm. - BN (¢ E)

mlttelst der 1magma.ren Substltutmn z-—zb ; +i in das Dlﬁ'erentml
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erhilt er hieraus das Differential eines reellen Kreissektors: o (g arcsin b]/%).

e @ z L :
Der einfachere Ausdruck d (77 arctg T) scheint ihm damals noch nicht,

bekannt gewesen zu sein. Er findet sich jedoch in einer Abhandlung aus .
dem Jahr 1712 (7), in der die Aufgabe gelost wird, tgn4 dureh tg A

auszudriicken. Zu diesem Zwecke sett BErRNOULLI tg A=, tgnd=y

ndx dy
sodals n arctg z = arctg y und daher PR Ry oder

nax ndx _ dy dy

x——i—-ﬁm—}i'&—y;i y + i
wird. Hieraus folgt durch Integration
r—1 Y — i
n log i log é*ﬂ -+ const.,

und man erlidlt daher aus der Gleichung

z— 0\ Y —1t

(m) Tyt
in der das Imaginiire nur scheinbar vorkommt, durch Anflésung nach 7,
je nach dem » ungrade oder grade ist, die Tangente oder Kotangente von #.4.
Man erkennt aus dem vorstehenden Berichte, dafs LuisNiz und JOHANN
BERNOULLI fast gleichzeitig das Problem behandelt haben, Augdriicke der

Form xd_fz. zu integrieren, und dafs fiir beide das Auftreten imaginiirer

Girofsen -Gntgl' dem - Integralzeichen kein Hindernis gebildet hat, die Tn-
tegration nach den formalen Regeln auszufiihren, die fiir reelle Ans-
driicke gelten. BERNOULLI hat es sogar verstanden, auf dicse Weise ein
wichtiges Problem aus der Theorie der Kreisteilung zn osen.")

1) Mit Absicht bin ich auf Lemxiz und Jow, Birnovini ebwas austithrlicher ein-
gegangen, da die Darstelling M. Caxrors: (Vorlesungen vber Geschichte der Mathe-
matik, Bd. III, Abteilung 2, 8. 261—2038 und 348—349) ungenau ist. Tamsiz hat nicht,
wie Caxror angiebt, . .seinem Freunde mitgeteilt, was nachher in dic Acta Eru-
ditorum eingeriickt wurde“, vielmehr hatte er seinen Aufsatz damals schon ab-
gesandt, denn er sagt ausdriicklich (Commercium 8. 80), ,inque id expedieram
breve schediasma aliis excitandist, und der Brief- enthiilt sogar mehr als die Ab-
handlung, in der von imaginiren Logarithmen nicht gesprochen ‘wird, Ferner st
 Brawourrrs Aufsatz nicht ,etwa gleichzeitig® mit dem von Liuniz ersehienen, der
‘betreffende Jahrgang der Pariser Memoiren fiir 1702 wurde vielmehr ersh im Jahre :1704

- versffentlicht.. ‘ L _
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3. Nach Lgmniz und BERNOULLI ist D'ALEMBERT zu nennen, der
in einem Exkurse seiner Preisschrift iiber die allgemeine Ursache der
Winde vom Jahre 1746 (8) die Behauptung aufstellte, jeder algebraische
Ausdruck, der aus einer beliebigen Anzahl imagindirer Gréfsen gebildet
ist, lasse sich auf die Form A4 - ¢B bringen, wo 4 und B reelle Grolsen
bezeichnen. Dafs aus zwei Ausdriicken « 440 und g 444, wenn sie durch
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division verkniipft werden, immer

, ein Ausdruck der Form A -4 ¢B hervorgehe, war leicht =zu "zeigen,

schwieriger war dieser Nachweis bei der Potenzierung. Hier hilft sich
D'ALEMBERT in genialer Weise, indem er in (a - 4b)s* die Basis ¢ -}-4b
als verianderliche Grélse ansieht, sodals hier zum erstenmale eine kom-
plexe Variable auftritt. Durch logarithmische Differentiation erhilt er so
aug der Gleichung
(a + byt = A -+ iB
die Relation L -
o+ iUt d

und indem er jetzt Reelles und Imaginfires trennt, gelingt es ihm A*-- B*
und aretg % in einfacher Weise durch g, b, a* 4 b* und arctg_z. aus-

zudriicken.
Noch weiter geht D’ALEMBERT in einer Abhandlung aus demselben

Jahre (9), die sich auf die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen
bezieht und wegen des darin enthaltenen Versuches eines Beweises fiir
die Existenz von Wurzeln bei algebraischen Gleichungen oft angefiihrt
wird. Hier behauptet er, dals man jede Funktion einer imaginiren Grofse
« + iy, also nach dem damaligen Sprachgebrauche jeden analytischen
Ausdruck, in dem mit einer imaginiren Grifse z - iy openert wird,
stets auf dle TForm p—[—eq brmgen konne, nobwohl es oft unmoghch sein
mag, die analyhschen Werte von p und ¢ wirklich zu bestimmen®. = Ja
noch mehr, er spricht (8. 195) von dem Integrale einer Funktion der Ver-

wnclwlzchen z 4 4y und behauptet, das Differential f(a: -|- @y) J(x —]— iY)

lasse sich stets in der Form dp.+idg darstellen.ty

Beweise fiir diese Behauptuncen hat D’ALEMBERT nmht gegeben' |

Weml er es versucht ha.tte, wiirde er auf grofse Schmengkelten gestofsen
sein, Ehensowemg hat er. seine fur d1e damahge Zeit aufserordentheh

: '1)‘ Vérgl ‘auch M Cn'wox, Vorlesungén tiber GeSch’z'chte der. Mathematik, Bd. ITI
“Abteilung 3, Leipzig 1898, 8. 565—566. Bei Canror fehlt jedoch die Bemeﬂgmg iber
flx + iy) d(a; + zy), und auch’ die Stellé in den Reﬂemm sur la: cause générale des
vents, auf ‘die schon Bavrzer (Journal fiir Mathematik, Bd 94, Berlm 1883, S 87)
. a.ufmerksam gemacht hatte, ist ihm entgangen. EHESE

g

o iman
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kiithnen Ansiitze weiter verfolgt, und so uzeigh sich auch hier die -
scheinung, dals solehe Keime sich nur damn entwickeln, wenn sie auf
geeigneten Boden fallen.

4. In den Abhandlungen EuLers, iiber die im folgenden berichtet
werden soll, findet man zwar p’ArumBurT nicht ausdriicklich angefiihrt,
allein Citate an andern Stellen seiner Schriften!) und Andentungen in
den hetreffenden Abhandlungen selbst zeigen, dals Huner p’ALEMBERTS
Arheiten gekannt hat und dafs sie auf seine Untersuchungen von Rinfluly
gewesen sind, die freilich in eine erheblich spiitere Zeit, niimlich in die
Jahre 1777 und 1781 fallen. Vertffentlicht worden sind sie noch viel
spitter, nimlich erst nach Eurmrs Tode in den Jahren 1793 his 1805,

Den Anfang bilden vier eng zusammengehorende Abhandlungen, die
vom 20. und 21. Marz 1777 datiert sind (10)—(13). Unverkennbar
an ALEMBERT ankniipfend sagt Eurer, kein Geometer zweifle gegen-
wirtie mehr daran, dafs alle imaginiren Grofsen, woher sie auch ihren
Ursprung nehmen, auf die Form A -- i 13 gebracht werden kinnen, obwohl
diese 'Wahrheit noch nicht auf geniigend sichere und einleuchtende Art
bewiesen worden sel, und als Fundament der Theorie der imagmiiren
Grofsen bezeichnet er den Satz, dafs jede Funktion Z von #, dic, wemn
# =z | iy gesetst wird, in M - ¢ N iibergeht, sich flir 2 =2 — iy n
M —iN verwandelt, wo M wnd N reelle Gréfsen bedeuten; Z wird
hierbei stillschweigend als reell bei reellem z angenommen, genau wie das
Cavcny 48 Jahre spiter thut. Hieraus ergiebt sich folgendes Verfahren,
aus einem in geschlossener Form ausfithrbaren Integrale

- JE@ =)
neue Integrale herzuleiten, die sich hiufig den gewdhnlichen Methoden

der Integralrechnung entziehen. Setzt man #z — 2 + iy, so gehe Z n
M+ iN,Vin PAi¢Q iiber. Man erhiilt daher die beiden Gleichungen

S+ iN)d(e + iy) = P £ i¢,

aus denen.die reellen Relationen

' | ,’ vf(de———dey)=P,
@) S Waz + May) = @,

1 1

folgen, die fiir Z =g, T T E explicite hergestellt werden.

1) Mémoires de 1'Académie pour I'anndoe 1749 (Berlin 1751), 8. 180, sowic
Opuscula analytica t. 11 (Petersburg 1785), S. 76—79, ’
Bibliotheea Mathematica, 1IL Folge. T, 8"
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Die Thatsache, dals die Differentiale M dz— N ds y und Ndz+ Mdy
integrabel sind, obwohl sie die beiden Verinderlichen z und y enthalten,
veranla(st EULER zu der wichtigen Bemerkung, dafs deshalb nach dem
Kriterium der Integrabilitdt die Gleichungen: '

M _ N M )N

oy dz’ dx o9y
identisch erfiillt sein miissen. ,Mithin findet man¥ fiigt er sichtlich ver-
wundert hinzu, ,durch eine solche Substitution immer zwei Funktionen M
und N der be1den Verinderlichen z und y mit der ausgezeichneten

Eigenschaft, (Iafs sowohl % = — %%V als auch %J_g — 3_1;’ ist.  Dafs

diese fiir die Theorie der Funktionen einer komplexen Vemnderhchen fumn-
damentalen Relationen bereits von Evize im Jahre 1’7’77 gefunden worden

stnd, scheint bisher nicht beachiet worden zu sein.
Die Integrale P und ¢ sind Jedoch fir EULER blofs eine a.nalytlsche

Kuriositiit, er strebt nach Integralen mit Einer veriinderlichen Gréfse und
gelangt dazu, indem er davon a,usgeht dals eine jede komplexe Grofse
x + zy sich in der Form v(cos ¢ -+ ¢ sin g) dazstellen lasse. Indem er
also in Z und V fir & den Ausdruck v(cos g 44 sin p) einsetzt, wo-
durch sie in M’ —}—@N “und P’'+ 7@’ iibergehen mogen, und dabei v alg
variabel, dagegen g als konstant ansieht, erhilt er die Relationen

S My — P eos g+ @' sin g,
fN’dv = @)’ cos ¢ %P’sin ®,

m—1 m—1
1:_ i (d:- b)Y ‘explicite hergestellt werden,
wobei @ und b Konstanten, m und W ganze Zahlen A eine gebrochene
Zahl bedeuten. . ‘

- In einer: Abhandlung vom 3. N ovembel 1777 | (14) kommt EuLER
anf diesen Gegenstand zuriick, entwickelt die Relationen (B) Yon neuem
und wendet sie auf Beispiele an, die bei der Integration einer rationalen -
Funktion Z(z) auftreten, nimlich S

Z 8In «

V(z) =log (1 + 2), log(l ———2 cos a-z +z2), arctgm,
die Trennung des reellen, und” 1magmaren Bestandtelles erfordert hlel‘

mkeinen germgen Scharfsinn®. o
Als besonders fruchtbar erweist s;wh EULERS Verfahl ren in der Theorie

der I'-Funktionen, In einer : Abhandlung vom . 30.- April 1781, (15) sub-
stituiert er in der Glelchung , , .

(B)

die nun wieder fiir Z —

I"(n) = a’f"—ll\e'_—‘“’dx o
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ky fir z und erhilt die Formel

fyn—le—k_/ dy = P(’@)

in der jedoch die Konstante & micht negativ sein darf, da sonst das In-
tegral auf der linken Seite keinen Sinn haben wiirde. Man darf aber,
bemerkt EuLER, der Konstanten % auch einen imaginiiren Wert p 4 iq
= f¢'? bellegen, vorausgesetzt, dals p positiv ist. Die Substitution

= (p+ig) - y=fe’.y
ergiebt alsdann sofort die merkwiirdigen Formeln:

7~ — T} ] P ;
fy le PJcosqydy=q._(1’)f_f’;i’_S_’fir,

J.ynule—py sin gy dy — I’(n) sin %-9",
fn

aus denen durch Spezialisierung von p, ¢ und n eine Reihe weiterer
Relationen hervorgeht, darunter auch nach kithnen Grenziibergingen:

o
sin xdax x
‘ z  27?
o -

,Was durch numeusche Rechnung bestatwt wird, «

 Der vorstehende Bericht zeigt, dals EuLER, im hohen Gle]sena.ltel
noch von jugendlicher Schaffenskraft beseelt, beleltﬂ den Boden der
modernen Funktionentheorie betreten hatte. Indem er die Definition des
Integrals als Umkehrung des Differentialquotienten formal auf Funktionen
einer komplexen Veréinderlichen » 4 iy verallgemeinerte, hatte er sich ein
Hilfsmittel zur Erlangung neuer Integrale geschaffen, das er mit eben so
grofsem Erfolge wie die Methode der Differentiation und Integration nach
einem Parameter zu handhaben verstand. Freilich lag in dieser Wahl des
Ausgangspunktes zugleich der Grund, warum ]]ULLR nicht weiter vor-
“dringen’ konnte: nicht die eben a.ngefuhrte Definition des Integmls die
andre, bei der es als Grenzwert - einer. Summe erscheint, hat fiir die
Funktmnentheone die entscheldende ‘Wendung herbelgefuh1t o

1) Brirt (a. a. 0. S 167) bezemhnet Zwar Eumm als Vorgiinger von (}mcny beruft
" sich jedoch hierfiir nur auf die beiden’ Abhandlungen: De formulis differentialibus
angulartbus maxime irrationalibus, quas tamen per logarithmos et arcus cirewlares
integrare licet. - Acad. exhib, die 5. Maii 1777. ' Iustitutiones caleuli integralis, t. IV,
supplementum IV, Nr, 1 (Petmpoh, 1794), und: Investigatio valoyis integralis.

8!
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5. Noch bevor Eurers Abhandlungen gedruckt worden waren, hatte
Larrace, veranlafst durch Untersuchungen aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, bestimmte Integrale mit imaginiren Grenzen betrachtet, In
einer Abhandlung ans dem Jahre 1782 (16), deren Inhalt in sein grolses
Werk iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung vom Jahve 1812 (19) iiber-
gegangen ist, behandelt er die Aufgabe, Ausdriicke, die gewissen Dif-
ferenzengleichungen geniigen, fiir grolse Werte der Argumente nitherungs-
weise zu berechnen. Zu diesem Zwecke zeigh er zuerst, wie man fiir

bestimmte Integrale der Iform

Sl e Lo
.f“1 Uy o) - p(x)de,

WO Uy, Uy, <, %y Und @(z) Funktionen von z und s,,s,, - - -, 5, grofse
Zahlen bedeuten, brauchbare Niherungsformeln herstellen kann, und lehrt
darauf, wie grofse Klassen von Differenzengleichungen durch Integrale
solcher Gestalt integriert werden konnen. Dabei werden die Grenzen der
Integrale durch eine aus der Differenzengleichung abzuleitende Gleichung,
die ,équation des limites®, bestimmt. Wenn man die Koeffizienten dieser
Gle:ichu_ng variert, kann es sich ereignen, dafs sie statt der reellen ima-
ginire Wurzeln bekommt, und man erhilt dann Integrale mit imaginiiren
Grenzen, die Larrack durch kunstvolle Substitutionen auf Integl'al(?. mit
reellen Grenzen zurtickzuftihren weils. FEr bemerkt dazu: ,Diese Uber-
ginge vom Reellen zum Imaginiren mag man als heuristische Methoden
ansehen, die der von den Geometern schon lange gebrauchten Induktion
zu vergleichen sind. Wenn man sie aber auch mit der gréfsten Vorsicht
und Zuriickhaltung anwendet, wird man doch immer verlangen miissen,
dafs ihre Brgebnisse bewiesen werden“

Als ,Ubergang vom Reellen zum Imaginiren“ bezeichnet LAPLACE
allgemeiner iiberhaupt imaginiire Substitutionen, vom denen er auch in
zwei spiteren Abhandlungen aus dem Jahre 1810 (17), (18) hiiufig Gre-
brauch macht. Die Berechtigung hierfiir suecht er in der Allgemein-
heit der Amnalysis, das heilst in der T'Tberzeugung, dafs das Rechnen
mit imaginiren Grofsen nach den Regeln, die fiir reelle Grifsen gelten,

j ’ w™1qs

1 — 22" cos & |- 2?* ‘

a termino x = 0 usque ad x = 00 extenst. Ebendaselbst, t. IV, supplementum YV,
Nr, 6. In diesen beiden Abhandlungen benutzt Euizr imaginiire Substitutionen, was
er auch sonst nicht selten thut (vgl. etwa Nova acta Petrop., t. I, IX und X), und
erhebt sich kaum iiber den Standpunkt Jomasy Berwournis. Die sechs Abhandlungen
Evuers, iber die im Texte gehandelt wird, geben ein ganz andres Bild von Euregs
Leistungen, wonach auch Brmrs Ansicht tiber Euvpers Stellung sum Imaginiren
(S. 141) und zur Funktionentheorie (S. 163) zu berichtigen sein wird.
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immer zu denselben reellen Hrgebnissen fithren mufs, die bei ausschliels-
licher Benutzung reeller Grofsen erhalten werden. Indem er jedoch stets
darauf hiilt, dals die mit Milfe des Imaginiiren gewonnenen Relationen
swischen recllen Grofsen nachtriiglich verifiziert werden, heweist er einen
feinen mathematischen Instinkt, denn in der That kann die Einfithrung
komplexer Veriinderlichen in der modernen  Ausdruckweise zu  einem
andern Inbegrationswege fiihren und so einen falschen Wert des Inte-
grals ergeben. Diese paradoxe Erschemung tritt hei LAPLACE selbst
noch nicht auf, sie findet sich erst bei Poisson, zu dessen Arbeiten wir
jetzt iibergehen.

6. Wemn die Theorie der bestimmten Integrale am Anfange des
neunzehnten Jahrhunderts mit Vorliebe behandelt wnrde wnd, um nur
beriihmbe Namen zu nemnen, Cavcuy, Larnack, Lueexpri, Po1ssoN ihr
umfangreiche Abhandlungen gewidmet haben, so lag der Grund wohl
darin, dafs man mit Hilfe dieser analytischen Gebilde die Integration der
partiellen Differentialgleichungen zn erlangen hoffte, die in der damals
miichtig  hervorstrebenden mathematischen Physik auftraten, st diese
Hoffnung auch nur in geringem Malse in Erfullung gegangen, so hat
doch die reine Mathematik selbst grofsen Nutzen aus jenen Unter-
suchungen gezogen, die man als eine der Wurzeln der Theorie der Funk-
tionen einer komplexen Veriinderlichen bezeiclmen darf.

Poisson, den die Frage nach der Verteilung der Elektricitiit auf der
Oberfliiche leitender Kérper zu bestimmten Integralen gefiihrt hatte, steht
in zwei Abhandlungen aus dem Jahre 1813 (22), (23) noch auf dem
Standpunkte EuLers, auf dessen Arbeit aus dem Jahre 1781 (15) er sich
ausdriicklich heruft. Wie EULER ersetst er eme reclle Konstante durch
eine imaginiire und gewinnt so aus hekannten Integralformeln neue, deren
Richtigkeit er durch direkte Methoden nachweist. Zwei Jahre spitber findet;
er, dafs der ,Ubergang vom Reellen sum Imaginiiren® unrichtige Resultate
ergeben kamm (24). Wird in dem Integrale

7t
? .
/ sin!"w da
[ ,
o (1 —20¢ cosx + a®)"

das sich in geschlossener Form angeben lilst, @ = be'™ substituiert, so
ergieht sich fliv b =1 ein bestimmter Wert des Integrals, withrend m
diesem selbst der Nemmer fir z = o unendlich wird., PoissoNn bemerkt
hierzu nur ganz kurz, in diesem Falle ,gebe der analytische Ausdruck
des Integrals nicht mehr die Summe der Werte des Differentiols®. Allein
in der Fortsetzung seiner Abhandlung, die im Januar 1820 erschienen. ist,
(25) bezieht sich ein besonderer, 22 Seiten langer Ahschmitt auf ,die

iz s
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Integration von Funktionen, die zwischen den Grenzen der Integration
durchs Unendliche gehen, und den Gebrauch imaginirer Grofsen bei der
Ermittelung bestimmter Integrale®, :

- Was bedeutet, fragt Poisson, das Zeichen

+1
L]
dax
@
—1

Wollte man die iibliche Gleichung

o [F @) dz = f(b) — f(a)

anwenden, so wiirde sich als Wert — 2 ergeben, wihrend doch der Inte-
grand bestindig positiv 1st. Noch schlimmeyr steht es mit

+1
dx

M
. x

—1 .
wo man den Wert O erwarten mufste da die positiven und negativen
Bestandteile sich gegenseitig zerstéren. Die Gleichung (J) ergiebt aber
— (1) = — (2n 4+ 1)wi, sodals eine Summe von reellen Grofsen
mehrere Werte und noch dazu imaginire haben soll,

Den Grund dieser befremdlichen Elschelnungen findet er darin, dafs
die Gleichung (J), nach welcher die Summe der Werte des Differentials
f'(x)dx, wenn z von o bis b durch unendlich kleine Inkremente dz
wiichst, gleich f(b) — f(a) ist, nur unter der Voraussetzung bewiesen
wird, dafs f’(z) in diesem Intervalle bestindig endliche Werte habe. Wenn
also f'(z) unendlich wird, braucht die Gleichung (J) nicht mehr zu gelten,
»Wag schon LAGRANGE in seinen Vorlesungen iiber Funktionenrechnung

| (Journal de I’Ecole polytechnlque, Ca.hler 12 [1804], 8. 6‘)) be-‘

merkt hat.“
Hierbei hitte auch Gauss angefiihrt Werden sollen, der 1816 in

seinem dritten Beweise fiir den Fundamentalsatz der Algebm (20) che-

selbe Bemerkung gemacht und- als Belsplel ebenfal]ls den Integranden

"~ gewihlt hatte. Wenn GAUSS hmzufugte, ,,Was aber diese und ahnhche

analytische Paradoxa bedeuten, das soll bei einer andern Gelegenhelt aus-
fithrlicher verfolgt werden®, so. hatte er dazu guten Grund: wie ein 1880
veriffentlichter Brief an BESSEL vom 18. Dez. 1811 beweist. (21), war. er

schon - damals im Besitze von Sitzen iber Integratmn durch lmagmares

Geblet die Cauchy 1825 entwickelt hat. 1)

1) Brics (a. a.. 0 ‘8.153) g1ebt als Datum dieses Briefes den 12 Jan 1812 an;
in Wahrheit: ist von dlesem Tage- ‘Brssers Antwort.an Glavss datiert. s
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- Auch Porssox ist diesen Siitzen mahe gekommen, denn er fiigt hinzu,
man konne auch die Ausnahmefille, in denen f’(z) unendlich wird, anf
die Gleichung (J) quriickfithren. Diese Gleichung gelte namlich auch
dann noch, wenn das Differential f'(z)da durch imaginire (komplexe)
Werte hindurchgehe, und es geniige daher

«de faive en sorte que la variable z passe de la limite a a la h-
«mite b par une série de valeurs imaginaires; alors f'(z) ne devi
«endra plus infinie par aucune de ces valeurs intermédinires, et I'inté-
«grale définie reprendra sa signification ordinaire:.

Als Beispiel nimmt Po1ssoN zunichst

41
dx

., &
-1

und setzt z==¢7'%, wo die reelle Grolse # von (20 1)« bis 0 abnehmen
soll.  Auf diese Weise variiert 2 wieder von — 1 bis - 1, allemn der
Integrand bleibt jetzt endlich, und das Integral wird gleich — (2n 4 1) =1,
ein Wert, der nicht mehr verwunderlich ist, da die Jwischenwerte des
Integranden imaginir ausfallen. In entsprechender Weise wird dann auch

’;|—1.
f dx
' . ?’T
behandelt. —1 " : - ' C
Diese Betrachtungen erregen bei Porsson den Verdacht, dafs ein be-
stimmies Integral mit den Grenzen a. und b, wenn man gucrst von @ nach
b durch eine Reihe veeller Werte und darouf durch cinc Reshe imagindrer
( Tromplexer) Werte geht, verschicdene Werte annehmen konne. Dals diese Fr-

scheinung wirklich eintritt, zeigt er durch folgendes Beispiel. Setzt man

in dem Integrale .

“cos axdw
J R
wo @ und b positive Konstanten “bedeuten mdgen, x =t - ik mit kon-
stantem positiven &, so ergiebt sich als Wert des Integrals,
“wenn ;> b ist: ' %% (e=ob— etat),
W .

‘wenn k < b ist: T et

der zweite Wert gilt auch fir k=0, also bei der Integration durch
reelle Werte.!) '

. v - . ‘.; - ]
1? Der Wert s ab War hereits ;8;0 von LArLAcE ,gef\:mdeg worden, vergl. (18)

S. 298, sowie Bulletin de la Socigté philoniatique Nr. 43 und 49..
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In weiteren Fortsetzimgen der Abhandlung (22), die im Juli 1823
mnd im Februar 1831 erschienen sind (26), (27), hat Poisson diese Ge-
dankenreihe micht weiter verfolgt. Fr wendet auch hier mit Vorliehe
imaginiire Substitutionen an und gelangt dabei zu einem Resultate [(26),
S. 498], das erwiihnt zu werden verdient. Fr findet niimlich unter der
Voraussetzung, dals ¢(e 4 ¢=/*) nach Potenzen von ¢ entwickelt
werden kann, die Identitit '

;{—-n
1 .
ﬂjw(fx + =) dz = g (),
—7

also den folgenreichen Satz, den CAucny seinerseits 1840 entdeckt (37)
und 1846 von der Integration iiber einen Kreis auf die Integration iiber
eine beliebige geschlossene Kurve ausgedehnt hat (38). Porsson hat die
prinzipielle Bedeutung jener Identitit nicht erkannt; sie wird, um -ein
‘Wort GorTHES, zu gebrauchen, ,von der grenzenlosen Fiille séiner Formeln
diinenartig zugedeckt.') Indem hier ein Hhnlicher Fall vorliegt, wie bei
dem Satze aus der Mechanik, .den man -als Porsson-Jaconisches Theorem
zu bezeichnen pflegt, wird man einen tieferen Grund fiir solche Erscliej-
nungen suchen. Er scheint uns darin zu liegen, dafs bei Poisson die
Formeln selbst die Hauptsache sind, die durch Substituieren und Trans-
formieren zu vervielfiltigen er meisterhaft versteht, und dafs er darither
vergilst, dafls auch in der Mathematik die Formel am KEnde nur Mittel
zum Zweck sein darf.

7. Auch Caucny ist durch Untersuchungen aus der mathematischen
Physik, und zwar aus der Hydrodynamik (29), veranlalst worden, sich mit
der Theorie der bestimmten Integrale zu heschiiftigen; seine erste Arbeit
tiber diesen Gegenstand stammt aus dem Jahre 1814 (28). CavcHyS Aus-
gangspunkt ist eine Methode zur Aufstellung von Relationen zwischen
bestimmten Integralen, deren Keime sich bereits bei BULtr finden %) und
die LAPLACE seit 1782 (16), (18) und nach ihm Porsso¥ und LEGENDRE
mit Brfolg angewandt hatten, Sie beruht darauf, dalfs bei. manchen Doppel-
integralen it konstanten Grencen die . erste. Integration sowohl nach der
einen als nach der andern Verinderlichen in geschlossener Form ausgefiihrt
werden kann und die beiden so. entstelienden einfachen Integrale einander
gleich gesetzt werden. CaucHy fragh nun, unter welchen Bedingungen
dieses Verfahren iiberhaupt anwendbar sei und wann es zy richtigen Re-

1) Goztam, Uber Mathematih und deren Mifsbrauch. Gorrues Werke (Berlin

bei Hempel) Bd. 34, S. 130. ” R
.. 2) De formulis injegralibus duplicatis.. Novi Commentarii t. XIV [pro anno
1759] (Petropoli 1770); wieder abgedruckt: Tustitutiones calouls integralis, t. IV,
S, 416—445, .. . ol N TR S R
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sultaten fithre. Die Antwort auf die erste Frage lautet im Wesentlichen
folgendermalsen. In irgend emer Funktion f'(2) setze man z =z + iy,
wodurch sie in M -+ i N iibergehe. Dann hestehen die Tdentititen

oI oN 9M _ BN

Ty~ fx’ ox oy’
denen wir bereits bei BULER begegnet sind, und es haben daher die
Doppelintegrale

(oM Vo,
‘ Jf?-;;dwdy:_ffg‘gdwwy
(A) L i
| (oM 7 ON , .
)] 5= drdy = 5y da dy

die verlangte Eigenschaft. Sollen zweitens die durch Ausfithrung je emer
Integration links und rechts entstchenden Ausdriicke einander oleich sein,
so darf der Integrand in dem gesamten Integrationsgebiet, das als Rechteck
in der zy-Ebene aunfgefalst werden kamn, niemals tmbestimmt werden.
CavcHY zeigt darauf, wie man in gewissen Fillen, in denen diesc Be-
dingung nicht erfiillt ist, der Unterschied der beiden Integrale finden
kann.') Dabei bespricht er auch den Fall, dafs bei einem einfachen Inte-
grale der Integrand an einer Stelle, etwa z = §, wnendlich wird, und
bezeichnet als singulires Inlegral den Grenzwert des Ausdruckes

- o of—g : o
fq;(w) dz —.—!E/jl_q;'(w)dx,

wonn  die positiven Grofsen & und & gegen Null abnehmen; der Wert
eines solchen' Integrales hingt im allgemeinen davon ab, in welcher Weise
dies geschieht. Solche singulire Integrale spielen bei der Berechnung des
Unterschiedes jener beiden Integrale eine wesentliche Rolle; sie sind die

Vorliufer der Residuen, von denen sie verdringt wurden.

Tn der Einleitung seiner Abhandlung berichtet Caucny, dals Furer
und LAPLACE verschiedene Integrale durch den Ubergang vom Reellen
sum Imaginiren gefunden hiitten und verspricht, eine direkte und strenge
Begriindung zu geben. Er hat auch dem ersten Teile den Titel gegeben:

Gleichungen, die den Ubergang vom Reellen zum Imaginiren begrinden.

Allein dieser Abschnitt enthilt, wie schon LEGENDRE als Berichterstatter

der Akademie verwundert bemerkt, nichts, was sich direkt auf diesen Gegen-

stand bezieht, und erst die Noten, die QAUCHY 1825 bei der Verdffent-
lichung der Abhandlung hinzugefiigt hat, zeigen den Zusammenhang mit
der Integration durch imaginires Gebiet. Die beiden reellen Gleichungen

1) Vergleiche die ausfihrlichere Darstellung bei Brir, a. a, 0. 8, 167—169,
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(A) lassen sich niimlich zu der einen (leichung mit komplexen Veriinder-

lichen zusammenfassen:
s Y

ﬁ(”o + iy)idy +ﬁ(x + 1Y) de
(B) b 4
z,ﬁ(x + iy,) d —}—ﬁ(X -+ iy)edy,

Ty Yo

die in der modernen Ausdrucksweise besagt, dals das Integral von f(z—-21),

erstreckt iiber das eine Paar anstofsender Seiten des Rechteckes, das oben
als Integrationsgehiet bezeichnet wurde, denselben Wert hat, wie das iiber
das andere Panr erstreckte Integral, vorausgesetzt, dals f(x 4 ¢y) im
Innern und auf der Begrenzung keine Unbestimmtheitsstelle besitzt.

~ Genan diese Auffassung der Gleichung (B) findet sich in CAvcmys
Abhandlung tiber bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen vom
August 1825 (35), die die erste Periode seiner Ungtersuchungen ahbschliefst.
Die Gleichung (B) selbst hatte er schon frither angegeben, mnimlich in
einer am 28. Oktober 1822 der Pariser Akademie vorgelegten Note (32)
und nachher in seinen 1823 veréffentlichten Vorlesungen an der Poly-
technischen Schule (34).1) Es scheint, als ob CasucHY damals die eigent-
liche Bedeutung der Gleichung (B) noch nicht erkannt hatte, denn in
dem Berichte iiber seine Note im Bulletin de la Société philoma-
tique wendet sich CAverry mit grofser Energie gegen die Idee Porssons,
Integrale iiber eine Reihe imaginiirer Werte zu erstrecken. Welches Ge-
wicht er auf diese Ausfilhrungen legte, zeigt der Umstand, dafs er sie als
Postskriptum emer bald daranf erse]nenenen Abhandlung tiber partielle
Differentialgleichungen im Journal de I'Heole polytechnlque (33) an-
gehiingt hat. Bin Integral zwischen veellen Grenzen, erklirt Caucny,
miisse man immer als Summe der Werte des Differentials auffassen, die
den recllen Werten der Verlinderhchén zwischen den Grenzen entsprechen.
Auf diese Weise erhalte man stets bei reellem Integranden reelle Integrale
und diirfe bei komplexen Integranden Reelles und Imaginiires trennen.
Das wiirde aufhéren, wenn man das Integral als Differenz der” extremen
Werte der primitiven Funktion ansehen oder die Variable von der einen
Grenze zur andern durch eine Reihe imaginirer (komplexer) Werte iiber-
gehen lassen wollte, denn auf diese Weise erhielte man, wie bei Poissox,
fiir Integrale reeller Funktionen imaginire Werte. Was dessen Beispiel

k w
’ “CO8 X

——— A
'[mz + b2

1) Hiernach ist Brins Angabe (a.a. 0. 8. 167), dals CAUCIIY die Gleichung (B)
erst 1825 aufgestellt habe, zu berichtigen.
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hetreffe, so konne es sich sehr gut ereignen, dals zu cimem Integrale
mehrere primitive Funktionen gehoren, z B. sei die primitive Funktion von

]
/(l:u
Jon

' 1 .
sowohl log 2 als auch - log (2%, sodafs bei den Grenzen — 1 und -2

die Differens der extremen Werte einmal den imaginiren Werk log (— 2)
ind dann den reellen Wert log (4 2) habe.

Diese Ausfithrungen Cavonys heweisen aufs dentlichste, dufs Porsson
das Verdienst zukommt, zuerst Inlcgrationen duwrch imaginires ({ebiel aus-
gefiihrt zu haben. Hierdurch wird Cavenys Anspruch niehf beriihri, er
habe in seiner Abhandlung vom August 1825 suerst ,den Grad der All-
gemeinheit festgestellt, den e hestimmtes Integral zwischen naginiren
Grenzen zulifst, wd die Zahl der Werte, die es annehwmen kann® (30,
8. 2). Freilich iiberwog. damals bei il dag Interesse an den bestimmten
Integralen, die sich mittelst Integrationen dureh komplexes Gehieh aus-
werten lassen, und mit Recht hat Brinn gegeniiber den hegeisterten Lioh-
spriichen VALSONS bemerkt, Caveny selbst scheine die Bedeutung seiner
eigenen Schrift lange Zeit nicht gebiihrend gewiirdigh zu haben, und crst
durch spiitere Anwendungen, zum Teil in den Hiinden andrer, sei sie i
das richtige Licht gesetzt worden. Fin weiterer Beweis fiir diese Anf-
fassung liegt darin, dals Caveny in einer Oktober 1825 his Oktober 1826
in GrrgonNes Amalen verdffentlichten Abhandhimg (36) die in sciner
Sehrift vom August 1825 enthaltenen bestimmten Inbegralo unter Ver-
meidung der Integration durch imaginiives Gebiet mittelst der Methode
der Doppelintegrale hergeleitet hat.

8. Cavcmys Abhandhung vom Angust 1825 zeigh gegeniiber seimem
Standpunkte im Jahre 1822 den Fortsehritt, dafs er die Gleiehung (B)
als Resultat von Integrationen iiber die Begrenzung cines Rechtecks anf-
fafst. Nachdem er zuerst rein analybisch vorgegangen ist, erklirt er m
8§ 9 kurz und biindig, dafs man die Wertereihe, die eine komplexe Ver-
anderliche & -4y durchliuft, wenn 2z == o), y=10(l) gesclst wird,
qurch die Punkte einer Kurve i der @y-Thene darstellen kinne, und
macht von da ab von dieser geometrischen Darstellimg bestindig Gebrauch.
In seinen vorhergehenden Arbeiten findet sich mirgends eine Spur davon;
seine Beweisfithrung ist hier stets rein analytischer Natur.') Das zeigh sich
besonders bei seinem Beweise fiir dic Existenz von Wurzeln algebraischer

1) Dafs dies fir Caveonvs Cours d'Analyse gilt, hat Bumn (a, a, 0. 8. 163) be-
tont, er hab es dagegen unterlassen, auf Cavenys spitberc Stelhimg wn der geome-
trischen Repriisentation komplexer Grilsen einzugehen.
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Gleichungen ans dem Jahre 1820 (30), der auf demselben Prinzipe beruht,
das Anaanp 1806 angewandt hatte.?)

Wie ist Caveny zu jener geometrischen Darstellung gekommen? Mir
scheint es sehr wohl méglich, dals er sie selbstindig gefunden hat, denn
erstens giebt er keine Quelle an, withrend er sonst im Citieren sehz ge-
wissenhaft ist, und zweitens lag es fiiv ihn nahe, die Grofsen z und 9
als Koordinaten eines Punktes in der Ebene zu deuten, da sie ja bei den
Doppelintegralen diese Bedeutung bereits gehiabt hatten. Im Grunde findet
sich diese Deutung, was his jetzt noeh mniché hervorgehoben worden zu
sein scheint, bereits bei D’ALeMBERT (9), der bemerkt, dafs man eine
Gleichung f(p 4 2q) == 0 stets dureh reclle Werte von p und ¢ erfiillen
kinne, denn anch wenn sich p und ¢ nicht analytisch angeben lassen:

«on pourra toujours avoir les quantités réelles p et ¢ an moins
«par une construction géométrique, puisqu’on a deux équations ¢ui
crenferment p et g».

Diese Aulserung Tifst sich kaum anders deuten, als dals aus f(p-f-ig)=0
durch Trenmung des Reellen und Imaginiiren zwei Gleichungen in p und ¢
folgen, die, indem p und ¢ als Koordinaten eines Punktes in der Ehene
aufgefalst werden, als Gleichungen von Kurven interpretiert werden
konnen. 2) '

Gegen CAvUCIHYS Selbst:’indigkeit kénnte man folgende Umstinde an-
fihren. In der Note I zu seinem Cours @ Analyse vom Jahre 1821 (31)
sagt er, die Zeichen - und —, die vor den Zahlen stelen , kénne man
nach einer Bemerkung, die dariiber gemacht woiden sei , mit den Adjek-
tiven vergleichen, die neben ihren Substantiven stehen, und beruft sich
dafiiv auf die Philosophical Transactions vom Jahre 1806. *Diese
enthalten aber cine Abhandlung von Bukk, in der nicht nur die an-
gegebene Auffassung des Positiven und Negativen entwickelt, sondern
auch die Theorie der imaginiren Gréfsen behandelt und das Zeichen J/— 1
als Symbol des Senkrechistehens gedeutet wird.®) Ferner hat Cavcmy

1) Essai d’une mantére de reprisenter les quantités smaginaires (Paris 1806).
Zweite Ausgabe (Paris 1874), S. 58—59; vergl. auch S. 118—122.
2) Dals auch Turen eine allerdings unfruchtbare Konstrukbion der imaginiiren

Grisfsen versucht hat, zeigt seine Abhandlung: Theoremata quacdam analyticn, quorum’

demonstratio adhue desideratwr (Opusenle analytica, t. IT [Petersburg 1785], S. 80).

3) Auf dieses Citat Cavenys hat Hammron in einem Briefe an pe Moreax vom
13. Jan. 1852 aufmerksam gemacht (R. P. Graves, Life of Sir Wiun Rowan
Hanmroy, Vol. IIT, 8. 317. Dublin and London 1889). In einem Briefe von 14. Dexz.

1857 (a. a. 0. 8. 535) behauptet Hamnron sogar, er sei tiberzengt, dafs Caveny im

Jahre 1821 Anrcawps Schriften gekannt ‘habe.  Es sei Lalf-confession, wenn Caveny

sage, in der Gleichung _ is
o~ iff = ge'V
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selbst im Jahre 1847 die Frage der geometrischen Darstellung komyplexer
Gréfsen bebandelt (89). Tr fithrt hier die Arbeiten von Buin, Arcann,
IFrangoss, Ifaure, Mourey, Varris an und erklivt, eimen grolsen Teil
der Ergebnisse dieser Untersuchungen  habe hereits 1m Jahre 1786 «in
bescheidener Gelehrter, Hunri-Dosinigui Trugn, besessen, der sie im
Jahre 1810 dem Schiffskonstruktenr AvausTiy Normanp in Havre mit-
teilte.  Leider sagb Caucny nicht, wann ihm Normann von FrukLs Eint-
deckungen berichtet habe, ob etwa in der Zeit von 1810 bis 1813, withrend
der Caucny in Cherbourg als Ingenicur thiitig war, Unerkliirt hliche jedoeh
in diesem WFalle, warnm er erst seit 1820 von der geometrischen Dar-
stellung Gebrauch gemacht hat, sodals gegenwintig kein abschlielsendes
Urteil mdéglich ist.
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sei g: ce quw’on appelle le module ((81) Wiederabdruck S. 160), dagegen ¢ ce que
nous nommerons Ueapression réduite, wihrend in der That Arcanw dns Wort ,moedulet,
aber nicht das Wort ,,l'expression réduite* gebrauche.  Mit Recht erwidert pi Monaax
darauf (S. 539), er halte Civemy fiir einen Ehrenmann, und man diiefe aus so ge-
brechlichen Indicien nicht auf ein Plagiat schliclsen,
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Nachtrag.

Nach Vollendung des Drucks dieser Abhandlung habe ich aus der
Revue semestrlelle des publications mathemathues 8:1 (1899, Avril
a Octobre, Amsterdam 1900, 8. 151) ersehen, dafs Herr I. TIMTSCHENKO
in der Abhandlung. Ocnmmun TCOPIH ANANMIAICCRAXT (Gynkuifi (Grundlagen
der Theoric der analytischen Functionen), die in den 3anmerm marem:-
TaYeckaro orxbienis monopoccifickaro obmeerna ecrecTBONCIH -
rarexeii (Abhandlungen der mathematischen Abteilung der
neurussischen Gesellschaft der Naturforscher) 1‘) Odessa 1899, er-
schienen ist, die Arbeiten von EULLR Larrace, PoissoNn und Cavcny

tiber Integration durch imaginires Greb1et behandelt hat. Der Freundlich-
keit von Herrn G. ENESTROM verdanke ich es, dafs ich die Abhandluno',

selbst einsehen konnte, in der sich bereits ein erheblicher Teil meiner
Ergebnisse findet. Im besonderen ist die Bedeutung der Untersuchungen
EULLRS und Po1ssoNs von Herrn TIMTSCHENKO im Wesentlichen richtig
erkannt und dargestellt worden, sodals ihm in dieser Hinsicht, wie ich
gern konstatiere, die Prioritit zukommt.

Kiel, den 10. Mirz 1900.

P. Stiickel.
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