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In der vorliegenden Arbeit wird die Entwicklung eines Mikrowellen-SQUID-Multi-
plexers zur Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter beschrieben. Ein Mikro-
wellen-SQUID-Multiplexer besteht aus nicht-hysteretischen rf-SQUIDs, die induktiv
an supraleitende Resonanzkreise mit eindeutiger Resonanzfrequenz gekoppelt sind.
Eine durch ein Detektorsignal verursachte Änderung des magnetischen Flusses in ei-
nem der SQUIDs führt zu einer Änderung der effektiven Induktivität des zugehörigen
Resonators. Die damit verbundene Änderung der Resonanzfrequenz kann durch eine
Messung der Phase oder der Amplitude des Resonators ausgelesen werden. Durch
kapazitive Kopplung aller Resonatoren an eine gemeinsame Durchgangsleitung wird
eine simultane Anregung und Auslesung aller Resonatoren ermöglicht.
Der entwickelte Multiplexer wurde mit Hilfe von Simulationsrechnungen sowie experi-
mentell bestimmten Größen entworfen. Hierzu wurden die erreichbaren Güten sowie
relevante Parameter zur Vorhersage der Resonanzfrequenz der Resonatoren durch
temperatur- und leistungsabhängige Messungen an koplanaren λ/4-Resonatoren aus
Niob bestimmt. Ferner wurde ein Herstellungsprozess für Josephson-Kontakte ent-
wickelt. Die hohe Qualität der hergestellten Tunnelkontakte konnte durch Messun-
gen von Strom-Spannungs-Kennlinien gezeigt werden. Der Vergleich der gemessenen
Eigenschaften des hergestellten Multiplexers mit den Designwerten hat ergeben, dass
zukünftig Energiesensitivitäten von εc < 100 h erreichbar sind und somit die Anfor-
derungen für die Auslesung hochauflösender Detektoren erfüllt werden können.

Development of a microwave SQUID multiplexer
based on non-hysteretic rf-SQUIDs

for the readout of metallic magnetic calorimeters

This thesis describes the development of a microwave SQUID multiplexer for the
readout of metallic magnetic calorimeters. A microwave SQUID multiplexer con-
sists of non-hysteretic rf-SQUIDs that are inductively coupled to superconducting
microwave resonators with unique resonance frequencies. A change of magnetic flux
inside a SQUID due to a detector signal leads to a change of the effective inductance
and thus to a change of the resonance frequency of the corresponding resonator.
By capacitively coupling different resonators to a common transmission line, inject-
ing a microwave frequency comb and monitoring either amplitude or phase of each
resonator, it is therefore possible to measure all detector signals simultaneously.
The design of the multiplexer is based on the results of numerical calculations and
measurements. In this context the achievable quality factors and the parameters
necessary for predicting the resonance frequencies of the resonators were determined
by means of temperature and power dependent measurements on coplanar λ/4 trans-
mission line resonators made of Niobium. A process for the fabrication of Josephson
junctions was established. The high quality of the junctions was demonstrated by
measurements of the current-voltage-characteristics. A comparison between the per-
formance of the fabricated multiplexer and the design values showed that in future
energy sensitivities below 100 h can be achieved so that the requirements for a read-
out of high-resolution detectors will be fulfilled.
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1. Einleitung

Spektroskopische Messungen tragen seit jeher zum Verständnis der Natur bei. Sie
geben wesentliche Anreize bei der Entwicklung neuer Theorien und führen nicht
selten zu unerwarteten Entdeckungen. So konnten beispielsweise mit der von Gustav
Robert Kirchhoff und Robert Wilhelm Bunsen entwickelten Spektralanalyse nicht
nur die Grundlagen der modernen Astronomie gelegt, sondern auch neue chemische
Elemente, wie etwa Helium, Caesium und Rubidium, entdeckt und entscheidende
Impulse für die Entwicklung der Quantenmechanik gegeben werden.

Zur Durchführung spektroskopischer Messungen wurden in der Vergangenheit ei-
ne Vielzahl verschiedener Detektoren entwickelt, mit denen die Energie bzw. die
Wellenlänge elektromagnetischer Strahlung gemessen werden kann. Diese unterschei-
den sich hinsichtlich des abgedeckten Spektralbereichs und des Auflösungsvermögens.
Die Liste der entwickelten Detektoren umfasst pyroelektrische und bolometrische
Sensoren für Terahertz- und Infrarotstrahlung, Prismen- und Gitterspektrometer
zur Bestimmung der Wellenlänge von sichtbaren Licht sowie Kristallspektrometer
und Halbleiter-Ionisationsdetektoren zur Messung der Energie von Röntgen- und
Gammastrahlung. Diese Liste könnte nahezu endlos fortgesetzt werden. Insbesonde-
re die Erschließung des Röntgenbereichs hat die Überprüfung fundamentaler physi-
kalischer Theorien, wie etwa die Quantenelektrodynamik, ermöglicht und zudem die
Röntgenastronomie begründet, durch die viele neue Erkenntnisse über die Entste-
hung und den Aufbau des Universums gewonnen werden konnten.

Standardmäßig werden heutzutage Halbleiter-Ionisationsdetektoren aus hochrei-
nem Silizium und Germanium sowie Kristallspektrometer zur Detektion von Rönt-
genstrahlung verwendet. Kristallspektrometer heben sich hierbei durch ein besonders
hohes Auflösungsvermögen hervor. Allerdings ist die Quanteneffizienz dieser Detek-
toren vergleichsweise gering. Da zudem der bei einer Messung zugängliche Spektral-
bereich eng begrenzt ist, sind zur Aufnahme eines breiten Spektrums, insbesondere
bei kleinen Intensitäten der Strahlungsquelle, sehr zeitaufwändige Messungen erfor-
derlich. Im Gegensatz hierzu zeichnen sich Halbleiter-Ionisationsdetektoren durch
eine hohe spektrale Bandbreite sowie eine deutlich höhere Quanteneffizienz aus. Die
minimal erreichbare Energieauflösung dieser Detektoren ist jedoch fundamental auf
Werte ∆EFWHM > 100 eV begrenzt. Obwohl diese Auflösung für viele Anwendungen
ausreichend ist, wird häufig ein höheres Auflösungsvermögen benötigt, um beispiels-
weise die Feinstruktur einer Röntgenfluoreszenzlinie sichtbar zu machen oder die
Energie einer Spektrallinie im Röntgenbereich mit hoher Genauigkeit festlegen zu
können.
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2 1. Einleitung

Mit der Entwicklung von Tieftemperatur-Teilchendetektoren [Ens05b] konnte die-
se offensichtliche Lücke erstmals geschlossen und ein hohes Auflösungsvermögen mit
einer hohen spektralen Bandbreite des Detektors vereint werden. Physikalisch ba-
sieren diese auch als Mikrokalorimeter bezeichneten Detektoren auf dem kalorime-
trischen Messprinzip. Dieses besagt, dass die Messung der Energie eines einfallen-
den Teilchens auf die Messung der Temperaturänderung eines Teilchenabsorbers
zurückgeführt werden kann, sofern dessen Wärmekapazität mit hinreichender Ge-
nauigkeit bekannt ist. Durch die Wahl tiefer Temperaturen für den Betrieb eines
Mikrokalorimeters können hierbei einerseits große Temperaturerhöhungen garantiert
und andererseits thermische Rauschbeiträge stark vermindert werden [Sim35].

Von der Vielzahl der entwickelten Tieftemperatur-Teilchendetektoren sind für
die Detektion von Röntgenstrahlung besonders Thermistoren [McC05a], supraleiten-
de Phasenübergangsthermometer [Irw05] sowie metallische magnetische Kalorimeter
[Fle05] hervorzuheben, mit denen im Energiebereich bis 10 keV Energieauflösungen
zwischen 1,6 eV und 3,2 eV demonstriert worden sind [McC05a, Pie12, Smi12]. Damit
unterschreiten diese Detektoren die fundamentale Auflösungsgrenze von Halbleiter-
Ionisationsdetektoren um mehr als eine Größenordnung und decken gleichzeitig einen
weiten Spektralbereich ab. Da Mikrokalorimeter somit eine ernstzunehmende Alter-
native zu herkömmlichen Röntgendetektoren darstellen, wird momentan beispielswei-
se für das zukünftige International X-ray Observatory [Boo10] der NASA, ESA und
JAXA intensiv an der Entwicklung einer aus mehreren tausend Mikrokalorimetern
bestehenden Röntgenkamera gearbeitet. Da bei einer solch großen Zahl von Detekto-
ren jedoch nicht jedes Mikrokalorimeter aus Gründen der Komplexität und der nur
begrenzt zur Verfügung stehenden Kühlleitung individuell ausgelesen werden kann,
müssen Verfahren entwickelt werden, mit denen die Anzahl der Auslesungskanäle re-
duziert werden kann. Auf diesem Gebiet konnte in den letzten Jahren insbesondere
bei den supraleitenden Phasenübergangsthermometern große Fortschritte erzielt wer-
den [Irw05], so dass das Röntgenspektrometer des International X-ray Observatory
eine auf supraleitenden Phasenübergangsthermometern basierende Röntgenkamera
enthalten wird [dH10].

Da die Energieauflösung eines metallischen magnetischen Kalorimeters vergleich-
bar mit der eines supraleitenden Phasenübergangsthermometers ist bzw. zukünftig
Energieauflösungen unter 1 eV erreichbar sein werden und magnetische Kalorime-
ter zudem durch den konsequenten Einsatz von Methoden der Mikrosystemtechnik
[Bur08, Fle09] in großer Zahl und mit reproduzierbaren Ergebnissen hergestellt wer-
den können, wird momentan intensiv an der Entwicklung eines Multiplexverfahrens
zur Auslesung eines aus magnetischen Kalorimetern bestehenden Detektorarrays ge-
arbeitet. Diese Entwicklung wird jedoch nicht nur den Bau einer Röntgenkamera er-
möglichen, sondern auch andere Projekte nachhaltig beeinflussen. Zu den Projekten,
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die sehr von einem großen, auf magnetischen Kalorimetern basierenden Detektor-
arrays profitieren werden, gehört unter anderem das MARE -Projekt [And07], mit
dessen Hilfe eine direkte Bestimmung der Masse eines Elektronantineutrinos aus
dem β-Zerfall von 187Re möglich sein wird und für das aus Gründen der Statistik
eine enorm große Zahl von Detektoren benötigt wird.

Mit dem Ziel des Aufbaus eines großen, auf magnetischen Kalorimetern basie-
renden Detektorarrays wurde im Rahmen dieser Arbeit ein SQUID-basiertes Fre-
quenzmultiplexverfahren zur Auslesung magnetischer Kalorimeter entwickelt. Die-
ses beruht auf der Idee eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers [Irw06, Mat08], bei
dem die Auslesung einzelner Detektoren mit Hilfe nicht-hysteretischer rf-SQUIDs er-
folgt. Diese sind induktiv an supraleitende Resonanzkreise mit eindeutiger Resonanz-
frequenz gekoppelt und können als flussabhängige Induktivitäten betrachtet werden.
Aufgrund der induktiven Kopplung führt eine Änderung des magnetischen Flusses
in den SQUIDs zu einer Änderung der effektiven Induktivitäten der Resonatoren,
die sich in Änderungen der Resonanzfrequenzen übersetzen. Durch eine kapazitive
Kopplung aller Resonatoren an eine gemeinsame Durchgangsleitung kann mit Hilfe
einer geeigneten Elektronik eine simultane Auslesung aller Resonatoren und damit
aller Detektoren ermöglicht werden.

In Kapitel 2 werden die physikalischen Grundlagen metallischer magnetischer Ka-
lorimeter diskutiert. Dies beinhaltet eine Beschreibung der SQUID-basierten Aus-
lesung einkanaliger Detektoren, verschiedener, bisher genutzter Detektorgeometrien,
der Berechnung der Signalgröße sowie der Energieauflösung magnetischer Kalorime-
ter. Diese wird nicht nur durch die Signalgröße sondern auch durch verschiedene
Rauschbeiträge beeinflusst, auf die ebenfalls eingegangen wird. Auf der Grundlage
numerischer Optimierungsrechnungen wird der Einfluss der Energiesensitivität des
SQUID-Magnetometers auf die erreichbare Energieauflösung eines magnetischen Ka-
lorimeters diskutiert. Hieraus werden Anforderungen an einen Multiplexer zur Aus-
lesung magnetischer Kalorimeter abgeleitet. Schließlich wird der momentane Stand
der Entwicklung einkanaliger magnetischer Kalorimeter zusammengefasst.

In Kapitel 3 werden verschiedene Multiplexverfahren zur Auslesung eines aus ma-
gnetischen Kalorimetern bestehenden Detektorarrays beschrieben sowie die Vorteile
und Nachteile dieser Multiplexverfahren diskutiert. In diesem Zusammenhang wird
die im Rahmen dieser Arbeit verfolgte Entwicklung eines auf einem Mikrowellen-
SQUID-Multiplexer basierenden Frequenzmultiplexverfahrens motiviert.

Die physikalischen Grundlagen supraleitender, kapazitiv gekoppelter, koplanarer
Leitungsresonatoren, die zur Frequenzcodierung der unterschiedlichen Detektorsigna-
le verwendet werden, sind in Kapitel 4 beschrieben. In diesem Zusammenhang erfolgt
eine Zusammenfassung der Hochfrequenzeigenschaften von Supraleitern sowie der
grundlegenden Eigenschaften von atomaren Tunnelsystemen. Diese beinflussen so-
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wohl die Resonanzfrequenz als auch die erreichbaren Güten der Resonatoren. Ferner
wird der Messaufbau zur Auslesung der Resonatoren bzw. eines Mikrowellen-SQUID-
Multiplexers diskutiert. Anhand von durchgeführten Charakterisierungsmessungen
an kapazitiv gekoppelten, koplanaren λ/4-Leitungsresonatoren aus Niob werden ei-
nerseits relevante Parameter zur Vorhersage der Resonanzfrequenzen sowie anderer-
seits die erreichbaren Güten und die Rauschtemperatur des Messaufbaus bestimmt.

In Kapitel 5 werden zunächst die Eigenschaften von Josephson-Tunnelkontakten
erläutert, die essentielle Bestandteile nicht-hysteretischer rf-SQUIDs darstellen. Es
folgt eine Beschreibung des Herstellungsprozesses, mit denen im Rahmen dieser Ar-
beit zum einen einzelne Josephson-Tunnelkontakte und zum anderen ein Prototyp
eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers hergestellt worden ist. Anhand charakteristi-
scher Parameter, die aus Messungen der Strom-Spannungs-Kennlinien der Josephson-
Kontakte bestimmt worden sind, wird sowohl die Qualität als auch die Reprodu-
zierbarkeit der hergestellten Josephson-Kontakte sowie in diesem Zusammenhang
auftretende Probleme diskutiert.

In Kapitel 6 erfolgt zunächst eine Beschreibung nicht-hysteretischer rf-SQUIDs,
die zum Aufbau eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers benötigt werden. Es folgt ei-
ne Darstellung der Funktionsweise sowie eine Diskussion der Energiesensitivität eines
Mikrowellen-SQUID-Multiplexers. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird ein im
Rahmen dieser Arbeit entwickelter Prototyp eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers
beschrieben. In diesem Zusammenhang werden mit Hilfe von numerischen Simulatio-
nen die Induktivitäten der unterschiedlichen Spulen sowie die erwarteten Kopplungen
berechnet. Hierauf basierend werden die erwarteten Eigenschaften des hergestellten
Multiplexers abgeschätzt, die im weiteren Verlauf dieses Kapitels mit experimentell
bestimmten Werten verglichen werden.

In Kapitel 7 wird schließlich ein Überblick über die möglichen Realisierungen
einer digitalen Hochfrequenzelektronik gegeben, die zur simultanen Auslesung aller
Resonatoren benötigt wird. Diese basiert auf dem sogenannten software defined radio,
bei dem sowohl die Anregung der Resonatoren als auch die Detektion der mit einem
Detektorsignal verbundenen Frequenzverschiebung der Resonatoren mit Hilfe einer
speziell angepassten Hardware vollständig softwarebasiert erfolgt.



2. Metallische magnetische Kalorimeter

Zu Beginn dieser Arbeit sollen zunächst die Grundlagen metallischer magnetischer
Kalorimeter diskutiert werden. In diesem Zusammenhang wird eine Beschreibung des
Detektionsprinzips magnetischer Kalorimeter, der Eigenschaften des Sensormaterials
Au:Er sowie der SQUID-basierten Auslesung einkanaliger Detektoren gegeben. Nach
einer Diskussion verschiedener, bisher genutzter Detektorgeometrien wird ein Aus-
druck für die Signalgröße sowie für die Energieauflösung eines magnetischen Kalori-
meters abgeleitet. Anhand von Optimierungsrechnungen wird ferner der Einfluss der
Energiesensitivität des SQUID-Magnetometers auf die erreichbare Energieauflösung
diskutiert. Schließlich wird der Stand der Entwicklung einkanaliger magnetischer Ka-
lorimeter anhand eines konkreten Beispiels zusammengefasst.

2.1 Detektionsprinzip metallischer magnetischer Kalorimeter

Metallische magnetische Kalorimeter sind energiedispersive Teilchendetektoren, de-
ren Detektionsprinzip auf dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik beruht. Zen-
trale Bestandteile eines magnetischen Kalorimeters sind, wie in Abbildung 2.1 sche-
matisch dargestellt ist, ein an die jeweilige Anwendung angepasster Teilchenabsorber
sowie ein paramagnetischer Temperatursensor, der sich in einem schwachen äußeren
Magnetfeld H befindet. Absorber und Sensor stehen in gutem thermischem Kontakt
zueinander und sind über eine hinreichend schwache Kopplung mit einem Wärmebad
der Temperatur TBad verbunden. Auf diese Weise kann der Detektor ohne äußeren
Energieeintrag einen wohldefinierten Zustand annehmen. Gemäß dem kalorimetri-
schen Messprinzip führt ein Energieeintrag δE in den Absorber zu einer Tempera-
turerhöhung δT , die in guter Näherung durch

δT ' δE

Ctot

(2.1)

gegeben ist, wobei Ctot die Gesamtwärmekapazität des Detektors bezeichnet. Mit
der Temperaturerhöhung δT ist eine Abnahme der Magnetisierung des Sensors ver-
knüpft, welche sehr präzise mit Hilfe eines SQUID-Magnetometers in Form einer
magnetischen Flussänderung δΦ gemessen werden kann. Für einen hinreichend klei-
nen Energieeintrag δE in den Detektor ist die Änderung δM der Magnetisierung des
Sensors sowie die damit verbundene Änderung δΦ des magnetischen Flusses propor-
tional zur Energie des absorbierten Teilchens:

δΦ ∝ δM ' ∂M

∂T
δT ' ∂M

∂T

δE

Ctot

. (2.2)

5
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Sensor

Absorber

Wärmebad

Magnetometer

Schwache thermische
Ankopplung

H

Abb. 2.1: Schematische Darstellung eines
metallischen magnetischen Kalorimeters.

Die Arbeitstemperatur eines magnetischen Kalorimeters liegt typischerweise bei
Temperaturen unter 100 mK, da in diesem Temperaturbereich einerseits die Magne-
tisierung des Sensors gemäß dem Curie-Gesetz, M ∝ 1/T , eine starke Temperatur-
abhängigkeit zeigt und andererseits die phononischen (cph ∝ T 3) und elektronischen
(ce ∝ T ) Beiträge zur Wärmekapazität stark reduziert sind. Dies führt nach Glei-
chung 2.2 zu einer Maximierung des Detektorsignals, die sich zusammen mit dem
bei diesen Temperaturen verhältnismäßig kleinen thermischen Rauschen positiv auf
das Auflösungsvermögen des Detektors auswirkt. Trotz des Betriebs bei tiefen Tem-
peraturen können in diesem Temperaturbereich durch die Einbettung paramagneti-
scher Ionen in einen metallischen Wirtskristall aufgrund der starken Elektron-Spin-
Kopplung zwischen den Leitungselektronen und den magnetischen Momenten schnel-
le Thermalisierungszeiten garantiert werden [Ban93].

2.2 Das Sensormaterial Au:Er

In der vorliegenden Arbeit wurde ein SQUID-basiertes Multiplexverfahren zur Ausle-
sung metallischer magnetischer Kalorimeter entwickelt. Um hierfür eine Abschätzung
der Anforderungen an die Energiesensitivität ε des Multiplexers zu erhalten, wurde
der Einfluss der Energiesensitivität ε des SQUID-Magnetometers auf die Energieauf-
lösung eines magnetischen Kalorimeters bestimmt. Bei den in diesem Zusammenhang
durchgeführten Optimierungsrechnungen, deren Ergebnisse in Abschnitt 2.7 disku-
tiert werden, wurde als Sensormaterial eine verdünnte Legierung aus dem Edelmetall
Gold und geringen Mengen des Seltenerdmetalls Erbium angenommen. Diese Legie-
rung, Au:Er, ist derzeit das am häufigsten verwendete Material zum Bau magne-
tischer Kalorimeter [Ens00, Zin06, Loi08, Hsi08, Fle09], da es einen ausgewogenen
Kompromiss zwischen chemischer Stabilität, Verarbeitbarkeit, intrinsischen Therma-
lisierungszeiten, Wärmekapazität und Magnetisierung darstellt. Da eine ausführliche
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Beschreibung der Eigenschaften von Au:Er in [Fle03] oder [Fle05] zu finden ist, wird
an dieser Stelle nur eine kurze Zusammenfassung der für den weiteren Verlauf dieser
Arbeit relevanten Eigenschaften von Au:Er gegeben.

Erbium kann in geringen Konzentrationen in Gold gelöst werden [Rid65] und be-
setzt unter Abgabe von drei Valenzelektronen reguläre Gitterplätze der fcc-Matrix
von Gold. Die hierbei gebildeten Er3+-Ionen tragen aufgrund ihrer unvollständig ge-
füllten 4f -Schale ein permanentes magnetisches Moment, welches für das paramagne-
tische Verhalten von Au:Er verantwortlich ist. Aufgrund der weiter außen liegenden
5s- bzw. 5p-Elektronen ist der Einfluss des Kristallfelds am Ort der 4f -Elektronen
deutlich reduziert. Daher können die Gesamtdrehimpulse L, S und J mit Hilfe der
Hundschen Regeln berechnet werden. Man erhält hierbei die Werte L = 6, S = 3/2

und J = 15/2. Mit dem zugehörigen Landé-Faktor gJ = 6/5 kann das magnetische
Moment µ = −gJµBJ der Er3+-Ionen berechnet werden, wobei µB = 9,274 · 10−24 J/T

das Bohrsche Magneton bezeichnet [Abr70a].

Für hohe Temperaturen (T > 100 K) stimmt die gemessene Magnetisierung ver-
dünnter Au:Er-Legierungen gut mit auf diesen Annahmen basierenden Vorhersagen
überein [Wil69]. Bei tieferen Temperaturen (T < 100 K) muss jedoch berücksichtigt
werden, dass das Kristallfeld am Ort der 4f -Elektronen nicht vollständig abgeschirmt
ist [Wil69]. Dies führt dazu, dass die Entartung des Grundzustands aufgehoben und
dieser in Reihe verschiedener Multipletts aufgespalten wird. Das energetisch niedrigs-
te Multiplett ist durch ein Γ7-Kramers-Doublett gegeben, dessen Abstand im Nullfeld
zum ersten angeregten Multiplett in mehreren unabhängigen Messungen bestimmt
worden ist. Hierbei wurden Werte zwischen ∆E/kB = 11 K und ∆E/kB = 17 K ge-
funden [Dav73, Hah92, Sjö75, Wil69], wobei kB = 1,380 · 10−23 J/K die Boltzmann-
Konstante bezeichnet. Der zur Zeit wohl zuverlässigste Wert, mit dem die experi-
mentellen Daten sehr gut beschrieben werden können, stammt aus Neutronenstreu-
experimenten und beträgt ∆E/kB = 17 K [Hah92]. Folglich kann das Verhalten von
Au:Er bei Temperaturen unter 1 K und in kleinen Magnetfeldern durch ein Zwei-
Niveau-System mit einem effektiven Quasi-Spin von S̃ = 1/2 und einem effektiven,
isotropen Landé-Faktor von g̃ = 34/5 beschrieben werden [Abr70a].

Für quantitative Vorhersagen der Eigenschaften eines magnetischen Kalorimeters
müssen sowohl die Wärmekapazität des Detektors als auch die Temperaturabhän-
gigkeit der Magnetisierung des Temperatursensors bekannt sein. Beide Größen wer-
den bei den typischen Arbeitstemperaturen des Detektors durch den Beitrag der
Er3+-Ionen dominiert und können zuverlässig mit Hilfe numerischer Methoden unter
Berücksichtigung der Dipol-Dipol-Wechselwirkung und der RKKY-Wechselwirkung
berechnet werden [Ens00, Fle00, Fle05]. Ferner konnte mittlerweile gezeigt werden,
dass auch die Eigenschaften dünner, mikrostrukturierter Au:Er-Filme nicht von de-
nen von Vollmaterial bekannten Eigenschaften abweichen [Bur08, Fle09, Hsi09].
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Abb. 2.2: Schematische Darstellung eines zweistufigen dc-SQUIDs mit Flussrückkopp-
lung zur Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter.

2.3 SQUID-basierte Auslesung magnetischer Kalorimeter

Bei der Beschreibung des Detektionsprinzips magnetischer Kalorimeter wurde ge-
zeigt, dass ein Energieeintrag in den Detektor zu einer Änderung der Magnetisierung
des Temperatursensors führt, die in Form einer magnetischen Flussänderung gemes-
sen werden kann. Die derzeit empfindlichsten Messgeräte für magnetische Flussän-
derungen bei gleichzeitig hoher Bandbreite sind supraleitende Quanteninterferenz-
Detektoren, kurz SQUIDs, die heutzutage mit modernen Methoden der Dünnschicht-
technologie zuverlässig hergestellt werden können. Während im Rahmen dieser Ar-
beit nicht-hysteretische, ungeshuntete1 rf-SQUIDs zur Auslesung großer Detektor-
arrays entwickelt worden sind, werden für einkanalige Detektoren in der Regel zwei-
stufige dc-SQUIDs verwendet [Fle05]. Diese bestehen, wie in Abbildung 2.2 gezeigt
ist, aus zwei dc-SQUIDs und zeichnen sich durch eine hohe Bandbreite, ein niedriges
magnetisches Flussrauschen sowie eine geringe Leistungsdissipation aus [Dru04].

Bevor jedoch auf die Funktionsweise eines zweistufigen dc-SQUIDs näher einge-
gangen wird, soll an dieser Stelle eine kurze Beschreibung der Funktionsweise eines
einstufigen dc-SQUIDs gegeben werden, dessen Aufbau in Abbildung 2.3(a) schema-
tisch dargestellt ist. Wie in der Abbildung zu erkennen ist, besteht ein dc-SQUID
aus einer supraleitenden Leiterschleife, die an zwei Stellen durch Josephson-Kontakte
mit kritischen Strömen Ic,0 unterbrochen ist. An diesen Stellen kann magnetischer
Fluss entweder in das SQUID eindringen oder aus dem SQUID austreten. Paral-
lel zu den Josephson-Kontakten sind Shuntwiderstände angeordnet, mit denen ein
hysteretisches Verhalten des SQUIDs vermieden werden kann [Cla04]. Wird nun ein
Strom Ib durch das SQUID getrieben, so fällt über dem SQUID bis zum Erreichen
des kritischen Stroms Ic keine Spannung ab. Der Wert des kritischen Stroms Ic hängt

1Als ungeshuntete SQUIDs sollen im Rahmen dieser Arbeit solche SQUIDs bezeichnet werden,
bei denen die Josephson-Kontakte nicht mit einem Parallelwiderstand versehen sind.
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(a) (b) (c)

Abb. 2.3: (a) Schematische Darstellung eines dc-SQUIDs. (b) Strom-Spannungs-
Kennlinien eines dc-SQUIDs für Φ = nΦ0 und Φ = (n + 1/2)Φ0. (c) Spannungsabfall
über dem SQUID für den in (b) markierten Betriebsstrom Ib als Funktion des magne-
tischen Flusses Φ. (Abbildung nach [Wei96]).

hierbei einerseits von den kritischen Strömen Ic,0 der Josephson-Kontakte sowie an-
dererseits auf periodische Weise vom magnetischen Fluss Φ durch die Leiterschleife
des SQUIDs ab. Es zeigt sich, dass der kritische Strom Ic für Φ = nΦ0 maximal und
für Φ = (n+1/2)Φ0 minimal wird, wobei n eine ganze Zahl und Φ0 = 2,067 · 10−15 Vs

das magnetische Flussquant bezeichnen. Oberhalb des kritischen Stroms stellt sich
über dem SQUID ein endlicher Spannungsabfall ein, der durch die Quasiteilchen-
charakteristik der Josephson-Kontakte bestimmt wird. Wird das SQUID mit einem
Strom Ib > Ic betrieben, so hängt die über dem SQUID abfallende Spannung ge-
mäß Abbildung 2.3(c) periodisch vom magnetischen Fluss durch die Leiterschleife
des SQUIDs ab. Ein dc-SQUID stellt somit einen empfindlichen Fluss-Spannungs-
Wandler dar und bietet die Möglichkeit, Änderungen des magnetischen Flusses Φ in
Form von Spannungsänderungen ∆U zu detektieren.

Nach der Beschreibung eines dc-SQUIDs soll nun im Folgenden der Aufbau sowie
die Funktionsweise eines zweistufigen dc-SQUIDs mit Flussrückkopplung zur Ausle-
sung metallischer magnetischer Kalorimeter beschrieben werden. Dieses besteht, wie
in Abbildung 2.2 dargestellt ist und weiter oben bereits angedeutet wurde, aus zwei
dc-SQUIDs, die jeweils mit konstanten Strömen Ib1 bzw. Ib2 betrieben werden. Eine
durch eine Stromänderung in der Einkoppelspule Li hervorgerufene Flussänderung
∆Φ im Detektor-SQUID führt zu einer Änderung des Spannungsabfalls ∆U über
diesem SQUID. Die damit verbundene Änderung des Stroms ∆Ivs durch den Wider-
stand Rg wird in Form einer Änderung des magnetischen Flusses ∆Φvs = Mvs∆Ivs

in das Verstärker-SQUID eingekoppelt, wobei Mvs die Gegeninduktivität zwischen
der Einkoppelspule und der Eigeninduktivität des Verstärker-SQUIDs bezeichnet.
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Abb. 2.4: Schematische Darstellung möglicher Detektorgeometrien von metallischen
magnetischen Kalorimetern: (a) Kreisförmige Spulengeometrie mit zylinderförmigen
Sensoren, (b) mäanderförmige Detektionsspule mit planaren Sensoren und (c) strei-
fenleiterartige Detektorgeometrie. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurde in der Ab-
bildung auf eine Darstellung der Teilchenabsorber verzichtet.

Insgesamt führt dies zu einer Kleinsignal-Fluss-zu-Fluss-Verstärkung von

GΦ =
∂Φ2

∂Φ1

= Mvs

(
∂Ivs

∂Φ1

)
Rg,Ib1

(2.3)

am Arbeitspunkt, die durch die Eigenschaften des Detektor-SQUIDs, den Betriebs-
strom Ib1, den Widerstand Rg sowie die Gegeninduktivität Mvs festgelegt wird.
Der Spannungsabfall über dem Verstärker-SQUID dient als Eingangssignal einer
bei Raumtemperatur befindlichen Rückkoppelelektronik, deren Ausgangsspannung
einerseits als Messsignal verwendet wird und andererseits über den Widerstand Rfb

und die Gegeninduktivität Mfb die ursprüngliche und zu messende Flussänderung
∆Φ im Detektor-SQUID durch negative Rückkopplung kompensiert [Dru04].

2.4 Detektorgeometrien

Abbildung 2.4 zeigt Beispiele für Temperatursensor- bzw. Spulengeometrien, die bis-
her zum Bau magnetischer Kalorimeter verwendet worden sind bzw. die heutzutage
verwendet werden. Bei der in Abbildung 2.4(a) dargestellten Detektorgeometrie be-
finden sich zwei zylinderförmige Sensoren innerhalb der kreisförmigen Leiterschleifen
eines gradiometrischen dc-SQUIDs, wobei das zur Ausrichtung der magnetischen Mo-
mente erforderliche Magnetfeld durch eine externe Feldspule erzeugt wird. Aufgrund
des gegenläufigen Windungssinns der beiden Leiterschleifen führen Temperaturerhö-
hungen in den verschiedenen Sensoren zu Signalen mit entgegengesetzter Polarität,
so dass Ereignisse in den beiden Sensoren anhand des Vorzeichens der zugehörigen
Detektorsignale voneinander unterschieden werden können. Zusätzlich werden durch
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diese Anordnung Einflüsse von Instabilitäten des äußeren Magnetfelds sowie der Sub-
strattemperatur reduziert, da sich diese gleichsam auf beide Sensoren auswirken und
sich die daraus resultierenden Signale gerade kompensieren.

Die in Abbildung 2.4(b) dargestellte Geometrie gehört zur Gruppe der transforma-
torgekoppelten Detektorgeometrien und basiert auf einer Parallelschaltung der Ein-
koppelspule eines Stromsensor-SQUIDs sowie zweier mäanderförmiger Detektions-
spulen, auf denen jeweils ein planarer Temperatursensor aufgebracht ist. Dies er-
laubt eine räumliche Trennung zwischen SQUID und Detektor, durch die thermische
Einflüsse des SQUIDs auf den Detektor reduziert werden. Zusätzlich kann das für
die Ausrichtung der magnetischen Momente notwendige Magnetfeld durch einen in
die Detektionsspulen eingeprägten Dauerstrom erzeugt werden. Bei Verwendung von
zwei jeweils mit einem Sensor bestückten Detektionsspulen stellt auch diese Geome-
trie ein Gradiometer erster Ordnung dar, wodurch Instabilitäten der Temperatur des
Wärmebads oder äußerer Magnetfelder kompensiert werden. Die Polarität des De-
tektorsignals ermöglicht hier ebenfalls eine Unterscheidung der beiden Sensoren. Ein
weiterer Vorteil gegenüber der Geometrie mit kreisförmigen Leiterschleifen ist, dass
der Füllfaktor F höher ist und nahe an dem theoretischen Maximum von F = 0,5

einer einseitig mit Sensormaterial gefüllten Detektionsspule liegt.

Abbildung 2.4(c) zeigt eine Detektorgeometrie, mit der ein Füllfaktor von F ' 1

erreicht werden kann. Hierbei wird der Sensor zwischen zwei supraleitenden Strei-
fen platziert. Um einerseits die Induktivität des Detektors sowie andererseits die
Homogenität des Magnetfelds im Sensor zu erhöhen, werden die übereinanderliegen-
den Streifen in Form flacher Spiralen angeordnet, wobei der Abstand zwischen den
Spiralbahnen konstant gehalten wird. Bei einem hinreichend kleinen Mitte-zu-Mitte-
Abstand zwischen den Bahnen zeigt das durch den Dauerstrom erzeugte Magnetfeld
einen hohen Grad an Homogenität und es kann ein Füllfaktor von F ' 1 erreicht
werden [Rot07, Boy09, Fle09, Heu11].

2.5 Signalgröße und Flusskopplung

Die Signalgröße δΦ/δE eines magnetischen Kalorimeters gibt die Änderung des ma-
gnetischen Flusses δΦ in der Detektionsspule pro Energieeintrag δE in den Detektor
an. Sie hängt von der Detektorgeometrie ab und kann bei Kenntnis der thermo-
dynamischen Eigenschaften des Sensormaterials sowie der Verteilung der Magnetfeld-
beträge im Sensor mit Hilfe numerischer Methoden berechnet werden. Obwohl eine
allgemeine Beschreibung möglich ist, sollen an dieser Stelle nur solche Geometrien
betrachtet werden, bei denen das zur Ausrichtung der magnetischen Momente erfor-
derliche Magnetfeld durch einen in der Detektionsspule eingeprägten Dauerstrom I0

erzeugt wird. In diesem Fall existiert ein einfacher Zusammenhang zwischen den auf-
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tretenden Magnetfeldbeträgen B(r) und den einheitenlosen Geometriefaktoren G(r),
die ein Maß für die Stärke der Kopplung zwischen den magnetischen Momenten und
der Detektionsspule darstellen.

Nach Gleichung 2.2 erfordert die Berechnung der Signalgröße die Kenntnis von
der Gesamtwärmekapazität Ctot des Detektors sowie von der Temperaturabhängig-
keit ∂M/∂T der Magnetisierung. Diese Größen sind im Allgemeinen nicht über das
gesamte Sensorvolumen konstant, da das vom Dauerstrom erzeugte Magnetfeld in-
homogen ist. Aus diesem Grund unterteilt man den Sensor in infinitesimal klei-
ne Volumenelemente und bestimmt die Gesamtänderung des magnetischen Flusses
δΦ in der Detektionsspule durch Summation der Flussänderungen d(δΦ) in diesen
Volumenelementen. Formal bietet sich für die Änderung des magnetischen Flusses
d(δΦ) eines Volumenelements d3r am Ort r der Ansatz

d(δΦ) = µ0
G(r/ξ)

ξ
δM(r)d3r (2.4)

an, wobei µ0 = 4π · 10−7 Vs/Am die magnetische Permeabilität des Vakuums, G(r/ξ)

den Geometriefaktor und δM(r)d3r die Änderung des magnetischen Moments im
Volumenelement d3r am Ort r bezeichnen. Die Größe ξ stellt eine für die jeweili-
ge Geometrie charakteristische Längenskala dar. Für eine Geometrie mit mäander-
förmigen Detektionsspulen kann für diese beispielsweise der Mitte-zu-Mitte-Abstand
p zweier benachbarter Leiterbahnen und bei einer streifenleiterartigen Geometrie die
Streifenbreite w gewählt werden. Bezeichnet man mit I0 den in der Detektionsspule
fließenden Dauerstrom, so können die Geometriefaktoren G(r/ξ) nach [Bur04] aus
der Verteilung der Magnetfeldbeträge B(r) im Sensor berechnet werden:

B(r) = µ0G(r/ξ)
I0

ξ
. (2.5)

Da sowohl die Magnetisierung als auch die Wärmekapazität des Sensors magnet-
feldabhängige Größen sind, bietet es sich an, die Integration der Gleichung 2.4 nicht
über das Sensorvolumen V , sondern über die Verteilung P (B) der Magnetfeldbeträge
B im Sensor durchzuführen. Die Verteilung P (B) ist hierbei derart definiert, dass
P (B)dB die Häufigkeit angibt, mit der im Sensor ein Magnetfeld vom Betrag B im
Intervall [B,B + dB] vorzufinden ist. Mit der Definition

〈X〉 =

∫
P (B)XdB (2.6)

und durch Verknüpfung der Gleichungen 2.2, 2.4 und 2.5 kann die Signalgröße wie
folgt dargestellt werden:

δΦ

δE
=

V

Cabs + V 〈csens〉

〈
µ0
G

ξ

∂M

∂T

〉
. (2.7)

Hierbei bezeichnet Cabs die Wärmekapazität des Absorbers und csens(B, T ) die spe-
zifische Wärme des Sensors.
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2.5.1 Flusskopplung

Die Flusskopplung δΦS/δΦ stellt ein Maß für die im SQUID gemessene Flussänderung
δΦS dar, die sich bei einer Änderung δΦ des magnetischen Flusses in der Detektions-
spule ergibt. Die Flusskopplung hängt von der Detektorgeometrie sowie der Kopp-
lung zwischen dem Sensor und dem SQUID ab, welche zum Beispiel direkt oder, wie
in Abbildung 2.4(b), über einen supraleitenden Flusstransformator erfolgen kann.
Bei einem transformatorgekoppelten Aufbau mit mäanderförmigen Detektionsspulen
wird die Flusskopplung durch die im Flusstransformator auftretenden Induktivitäten
bestimmt. Hierzu zählen die Induktivitäten LM der mäanderförmigen Detektions-
spulen, die Induktivität Li der Einkoppelspule des SQUIDs, die Gegeninduktivität
Mis zwischen der Einkoppelspule und der Eigeninduktivität des SQUIDs sowie pa-
rasitäre Induktivitäten Lw zwischen der Einkoppelspule und den mäanderförmigen
Detektionsspulen. Ausgehend von der Erhaltung des magnetischen Flusses in ge-
schlossenen supraleitenden Schleifen und den Kirchhoffschen Gesetzen findet man
für diese spezielle Detektorgeometrie den folgenden Ausdruck für die Flusskopplung:

δΦS

δΦ
=

Mis

LM + 2(Lw + Li)
. (2.8)

Für andere Detektorgeometrien und Kopplungsschemen zwischen dem Sensor und
dem SQUID können auf analoge Art und Weise ähnliche Ausdrücke gefunden werden.

2.6 Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters

2.6.1 Optimales Filtern und Energieauflösung

Die erreichbare Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters ist eng mit dem
Verfahren verknüpft, mit dessen Hilfe einem verrauschten Detektorsignal s(t) eine
Amplitude E0 zugeordnet wird. Das in der vorliegenden Arbeit verwendete Verfah-
ren beruht auf der Idee des optimalen Filterns und setzt voraus, dass das Detektor-
signal als Summe s(t) = E0p(t) + n(t) der ungestörten Antwort E0p(t) des Detek-
tors mit Punktantwortfunktion p(t) und einem additiven stationären Rauschen n(t)

zusammengesetzt werden kann. Unterteilt man den Frequenzraum in äquidistante
Intervalle der Breite ∆f , so ist in diesem Fall die i-te Fourierkomponente s̃i des Si-
gnals im Frequenzintervall [i∆f, (i+ 1)∆f ] durch s̃i = E0p̃i + ñi gegeben. Da jede
der Fourierkomponenten s̃i proportional zur Amplitude E0 ist und das Rauschen
n(t) im Frequenzraum unkorreliert ist, kann in jedem dieser Frequenzintervalle ei-
ne unabhängige Abschätzung Ei der Signalamplitude gewonnen werden. Durch eine
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Abb. 2.5: Thermodynamisches Modell eines
metallischen magnetischen Kalorimeters, in
dem der Detektor als kanonisches Ensemble
mit zwei diskreten Subsystemen beschrieben
wird. Die Bedeutung der auftretenden Bezei-
chungen erschließt sich im Text.

gewichtete Mittelung der Form

E =
∑
i

wiEi mit wi =
1∑

k SNR
2
k

SNR2
i (2.9)

kann nach [McC05b] eine präzise Abschätzung der Amplitude E0 des Detektorsignals
gewonnen werden. Hierbei bezeichnet SNR2

i = SNR2(fi)∆f die i-te Fourierkompo-
nente des Signal-zu-Rauschen-Verhältnisses SNR(f), das sich aus der Fouriertrans-
formierten p̃(f) der Punktantwortfunktion des Detektors sowie der spektralen Leis-
tungsdichte Sn(f) des Rauschens n(t) des Detektors gemäß

SNR2(f) =
|p̃(f)|2

Sn(f)
(2.10)

berechnen lässt. Die Breite ∆EFWHM der Verteilung auf halber Höhe der mit Glei-
chung 2.9 ermittelten Amplitude entspricht der Energieauflösung des Detektors und
ist durch

∆EFWHM = 2
√

2 ln(2)

 ∞∫
0

SNR2(f)df

−1/2

(2.11)

gegeben [McC05b].

2.6.2 Modell eines magnetischen Kalorimeters als kanonisches Ensemble
mit diskreten Subsystemen

Abbildung 2.5 zeigt ein kanonisches Ensemble mit zwei diskreten Subsystemen, wel-
ches als Modell für ein metallisches magnetisches Kalorimeter verwendet werden
kann. Die beiden Subsysteme repräsentieren einerseits das System der Leitungs-
elektronen von Absorber und Sensor mit Wärmekapazität Ce und andererseits das
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System der magnetischen Momente mit Wärmekapazität CZ. Beide Systeme sind
über eine thermische Kopplung Gze miteinander verbunden. Ferner ist das System
der Leitungselektronen über eine thermische Kopplung Geb mit dem Wärmebad ver-
bunden. Parallel zu den Kopplungen sind thermische Rauschquellen Pze(t) und Peb(t)

eingezeichnet, die die Fluktuationen des Wärmeflusses durch die thermischen Kopp-
lungen beschreiben und deren Leistungsspektren in Analogie zum Stromrauschen
eines Widerstands durch SPeb

= 4kBT
2Geb bzw. SPze = 4kBT

2Gze gegeben sind.

Die zeitliche Entwicklung der Temperaturen beider Subsysteme kann nach [Fle05]
durch ein System gekoppelter Differentialgleichungen beschrieben werden. Unter Ver-
nachlässigung der thermischen Rauschquellen und der Annahme, dass ein Energie-
eintrag in den Detektor im System der Leitungselektronen instantan thermalisiert,
kann die Punktantwortfunktion p(t) des Detektors für einen Wärmeeintrag der Form
Q̇(t) = Eδ(t) mit der Dirac-Funktion δ(t), die hier die Einheit s−1 besitzt, berechnet
werden. Bezeichnet man mit β = CZ/(Ce + CZ) den relativen Anteil der Wärme-
kapazität der magnetischen Momente an der Gesamtwärmekapazität des Detektors,
so ist die Punktantwortfunktion durch

p(t) ' β
(
−e−t/τ0 + e−t/τ1

)
(2.12)

gegeben. Hierbei bezeichnen τ0 und τ1 charakteristische Zeitkonstanten des Systems,
die von den Wärmekapazitäten Ce und CZ sowie den thermischen Kopplungen Geb

und Gze abhängen und den Anstieg bzw. den Abfall der inneren Energie des Sys-
tems der magnetischen Momente beschreiben. Während die Abfallszeit τ1 in guter
Näherung durch die Gesamtwärmekapazität Ctot = Ce + CZ und die thermische
Kopplung Geb des Detektors an das Wärmebad gemäß τ1 = Ctot/Geb gegeben ist,
hängt die Anstiegszeit τ0 von der materialabhängigen Zeitkonstante τK ab, mit der
die magnetischen Momente auf einen Energieeintrag in das System der Leitungs-
elektronen reagieren. Die Temperaturabhängigkeit dieser Zeitkonstanten ergibt sich
aus der Korringa-Relation τKT = κ, wobei κ die Korringa-Konstante bezeichnet.
Berücksichtigt man desweiteren, dass ein Anstieg der Temperatur des Systems der
magnetischen Momente gleichzeitig zu einem Abkühlen des Systems der Leitungs-
elektronen führt, so ist die Anstiegszeit τ0 durch die Beziehung τ0 = (1− β) τK

gegeben. Mit den charakteristischen Frequenzen f0/1 = 1/(2πτ0/1) ergibt sich für den
Betrag der auf positive Frequenzen beschränkten Fouriertransformierten |p̃(f)| der
Punktantwortfunktion der Ausdruck

|p̃(f)| ' 2βτ1√
1 + (f/f0)2

√
1 + (f/f1)2

. (2.13)

Berücksichtigt man, dass die Rauschquellen Pze(t) bzw. Peb(t) statistisch unabhängig
voneinander sind, so kann das Leistungsspektrum SEZ

der Fluktuationen des Energie-
inhalts des Systems der magnetischen Momente berechnet werden. Für die in dieser
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Arbeit relevanten Situationen, d.h. für Ce ' CZ sowie τ0 � τ1, erhält man hierbei
die Beziehung

SEZ
= kBCZT

2

(
(1− β)

4τ0

1 + (f/f0)2
+ β

4τ1

1 + (f/f1)2

)
. (2.14)

Das Spektrum der Energiefluktuationen
√
SEZ

setzt sich demnach aus zwei stufen-
förmigen Anteilen mit unterschiedlichen Plateauwerten und Abschneidefrequenzen
zusammen. Während die niederfrequente Stufe, deren Plateauwert

√
4kBCZT 2τ1β

beträgt, die Energiefluktuationen zwischen dem Wärmebad und dem System der ma-
gnetischen Momente beschreibt, resultiert die höherfrequente Stufe aus den Energie-
fluktuationen zwischen dem System der magnetischen Momente und dem System der
Leitungselektronen und besitzt einen Plateauwert von

√
4kBCZT 2τ0(1− β).

Da das Spektrum der Punktantwortfunktion im Vergleich zum Spektrum der
thermodynamischen Energiefluktuationen ein qualitativ unterschiedliches Frequenz-
verhalten zeigt, ist das Signal-zu-Rauschen-Verhältnis SNR(f) nur bis zu einer Fre-
quenz feff konstant und fällt oberhalb dieser Frequenz proportional zu f−1 ab. Es
lässt sich durch die Funktion

SNR2(f) =
SNR2

0

1 + (f/feff)2
(2.15)

beschreiben, wobei der niederfrequente Plateauwert SNR2
0 und die Frequenz feff durch

SNR2
0 '

βτ1

kBCZT 2
und feff '

√
f0f1

√
β

1− β
(2.16)

gegeben sind [Fle03]. Aufgrund des Abfalls des Signal-zu-Rauschen-Verhältnisses
oberhalb der Frequenz feff ist die nutzbare Bandbreite des Detektors effektiv auf
Frequenzen f < feff beschränkt. Mit den Gleichungen 2.15 und 2.11 ergibt sich für
die Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters bei Verwendung eines opti-
malen Filters im hier diskutierten Modell der Ausdruck

∆EFWHM = 2,35
√

4kBCeT 2

(
1

β(1− β)

τ0

τ1

)1/4

, (2.17)

anhand dessen sich einige wichtige Aussagen hinsichtlich der erreichbaren Energie-
auflösung eines magnetischen Kalorimeters ableiten lassen:

• Aufgrund der endlichen Signalanstiegszeit τ0 des Detektors ist die Energieauf-
lösung eines magnetischen Kalorimeters auf einen endlichen Wert beschränkt
und damit fundamental limitiert.
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• Die Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters wird für β = 1/2 mi-
nimal. In diesem Fall ist die Wärmekapazität der Leitungselektronen Ce, die
in etwa der Wärmekapazität des Absorbers entspricht, gleich der Wärmekapa-
zität der magnetischen Momente CZ, welche die Wärmekapazität des Sensors
dominiert.

• Bei Vernachlässigung weiterer Rauschbeiträge wird die Energieauflösung eines
magnetischen Kalorimeters umso besser, je kleiner die Signalanstiegszeit τ0

und je größer die Abklingzeit τ1 des Detektorsignals ist. Allerdings wird die
Anstiegszeit τ0 durch die materialspezifische Spin-Elektron-Relaxationszeit τK

und die Abklingzeit τ1 durch die im Experiment minimal geforderte Zählrate
beschränkt.

• Da die Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters proportional zur
Temperatur T sowie der Wurzel

√
Ce aus der Wärmekapazität des Absorbers

ansteigt, kann durch den Betrieb des Detektors bei tiefen Temperaturen sowie
die Verwendung eines Absorbers mit geringer Wärmekapazität Ce eine Mini-
mierung der Energieauflösung ∆EFWHM des Detektors erreicht werden.

2.6.3 Magnetisches Johnson-Rauschen

Analog zur Brownschen Molekularbewegung führen Elektronen in einem leitenden
Material aufgrund ihrer thermischen Energie ungerichtete und voneinander unab-
hängige Bewegungen aus. In der unmittelbaren Umgebung der Elektronen sind mit
diesen Bewegungen zeitlich fluktuierende Magnetfelder verbunden, die über die De-
tektionsspule im SQUID als magnetisches Flussrauschen wahrgenommen werden. Die
Berechnung dieses Rauschbeitrags kann auf verschiedene Arten erfolgen. So kann als
Ausgangspunkt die statistische Bewegung der Elektronen gewählt und mit Hilfe der
Maxwell-Gleichungen die Flussänderung in der Detektionsspule berechnet werden
[Var84, Gil98]. Alternativ kann das Reziprozitätstheorem in Verbindung mit dem
Fluktuations-Dissipations-Theorem verwendet werden [Har68]. Unter der Annahme
eines Wechselstroms mit der Frequenz ω in der Detektionsspule berechnet man hier-
bei die Wirbelstromverluste in leitfähigen Materialien in der Umgebung der Spule
und ordnet so der Detektionsspule einen frequenzabhängigen Widerstand R(ω) zu.
Aus diesem kann dann mit Hilfe des Fluktuations-Dissipations-Theorems das ma-
gnetische Flussrauschen berechnet werden:

SΦ(ω) =
1

ω2
SU(ω) = 4kBT

R(ω)

ω2
. (2.18)

Aus Gleichung 2.18 ist ersichtlich, dass das magnetische Johnson-Rauschen propor-
tional zur thermischen Energie kBT und der elektrischen Leitfähigkeit σ der umge-
benden Materialien zunimmt. Durch eine geeignete Wahl von Materialien kann daher
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stets gewährleistet werden, dass der Beitrag des magnetischen Johnson-Rauschens
zum Gesamtrauschen gering ist, so dass das magnetische Johnson-Rauschen kei-
ne fundamentale Limitierung der Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters
darstellt.

2.6.4 Rauschen des SQUID-Magnetometers

Als Maß für das scheinbare magnetische Flussrauschen eines SQUIDs kann entweder
die spektrale Dichte SSQ

Φ des magnetischen Flussrauschens oder die Energiesensiti-
vität ε bzw. die gekoppelte Energiesensitivität εc verwendet werden. Diese Größen
sind über die Beziehungen

ε =
SSQ

Φ

2LS

und εc =
LiSI

2
=

ε

k2
(2.19)

miteinander verknüpft, wobei LS die Eigeninduktivität des SQUIDs, SI das schein-
bare Stromrauschen in der Einkoppelspule und k den Kopplungsfaktor zwischen Ein-
koppelspule und der Eigeninduktivität des SQUIDs bezeichnen. Typischerweise setzt
sich die Energiesensitivität eines SQUIDs aus der Summe eines weißen Beitrags mit
ε(f) = const. und eines frequenzabhängigen Anteils mit ε ∝ 1/f η zusammen, wobei
der Exponent η Werte zwischen 0,5 und 1 annehmen kann [Dru11].

2.6.5 Niederfrequentes Zusatzrauschen

In der Vergangenheit wurde bei magnetischen Kalorimetern mit Sensoren aus Au:Er
ein weiterer, niederfrequenter Rauschbeitrag beobachtet, dessen physikalische Ur-
sache bislang noch nicht vollständig verstanden ist. Experimentell konnte gezeigt
werden, dass dieser Rauschbeitrag im Temperaturbereich zwischen 30 mK und 4,2 K

temperaturunabhängig und proportional zur AnzahlNEr der Erbium-Ionen im Sensor
ist. Ferner kann dieser Beitrag durch die Annahme eines fluktuierenden magnetischen
Moments mit einer spektralen Leistungsdichte von Sm ' 0,1µ2

B/f
η pro Erbium-Ion

beschrieben werden. Hierbei bezeichnet µB das Bohrsche Magneton, f die Frequenz
und für den Exponenten η wurden abhängig von der Detektorgeometrie und dem
verwendeten Herstellungsprozess Werte zwischen 0,8 und 1 gefunden.

In [Dan05] wurden als mögliche Ursachen für dieses niederfrequente Zusatzrau-
schen Spin-Spin-Korrelationen, wie sie in Spin-Gläsern unterhalb der Übergangs-
temperatur auftreten, diskutiert. Allerdings liegt der Temperaturbereich, in dem
der niederfrequente Rauschbeitrag bisher beobachtet wurde, um bis zu vier Größen-
ordnungen höher als die Temperatur des Spin-Glas-Übergangs von Au:Er mit den
typischerweise verwendeten Erbium-Konzentrationen. Zudem zeigen Effekte, die auf
Spin-Spin-Korrelationen beruhen, eine starke Temperaturabhängigkeit und nehmen
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zu höheren Temperaturen rapide ab [Rei86, Sve89]. Dagegen wurde in [Bur08] un-
tersucht, ob der niederfrequente Zusatzbeitrag zum Rauschen von Wechselwirkun-
gen zwischen den Erbium-Ionen und den elektrischen Kernquadrupolmomenten von
Gold verursacht wird. Hierzu wurde das niederfrequente Rauschen eines Detektors
mit Gold-Erbium-Sensor mit dem niederfrequenten Rauschen eines Detektors mit
Silber-Erbium-Sensor verglichen. Obwohl Silber im Gegensatz zu Gold keine elektri-
schen Kernquadrupolmomente besitzt, zeigt der auf ein Erbium-Ion bezogene nie-
derfrequente Rauschbeitrag in beiden Detektoren einen identischen Wert. Die Kern-
eigenschaften des Wirtsmaterials können daher als Ursache für das zusätzlich beob-
achtete Rauschen ausgeschlossen werden.

2.6.6 Flussrauschen im SQUID und Energieauflösung

Bei der Diskussion der Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters in Ab-
schnitt 2.6.2 wurden bislang nur die thermodynamischen Energiefluktuationen SEZ

zwischen den Subsystemen des Detektors berücksichtigt. Wie in den vorherigen Ab-
schnitten erläutert worden ist, existieren allerdings weitere Rauschbeiträge, die Ein-
fluss auf die Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters haben. Hierzu zäh-
len das Rauschen SSQ

Φ des verwendeten SQUIDs, das magnetische Johnson-Rauschen
SJ

Φ normalleitender Detektorkomponenten sowie das niederfrequente Zusatzrauschen
SEr

Φ , das bei Detektoren mit Au:Er-Sensoren experimentell beobachtet worden ist. Da
diese Beiträge statistisch unabhängig voneinander sind, kann das Gesamtrauschen
Sges

Φ im SQUID durch inkohärente Addition aller Beiträge berechnet werden:

Sges
Φ (f) =

(
δΦS

δΦ

)2
[

1

β2

(
δΦ

δE

)2

SEZ
(f) + SJ

Φ(f) + SEr
Φ (f)

]
+ SSQ

Φ (f) . (2.20)

Hieraus kann dann das scheinbare Rauschen Sges
EZ

des Energieinhalts des Systems der
magnetischen Momente und damit zusammen mit den Gleichungen 2.13 und 2.10
das Signal-zu-Rauschen-Verhältnis SNR(f) berechnet werden.

Abbildung 2.6 zeigt die spektrale Dichte
√
Sges
EZ

sowie den Betrag der Fourier-
transformierten |p̃(f)| der Punktantwortfunktion eines optimierten, transformator-
gekoppelten magnetischen Kalorimeters mit einer mäanderförmigen Detektionsspule
und einem planaren Au:Er-Sensor. Der Mitte-zu-Mitte-Abstand p bzw. die Streifen-
breite w der Detektionsspule betragen p = 6µm bzw. w = 3µm. Für die Wärmekapa-
zität des Absorbers wurde ein Wert von Cabs = 0,15 pJ/K bei einer Temperatur von
T = 30 mK angenommen. Zur Auslesung des Detektors wurde ein SQUID mit einer
Einkoppelinduktivität von Li = 1,8 nH, einer Gegeninduktivität von Mis = 383 pH,

einem weißen Rauschanteil von
√
SSQ

Φ = 0,3µΦ0/
√

Hz und einem zu 1/f proportio-
nalen Rauschbeitrag mit einer Eckfrequenz von fc = 277 Hz vorausgesetzt. Ferner
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Abb. 2.6: (a) Spektrale Leistungsdich-
te
√
SEZ

der scheinbaren Energiefluk-
tuationen sowie (b) Betrag der Fourier-
transformierten der Punktantwortfunk-
tion eines optimierten, transformator-
gekoppelten magnetischen Kalorimeters
mit mäanderförmiger Detektionsspule.
Die Detektorparameter sind im Text be-
schrieben. Die gestrichelten Linien stel-
len die verschiedenen Rauschbeiträge
zum Gesamtrauschen des Detektors dar.

wurde angenommen, dass die Summe der parasitären Induktivitäten Lw im Fluss-
transformator einen Wert von 500 pH besitzt und dass die thermischen Kopplungen
zwischen Absorber, Sensor und Wärmebad derart gewählt sind, dass sich charak-
teristische Zeitkonstanten von τ0 = 1µs und τ1 = 1 ms ergeben. In Abbildung 2.6
ist deutlich zu erkennen, dass das Spektrum

√
Sges
EZ

für hohe Frequenzen durch das
SQUID-Rauschen dominiert wird und einen konstanten Wert annimmt, der durch
den Wert des weißen Rauschanteils des SQUIDs bestimmt wird. Zu sehr niedrigen
Frequenzen hin, f < 10 Hz, zeigt sich ein Anstieg des Spektrums, der durch das nie-
derfrequente Rauschen der Erbium-Ionen sowie dem frequenzabhängigen Anteil des
Rauschens des SQUIDs verursacht wird. Wie Abbildung 2.7 zeigt, führt dies dazu,
dass das Signal-zu-Rauschen-Verhältnis SNR von dem durch Gleichung 2.15 beschrie-
benen Verhalten abweicht. Bei niedrigen Frequenzen steigt das Signal-zu-Rauschen-
Verhältnis zunächst mit steigender Frequenz an, durchläuft ein Plateau, dessen Wert
im Gegensatz zu dem durch Gleichung 2.16 gegebenen Wert geringfügig erniedrigt
ist, und fällt bei hohen Frequenzen zunächst proportional zu 1/f und für f > f0 pro-
portional zu 1/f 2 ab. Insgesamt wird hierdurch die effektiv nutzbare Bandbreite des
Detektors reduziert und der durch die thermodynamischen Energiefluktuationen li-
mitierte Wert der Energieauflösung von ∆EFWHM = 0,32 eV auf ∆EFWHM = 0,76 eV

erhöht. Folglich hat das zusätzliche 1/f -Rauschen des Au:Er-Sensors wie auch das
magnetische Flussrauschen des zur Auslesung des Detektors verwendeten SQUIDs
bei metallischen magnetischen Kalorimetern einen signifikanten Einfluss auf die er-
reichbare Energieauflösung.
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Abb. 2.7: Signal-zu-Rauschen-Verhältnis des
im Text exemplarisch diskutierten Detektors,
bei dem einerseits nur die thermodynamischen
Energiefluktuationen und andererseits alle bei
einem magnetischen Kalorimeter auftretenden
Rauschbeiträge berücksichtigt wurden.

2.7 Optimierung magnetischer Kalorimeter

Abhängig von der Anwendung, für die ein magnetisches Kalorimeter entwickelt wer-
den soll, werden unterschiedliche Anforderungen an den Detektor gestellt. Hierzu
zählen die charakteristischen Zeitkonstanten τ0 und τ1, die die Zeitauflösung und
die maximale Zählrate des Detektors festlegen, die sensitive Fläche des Detektors so-
wie die Quanteneffizienz des Absorbers für Teilchen bzw. Photonen einer bestimmten
Energie. Durch die Wahl der Arbeitstemperatur TBad und des Absorbermaterials wird
dann zusammen mit der Detektionsfläche und der Quanteneffizienz die Wärmekapa-
zität Cabs des Absorbers festgelegt. Setzt man das Sensormaterial und die generelle
Detektorgeometrie als gegeben voraus, so hängt die Energieauflösung ∆EFWHM des
Detektors von einer Reihe von Parametern ab, die innerhalb gewisser Grenzen frei ge-
wählt werden können. Durch geschickte Wahl dieser Parameter ist es daher möglich,
die Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters zu minimieren.

In früheren Arbeiten wurden für die in Abschnitt 2.4 diskutierten Detektor-
geometrien analytische Ausdrücke der optimalen Werte der freien Detektorparameter
angegeben [Fle05, Fle09]. Hierbei wurde jedoch der Einfluss des 1/f -Rauschanteils
des SQUIDs sowie des mit den Erbium-Ionen verknüpften, niederfrequenten Rausch-
beitrags auf die erreichbare Energieauflösung nur qualitativ diskutiert. Da Glei-
chung 2.11 allerdings mit numerischen Methoden ausgewertet werden kann, ist es
möglich, die Energieauflösung des Detektors unter Berücksichtigung aller Rausch-
beiträge und experimenteller Randbedingungen zu minimieren. Für den im voran-
gegangen Abschnitt diskutierten Detektor erhält man auf diese Weise die in Tabel-
le 2.1 zusammengefassten optimalen Detektorparameter.

Durch derartige Optimierungsrechnungen können jedoch nicht nur die optimalen
Detektorparameter für ein gegebenes SQUID bestimmt, sondern auch der Einfluss
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T Cabs ε fc hsens Asens x I0 ∆EFWHM

[mK] [pJ/K] [h] [Hz] [µm] [µm2] [ppm] [mA] [eV]

30 0,15 3 277 0,732 (101,2)2 221 32,1 0,76

Tab. 2.1: Optimale Parameter für den in Abschnitt 2.6.6 diskutierten Detektor. Hier-
bei bezeichnen hsens bzw. Asens die Höhe bzw. die Fläche des Sensors, x die Erbium-
Konzentration des Sensormaterials und I0 den magnetfelderzeugenden Dauerstrom in
der Detektionsspule.

der gekoppelten Energiesensitivität εc eines SQUIDs auf die erreichbare Energie-
auflösung eines magnetischen Kalorimeters bestimmt werden. Abbildung 2.8(a) zeigt
die erreichbare Energieauflösung eines optimierten, transformatorgekoppelten ma-
gnetischen Kalorimeters mit einer mäanderförmigen Detektionsspule (p = 6µm,
w = 3µm) und einem planaren Au:Er-Sensor als Funktion der gekoppelten Energie-
sensitivität εc des zur Auslesung des Detektors verwendeten SQUIDs. Hierbei wurde
angenommen, dass die Wärmekapazität des Absorbers bei einer Arbeitstemperatur
von T = 30 mK einen Wert von Cabs = 0,15 pJ/K besitzt. Dies entspricht beispiels-
weise einem Bismutabsorber mit einer Grundfläche von 250µm× 250µm und einer
Quanteneffizienz von 99% für niederenergetische Photonen mit Energien bis 10 keV

[Vai04]. Die thermischen Kopplungen zwischen Absorber, Sensor und Wärmebad
wurden erneut so gewählt, dass sich charakteristische Zeitkonstanten von τ0 = 1µs

und τ1 = 1 ms ergeben. Für die parasitären Induktivitäten im Flusstransformator
wurde ein Wert von Lw = 500 pH angenommen. Die Induktivität Li der Einkoppel-
spule des SQUIDs wurde bei den durchgeführten Rechnungen als freier Parameter
betrachtet. Auf diese Weise konnte gewährleistet werden, dass die Flusskopplung
δΦS/δΦ stets einen maximalen Wert annimmt. Für ein ideales rauschfreies SQUID
mit εc → 0 ist die minimal erreichbare Energieauflösung eines solchen Detektors
durch ∆EFWHM = 0,54 eV gegeben, wobei die freien Detektorparameter die in Ta-
belle 2.2 zusammengefassten optimalen Werte annehmen.

T Cabs hsens Asens x I0 Li ∆EFWHM

[mK] [pJ/K] [µm] [µm2] [ppm] [mA] [pH] [eV]

30 0,15 1,677 (63,2)2 152 48,9 685 0,54

Tab. 2.2: Optimale Parameter für den im Text diskutierten Detektor unter Annahme
eines idealen rauschfreien SQUIDs mit εc → 0. Hierbei bezeichnen hsens bzw. Asens die
Höhe bzw. die Fläche des Sensors, x die Erbium-Konzentration des Sensormaterials und
I0 den magnetfelderzeugenden Dauerstrom in der Detektionsspule.
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Abb. 2.8: Minimal erreichbare Energieauf-
lösung eines optimierten magnetischen Ka-
lorimeters mit (a) transformatorgekoppelter
und (b) im SQUID integrierter mäanderför-
miger Detektionsspule unter den im Text an-
gegebenen Randbedingungen in Abhängigkeit
von der Energiesensitivität ε und der 1/f -
Eckfrequenz fc des Flussrauschens des zur
Auslesung verwendeten SQUIDs. Zur Erinne-
rung sind in der Abbildung die beiden Detek-
torgeometrien schematisch dargestellt.

Zweistufige dc-SQUIDs zeigen heutzutage gekoppelte Energiesensitivitäten von
εc < 4 h mit 1/f -Eckfrequenzen von fc < 300 Hz, sofern diese bei Temperaturen un-
ter 100 mK betrieben werden [Dru07, Dru11]. Nach Abbildung 2.8(a) kann mit einem
solchen zweistufigen dc-SQUID eine Energieauflösung von ∆EFWHM < 0,8 eV erreicht
werden. Mit zunehmender Energiesensitivität εc des SQUIDs steigt die erreichbare
Energieauflösung ∆EFWHM des Detektors allerdings an, da das Flussrauschen SSQ

Φ

des SQUIDs das Gesamtrauschen Sges
Φ des Detektors immer stärker dominiert. Die

Optimierungsrechnungen zeigen desweiteren, dass die optimalen Werte der Erbium-
Konzentration x sowie der Fläche Asens und der Höhe hsens des Sensors mit steigender
Energiesensitivität εc des SQUIDs ebenfalls anwachsen, da dies zu einer Zunahme des
Detektorsignals und damit zu einer Erhöhung des Signal-zu-Rauschen-Verhältnisses
führt. Auf diese Weise kann zwar einerseits der Einfluss des SQUID-Rauschens teil-
weise kompensiert werden, andererseits nimmt mit der Erhöhung des Volumens bzw.
der Erbium-Konzentration des Sensors der Beitrag des niederfrequenten Rauschan-
teils der Erbium-Ionen zu. Da der Einfluss dieses niederfrequenten Rauschbeitrags
dann jedoch schneller als die Signalgröße anwächst, nimmt insgesamt das Signal-zu-
Rauschen-Verhältnis mit steigender Energiesensitivität εc ab, so dass in der Summe
die Energieauflösung ∆EFWHM des Detektors ansteigt.

Etwas moderatere Anforderungen hinsichtlich der gekoppelten Energiesensitivität
εc des SQUIDs ergeben sich, sofern auf die räumliche Trennung zwischen SQUID
und Detektor verzichtet werden kann. Unter der Annahme einer optimalen Kopplung
zwischen der Detektionsspule mit Induktivität L und der Einkoppelspule des SQUIDs
ergibt sich für die Flusskopplung einer transformatorgekoppelten Geometrie, wie sie
beispielsweise in Abbildung 2.8(a) dargestellt ist, der Ausdruck

δΦS

δΦ
≤ k

2

√
LS

L
, (2.21)
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wobei LS die Eigeninduktivität des SQUIDs und k den Kopplungsfaktor zwischen der
Einkoppelspule und der Eigeninduktivität des SQUIDs bezeichnen. Folglich ist die
Energiesensitivität bezogen auf die Detektionsspule des in Abbildung 2.8(a) gezeigten
Aufbaus mit supraleitendem Flusstransformator um den Faktor 4/k2 gegenüber der
Energiesensitivität ε des SQUIDs degradiert.

Abbildung 2.8(b) zeigt die erreichbare Energieauflösung eines Detektors ohne
Transformatorkopplung als Funktion der Energiesensitivität ε für verschiedene Wer-
te der 1/f -Eckfrequenz fc des Flussrauschens des SQUIDs. Es wurde dabei ange-
nommen, dass das SQUID eine mäanderförmige Induktivität LS mit einem Wert
von LS = 100 pH besitzt, auf der ein planarer Sensor aus Au:Er platziert wird.
Wie man erkennen kann, ergeben sich bei Verzicht auf die Transformatorkopplung
selbst für Energiesensitivitäten im Bereich von ε ≈ 100 h Energieauflösungen von
∆EFWHM < 0,8 eV. Da jedoch der Sensor bei einem solchen Szenario thermisch durch
das SQUID beeinflusst wird und auch die Eigenschaften des SQUIDs aufgrund der
kapazitiven Kopplung zwischen der SQUID-Schleife und dem Sensor nachteilig und
schwer vorhersehbar beeinflusst werden kann, wurde im Rahmen dieser Arbeit zu-
nächst ein Mikrowellen-SQUID-Multiplexer für transformatorgekoppelte Detektoren
entwickelt.

2.8 Stand der Entwicklung

Zum Abschluss dieses Kapitels soll das Ergebnis einer Charakterisierungsmessung
eines Detektors für Röntgenphotonen mit Energien bis 10 keV hinsichtlich der mo-
mentan mit magnetischen Kalorimetern erreichbaren Energieauflösung diskutiert
werden. Bei dem Detektor handelt sich um den in [Heu11] diskutierten Ein-Pixel-
Detektor, der auf der in Abbildung 2.4(c) dargestellten Detektorgeometrie basiert
und der einen Goldabsorber mit einer Wärmekapazität von Cabs = 0,15 pJ/K bei ei-
ner Temperatur von 30 mK besitzt. Zur Auslesung des Detektors wurde ein kommer-
ziell erhältliches, zweistufiges SQUID-Magnetometer der Physikalisch Technischen
Bundesanstalt in Berlin verwendet, wobei für derartige SQUID-Magnetometer mit
einer direkt gekoppelten Auslesungselektronik typischerweise ein weißes Flussrau-
schen von 0,5µΦ0/

√
Hz und ein 1/f-artiger Rauschanteil von 5µΦ0/

√
Hz bei einer

Frequenz von 1 Hz gemessen werden [Dru07, Dru11]. Auf Grundlage der mit diesen
Werten durchgeführten Optimierungsrechnungen ist für den betrachteten Detektor
eine Energieauflösung von ∆EFWHM = 0,95 eV zu erwarten.

Abbildung 2.9 zeigt zwei Ausschnitte eines mit diesem Detektor bei einer Tempe-
ratur von T = 28 mK und einem in der Detektionsspule fließenden, magnetfelderzeu-
genden Dauerstrom von I = 30 mA gemessenen Spektrums einer 55Fe-Röntgenquelle.
Dargestellt ist zum einen die gemessene Linienform der Kα-Linie von 55Mn, in das
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(a)

1.8 eV

(b)
∆EFWHM = 2.0 eV

Abb. 2.9: (a) Verteilung der Energien der Ruhesignale sowie (b) Linienform der Kα-
Linie von 55Mn, die mit dem in [Heu11] diskutierten Ein-Pixel-Detektor bei einer Tem-
peratur von T = 28 mK und einem in der Detektionsspule fließenden, magnetfelderzeu-
genden Dauerstrom von I = 30 mA gemessen worden sind. Die durchgezogenen Kurven
entsprechen einer Faltung der natürlichen Linienform gemessen mit einem Kristallspek-
trometer [Höl97] mit einer Gauß-Verteilung der Breite ∆EFWHM = 2,0 eV.

55Fe durch einen Elektroneneinfangprozess mit einer Halbwertszeit von T1/2 = 2,7 a

zerfällt, sowie zum anderen die Verteilung der Ruhesignale des Detektors. Unter der
Annahme, dass sich das Rauschen der Ruhesignale nicht systematisch von dem ei-
ner Pulsantwort des Detektors überlagerten Rauschen unterscheidet, kann derselbe
Algorithmus, der zur Zuweisung einer Energie bei getriggerten Ereignissen verwendet
wird, auch auf ungetriggerte Rauschsignale angewendet werden. Aus der Verteilung
der resultierenden scheinbaren Signalhöhen der Rauschsignale kann dann die erreich-
bare Energieauflösung des Detektors für Photonen mit einer Energie von 0 keV abge-
lesen werden. Wie in Abbildung 2.9(a) zu erkennen ist, beträgt diese bei der durch-
geführten Messung ∆EFWHM = 1,8 eV und weicht damit etwa einen Faktor 2 von
der vorhergesagten Energieauflösung des Detektors ab. Als Gründe hierfür sind ein
erhöhtes Flussrauschen des verwendeten zweistufigen SQUIDs, eine gegenüber den
numerischen Rechnungen erhöhte Induktivität der Detektionsspulen, die zu einer
Reduzierung der Flusskopplung zwischen Detektor und SQUID führt, sowie eine um
etwa 25 % erhöhte Wärmekapazität des Detektors anzuführen. Aus dem Vergleich der
gemessen Linienform mit der natürlichen Linienform der Kα-Linie von 55Mn erhält
man für die Energieauflösung des Detektors bei einer Röntgenenergie von 5,9 keV

einen Wert von ∆EFWHM = 2,0 eV, der im Vergleich zu dem aus der Verteilung der
Ruhesignale extrahierten Wert um etwa 10 % erhöht ist. Trotz der vergleichsweise ge-
ringen Statistik ist anhand von Abbildung 2.9(b) jedoch zu erkennen, dass die beiden
aus der Feinstrukturaufspaltung der Kα-Linie resultierenden Linien zu kleinen Ener-
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gien hin systematisch verbreitert sind. Dies deutet auf eine Positionsabhängigkeit der
Signalhöhen bzw. einen Verlust von Energie in Form von athermischen Phononen in
einer frühen Phase der Thermalisierung des Detektors hin. Ein solcher Effekt wurde
in der Vergangenheit schon häufig beobachtet [Kem07, Bur08, Fle09] und kann bei
zukünftigen Messungen durch eine weitere Reduktion der Kontaktfläche zwischen
dem Absorber und dem Temperatursensor verringert werden.

Obwohl das Auflösungsvermögen dieses Detektors mit E/∆E > 3000 bereits jetzt
für viele Anwendungen ausreichend ist, wird momentan intensiv an der Behebung
der aufgeführten Probleme gearbeitet, um die vorhergesagten Energieauflösungen
von unter 1 eV auch experimentell verifizieren zu können. Während eine Verbesse-
rung des magnetischen Flussrauschens der verwendeten SQUIDs noch vergleichswei-
se einfach durch eine Optimierung der Betriebsparameter bzw. des experimentel-
len Aufbaus zu erreichen ist, müssen die Ursachen der erhöhten Induktivität sowie
der Wärmekapazität des Detektors zunächst noch eingehender untersucht werden.
Experimentell konnte bislang gezeigt werden, dass die Werte gemessener Indukti-
vitäten systematisch größer als die aus numerischen Simulationen gewonnen Werte
sind, wobei dies unabhängig von der verwendeten Simulationsmethode ist und selbst
für sehr realitätsnahe Simulationen und insbesondere bei kleinen Detektionsspulen
mit Induktivitäten unter 10 nH auftritt. Desweiteren haben Messungen gezeigt, dass
nahezu alle im institutseigenen Reinraum gesputterten Au- und Au:Er-Filme erhöh-
te Wärmekapazitäten zeigen, deren Werte mit der hier beobachteten zusätzlichen
Wärmekapazität verträglich sind. Da bisweilen jedoch noch nicht eindeutig geklärt
werden konnte, welche Freiheitsgrade die erhöhten Wärmekapazitäten verursachen,
konnten die Herstellungsprozesse bislang noch nicht auf eine Vermeidung bzw. Redu-
zierung der zusätzlichen Wärmekapazität angepasst werden. Aus diesem Grund wird
momentan intensiv daran gearbeitet, den Einfluss dieser zusätzlichen Wärmekapazi-
tät, etwa durch eine Verringerung der Schichtdicken der gesputterten Goldschichten,
sofern dies prozesstechnisch möglich ist, oder durch die Verwendung alternativer
Sensormaterialien, auf einen vernachlässigbaren Wert zu reduzieren. Ungeachtet der
technischen Herausforderungen, die es in diesem Zusammenhang noch zu bewältigen
gilt, ist es jedoch zu erwarten, dass die diskutierten Probleme in naher Zukunft über-
wunden werden und auf diese Weise die „magische“ Grenze der Energieauflösung von
1 eV bald mit einem metallischem magnetischem Kalorimeter unterschritten werden
kann.



3. Auslesung von Detektorarrays

Durch den konsequenten Einsatz von Methoden der Dünnschichttechnik und der
Photolithographie können magnetische Kalorimeter heutzutage in großer Zahl und
mit nahezu identischen Eigenschaften hergestellt werden. Hierdurch wurde eine not-
wendige Voraussetzung für den Bau großer Detektorarrays erfüllt, durch die die Zahl
der Detektoren in zukünftigen Experimenten signifikant erhöht werden kann, um so
die Statistik der Experimente zu erhöhen, die Detektionsfläche zu vergrößern oder
ortsaufgelöste und damit bildgebende Messungen zu ermöglichen. Allerdings muss in
diesem Zusammenhang zwangsläufig die Frage beantwortet werden, auf welche Weise
große Detektorarrays ausgelesen werden können. Obwohl eine individuelle Auslesung
der einzelnen Detektoren prinzipiell möglich ist, führt diese auch als Raummultiplex-
verfahren bekannte Methode zu Problemen, da sowohl die Zahl der zur Auslesung
notwendigen Leitungen als auch die dissipierte Leistung proportional zur Größe des
Detektorarrays anwächst. Jedoch können die Signale mehrerer Detektoren am Ort
des Detektorarrays, d.h. bei tiefen Temperaturen, mit Hilfe eines Multiplexers ge-
bündelt bzw. ineinander verschachtelt werden, so dass diese simultan über einen
gemeinsamen Kanal bzw. eine gemeinsame Leitung übertragen werden können.

3.1 Multiplexverfahren, Abtasttheorem und Kanalkapazität

Multiplexverfahren sind Methoden, mit denen die Signale mehrerer voneinander un-
abhängiger Detektoren gebündelt und über einen gemeinsamen Kanal bzw. eine ge-
meinsame Leitung übertragen werden können. Abhängig von der Art und Weise wie
die Signale zusammengefasst, übertragen und schließlich wieder voneinander getrennt
werden, unterscheidet man die folgenden Multiplexverfahren:

Raummultiplexverfahren Jedes Signal wird über einen individuellen Kanal über-
tragen, der der jeweiligen Signalquelle exklusiv zur Verfügung steht.

Zeitmultiplexverfahren Die einzelnen Signale werden zeitversetzt über einen ge-
meinsamen Kanal übertragen. Hierzu wird der Übertragungskanal jeder Signal-
quelle abwechselnd für ein Zeitfenster ∆t exklusiv zur Verfügung gestellt.

Frequenzmultiplexverfahren Die einzelnen Signale werden simultan in verschie-
denen, sich nicht überschneidenden Frequenzbereichen über einen gemeinsamen
Kanal übertragen.

27
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Codemultiplexverfahren Die einzelnen Signale werden mit speziellen, voneinan-
der unterscheidbaren Bitmustern codiert, um im Basisband eine simultane
Übertragung der Signale über einen gemeinsamen Kanal zu ermöglichen.

Obwohl alle genannten Multiplexverfahren zur Auslesung eines aus magnetischen
Kalorimetern bestehenden Detektorarrays geeignet sind, wird sich im Folgenden zei-
gen, dass sich die verschiedenen Multiplexverfahren hinsichtlich der Zahl der zur
Auslesung erforderlichen Leitungen, der Komplexität der Auslesungselektronik sowie
der bei tiefen Temperaturen dissipierten Leistung unterscheiden. Aus diesem Grund
muss je nach Einsatzgebiet und Größe eines Detektorarrays individuell entschieden
werden, welches Multiplexverfahren zur Auslesung verwendet werden soll.

3.1.1 Abtasttheorem

Abhängig von dem verwendeten Multiplexverfahren erfolgt die Auslesung der ein-
zelnen Signale entweder kontinuierlich in der Zeit oder durch diskrete Abtastung zu
bestimmten, jedoch wohldefinierten Zeitpunkten tk. Während bei einer kontinuier-
lichen Erfassung keine speziellen Randbedingungen hinsichtlich der Auslesung erfüllt
sein müssen, erfordert eine diskrete Abtastung der Detektorsignale die Einhaltung des
Nyquist-Shannon-Abtasttheorems [Sha49]. Dieses besagt, dass ein Signal s(t), dessen
Frequenzspektrum oberhalb einer Frequenz fNy verschwindet, vollständig durch eine
Folge von Punkten sk = s(k∆t) mit einem zeitlichen Abstand von ∆t = 1/(2fNy)

beschrieben werden kann. Das Signal s(t) lässt sich in diesem Fall durch

s(t) =
∞∑

k=−∞

sk
sin [π(2fNyt− k)]

π(2fNyt− k)
(3.1)

darstellen und kann mit endlichem Aufwand beliebig genau approximiert bzw. mit
unendlich hohem Aufwand exakt rekonstruiert werden. Bezeichnet man mit fS die
Frequenz, mit der das Signal s(t) abgetastet wird, so kann das Abtasttheorem auch
in der Form fS ≥ 2fNy ausgedrückt werden.

Da die diskrete Erfassung sinusförmiger Signale mit Frequenzen |f + nfS| mit
f ∈ [−fS/2, fS/2] und n ∈ Z mit einer Abtastfrequenz fS identische Resultate lie-
fert, kommt es bei Verletzung des Abtasttheorems zum sogenannten Alias-Effekt.
Hierbei erscheinen Frequenzen |f + nfS|, die außerhalb des Intervalls [−fS/2, fS/2]

liegen, im Basisband bei der Frequenz f und führen zu einer Erhöhung des zuge-
hörigen Frequenzanteils im Spektrum des Signals. Hierdurch wird das ursprüngliche
Signal s(t) verfälscht und kann nicht mehr exakt rekonstruiert werden. Zur Ver-
meidung dieses Effekts muss die Bandbreite des Signals auf Frequenzen f < fS/2

eingeschränkt werden, wobei hierfür im Idealfall ein Tiefpassfilter mit einer unendlich
hohen Kantensteilheit und einer Grenzfrequenz von fS/2 verwendet werden müsste.
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3.1.2 Kanalkapazität

In der Einleitung dieses Kapitels wurde bereits erläutert, dass durch die Verwendung
eines Multiplexverfahrens die Zahl der zur Auslesung eines Detektorarrays notwendi-
gen Leitungen reduziert werden soll. Hierzu werden die Signale mehrerer Detektoren
in der Nähe des Detektorarrays, d.h. bei tiefen Temperaturen, gebündelt, über einen
gemeinsamen Kanal übertragen und schließlich wieder voneinander getrennt. Die
Zahl der Signale Nmax, die ohne Verlust von Information über einen gemeinsamen
Kanal übertragen werden können, ist jedoch auf einen endlichen Wert

Nmax =
Csig

CK

(3.2)

beschränkt und hängt einerseits von der Signalkapazität Csig der Detektorsignale
und andererseits von der Kanalkapazität CK des Übertragungskanals ab. Beide Grö-
ßen stellen ein logarithmisches Maß für die Informationsmenge pro Zeiteinheit dar,
die im Detektorsignal enthalten ist bzw. die fehlerfrei über einen Informationskanal
übertragen werden kann. Nach dem Shannon-Hartley-Gesetz [Har28, Sha49] ist die
Kanalkapazität eines Übertragungskanals, der durch additives Rauschen mit gauß-
förmiger Amplitudenverteilung gestört wird, durch

CK =

B∫
0

log2

[
1 + SNR2(f)

]
df (3.3)

gegeben, wobei B die Bandbreite des Übertragungskanals und SNR das Signal-
zu-Rauschen-Verhältnis bezeichnen. Durch Verwendung des binären Logarithmus
log2(x) ist die Einheit der Kanalkapazität auf [CK] = 1 bit/s festgelegt. Da das intrin-
sische Rauschen magnetischer Kalorimeter eine gaußförmige Amplitudenverteilung
besitzt, kann die Signalkapazität Csig des Detektorsignals analog zu Gleichung 3.3
mit Hilfe des Shannon-Hartley-Gesetzes berechnet werden.

In Abschnitt 2.6 wurde gezeigt, dass sowohl das Signal-zu-Rauschen-Verhältnis
SNR als auch die Bandbreite B, die zur Auslesung eines magnetischen Kalorimeters
erforderlich ist, von einer Reihe von Parametern abhängen, die entweder durch die
Anwendung vorgegeben werden oder sich durch Optimierung des Detektors hinsicht-
lich der Energieauflösung ergeben. Dementsprechend variiert die Signalkapazität Csig

eines magnetischen Kalorimeters und damit verbunden die maximale Zahl an Detek-
toren, die über einen Übertragungskanal ausgelesen werden kann. Um eine Abschät-
zung für die auftretenden Größenordnungen zu erhalten, soll im Folgenden exem-
plarisch die Signalkapazität eines magnetischen Kalorimeters zur Detektion weicher
Röntgenstrahlung mit Energien bis 10 keV berechnet werden, wobei die Eigenschaf-
ten einer möglichen Umsetzung eines solchen Detektors in Abschnitt 2.6.6 diskutiert
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worden sind. Es soll angenommen werden, dass der Detektor mit einer Bandbreite
von B = 30 kHz ausgelesen wird. Dieser Wert ist vergleichsweise niedrig und zu
gering, um die intrinsische Anstiegszeit des Detektors aufzulösen. Da allerdings in
Abschnitt 2.6 gezeigt worden ist, dass die effektive Bandbreite eines magnetischen
Kalorimeters etwas unterhalb der zur Anstiegszeit zugehörigen Frequenz f0 liegt,
reicht dieser Wert aus, um das volle Auflösungsvermögen des Detektors gewährleis-
ten zu können. Berücksichtigt man ferner, dass der Rauschbeitrag des zur Auslesung
des Detektors notwendigen SQUIDs der Kanalkapazität des Übertragungskanals und
nicht dem Detektorsignal zugeordnet werden muss, so erhält man für die Signal-
kapazität einen Wert von Csig ' 450 kbit/s.

In allen Anwendungen, bei denen Multiplexverfahren in Verbindung mit Tief-
temperatur-Teilchendetektoren verwendet werden, werden die gebündelten Detektor-
signale zunächst bei tiefen Temperaturen verstärkt. Aus diesem Grund hängt die Ka-
nalkapazität des Übertragungskanals von der Art des verwendeten Verstärkers ab. Je
nach Multiplexverfahren werden hierfür entweder SQUID-Verstärker oder HEMT1-
Verstärker eingesetzt. SQUID-Verstärker ohne Flussrückkopplung haben typischer-
weise einen linearen Flussbereich von ∆Φlin ' Φ0/π bei einem magnetischen Fluss-
rauschen von

√
SΦ ' 1µΦ0/

√
Hz und einer Bandbreite von B ' 10 MHz. Damit liegt

die Kanalkapazität von SQUID-Verstärkern im Bereich von CK ' 100 Mbit/s. Der im
Rahmen dieser Arbeit verwendete HEMT-Verstärker2 besitzt eine Rauschtempera-
tur von TN ' 3 K, eine Sättigungsleistung von Psat ' −40 dBm und eine Bandbreite
von B = 4 GHz. Damit ergibt sich eine Kanalkapazität von CK ' 300 Gbit/s. Nach
Gleichung 3.2 liegt damit die maximale Zahl von Detektoren, die gemeinsam über
einen Übertragungskanal ausgelesen werden können, bei Verwendung von SQUID-
Verstärkern im Bereich von Nmax ' 200 und bei Verwendung von HEMT-Verstärkern
im Bereich von Nmax ' 6 · 105.

3.2 Raummultiplexverfahren

Als Raummultiplexverfahren (SDM3-Verfahren) werden solche Multiplexverfahren
bezeichnet, bei denen jeder Signalquelle ein individueller Übertragungskanal zur ex-
klusiven Nutzung zur Verfügung gestellt wird. Streng genommen handelt es sich
daher im klassischen Sinn nicht um ein Multiplexverfahren, da bei dieser Metho-
de die Zahl der Übertragungskanäle nicht reduziert wird. Allerdings ist es aufgrund
der räumlichen Bündelung der einzelnen Übertragungskanäle üblich, diese Art der
Signalübertragung dennoch als Multiplexverfahren zu bezeichnen.

1Kurzform für High Electron Mobility Transistor.
2Modell LNF-LNC4_8A, Low Noise Factory AB, Schweden.
3Abkürzung aus dem Englischen für Space-Division Multiplexing.
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Abb. 3.1: Schematische Darstellung ei-
nes Raummultiplexverfahrens zur Ausle-
sung eines aus magnetischen Kalorimetern
bestehenden Detektorarrays. Jeder Detek-
tor wird mit Hilfe eines zweistufigen dc-
SQUIDs ausgelesen.

Abbildung 3.1 zeigt eine schematische Darstellung einer möglichen Realisierung
eines SDM-Verfahrens zur Auslesung eines aus N magnetischen Kalorimetern beste-
henden Detektorarrays, wobei die Detektionsspulen der unterschiedlichen Detektoren
jeweils an die Einkoppelspulen Li,i der verschiedenen Detektor-SQUIDs angeschlossen
sind. Der Grundgedanke des dargestellten Verfahrens ist, jeden Detektor individuell
mit Hilfe eines zweistufigen dc-SQUIDs auszulesen. Dementsprechend unterscheidet
sich die Auslesung eines Detektorarrays nicht von der in Abschnitt 2.3 diskutier-
ten Auslesung einkanaliger Detektoren. Insbesondere können die Kennlinien aller
SQUIDs durch Verwendung einer Rückkoppelelektronik linearisiert werden, so dass
sich hinsichtlich der gekoppelten Energiesensitivität, der zur Verfügung stehenden
Bandbreite sowie der bei tiefen Temperaturen dissipierten Leistung gegenüber der
Auslesung einkanaliger Detektoren keine Änderungen ergeben und die Auflösung der
Detektoren folglich nicht beeinträchtigt wird. Da die Zahl der zur Auslesung erfor-
derlichen Leitungen sowie die bei tiefen Temperaturen dissipierte Leistung allerdings
linear mit der Größe des Detektorarrays anwächst, können sehr große Detektorarrays
mit einem Raummultiplexverfahren nur mit einem vergleichsweise hohen Aufwand
betrieben werden. Für kleine Detektorarrays stellt ein SDM-Verfahren jedoch einen
vielversprechenden Ansatz dar.

3.3 Zeitmultiplexverfahren

Bei einem Zeitmultiplexverfahren (TDM4-Verfahren) werden die Signale unterschied-
licher Detektoren zeitversetzt über einen gemeinsamen Datenkanal übertragen. Hier-
zu stellt der Multiplexer jedem Detektor abwechselnd für einen bestimmten Zeit-

4Abkürzung aus dem Englischen für Time-Division Multiplexing.
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Abb. 3.2: Schematische Darstellung der or-
thogonalen Modulationsfunktionen eines Zeit-
multiplexverfahrens am Beispiel eines aus vier
Detektoren bestehenden Detektorarrays. Der
Faktor, mit dem die Ausgangssignale der ein-
zelnen Detektoren durch den Multiplexer ver-
stärkt werden, ist hierbei als Funktion der
Zeit aufgetragen. Außerhalb des dargestellten
Zeitbereichs werden die Modulationsfunktio-
nen periodisch fortgesetzt.

abschnitt ∆ti den Übertragungskanal zur Übermittlung des Signals exklusiv zur
Verfügung. Mathematisch betrachtet werden die Signale der einzelnen Detektoren
mit um das Zeitintervall ∆ti gegeneinander verschobenen und sich periodisch wieder-
holenden Rechteckfunktionen multipliziert und anschließend aufsummiert. Die ent-
sprechenden Modulationsfunktionen sind in Abbildung 3.2 exemplarisch für ein aus
vier Detektoren bestehendes Detektorarray dargestellt.

Abbildung 3.3(a) zeigt schematisch eine Implementierung eines Zeitmultiplexver-
fahrens, das in der Vergangenheit erfolgreich zur Auslesung supraleitender Phasen-
übergangsthermometer verwendet worden ist [Bey09] und grundsätzlich auch zur
Auslesung magnetischer Kalorimeter eingesetzt werden kann. Wie in der Abbildung
zu sehen ist, sind N identische dc-SQUIDs seriell verschaltet und mit einer bei Raum-
temperatur befindlichen Konstantstromquelle Ib verbunden. Der Spannungsabfall U
über der Serienschaltung aller SQUIDs wird als Eingangssignal einer Rückkoppel-
elektronik verwendet, die sich ebenfalls bei Raumtemperatur befindet. Parallel zu
jedem SQUID sind supraleitende Schalter angeordnet, die individuell über Adress-
leitungen Ia,i geöffnet und geschlossen werden können.

Sofern alle Schalter geschlossen sind, fließt der von der Konstantstromquelle ein-
geprägte Strom Ib an den SQUIDs vorbei, da diese über den supraleitenden Schal-
ter kurzgeschlossen sind. Der Wert des Konstantstroms Ib wird dabei so gewählt,
dass er dem optimalen Betriebsstrom der verwendeten SQUIDs entspricht. Wird ein
Schalter geöffnet, so fließt der Strom durch das zugehörige SQUID, so dass dieses
flusssensitiv wird und einen Spannungsabfall über der Serienschaltung aller SQUIDs
erzeugt. Gemäß dem Prinzip eines Zeitmultiplexverfahrens werden nun die einzelnen
SQUIDs nacheinander durch Betätigung der zugehörigen Schalter aktiviert, so dass
ihr momentaner Flusszustand anhand des Spannungsabfalls ausgelesen werden kann.
Die zur Messung des Spannungsabfalls verwendete Elektronik steuert zusätzlich die
Aktivierung der Schalter und stellt ein zeitlich abgestimmtes, negatives Rückkoppel-
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Abb. 3.3: (a) Schematische Darstellung eines Zeitmultiplexverfahrens zur Auslesung
magnetischer Kalorimeter, das auf der Verwendung von dc-SQUIDs und supraleitenden
Schaltern basiert [Bey09]. (b) Modifikation des in (a) dargestellten Zeitmultiplexver-
fahrens, mit dessen Hilfe der Einfluss der durch den Alias-Effekt erhöhten gekoppelten
Energiesensitivität der periodisch ausgelesenen SQUIDs verringert werden kann.

signal bereit, durch das die Flussänderung in dem gerade aktiven SQUID über die
allen SQUIDs gemeinsame Rückkoppelleitung Ifb kompensiert werden kann [Rei03].

Im Vergleich zu einem Raummultiplexverfahren kann die Zahl der erforderli-
chen Leitungen zur Auslesung eines aus N magnetischen Kalorimetern bestehenden
Detektorarrays mit diesem Verfahren deutlich reduziert werden. Aufgrund dessen,
dass durch eine Kombination von M Multiplexern dieser Art zu einem zweidimen-
sionalen N × M Detektorarray für jede Zeile nur eine gemeinsame Adressleitung
erforderlich ist, ist das Skalierungsverhalten des Multiplexers nicht wie bei einem
SDM-Verfahren durch O(N ·M), sondern durch O(N + M) gegeben. Da in jeder
Spalte zu jedem Zeitpunkt stets nur ein SQUID flusssensitiv ist, gelten analoge Aus-
sagen für die bei tiefen Temperaturen dissipierte Leistung.

Obwohl das hier diskutierte Verfahren grundsätzlich zur Auslesung magnetischer
Kalorimeter geeignet ist, lässt sich dieses Schema dennoch nur bedingt zur Ausle-
sung großer Detektorarrays verwenden, da ohne weitere Modifikationen die Energie-
auflösung der Detektoren durch den in Abschnitt 3.1.1 diskutierten Alias-Effekt de-
gradiert wird. Bezeichnet man mit fsw die Frequenz, mit der zwischen den einzelnen
Kanälen umgeschaltet wird, so ist die Abtastrate jedes einzelnen Kanals, d.h. die Zei-
lenfrequenz, durch fsw/N gegeben. Nach dem Abtasttheorem muss daher die Band-
breite der Detektorsignale auf Frequenzen f < fsw/2N eingeschränkt werden. Hierzu
kann entweder ein elektrischer Tiefpass verwendet oder alternativ die Anstiegszeit
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des Detektors durch einen thermischen Widerstand zwischen Sensor und Absorber
verringert werden. Hierdurch nimmt die Abschneidefrequenz der hochfrequenten Stu-
fe der thermodynamischen Energiefluktuationen und damit fast gleichbedeutend die
Bandbreite des Detektors ab. Obwohl sich eine Einschränkung der Bandbreite grund-
sätzlich negativ auf die Energieauflösung der Detektoren auswirkt, ist dieser Effekt
jedoch für kleine N vernachlässigbar, da die effektive Bandbreite der Detektoren be-
reits durch das SQUID-Rauschen geringfügig reduziert ist. Allerdings ist die Energie-
sensitivität ε des SQUIDs gegenüber einer zeitkontinuierlichen Auslesung um einen
Faktor N erhöht [Irw02]. Die damit verbundene Erhöhung des SQUID-Rauschens
kann jedoch nicht wie bei supraleitenden Phasenübergangsthermometern durch eine
Erhöhung der Einkoppelinduktivität Li und damit verbunden durch eine Erhöhung
der Signalgröße aufgrund der ebenfalls erhöhten Gegeninduktivität Mis des SQUIDs
kompensiert werden, da bei magnetischen Kalorimetern die Induktivität der De-
tektionsspule an die Induktivität des SQUIDs angepasst ist. Wie anhand von Ab-
bildung 2.8 im Rahmen der Diskussion der Optimierung magnetischer Kalorimeter
gezeigt worden ist, steigt die erreichbare Energieauflösung eines magnetischen Kalori-
meters mit der Energiesensitivität des SQUIDs an, so dass ohne weitere Modifikation
bereits bei vergleichsweise kleinen Detektorarrays die erreichbare Energieauflösung
signifikant degradiert wird.

Abbildung 3.3(b) zeigt eine Modifikation des diskutierten TDM-Verfahrens, mit
dem die Erhöhung der Energiesensitivität der SQUIDs teilweise kompensiert werden
kann. Wie zu erkennen ist, wird zwischen der Einkoppelspule Li und dem periodisch
ausgelesenen SQUID ein weiteres SQUID geschaltet, das dauerhaft flusssensitiv ist.
Bis auf die zusätzliche Induktivität LNy, deren Bedeutung sich später erschließen
wird, entspricht damit jeder Kanal formal einem in Abschnitt 2.3 diskutierten zwei-
stufigen SQUID, so dass der Einfluss des erhöhten Flussrauschens des durchgeschal-
teten SQUIDs um die Fluss-zu-Fluss-Verstärkung GΦ abgeschwächt wird. Die ne-
gative Rückkopplung erfolgt allerdings weiterhin auf das durchgeschaltete SQUID,
da sonst für jeden Kanal eine individuelle Rückkoppelleitung erforderlich wäre. Da
die Induktivität LNy zusammen mit dem Widerstand R, dem dynamischen Wider-
stand Rdyn des SQUIDs und der Spule L1 einen Tiefpassfilter erster Ordnung bil-
det, kann durch geeignete Wahl von LNy die Bandbreite des Detektorsignals ent-
sprechend dem Abtasttheorem eingeschränkt werden, ohne dass die Anstiegszeit
des Detektors thermisch verringert werden muss. Aufgrund dieses Filters kann die
Fluss-zu-Fluss-Verstärkung GΦ allerdings keine beliebig großen Werte annehmen
[Dru96]. Weiterhin ist der lineare Flussbereich ∆Φlin eines nicht-rückgekoppelten
SQUIDs mit ∆Φlin ' Φ0/π vergleichsweise gering. Obwohl daraus resultierende
Nichtlinearitäten in den Detektorsignalen mit entsprechenden Messungen korrigiert
werden können, sind für viele Anwendung lineare Kennlinien wünschenswert. Mit
der in Abbildung 3.4 dargestellten Erweiterung des TDM-Verfahrens kann der li-
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Abb. 3.4: Schematische Darstellung eines einzelnen Kanals eines auf dem Prinzip ei-
nes SQUID-basierten Operationsverstärkers [Irw01] beruhenden Zeitmultiplexverfah-
rens zur Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter.

neare Flussbereich sowie der Wert der Fluss-zu-Fluss-Verstärkung erhöht werden.
Es handelt sich hierbei um eine zweistufige Realisierung des in [Irw01] diskutier-
ten SQUID-basierten Operationsverstärkers, bei dem der Ausgangsstrom der letz-
ten Stufe vor dem periodisch ausgelesenen SQUID negativ in das Detektor-SQUID
zurückgekoppelt wird. Auf diese Weise wird die Kennlinie des Detektor-SQUIDs über
einen weiten Flussbereich linearisiert sowie mit jedem weiteren SQUID die Fluss-zu-
Fluss-Verstärkung GΦ erhöht [Kiv08, Dru09]. Auf diese Weise kann der Einfluss der
Energiesensitivität des periodisch ausgelesenen SQUIDs sowie die Nichtlinearität auf
ein vernachlässigbares Niveau reduziert werden. Da mit der hier diskutierten Mo-
difikation des TDM-Verfahrens mit jeder zusätzlich eingeführten SQUID-Stufe nur
zwei weitere Konstantstromquellen zum Betrieb des Multiplexers erforderlich sind,
wird die Gesamtzahl der erforderlichen Leitungen nur unwesentlich erhöht. Allerdings
wächst in einem N ×M Detektorarray die vom Multiplexer dissipierte Leistung pro-
portional zur Anzahl N ·M der Detektoren und zur Zahl der SQUID-Stufen pro
Kanal an. Dies kann bei sehr großen Detektorarrays zu Problemen hinsichtlich der
zur Verfügung stehenden Kühlleistung führen. Für kleine Detektorarrays stellt das
beschriebene TDM-Verfahren allerdings einen vielversprechenden Ansatz dar.

3.4 Frequenzmultiplexverfahren

Ein Frequenzmultiplexverfahren (FDM5-Verfahren) ist dadurch gekennzeichnet, dass
die Signale verschiedener Detektoren auf Trägersignale mit unterschiedlichen Träger-
frequenzen moduliert werden. Auf diese Weise entstehen schmale Frequenzbänder, die
zu einem breitbandigen Signal zusammengefasst und simultan und unabhängig von-
einander über eine gemeinsame Leitung übertragen werden können. Im Gegensatz
zu dem im vorangegangenen Abschnitt diskutierten TDM-Verfahren muss hierbei
nicht zwingend die Bandbreite der einzelnen Detektoren eingeschränkt werden. Auf-
grund der zeitkontinuierlichen Auslesung wird bei einem Frequenzmultiplexverfahren

5Abkürzung aus dem Englischen für Frequency-Division Multiplexing.
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Abb. 3.5: Schematische Darstellung eines auf nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-
SQUIDs basierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers, auf dessen Grundlage im Rah-
men dieser Arbeit ein Frequenzmultiplexverfahren zur Auslesung magnetischer Kalori-
meter entwickelt worden ist.

das Signal-zu-Rauschen-Verhältnis ferner nicht durch den Alias-Effekt beeinträch-
tigt. Dementsprechend hängt die Energieauflösung der einzelnen Detektoren nicht
von der Größe N des Detektorarrays ab, die daher nur durch die Kanalkapazität des
Übertragungskanals und die einem Detektor zur Verfügung gestellte Bandbreite limi-
tiert ist. Aus diesem Grund ist es mit einem FDM-Verfahren grundsätzlich möglich,
die verhältnismäßig schnellen Signalanstiegszeiten eines magnetischen Kalorimeters
unverfälscht wiederzugeben, ohne dass dies Einfluss auf die Energieauflösung der
Detektoren hat.

In der Vergangenheit wurden eine Reihe unterschiedlicher Frequenzmultiplexver-
fahren zur Auslesung von Tieftemperatur-Teilchendetektoren entwickelt, die entwe-
der mit SQUID-Verstärkern bei MHz-Frequenzen [Yoo01, vdK04] oder bei GHz-
Frequenzen mit HEMT-Verstärkern [Ste02, Day03, Irw04] betrieben wurden. Auf-
grund der Fülle der verschiedenen Verfahren können an dieser Stelle allerdings nicht
alle Verfahren im Detail erläutert werden. Aus diesem Grund beschränkt sich die
folgende Diskussion auf das in [Mat08] beschriebene Verfahren, das als Grundlage
für das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Multiplexverfahren diente.

Abbildung 3.5 zeigt eine schematische Darstellung des in [Mat08] beschriebenen
Verfahrens, das als Mikrowellen-SQUID-Multiplexer bezeichnet wird. Bei diesem Ver-
fahren werden im Gegensatz zu den bislang diskutierten Auslesungsverfahren kei-
ne dc-SQUIDs, sondern nicht-hysteretische, ungeshuntete rf-SQUIDs verwendet, die
sich wie eine flussabhängige Induktivität verhalten. Wie in der Abbildung zu sehen
ist, besteht jeder Kanal eines derartigen Multiplexers aus einem solchen rf-SQUID,
das induktiv an einen supraleitenden Resonator gekoppelt ist. Durch eine geeignete
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Wahl der Resonanzfrequenzen kann jeder Resonator eindeutig von den übrigen Re-
sonatoren unterschieden werden. Die simultane Auslesung aller Kanäle wird durch
kapazitive Kopplung aller Resonatoren an eine gemeinsame Durchgangsleitung er-
reicht. Für den Betrieb des Multiplexers wird in diese Leitung ein Mikrowellen-
frequenzkamm aus sinusförmigen Signalen mit konstanten Amplituden und festen
Frequenzen eingespeist, wobei diese auf die Resonanzfrequenzen der einzelnen Reso-
natoren abgestimmt sind. Aufgrund der Filtercharakteristik der Resonatoren, wird
jeder Resonator durch das ihm zugehörige Signal angeregt, ohne dass hiervon die
übrigen Signale beeinflusst werden. Durch die induktive Kopplung der Resonato-
ren mit den zugehörigen rf-SQUIDs hängen die Resonanzfrequenzen allerdings nicht
nur von der Induktivität Lk und der Kapazität Ck der Resonatoren, sondern auch
vom magnetischen Fluss, der das zugehörige rf-SQUID durchsetzt, ab. Dementspre-
chend sind je nach Flusszustand der SQUIDs die Anregungsfrequenzen gegenüber
den Resonanzfrequenzen verschoben, so dass durch Messung der Amplitude oder
der Phase des transmittierten Signals im Vergleich zum Anregungssignal der Fluss-
zustand der SQUIDs und damit das Signal der zugehörigen Detektoren ausgelesen
werden kann.

Wie die Diskussion in Abschnitt 3.1.2 ergeben hat, sollte mit dieser Technik in ei-
nem Frequenzband von 4 GHz bis 8 GHz mit Hilfe von zwei Koaxialkabeln und einem
HEMT-Verstärker eine simultane Auslesung mehrerer tausend Detektoren möglich
sein. Da jedoch verglichen mit einem TDM-Verfahren die zur Anregung und Ausle-
sung der Resonatoren erforderliche Raumtemperaturelektronik, deren Beschreibung
in Kapitel 7 erfolgt, relativ komplex ist, wird zum momentanen Zeitpunkt die Zahl
der simultan auslesbaren Detektoren auf einige hundert Detektoren beschränkt. Al-
lerdings ist aufgrund der Fortschritte im Bereich der Hochfrequenzelektronik sowie
der Entwicklung immer schnellerer Signalwandler abzusehen, dass in naher Zukunft
leistungsfähigere Elektroniken entwickelt werden können, so dass die momentane Si-
tuation nicht als fundamentale Limitierung der Anzahl der auslesbaren Detektoren
anzusehen ist. Ungeachtet dessen wird sich in den nächsten Kapiteln zeigen, dass
es grundsätzlich schwieriger ist, rf-SQUID-basierte Multiplexer mit derart niedrigen
Energiesensitivitäten zu entwickeln, so dass diese direkt mit dc-SQUIDs konkurrieren
können. Allerdings ist die von einem nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-SQUID
bei tiefen Temperaturen dissipierte Leistung aufgrund der fehlenden Shuntwider-
stände um Größenordnungen gegenüber einem dc-SQUID reduziert, so dass das hier
diskutierte Multiplexverfahren, trotz einiger offener Fragen, auf die ebenfalls im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit eingegangen wird, einen sehr erfolgversprechenden Ansatz
zur Auslesung sehr großer Detektorarrays darstellt.
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Abb. 3.6: Graphische Darstellung der Modu-
lationsfunktionen eines vollständig normier-
ten, orthogonalen Walsh-Funktionensystems,
mit dem ein aus vier Detektoren bestehendes
Detektorarray ausgelesen werden kann. Der
Faktor, mit dem die Ausgangssignale der ein-
zelnen Detektoren durch den Multiplexer ver-
stärkt werden, ist als Funktion der Zeit auf-
getragen. Außerhalb des dargestellten Zeitbe-
reichs werden die Modulationsfunktionen pe-
riodisch fortgesetzt.

3.5 Codemultiplexverfahren

Ein Codemultiplexverfahren (CDM6-Verfahren) ist ein Multiplexverfahren, bei dem
die Signale unterschiedlicher Detektoren mit speziellen Bitmustern codiert, aufsum-
miert und schließlich über einen gemeinsamen Kanal übertragen werden. Die Codie-
rung der Detektorsignale erfolgt hierbei durch Multiplikation der analogen Ausgangs-
signale mit orthogonalen Spreizcodes. Sofern diese Voraussetzung erfüllt wird, können
im Empfänger die ursprünglichen Detektorsignale durch Korrelation des übertrage-
nen Datenstroms mit dem zu einem Detektorkanal zugehörigen Spreizcode rekon-
struiert werden. Ein Beispiel für ein vollständig normiertes, orthogonales Funktio-
nensystem, das in der Nachrichtentechnik häufig zur Implementierung von Codemul-
tiplexverfahren verwendet wird und mit dem in der Vergangenheit bereits erfolgreich
die simultane Auslesung supraleitender Phasenübergangsthermometer demonstriert
worden ist [Nie10], sind die Walsh-Funktionen [Wal23], die in Abbildung 3.2 für ein
aus vier Detektoren bestehendes Detektorarray schematisch dargestellt sind.

Die Verwendung zeitabhängiger Modulationsfunktionen setzt voraus, dass die Po-
larität der Detektorsignale zeitlich geändert werden kann. Obwohl hierfür supra-
leitende Schalter erforderlich sind, wird sich im Folgenden zeigen, dass auf diese
Weise die Komplexität der Leitungsführung gegenüber alternativen CDM-Verfahren
reduziert wird. Bei diesen Verfahren werden die einzelnen Detektorsignale mit un-
terschiedlicher Polarität in voneinander unabhängige SQUIDs eingekoppelt, die ent-
weder mit Hilfe eines SDM- oder eines TDM-Verfahrens ausgelesen werden [Pod02,
Irw10]. Hierfür müssen jedoch von jedem Detektor zu jedem SQUID Verbindungs-
leitungen geführt werden, so dass die Komplexität der Leitungsführung mit der Zahl
der Detektoren in einem Detektorarray rapide ansteigt und eine obere Grenze für die
maximale Zahl von Detektoren definiert. Zudem müssen parasitäre Induktivitäten,

6Abkürzung aus dem Englischen für Code-Division Multiplexing.
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Li Abb. 3.7: Schematische Darstellung einer mög-
lichen Realisierung eines auf zeitabhängigen Mo-
dulationsfunktionen basierenden Codemultiplex-
verfahrens zur Auslesung eines aus vier Detek-
toren (D1 bis D4) bestehenden Detektorarrays.
Die Stellung der supraleitenden DPDT-Schalter,
+ oder −, und damit verknüpft die Polarität
des Detektorsignals im SQUID, wird gemäß dem
zeitlichen Verlauf der Modulationsfunktionen aus
Abbildung 3.6 geändert.

die sich aus der Leitungsführung ergeben, grundsätzlich klein gehalten werden, um
die Flusskopplung zwischen Detektor und SQUID nicht negativ zu beeinflussen. Ob-
wohl es ungeachtet dessen durchaus möglich ist, auf diese Weise ein CDM-Verfahren
zur Auslesung magnetischer Kalorimeter zu implementieren, wird im Folgenden ein
auf zeitabhängigen Modulationsfunktionen basierendes CDM-Verfahren beschrieben,
das auf [Nie10] bzw. [Irw10] zurückgeht und einen möglichen Ansatz zur Auslesung
metallischer magnetischer Kalorimeter darstellt.

Abbildung 3.7 zeigt eine schematische Darstellung eines auf zeitabhängigen Mo-
dulationsfunktionen basierenden CDM-Verfahrens, das zur Auslesung eines aus vier
Detektoren bestehenden Detektorarrays verwendet werden kann. Wie in der Abbil-
dung zu erkennen ist, werden die einzelnen Detektoren über adressierbare, supra-
leitende DPDT7-Schalter mit der Einkoppelspule eines SQUIDs verbunden, wobei
die unterschiedlichen Detektorsignale gemäß der Stellung des zugehörigen Schalters
entweder mit positiver oder negativer Polarität in das SQUID eingekoppelt wer-
den. Die eigentliche Codierung der Detektorsignale erfolgt nun dadurch, dass die
Stellungen der Schalter und die damit verbundenen Polaritäten der Detektorsignale
im SQUID gemäß dem zeitlichen Verlauf der Modulationsfunktionen durch eine bei
Raumtemperatur befindliche Elektronik geändert werden. Durch die Art der darge-
stellten Verschaltung wird einerseits die Komplexität der Leitungsführung reduziert
und andererseits die Flusskopplung zwischen Detektor und SQUID nicht durch die
übrigen Detektoren beeinflusst.

Analog zum TDM-Verfahren muss auch beim Codemultiplexverfahren die Band-

7Abkürzung aus dem Englischen für double pole, double throw
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breite des SQUIDs größer als die Bandbreite der Detektoren sein, die gemäß dem
Abtasttheorem auf Frequenzen f < fsw/2N eingeschränkt werden muss, wobei fsw

die Schaltfrequenz und N die Zahl der ausgelesenen Detektoren bezeichnen. Die
mit dem Alias-Effekt verbundene Erhöhung des SQUID-Rauschens um den Faktor√
N kann bei einem Codemultiplexverfahren dadurch kompensiert werden, dass die

Auslesung der einzelnen Detektoren kontinuierlich in der Zeit erfolgt und man da-
her für jeden Detektor in jedem Zeitabschnitt N unabhängige Signalwerte erhält,
so dass das Signal der Detektoren ebenfalls um einen Faktor

√
N erhöht ist. Aus

diesem Grund ist es im Vergleich zu einem TDM-Verfahren nicht notwendigerweise
erforderlich, durch ein weiteres, dauerhaft flusssensitives SQUID das Detektorsignal
vorzuverstärken. Jedoch kann auch hier ein solches SQUID in Verbindung mit ei-
ner Induktivität dazu verwendet werden, die Bandbreite des Detektors gemäß dem
Abtasttheorem zu beschränken. Eine Verringerung der Anstiegszeit des Detektors
durch einen thermischen Widerstand zwischen Absorber und Sensor wäre dann nicht
erforderlich.

Obwohl durch die Verwendung von zeitabhängigen Modulationsfunktionen die
Komplexität der Leitungsführung erheblich vereinfacht wird, führt das Schalten der
Polarität des Detektorsignals zu einem unerwünschten Nebeneffekt, durch den die
Bandbreite der Detektoren eingeschränkt wird. Wie in [Irw10] gezeigt ist, wird wäh-
rend des Schaltvorgangs in der Induktivität Li eine Spannung induziert, die dazu
führt, dass im zeitlichen Mittel ein zur induzierten Spannung proportionaler Strom
durch die Einkoppelspule fließt. Diese Proportionalität kann durch einen scheinbaren
Widerstand Rsw des Schalters beschrieben werden, dessen Wert durch Rsw = Li/τd

gegeben ist, wobei τd die mittlere Zeit zwischen zwei Schaltvorgängen bezeichnet. Die-
ser scheinbare Widerstand des supraleitenden Schalters stellt zusammen mit der In-
duktivität des Detektors und der Einkoppelinduktivität des SQUIDs einen Hochpass
dar, durch den die Bandbreite des Detektors auf Frequenzen f > 50 Hz beschränkt
wird, sofern realistische Werte für die auftretenden Induktivitäten sowie für die Ver-
weildauer τd angenommen werden. Somit ist, insbesondere für große Detektorarrays,
die einem Detektor insgesamt zur Verfügung stehende Bandbreite auf etwa zwei bis
drei Dekaden reduziert. Dies wirkt sich, wie in Abschnitt 2.6 gezeigt worden ist,
direkt auf das Auflösungsvermögen der Detektoren aus. Für kleine Detektorarrays
hingegen, bei denen die Nyquist-Frequenz deutlich größere Werte annimmt, stellt
das hier vorgestellte CDM-Verfahren jedoch einen vielversprechenden Ansatz dar,
da die Zahl der notwendigen Leitungen durch binäre Adressierung der supraleiten-
den Schalter [Irw10] sowie die geringe bei tiefen Temperaturen dissipierte Leistung
gegenüber einem TDM-Verfahren nochmals reduziert ist. Gleichzeitig kann die von
den TDM-Verfahren bereits existierende Elektronik auch für das hier vorgestellte
CDM-Verfahren verwendet werden.
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Im folgenden Kapitel sollen die Grundlagen supraleitender, koplanarer Leitungs-
resonatoren diskutiert werden, die bei dem im Rahmen dieser Arbeit entwickel-
ten Frequenzmultiplexverfahren zur Codierung der unterschiedlichen Detektorsignale
verwendet werden. In diesem Zusammenhang werden zunächst die Hochfrequenz-
eigenschaften von Supraleitern sowie die dielektrischen Eigenschaften amorpher Fest-
körper im relevanten Temperatur- und Frequenzbereich beschrieben. Weiterhin wird
der Messaufbau zur Auslesung der Resonatoren bzw. des Mikrowellen-SQUID-Multi-
plexers erläutert. Anhand von Messungen an kapazitiv an eine Durchgangsleitung
gekoppelten, koplanaren λ/4-Leitungsresonatoren aus Niob werden zudem wichti-
ge Parameter zur Vorhersage der Resonanzfrequenzen, die erreichbaren Güten der
Resonatoren sowie die Rauschtemperatur des Messaufbaus bestimmt.

4.1 Hochfrequenzeigenschaften von Supraleitern

4.1.1 Bardeen-Cooper-Schrieffer-Theorie

Im Rahmen der BCS-Theorie [Bar57] wird gezeigt, dass in einem Festkörper ei-
ne beliebig schwache, attraktive Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen an der
Fermi-Oberfläche zu einer Absenkung der Energie dieser Elektronen führt und die-
se in Form eines Cooper-Paars gebunden werden [Coo56]. Obwohl eine attraktive
Wechselwirkung zwischen Elektronen aufgrund der Coulomb-Abstoßung zunächst
unwahrscheinlich erscheint, kann in einem Festkörper eine attraktive Wechselwirkung
zwischen Elektronen zum Beispiel durch den Austausch virtueller Phononen vermit-
telt werden. Die Bindungsenergie 2∆ eines Cooper-Paars ist durch die Differenz der
Wechselwirkungsenergie und der Coulomb-Energie der Elektronen gegeben, die je-
doch aufgrund des Abschirmeffekts des Fermi-Sees gegenüber der Coulomb-Energie
freier Elektronen reduziert ist. Da für Temperaturen T → 0 alle Zustände der Elek-
tronen unterhalb der Fermi-Energie EF besetzt sind, stehen für die durch virtuelle
Phononen vermittelte Wechselwirkung der Elektronen nur Zustände innerhalb des
Energiebereichs von EF bis EF + ~ωD zur Verfügung, wobei ωD die Debye-Frequenz
bezeichnet. Mit zunehmender Zahl von Cooper-Paaren nimmt die Zahl der freien
Zustände allerdings ab, so dass der Wert der Bindungsenergie 2∆ auf endliche Wer-
te begrenzt ist und für Temperaturen T → 0 ein Maximum annimmt, dessen Wert
durch ∆0 = 1,764 kBTc gegeben ist [Bar57], wobei Tc die Phasenübergangstemperatur
des Supraleiters bezeichnet.

41
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Abb. 4.1: Verlauf der normierten Energie-
lücke ∆(T )/∆0 eines Supraleiters als Funkti-
on der normierten Temperatur T/Tc. Zusätz-
lich sind die Werte der Energielücke ∆0 ei-
niger typischer Supraleiter angegeben (nach
[Ens05a]).

Bei endlichen Temperaturen T > 0 sind nicht alle Elektronen an der Fermi-
Oberfläche in Form von Cooper-Paaren gebunden, da diese durch thermische An-
regungen aufgebrochen werden. Die hierbei gebildeten Quasiteilchen besetzen Zu-
stände, die den Cooper-Paaren nicht mehr zur Verfügung stehen. Aus diesem Grund
wächst mit zunehmender Temperatur einerseits die Zahl der Quasiteilchen an und
andererseits nimmt der Wert der Bindungsenergie 2∆ ab und verschwindet schließ-
lich bei der kritischen Temperatur Tc vollständig. Die Temperaturabhängigkeit ∆(T )

der Energielücke, die in Abbildung 4.1 als Funktion der normierten Temperatur T/Tc

dargestellt ist, kann mit Hilfe des Ausdrucks [Bar57]

1

N(0)V
=

~ωD∫
0

tanh

(√
ε2 + ∆2(T )

2kBT

)
dε√

ε2 + ∆2(T )
(4.1)

berechnet werden, wobei das Phonon-Wechselwirkungspotential N(0)V durch Aus-
wertung von Gleichung 4.1 an der Sprungtemperatur Tc bestimmt werden kann:

1

N(0)V
=

~ωD∫
0

tanh

(
ε

2kBT

)
dε

ε
. (4.2)

4.1.2 London-Supraleiter und Pippard-Supraleiter

Die elektrodynamischen Eigenschaften eines Supraleiters werden durch drei charak-
teristische Längenskalen bestimmt. Diese sind die Kohärenzlänge ξ0, die magnetische
Eindringtiefe λ sowie die mittlere freie Weglänge le der Elektronen. Während die Ko-
härenzlänge ξ0 = ~vF/π∆0 der mittleren Ausdehnung eines Cooper-Paars entspricht,
wobei vF die Fermi-Geschwindigkeit bezeichnet, stellt die magnetische Eindringtiefe
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λ ein Maß für das Eindringen des magnetischen Felds an der Oberfläche eines Supra-
leiters dar. Abhängig von den relativen Größenordnungen dieser drei Längenskalen
zeigen Supraleiter ein unterschiedliches elektromagnetisches Verhalten.

Der Bereich λ � ξ0 wird als London-Bereich bezeichnet. Das magnetische Feld
H ist in diesem Bereich über die räumliche Ausdehnung eines Cooper-Paars nahezu
konstant, so dass die Stromdichte js(r) durch das lokale elektrische Feld E(r) am Ort
r bestimmt wird. In diesem Fall ist die magnetische Eindringtiefe λ identisch zur
Londonschen Eindringtiefe

λL =

√
ms

µ0nsq2
s

(4.3)

und das Verhalten eines Supraleiters kann mit Hilfe der London-Gleichung [Lon35]

js(r) = − 1

µ0λ2
L

A(r) (4.4)

beschrieben werden, wobei A(r) ein entsprechend geeichtes Vektorpotential und ns,
qs sowie ms die Teilchenzahldichte, die Ladung sowie die Masse eines Cooper-Paars
bezeichnen.

Der Bereich λ� ξ0 wird Pippard-Bereich genannt. In diesem Bereich nimmt das
elektrische Feld E(r) innerhalb des Volumens eines Cooper-Paars stark ab, so dass
die Stromdichte js(r) nicht mehr vom lokalen, sondern vom mittleren elektrischen
Feld im Volumen eines Cooper-Paars abhängt. Die Stromdichte js(r) am Ort r wird
im Pippard-Bereich mit dem Vektorpotential A(r′) an benachbarten Orten r′ über
den Ausdruck

js(r) = − 1

µ0λ2
L

3

4πξ0

∫
R(R ·A(r′))

R4
eR/r0 d3r′ (4.5)

verknüpft [Pip53]. Hierbei bezeichnet R = r−r′ den Abstand zwischen den Punkten
r und r′ und die elektromagnetische Kohärenzlänge r0 ist durch den Ausdruck

1

r0

=
1

ξ0

+
1

le
(4.6)

definiert. Abhängig davon, ob es sich um einen sauberen (le � ξ0) oder einen schmut-
zigen (le � ξ0) Supraleiter handelt, ist die magnetische Eindringtiefe im Pippard-
Bereich entweder durch 0,28 3

√
λ2

Lξ0 oder λL

√
1 + ξ0

le
gegeben.

4.1.3 Komplexe Leitfähigkeit und Mattis-Bardeen-Theorie

Das Konzept der komplexen Leitfähigkeit σ, das erfolgreich zur Beschreibung der
elektrischen Eigenschaften normalleitender Metalle verwendet wird, kann auch zur
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Beschreibung der Leitfähigkeit eines Supraleiters verwendet werden [Glo57]. Hierbei
wird angenommen, dass die Leitfähigkeit σ eines Supraleiters in der Form

σ(ω, T ) = σ1(ω, T )− iσ2(ω, T ) (4.7)

dargestellt werden kann, wobei T die Temperatur und ω die Kreisfrequenz des elek-
tromagnetischen Felds bezeichnen. Der Realteil σ1 und der Imaginärteil σ2 können
im Rahmen der Mattis-Bardeen-Theorie [Mat58] mit der Leitfähigkeit σn des Su-
praleiters im normalleitenden Zustand oberhalb der Sprungtemperatur Tc verknüpft
werden. Die hierbei gefundenen Ausdrücke gelten sowohl im London-Bereich als auch
im Pippard-Bereich und können auf saubere und schmutzige Supraleiter angewendet
werden. Während der Realteil σ1/σn durch den Ausdruck

σ1

σn

=
2

~ω

∞∫
∆

[f(ε)− f(ε− ~ω)] (ε2 + ∆2 + ~ωε)√
ε2 −∆2

√
(ε+ ~ω)2 −∆2

dε

+
1

~ω

−∆∫
∆−~ω

[1− 2f(ε− ~ω)] (ε2 + ∆2 + ~ωε)√
ε2 −∆2

√
(ε+ ~ω)2 −∆2

dε

(4.8)

gegeben ist, kann der Imaginärteil σ2/σn mit Hilfe der Gleichung

σ2

σn

=
1

~ω

∆∫
∆−~ω,−∆

[1− 2f(ε− ~ω)] (ε2 + ∆2 + ~ωε)√
∆2 − ε2

√
(ε+ ~ω)2 −∆2

dε (4.9)

berechnet werden, wobei f(ε) = (1+eε/kBT )−1 die Fermi-Dirac-Verteilung bezeichnet.
Der zweite Term in Gleichung 4.8 trägt nur für Frequenzen ω mit ~ω > 2∆0 zum
Realteil σ1 bei und die untere Grenze des in Gleichung 4.9 auftretenden Integrals ist
für Frequenzen mit ~ω < 2∆0 durch ∆0 − ~ω und für Frequenzen mit ~ω ≥ 2∆0

durch −∆0 gegeben.

Die Abbildungen 4.2 bzw. 4.3 zeigen den gemäß der Gleichungen 4.8 bzw. 4.9
berechneten Verlauf des Realteils σ1 bzw. des Imaginärteils σ2 der elektrischen Leit-
fähigkeit σ als Funktion der normierten Temperatur T/Tc bzw. der Energie ~ω. Es
ist zu erkennen, dass bei Temperaturen nahe der kritischen Temperatur Tc sowie für
Energien oberhalb der Energielücke (~ω > 2∆0) der Realteil σ1, der die Mikrowellen-
absorption eines Supraleiters beschreibt [Glo57, Mat58], signifikante Werte annimmt.
Die Variation σ2(T )/σ2(0) des Imaginärteils σ2, der die magnetische Eindringtiefe λ
des Supraleiters bestimmt, zeigt unabhängig von der Frequenz ω einen qualitativ
ähnlichen Verlauf. Dieser Verlauf spiegelt die Abnahme der Teilchenzahldichte der
Cooper-Paare mit zunehmender Temperatur T und höheren Frequenzen ω wieder.
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Abb. 4.2: Mit Hilfe der Gleichungen 4.8 und 4.9 berechneter Verlauf des (links) Re-
alteils σ1/σn und (rechts) des Imaginärteils σ2(T )/σ2(0) der elektrischen Leitfähigkeit
σ eines Supraleiters als Funktion der normierten Temperatur T/Tc für verschiedene
Frequenzen f eines treibenden elektromagnetischen Felds, die unter- bzw. oberhalb der
Energielücke 2∆0 des Supraleiters liegen.

4.1.4 Oberflächenimpedanz von Supraleitern

Obwohl unterhalb der kritischen Temperatur Tc der elektrische Gleichstromwider-
stand R eines Supraleiters verschwindet, besitzen Supraleiter für hochfrequente Strö-
me mit Kreisfrequenz ω eine endliche Oberflächenimpedanz ZS, die sich aus einem
resistiven Anteil RS und einem induktiven Anteil iωLS zusammensetzt:

ZS = RS + iωLS . (4.10)

Während der resistive Anteil RS ohmsche Verluste im Supraleiter beschreibt, die
auf die Quasiteilchen zurückzuführen sind, wird der induktive Anteil iωLS durch die
magnetische Induktivität Lm sowie die kinetische Induktivität Lkin bestimmt.

Werden Cooper-Paare durch elektrische Felder in der Nähe der Oberfläche eines
Supraleiters beschleunigt, so kann in der Bewegung der Cooper-Paare kinetische
Energie gespeichert werden. Da sich Cooper-Paare verlustfrei durch einen Supraleiter
bewegen, kann die in der Bewegung gespeicherte kinetische Energie durch Umkehrung
des elektrischen Felds vollständig zurückgewonnen werden. Jedoch können Cooper-
Paare aufgrund ihrer Massenträgheit einer Änderung des elektrischen Felds nicht
instantan folgen. Beide Effekte können dadurch beschrieben werden, dass man der
Bewegung der Cooper-Paare eine kinetische Induktivität Lkin zuordnet.

Elektrische Felder an der Oberfläche eines Supraleiters beschleunigen allerdings
nicht nur Cooper-Paare, sondern auch Quasiteilchen, deren Streumechanismus sich
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Abb. 4.3: Mit Hilfe der Gleichungen 4.8 und
4.9 berechneter Verlauf des Realteils σ1/σn

und des Imaginärteils σ2/σn der elektrischen
Leitfähigkeit σ eines Supraleiters als Funktion
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nicht vom Streumechanismus von Elektronen in einem normalleitenden Metall unter-
scheidet. Aus diesem Grund zeigen Supraleiter bei hochfrequenten Wechselströmen
ohmsche Verluste, die sich in Form eines Oberflächenwiderstands RS beschreiben las-
sen. Dieser ist direkt mit der Anzahl der Quasiteilchen im Supraleiter verknüpft und
nimmt daher exponentiell mit sinkender Temperatur ab, so dass die Oberflächen-
impedanz ZS für tiefe Temperaturen, d.h. für Temperaturen T � Tc, alleine durch
die Oberflächeninduktivität iωLS dominiert wird.

Der Oberflächenwiderstand RS und die Oberflächeninduktivität LS kann auf die
komplexe Leitfähigkeit σ = σ1 − iσ2 zurückgeführt werden1. Die hierbei gefundenen
Ausdrücke für die Oberflächenimpedanz ZS hängen einerseits davon ab, ob es sich um
einen London-Supraleiter oder einen Pippard-Supraleiter handelt, und andererseits,
ob der Supraleiter sauber (le � ξ0) oder schmutzig (le � ξ0) ist. Für einen schmutzi-
gen Supraleiter mit der Dicke d ergeben sich beispielsweise im Grenzfall σ2 � σ1, d.h.
bei tiefen Temperaturen, die folgenden Ausdrücke für den Oberflächenwiderstand RS

und die Oberflächeninduktivität LS [Kau78]:

RS = µ0ωλ
σ1

2σ2

β coth

(
d

λ

)
(4.11)

LS = µ0λ coth

(
d

λ

)
. (4.12)

Der Parameter β = 1+ 2d/λ
sinh(2d/λ)

nimmt für Vollmaterial (d→∞) den Wert β = 1 und
für dünne Filme (d→ 0) den Wert β = 2 an. Ferner kann die effektive magnetische
Eindringtiefe λeff durch den Ausdruck λeff = λ coth( d

λ
) definiert werden.

1Eine Übersicht über die Verknüpfung zwischen der elektrischen Leitfähigkeit σ = σ1− iσ2 eines
Supraleiters und der Oberflächenimpedanz ZS = RS + iωLS in den verschiedenen Grenzfällen ist
beispielsweise in [Gao08a] oder [Doy08] zu finden.
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Abb. 4.4: Schematische Darstellung eines
Doppelmuldenpotentials, das im Rahmen des
Standardtunnelmodells zur Beschreibung der
niederenergetischen Anregungszustände in ei-
nem amorphen Festkörper verwendet wird.

4.2 Tunnelsysteme in amorphen Festkörpern

Die thermischen, akustischen und dielektrischen Eigenschaften amorpher Festkörper
werden bei tiefen Temperaturen durch niederenergetische Anregungszustände be-
stimmt, deren Eigenschaften sich durch das phänomenologische Standardtunnel-
modell beschreiben lassen [And72, Phi72]. Im Rahmen dieses Modells wird die Exis-
tenz niederenergetischer Zwei-Niveau-Systeme postuliert, durch die berücksichtigt
wird, dass aufgrund der ungeordneten Struktur eines amorphen Festkörpers einzelne
Atome, Moleküle oder kleinere Atomgruppen mehrere energetisch nahezu identi-
sche Gleichgewichtslagen besitzen können. Diese Situation lässt sich formal durch
die Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem Doppelmuldenpotential be-
schreiben, das aus zwei identischen harmonischen Potentialen gebildet wird. Wie in
Abbildung 4.4 dargestellt ist, sind diese Potentiale durch eine Barriere der Höhe
V voneinander getrennt sowie energetisch um die Asymmetrieenergie ∆ und ent-
lang der Konfigurationsachse um den Abstand d gegeneinander verschoben. Da bei
tiefen Temperaturen eine Besetzung angeregter Zustände der beiden harmonischen
Potentiale unwahrscheinlich ist, müssen bei der Beschreibung der Tieftemperatur-
eigenschaften amorpher Festkörper nur die Grundzustände der beiden Potentialmul-
den betrachtet werden, deren Energie durch ~Ω/2 gegeben ist. Ferner ist bei tiefen
Temperaturen ein thermisch aktiviertes Überwinden der Potentialbarriere V so un-
wahrscheinlich, dass die Teilchen nur durch den quantenmechanischen Tunneleffekt
ihre Position zwischen den verschiedenen Gleichgewichtslagen ändern können. Wie
in [Ens05a] gezeigt wird, können die Wellenfunktionen des Doppelmuldenpotentials
als Linearkombination der Wellenfunktion Ψl und Ψr der einzelnen Potentialmul-
den dargestellt werden. Für die Energieaufspaltung E des Grundzustands findet
man den Ausdruck E =

√
∆2 + ∆2

0, wobei ∆0 ≈ ~Ωe−λ die Tunnelaufspaltung
und λ ≈ d

2~

√
2mV den Tunnelparameter bezeichnen. Aufgrund der ungeordneten

Struktur eines amorphen Festkörpers können die Asymmetrieenergie ∆ sowie der
Tunnelparameter λ sehr unterschiedliche Werte besitzen. Aus diesem Grund wird
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im Rahmen des Standardtunnelmodells ferner angenommen, dass diese Parameter
voneinander unabhängig und ihre Werte gleichverteilt sind.

Elektrische Wechselfelder E führen zu zeitlichen Änderungen δ∆ und δ∆0 der
Asymmetrieenergie ∆ sowie der Tunnelaufspaltung ∆0. Während die Änderung δ∆0

der Tunnelaufspaltung in guter Näherung vernachlässigt werden kann [Phi84], kann
die Änderung δ∆ der Asymmetrieenergie für hinreichend kleine Felder E durch
δ∆ = 2p · E dargestellt werden, wobei p das elektrische Dipolmoment der Tunnel-
systeme bezeichnet. Dies führt zu einer Änderung δE der Energieaufspaltung E des
Grundzustands, die durch δE = 2p · E ∆

E
gegeben ist. Die Beschreibung der Dynamik

von Tunnelsystemen in äußeren Feldern E kann analog zu einem magnetischen Spin-
1
2
-System in einem statischen Magnetfeld mit Hilfe der Bloch-Gleichungen erfolgen.

Die dort gefundenen Lösungen lassen sich unmittelbar auf Tunnelsysteme übertragen
[Hun76], sofern die magnetische Suszeptibilität χm durch die elektrische Suszeptibi-
lität χel bzw. die Permittivität ε = 1 + χel ersetzt wird. Hierbei handelt es sich um
komplexwertige Größen, deren Temperaturabhängigkeit durch Relaxationsprozesse
sowie durch resonante Prozesse bestimmt werden.

Relaxationsprozesse Die Besetzungszahl N der Energiezustände hängt von der
Energieaufspaltung E der Tunnelsysteme ab, so dass die durch ein externes
Wechselfeld E der Frequenz ω verursachte Variation δE der Energieaufspaltung
zu einer Störung des thermischen Gleichgewichts führt. Dieses versuchen die
Tunnelsysteme durch Austausch von Energie mit dem Wärmebad wiederher-
zustellen. Aufgrund der endlichen Relaxationszeit τ der Tunnelsysteme ergibt
sich jedoch eine Phasenverschiebung zwischen dem elektrischen Feld E und der
Polarisation P, die durch die komplexwertige Permittivität ε = ε′ + iε′′ be-
schrieben werden kann. Für identische Tunnelsysteme mit Energieaufspaltung
E und Asymmetrieenergie ∆ ist diese durch den Ausdruck

δε = −4N

ε0

(
p∆

E

)2
∂f

∂E

1

1− iωτ
(4.13)

gegeben [Ens05a], wobei f(E) = (1 + eE/kBT )−1 die Fermi-Dirac-Verteilung
und ω die Kreisfrequenz des elektrischen Felds bezeichnen. Mit Hilfe von Glei-
chung 4.13 kann die Variation δε′ der Dielektrizitätskonstante sowie der Verlust-
winkel tan δ = ε′′/ε′ eines amorphen Festkörpers berechnet werden. Da jedoch
die Relaxationszeit τ sowie die Energieaufspaltung E in einem amorphen Fest-
körper breit verteilt sind, muss bei der Berechnung der Permittivität über die
Verteilung P (∆, λ) der Parameter der Tunnelsysteme integriert werden.

Resonante Prozesse Bei tiefen Temperaturen spielen resonante Prozesse zwischen
dem äußeren elektrischen Feld E und den Tunnelsystemen bei der Beschreibung
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der dielektrischen Eigenschaften amorpher Festkörper eine wichtige Rolle. So-
fern die Energie ~ω der Photonen der Energieaufspaltung E eines Tunnel-
systems entspricht, findet sowohl Absorption als auch stimulierte Emission
statt, wobei die Rate des jeweiligen Prozesses von der Besetzungszahldifferenz
der beiden Zustände abhängt. Für elektrische Felder im Mikrowellenbereich
(f ∼ 10 GHz) und für tiefe Temperaturen (T < 1 K) ist die Temperatur-
abhängigkeit der relativen Änderung der Dielektrizitätskonstante ε′ für hinrei-
chend schwache Felder durch

δε′

ε′
=

2δ0
TLS

π

[
ReΨ

(
1

2
+

~ω
2πikBT

)
− ln

(
~ω
kBT

)]
(4.14)

gegeben [vS76, Phi87], wobei sich der Vorfaktor δ0
TLS = 2p2P/3ε aus dem

elektrischen Dipolmoment p und der Zustandsdichte P der Tunnelsysteme
zusammensetzt, und Ψ(x) die Digamma-Funktion [Abr70b] bezeichnet. Für
die Temperaturabhängigkeit des Verlustwinkels δTLS erhält man die Beziehung
[vS77, Phi87]

δTLS = δ0
TLS tanh

(
~ω

2kBT

)
. (4.15)

Für starke elektrische Felder E muss berücksichtigt werden, dass die reso-
nante Absorption von Tunnelsystemen aufgrund des Zwei-Niveau-Charakters
der Tunnelsysteme gesättigt werden kann. Dieser Sättigungseffekt tritt ober-
halb einer kritischen Intensität E2

c des elektrischen Felds ein. Bei Intensitä-
ten über E2

c werden mehr Tunnelsysteme durch resonante Absorption ange-
regt als Tunnelsysteme durch spontane Emission oder Phononenemission in
den Grundzustand zurückkehren. Dies führt dazu, dass für starke elektrische
Felder E nahezu Gleichbesetzung der beiden Zustände erreicht wird und so-
wohl die Dielektrizitätskonstante δε′ als auch der Verlustwinkel tan δ nahezu
temperaturunabhängig werden [vS77].

4.3 Supraleitende, koplanare Wellenleiter

Abbildung 4.5 zeigt ein schematisches Schrägbild eines koplanaren Wellenleiters. Ein
koplanarer Wellenleiter besteht aus einem metallischen Streifenleiter der Breite s,
der zusammen mit zwei im Abstand w parallel verlaufenden Masseflächen auf einem
dielektrischen Substrat mit Permittivität εr strukturiert ist und auf dem sich elektro-
magnetische Signale in Form einer quasi-statischen TEM-Mode ausbreiten. Diese ist
dadurch gekennzeichnet, dass der Wellenvektor k, das elektrische Feld E sowie das
magnetische Feld B senkrecht zueinander stehen. Hierdurch ergeben sich zusammen
mit dem planaren Aufbau eine Reihe von Vorteilen, die in [Sim01] diskutiert sind
und hier kurz zusammengefasst werden sollen:
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Abb. 4.5: Schematisches Schrägbild eines
symmetrischen, koplanaren Wellenleiters mit
unendlich ausgedehnten Masseflächen, der
auf einem unendlich dickem Substrat mit
Permittivität εr strukturiert ist.

• Aufgrund der planaren Geometrie ist die Herstellung eines koplanaren Wellen-
leiters vergleichsweise einfach, da einerseits nur eine einzige metallische Schicht
strukturiert werden muss und andererseits keine Querverbindungen zwischen
verschiedenen, übereinanderliegenden Schichten erforderlich sind.

• Die charakteristische Impedanz eines koplanaren Wellenleiters hängt nur vom
Verhältnis k = s/(s+ 2w) sowie der effektiven Permittivität εeff des Substrats
ab. Aus diesem Grund können auf einem Substrat Wellenleiter mit unterschied-
lichen Strukturgrößen miteinander kombiniert werden, ohne dass hierdurch die
charakteristische Impedanz geändert wird.

• Da zwischen zwei benachbarten Streifenleitern stets eine Massefläche verläuft,
wird elektromagnetisches Übersprechen zwischen verschiedenen Wellenleitern
reduziert. Auf diese Weise kann die Packungsdichte der Strukturen auf einem
Substrat grundsätzlich sehr hohe Werte annehmen.

Die kapazitiven und induktiven Leitungsbeläge eines koplanaren Wellenleiters
können mit Hilfe der Methode der konformen Abbildung berechnet werden. Für
einen unendlich dünnen koplanaren Wellenleiter, der auf einem dickem Substrat mit
Permittivität εr aufgebracht ist, findet man für den magnetischen Induktivitätsbelag
L′g sowie den Kapazitätsbelag C ′ die Ausdrücke [Sim01]

L′g =
µ0

4

K(k′)

K(k)
(4.16)

C ′ = 4ε0εeff
K(k)

K(k′)
. (4.17)

Hierbei ist k = s/(s + 2w) die relative Breite des Innenleiters und k′ ist über den
Ausdruck k2 + k′2 = 1 definiert. Ferner bezeichnen ε0 = 8,854 · 10−12 As/Vm die
Permittivität des Vakuums und K(x) das vollständige elliptische Integral erster Art
[Abr70b]. Die effektive Dielektrizitätskonstante εeff kann in guter Näherung durch
εeff ≈ (εr + 1)/2 berechnet werden [Sim01] und berücksichtigt, dass der Streifenleiter
im oberen Halbraum von Vakuum und im unteren Halbraum durch das Dielektrikum
umgeben ist.
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Der kinetische Induktivitätsbelag L′kin = gL′S wird bei einem supraleitenden, ko-
planaren Wellenleiter durch den Oberflächeninduktivitätsbelag L′S sowie einen geo-
metrieabhängigen Faktor g bestimmt. Dieser kann für einen koplanaren Wellenleiter
mit einer Dicke von t < 0,05 s und nicht zu breitem Innenleiter mit k < 0,8 durch ei-
ne Summe g = gc +gg berechnet werden. Die Summanden gc bzw. gg beschreiben den
Beitrag des Streifenleiters bzw. der Masseflächen zum kinetischen Induktivitätsbelag
L′kin und sind durch

gc =
1

4s(1− k2) K(k)2

[
π + ln

(
4π
s

t

)
− k ln

(
1 + k

1− k

)]
(4.18)

gg =
k

4s(1− k2) K(k)2

[
π + ln

(
4π
s+ 2w

t

)
− 1

k
ln

(
1 + k

1− k

)]
(4.19)

gegeben [Col92]. Der Induktivitätsbelag L′ eines supraleitenden, koplanaren Wellen-
leiters ist somit durch L′ = L′g + gL′kin gegeben.

4.4 Kapazitiv gekoppelte λ/4-Leitungsresonatoren mit induk-
tivem Abschluss

Ein λ/4-Leitungsresonator ist ein Wellenleiter mit einer Länge l, der an einem Ende
offen und am anderen Ende kurzgeschlossen ist. Sofern die Resonanzbedingung

(2n− 1)
λ

4
= l mit n ∈ N (4.20)

erfüllt ist, wobei λ die Wellenlänge und n die Modenzahl bezeichnen, bilden sich auf
einer solchen Leitung stehende Wellen aus. Die zugehörige Resonanzfrequenz f (n)

0

der n-ten Mode ist durch

f
(n)
0 = (2n− 1)f0 mit f0 =

1

4l
√
L′C ′

(4.21)

gegeben, wobei L′ und C ′ den Induktivitätsbelag und den Kapazitätsbelag des Wel-
lenleiters und f0 die Resonanzfrequenz der Grundmode mit n = 1 bezeichnen.

Abbildung 4.6 zeigt eine schematische Darstellung eines λ/4-Leitungsresonators
mit charakteristischer Impedanz ZLR, der mit einer Induktivität LA abgeschlossen
und über eine Kapazität Cc an den Innenleiter einer Durchgangsleitung mit Impedanz
Z0 gekoppelt ist. Wie sich im Folgenden zeigen wird, kann durch die kapazitive
Kopplung zum einen die Bandbreite des Resonators auf einen wohldefinierten Wert
eingestellt werden und zum anderen wird eine simultane Auslesung einer Vielzahl
von gleichartigen Resonatoren mit unterschiedlichen Resonanzfrequenzen über die
gemeinsame Durchgangsleitung ermöglicht. Der induktive Abschluss LA erlaubt es
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Abb. 4.6: Schematische Darstellung eines
λ/4-Leitungsresonators mit Impedanz ZLR

und induktivem Abschluss LA, der über eine
Kapazität Cc an den Innenleiter einer Durch-
gangsleitung mit Impedanz Z0 gekoppelt ist.
Am Anschluss 1 kann ein Hochfrequenzsignal
eingespeist und am Anschluss 2 detektiert
werden.

ferner, den Resonator induktiv mit anderen Strukturen, wie beispielsweise einem
nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-SQUID, zu koppeln.

Ein geeigneter Ausgangspunkt für die Berechnung des Streuparameters S21 der in
Abbildung 4.6 gezeigten Struktur, der die Vorwärts-Transmission eines elektromagne-
tischen Signals entlang der Durchgangsleitung beschreibt, ist die Eingangsimpedanz
Zin des induktiv abgeschlossenen Leitungsresonators, der in Abbildung 4.6 durch die
rote Umrandung gekennzeichnet ist. Die Impedanz Zin ist durch die Beziehung

Zin = ZLR
iωLA + ZLR tanh(γl)

Z0 + iωLA tanh(γl)
(4.22)

gegeben [Col92], wobei ω die Kreisfrequenz und γ = α + iβ die Übertragungskon-
stante bezeichnen. Diese setzt sich aus der Dämpfungskonstante α und der Phasen-
konstante β = ω/vph mit der Phasengeschwindigkeit vph = 1/

√
L′C ′ zusammen.

Die Dämpfungskonstante α berücksichtigt einerseits ohmsche Verluste, die in einem
supraleitenden Wellenleiter für hochfrequente Wechselströme durch Quasiteilchen
hervorgerufen werden, und andererseits Strahlungsverluste sowie dielektrische Ver-
luste. Diese drei Verlustmechanismen definieren die intrinsische Güte Qi = β

2α
des

Leitungsresonators, die ein Maß für die im Resonator gespeicherte Energie E bezo-
gen auf den Energieverlust P pro Periode ω darstellt. Für die Gesamtimpedanz Z
der Serienschaltung aus der Impedanz Zin und der Koppelkapazität Cc erhält man

Z =
1

iωCc

+ ZLR

iωLA + ZLR tanh
[
βl
(

2
Qi

+ i
)]

Z0 + iωLA tanh
[
βl
(

2
Qi

+ i
)] . (4.23)

Mit der Gesamtimpedanz Z kann schließlich der Streuparameter S21 = 2/
(
2 + Z0

Z

)
der in Abbildung 4.6 dargestellten Struktur berechnet werden. Dieser ist in der Nähe
der Resonanzfrequenz fr des Resonators durch die Beziehung

S21 =
Smin

21 + 2iQl
δfr
fr

1 + 2iQl
δfr
fr

(4.24)
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gegeben, wobei δfr = f − fr die Differenz zwischen der Frequenz f des Anregungs-
signals und der Resonanzfrequenz bezeichnet. Die Resonanzfrequenz fr ist hierbei
aufgrund der kapazitiven Kopplung sowie des induktiven Abschlusses gegenüber der
Resonanzfrequenz f0 des unbelasteten Leitungsresonators zu kleineren Frequenzen
hin verschoben und kann unter den Voraussetzungen ω0CcZLR � 1 und ω0LA � ZLR

mit Hilfe des Ausdrucks

fr =
f0

1 + 4f0CcZLR + 4f0
LA

ZLR

(4.25)

berechnet werden. Die in Gleichung 4.24 auftretende Größe Smin
21 = Ql/Qi stellt ein

Maß für die „Tiefe“ der Resonanzkurve dar und wird durch die intrinsische Güte Qi

sowie die belastete Güte Ql des Resonators bestimmt. Diese setzt sich gemäß der
Gleichung

1

Ql

=
1

Qi

+
1

Qc

+
1

QA

(4.26)

aus der intrinsischen Güte Qi des Resonators, der Kopplungsgüte Qc sowie der Güte
QA der Induktivität LA zusammen. Während die Kopplungsgüte Qc den Energie-
verlust des Resonators durch die Koppelkapazität Cc beschreibt und nach [Maz04]
durch die Beziehung

Qc =
π

2Z0ZLR (ωrCc)
2 (4.27)

gegeben ist, berücksichtigt die Güte QA Verluste in den induktiv an den Resonator
gekoppelten Strukturen. Die intrinsische Güte Qi stellt, wie bereits erwähnt wor-
den ist, ein Maß für die im Resonator gespeicherte Energie E bezogen auf den
Energieverlust P pro Periode ω dar und berücksichtigt alle Mechanismen innerhalb
des Resonators, die zu einem Energieverlust führen. Diese sind bei supraleitenden
Leitungsresonatoren durch Quasiteilchenverluste Q−1

MB, dielektrische Verluste Q−1
diel

sowie Strahlungsverluste Q−1
rad gegeben.

Quasiteilchenverluste In Abschnitt 4.1 wurde gezeigt, dass ein Supraleiter nur für
Gleichströme bzw. für Wechselströme mit niedriger Kreisfrequenz ω einen ver-
schwindenden Widerstand R besitzt. Für hochfrequente Wechselströme werden
auch Quasiteilchen vom elektrischen Wechselfeld beschleunigt und führen zu
ohmschen Verlusten, die durch den Oberflächenwiderstand RS des Supraleiters
beschrieben werden können. Dieser wiederum ist über die Beziehung 4.11 mit
der elektrischen Leitfähigkeit σ = σ1 − iσ2 verknüpft. Bezeichnet man mit
α = Lkin

Lges
das Verhältnis der kinetischen Induktivität Lkin zur Gesamtinduktivi-

tät Lges des Resonators, so kann der von den Quasiteilchen verursachte Beitrag
QMB zur intrinsischen Güte Qi des Resonators im Rahmen der Mattis-Bardeen-
Theorie (MB) durch

QMB =
2

αβ

σ2

σ1

(4.28)
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dargestellt werden. Der Parameter β = 1 + 2d/λ
sinh(2d/λ)

gibt hierbei die relative
Schichtdickenabhängigkeit der magnetischen Eindringtiefe λ an und ist wie in
Abschnitt 4.1.4 definiert.

Dielektrische Verluste Die Dämpfungskonstante αdiel einer Koplanarleitung, mit
der ein Hochfrequenzsignal auf einem verlustbehafteten dielektrischen Substrat
mit Permittivität εr abgeschwächt wird, kann nach [Sim01] mit Hilfe des Aus-
drucks

αdiel =
βF

2
tan δ (4.29)

berechnet werden. Hierbei bezeichnen β die Phasenkonstante des elektroma-
gnetischen Signals und tan δ den dielektrischen Verlustwinkel des Substrats.
Der in Gleichung 4.29 auftretende Füllfaktor F hängt einerseits von der Per-
mittivität εr des Substrats und andererseits von den Strukturbreiten s und w
des Wellenleiters sowie der Dicke des Substrats ab und berücksichtigt die In-
homogenität der Verteilung des elektrischen Felds im Substrat. Mit der Bezie-
hung Q = β/2α sowie Gleichung 4.29 kann der Beitrag Qdiel der dielektrischen
Verluste zur intrinsischen Güte Qi des Resonators berechnet werden. Berück-
sichtigt man hierbei, dass die dielektrischen Verluste bei den im Rahmen dieser
Arbeit verwendeten Substraten klein sind, d.h. tan δ ≈ δ, und bei tiefen Tem-
peraturen durch die in Abschnitt 4.2 diskutierten atomaren Tunnelsysteme mit
Verlustwinkel δTLS bestimmt werden, so kann die Güte Qdiel in der Form

Qdiel =
1

FδTLS

(4.30)

dargestellt werden.

Strahlungsverluste Der Beitrag Qrad der elektromagnetischen Strahlungsverluste
zur intrinsischen Güte Qi eines λ/4-Resonators, der im Vakuum geradlinig
auf einem unendlich dicken Substrat mit Permittivität εr verläuft, kann nach
[Maz04] mit Hilfe der Beziehung

Qrad =
π(1 + εr)

2

2εr5/2

Zvak

ZLR

1

I ′(n, εr)

1

n− 1
2

(
l

s

)2

(4.31)

berechnet werden. Hierbei bezeichnen Zvak =
√
µ0/ε0 den Freiraumwellen-

widerstand, n die Modenzahl, l die Länge des Resonators und s die Breite
des Innenleiters der Koplanarleitung. Das Integral I ′(n, εr) kann numerisch be-
rechnet werden und nimmt für die Grundmode eines auf einem Substrat mit
εr ≈ 10 verlaufenden Resonators einen Wert von I ′(n = 1, εr ≈ 10) = 1,62 an.

Weiter oben wurde bereits erläutert, dass der durch Gleichung 4.24 beschriebene
komplexwertige Streuparameter S21 die Vorwärts-Transmission eines elektromagne-
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Abb. 4.7: Verschiedene Darstellungen der Resonanzkurve eines kapazitiv an eine
Durchgangsleitung gekoppelten, koplanaren λ/4-Leitungsresonators: (a) Parameterdar-
stellung (ReS21(f), ImS21(f)) in der komplexen Ebene sowie (b) Verlauf der Trans-
mission T und (c) Verlauf der Phasenverschiebung θ als Funktion der Frequenz. Die
dargestellten Kurven entsprechen gemessenen Daten, die für einen kapazitiv an eine
Durchgangsleitung gekoppelten λ/4-Leitungsresonator aus Niob aufgezeichnet wurden.

tischen Signals entlang der Durchgangsleitung und damit verknüpft den frequenz-
abhängigen Verlauf der Resonanzkurve des belasteten Leitungsresonators beschreibt.
Graphisch kann der Verlauf der Resonanzkurve dementsprechend auf unterschiedliche
Art und Weisen dargestellt werden. So kann die Resonanzkurve entweder durch den
Verlauf der Transmission T bzw. der zusätzlichen Phasenverschiebung θ als Funkti-
on der Frequenz oder durch die Parameterdarstellung (ReS21(f), ImS21(f)) in der
komplexen Zahlenebene dargestellt werden. Wie in Abbildung 4.7 zu erkennen ist,
zeigen sowohl der Verlauf der Transmission T als auch der Verlauf der zusätzlichen
Phasenverschiebung θ, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit vereinfachend als Phase
bezeichnet wird, in der Umgebung der Resonanzfrequenz fr eine für eine Bandsperre
charakteristische Signatur. Weiterhin ist in der Abbildung zu sehen, dass die Re-
sonanzkurve in der komplexen Zahlenebene durch einen Resonanzkreis beschrieben
wird. Der Mittelpunkt (xc, 0) sowie der Radius r dieses Kreises sind über die Bezie-
hungen xc = (1 + Smin

21 )/2 und r = (1− Smin
21 )/2 mit der belasteten Güte Ql und der

Kopplungsgüte Qc verknüpft, wobei der Parameter Smin
21 den Durchmesser des Reso-

nanzkreises und damit die „Tiefe“ der Resonanzkurve bezeichnet. Die Transmission
T bzw. die Phase θ sind ferner durch die Gleichungen

T =

√
(ReS21)2 + (ImS21)2

1− xc

(4.32)

tan θ =
ImS21

xc − ReS21

(4.33)
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mit dem Realteil ReS21 bzw. dem Imaginärteil ImS21 des Streuparameters S21 sowie
dem Mittelpunkt (xc, 0) des Resonanzkreises verknüpft.

Eine wichtige Größe bei der Dimensionierung eines Mikrowellen-SQUID-Multi-
plexers ist der Strom IA, der durch den induktiven Abschluss LA des Resonators
fließt. Dieser hängt von der charakteristischen Impedanz ZLR des Resonators sowie
von der Leistung Pint der propagierenden elektromagnetischen Welle im Resonator
ab. Nach [Bar09] kann diese mit Hilfe der Gleichung

Pint

Prf

' 2

π

Q2
l

Qc

Z0

ZLR

(4.34)

berechnet werden, wobei Prf die Leistung des Hochfrequenzsignals am Eingang der
Durchgangsleitung bezeichnet. Berücksichtigt man, dass sich im Resonator aufgrund
vom Interferenz eine stehende Welle ausbildet und demnach der tatsächlich im Re-
sonator fließende Strom im Vergleich zum Strom der propagierenden Welle um einen
Faktor 2 erhöht ist, so kann mit Hilfe von Gleichung 4.34 und der Beziehung P = I2Z

für die Amplitude IA des durch die Induktivität LA fließenden Stroms der folgende
Ausdruck hergeleitet werden:

IA =

√
8

π

Q2
l

Qc

Z0

ZLR

Prf

ZLR

. (4.35)

4.5 Aufbau zur Auslesung supraleitender Resonatoren

Abbildung 4.8 zeigt eine schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus, mit
dem einerseits die unten beschriebenen Messungen an kapazitiv gekoppelten, supra-
leitenden λ/4-Leitungsresonatoren durchgeführt und mit dem andererseits der im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Mikrowellen-SQUID-Multiplexer charakterisiert
wurde. Wie in der Abbildung zu erkennen ist, wurde ein homodynes Messverfahren
verwendet, bei dem durch den Einsatz eines I/Q-Mischers simultan sowohl der Real-
teil ReS21 als auch der Imaginärteil ImS21 des Streuparameters S21 des Resonator-
bzw. Multiplexer-Chips gemessen werden kann.

Das für die Messung notwendige Hochfrequenzsignal im Frequenzband zwischen
4 GHz und 6 GHz wird mit Hilfe eines Signalgenerators (Rohde & Schwarz, SMT06)
erzeugt, dessen Oszillator zur Erhöhung der Frequenz- und Phasenstabilität mit ei-
nem externen Rb-Frequenzstandard (Stanford Research Systems, FS725) durch eine
Phasenregelschleife synchronisiert wird. Das synthetisierte Signal mit einer Leistung
von +13 dBm wird durch einen 10 dB-Richtkoppler in zwei Teile getrennt. Während
der eine Teil als Referenzsignal des I/Q-Mischers (Miteq, IRM0208LC2Q) verwendet
wird, dient der zweite Teil als Messsignal. Dieses durchläuft zunächst außerhalb des
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Abb. 4.8: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus zur Auslesung su-
praleitender Mikrowellenresonatoren bzw. eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers. Eine
Beschreibung des homodynen Messverfahrens sowie der Funktion der einzelnen Hoch-
frequenzkomponenten ist im Text zu finden.
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Kryostaten eine Reihe von Dämpfungsgliedern sowie einen variablen Phasenschie-
ber, durch die sowohl die Leistung des Signals am Eingang des Kryostaten als auch
die Phase relativ zum Referenzsignal eingestellt werden kann. Im Kryostat wird das
Signal um weitere 40 dB gedämpft. Hierfür werden zwei 10 dB-Dämpfungsglieder so-
wie ein 20 dB-Richtkoppler verwendet, die auf unterschiedlichen Temperaturstufen
des Kryostaten thermisch angekoppelt sind. Auf diese Weise wird nicht nur das
Messsignal, sondern auch der Einfluss thermischer Rauschquellen sukzessive abge-
schwächt. Durch die Verwendung eines an zwei Toren mit einem 50 Ω-Widerstand
abgeschlossenen Richtkopplers anstelle eines Dämpfungsglieds kann gewährleistet
werden, dass das Rauschen am Eingang des Resonator- bzw. Multiplexer-Chips durch
einen kalten 50 Ω-Widerstand und nicht durch ein im Vergleich zur Temperatur der
Experimentierplattform warmes Dämpfungsglied bestimmt wird.

Auf der Empfangsseite wird das Signal innerhalb des Kryostaten durch einen
an das Heliumbad des Kryostaten thermisch angekoppelten HEMT-Verstärker (Low
Noise Factory, LNF-LNC4_8A) zunächst um 36 dB sowie außerhalb des Kryostaten
durch einen rauscharmen Hochfrequenzverstärker (Miteq, AFS3-0400080-10-ULN)
um weitere 28 dB verstärkt. Durch das 3 dB-Dämpfungsglied zwischen den Ver-
stärkern werden stehende Wellen reduziert. Ein an der Experimentierplattform des
Kryostaten montierter Zirkulator (Pamtech, CTH1392K4) isoliert den Ausgang des
Resonator- bzw. Multiplexer-Chips vom Eingang des HEMT-Verstärkers. Auf diese
Weise wird gewährleistet, dass das Rauschen am Eingang des HEMT-Verstärkers
nicht zum Resonator- bzw. Multiplexer-Chip zurückgesendet wird und diese am
Ausgang nur einen T < 100 mK kalten 50 Ω-Widerstand sehen. Das hochverstärkte
Messsignal durchläuft eine Reihe von Dämpfungsgliedern und wird zusammen mit
dem Referenzsignal im I/Q-Mischer heruntergemischt, wobei aufgrund des homo-
dynen Messverfahrens die Signale des In-Phase-Anteils I sowie des Quadratur-Phase-
Anteils Q im Basisband um f = 0 Hz liegen. Der Wert des empfangsseitig verbauten
variablen Dämpfungsglieds wird dabei in Abhängigkeit vom Wert des sendeseitig
verbauten variablen Dämpfungsglieds so gewählt, dass die Leistung des Messsignals
am RF-Eingang des Mischers in etwa konstant bleibt. Die beiden Gleichspannungs-
signale I und Q werden um 20 dB verstärkt, mit Hilfe eines Analog-Digital-Wandlers
(National Instruments, NI-USB-6251M) digitalisiert und auf der Festplatte des Mess-
rechners gespeichert. Aus den aufgezeichneten Daten kann dann der Streuparameter
S21 bestimmt werden.

Die einzelnen Hochfrequenzkomponenten im Kryostaten sind mit Hilfe halbstar-
rer Koaxialkabel verbunden. Die Innenleiter derartiger Kabel sind jedoch aufgrund
der bei tiefen Temperaturen vergleichsweise geringen thermischen Leitfähigkeit der
verwendeten Dielektrika thermisch nahezu entkoppelt, so dass über die Innenleiter
Wärme auf die Kaltstufe des Kryostaten eingetragen werden kann. Aus diesem Grund
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Abb. 4.9: Parameterdarstellung (I(φ), Q(φ))

der Spannungen I und Q an den beiden Aus-
gängen des im Rahmen dieser Arbeit verwen-
deten I/Q-Mischers bei einer Frequenz von
f = 5,9 GHz und einer HF-Leistung von Prf =

−6 dBm am RF-Eingang des Mischers. Ferner
sind in der Abbildung eine numerische Anpas-
sung einer Ellipse an die gemessenen Daten
sowie eine schematische Darstellung des Auf-
baus eines I/Q-Mischers gezeigt.

wurden die Leitungen durch Gleichstromsperren (dc-Blocks), die sowohl die Innen-
leiter als auch die Außenleiter der Leitungen galvanisch trennen, unterbrochen, so
dass die thermische Leitfähigkeit entlang der halbstarren Koaxialkabel reduziert ist.
Da durch die Dämpfungsglieder desweiteren die Außenleiter mit den Innenleitern
galvanisch verbunden sind, werden diese zusätzlich gekühlt. Auf diese Weise kann
die Wärmelast auf die Kaltstufe des Kryostaten deutlich verringert werden. Aus ei-
nem äquivalenten Grund wurde vor dem Eingang des HEMT-Verstärkers eine Fern-
speiseweiche (Bias-Tee) verwendet, deren Gleichstromeingang niederohmig mit der
Masse des Kryostaten verbunden ist. Durch die galvanische Trennung des Hoch-
frequenzeingangs wird der Wärmefluss über den Innenleiter der an den Verstärker
angeschlossenen Leitung vermieden.

4.5.1 Besonderheiten bei der Verwendung eines I/Q-Mischers

Im vorangegangenen Abschnitt wurde erläutert, dass zur Bestimmung des Streupara-
meters S21 des Resonator- bzw. Multiplexer-Chips ein homodynes Messverfahren in
Verbindung mit einem I/Q-Mischer verwendet wurde. Durch den Einsatz eines I/Q-
Mischers kann simultan sowohl der Realteil ReS21 als auch der Imaginärteil ImS21

des Streuparameters S21 und damit verbunden sowohl die Amplitude A als auch die
Phase φ des transmittierten Signals bezogen auf das Referenzsignal gemessen werden.
Wie in Abbildung 4.9 gezeigt ist, besteht ein I/Q-Mischer aus zwei herkömmlichen
Abwärtsmischern, einem 3 dB-Leistungsteiler sowie einem 90◦-Hybrid-Koppler mit
einer symmetrischen Leistungsauskopplung von 3 dB. Mit Hilfe des Kopplers wird
das Referenzsignal zunächst in zwei Signale geteilt, deren Phasen um 90◦ verschoben
sind und die als Oszillatorsignale der Abwärtsmischer verwendet werden. Das Mess-
signal wird durch den 3 dB-Leistungsteiler in zwei symmetrische Signale geteilt, die
in den Mischern mit den zugehörigen Oszillatorsignalen heruntergemischt werden.
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Auf diese Weise erhält man den zum Realteil ReS21 proportionalen In-Phase-Anteil
I sowie den zum Imaginärteil ImS21 proportionalen Quadratur-Phase-Anteil Q, der
sich aus der Multiplikation des Messsignals mit dem gegenüber dem Referenzsignal
um 90◦ phasenverschobenen Oszillatorsignal ergibt.

Die Ausgangssignale I und Q eines I/Q-Mischers sind aufgrund des nicht-idealen
Verhaltens der im Mischer verbauten Komponenten durch

I = I0 +GI ·A cosφ (4.36)
Q = Q0 +GQ ·A sin (φ+ ∆φ) (4.37)

gegeben. Hierbei bezeichnen I0 und Q0 Offset-Gleichspannungen an den Ausgängen
des Mischers, GI und GQ die Mischverluste der Abwärtsmischer und ∆φ die Abwei-
chung der Phasendifferenz des Hybrid-Kopplers vom idealen Wert 90◦. Um aus den
Signalen I und Q die Amplitude A sowie die Phase φ des Messsignals bezogen auf
das Referenzsignal bestimmen zu können, müssen die nicht-idealen Eigenschaften des
I/Q-Mischers ermittelt und bei der Analyse der Daten berücksichtigt werden. Zur
Bestimmung der parasitären Eigenschaften des Mischers wurde in Abbildung 4.8 der
Ausgang des Phasenschiebers über ein 3 dB Dämpfungsglied direkt mit der Gleich-
stromsperre am RF-Eingang des I/Q-Mischers verbunden. Bei konstanter Frequenz
und Amplitude des Hochfrequenzsignals wurde mit Hilfe des Phasenschiebers die
Phase φ zwischen dem Referenzsignal und dem Messsignal variiert und die Spannung
an den Ausgängen I und Q als Funktion der Phase φ gemessen. Während man bei ei-
nem idealen I/Q-Mischer erwartet, dass die Parameterdarstellung (I(φ), Q(φ)) einen
Kreis um den Ursprung (0, 0) beschreibt, ergibt sich bei einem realen, nicht-idealen
I/Q-Mischer eine um den Winkel ∆φ verkippte Ellipse, deren Halbachsen im Verhält-
nis GI/GQ zueinander stehen und deren Mittelpunkt im Punkt (I0, Q0) liegt. Durch
Bestimmung der Parameter dieser Ellipse können die parasitären Eigenschaften I0,
Q0, GI/GQ und ∆φ des I/Q-Mischers bestimmt werden. Abbildung 4.9 zeigt das
Ergebnis einer derartigen Kalibrationsmessung für eine Frequenz von f = 5,9 GHz

sowie eine Leistung von Prf = −6 dBm am RF-Eingang des Mischers. Die durchgezo-
gene Linie entspricht einer numerischen Anpassung einer Ellipse an die Parameter-
darstellung (I(φ), Q(φ)) der gemessenen Daten. Durch äquivalente Messungen bei
unterschiedlichen Frequenzen konnte der verwendete I/Q-Mischer vollständig cha-
rakterisiert werden, wobei die Ergebnisse in Abbildung 4.10 zusammengefasst sind.
Mit Hilfe der Gleichungen 4.36 und 4.37 sowie der Kalibrationskurven können dann
die Amplitude A sowie die Phase φ des Messsignals bezogen auf das Referenzsignal
aus den Spannungen I und Q bestimmt werden.

Weiterhin muss bei der Verwendung eines I/Q-Mischers berücksichtigt werden,
dass die Ein- bzw. Ausgänge des Mischers nicht vollständig voneinander isoliert sind
und es aus diesem Grund zu unerwünschten Interferenzen kommen kann. So verur-
sacht das Referenzsignal am RF-Eingang ein unerwünschtes Signal, dessen Leistung
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Abb. 4.10: (a) Gleichspannungsoffsets, (b) Verhältnis GI/GQ der Mischverluste so-
wie (c) Abweichung ∆φ der Phasenlage der Ausgänge I und Q des verwendeten I/Q-
Mischers des Typs IRM0208LC2Q von Miteq.

mit der Leistung des eigentlichen Messsignals vergleichbar ist. Dieses Signal wird
am Ausgang des Hochfrequenzverstärkers entsprechend dem Wert des Streuparame-
ters S22 reflektiert und erscheint als Gleichspannungsoffset an den Ausgängen des
Mischers. Aus diesem Grund wurde zwischen dem Hochfrequenzverstärker und dem
RF-Eingang des Mischers ein 6 dB-Dämpfungsglied platziert. Während das Mess-
signal dieses nur einmal durchläuft, wird das parasitäre Signal zweimal gedämpft,
so dass dessen Beitrag im Vergleich zum eigentlichen Messsignal verringert wird. An
den Ausgängen des Mischers treten ähnliche Effekte auf, die durch Verwendung von
Tiefpassfiltern mit einer Abschneidefrequenz unterhalb der Frequenz des Messsignals
jedoch beseitigt werden können. Zur Vermeidung von Masseschleifen wurden ferner
die beiden Eingänge des Mischers durch Gleichstromsperren vom restlichen Aufbau
getrennt.

4.5.2 Rauschtemperatur des Messaufbaus

Die Rauschtemperatur TN einer Kettenschaltung aus n elektrischen Zweitoren, wie
sie bei dem hier beschriebenen Messaufbau gegeben ist, kann nach [Fri44] mit Hilfe
der Formel

TN = T1 +
T2

G1

+
T3

G1G2

+ . . .+
Tn

G1G2 . . . Gn−1

(4.38)

berechnet werden, wobei Ti die Rauschtemperatur und Gi die Verstärkung bzw.
Dämpfung des i-ten Zweitors bezeichnet. Die Rauschtemperatur Tv eines Verstärkers
ist hierbei über die Beziehung Pout = Gv(Pin+kBTv) definiert, sofern Pin die Eingangs-
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leistung, Pout die Ausgangsleistung und Gv den Verstärkungsfaktor des Verstärkers
bezeichnen. Im Gegensatz hierzu ist die Rauschtemperatur Td eines dämpfenden Ele-
ments durch dessen physikalische Temperatur T0 bestimmt und kann in Verbindung
mit dem Dämpfungsfaktor Gd mit Hilfe des Ausdrucks Td = T0(1−Gd)/Gd berech-
net werden. Es kann ferner gezeigt werden [Bar09], dass die Rauschtemperatur TN

des Messaufbaus sowohl „auf“ als auch „neben“ einer Resonanz über die Beziehung

SA,θ =
kBTN

r2Prf

(4.39)

mit dem Amplitudenrauschen SA bzw. dem Phasenrauschen Sθ, dem Radius r des
Resonanzkreises sowie der zur Auslesung verwendeten Leistung Prf des Hochfrequenz-
signals verknüpft ist.

Die Rauschtemperatur TN des im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Messaufbaus
wird durch den HEMT-Verstärker bei 4,2 K dominiert. Dieser besitzt im Frequenz-
bereich von 4 GHz bis 6 GHz abhängig von der Frequenz des Signals eine Rauschtem-
peratur zwischen 3 K und 4 K bei einer Verstärkung zwischen 35 dB und 36 dB. Aus
diesem Grund kann sowohl der Beitrag der sendeseitig verbauten Dämpfungselemen-
te, der mit Gleichung 4.38 zu TN = 90 mK abgeschätzt werden kann, als auch die
Rauschleistung des zweiten Verstärkers bei Raumtemperatur, die mit 75 K bei einer
durchschnittlichen Verstärkung von 28 dB spezifiziert ist, vernachlässigt werden. Zur
Berechnung der Rauschtemperatur am Ausgang des Resonator- bzw. Multiplexer-
Chips muss ferner berücksichtigt werden, dass die Fernspeiseweiche, die Gleich-
stromsperre sowie der Zirkulator im Gegensatz zu den verwendeten supraleitenden
Koaxialkabeln eine Einfügedämpfung zeigen. Diese kann in der Summe auf etwa
3 dB abgeschätzt werden. Auf diese Weise erhält man bezogen auf den Ausgang des
Resonator- bzw. Multiplexer-Chips eine effektive Rauschtemperatur TN des Messauf-
baus zwischen 6 K und 8 K. Die Rauschtemperatur des HEMT-Verstärkers nimmt
damit am Eingang des Mischers aufgrund der in der Summe gegebenen Verstärkung
von G ' 50 dB Werte von TN > 6 · 105 K an. Die Mischverluste des I/Q-Mischers
sind mit G ' 8 dB spezifiziert, so dass sich für diesen eine Rauschtemperatur von
1900 K ergibt, die im Vergleich zum Beitrag des HEMT-Verstärkers vernachlässigt
werden kann. Das Eingangsspannungsrauschen

√
SU des Analog-Digital-Wandlers

besitzt im verwendeten Messbereich von ±1 V einen Wert von
√
SU = 32 nV/

√
Hz,

was bei R = 50 Ω und unter Berücksichtigung des Spannungsverstärkers mit einem
Verstärkungsfaktor von G = 10 einer Rauschtemperatur von TN ∼ 3700 K entspricht.
Dieser übersetzt sich mit den Mischverlusten des I/Q-Mischers zu einem Wert von
2,4 · 103 K am Eingang des I/Q-Mischers und kann folglich, verglichen mit dem Bei-
trag des HEMT-Verstärkers, ebenfalls vernachlässigt werden.
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4.6 Charakterisierung von λ/4-Leitungsresonatoren aus Niob

Die Entwicklung eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers setzt die genaue Kenntnis
der Eigenschaften der supraleitenden Resonatoren voraus, die zur Auslesung der
rf-SQUIDs verwendet werden. Hierzu müssen einerseits charakteristische Größen
der Resonatoren, zu denen unter anderem die Beiträge zur intrinsischen Güte Qi

zählen, bestimmt, sowie andererseits der zur Auslesung der Resonatoren verwende-
te Messaufbau hinsichtlich der Rauschtemperatur TN, der Stabilität und fehlerhaft
angepasster Komponenten charakterisiert werden. Aus diesem Grund wurde eine
Reihe von supraleitenden, koplanaren λ/4-Mikrowellenresonatoren aus Niob herge-
stellt, die kapazitiv an eine Durchgangsleitung gekoppelt sind. Durch temperatur-
und leistungsabhängige Messungen der Resonanzfrequenzen und der Güten dieser
Resonatoren sowie einer Analyse des Phasen- und Amplitudenrauschens konnten
die für die Entwicklung des Mikrowellen-SQUID-Multiplexers relevanten Parameter
experimentell bestimmt werden.

4.6.1 Herstellung der Resonatoren und experimenteller Aufbau

Die in der Einleitung dieses Abschnitts beschriebenen Resonatoren aus Niob wurden
auf 330µm dicken Siliziumsubstraten mit einem Durchmesser von 2 Zoll struktu-
riert, deren Oberflächen eine 240 nm dicke, durch thermische Oxidation erzeugte
SiO2-Schicht besitzen, die die Substrate elektrisch isolieren. Jedes Substrat wurde
zunächst in der Schleusenkammer der zur Abscheidung der Niobschicht verwende-
ten UHV-Sputteranlage2 durch einen Ionen-Ätzprozess mit Argon-Ionen physika-
lisch gereinigt. Anschließend wurde auf das gereinigte Substrat bei einer Tempera-
tur von T = 200 ◦C mit Hilfe eines dc-Magnetron-Sputterprozesses vollflächig eine
100 nm dicke Schicht aus Niob abgeschieden, wobei sich bei einer Sputterleistung
von PNb = 500 W und einem Prozessgasdruck von pAr = 0,27 Pa eine Depositions-
rate von ṅNb = 8,33Å/s ergeben hat. Die Strukturierung der Resonatoren erfolgte
durch UV-Photolithographie in Verbindung mit einem nasschemischen Ätzprozess,
wobei als Ätze eine Lösung aus einem Teil Flusssäure (HF), 6 Teilen Salpetersäure
(HNO3) und 10 Teilen Wasser (H2O) verwendet wurde.

Nach der Strukturierung der Resonatoren wurde das Substrat in 12 mm× 6,5 mm

große Chips gesägt, von denen der Chip C2 zur Charakterisierung ausgewählt wor-
den ist. Dieser wurde mit Hilfe eines tieftemperaturtauglichen Spulenlacks (GE Var-
nish 7031) auf einen Probenhalter aus Kupfer geklebt. Die Durchgangsleitung wurde
sowohl am Eingang als auch am Ausgang des Resonator-Chips durch ultraschall-
verschweißte Aluminiumdrähte mit einem Durchmesser von 25µm mit koplanaren

2DCA Instruments Oy, Turku, Finnland.
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1 2

Abb. 4.11: Lichtmikroskopische Aufnahme eines Ausschnitts des Resonator-Chips C2,
mit dem die in diesem Abschnitt beschriebenen Charakterisierungsmessungen durch-
geführt worden sind. Während der Niobfilm hellgelb erscheint, haben die freiliegenden
Stellen des Substrats eine etwas dunklere Farbe. Das Hochfrequenzsignal wird am An-
schluss 1 eingespeist und am Anschluss 2 detektiert. In der Vergrößerung ist ein ellbo-
genförmiger Koppler zu erkennen, durch den die Resonatoren jeweils kapazitiv an die
Durchgangsleitung angekoppelt sind.

Wellenleitern aus Kupfer verbunden, die auf einem für Hochfrequenzanwendungen ge-
eigneten Platinenmaterial (RO3010, Rogers Corporation) strukturiert und mit SMA-
Steckverbindern kontaktiert worden sind. Die Massefläche des Resonator-Chips wur-
de mit einer großen Zahl von ultraschallverschweißten Aluminiumdrähten mit dem
Experimenthalter verbunden, um auf diese Weise Potentialunterschiede auf der Mas-
sefläche des Resonator-Chips zu vermeiden.

Abbildung 4.11 zeigt eine lichtmikroskopische Aufnahme eines Ausschnitts des
Resonator-Chips C2, mit dessen Hilfe die in diesem Abschnitt beschriebenen Expe-
rimente durchgeführt worden sind. Auf dem Chip wurden insgesamt 20 Resonatoren
mit unterschiedlichen Resonanzfrequenzen, Strukturgrößen und Kopplungskapazitä-
ten platziert. Wie in der Vergrößerung zu sehen ist, wurde zur kapazitiven Kopplung
der Resonatoren an die Durchgangsleitung eine ellbogenförmige Kopplerstruktur ver-
wendet, bei der jeweils ein Teil der Resonatorlänge in der Nähe des offenen Endes
parallel zur Durchgangsleitung geführt wird. Hierbei wurde darauf geachtet, dass
die Massefläche zwischen der Durchgangsleitung und den Resonatoren nicht unter-
brochen wird, da sich anderweitig ein asymmetrischer Strompfad ergibt, der zum
Auftreten unsymmetrischer Moden führt.
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Da das Resonator-Design ursprünglich für die Verwendung von Siliziumsubstraten
mit einer Permittivität von εr = 11,9 und ohne thermisches Oxid vorgesehen war,
wurden für die Durchgangsleitung Strukturgrößen von ss = 10µm und ws = 6µm ge-
wählt, um eine charakteristische Impedanz Z0 der Durchgangsleitung von Z0 = 50 Ω

gewährleisten zu können. Hierbei bezeichnen ss bzw. ws die Breite des Innenleiters
bzw. den Abstand zwischen dem Innenleiter und den Masseflächen der Durchgangs-
leitung. Aus fertigungstechnischen Gründen musste jedoch, wie bereits bei der Be-
schreibung der Herstellung der Resonatoren angedeutet worden ist, auf ein Silizium-
substrat mit thermisch erzeugter Oxidschicht zurückgegriffen werden. Aufgrund der
damit verbundenen Verringerung der effektiven Dielektrizitätskonstanten εeff ergibt
sich eine charakteristische Impedanz von Z0 = 54 Ω. Dies entspricht einer leichten
Fehlanpassung gegenüber der Impedanz des Messaufbaus, die jedoch vergleichbar
mit den Fehlanpassungen der übrigen Hochfrequenzkomponenten ist.

Die Strukturgrößen sr und wr der Resonatoren wurden ebenfalls so gewählt, dass
sich bei der Verwendung eines Siliziumsubstrats eine charakteristische Impedanz
von ZLR = 50 Ω ergeben hätte. Demnach sind auch die Resonatoren schwach fehl-
angepasst. Die Fehlanpassung der Resonatoren führt allerdings im Gegensatz zur
Fehlanpassung der Durchgangsleitung nicht zu unerwünschten Reflexionen, da die
Resonatoren nur auf Resonanz die Transmission entlang der Durchgangsleitung be-
einflussen und hier ohnehin einen Kurzschluss zur Masse und damit verbunden eine
Diskontinuität der Durchgangsleitung darstellen. Insgesamt wurden für die Innen-
leiter der Resonatoren zwei unterschiedliche Strukturbreiten verwendet, deren Werte
s

(1)
r = 5µm bzw. s(2)

r = 8µm betragen. Für die Abstände zwischen den Innenleitern
und den Masseflächen haben sich hieraus Werte von w(1)

r = 3µm bzw. w(2)
r = 4,8µm

ergeben. Für die Längen lr der Resonatoren wurden Werte zwischen lr = 5 mm und
lr = 7,5 mm gewählt, so dass sich für die Resonanzfrequenzen fr der Resonatoren
auf dem verwendeten Substrat bei Vernachlässigung der kinetischen Induktivität so-
wie der Frequenzverschiebung aufgrund der kapazitiven Kopplung Werte zwischen
fr = 4,4 GHz und fr = 6,6 GHz ergeben. Da die Längen der Resonatoren vergleichbar
mit den lateralen Abmessungen des Chips sind, wurden die Resonatoren posaunenar-
tig aufgewickelt, wobei durch einen hinreichend großen Abstand zwischen den Innen-
leitern parasitäre Kapazitäten und Induktivitäten zwischen den verschiedenen Reso-
natoren vermieden werden sollten. Zur Berechnung der Kopplungskapazitäten zwi-
schen der Durchgangsleitung und den Resonatoren wurde auf eine Finite-Elemente-
Methode zurückgegriffen. Hierfür wurde das Programm FEMM3 verwendet, mit des-
sen Hilfe quasi-zweidimensionale Probleme der Elektro- und Magnetostatik gelöst
werden können. Bei der gewählten Breite dc = 2µm der Massefläche zwischen der
Durchgangsleitung und dem parallel geführten Teil des Resonators findet man für die

3FEMM: Finite Element Method Magnetics (Version 4.0) von David Meeker, Freeware,
http://femm.foster-miller.net.
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f calc
r fr Ql Qcalc

c Qc Fδ0
TLS αfit αcalc Qs

[GHz] [GHz] [10−5] [%] [%]

R1 4,4788 4,1145 4996 4375 6827 4,09 18,0 15,6 18556
R2 4,4430 4,1907 2628 3352 3000 3,41 12,6 11,0 21894
R3 4,7027 4,3128 6198 22454 7895 4,46 19,0 15,9 28306
R4 4,6598 4,3953 4998 17158 4737 3,31 13,0 11,0 < 100

R5 4,9267 4,5202 9828 45740 11983 4,33 18,4 15,8 54192
R6 4,8765 4,5932 5099 35119 50299 3,71 13,2 11,3 < 100

R11 5,5985 5,1448 2617 4195 2103 4,58 20,6 15,6 < 100

R12 5,5268 5,2108 5235 3373 8342 3,33 13,6 11,1 14025
R13 5,8224 5,3564 7175 22555 7042 4,44 20,0 15,4 < 100

R14 5,7435 5,4106 5348 17385 5878 3,13 13,2 11,3 62015
R15 6,0464 5,5444 13275 46477 20112 4,58 22,4 15,9 38635
R16 5,9602 5,6059 10171 35701 13965 3,27 14,4 11,5 37262

Tab. 4.1: Experimentell bzw. rechnerisch (calc) bestimmte Werte für die Resonatoren
R1-R6 sowie R11-R16. Die Strukturgröße sr ist bei Resonatoren mit geradem Index
durch sr = 5µm und bei Resonatoren mit ungeradem Index durch sr = 8µm gegeben.
Die Werte von fr und Ql sind für eine Temperatur von T = 18,5 mK angegeben. Die
Berechnung der Werte f calc

r und Qcalc
c erfolgte unter Berücksichtigung des tatsächlich

zur Herstellung der Resonatoren verwendeten Substrats. Die kinetische Induktivität
Lkin der Resonatoren wurde hingegen bei der Berechnung nicht berücksichtigt.

auf die Länge lc des Kopplers normierten Kopplungskapazitäten Cc bei Resonatoren
mit einer Strukturbreite von s(1)

r = 5µm einen Wert von C(1)
c = 17,48 pF/m und bei

Resonatoren mit s(1)
r = 8µm einen Wert von C(2)

c = 20,10 pF/m. Da für die Längen
lc der Koppler Werte zwischen 40µm und 800µm gewählt wurden, erwartet man
nach Gleichung 4.27 Kopplungsgüten Qc zwischen 103 und 105. Eine Übersicht über
die berechneten Resonanzfrequenzen f calc

r und Kopplungsgüten Qcalc
c bei Berücksich-

tigung des tatsächlich zur Herstellung der Resonatoren verwendeten Substrats ist für
zwölf Resonatoren in Tabelle 4.1 zu finden, wobei bei der Berechnung der Werte f calc

r

die kinetische Induktivität Lkin der Resonatoren vernachlässigt wurde.

4.6.2 Durchgeführte Messungen und Parameterbestimmung

Die Charakterisierung der Resonatoren erfolgte mit dem in Abschnitt 4.5 beschriebe-
nen Messaufbau durch frequenzabhängige Messungen des Streuparameters S21, aus
denen die Resonanzfrequenzen fr sowie die belasteten Güten Ql der Resonatoren be-
stimmt worden sind. Diese Art der Messung wurde für eine Reihe verschiedener Tem-
peraturen T zwischen 18 mK und 2,5 K und für zwei verschiedene Leistungen Prf des
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Hochfrequenzsignals durchgeführt. Obwohl die Wahl der Leistung des Hochfrequenz-
signals mit Prf = −63 dBm bzw. Prf = −53 dBm zunächst willkürlich erscheint, wird
sich in Abschnitt 6.2 im Rahmen der Diskussion der Energiesensitivität ε bzw. des
Flussrauschens

√
SΦ eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers zeigen, dass mit diesen

Leistungen eine stabile Auslesung des Multiplexers bei einem erwarteten Flussrau-
schen von

√
SΦ < 1µΦ0/

√
Hz gewährleistet werden kann. Daher konnte mit den

durchgeführten Messungen das Verhalten der Resonatoren in dem für den Betrieb
des entwickelten Multiplexers relevanten Leistungsbereich analysiert werden.

Für die frequenzabhängigen Messungen des Streuparameters S21 wurde mit dem
Signalgenerator ein linearer Frequenzsweep zwischen 4 GHz und 6 GHz durchgeführt,
wobei die Ausgangsspannungen I und Q des I/Q-Mischers kontinuierlich aufgezeich-
net wurden. Die so gewonnenen Daten wurden sowohl hinsichtlich der nicht-idealen
Eigenschaften des I/Q-Mischers als auch der Kabelverzögerung τ korrigiert. Die-
se resultiert aus den unterschiedlichen Längen des Referenz- und des Signalpfads
und führt dazu, dass sich die Phasenverschiebung zwischen dem Referenz- und dem
Messsignal in Abhängigkeit von der Frequenz ändert. Um die Kabelverzögerung zu
korrigieren, wurde bei einer vergleichsweise hohen Temperatur von T = 6,5 K ein
Frequenzsweep durchgeführt. Da für Temperaturen T > Tc/2 die Verluste im Supra-
leiter groß sind, können bei diesen Temperaturen keine Resonanzen beobachtet wer-
den. Aus diesem Grund lässt sich aus den Messdaten für T > Tc/2 die Kabelver-
zögerung τ bestimmen, mit der die bei tiefen Temperaturen aufgezeichneten Daten
korrigiert werden können. Zur Bestimmung der Resonanzfrequenzen fr sowie der
belasteten Güten Ql der Resonatoren wurde Gleichung 4.24 nach der Methode der
kleinsten Abweichungsquadrate numerisch an die korrigierten Messdaten angepasst.
Hieraus können dann zusammen mit den Mittelpunkten (xc, 0) und den Radien r der
Resonanzkreise, deren Verknüpfung mit der Güte Ql sowie der „Tiefe“ Smin

21 der Re-
sonanzkurve in Abschnitt 4.5 angegeben wurde, die Kopplungsgüten Qc und damit
verbunden die intrinsischen Güten Qi der Resonatoren bestimmt werden.

Zur Analyse des Amplituden- und Phasenrauschens wurde der Streuparameter
S21 bei einer festen Frequenz des Signalgenerators als Funktion der Zeit gemessen.
Aus den aufgezeichneten Daten, die ebenfalls hinsichtlich der nicht-idealen Eigen-
schaften des I/Q-Mischers sowie der Kabelverzögerung korrigiert wurden, lassen sich
dann durch diskrete Fouriertransformation die spektralen Leistungsdichten Sθ des
Phasenrauschens und SA des Amplitudenrauschens bestimmen.

4.6.3 Identifizierung der Resonatoren und Analyse der Kopplungsgüte

Abbildung 4.12 zeigt den gemessenen Verlauf der Transmission T entlang der Durch-
gangsleitung des charakterisierten Resonator-Chips C2 als Funktion der Frequenz f
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Abb. 4.12: Verlauf der Vorwärts-Transmission T entlang der Durchgangsleitung des
charakterisierten Resonator-Chips C2 als Funktion der Frequenz f des Hochfrequenz-
signals. Die Messung wurde bei einer Temperatur von 18,5 mK und mit einer Leistung
von Prf = −63 dBm durchgeführt. Die angegebenen Zahlen entsprechen den auf drei
Stellen gerundeten Resonanzfrequenzen in GHz. Die darunter stehenden Bezeichnungen
stellen eine Nummerierung der identifizierten Resonatoren dar.

des Hochfrequenzsignals. Die Messung wurde bei einer Mischkammertemperatur von
18,5 mK und bei einer Leistung des Hochfrequenzsignals von Prf = −63 dBm nach
der in Abschnitt 4.6.2 beschriebenen Methode durchgeführt. Von den ursprünglich
auf dem Chip platzierten 20 Resonatoren konnten 19 Resonatoren identifiziert wer-
den. Unter Berücksichtigung der kinetischen Induktivität Lkin und dem verwende-
ten Substrat, wird für die Resonanzfrequenz fr des Resonators R20 ein Wert von
fr ' 6,015 GHz erwartet, der folglich außerhalb des experimentell zugänglichen Mess-
bereichs liegt. Bei Frequenzen von f ' 4,235 GHz und f ' 4,710 GHz sind parasitäre
Leitungsresonanzen zu erkennen, deren Ursache bislang nicht eindeutig geklärt wer-
den konnte. Die ebenfalls zu beobachtende Restwelligkeit des Transmissionsverlaufs
resultiert aus Reflexionen an den verwendeten Hochfrequenzkomponenten sowie an
den Übergängen zwischen dem Resonator-Chip und den SMA-Steckverbindern. Dies
konnte durch Zeitbereichsreflektometrie nachgewiesen werden.

Die Kopplungsgüten Qc der Resonatoren können, wie in den Abschnitten 4.4 und
4.6.2 gezeigt worden ist, aus den Mittelpunkten (xc, 0) und den Radien r der Re-
sonanzkreise bestimmt werden. Wie die Gegenüberstellung der berechneten und der
gemessenen Kopplungsgüten Qcalc

c und Qc in Tabelle 4.1 zeigt, weichen die gemesse-
nen Werte teilweise signifikant von den berechneten Werten ab. Hierbei scheint die
Abweichung insbesondere bei kleinen Kopplerlängen und damit verbunden bei hohen
Kopplungsgüten groß zu sein. Eine mögliche Ursache hierfür ist, dass bei den durchge-
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führten Finite-Elemente-Simulationen an den Enden der Koppler auftretende Rand-
effekte nicht berücksichtigt werden konnten. Wie ein Vergleich mit anderen Arbeiten
[Maz04, Ham11] zeigt, haben diese Randeffekte insbesondere bei Kopplern mit gerin-
ger Länge lc einen Einfluss auf die Koppelkapazitäten Cc. Als weitere Ursachen für die
Diskrepanz der Kopplungsgüten können stehende Wellen auf der Durchgangsleitung
[Mat11], Potentialunterschiede auf der Massefläche des Resonator-Chips [Ham11]
sowie durch elektromagnetisches Übersprechen zwischen Resonatoren verursachte,
parasitäre Resonator-Moden [Led10] angeführt werden. Während ein Vergleich mit
Simulationsdaten [Ham11] zeigt, dass elektromagnetisches Übersprechen aufgrund
des Frequenzabstands der Resonatoren von ∆f ≥ 70 MHz sowie dem räumlichen Ab-
stand von d ≥ 100µm unwahrscheinlich erscheint, können stehende Wellen auf der
Durchgangsleitung sowie Potentialunterschiede auf der Massefläche des Chips nicht
a priori ausgeschlossen werden. So ist es denkbar, dass sich zwischen den Übergän-
gen der Durchgangsleitung auf die SMA-Steckverbinder aufgrund der Fehlanpassung
der Durchgangsleitung stehende Wellen ausbilden können. Diese können auch als
mögliche Ursache für die oben beschriebenen Leitungsresonanzen bei f ' 4,235 GHz

und f ' 4,710 GHz angeführt werden. Ferner stellen Potentialunterschiede auf der
Massefläche des Resonator-Chips ein realistisches Szenario dar, da die Masseflächen
zwischen den einzelnen Resonatoren nur an den Rändern des Chips sowie oberhalb
der Koppler miteinander verbunden sind. Obwohl der Kontakt zwischen den ver-
schiedenen Bereichen der Massefläche durch Massebrücken, wie sie beispielsweise in
[Ham07] oder [Lan12] verwendet werden, erhöht werden kann, wurde im Rahmen
dieser Arbeit auf die Verwendung solcher Brücken verzichtet, da zu deren Herstel-
lung ein weiterer, bisher wenig erprobter Strukturierungsprozess erforderlich ist. Für
zukünftige Messungen ist jedoch der Einsatz eines solchen Prozesses angedacht, so
dass durch eine erneute Messung der Kopplungsgüten geprüft werden kann, ob diese
durch Verbesserung des Kontakts zwischen den Masseflächen mit höherer Zuverläs-
sigkeit vorhergesagt werden können.

4.6.4 Temperaturabhängigkeit der Resonanzfrequenz

Abbildung 4.13 zeigt am Beispiel von Resonator R14 eine Parameterdarstellung des
Streuparameters S21 sowie den Verlauf der Transmission T als Funktion der Frequenz
f des Hochfrequenzsignals bei verschiedenen Temperaturen. Wie in der Abbildung
gezeigt ist, ändert sich mit der Temperatur sowohl die Resonanzfrequenz fr als auch
die belastete Güte Ql des Resonators.

Die Resonanzfrequenzen fr supraleitender Leitungsresonatoren werden nach Glei-
chung 4.21 einerseits durch die Länge lr der Resonatoren sowie andererseits durch
den Induktivitätsbelag L′ und den Kapazitätsbelag C ′ der Resonatoren bestimmt.
Hierbei zeigen sowohl der Induktivitätsbelag L′ aufgrund des Beitrags der kineti-
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Abb. 4.13: (links) Parameterdarstellung des Streuparameters S21 und (rechts) Ver-
lauf der Transmission T des Resonators R14 als Funktion der Frequenz f des Hoch-
frequenzsignals bei verschiedenen Temperaturen und einer Leistung von Prf = −63 dBm.

schen Induktivität L′kin als auch der Kapazitätsbelag C ′ aufgrund der Proportionali-
tät C ′ ∝ εr charakteristische Temperaturverläufe, die im vorliegenden Temperatur-
und Frequenzbereich durch die Gleichungen 4.9 und 4.14 beschrieben werden. Die re-
lative Änderung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz kann demnach durch den Ausdruck

δfr(T )

fr

=
α

2

δσ2(T )

σ2

+
F

2

δεr(T )

εr
(4.40)

beschrieben werden. Hierbei bezeichnen α = Lkin/Lges den Anteil der kinetischen
Induktivität Lkin an der Gesamtinduktivität Lges der Resonatoren und F den in
Abschnitt 4.4 eingeführten Füllfaktor, durch den die Inhomogenität des elektrischen
Felds in den dielektrisch aktiven Teilen der Resonatoren berücksichtigt wird.

Abbildung 4.14 zeigt die relative Änderung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz für
vier beispielhaft ausgewählte Resonatoren im Temperaturbereich T ≤ 1 K bei zwei
verschiedenen Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals. Die eingezeichneten Kurven
entsprechen einer im Temperaturbereich zwischen 0,1 K und 1 K vorgenommenen
Anpassung von Gleichung 4.40 an die Messdaten, wobei die hierbei bestimmten Fak-
toren Fδ0

TLS in Tabelle 4.1 zusammengefasst sind. Wie in der Abbildung zu sehen ist,
können die Messdaten in diesem Temperaturbereich unabhängig von der Leistung Prf

sehr gut mit Hilfe von Gleichung 4.40 beschrieben werden. Bei Temperaturen unter
100 mK weichen die Messdaten allerdings von den angepassten Kurven ab und sind
nahezu temperaturunabhängig. Ferner liegen in diesem Temperaturbereich die Da-
ten für Prf = −63 dBm systematisch über den Daten für Prf = −53 dBm. Dieses
Verhalten kann durch die Sättigung von Tunnelsystemen erklärt werden und wurde
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Abb. 4.14: Verlauf der relativen Frequenzänderung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz
der Resonatoren R3, R5, R14 und R16 als Funktion der Temperatur T für zwei ver-
schiedene Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals im Temperaturbereich T < 1 K. Die
eingezeichneten Kurven entsprechen einer im Temperaturbereich zwischen 0,1 K und
1 K vorgenommenen, numerischen Anpassung der Gleichung 4.40 an die Messdaten.

in anderen Arbeiten ebenfalls beobachtet [Gao08b, Kum08]. Der Absolutwert des
Faktors Fδ0

TLS ist mit der Strukturbreite sr der Resonatoren korreliert und zeigt
für sr = 5µm einen etwa 30 % größeren Wert als für sr = 8µm. Diese Korrelation
deckt sich mit Überlegungen zum Füllfaktor für Tunnelsysteme in oberflächennahen
Schichten der Resonatoren und dem in [Gao08b] gefundenen Skalierungsverhalten
F ∝ s−γr . Für den Exponenten γ wurde bei den hier diskutierten Messungen ein
Wert von γ ∼ 0,6 gefunden.

Abbildung 4.15 zeigt die relative Änderung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz der
ausgewählten Resonatoren im Temperaturbereich zwischen 18,5 mK und 2,5 K. Die
eingezeichneten Kurven entsprechen wiederum einer Anpassung von Gleichung 4.40
an die Messdaten, wobei in diesem Fall der Beitrag δεr/εr nicht variiert, sondern ent-
sprechend den oben gefundenenWerten festgesetzt wurde. Auf diese Weise konnte das
kinetische Induktivitätsverhältnis α ungeachtet der geringen Zahl der Datenpunkte
für den Temperaturbereich T > 1 K mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden.
Die auf diese Weise gefundenen Werte αfit des kinetischen Induktivitätsverhältnisses
sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Das kinetische Induktivitätsverhältnis α kann nicht
nur durch die oben durchgeführte Anpassung von Gleichung 4.40 an die Messdaten,
sondern auch durch einen Vergleich der gemessenen Resonanzfrequenz f ex

r mit der
auf Basis rein geometrischer Überlegungen berechneten Resonanzfrequenz f geo

r der
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Abb. 4.15: Verlauf der relativen Frequenzänderung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz
der Resonatoren R3, R5, R14 und R16 als Funktion der Temperatur T für zwei verschie-
dene Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals im Temperaturbereich zwischen 18,5 mK

und 2,5 K. Die eingezeichneten Kurven entsprechen einerseits einer numerischen Anpas-
sung von Gleichung 4.40 an die Messdaten, wobei der Beitrag der relativen Änderung
δεr(T )/εr der Dielektrizitätszahl εr auf einen festen Wert gesetzt wurde, und andererseits
einer mit Gleichung 4.40 berechneten Vorhersage des Temperaturverlaufs, der auf dem
gemäß Gleichung 4.41 berechneten kinetischen Induktivitätsverhältnis αcalc basiert.

Resonatoren bestimmt werden. Diese sind über die Beziehung

α = 1−
(
f ex

r

f geo
r

)2

(4.41)

mit dem kinetischen Induktivitätsverhältnis α verknüpft. Die auf diese Weise berech-
neten Werte αcalc sind ebenfalls in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Zusätzlich sind in
Abbildung 4.15 die mit diesen Werten und Gleichung 4.40 berechneten Kurven für
die relative Frequenzverschiebung δfr(T )/fr der Resonanzfrequenz gezeigt.

Der Absolutwert des relativen Anteils der kinetischen Induktivität Lkin ist eben-
falls mit der Strukturbreite sr der Resonatoren korreliert und zeigt für sr = 5µm

einen etwa 40 % größeren Wert als für sr = 8µm. Hierbei ist zu bemerken, dass die
Werte αfit im Vergleich zu den Werten αcalc stärker streuen, was auf die geringe Zahl
der Datenpunkte für T > 1 K zurückzuführen ist. Dennoch ist auch für die Werte
αfit die Korrelation mit der Strukturbreite sr eindeutig zu erkennen. Die gefundene
Korrelation deckt sich einerseits mit dem in [Gao06] experimentell beobachteten Ver-
halten an Leitungsresonatoren aus Aluminium und andererseits mit den in [Ham11]
durchgeführten Simulationsrechnungen zur Ermittlung der erwarteten Werte des ki-
netischen Induktivitätsverhältnisses α für Niob.
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Abb. 4.16: Verlauf der belasteten Güte Ql der Resonatoren R3, R5, R14 und R16 als
Funktion der Temperatur T für zwei verschiedene Leistungen Prf des Hochfrequenz-
signals im Temperaturbereich zwischen 18,5 mK und 2,5 K. Während die in rot einge-
zeichnete Kurve einer auf Gleichung 4.42 basierenden Vorhersage des Temperaturver-
laufs Ql(T ) entspricht, ist bei der grün eingezeichneten Kurve der für die Daten bei
Prf = −63 dBm berechnete Sättigungsfaktor Qs berücksichtigt.

4.6.5 Temperaturabhängigkeit der belasteten Güte

Die belastete Güte Ql eines supraleitenden Leitungsresonators setzt sich nach Glei-
chung 4.26 aus der Kopplungsgüte Qc sowie der intrinsischen Güte Qi des Resonators
zusammen. Diese wird nach Abschnitt 4.4 durch Quasiteilchenverluste Q−1

MB, dielek-
trische Verluste Q−1

diel sowie Strahlungsverluste Q−1
rad bestimmt. Da sich für die Strah-

lungsverluste bei den gewählten Strukturgrößen sr und Längen lr der Resonatoren
nach Gleichung 4.31 Werte von Qrad > 106 ergeben, können diese im Vergleich zu
den übrigen Beiträgen vernachlässigt werden. Aus Gründen, die sich später erschlie-
ßen werden, sollen außerdem zunächst die dielektrischen Verluste Qdiel vernachlässigt
werden, so dass die belastete Güte Ql mit Hilfe der Gleichung

1

Ql

=
1

Qc

+
α

2

σ1

σ2

(4.42)

berechnet werden kann, wobei α das kinetische Induktivitätsverhältnis und σ1 bzw.
σ2 den Real- bzw. Imaginärteil der elektrischen Leitfähigkeit σ bezeichnen.

Abbildung 4.16 zeigt den gemessenen Verlauf der Güte Ql für die bereits im
vorherigen Abschnitt gezeigten Resonatoren als Funktion der Temperatur für zwei
verschiedene Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals im Temperaturbereich zwi-
schen 18,5 mK und 2,5 K. Wie in der Abbildung zu sehen ist, liegen die Daten für
Prf = −63 dBm systematisch über den Daten für Prf = −53 dBm. Ferner weichen
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beide Datensätze von den rot eingezeichneten Kurven ab, die auf Gleichung 4.42 ba-
sierenden Vorhersagen der VerläufeQl(T ) entsprechen. Diese Abweichung kann durch
einen Sättigungsfaktor Qs beschrieben werden, dessen Wert sich über die Beziehung
Q−1

s = Q−1
l −Q−1

c −Q−1
MB berechnen lässt und für eine Leistung von Prf = −63 dBm in

Tabelle 4.1 aufgelistet ist. Wie anhand der grünen Kurven in Abbildung 4.16 zu sehen
ist, kann der gemessene Verlauf Ql(T ) bei Berücksichtigung dieses Sättigungsfaktors
gut beschrieben werden.

Eine mögliche Erklärung für das Auftreten des Sättigungsfaktors Qs sind dielek-
trische Verluste Q−1

diel, die bislang bei der Diskussion vernachlässigt worden sind.
Diese können mit Hilfe der Gleichungen 4.30 und 4.15 in Verbindung mit den im
vorherigen Abschnitt bestimmten Faktoren Fδ0

TLS berechnet werden. Während sich
für Temperaturen T → 0 bei einer Breite des Innenleiters von sr = 5µm eine Güte
von Qdiel ' 22700 ergibt, können die dielektrischen Verluste für sr = 8µm durch
Qdiel ' 29800 ausgedrückt werden. Obwohl diese Werte in der Größenordnung der
Sättigungsfaktoren Qs liegen, kann das beobachtete Verhalten aus zwei Gründen
nicht vollständig durch die dielektrischen Verluste erklärt werden. Zum einen zeigen
dielektrische Verluste nach Gleichung 4.15 einen charakteristischen Temperaturver-
lauf, der bei Berücksichtigung der Quasiteilchenverluste zum Auftreten eines Maxi-
mums im Temperaturverlauf Ql(T ) führt, wie es beispielsweise in [Bar07] gefunden
worden ist. Dieser charakteristische Verlauf konnte bei den durchgeführten Messun-
gen nicht beobachtet werden. Zum anderen können Tunnelsysteme durch hohe elek-
trische Felder gesättigt werden. Dies führt zu einer Abhängigkeit der dielektrischen
Verluste Q−1

diel von der elektrischen Feldstärke E , die nach [vS77] durch den Ausdruck

δTLS(E) =
δTLS(0)√
1 +

(
E
Ec

)2
(4.43)

gegeben ist, wobei Ec eine kritische Feldstärke bezeichnet. Demnach sollten mit stei-
gender Leistung Prf des Hochfrequenzsignals höhere Güten Qdiel erreicht werden kön-
nen. Da bei den Messungen der relativen Frequenzänderung δfr(T )/fr eindeutig ge-
zeigt werden konnte, dass mit den gewählten Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals
die Tunnelsysteme bereits gesättigt werden, können diese folglich als alleinige Ursa-
che ausgeschlossen werden.

Als weitere Ursachen für das Auftreten des Sättigungsfaktors Qs können Bewe-
gungen von Vortices in den Innenleitern und den Masseflächen der Resonatoren
[Son09, Bot12], ein durch die Bildung von Oxiden erhöhter OberflächenwiderstandRS

der Resonatoren [Chi92, Hal05] sowie eine athermische, streulichtinduzierte Quasi-
teilchendichte [Bar11] angeführt werden. Ferner werden Einflüsse des Kantenprofils
der Resonatoren [Mat11] sowie des verwendeten Herstellungsprozesses [Che08] auf
die intrinsische Güte berichtet. Der Einfluss dieser Effekte nimmt mit dem im Supra-
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leiter fließenden Strom Irf und damit mit der Leistung Prf des Hochfrequenzsignals
zu. Dies deckt sich mit der bei den Messungen beobachteten Leistungsabhängigkeit.
Eine weitere Eingrenzung, welcher der angeführten Effekte letztlich für das Auftre-
ten des Sättigungsfaktors Qs verantwortlich ist, kann an dieser Stelle jedoch nicht
gegeben werden. Da der Resonator-Chip bei den Messungen lokal nicht magnetisch
abgeschirmt wurde, ist es denkbar, dass magnetischer Fluss in Form von Vortices in
den Innenleitern sowie den Masseflächen der Resonatoren eingefroren wurde. Wei-
terhin waren die Resonatoren nach der Herstellung für einige Tage der Raumluft
ausgesetzt, so dass sich an der Oberfläche der Resonatoren mit Sicherheit oxidische
Niobverbindungen gebildet haben. Streulichtinduzierte Quasiteilchenverluste kom-
men ebenfalls in Frage, wobei Streulicht einerseits indirekt über das Dielektrikum
der Koaxialkabel und andererseits durch Öffnungen im metallischen Gehäuse in den
Messaufbau einkoppeln kann. In [Mat11] konnte ferner gezeigt werden, dass ein recht-
eckiges Kantenprofil der Resonatoren im Gegensatz zu einem trapezförmigen Profil
zu höheren intrinsischen Güten führt. Wie durch Aufnahmen mit einem Raster-
elektronenmikroskop gezeigt werden konnte, besitzen die hier charakterisierten Re-
sonatoren aufgrund des nasschemischen Ätzverfahrens ein leicht trapezförmiges Kan-
tenprofil, so dass auch Quasiteilchenverluste in den „spitz“ zulaufenden Kanten eine
mögliche Erklärung darstellen.

Um die Ursachen für das Auftreten des Sättigungsfaktors Qs endgültig klären zu
können, sind weitere Messungen erforderlich. So ist es geplant, in zukünftigen Mes-
sungen den experimentellen Aufbau sowohl gegen magnetische Felder als auch gegen
Streulicht besser zu schirmen. Weiterhin soll durch eine Umstellung des Ätzprozes-
ses der Niobstrukturen von dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten nasschemi-
schen Ätzverfahren auf ein Trockenätzverfahren mit SF6, durch das, wie Vorversu-
che gezeigt haben, ein rechteckiges Kantenprofil erreicht werden kann, der Einfluss
des Kantenprofils auf die intrinsische Güte der Resonatoren systematisch untersucht
werden. Außerdem ist es beabsichtigt, durch die Verwendung anderer supraleitender
Materialien, wie etwa Titannitrid, mit dem in einer anderen Arbeit [Led10] supra-
leitende Mikrowellenresonatoren mit intrinsischen Güten von Qi > 107 hergestellt
werden konnten, sowie durch Verwendung alternativer Abscheidungsverfahren, wie
etwa Molekularstrahlepitaxie oder Atomlagenabscheidung, nach weiteren Hinweisen
für die Ursachen der vergleichsweise niedrigen Güten Qi zu suchen und die Herstel-
lung der Resonatoren entsprechend anzupassen. Berücksichtigt man allerdings, dass
für die Resonatoren des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Mikrowellen-SQUID-
Multiplexers Güten von Ql < 104 vorgesehen sind, um die mit den rf-SQUIDs ver-
bundenen Detektoren mit ausreichender Bandbreite auslesen zu können, so sind die
zum momentanen Zeitpunkt erreichten intrinsischen Güten der Resonatoren aus Niob
bereits so hoch, dass keine negativen Auswirkungen der Güten der Resonatoren für
den Betrieb des entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexers zu befürchten sind.
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Abb. 4.17: Gemessenes Amplitudenrauschen
SA und Phasenrauschen Sθ des Messaufbaus
bei einer Temperatur von T = 25,6 mK und
einer Leistung des Hochfrequenzsignals von
Prf = −63dBm bei zwei verschiedenen Fre-
quenzen, die in der Nähe der Resonanzfre-
quenzen der Resonatoren R4 und R14 liegen.

4.6.6 Amplitudenrauschen und Phasenrauschen

Zur Bestimmung der Rauschtemperatur des Messaufbaus wurde nach der in Ab-
schnitt 4.6.2 beschriebenen Methode sowohl das Amplitudenrauschen SA als auch
das Phasenrauschen Sθ bei verschiedenen Frequenzen f des Hochfrequenzsignals ge-
messen. Abbildung 4.17 zeigt für zwei verschiedene Frequenzen f1 und f2 das Ergeb-
nis dieser Messung, die bei einer Temperatur von T = 25,6 mK und einer Leistung
des Hochfrequenzsignals von Prf = −63 dBm durchgeführt wurde. Die verwendeten
Frequenzen f1 = 4,393 GHz und f2 = 5,407 GHz liegen in der Nähe der Resonanz-
frequenzen der Resonatoren R4 und R14, so dass die Ergebnisse später direkt mit
„auf Resonanz“ gemessenen Spektren verglichen werden können.

Die gemessenen Spektren des Amplitudenrauschens SA und des Phasenrauschens
Sθ zeigen für Frequenzen f > 1 kHz ein frequenzunabhängiges Plateau, welches ober-
halb von f > 25 kHz aufgrund eines zur Vermeidung des Alias-Effekts verwendeten
Tiefpassfilters abfällt und einen durch das Eingangsrauschen des Analog-Digital-
Wandlers bestimmten Wert annimmt. Die Werte der Plateaus für f < 25 kHz liegen
abhängig von der Frequenz des Signals zwischen −119 dBc/Hz und −116 dBc/Hz.
Für Frequenzen unterhalb von 1 kHz zeigen die Spektren einen annähernd 1/f -
artigen Anstieg, der durch Instabilitäten der Verstärkung der Hochfrequenzverstärker
sowie durch den I/Q-Mischer erklärt werden kann. Aus den bestimmten Werten der
Plateaus, die für das Amplitudenrauschen und das Phasenrauschen identische Werte
annehmen, kann mit Hilfe von Gleichung 4.39 die Rauschtemperatur des Messauf-
baus berechnet werden. Mit einer Signalleistung von Prf = −63 dBm erhält man
eine Rauschtemperatur TN zwischen 8 K und 16 K. Die experimentell bestimmte
Rauschtemperatur liegt damit über der in Abschnitt 4.5.2 abgeschätzten Rauschtem-
peratur, für die Werte zwischen 6 K und 8 K bestimmt worden sind.
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Abb. 4.18: „Auf Resonanz“ (rot) gemesse-
nes Amplitudenrauschen SA und Phasenrau-
schen Sθ von Resonator R14 bei einer Tempe-
ratur von T = 25,6 mK und einer Leistung des
Hochfrequenzsignals von Prf = −63dBm. Zum
Vergleich ist das ebenfalls bei dieser Tempe-
ratur und Leistung gemessene Amplituden-
und Phasenrauschen des Messaufbaus bei ei-
ner Frequenz von f = 5,407 GHz knapp neben
der Resonanz (blau) dargestellt.

Die beobachtete Abweichung kann zwei verschiedene Ursachen haben. Einerseits
kann der HEMT-Verstärker, der nach Abschnitt 4.5.2 die Rauschtemperatur des
Systems dominiert, bei den eingestellten Betriebsspannungen bzw. Betriebsströmen
eine erhöhte Rauschtemperatur besitzen, die in diesem Fall Werte zwischen 4 K und
8 K annehmen müsste. Andererseits kann die Leistung des Hochfrequenzsignals am
Eingang des Resonator-Chips aufgrund der nicht berücksichtigten Dämpfung der zur
Verbindung der Hochfrequenzkomponenten verwendeten halbstarren Koaxialkabel
falsch abgeschätzt worden sein. Unter der Annahme, dass die Rauschtemperatur des
Messaufbaus TN = 7 K beträgt, müsste die Leistung Prf des Hochfrequenzsignals
einen Wert von Prf = −64,8 dBm besitzen. Damit würde sich für die Dämpfung der
Koaxialkabel ein durchaus realistischer Wert von 1,8 dB ergeben.

Während das Amplitudenrauschen SA und das Phasenrauschen Sθ des Messauf-
baus nahezu identisch sind, kann bei den „auf Resonanz“ gemessenen Rauschspektren
ein anderes Verhalten beobachtet werden. Dieses soll anhand von Abbildung 4.18 dis-
kutiert werden, die das für Resonator R14 gemessene Amplitudenrauschen SA und
Phasenrauschen Sθ „auf Resonanz“ zeigt. Die Messung wurde ebenfalls bei einer
Leistung des Hochfrequenzsignals von Prf = −63 dBm und bei einer Temperatur
von T = 25,6 mK durchgeführt. Wie in der Abbildung zu sehen ist, sind sowohl das
Amplitudenrauschen SA als auch das Phasenrauschen Sθ gegenüber dem Rauschen
des Messaufbaus, d.h. dem Rauschen knapp neben der Resonanz, erhöht und zeigen
einen 1/f -artigen Anstieg zu niedrigen Frequenzen hin. Der Wert dieses Rausch-
beitrags nimmt bei einer Frequenz von f = 100 Hz für das Amplitudenrauschen SA

von Resonator R14 einen Wert von −96 dBc/Hz und für das Phasenrauschen Sθ einen
Wert von −92 dBc/Hz an.

Während die Erhöhung des Phasenrauschens auf Resonanz gegenüber dem Pha-
senrauschen des Messaufbaus grundsätzlich durch die Existenz von Tunnelsystemen
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erklärt werden kann [Maz04, Gao08a, Bar09], können diese als Erklärung für die
Erhöhung des Amplitudenrauschens nicht herangezogen werden [Gao08b]. Weiterhin
kann der Signalgenerator aufgrund des homodynen Messverfahrens sowie der Form
des Spektrums des Amplitudensrauschens SA des Messaufbaus als Ursache ausge-
schlossen werden. Ebenso können die Hochfrequenzverstärker, der I/Q-Mischer, der
Analog-Digital-Wandler oder andere elektronische Komponenten als Ursache ausge-
schlossen werden, da sich ein Einfluss dieser Komponenten auch auf das Rauschen
des Messaufbaus auswirken müsste. Wie jedoch die Diskussion der möglichen Ursa-
chen der in Abschnitt 4.6.5 beobachteten Leistungsabhängigkeit Ql(Prf) gezeigt hat,
könnte die Quasiteilchendichte in den Resonatoren aufgrund von absorbiertem Streu-
licht gegenüber der Dichte im thermischen Gleichgewicht erhöht sein. Die mit der
Absorption von Streulicht verbundene Erzeugung bzw. Vernichtung von Quasiteil-
chen beeinflusst sowohl den Realteil σ1 als auch den Imaginärteil σ2 der elektrischen
Leitfähigkeit σ und kann daher nicht nur zu einer 1/f -artigen Erhöhung des Phasen-
rauschen Sθ, sondern auch zu einer Erhöhung des Amplitudenrauschens SA führen.
Ein äquivalenter Effekt könnte durch die Erzeugung bzw. Vernichtung von Vorti-
ces beobachtet werden. Die ebenfalls bei der Diskussion der Leistungsabhängigkeit
Ql(Prf) angeführte Erhöhung des Oberflächenwiderstands RS kann hingegen ausge-
schlossen werden, da Nyquist-Rauschen [Nyq28] in diesem Frequenzbereich frequenz-
unabhängig sein sollte.

Obwohl das Amplitudenrauschen „auf Resonanz“ gegenüber dem Amplituden-
rauschen des Messaufbaus nicht erhöht sein sollte, kann eindeutig festgestellt werden,
dass das Phasenrauschen Sθ „auf Resonanz“ gegenüber dem Amplitudenrauschen SA

nochmals um einen konstanten Faktor erhöht ist. Diese Überhöhung nimmt bei dem
in Abbildung 4.18 gezeigten Messungen an Resonator R14 einen Wert von 4 dB bei
einer Frequenz von 100 Hz an, der mit steigender Temperatur T abfällt. Dieser Effekt
kann, wie oben bereits angedeutet worden ist, durch die Existenz von Tunnelsyste-
men erklärt werden. Da die Tunnelsysteme bei den gewählten Leistungen Prf des
Hochfrequenzsignals allerdings bereits teilweise gesättigt werden, fällt die Erhöhung
des Phasenrauschens Sθ gegenüber dem Amplitudenrauschen SA im Vergleich zu
anderen Arbeiten [Gao07, Bar08, Kum08], bei denen bei deutlich niedrigeren Leis-
tungen gemessenen worden ist, gering aus. Aus diesem Grund konnten innerhalb
der Messgenauigkeit auch die charakteristischen Abhängigkeiten Sθ ∝ P

−1/2
rf und

Sθ ∝ T−2 an dieser Stelle nicht eindeutig nachgewiesen werden.

Da die zur Charakterisierung der Resonatoren gewählten Leistungen des Hochfre-
quenzsignals entsprechend den später zur Auslesung des entwickelten Mikrowellen-
SQUID-Multiplexers vorgesehenen Leistungen gewählt worden sind, können aus den
hier gewonnenen Erkenntnissen hinsichtlich des Amplituden- und Phasenrauschens
direkt Aussagen über das erwartete Flussrauschen bzw. die erwartete Leistungsfähig-



4.6. Charakterisierung von λ/4-Leitungsresonatoren aus Niob 79

keit des Multiplexers getroffen werden. So soll an dieser Stelle zunächst angemerkt
werden, dass mit der zu TN ' 7 K bestimmten Rauschtemperatur des Messauf-
baus und den gewählten Leistungen Prf des Hochfrequenzsignals von −63 dBm bzw.
−53 dBm für den entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexer ein stabiler Betrieb
mit einem magnetischen Flussrauschen im Bereich von

√
SΦ ' 1µΦ0/

√
Hz bzw.

einer gekoppelten Energiesensitivität im Bereich von εc ' 100 h zu erwarten ist.
Dies wird sich im Rahmen der Diskussion der Grundlagen eines Mikrowellen-SQUID-
Multiplexers in Kapitel 6 ergeben. Basierend auf der Diskussion der Energieauflösung
metallischer magnetischer Kalorimeter in den Abschnitten 2.6 und 2.7 kann hiermit
bei Verwendung von transformatorgekoppelten Detektoren mit mäanderförmigen De-
tektionsspulen und planaren Temperatursensoren aus Au:Er eine Energieauflösung
∆EFWHM zwischen 1,5 eV und 2,0 eV erwartet werden. Dies stellt bereits für viele An-
wendungen, für die metallische magnetische Kalorimeter entwickelt werden, eine aus-
reichende Energieauflösung dar. Niedrigere Energieauflösungen können jedoch ver-
gleichsweise einfach durch eine Verringerung der Rauschtemperatur des Messaufbaus
erreicht werden. So wurden kürzlich erste vielversprechende Ergebnisse mit parame-
trischen Verstärkern erzielt [Spi08, Spi10, LF11]. So konnte beispielsweise in [LF11]
ein parametrischer nano-SQUID-Hochfrequenzverstärker mit einer Rauschtempera-
tur von etwa 200 mK bei einer Verstärkung von über 20 dB demonstriert werden.
Durch Verwendung eines solchen Verstärkers als Vorverstärker des im Kryostaten
platzierten HEMT-Verstärkers sollte es damit zukünftig möglich sein, gekoppelte
Energiesensitivitäten εc im Bereich von 20 h und damit verknüpft Energieauflösun-
gen ∆EFWHM im Bereich von 1 eV zu erreichen.

Da das Amplitudenrauschen bzw. das Phasenrauschen „auf Resonanz“ verglichen
mit dem Rauschen des Messaufbaus zu niedrigen Frequenzen hin allerdings deutlich
erhöht ist, muss zum momentanen Zeitpunkt jedoch eine Degradierung der Leistungs-
fähigkeit des Multiplexers bzw. der Energieauflösung der Detektoren gegenüber den
hier angegebenen Werten erwartet werden. Hierbei ist zu bemerken, dass der Einfluss
der Tunnelsysteme aufgrund der vergleichsweise hohen Leistungen des Hochfrequenz-
signals und der damit bei tiefen Temperaturen auftretenden Sättigung der Tunnel-
systeme gering ist und nahezu keinen Einfluss auf die erwartete Energieauflösung der
Detektoren besitzt. Im Gegensatz hierzu beeinflusst der bislang unbekannte Mecha-
nismus, der zu der Überhöhung des Amplitudenrauschens sowie des Phasenrauschens
führt, die erwartete Leistungsfähigkeit des Multiplexers signifikant. Dies ergibt sich
aus Abbildung 2.8 unter Berücksichtigung, dass der experimentell bestimmte Wert
der 1/f -Eckfrequenz des Amplituden- bzw. Phasenrauschens „auf Resonanz“ bei et-
wa 30 kHz liegt. Aus diesem Grund ist es zur Auslesung hochauflösender Detektoren
zwingend erforderlich, die Ursache der Überhöhung des Rauschens „auf Resonanz“
zu identifizieren. In diesem Zusammenhang ist es zunächst geplant, wie schon in
Abschnitt 4.6.5 bei der Diskussion der Güte der Resonatoren angedeutet wurde,
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durch eine Schirmung des experimentellen Aufbaus gegen magnetische Felder bzw.
Streulicht den Einfluss von Vortices bzw. streulichtinduzierten, athermischen Quasi-
teilchendichten auf das Rauschen zu untersuchen. Sollten sich mit einer Schirmung
des Messaufbaus keine Verbesserungen hinsichtlich des Anstiegs der Spektren zu
niedrigen Frequenzen hin ergeben, so ist es ferner geplant, das Rauschen von Re-
sonatoren, die aus alternativen Materialien bestehen, systematisch zu untersuchen,
um auf diese Weise entweder weitere Hinweise für die Ursache der hier beobachte-
ten Überhöhung des Rauschens zu finden oder die beschriebenen Probleme durch die
Verwendung alternativer Materialien zu beseitigen. Da das Rauschen „auf Resonanz“
verglichen mit anderen Arbeiten, wie etwa [Gao07] oder [Bar09], zum momentanen
Zeitpunkt aber grundsätzlich ein atypisches Verhalten zeigt, ist es durchaus zu er-
warten, dass die Ursache der momentan beobachteten Überhöhung des Rauschens in
naher Zukunft identifiziert und behoben werden kann. Aus diesem Grund ist zukünf-
tig durchaus eine Auslesung hochauflösender metallischer magnetischer Kalorimeter
mit Energieauflösungen unter 2 eV zu erwarten.



5. Josephson-Tunnelkontakte

Unter einem Josephson-Kontakt versteht man eine schwache elektrische Verbindung
zwischen zwei Supraleitern, die von Cooper-Paaren ohne Verlust ihrer Kohärenz
durchtunnelt werden kann. Eine solche Verbindung lässt sich beispielsweise durch
eine wenige Nanometer dünne Metalloxidschicht zwischen zwei supraleitenden Elek-
troden realisieren. Josephson-Kontakte stellen essentielle Bestandteile eines SQUIDs
dar und können heutzutage mit modernen Methoden der Dünnschichttechnologie
zuverlässig und reproduzierbar hergestellt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
im Reinraum des Kirchhoff-Instituts für Physik erstmals supraleitende Josephson-
Kontakte hergestellt, deren physikalische Grundlagen, Herstellung und Charakteri-
sierung in den folgenden Abschnitten diskutiert werden soll.

5.1 Physikalische Grundlagen von Josephson-Kontakten

In Abschnitt 4.1 wurde gezeigt, dass der Stromtransport in einem Supraleiter durch
Cooper-Paare erfolgt, bei denen es sich um gebundene Elektronenpaare handelt, de-
ren Gesamtspin im Fall von Niob verschwindet und die der Bose-Einstein-Statistik
unterliegen. Aus diesem Grund bilden Cooper-Paare unterhalb der kritischen Tempe-
ratur des Supraleiters ein räumlich ausgedehntes Kondensat, dessen Zustand durch
eine makroskopische Wellenfunktion

Ψ(r) =
√
nse

iϕ(r) (5.1)

beschrieben werden kann. Hierbei bezeichnen ns die Teilchenzahldichte der Cooper-
Paare und ϕ(r) die Phase der Wellenfunktion. Die Existenz dieser makroskopischen
Wellenfunktion führt einerseits zur Quantisierung des magnetischen Flusses in mehr-
fach zusammenhängenden supraleitenden Strukturen [Lon50, Dea61, Dol61] und an-
dererseits zu den Josephson-Effekten [Jos62, And63, Sha63, Gia65], die das kohärente
Tunneln von Cooper-Paaren durch Josephson-Kontakte beschreiben.

5.1.1 Josephson-Gleichungen

Die Zustände der supraleitenden Elektroden eines Josephson-Kontakts können, wie
soeben gezeigt worden ist, durch makroskopische Wellenfunktionen Ψ1 bzw. Ψ2 be-
schrieben werden. Diese sind aufgrund der geringen Dicke der Tunnelbarriere eines
Josephson-Kontakts und dem hieraus resultierenden Überlapp der Wellenfunktionen

81
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miteinander gekoppelt. Als Resultat dieser Kopplung kann ein Suprastrom IS von
Cooper-Paaren durch den Josephson-Kontakt fließen, der periodisch von der eich-
invarianten Phasendifferenz

φ = ϕ2 − ϕ1 −
2π

Φ0

2∫
1

A(r) · dr (5.2)

zwischen den supraleitenden Elektroden des Josephson-Kontakts abhängt. Hierbei
bezeichnen ϕ1 und ϕ2 die Phasen der Wellenfunktionen Ψ1 und Ψ2 in den beiden
supraleitenden Elektroden und A(r) das magnetische Vektorpotential in der Tunnel-
barriere des Josephson-Kontakts. Für eine hinreichend schwache Kopplung zwischen
den supraleitenden Elektroden ergibt sich eine sinusförmige Beziehung zwischen dem
Suprastrom IS und der Phasendifferenz φ [Jos62, Jos64]:

IS = Ic sinφ . (5.3)

Die in Gleichung 5.3 auftretende Proportionalitätskonstante Ic wird kritischer Strom
genannt und hängt von der Fläche der Tunnelbarriere, den Teilchenzahldichten ns1

und ns2 der Cooper-Paare in den beiden Elektroden sowie von der Stärke der Kopp-
lung zwischen den supraleitenden Elektroden, d.h. von der Dicke der Tunnelbarriere,
ab. Desweiteren wird in [Jos62] gezeigt, dass im Fall eines endlichen Spannungsabfalls
über dem Tunnelkontakt die zeitliche Entwicklung φ̇ der Phasendifferenz gemäß der
Beziehung

φ̇ =
2π

Φ0

U (5.4)

mit dem Spannungsabfall U über dem Josephson-Kontakt verknüpft ist. Aus den bei-
den Josephson-Gleichungen 5.3 und 5.4 ergeben sich eine Reihe interessanter Effek-
te, von denen der Josephson-Gleichstrom-Effekt sowie der Josephson-Wechselstrom-
Effekt am bekanntesten sind und im folgenden Abschnitt kurz erläutert werden.

5.1.2 Josephson-Effekte

Wird ein Josephson-Kontakt von einem konstanten Strom I < Ic durchflossen, so
kann dieser Strom nach Gleichung 5.3 vollständig durch einen Suprastrom IS tunneln-
der Cooper-Paare getragen werden. Die Phasendifferenz φ zwischen den beiden supra-
leitenden Elektroden des Josephson-Kontakts wird hierbei durch den äußeren Strom
I festgelegt und ist zeitlich konstant. Nach Gleichung 5.4 führt eine zeitlich konstan-
te Phasendifferenz φ allerdings nicht zu einem Spannungsabfall über dem Kontakt,
so dass der Transport des äußeren Stroms I durch den Josephson-Kontakt ohne
Spannungsabfall über der Tunnelbarriere erfolgt. Dieser Effekt des spannungsfreien
Stromtransports durch einen Josephson-Kontakt wird als Josephson-Gleichstrom-
Effekt bezeichnet.
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Wird der Wert des äußeren Stroms I dagegen über den kritischen Strom Ic des
Josephson-Kontakts erhöht, so kann der Strom nach Gleichung 5.3 nicht ausschließ-
lich durch einen Suprastrom IS getragen werden. Es fließt zusätzlich ein Strom von
Quasiteilchen durch den Kontakt, der jedoch mit einem endlichen Spannungsabfall U
über dem Josephson-Kontakt verbunden ist. Nach Gleichung 5.4 wächst die Phasen-
differenz φ zwischen den supraleitenden Elektroden aufgrund dieses Spannungsabfalls
linear mit der Zeit an. Dies führt dazu, dass zwischen den supraleitenden Elektroden
ein hochfrequenter Suprastrom

IS = Ic sin (ωJt+ φ0) mit ωJ =
2π

Φ0

U (5.5)

durch die Tunnelbarriere fließt, dessen Frequenz mit fJ/U ' 484 MHz/µV vergleichs-
weise hoch ist und der bei der Beschreibung der Dynamik eines Josephson-Kontakts
eine wichtige Rolle spielt. Das Auftreten dieses hochfrequenten Suprastroms wird als
Josephson-Wechselstrom-Effekt bezeichnet.

5.1.3 Josephson-Induktivität

Eine zeitliche Änderung eines durch einen Josephson-Kontakt fließenden Suprastroms
IS führt nach Gleichung 5.3 zu einer zeitlichen Änderung φ̇ der Phasendifferenz zwi-
schen den supraleitenden Elektroden des Kontakts. Diese wiederum führt gemäß
Gleichung 5.4 zu einem endlichen Spannungsabfall U über der Tunnelbarriere des
Kontakts. Folglich verhält sich ein Josephson-Kontakt hinsichtlich einer zeitlichen
Änderung des Suprastroms IS wie eine nichtlineare Induktivität L(φ), deren Wert
von der Phasendifferenz φ zwischen den supraleitenden Elektroden abhängt und für
hinreichend kleine zeitliche Änderungen φ̇ der Phasendifferenz durch

L(φ) = LJ sec(φ) mit LJ =
Φ0

2πIc

(5.6)

gegeben ist [Jos64]. Hierbei bezeichnen sec(x) = 1/ cos(x) den Sekans und LJ die so-
genannte Josephson-Induktivität, die vom Wert des kritischen Stroms Ic des Tunnel-
kontakts abhängt und daher über den durch Mikrofabrikation definierbaren kriti-
schen Strom Ic in einem weiten Bereich eingestellt werden kann.

5.1.4 Weitere Stromkomponenten und Grundgleichung eines Josephson-
Kontakts

Der Nettostrom I durch einen Josephson-Kontakt kann nur in wenigen, sehr spezi-
ellen Situationen ausschließlich mit dem durch die Cooper-Paare getragenen Supra-
strom IS beschrieben werden. In den meisten Situationen müssen weitere Stromkom-
ponenten berücksichtigt werden, um die statischen und dynamischen Eigenschaften
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eines Josephson-Kontakts vollständig beschreiben zu können. Zu diesen zählen der
vom Spannungsabfall U über dem Josephson-Kontakt abhängende Quasiteilchen-
strom IN, der von der Spannungsänderung U̇ abhängende Verschiebungsstrom ID,
der aufgrund der endlichen Kapazität des Josephson-Kontakts existiert, sowie die von
den Quasiteilchen und elektromagnetischen Störsignalen verursachten Rauschströme
IF. Der Nettostrom I durch einen Josephson-Kontakt setzt sich aus der Summe dieser
Ströme zusammen und kann demzufolge in der Form

I = IS(φ) + IN(U) + ID(U̇) + IF(t) (5.7)

dargestellt werden. Gleichung 5.7 stellt zusammen mit den Gleichungen 5.2 und 5.4
die Grundgleichung eines Josephson-Kontakts dar.

Quasiteilchenstrom In den supraleitenden Elektroden eines Josephson-Kontakts
ist bei endlichen Temperaturen stets eine endliche Zahl von Quasiteilchen vor-
handen. Diese tragen jedoch, sofern der von außen in den Josephson-Kontakt
eingeprägte Strom geringer als der kritische Strom Ic des Kontakts ist, nicht
zum Nettostrom durch den Josephson-Kontakt bei. Sobald sich allerdings beim
Überschreiten des kritischen Stroms ein endlicher Spannungsabfall über dem
Josephson-Kontakt einstellt, fließt durch die Tunnelbarriere ein Strom von
Quasiteilchen IN, der von der Spannung U über dem Josephson-Kontakt ab-
hängt. Die Spannungsabhängigkeit IN(U) dieses Quasiteilchenstroms, die häu-
fig als Quasiteilchencharakteristik bezeichnet wird, ist hochgradig nichtlinear
und kann nicht geschlossen analytisch dargestellt werden. Für Temperaturen
nahe der kritischen Temperatur Tc sowie für Spannungen Ug > (∆1 + ∆2)/e

nimmt die Quasiteilchencharakteristik jedoch die einfache Form U = RNIN an
[Lik86], wobei ∆1 und ∆2 die Energielücken der supraleitenden Elektroden und
RN den sogenannten Normal-Widerstand des Josephson-Kontakts bezeichnen.

Verschiebungsstrom In Situationen, in denen nicht nur der Spannungsabfall U
sondern auch die zeitliche Änderung U̇ des Spannungsabfalls über der Tunnel-
barriere des Josephson-Kontakts einen endlichen Wert besitzt, muss der Ver-
schiebungsstrom ID berücksichtigt werden. Dieser resultiert aus der endlichen
Kapazität C eines Josephson-Kontakts, die sich aus der geometrischen Anord-
nung der supraleitenden Elektroden sowie der Form und der Dicke der Tunnel-
barriere ergibt und damit von der konkreten Realisierung eines Josephson-
Kontakts abhängt. Für eine Vielzahl von experimentell relevanten Situatio-
nen, zu denen auch die im Rahmen dieser Arbeit vorliegenden Gegebenheiten
zählen, kann der Verschiebungsstrom ID durch den aus der Elektrodynamik
wohlbekannten Ausdruck ID = CU̇ dargestellt werden.

Rauschströme Die durch einen Josephson-Kontakt fließenden Rauschströme IF

setzen sich einerseits aus einem von den Quasiteilchen verursachten Beitrag
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sowie andererseits aus einem durch externe Störsignale hervorgerufenen An-
teil zusammen. Da externe Störsignale allerdings durch einen sorgfältigen ex-
perimentellen Aufbau in der Regel auf ein vernachlässigbares Minimum re-
duziert werden können, soll an dieser Stelle auf eine weitere Beschreibung
der mathematischen Modellierung des Einflusses dieser Störsignale verzich-
tet werden. Der von den Quasiteilchen verursachte Rauschbeitrag ist hinge-
gen eine intrinsische Eigenschaft eines Josephson-Kontakts und setzt sich aus
einem thermisch induzierten Rauschanteil (Nyquist-Rauschen), der proportio-
nal zur thermischen Energie kBT ist, sowie einem zum Spannungsabfall über
dem Josephson-Kontakt proportionalen Beitrag (Schrotrauschen) zusammen.
Da die auftretenden Gleichungen jedoch sehr komplex sind und die Rausch-
ströme im Rahmen dieser Arbeit aufgrund der tiefen Temperaturen, bei denen
der entwickelte Mikrowellen-SQUID-Multiplexer betrieben wird, nur eine un-
tergeordnete Rolle spielen, soll an dieser Stelle auf eine weitere Beschreibung
dieser Beiträge verzichtet werden. Eine ausführliche Darstellung ist allerdings
zum Beispiel in [Lik86] zu finden.

5.2 RCSJ-Modell und RCSJN-Modell

Die dynamischen Eigenschaften eines Josephson-Kontakts lassen sich auch heutzuta-
ge nicht vollständig im Rahmen einer mikroskopischen Theorie beschreiben. Jedoch
wurden in der Vergangenheit verschiedene Modelle entwickelt, mit denen sich die
Eigenschaften eines Josephson-Kontakts hinreichend genau vorhersagen lassen. Zwei
bekannte Modelle, die in der Praxis häufig und sehr erfolgreich verwendet werden,
sind das Modell eines resistiv und kapazitiv geshunteten Josephson-Kontakts, kurz
RCSJ-Modell, sowie das Modell eines nichtlinear resistiv und kapazitiv geshunteten
Josephson-Kontakts, kurz RCSJN-Modell, deren grundlegende Annahmen und die
sich hieraus ergebenden Vorhersagen im Folgenden diskutiert werden sollen. Beide
Modelle gelten für punktförmige Josephson-Kontakte, deren laterale Ausdehnungen
klein gegenüber der Josephson-Eindringtiefe

λJ =

√√√√ Φ0

2πµ0jc

(
λ

(1)
L + λ

(2)
L + d

) (5.8)

sind [Wei69]. Hierbei bezeichnen jc die kritische Stromdichte des Josephson-Kontakts,
λ

(1)
L bzw. λ(2)

L die Londonschen Eindringtiefen der supraleitenden Elektroden und d
die Dicke der Tunnelbarriere.

Im Rahmen des RCSJ-Modells [McC68, Ste68] wird angenommen, dass der Quasi-
teilchenstrom IN durch den Josephson-Kontakt unabhängig vom Wert des Span-
nungsabfalls U über der Tunnelbarriere durch das Ohmsche Gesetz, U = RNIN, und
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Abb. 5.1: Verlauf des gekippten Waschbrett-
Potentials Epot(φ) als Funktion der Phasen-
differenz φ für verschiedene Werte des norma-
lisierten Stroms i.

der Verschiebungsstrom ID durch die Beziehung ID = CU̇ dargestellt werden kann.
Hierbei bezeichnen RN den Normal-Widerstand und C die Kapazität des Josephson-
Kontakts. Unter Vernachlässigung der Rauschströme IF und durch Verwendung der
Gleichungen 5.4 und 5.7 ergibt sich für die Phasendifferenz φ zwischen den supra-
leitenden Elektroden des Josephson-Kontakts der Ausdruck

I = Ic sinφ+
1

RN

Φ0

2π
φ̇+ C

Φ0

2π
φ̈ . (5.9)

Gleichung 5.9 ist formal äquivalent zur Bewegungsgleichung eines Teilchens mit Mas-
se m = C · (Φ0/2π)2, das sich unter dem Einfluss einer Reibungskraft mit Reibungs-
koeffizienten µ = 1/RN · (Φ0/2π)2 in einem Potential der Form

Epot(φ) = EJ (1− cosφ− iφ) (5.10)

mit der Josephson-Kopplungsenergie EJ = Ic · (Φ0/2π) und dem normierten Strom
i = I/Ic bewegt. Der Verlauf des Potentials Epot(φ) ist in Abbildung 5.1 für ver-
schiedene Werte des normalisierten Stroms i dargestellt. Wie in der Abbildung zu
sehen ist, zeigt das Potential für i < 1 lokale Minima, in denen das Teilchen gefangen
werden kann und mit einer Frequenz

ω = ωp

(
1− i2

)1/4 mit ωp =

√
1

LJC
(5.11)

oszilliert, sofern die thermische Energie des Teilchens bzw. die Rauschströme IF klein
gegenüber der Höhe der Potentialbarrieren sind. Der Mittelwert 〈φ̇〉 der zeitlichen
Entwicklung der Phasendifferenz ist in diesem Fall durch 〈φ̇〉 = 0 gegeben. Für i ≥ 1

verschwinden die Potentialbarrieren, so dass das Teilchen das Potential hinunterrollen
kann. Folglich ist 〈φ̇〉 6= 0 und es fällt eine endliche Spannung U über dem Josephson-
Kontakt ab. Wird nun der Strom I sukzessive erniedrigt, so entstehen für i < 1
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Abb. 5.2: Vergleich der experimentell be-
stimmten Quasiteilchencharakteristik IN(U)

mit dem RCSJ- und dem RCSJN-Modell. Die
Messung erfolgte bei einer Temperatur von
4,2 K an einem Josephson-Kontakt, der im
Rahmen dieser Arbeit hergestellt worden ist.

erneut lokale Minima im Potential Epot(φ), wobei die Höhe der Potentialbarrieren
mit abnehmenden Strom i anwächst. Bei einem Strom Ir kann das Teilchen wieder
in einer der Potentialmulden eingefangen werden. Der Wert dieses Stroms Ir hängt
vom Verhältnis aus der Masse m des Teilchens und dem Reibungskoeffizienten µ ab,
das in dimensionslosen Einheiten durch den Stewart-McCumber-Parameter

βC =
2πCRN

2Ic

Φ0

(5.12)

dargestellt werden kann. Für den Einfangstrom Ir ergibt sich mit dieser Definition
der Ausdruck [Lik86]

Ir

Ic

=
4

π
√
βC

. (5.13)

Für βC � 1 kann das Teilchen bei einem Strom i ≈ 1 in einer Potentialmulde
eingefangen werden. Dagegen ist dies für βC � 1 erst bei einem Strom i ≈ 0 möglich,
so dass die Strom-Spannungs-Kennlinie ein stark hysteretisches Verhalten zeigt.

Der Vergleich des RCSJ-Modells mit experimentellen Daten in Abbildung 5.2
zeigt, dass aufgrund der Nichtlinearität der Quasiteilchencharakteristik IN(U) nur
mit einem externen Widerstand R geshuntete Josephson-Kontakte adäquat durch
das RCSJ-Modell beschrieben werden können. Für die im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelten ungeshunteten Josephson-Kontakte weicht das Modell hingegen für Span-
nungen |U | < Ug deutlich von den Vorhersagen des RCSJ-Modells ab. Hierbei be-
zeichnet Ug = (∆1 + ∆2)/e die sogenannte Gap-Spannung des Josephson-Kontakts,
die sich aus den Energielücken der supraleitenden Elektroden des Tunnelkontakts er-
gibt. Diese Abweichung wird im Rahmen des RCSJN-Modells dadurch beseitigt, dass
die Quasiteilchencharakteristik des Josephson-Kontakts empirisch angenähert wird.
Hierfür eignet sich beispielsweise, wie in Abbildung 5.2 durch die strichpunktierte
Linie gezeigt ist, eine stückweise lineare Funktion, die für Spannungen |U | > Ug den
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Wert des Normal-Widerstands RN sowie für Spannungen |U | < Ug den Wert des
sogenannten Subgap-Widerstands Rsg annimmt:

IN(U) = U ·

{
1/Rsg für |U | < Ug

1/RN für |U | > Ug

. (5.14)

5.3 Herstellung der Josephson-Kontakte

Für die technische Realisierung des entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexers
war es erforderlich, einen zuverlässigen und reproduzierbaren Herstellungsprozess
für Josephson-Tunnelkontakte zu entwickeln. Dieser sollte grundsätzlich mit den im
institutseigenen Reinraum zur Verfügung stehenden Depositions- und Strukturie-
rungstechniken umsetzbar sein und außerdem in den bereits etablierten Prozess zur
Herstellung metallischer magnetischer Kalorimeter integriert werden können. Bei-
de Bedingungen konnten durch die Entwicklung eines auf einer Nb/Al-AlOx/Nb-
Dreischichtstruktur basierenden Fertigungsprozesses erfüllt werden. Diese Art von
Josephson-Kontakten, die allerdings im Vergleich zu dieser Arbeit häufig auf andere
Art und Weise gefertigt werden, wird heutzutage standardmäßig für die Herstellung
von bei tiefen Temperaturen betriebenen dc-SQUIDs verwendet [Cla04], so dass die
Eigenschaften dieser Tunnelkontakte in der Literatur ausführlich beschrieben sind.

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Fertigungsprozess basiert auf einer in
situ mit Hilfe eines Sputterverfahrens abgeschiedenen Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischicht-
struktur, die ähnlich zu den in [Lai72] oder [Gur83] beschriebenen Schichtstrukturen
ist. Für die eigentliche Definition der Fläche der Tunnelbarriere wurde zunächst eine
Reihe verschiedener Verfahren1 getestet, die auf selektiven Ätzprozessen beruhen,
die abhängig von dem jeweils gewählten Verfahren zusätzlich mit einem elektro-
chemischen Passivierungsprozess kombiniert werden. Als besonders vielversprechend
hat sich der im Folgenden beschriebene Prozess erwiesen, bei dem die Definition der
Fläche der Josephson-Kontakte durch eine Kombination eines selektiven Trockenätz-
prozesses für Niob mit einem elektrochemischen Passivierungsprozess für Niob und
Aluminium erfolgt und der eine Adaption des in [Gur83] beschriebenen selektiven
Niob-Ätz-Prozesses, kurz SNEP, darstellt.

Abbildung 5.3 zeigt eine schematische Darstellung des im Rahmen dieser Ar-
beit entwickelten Herstellungsprozesses für Josephson-Kontakte. Zu Beginn des Pro-
zesses wird die Oberfläche des 330µm dicken Siliziumsubstrats, dessen Oberfläche
durch eine 240 nm dicke, thermisch erzeugte SiO2-Schicht elektrisch isoliert ist, in der

1Eine Übersicht über die verschiedenen Prozesse, die zur Definition der Fläche eines Josephson-
Kontakts verwendet werden können, ist beispielsweise in [Cla04] zu finden.
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Substrat Substrat Substrat

Substrat Substrat Substrat

(c)(a) (b)

(d) (e) (f )

AluminiumNiob

Siliziumnitrid passiviertes Nb / Al

Aluminiumoxid

Silizium

Abb. 5.3: Schematische Darstellung des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Her-
stellungsprozesses für Nb/Al-AlOx/Nb-Josephson-Kontakte: (a) Deposition und Struk-
turierung einer Niobschicht zur Kontaktierung der Basiselektrode (b) Deposition der
Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischichtstruktur (c) Strukturierung der Deckelelektroden (d) Elek-
trochemische Passivierung der Ränder des Josephson-Kontakts (e) Deposition und
Strukturierung einer Si3N4-Schicht zur elektrischen Isolation (f) Deposition und Struk-
turierung einer zweiten Niobschicht zur Kontaktierung der Deckelelektrode.

Schleusenkammer der verwendeten UHV-Sputteranlage2 physikalisch durch Ionen-
Ätzung mit Argon-Ionen gereinigt. Auf das so präparierte Substrat wird in der
Hauptkammer der Sputteranlage, die einen Basisdruck von p < 1 · 10−6 Pa besitzt, bei
einer Substrattemperatur von 200 ◦C ein Niobfilm mit einer Dicke zwischen 100 nm

und 400 nm abgeschieden. Hierfür wird ein DC-Magnetron-Sputterprozess verwen-
det. Bei einem Prozessgasdruck von pAr = 0,27 Pa und einer Sputterleistung von
PNb = 500 W nimmt die Depositionsrate einen Wert von ṅNb = 8,33Å/s an, wobei
als Prozessgas Argon mit einer Reinheit von 6 N verwendet wird. Die so abgeschie-
dene Schicht aus Niob wird durch UV-Photolithographie in Verbindung mit einem
nasschemischen Ätzprozess strukturiert. Als Ätze wird hierbei eine Lösung aus einem
Teil Flusssäure (HF), 6 Teilen konzentrierter Salpetersäure (HNO3) und 10 Teilen
Wasser (H2O) verwendet. Während der sich hieran anschließenden Abscheidung der
Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischichtstruktur wird das Substrat aktiv gekühlt. Zunächst wer-
den ein wenige 10 nm dicker Niobfilm, die sogenannte Basiselektrode, sowie ein weni-
ge Nanometer dicker Aluminiumfilm mit typischen Sputterraten von ṅNb = 8,33Å/s
und ṅAl = 0,67Å/s abgeschieden. Die Sputterleistungen betragen PNb = 400 W bzw.
PAl = 50 W. Während der Prozessgasdruck beim Abscheiden des Basiselektrode für
verschiedene Proben aus weiter unten diskutierten Gründen systematisch zwischen
pAr = 0,27 Pa und pAr = 1,33 Pa variiert worden ist, wurde der Aluminiumfilm bei
allen Proben bei einem Prozessgasdruck von pAr = 1,33 Pa abgeschieden.

2DCA Instruments Oy, Turku, Finnland.
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Die Bildung der Tunnelbarriere erfolgt unmittelbar im Anschluss an die Abschei-
dung der Aluminiumschicht. Hierzu wird bei Raumtemperatur in der zuvor mit rei-
nem Sauerstoff gespülten Schleusenkammer der Sputteranlage die Oberfläche der
zuvor abgeschiedenen Aluminiumschicht in einer reinen Sauerstoffatmosphäre oxi-
diert. Die Dicke der hierbei gebildeten Aluminiumoxidschicht und damit verbunden
die kritische Stromdichte jc der Tunnelbarriere hängt gemäß der empirisch gefunde-
nen Beziehung jc ∝ (pox · tox)−κ von der Sauerstoffaussetzung pox · tox während des
Oxidationsprozesses ab. Hierbei bezeichnet pox den Sauerstoffpartialdruck und tox

die zeitliche Dauer des Oxidationsprozesses. Für den auftretenden Exponenten κ

werden in der Literatur bei hohen Sauerstoffaussetzungen, pox · tox > 104 Pa s, Wer-
te zwischen κ = 0,38 und κ = 0,8 berichtet [Hug85, Mil93, Sau95]. Unmittelbar
nach Bildung der Tunnelbarriere wird in der Hauptkammer der Sputteranlage unter
verglichen mit der Deposition der Basiselektrode identischen Bedingungen eine we-
nige 10 nm dicke Deckelelektrode aus Niob abgeschieden, so dass man letztlich die in
Abbildung 5.3(b) gezeigte Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischichtstruktur erhält.

Die Definition der Josephson-Kontakte erfolgt, wie in den Abbildungen 5.3(c)-
(e) dargestellt ist, in drei Schritten. Zunächst wird die Deckelelektrode der Drei-
schichtstruktur mit Hilfe eines induktiv gekoppelten Plasmaätzprozesses mit SF6

strukturiert. Die nach dem Ätzen der Deckelelektrode freiliegenden Bereiche der
Aluminiumschicht sowie die seitlichen Ränder der Deckelelektrode werden im An-
schluss in einer Lösung aus 39 g Ammonium-Pentaborat ((NH4)B5O8), 190 ml Was-
ser (H2O) und 280 ml Ethylen-Glycol (C4H10O2) elektrochemisch passiviert. In einem
weiteren Prozessschritt wird mit einem RF-Magnetron-Sputterprozess eine Si3N4-
Schicht mit einer Dicke zwischen 100 nm und 400 nm aufgebracht. Diese Schicht
wird bei aktiver Kühlung des Substrats von einem Si3N4-Sputtertarget abgeschie-
den. Bei einem Prozessgasdruck von pAr = 1,33 Pa und einer Sputterleistung von
P = 200 W ergibt sich hierbei eine typische Depositionsrate von ṅSi3N4 = 31,7Å/min.
Abschließend wird die Deckelelektrode des Josephson-Kontakts zunächst durch einen
Ionen-Ätzprozess mit Argon-Ionen physikalisch gereinigt und anschließend durch eine
400 nm dicke Niobschicht elektrisch kontaktiert. Die Deposition dieser letzten Schicht
erfolgt bei einem Prozessgasdruck von pAr = 0,27 Pa und einer Sputterleistung von
PNb = 500 W. Nach all den beschriebenen Prozessschritten erhält man schließlich
das in Abbildung 5.3(f) schematisch dargestellte Querschnittsbild der im Rahmen
dieser Arbeit hergestellten Josephson-Kontakte.

Mechanische Spannungen sowie Rauheit der Niobschichten

Die Qualität von Nb/Al-AlOx/Nb-Josephson-Kontakten wird empfindlich durch die
Eigenschaften der abgeschiedenen Niobfilme beeinflusst. Hierzu zählen insbesonde-
re die Rauheit der Oberfläche sowie die mechanischen Verspannungen (Stress) der
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abgeschiedenen Filme. Diese werden unter anderem durch den Prozessgasdruck und
die Kathodenspannung bei der Deposition der Filme beeinflusst und können zu einer
Streuung und Erniedrigung der Sprungtemperatur der supraleitenden Elektroden, zu
Leckströmen durch die Tunnelbarriere sowie zu einer Streuung der kritischen Strö-
me und der Normal-Widerstände RN der Josephson-Kontakte führen. Aus diesem
Grund ist es erforderlich, die Parameter des Depositionsprozesses dahingehend zu
optimieren, dass die abgeschiedenen Niobschichten möglichst frei von mechanischen
Verspannungen sind und annähernd glatte Oberflächen besitzen, um auf diese Weise
dauerhaft reproduzierbare Ergebnisse garantieren zu können.

Wie in der Literatur berichtet wird, sind Niobfilme, die bei einem Prozessgas-
druck pAr zwischen 1 Pa und 2 Pa mit Hilfe eines Sputterprozesses abgeschieden wer-
den, nahezu frei von mechanischen Verspannungen [Wu79, Ima88, Kur88]. Niedrigere
bzw. höhere Prozessgasdrücke führen hingegen zu kompressiven bzw. zu tensilen Ver-
spannungen. Bedingt durch die Beobachtung, dass tensile Verspannungen zu tiefen
Temperaturen hin aufgrund der stark unterschiedlichen thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten zwischen dem Substrat sowie den Niobschichten weiter anwachsen, sind
für reproduzierbare Ergebnisse bei Raumtemperatur stressfreie bzw. minimal kom-
pressiv verspannte Niobschichten wünschenswert. Da die mechanischen Verspannun-
gen eines Dünnfilms jedoch nicht nur vom Absolutwert des Prozessgasdrucks sondern
vielmehr von der Kombination aus dem Prozessgasdruck, der Kathodenspannung, der
Sputterleistung, dem Zustand (Erosion) des Sputtertargets sowie der Anordnung zwi-
schen dem Substrat und der Sputterkanone abhängen, ist es erforderlich, den optima-
len Satz von Prozessparametern für jede Depositionsanlage individuell zu suchen und
fortlaufend zu kontrollieren. Aus diesem Grund wurden im Rahmen dieser Arbeit zur
Abscheidung der Elektroden der Josephson-Kontakte verschiedene Prozessgasdrücke
zwischen 0,2 Pa und 1,4 Pa bei sonst konstant gehaltenen Prozessparametern verwen-
det, um anhand der charakteristischen Kenngrößen sowie der Parameterstreuung der
jeweils hergestellten Josephson-Kontakte den optimalen Prozessgasdruck empirisch
bestimmen zu können. Hierbei zeigte sich, dass zufriedenstellende Resultate mit ei-
nem Prozessgasdruck pAr zwischen 0,9 Pa und 1,1 Pa erreicht werden konnten.

Der Prozessgasdruck pAr beeinflusst jedoch nicht nur die mechanischen Verspan-
nungen der abgeschiedenen Niobfilme, sondern zusammen mit dem Prozessgasfluss
V̇Ar auch die Oberflächenrauheit der Elektroden. Während Prozessgasdrücke, die zu
stressfreien bzw. minimal kompressiv verspannten Filmen führen, zu säulenartigen
Strukturen mit kurzen, abgerundeten Spitzen führen, zeigen tensil bzw. stark kom-
pressiv verspannte Niobfilme säulenartige Strukturen mit langen, spitz zulaufenden
Enden [Du07]. Je nach Länge dieser Säulen können die Strukturen bei einer unzu-
reichenden Dicke der auf der Basiselektrode abgeschiedenen Aluminiumschicht zu
mikroskopisch kleinen Kurzschlüssen zwischen den supraleitenden Elektroden der
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Josephson-Kontakte führen, die sich in Form von Leckströmen durch die Tunnel-
barriere sowie räumlich inhomogenen Verteilungen der kritischen Stromdichte jc be-
merkbar machen [Du07]. Bei konstant gehaltenem Druck pAr führen sowohl sehr
niedrige als auch sehr hohe Prozessgasflüsse V̇Ar zu säulenartigen Strukturen mit
langen, spitz zulaufenden Enden, so dass grundsätzlich mittlere Prozessgasflüsse im
Bereich von einigen Standardkubikzentimetern pro Minute zu bevorzugen sind.

Die Eigenschaften eines Josephson-Kontakts werden allerdings nicht zwangsläufig
durch eine raue Oberfläche der Elektroden negativ beeinflusst. So kann die Rauheit
der Basiselektrode aufgrund der Affinität zwischen Aluminium und Niob mit Hilfe
einer hinreichend dicken, auf der Basiselektrode abgeschiedenen Aluminiumschicht
geglättet werden. An der Oberfläche dieser Schicht kann in einem nachfolgenden
Prozessschritt die Tunnelbarriere durch Oxidation gebildet werden. Da bislang die
Rauheit der abgeschiedenen Niobfilme nicht systematisch untersucht werden konnte,
wurde die minimal notwendige Dicke der Aluminiumschicht zur Glättung der Basis-
elektrode ebenfalls empirisch bestimmt. Hierbei zeigt sich, dass ab einer Schicht-
dicke von etwa 8 nm qualitativ hochwertige Josephson-Kontakte mit niedrigen Leck-
strömen, d.h. hohen Widerstandsverhältnissen Rsg/RN, hergestellt werden konnten.

5.4 Aufbau zur Charakterisierung der Josephson-Kontakte

Im Verlauf der Entwicklung des in Abschnitt 5.3 beschriebenen Prozesses zur Her-
stellung der Josephson-Kontakte wurden systematisch eine Reihe verschiedener Pro-
zessparameter variiert und die damit verbundenen Auswirkungen auf die Qualität
und die Reproduzierbarkeit der hergestellten Josephson-Kontakte analysiert. Die
Beurteilung der Qualität und der Reproduzierbarkeit der Kontakte erfolgte hier-
bei anhand charakteristischer Kenngrößen, deren Werte aus Messungen der Strom-
Spannungs-Kennlinien der Josephson-Kontakte bestimmt worden sind. Zur Messung
dieser Kennlinien wurde der in Abbildung 5.4 schematisch dargestellte Messaufbau
verwendet, der im Folgenden kurz beschrieben werden soll.

Wie in Abbildung 5.4 zu sehen ist, wurde zur Messung der Strom-Spannungs-
Kennlinien der Josephson-Kontakte eine klassische Vierdraht-Messmethode verwen-
det. Der Strom I durch den Josephson-Kontakt wurde hierbei durch Anlegen einer
Spannung Ub an der aus dem Tunnelkontakt sowie einem im Vergleich zum Normal-
Widerstand RN viel größeren Widerstand mit R ' 10 kΩ gebildeten Serienschaltung
vorgegeben. Die Messung der über dem Josephson-Kontakt abfallenden Spannung U
erfolgte differentiell, wobei zur Bildung der Differenzspannung ein batteriebetriebener
Instrumentenverstärker (Burr Brown, INA110) mit einem Spannungsverstärkungs-
faktor von 20 dB verwendet wurde. Der überwiegende Teil der Messungen wur-
de bei einer Temperatur von 4,2 K in einer Transportkanne für flüssiges Helium
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Abb. 5.4: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus zur Messung der
Strom-Spannungs-Kennlinien der hergestellten Josephson-Kontakte.

durchgeführt. In einigen Fällen wurden zudem bei tieferen Temperaturen in ei-
nem 3He/4He-Verdünnungskryostaten temperaturabhängige Messungen der Strom-
Spannungs-Kennlinien durchgeführt. Um in beiden Fällen den Einfluss hochfrequen-
ter Störsignale bei der Messung zu reduzieren, wurden in den einzelnen Messleitungen
niederohmige Hochfrequenzfilter mit jeweils zwei Ferritperlen und einer Kapazität
zur Masse vorgesehen. Die Abschneidefrequenz dieser Filter liegt im Bereich von ei-
nigen MHz. Zur Reduktion magnetisch eingekoppelter Gegentaktschwingungen wur-
den ferner zusammengehörige Leitungen sowohl innerhalb als auch außerhalb des
Kryostaten bzw. der Transportkanne verdrillt.

5.5 Qualitätskriterien für Josephson-Kontakte

Abbildung 5.5 zeigt den typischen Verlauf einer Strom-Spannungs-Kennlinie eines
ungeshunteten Josephson-Kontakts, der aufgrund der fehlenden resistiven Dämp-
fung ein hysteretisches Verhalten zeigt, wie in Abschnitt 5.2 erläutert wurde. Da
das Auftreten dieser Hysterese eine simultane Messung des kritischen Stroms Ic so-
wie der Quasiteilchencharakteristik IN(U) des Josephson-Kontakts erlaubt, können
auf diese Weise zeitgleich die Werte des kritischen Stroms Ic, der Gap-Spannung
Ug, des Normal-Widerstands RN sowie des Subgap-Widerstands Rsg bestimmt wer-
den. Diese Größen stellen charakteristische Kenngrößen des Josephson-Kontakts dar
und können daher zur Beurteilung der Qualität des Josephson-Kontakts verwendet
werden. Ferner kann durch einen Vergleich der für eine Vielzahl von gleichartigen
Josephson-Kontakten bestimmten Werte dieser Kenngrößen die Reproduzierbarkeit
des Fertigungsprozesses beurteilt werden.
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Abb. 5.5: Strom-Spannungs-Kennlinie eines
ungeshunteten Josephson-Kontakts. Zusätz-
lich sind in der Abbildung die Definitionen
der verschiedenen Kenngrößen nochmals gra-
phisch dargestellt.

Gap-Spannung Die Gap-Spannung Ug eines Josephson-Kontakts ist gemäß der
Beziehung Ug = (∆1 + ∆2)/e direkt mit den Energielücken ∆1 und ∆2 der
Basis- und Deckelelektrode des Josephson-Kontakts verknüpft. Aus diesem
Grund spiegelt die Gap-Spannung Ug die Eigenschaften der supraleitenden
Elektroden des Josephson-Kontakts wider. Nach [Car90] nimmt die Energie-
lücke ∆ von Niob für Temperaturen T → 0 im Fall von Vollmaterial Wer-
te zwischen 2,92 meV und 3,02 meV an. Mit steigender Temperatur T fällt
der Wert der Energielücke gemäß der BCS-Theorie jedoch kontinuierlich ab,
wobei die Temperaturabhängigkeit ∆(T ) durch Gleichung 4.1 gegeben ist.
Für die Gap-Spannung eines Nb/Al-AlOx/Nb-Josephson-Kontakts sind daher
bei einer Temperatur von T = 4,2 K Werte zwischen 2,83 mV und 2,93 mV

zu erwarten. Sofern die Dicke der Elektroden jedoch geringer als die ma-
gnetische Eindringtiefe λ ist, werden die kritischen Temperaturen und damit
verbunden die Werte der Energielücken reduziert. Zusätzlich kann das Auf-
treten des Proximity-Effekts an den Grenzflächen zwischen den Elektroden
und der normalleitenden Aluminiumschicht eines Nb/Al-AlOx/Nb-Josephson-
Kontakts [Hou93, Yam94] sowie eine durch mechanische Verspannungen ver-
ringerte Sprungtemperatur der Elektroden [Kur88] zu einer Reduzierung der
Gap-Spannung Ug eines Josephson-Kontakts führen.

IcRN-Produkt In Abschnitt 5.1 wurde gezeigt, dass die Rate von Cooper-Paaren,
die durch die Barriere eines Josephson-Kontakts tunneln können, von der Stär-
ke der Kopplung zwischen den supraleitenden Elektroden des Tunnelkontakts
abhängt. Konkret bedeutet dies, dass der Wert des kritischen Stroms Ic mit stei-
gender Kopplung zwischen den Elektroden, d.h. mit dünner werdender Oxid-
schicht, zunimmt. Im Gegensatz hierzu nimmt der Wert des WiderstandsRN für
Quasiteilchen mit geringer werdender Barrierendicke ab. Unter der Annahme,
dass sich die Tunnelprozesse für Quasiteilchen und Cooper-Paare nicht grund-
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legend voneinander unterscheiden, erwartet man daher, dass das Produkt aus
dem kritischen Strom Ic und dem Widerstand RN unabhängig von der Kopp-
lung der Elektroden, d.h. der Dicke der Barriere, des Josephson-Kontakts ist.
Nach der Ambegaokar-Baratoff-Theorie [Amb63] kann das IcRN-Produkt für
Josephson-Tunnelkontakte, bei denen die beiden Elektroden der Kontakte aus
dem gleichen supraleitenden Material mit Energielücke ∆ bestehen, mit Hilfe
der Gleichung

IcRN =
π

2e
∆(T ) tanh

[
∆(T )

2kBT

]
(5.15)

berechnet werden. Mit den oben angegebenen Werten für die Energielücke ∆

von Niob erwartet man folglich für das IcRN-Produkt von Nb/Al-AlOx/Nb-
Josephson-Kontakten bei Temperaturen T → 0 Werte zwischen 2,29 mV und
2,37 mV. Da zur Herleitung von Gleichung 5.15 ideales Cooper-Paar-Tunneln
mit einem rechteckförmigen Potentialverlauf der Tunnelbarriere vorausgesetzt
wurde, der allerdings im Experiment aufgrund von parasitären Effekten an
den Rändern der Josephson-Kontakte und prozessbedingt lateral inhomogenen
Tunnelbarrieren nur in seltenen Fällen tatsächlich vorliegt, nehmen die expe-
rimentell bestimmten Werte der IcRN-Produkte realer Josephson-Kontakte in
der Regel geringere Werte an.

Subgap-Widerstand Im Gegensatz zum Widerstand RN, dessen Wert unabhängig
vom Spannungsabfall U über einem Josephson-Kontakt ist, zeigt der Subgap-
Widerstand Rsg im Allgemeinen eine nicht-triviale Spannungsabhängigkeit, die
sich aus einer Reihe unterschiedlicher Effekte ergibt. So sind in einem Supra-
leiter bei Temperaturen T > Tc/5 bereits so viele Quasiteilchen angeregt, dass
der Stromtransport über diese thermisch erzeugten Quasiteilchen die Span-
nungsabhängigkeit Rsg(U) dominiert. Aus diesem Grund zeigt die Quasiteil-
chencharakteristik IN(V ) in diesem Temperaturbereich ein ohmsches Verhalten.
Bei Temperaturen weit unterhalb der kritischen Temperatur der supraleiten-
den Elektroden spielen neben anderen Effekten vielfache Andreev-Reflexionen
[Oct83] sowie Vielteilchen-Tunnelprozesse von Cooper-Paaren [Tay63, Sch63]
eine wichtige Rolle. Diese führen zum Auftreten von stufenartigen Strukturen in
der Quasiteilchencharakteristik eines Josephson-Kontakts. Da der Großteil der
im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Messungen der Strom-Spannungs-
Kennlinien allerdings bei einer Temperatur von 4,2 K, d.h. bei T ' Tc/2,
erfolgte, können diese Effekte für die in diesem Kapitel diskutierte Charak-
terisierung der Josephson-Kontakte vernachlässigt werden. Bei Temperaturen
unter 100 mK, bei denen der entwickelte Mikrowellen-SQUID-Multiplexer be-
trieben wird, können diese Effekte allerdings eine wichtige Rolle spielen. Je-
doch konnten im Rahmen von Messungen der Strom-Spannungs-Kennlinien
von Josephson-Kontakten bei Temperaturen unterhalb von 50 mK keine Hin-
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weise auf das Auftreten der genannten Effekte gefunden werden. Aus diesem
Grund wird an dieser Stelle auf eine weitere Beschreibung dieser Effekte ver-
zichtet.

Sofern der Subgap-Widerstand Rsg zur Beurteilung der Qualität eines Tunnel-
kontakts verwendet wird, es ist üblich, den Wert dieses Widerstands bei einer
über dem Kontakt abfallenden Spannung von U = 2 mV anzugeben. Mit dem
so bestimmten Widerstandswert betrachtet man einerseits das Widerstandsver-
hältnis Rsg/RN sowie andererseits die charakteristische Spannung Vc = RsgIc.
Da die Werte dieser Größen unabhängig von der Fläche des Josephson-Kontakts
sind, können diese, ähnlich wie das IcRN-Produkt, gut für einen Vergleich zwi-
schen verschieden großen, jedoch gleichartigen Josephson-Kontakten verwen-
det werden. Für qualitativ hochwertige Josephson-Kontakte können Werte von
Rsg/RN > 10 sowie Vc > 30 mV erwartet werden.

5.6 Charakterisierung der hergestellten Josephson-Kontakte

In Abschnitt 5.3 wurde gezeigt, dass die Eigenschaften eines Josephson-Kontakts
von einer Reihe verschiedener Parameter bei der Herstellung der Kontakte beein-
flusst werden. Hierzu gehören nicht nur die Sauerstoffaussetzung pox · tox, durch die
die kritische Stromdichte jc der Tunnelbarriere festgelegt wird, sondern auch die
Schichtdicken der Elektroden, Kontaktierungsstrukturen und Isolationsschichten, die
Prozessgasdrücke und Depositionsraten beim Abscheiden der verschiedenen Filme so-
wie die Methoden, mit denen die unterschiedlichen Schichten strukturiert werden. In
diesem Zusammenhang zeigt sich jedoch, dass die Eigenschaften eines Josephson-
Kontakts nicht alleine von den Absolutwerten der Prozessparameter sondern viel-
mehr von vielen, teilweise sehr subtilen Feinheiten bei der Fertigung abhängen. Aus
diesem Grund können in der Literatur beschriebene Herstellungsprozesse nur als
Anhaltspunkt bei der Entwicklung eines eigenen Prozesses dienen. Aufgrund dieser
Tatsache wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Vielzahl von Josephson-Kontakten mit
jeweils unterschiedlichen Prozessparametern hergestellt, um für den in Abschnitt 5.3
beschriebenen Fertigungsprozess durch einen Vergleich der experimentell bestimm-
ten Eigenschaften dieser Kontakte einen derzeit „optimalen“ Satz von Prozesspara-
metern empirisch ermitteln zu können. Da es an dieser Stelle allerdings nicht mög-
lich ist, alle Entwicklungsschritte sowie die in diesem Zusammenhang jeweils durch-
geführten Charakterisierungsmessungen im Detail zu beschreiben, soll stellvertre-
tend anhand eines konkreten Beispiels eine vollständige Diskussion der Eigenschaften
der hergestellten Josephson-Kontakte erfolgen. Der hierfür ausgewählte Parameter-
satz, der in Tabelle 5.1 zusammengefasst ist, entspricht bis auf wenige Ausnahmen
dem Satz von Parametern, der zur Herstellung des in Abschnitt 6.4 diskutierten
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dNb1 dBasis dAl dDeckel pAr pox · tox dSi3N4 dNb2

[nm] [nm] [nm] [nm] [Pa] [MPa s] [nm] [nm]

400 30 8 25 1,07 24 100 400

Tab. 5.1: Übersicht über die Prozessparameter, die zur Herstellung der Josephson-
Kontakte der Charge JJ01 verwendet wurden. Die Bedeutung der Parameter ergibt sich
aus der Beschreibung des Herstellungsprozesses in Abschnitt 5.3.

Mikrowellen-SQUID-Multiplexers verwendet worden ist. Um die nun folgende Dis-
kussion der Eigenschaften dieser Josephson-Kontakte etwas übersichtlicher zu gestal-
ten, soll die Menge der Josephson-Kontakte, die mit den in Tabelle 5.1 zusammen-
gefassten Prozessparametern hergestellt worden sind, im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit als Charge JJ01 bezeichnet werden.

5.6.1 Diskussion der experimentell bestimmten Eigenschaften eines zu-
fällig ausgewählten Josephson-Kontakts der Charge JJ01

Abbildung 5.6 zeigt die experimentell bestimmte Strom-Spannungs-Kennlinie eines
zufällig ausgewählten Josephson-Kontakts der Charge JJ01 mit einer Fläche von
A = 75,2µm2. Die Messung der Kennlinie erfolgte mit dem in Abschnitt 5.4 dis-
kutierten Messaufbau bei einer Temperatur von 4,2 K. Aus der dargestellten Kenn-
linie können die in der Abbildung angegebenen Werte für den kritischen Strom Ic,
den Normal-Widerstand RN, die Gap-Spannung Ug sowie den Subgap-Widerstand
Rsg bestimmt werden. Mit diesen Werten können ferner für das IcRN-Produkt, das
Widerstandsverhältnis Rsg/RN sowie die charakteristische Spannung Vc Werte von
IcRN = 1,26 mV, Rsg/RN = 31,2 und Vc = 39,4 mV berechnet werden. Insbesonde-
re der hohe Wert des Widerstandsverhältnisses Rsg/RN lässt hierbei auf eine hohe
Qualität des Josephson-Kontakts schließen. Der Wert der Gap-Spannung, der mit
Ug = 2,68 mV im Vergleich zu den in Abschnitt 5.5 angegebenen Werten geringfügig
kleiner ist, kann einerseits auf den Proximity-Effekt sowie andererseits auf die ge-
ringen Dicken der Elektroden zurückgeführt werden. Diese liegen mit Werten von
30 nm für die Basiselektrode und 25 nm für die Deckelelektrode deutlich unterhalb
der Londonschen Eindringtiefe λL von Niob-Vollmaterial, die für T → 0 einen Wert
von λL ' 39 nm besitzt [Max65].

Auf Grundlage der experimentell bestimmten Gap-Spannung Ug kann für das
IcRN-Produkt nach der Ambegaokar-Baratoff-Theorie [Amb63] ein Wert von 2,1 mV

erwartet werden, der damit um etwa 70 % größer als der aus dem kritischen Strom
Ic und dem Widerstand RN berechnete Wert von 1,26 mV ist. Obwohl nach Ab-
schnitt 5.5 für reale Josephson-Kontakte durchaus eine Abweichung der experimentell
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Abb. 5.6: Strom-Spannungs-Kennlinie eines
zufällig ausgewählten Josephson-Kontakts der
Charge JJ01. Die Messung der Kennlinie wur-
de bei einer Temperatur von 4,2 K mit dem in
Abschnitt 5.4 diskutierten Messaufbau durch-
geführt. In der Abbildung sind zusätzlich die
experimentell bestimmten Werte des Wider-
stands RN, des kritischen Stroms Ic, der Gap-
Spannung Ug sowie des Subgap-Widerstands
Rsg angegeben.

bestimmten IcRN-Produkte von den theoretischen Werten zu erwarten ist, erscheint
eine Abweichung von mehr als 50 % zwischen Theorie und Experiment vergleichs-
weise hoch. Es wird sich allerdings im weiteren Verlauf zeigen, dass für die kritischen
Ströme Ic mit hoher Wahrscheinlichkeit systematisch zu geringe Werte gemessen
worden sind, so dass an dieser Stelle anhand des IcRN-Produkts keine zuverlässige
Aussage über die Qualität des Josephson-Kontakts getroffen werden kann.

5.6.2 Diskussion der Verteilung der Gap-Spannungen sowie der Normal-
Widerstände der Josephson-Kontakte der Charge JJ01

Bevor in Abschnitt 5.6.4 die Problematik bei der Messung der kritischen Ströme Ic

erläutert wird, soll zunächst die Reproduzierbarkeit der Josephson-Kontakte anhand
der Verteilung der Normal-Widerstände RN sowie der Gap-Spannungen Ug diskutiert
werden. Hierzu sind in Abbildung 5.7 sowohl die gemessenen Werte der Widerstände
RN als Funktion der inversen korrigierten Fläche3 1/A als auch die Verteilung der
Gap-Spannungen Ug der Josephson-Kontakte der Charge JJ01 dargestellt. Es ist zu
sehen, dass der Verlauf RN(1/A) gemäß der theoretischen Erwartung RN = R0/A

einer Ursprungsgeraden folgt, deren Steigung sich zu R0 = 2592,2 Ωµm2 bestimmen
lässt. Für die Mitte der Verteilung der Gap-Spannungen kann ferner ein Wert von
Ug = 2,69 mV ermittelt werden. In Abbildung 5.7 ist außerdem leicht zu erkennen,
dass sowohl die Widerstände RN für Josephson-Kontakte gleicher Größe als auch
die Gap-Spannungen Ug geringfügig streuen. Während sich die Streuung der Wider-

3Im Rahmen dieser Arbeit konnte ein konstanter Offset zwischen den „im Entwurf vorgese-
henen“ und den „realen“ Abmessungen der Josephson-Kontakte beobachtet werden. So waren die
lateralen Dimensionen der Tunnelkontakte nach der Strukturierung um etwa 1µm größer als vorher
im Entwurf gezeichnet. Im weiteren Verlauf der Diskussion sollen diese, hinsichtlich der lateralen
Dimensionen angepassten, Flächen der Josephson-Kontakte als „korrigierte“ Flächen A bezeichnet
werden.
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Abb. 5.7: (a) Verlauf des WiderstandsRN als Funktion der inversen korrigierten Fläche
1/A sowie (b) Verteilung der Werte der Gap-Spannungen Ug der Josephson-Kontakte
der Charge JJ01. Die gestrichelte Linie in (a) stellt eine an die Messdaten angepasste
Ursprungsgerade dar.

stände RN unter Umständen auf eine Variation der Fläche der Josephson-Kontakte
zurückführen ließe, scheiden derartige geometrieabhängige Effekte als Erklärung für
die Streuung der Gap-Spannungen aus, da diese bis auf die Dickenabhängigkeit der
Energielücken ∆1 und ∆2 geometrieunabhängig sind und nur von den Energielücken
der Basis- und Deckelelektroden abhängen. Dementsprechend muss aus der Beobach-
tung, dass die Gap-Spannungen Ug über die Charge verteilt variieren, auf eine Streu-
ung der Werte der Energielücken der Elektroden geschlossen werden. Als Ursache
hierfür kommen beispielsweise Variationen der Schichtdicken der Elektroden4 oder
der Aluminiumschicht5 in Frage. In diesem Fall sollten jedoch die Gap-Spannungen
für verschiedene, eng benachbarte Josephson-Kontakte identische Werte besitzen, da
bei einem Sputterprozess eine lokale Variation der Schichtdicken mit hoher Wahr-
scheinlichkeit ausgeschlossen werden kann. Allerdings beobachtet man selbst für sehr
nah beieinanderliegende Josephson-Kontakte eine Variation der Gap-Spannungen Ug

von teilweise mehr als 40µV, so dass inhomogene Schichtdicken als Ursache ausge-
schlossen werden können.

Als alternative Erklärung können mechanische Verspannungen in den Elektroden
bzw. den zur Kontaktierung der Elektroden verwendeten Niobstrukturen angeführt

4Da die Schichtdicken der Elektroden geringer als die Londonsche Eindringtiefe λL sind, können
geringfügige Variationen der Schichtdicken zu Änderungen der effektiven magnetischen Eindring-
tiefe λeff und damit verbunden zu Änderungen der Eigenschaften der Elektroden führen.

5Aufgrund des Proximity-Effekts werden die Energielücken der Elektroden durch die benachbar-
ten Aluminiumschichten geringfügig reduziert. Aus diesem Grund können inhomogene Schichtdicken
hier zu einer Variation der Gap-Spannung führen.
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werden. Allerdings konnte in der Vergangenheit gezeigt werden, dass Verspannun-
gen bei Josephson-Kontakten, bei denen die Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischichtstruktur in
Verbindung mit einem Lift-Off-Prozess abgeschieden wurde, nur eine untergeordne-
te Rolle spielen [Kur88]. Es wird sich jedoch bei der Diskussion der Widerstands-
verhältnisse Rsg/RN zeigen, dass die Eigenschaften der Tunnelkontakte der Charge
JJ01 von dem in [Kur88] beschriebenen Verhalten der mit einem Lift-Off-Prozess her-
gestellten Josephson-Kontakte deutlich abweichen. Aus diesem Grund kann basierend
auf der Tatsache, dass zur Herstellung der hier diskutierten Josephson-Kontakte ein
Lift-Off-Prozess verwendet wurde, nicht unmittelbar darauf geschlossen werden, dass
mechanische Verspannungen in den Niobfilmen nur eine untergeordnete Rolle spielen.
Insbesondere ist es durchaus denkbar, dass die mechanischen Verspannungen nicht
prozessbedingt entstanden sind, sondern erst während des Abkühlvorgangs auf die
Messtemperatur von 4,2 K aufgrund der unterschiedlichen Ausdehnungskoeffizienten
der Niobschichten und dem Siliziumsubstrat aufgetreten sind.

Einen weiteren Hinweis darauf, dass mechanische Verspannungen in den Elektro-
den bzw. den zur Kontaktierung verwendeten Niobstrukturen ein Problem darstellen
könnten, erhält man durch die Beobachtung, dass die Widerstände RN der Josephson-
Kontakte ebenfalls geringfügig streuen. Da diese allerdings neben den Eigenschaften
der Tunnelbarriere auch von den Flächen der Josephson-Kontakte abhängen, muss
in diesem Fall eine Variation der Flächen als mögliche Erklärung für die Streuung
der Widerstände RN ebenfalls in Betracht gezogen werden. Um den Einfluss eines
solchen Effekts abschätzen zu können, bietet es sich an, aus der an die Messdaten
angepassten Ursprungsgeraden RN = R0/A die „effektiven“ Werte Aeff der Flächen
der Josephson-Kontakte zu berechnen und die relative Abweichung (Aeff − A)/A

dieser Werte gegenüber den Werten der korrigierten Flächen A zu betrachten. Das
Ergebnis einer solchen Rechnung ist in Abbildung 5.8 dargestellt. In der Abbildung
ist zu sehen, dass die relative Abweichung zwischen den effektiven Werten Aeff und
den korrigierten Flächen A unabhängig vom Wert der korrigierten Flächen A bis zu
7 % betragen müsste, um die Streuung der Widerstände RN alleine durch eine Varia-
tion der Flächen erklären zu können. Dies jedoch würde bedeuten, dass die absolute
Abweichung der lateralen Abmessungen der Josephson-Kontakte mit größer werden-
den Flächen zunehmen müsste. Obwohl eine Abweichung der lateralen Dimensionen
grundsätzlich auf einem bestimmten Niveau zu erwarten ist, ist dieses Szenario als
Erklärung für die beschriebenen Beobachtungen unrealistisch, da der Absolutwert
der lateralen Abweichung in der Realität unabhängig von der Strukturgröße sein
sollte und insbesondere kleine Strukturen deutlich stärker betroffen sein sollten. Da
zudem eine derartige Analyse bei anderen Chargen als Ergebnis eine Abweichung der
vermeintlichen Flächen von teilweise mehr als 100 % liefert, kann eine Variation der
Fläche als alleinige Ursache für die beobachtete Streuung ausgeschlossen werden.
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Abb. 5.8: Mit der im Text beschriebenen Hy-
pothese berechnete Abweichung (Aeff −A)/A

der aus dem theoretischen Verlauf der Wider-
stände RN bestimmten effektiven Flächen Aeff

der Josephson-Kontakte von den korrigierten
Flächen A.

Nimmt man jedoch an, dass einerseits die lateralen Abmessungen der Josephson-
Kontakte auf verschiedenen Chips jeweils systematisch um einen konstanten Wert ε
von den korrigierten Werten abweichen und andererseits die Steigungen R0 der Wi-
derstandsgeraden RN = R0/A auf verschiedenen Chips unterschiedliche Werte an-
nehmen, so erhält man die in Abbildung 5.9 dargestellte Situation. Es ist deutlich zu
erkennen, dass der Verlauf RN(1/A) für alle Chips sehr gut mit den Messdaten über-
einstimmt und dass die Streuung sichtbar reduziert ist. Die Werte der Abweichungen
ε liegen in einem Bereich von 100 nm und sind für das gewählte Strukturierungs-
verfahren durchaus zu erwarten. Dagegen nehmen die Werte der Steigungen R0 für
unterschiedliche Chips deutlich verschiedene Werte an. Im Gegensatz zu der Vertei-
lung der Gap-Spannungen Ug, bei der selbst eng benachbarte Josephson-Kontakte
unterschiedliche Werte zeigen, kann hier allerdings ein systematischer Zusammen-
hang gefunden werden. Konkret lässt sich durch einen Vergleich der Steigungen R0

der Widerstandsgeraden mit den Positionen der Chips auf dem Substrat zeigen, dass
die Werte R0 von der Mitte des Substrats ausgehend in radialer Richtung systema-
tisch abnehmen. Dies könnte mit einen Abfall der Dicken der Tunnelbarrieren in
radialer Richtung erklärt werden. Da die Dicke der Tunnelbarrieren im Vergleich zur
Dicke der Aluminiumschicht allerdings gering ist, scheidet eine Inhomogenität der
Schichtdicke der Aluminiumschicht als Erklärung sehr wahrscheinlich aus. Wie sich
im Folgenden zeigen wird, können als alternative Erklärung thermische Effekte bei
der Abscheidung der verschiedenen Schichten herangezogen werden. So wird in der Li-
teratur berichtet, dass der Widerstand RN eines Josephson-Kontakts durch Erhitzen
zunimmt [Leh92, Mig03]. Hierbei ist selbst für vergleichsweise kurze Zeiten von nur
einigen Minuten und moderat hohen Temperaturen von etwa 120 ◦C ein deutlicher
Effekt zu beobachten [Mig03]. Der zur Erklärung der beobachteten radialen Abnahme
der Steigungen R0 notwendige, radiale Temperaturgradient entlang der Oberfläche
des Substrats könnte damit begründet werden, dass das Substrat bei der Deposition
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Abb. 5.9: Widerstände RN als Funktion der inversen korrigierten Fläche 1/A der
Josephson-Kontakte für verschiedene Chips der Charge JJ01. Die gestrichelten Linien
stellen Ausgleichsgeraden durch den Ursprung dar, deren Steigungen R0 in den Dia-
grammen angegeben sind. Die lateralen Dimensionen der Josephson-Kontakte wurden,
wie im Text beschrieben, für jeden Chip jeweils um einen konstanten Wert ε korrigiert.

der verschiedenen Schichten ohne ein Kontaktmittel auf dem Substrathalter auflag
und nur am äußeren Rand mit einem Metallring an den Halter angedrückt wurde.
Da der Prozessgasdruck in der Sputteranlage während der Abscheidung der Schich-
ten vergleichsweise gering ist, kann das Substrat nur indirekt durch den Kontakt mit
dem Substrathalter gekühlt werden. Unter der Annahme, dass die Unterseite des
Substrats aufgrund der Oberflächenbeschaffenheit des Substrathalters nicht überall
gleichermaßen aufliegt, ist es folglich aufgrund des Verzichts eines Kontaktmittels
durchaus denkbar, dass das Substrat am Rand aufgrund des aufliegenden Halterings
besser gekühlt wird als in der Mitte des Substrats.

5.6.3 Diskussion der Subgap-Widerstände der Charge JJ01

Abbildung 5.10 zeigt die gemessenen Verhältnisse Rsg/RN der Josephson-Kontakte
der Charge JJ01 als Funktion der korrigierten Fläche A. Das Widerstandsverhältnis
Rsg/RN und somit die Qualität der Josephson-Kontakte nimmt mit größer werden-
den Flächen zu und erreicht für große Flächen verhältnismäßig hohe Werte von etwa
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Abb. 5.10: Widerstandsverhältnisse Rsg/RN

als Funktion der korrigierten Fläche A für die
Josephson-Kontakte der Charge JJ01.

Rsg/RN = 30. Diese Werte deuten einmal mehr auf die hohe Qualität der mit dem
in Abschnitt 5.3 beschriebenen Fertigungsprozess hergestellten Josephson-Kontakte
hin. Die Beobachtung, dass die Streuung der Subgap-Widerstände mit der Größe der
Fläche ebenfalls zunimmt, kann darauf zurückgeführt werden, dass die Wahrschein-
lichkeit für das Auftreten von mikroskopisch kleinen Defekten in der Tunnelbarriere
mit größer werdenden Flächen A ansteigt. Aus diesem Grund muss für große Flächen
durchaus mit einer höheren Streuung der Werte gerechnet werden. Dies bedeutet
jedoch gleichzeitig, dass die Tunnelbarrieren der hergestellten Josephson-Kontakte
noch nicht vollkommen homogen sind und beispielsweise raue Oberflächen, wie be-
reits bei der Diskussion anderer Parameter erwähnt, ein Problem darstellen könnten.

Die in Abbildung 5.10 dargestellte Abhängigkeit der Subgap-Widerstände von den
Flächen der Josephson-Kontakte konnte auch in früheren Arbeiten [Kur88, Bhu91]
beobachtet werden und wurde auf verschiedene Effekte zurückgeführt. So wurde in
[Kur88] als Erklärung angeführt, dass beim Ätzen der Deckelelektrode mechanische
Verspannungen in den Niobschichten relaxieren und als Folge dessen die Tunnel-
barrieren an den Rändern der Josephson-Kontakte beschädigt werden. Die Ursache
für den Abfall der Subgap-Widerstände zu kleinen Flächen hin, ist in diesem Modell
damit zu erklären, dass das Verhältnis zwischen den Flächen der Josephson-Kontakte
und dem Umfang linear mit der Breite der Josephson-Kontakte anwächst und somit
der Einfluss dieser „Randeffekte“ mit größer werdenden Flächen abnimmt. Im Gegen-
satz hierzu zeigte sich in [Bhu91], dass die Stromdichte j, die zur elektrochemischen
Passivierung (Anodisierung) der Ränder der Josephson-Kontakte verwendet wird,
Einfluss auf die Qualität der Tunnelkontakte besitzt. Während die Verhältnisse
Rsg/RN bei hohen Stromdichten unabhängig von der Fläche der Josephson-Kontakte
waren, konnte bei niedrigen Stromdichten ein Abfall mit kleiner werdenden Flächen
beobachtet werden. Dies wurde darauf zurückgeführt, dass bei konstant gehaltener
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Abb. 5.11: Gemessene kritische Ströme Ic

der Josephson-Kontakte der Charge JJ01 als
Funktion der korrigierten Fläche A (Punkte).
Die gestrichelte Linie stellt eine Ursprungs-
gerade dar, die durch den höchsten, expe-
rimentell beobachteten Wert des kritischen
Stroms Ic verläuft. Aus der Steigung dieser
Geraden erhält man eine kritische Stromdich-
te von jc = 46 A/cm2.

Dicke der gebildeten Passivierungsschicht die benötigte Zeit für die Anodisierung um-
so kürzer ist, je höher die Stromdichte bei der Passivierung ist. Auf diese Weise wird
die Kontaktzeit zwischen der Anodisierflüssigkeit und der Photolackmaske reduziert,
so dass einerseits eine Beschädigung des Photolacks [Bhu91] und andererseits eine
Passivierung der Deckelelektrode unterhalb des Photolacks (Unterkriechen) [Kai11a]
vermieden wird. Da in einer frühen Phase dieser Arbeit bei hohen Spannungen und
Stromdichten eine massive Beschädigung der Lackmaske beim Anodisieren beobach-
tet werden konnte, wurde einerseits die Spannung sowie andererseits die Stromdichte
deutlich reduziert. Dies hat dazu geführt, dass die Kontaktzeit zwischen der Anodi-
sierflüssigkeit und der Lackmaske von etwa ∆tanod = 15 s um mehr als einen Faktor
5 auf ∆tanod = 90 s erhöht werden musste. Obwohl im Gegensatz zu den ersten her-
gestellten Josephson-Kontakten bei der Charge JJ01 nach der Anodisierung optisch
keine Beschädigung der Lackmaske festgestellt werden konnte, ist es nicht auszu-
schließen, dass ein Unterkriechen oder eine Erosion der Lackmaske auf einem optisch
nicht erkennbaren Niveau stattgefunden hat. Da es sich bei diesen Effekten ebenfalls
um einen „Randeffekt“ handelt, würde sich unmittelbar der Anstieg der Subgap-
Widerstände Rsg mit zunehmender Fläche der Josephson-Kontakte erklären.

5.6.4 Diskussion der Verteilung der kritischen Ströme der Charge JJ01

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten bislang nur aus der Quasiteilchen-
charakteristik bestimmte Kenngrößen der Josephson-Kontakte betrachtet worden
sind, soll an dieser Stelle die bereits in Abschnitt 5.6.1 angesprochene Diskussion der
kritischen Ströme erfolgen. Hierzu ist in Abbildung 5.11 der Verlauf der kritischen
Ströme Ic der Josephson-Kontakte der Charge JJ01 als Funktion der korrigierten
Fläche A dargestellt. Es ist zweifelsfrei zu erkennen, dass die kritischen Ströme sehr
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stark streuen und von dem erwarteten Verlauf einer Ursprungsgeraden Ic = jc ·A
deutlich abweichen. Auf den ersten Blick müsste man aufgrund dieser Beobachtung
auf erhebliche Probleme bei der Herstellung der Josephson-Kontakte schließen. Dies
stellt jedoch in Anbetracht der hohen Werte der Subgap-Widerstände Rsg sowie dem
linearen Verlauf der Widerstände RN als Funktion der korrigierten Flächen A einen
offensichtlichen Widerspruch dar und könnte nur dahingehend interpretiert werden,
dass die physikalischen Prozesse, die dem Tunneln der Cooper-Paare bzw. der Quasi-
teilchen zu Grunde liegen, verschieden voneinander waren. Ein unabhängiger Hin-
weis, der eine derartige Vermutung bestätigen würde, konnte allerdings bei keiner
der durchgeführten Messungen beobachtet werden. Berücksichtigt man desweiteren,
dass der kritische Strom eines Josephson-Kontakts durch eine Reihe verschiedener
Effekte beeinflusst wird, so kann die beobachtete Streuung auch anderweitig erklärt
werden. So können einerseits magnetische Felder zu einer Reduktion der kritischen
Ströme führen [Jos62, And63, Fis64]. Andererseits ist es denkbar, dass durch ther-
misch induzierte Rauschströme oder elektromagnetische Störsignale systematisch zu
niedrige Werte für die kritischen Ströme gemessen werden [Dan84, Kai11b].

Bevor jedoch auf diese beiden Effekte eingegangen wird, soll die Bedeutung der
in Abbildung 5.11 eingezeichneten gestrichelten Linie erläutert werden, anhand der
eine Abschätzung einer unteren Grenze der kritischen Stromdichte jc der Josephson-
Kontakte der Charge JJ01 gegeben werden kann. Diese Linie stellt eine Ursprungs-
gerade durch den höchsten im Experiment beobachteten kritischen Strom dar. Unter
der Annahme, dass die kritischen Ströme aller Josephson-Kontakte durch die oben
genannten Effekte reduziert sind, kann aus der Steigung dieser Ursprungsgeraden
eine untere Grenze für die kritische Stromdichte abgeleitet werden, wobei sich ein
Wert von jc = 46 A/cm2 ergibt. Zusammen mit der in Abschnitt 5.6.2 bestimmten
Steigung der Widerstandsgeraden RN(1/A), die einen Wert von R0 = 2592 Ωµm2

besitzt, erhält man damit für das IcRN-Produkt eine untere Grenze von 1,2 mV, die
um etwa einen Faktor 2 unter dem theoretisch erwarteten Wert von 2,1 mV liegt.
Um diesen Wert besser beurteilen zu können, soll im Folgenden kurz eine Messung
der kritischen Ströme Ic sowie der Widerstände RN einiger Josephson-Kontakte der
Charge JJ01 bei einer Temperatur von 17 mK diskutiert werden. Diese Messung wur-
de in einem 3He/4He-Verdünnungskryostaten mit dem in Abschnitt 5.4 diskutierten
Messaufbau durchgeführt. Das Ergebnis dieser Messung ist in Abbildung 5.12 dar-
gestellt. Es ist klar zu erkennen, dass der Verlauf der gemessenen kritischen Ströme
gut durch die Beziehung Ic = jc ·A beschrieben werden kann, sowie, dass die Streu-
ung der Werte der kritischen Ströme deutlich reduziert ist. Aus dem Verlauf der
kritischen Ströme Ic(A) sowie dem Verlauf der Widerstände RN(1/A) können für
die kritische Stromdichte ein Wert von jc = 65 A/cm2 sowie für die Steigung der
Widerstandsgeraden ein Wert von R0 = 2628 Ωµm2 bestimmt werden. Damit erhält
man für das IcRN-Produkt einen Wert von 1,7 mV, der nur 20 % geringer als der aus
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Abb. 5.12: Bei einer Temperatur von 17 mK gemessene (a) Widerstände RN als Funk-
tion der inversen korrigierten Fläche 1/A und (b) kritische Ströme Ic als Funktion der
korrigierten Fläche A der auf dem Chip 07 platzierten Josephson-Kontakte der Charge
JJ01. Die gestrichelten Linien stellen an die Messdaten angepasste Ursprungsgeraden
dar, deren Steigungen R0 bzw. jc in den jeweiligen Diagrammen angegeben sind.

der Gap-Spannung berechnete Wert von 2,16 mV ist. Diese Abweichung fällt deutlich
geringer als in den Messungen bei einer Temperatur von 4,2 K aus und liegt durchaus
in einem Bereich, den man für reale Josephson-Kontakte erwarten kann. Mit Hilfe
der Ambegaokar-Baratoff-Theorie [Amb63] bzw. mit Gleichung 5.15 kann ferner der
erwartete Wert des IcRN-Produkts bei einer Temperatur von 4,2 K bestimmt werden.
Es ergibt sich ein Wert von 1,5 mV, so dass die Werte der kritischen Ströme Ic, die
bei einer Temperatur von 4,2 K gemessen wurden, um mindestens 40 % gegenüber
den erwarteten Werten reduziert sind.

Zu Beginn der Diskussion der beiden weiter oben genannten Effekte, die sowohl zu
einer Streuung als auch zu einer systematischen Verringerung der gemessenen Werte
der kritischen Ströme Ic führen können, soll zunächst der Einfluss magnetischer Fel-
der auf den kritischen Strom eines Josephson-Kontakts betrachtet werden. Aufgrund
der Abhängigkeit der Phasendifferenz φ vom Vektorpotential A stellt der kritische
Strom Ic eines Josephson-Kontakts eine periodische Funktion des magnetischen Flus-
ses Φ durch den Josephson-Kontakt dar. Sofern das magnetische Feld parallel zur
Tunnelbarriere, d.h. parallel zur Oberfläche des Substrats, orientiert ist, kann für
einen Josephson-Kontakt mit rechteckiger Grundfläche der einfache Zusammenhang

Ic = Imax
c

∣∣∣∣∣sin(π Φ
Φ0

)

π Φ
Φ0

∣∣∣∣∣ (5.16)

zwischen dem kritischen Strom Ic im Magnetfeld und dem maximalen kritischen
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Neue Schirmung

Alte Schirmung

Abb. 5.13: Vergleich des Verlaufs der gemes-
senen kritischen Ströme Ic einer Reihe von
Josephson-Kontakten als Funktion der korri-
gierten Fläche A. Für die Messungen wurden
zwei verschiedene magnetische Schirmungen
verwendet. Es ist deutlich zu sehen, dass die
kritischen Ströme mit neuer Schirmung weni-
ger stark streuen.

Strom Imax
c im Nullfeld gefunden werden [Jos64]. Der magnetische Fluss Φ ist hier-

bei gemäß der Beziehung Φ = Bl(d + 2λ) mit der magnetischen Flussdichte B, der
Breite l des Josephson-Kontakts, der Dicke d der Tunnelbarriere sowie der magne-
tischen Eindringtiefe λ der beiden supraleitenden Elektroden verknüpft. Abhängig
von der Seitenlänge der Josephson-Kontakte werden daher mit d + 2λ ' 100 nm

nach Gleichung 5.16 magnetische Flussdichten B zwischen 2 mT und 8 mT benötigt,
um die kritischen Ströme vollständig unterdrücken können. Diese Werte erscheinen
vergleichsweise hoch, um sie durch das Erdmagnetfeld oder anderweitige magneti-
sche Felder in der unmittelbaren Umgebung des Messaufbaus erklären zu können.
Aus diesem Grund ist es auf den ersten Blick sehr fragwürdig, ob die Streuung der
kritischen Ströme Ic durch ein äußeres Magnetfeld verursacht werden kann. Aller-
dings konnte gegen Ende dieser Arbeit eindeutig gezeigt werden, dass durch eine
Verbesserung der magnetischen dc-Schirmung des Messaufbaus durch Cryoperm die
Streuung der kritischen Ströme auf ein Niveau unter 30 % reduziert werden konnte.
Dies ist in Abbildung 5.13 gezeigt. Obwohl die Herkunft des äußeren Magnetfelds
bislang nicht geklärt werden konnte, scheint es damit dennoch nachträglich bewiesen,
dass der überwiegende Teil der Streuung der kritischen Ströme durch ein externes
Magnetfeld verursacht worden ist.

Die verbleibende Streuung der kritischen Ströme sowie die Beobachtung, dass für
die kritischen Ströme bei einer Temperatur von 4 K systematisch in etwa 40 % zu
niedrige Werte gemessen worden sind, könnten durch thermisch induzierte Rausch-
ströme sowie elektromagnetische Störsignale erklärt werden. Beide Effekte führen
dazu, dass dem durch den Tunnelkontakt getriebenen Strom Im ein Rauschstrom
IF additiv überlagert ist, so dass der durch den Josephson-Kontakt fließende Strom
durch I = Im + IF gegeben ist. Abhängig vom jeweiligen Wert des Rauschstroms IF

wird der wahre kritische Strom Ic des Josephson-Kontakts in verschiedenen Situatio-
nen bei unterschiedlichen Werten des Stroms Im erreicht. Als Resultat dieses Effekts
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erhält man bei einer wiederholten Messung des kritischen Stroms eines Josephson-
Kontakts eine Verteilung von gemessenen Werten, die gegenüber dem wahren kriti-
schen Strom reduziert sind. In [Dan84] wird ein Ausdruck für den durch thermisches
Rauschen reduzierten Wert Ired

c des kritischen Stroms Ic hergeleitet. Dieser ist durch

Ired
c

Ic

= 1−
[

3√
8γ

ln

(
ωpIc

π
√

8γİm

)]2/3

(5.17)

gegeben, wobei γ = ~Ic/ekBT den Rauschparameter des Josephson-Kontakts, ωp die
in Abschnitt 5.2 definierte Plasmafrequenz und İm die Änderungsrate des Stroms Im

bezeichnen. Da allerdings weder die Plasmafrequenzen ωp aufgrund der experimentell
bislang nicht bestimmten Kapazität der Josephson-Kontakte noch die Werte Ic der
kritischen Ströme bekannt sind, kann an dieser Stelle nur eine Abschätzung für diesen
Effekt gegeben werden. Unter der Annahme eines kritischen Stroms von Ic = 2µA

und einer Kapazität von C = 0,2 pF, die man aus geometrischen Überlegungen und
der Permittivität von Aluminiumoxid abschätzen kann, erhält man eine Plasmafre-
quenz von ωp ' 1,8 · 1011 s−1 sowie einen Rauschparameter von γ ' 22. Damit erhält
man für das Verhältnis Ired

c /Ic bei der im Experiment gewählten Änderungsrate des
Stroms von İm = 1 mA/s mit Hilfe von Gleichung 5.17 einen Wert von Ired

c /Ic = 0,9.
Somit kann zumindest ein Teil der verbleibenden Streuung, insbesondere bei kleinen
Kontakten, erklärt werden.

Elektromagnetische Störsignale, die von außen in den Messaufbau einkoppeln,
können ebenfalls dazu führen, dass für die kritischen Ströme zu kleine Werte ge-
messen werden. Da im Rahmen dieser Arbeit eindeutig ein Einfluss der verwendeten
Messgeräte auf die gemessenen Werte der kritischen Ströme festgestellt werden konn-
te, wurde versucht, diesen Einfluss durch eine geschickte Wahl von Messgeräten sowie
Tiefpassfiltern so weit wie möglich zu reduzieren. In diesem Zusammenhang zeigte
sich beispielsweise, dass die gemessenen Werte der kritischen Ströme durch die Ver-
wendung eines batteriebetriebenen Instrumentenverstärkers anstatt eines mit Netz-
spannung betriebenen Differenzverstärkers zur Verstärkung der über den Josephson-
Kontakten abfallenden Spannung um nahezu einen Faktor 2 erhöht werden konnten
und die Streuung der Werte in gleichen Umfang zurückging. Basierend auf einer
Reihe von systematisch durchgeführten Tests wurde schließlich der in Abschnitt 5.4
beschriebene Messaufbau zusammengestellt, der somit zum momentanen Zeitpunkt
den „optimalen“ Messaufbau darstellt. Allerdings wurde beispielsweise in [Kai11b] ge-
zeigt, dass selbst mit einem gut geschirmten und gewissenhaft zusammengestellten
Messaufbau noch um bis zu 20 % geringere Werte für die kritischen Ströme gemessen
werden. Dieser Missstand konnte dort durch die Verwendung von bei tiefen Tempe-
raturen platzierten Tiefpassfiltern beseitigt werden. Nach der Installation derartiger
Filter in den im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Messaufbau konnten allerdings
keine Änderungen bei den gemessenen kritischen Strömen beobachtet werden.



5.7. Temperaturabhängige Messungen an einem Josephson-Kontakt 109

dBasis dAl dDeckel pAr pox · tox dSi3N4 dNb2

[nm] [nm] [nm] [Pa] [MPa s] [nm] [nm]

250 12 125 1,07 1,152 375 500

Tab. 5.2: Übersicht über die Prozessparameter, die zur Herstellung des in diesem Ab-
schnitt 5.7 diskutierten Josephson-Kontakts verwendet wurden. Die Bedeutung der Pa-
rameter ergibt sich aus der Beschreibung des Herstellungsprozesses in Abschnitt 5.3.

5.7 Temperaturabhängige Messungen an einem Josephson-
Kontakt

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen einige temperaturabhängige Messungen von
Strom-Spannungs-Kennlinien an einem Josephson-Kontakt diskutiert werden, der
mit den in Tabelle 5.2 zusammengefassten Prozessparametern hergestellt worden ist.
Das Ziel dieser Messungen bestand darin, die Vorhersagen der BCS-Theorie hinsicht-
lich der Temperaturabhängigkeit der Gap-Spannung Ug und des Subgap-Widerstands
Rsg, sowie die Vorhersagen der Ambegaokar-Baratoff-Theorie hinsichtlich der Tem-
peraturabhängigkeit des IcRN-Produkts bzw. des kritischen Stroms Ic zu überprüfen,
um auf diese Weise Aussagen über die Qualität des Josephson-Kontakts sowie die
Homogenität der Tunnelbarriere treffen zu können.

Abbildung 5.14 zeigt den Verlauf der Strom-Spannungs-Kennlinie des in diesem
Abschnitt diskutierten Josephson-Kontakts für drei verschiedene Temperaturen. Wie
in der Abbildung zu sehen ist, nehmen der kritische Strom Ic, die Gap-Spannung Ug

sowie der Subgap-Widerstand Rsg mit fallender Temperatur zu. Bei einer Tempera-
tur von 2 K nehmen die Gap-Spannung, der Subgap-Widerstand sowie der kritische
Strom hierbei Werte von Ug = 2,88 mV, Rsg = 1,4 kΩ und Ic = 82µA an. Der Wi-
derstand RN zeigt erwartungsgemäß keine Temperaturabhängigkeit und besitzt einen
Wert von RN = 11,4 Ω. Bevor die Temperaturabhängigkeit dieser Größen diskutiert
wird, soll aus Gründen der Vollständigkeit auf zwei Effekte hingewiesen werden, die in
den Strom-Spannungs-Kennlinien zu erkennen sind. Einerseits ist bei tiefen Tempe-
raturen am oberen Ende des Gaps eine in Abbildung 5.15(b) gekennzeichnete, hyste-
retische Struktur zu erkennen, die sich bei höheren Temperaturen nur in Form eines
Knicks in der Strom-Spannungs-Kennlinie bemerkbar macht. Diese Struktur wird
durch den Proximity-Effekt zwischen der Basiselektrode und der darüberliegenden
Aluminiumschicht verursacht [Yam94] und ist bei dem hier diskutierten Josephson-
Kontakt aufgrund der vergleichsweise hohen Dicke der Aluminiumschicht von 12 nm

besonders ausgeprägt. Andererseits ist mit steigender Temperatur ein „Ausschmie-
ren“ des Gaps, d.h. eine Änderung der Steigung der Strom-Spannungs-Kennlinie
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Proximity-
Struktur

(a) (b)

Abb. 5.14: (a) Strom-Spannungs-Kennlinien des in diesem Abschnitt diskutierten
Josephson-Kontakts für drei verschiedene Temperaturen T . (b) Auf positive Spannun-
gen und Ströme eingeschränkte Vergrößerung der Strom-Spannungs-Kennlinien aus (a).

im Bereich des Gaps, zu erkennen. Dies kann durch die Abnahme der Rekombina-
tionszeit in Verbindung mit der Erhöhung der Anzahl der Quasiteilchen und den
damit verbundenen Einflüssen auf die Zustandsdichte der Elektronen erklärt werden
[Dyn78].

Zu Beginn der Diskussion der Temperaturabhängigkeit der oben genannten Grö-
ßen soll zunächst der gemessene Verlauf der Gap-Spannung Ug als Funktion der
Temperatur T betrachtet werden. Dieser ist in Abbildung 5.15(a) dargestellt. Die
zusätzlich eingezeichnete gestrichelte Linie stellt den im Rahmen der BCS-Theorie
berechneten Verlauf der Temperaturabhängigkeit der Gap-Spannung dar, der durch
Gleichung 4.1 gegeben ist. Die zur Berechnung dieses Verlaufs benötigten Werte der
Energielücke 2∆(0) sowie der kritischen Temperatur Tc wurden durch Extrapolation
der Messdaten bestimmt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Messdaten sehr gut
durch den theoretischen Verlauf beschrieben werden. Hieraus kann zusammen mit
dem hohen Wert der Gap-Spannung Ug(0), der mit den in [Car90] angeführten Wer-
ten gut übereinstimmt, auf eine hohe Qualität der supraleitenden Elektroden ge-
schlossen werden.

Der Temperaturverlauf des kritischen Stroms Ic bzw. des IcRN-Produkts ist in
Abbildung 5.15(b) dargestellt. Zusätzlich sind theoretische Vorhersagen der beiden
Größen im Rahmen der Ambegaokar-Baratoff-Theorie eingezeichnet, wobei zur Be-
rechnung dieser Größen die aus dem Temperaturverlauf der Gap-Spannung Ug be-
stimmten Werte der kritischen Temperatur Tc sowie der Energielücke 2∆(0) verwen-
det wurden. In der Abbildung ist zu sehen, dass die Messdaten bei tiefen Tempera-
turen gut durch den erwarteten Verlauf beschrieben werden. Bei höheren Tempera-
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Abb. 5.15: Verlauf der (a) Gap-Spannung Ug, (b) des IcRN-Produkts sowie (c) des
Verhältnisses Rsg/RN des in diesem Abschnitt diskutierten Josephson-Kontakts als
Funktion der Temperatur T . Während die Linien in (a) bzw. (b) theoretischen Vorher-
sagen der Verläufe im Rahmen der BCS-Theorie bzw. der Ambegaokar-Baratoff-Theorie
entsprechen, stellt die Linie in (c) eine Verbindung der Messpunkte dar.

turen weichen die Messdaten allerdings vom theoretischen Verlauf ab und nehmen
im Vergleich zur Theorie kleinere Werte an. Eine derartige Abweichung vom erwar-
teten Temperaturverlauf konnte in der Vergangenheit in anderen Arbeiten ebenfalls
gefunden werden [Pat75, Bro76, Sei80] und wurde dort mit der Existenz von Schich-
ten mit reduzierter kritischer Temperatur und damit letztlich durch den Proximity-
Effekt erklärt. So wird in [Sei80] gezeigt, dass der Temperaturverlauf des kritischen
Stroms Ic in Anwesenheit einer normalleitenden Schicht auf der Basiselektrode eines
Josephson-Kontakts von der Ambegaokar-Baratoff-Theorie abweicht und bei hohen
Temperaturen systematisch niedriger liegt. Hierbei lässt sich beobachten, dass die
Abweichung von der Ambegaokar-Baratoff-Theorie mit steigender Dicke der normal-
leitenden Schicht zunimmt. Da sich bei tiefen Temperaturen eine ausgeprägte hyste-
retische Struktur in den Strom-Spannungs-Kennlinien zeigt, kann davon ausgegan-
gen werden, dass der Proximity-Effekt bei dem vorliegenden Josephson-Kontakt eine
wichtige Rolle spielt. Aus diesem Grund ist die experimentell beobachtete Abwei-
chung von der Ambegaokar-Baratoff-Theorie letztlich zu erwarten.

In Abschnitt 5.5 wurde gezeigt, dass der Subgap-Widerstand Rsg ein Maß für
den von Quasiteilchen getragenen Strom durch den Josephson-Kontakt darstellt.
Demzufolge sollte der Subgap-Widerstand zu tiefen Temperaturen hin zunehmen,
da die Zahl der Quasiteilchen mit sinkender Temperatur abnimmt. Dieses Verhal-
ten kann auch bei dem in diesem Abschnitt diskutierten Josephson-Kontakt beob-
achtet werden, wie in Abbildung 5.15(c) dargestellt ist. Es ist zu erkennen, dass
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der Subgap-Widerstand Rsg für tiefe Temperaturen Werte von Rsg > 1 kΩ an-
nimmt. Dieses Resultat ist insofern wichtig, da sich in Kapitel 6 zeigen wird, dass
bei einem Mikrowellen-SQUID-Multiplexer die effektive Impedanz Zeff eines nicht-
hysteretischen, ungeshunteten rf-SQUIDs im Rahmen des RCSJN-Modell nicht nur
von der Josephson-Induktivität LJ, sondern auch von der Kapazität C und dem in-
versen Subgap-Widerstand 1/Rsg des in der supraleitenden Leiterschleife des SQUIDs
integrierten Josephson-Kontakts bestimmt wird. Hierbei muss für einen erfolgreichen
Betrieb des Multiplexers gewährleistet werden, dass die inverse Impedanz iωC der
Kapazität sowie der inverse Subgap-Widerstand 1/Rsg des Josephson-Kontakts im
Vergleich zur Josephson-Induktivität LJ gering ist. Diese Bedingung erfordert, dass
der Subgap-Widerstand einen vergleichsweise großen Wert annimmt. Für den im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Multiplexer wird sich in diesem Zusammenhang
in Kapitel 6.1 zeigen, dass die momentan erreichten Widerstandsverhältnisse von
Rsg/RN > 10 bereits hinreichend hoch sind, um einen erfolgreichen Betrieb des im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Multiplexers gewährleisten zu können.
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In diesem Kapitel werden zunächst die Eigenschaften nicht-hysteretischer, unges-
hunteter rf-SQUIDs beschrieben. Im Anschluss daran wird die Funktionsweise des
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexers diskutiert
sowie ein Ausdruck für die Energiesensitivität ε abgeleitet. Im weiteren Verlauf wird
das entwickelte Multiplexer-Design SQMUX01 beschrieben. In diesem Zusammen-
hang werden mit Hilfe numerischer Simulationen die auftretenden Induktivitäten und
Kopplungen berechnet. Hierauf basierend werden Werte für die charakteristischen
Kenngrößen sowie für das Flussrauschen

√
SΦ des Multiplexers ermittelt. Schließlich

werden die so gewonnenen Vorhersagen mit den experimentell bestimmten Werten
verglichen und auftretende Abweichungen diskutiert.

6.1 Nicht-hysteretische, ungeshuntete rf-SQUIDs

Abbildung 6.1(a) und (b) zeigen sowohl eine schematische Darstellung als auch ein
Ersatzschaltbild eines ungeshunteten rf-SQUIDs, das induktiv an einen Parallel-
schwingkreis mit Induktivität LT, Kapazität CT und Widerstand RT gekoppelt ist.
Wie die Abbildung zeigt, besteht ein ungeshuntetes rf-SQUID aus einer geschlosse-
nen supraleitenden Leiterschleife mit Induktivität LS, die an einer Stelle durch einen
Josephson-Kontakt unterbrochen ist. Dieser wird in dem in Abbildung 6.1(b) darge-
stellten Ersatzschaltbild durch eine Parallelschaltung aus der Josephson-Induktivität
LJ, dem Subgap-Widerstand Rsg sowie der Kapazität CJ ersetzt. Diese Beschrei-
bung entspricht dem in Abschnitt 5.2 diskutierten RCSJN-Modell eines Josephson-
Kontakts im Subgap-Bereich. Die Stärke der induktiven Kopplung zwischen dem
SQUID und dem Resonator mit unbelasteter Resonanzfrequenz ω0 = 2π/

√
LTCT

wird durch die GegeninduktivitätMT = kT

√
LSLT quantifiziert, wobei kT den Kopp-

lungsfaktor zwischen der SQUID-Induktivität LS und der Induktivität LT des Re-
sonators bezeichnet. Ferner werden durch den Parallelwiderstand RT im Resonator
auftretende dissipative Verluste berücksichtigt. Diese können jedoch, wie in Kapitel 4
gezeigt worden ist, durch die Verwendung eines supraleitenden Resonators sehr klein
gehalten werden, so dass die intrinsische Güte Qi = ω0LT/RT des Resonators große
Werte annehmen kann.

Aus der Erhaltung des magnetischen Flusses in geschlossenen, supraleitenden
Leiterschleifen kann in Verbindung mit Gleichung 5.2 eine Beziehung für die Phasen-
differenz φ zwischen den supraleitenden Elektroden des Josephson-Kontakts abgelei-

113



114 6. Mikrowellen-SQUID-Multiplexer

(a) (b)

LT CTRT

MT

LT CTRT

MT

LSCJLJRsg

Abb. 6.1: (a) Schematische Darstellung und (b) Ersatzschaltbild eines ungeshunteten
rf-SQUIDs, das induktiv an einen Parallelschwingkreis mit Induktivität LT, Kapazität
CT und Widerstand RT gekoppelt ist. Die Beschreibung des Josephson-Kontakts durch
die Josephson-Induktivität LJ, den Subgap-Widerstand Rsg sowie die Kapazität CJ wird
durch das in Abschnitt 5.2 diskutierte RCSJN-Modell im Subgap-Bereich motiviert.

tet werden. Diese Beziehung ist durch die Gleichung

φ+ 2π
Φ

Φ0

= 2πn mit n ∈ Z (6.1)

gegeben und bestimmt den in der Leiterschleife fließenden Suprastrom IS, für den
sich mit Hilfe von Gleichung 5.3 die Beziehung

IS = −Ic sin

(
2π

Φ

Φ0

)
(6.2)

ergibt. Hierbei bezeichnen Ic den kritischen Strom des Josephson-Kontakts und
Φ = Φext + LSIS den magnetischen Fluss durch das SQUID, der sich aus der Summe
des äußeren Flusses Φext und des vom Suprastrom IS im SQUID induzierten Flusses
Φs = LSIS zusammensetzt. In Verbindung mit Gleichung 6.2 und durch Einführung
der normierten magnetischen Flüsse ϕ = 2πΦ/Φ0 bzw. ϕext = 2πΦext/Φ0 kann die
Grundgleichung eines rf-SQUIDs demnach in der Form

ϕ = ϕext − βL sinϕ (6.3)

dargestellt werden.

Anhand der Beziehung 6.3 bzw. der Abbildung 6.2 ist sofort ersichtlich, dass das
Verhalten eines rf-SQUIDs in zwei Bereiche eingeteilt werden kann, die sich mit Hilfe
des Hystereseparameters

βL = 2π
LSIc

Φ0

(6.4)

unterscheiden lassen. Für βL < 1 ist die Kurve ϕ(ϕext) streng monoton steigend
und nicht-hysteretisch. Der äußere Fluss ϕext ist in diesem Fall eineindeutig mit dem
Gesamtfluss ϕ verknüpft. Für βL > 1 ist die Kurve ϕ(ϕext) dagegen nicht mehr
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Abb. 6.2: Normierter magnetischer Fluss ϕ
in einem rf-SQUID als Funktion des normier-
ten äußeren Flusses ϕext für verschiedene Wer-
te des Hystereseparameters βL.

eindeutig bestimmt und zeigt ein hysteretisches Verhalten. Als Folge dieses hystere-
tischen Verhaltens stellen die Flusszustände ϕ keine stabilen Zustände mehr dar, so
dass zwischen den Zuständen mit gleichem ϕ Übergänge auftreten können [Sil67].

Der Betrieb eines rf-SQUIDs ist sowohl im hysteretischen als auch im nicht-
hysteretischen Bereich möglich [Lik86, Ryh89, Cla04]. Im hysteretischen Bereich
(βL > 1) finden im SQUID Übergänge zwischen den verschiedenen Flusszustän-
den statt, durch die Energie mit einer Rate dissipiert wird, die periodisch mit dem
äußeren Fluss ϕext ist. Diese Dissipation führt zur Modulation der Güte Qi des Reso-
nators, die in Form einer Spannungsänderung über dem Resonator ausgelesen werden
kann. Im nicht-hysteretischen Bereich (βL < 1) kann das Verhalten eines rf-SQUIDs
in Form einer parametrischen Induktivität beschrieben werden [Han73, Rif76], die
die Induktivität LT des Resonators abhängig vom Wert des Flusses ϕ verschieden
stark abschirmt und so die Resonanzfrequenz ω0 des Resonators moduliert. Diese
Modulation kann beispielsweise phasensensitiv gemessen werden. Da ferner die Mo-
dulation der Resonanzfrequenz nicht zu einer Leistungsdissipation führt, stellt ein
nicht-hysteretisches rf-SQUID, das induktiv an einen supraleitenden Resonator mit
RT → 0 gekoppelt ist, ein intrinsisch dissipationsfreies SQUID-Magnetometer dar.

Die Berechnung der effektiven Induktivität Leff des Resonators, die aus der Schir-
mung der Induktivität LT durch das rf-SQUID resultiert, kann nach [Goo70] mit
Hilfe des in Abbildung 6.1(b) dargestellten Ersatzschaltbilds berechnet werden. Mit
der Josephson-Induktivität LJ = Φ0/2πIc und dem Kopplungsfaktor kT zwischen
der SQUID-Induktivität LS und der Induktivität LT des Resonators findet man den
Ausdruck

Leff(ϕ) = LT

[
1− k2

T

LS

LS + LJ secϕ

]
. (6.5)

Dieser Ausdruck kann mit der Gegeninduktivität MT = kT

√
LSLT zwischen dem
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SQUID und dem Resonator sowie dem in Gleichung 6.4 definierten Hysteresepara-
meter βL in der im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwendeten Form

Leff(ϕ) = LT −
M2

T

LS

βL cosϕ

1 + βL cosϕ
(6.6)

dargestellt werden.

Nach dem RCSJN-Modell besitzen reale Josephson-Kontakte, wie im Ersatz-
schaltbild in Abbildung 6.1(b) bereits angedeutet worden ist, im Subgap-Bereich
eine Kapazität CJ, die aus der Anordnung der Basis- und Deckelelektrode in Form
eines Plattenkondensators mit der Oxidschicht als Dielektrikum resultiert, sowie
einen Subgap-Widerstand Rsg, durch den Leckströme durch die Tunnelbarriere des
Josephson-Kontakts berücksichtigt werden. Sowohl die Kapazität CJ als auch der
Subgap-Widerstand Rsg stellen einen Shunt für die Josephson-Induktivität LJ dar
und beeinflussen die effektive Impedanz Zeff des SQUIDs. Diese effektive Impedanz
des SQUIDs kann nach [Mat11] in Form des Ausdrucks

Zeff ≈ iωLeff(ϕ) +
(ωMT)2

(
iωCJ + 1

Rsg

)
(1 + βL cosϕ)2 (6.7)

dargestellt werden. Die Kapazität CJ des Josephson-Kontakts kann experimentell
beispielsweise aus der Lage von Resonanzstrukturen, den sogenannten Fiske-Stufen,
in der Strom-Spannungs-Kennlinie des Josephson-Kontakts in einem schwachen äu-
ßeren Magnetfeld bestimmt werden [Coo65]. Da derartige Messungen allerdings für
die im Rahmen dieser Arbeit hergestellten Josephson-Kontakte bislang nicht durch-
geführt wurden, kann die Kapazität CJ der hergestellten Josephson-Kontakte zu die-
sem Zeitpunkt nur aus rein geometrischen Überlegungen abgeschätzt werden. Man
erhält hierbei für die Kapazität der flächenmäßig größten Tunnelkontakte einen Wert
von CJ ' 0,5 pF. Der Subgap-Widerstand kann ebenfalls, wie in den Abschnitten 5.5
und 5.6 gezeigt worden ist, aus der Messung der Strom-Spannungs-Kennlinie des
Josephson-Kontakts bestimmt werden und hängt, wie in Abschnitt 5.3 gezeigt wur-
de, unter anderem von den Prozessparametern beim Abscheiden der Niobfilme ab.
Die geringsten Werte für die Subgap-Widerstände der hergestellten und gemesse-
nen Josephson-Kontakte lagen bei den durchgeführten Messungen im Bereich von
Rsg ' 20 Ω. Mit den Werten der Resonanzfrequenzen ω0, der Gegeninduktivitäten
MT sowie der Hystereseparameter βL der SQUIDs, die in den folgenden Abschnit-
ten für den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexer
angegeben werden, findet man, dass der Beitrag der Kapazität CJ sowie des Subgap-
Widerstands Rsg zur effektiven Impedanz Zeff des SQUIDs verglichen mit dem Bei-
trag der effektiven Induktivität Leff geringer als 1 % ist und daher im Folgenden
vernachlässigt werden kann.
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Abb. 6.3: Schematische Darstellung eines auf nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-
SQUIDs basierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers zur Auslesung eines aus metal-
lischen magnetischen Kalorimetern bestehenden Detektorarrays.

6.2 Grundlagen des Mikrowellen-SQUID-Multiplexers

6.2.1 Funktionsweise des Mikrowellen-SQUID-Multiplexers

Nachdem in Abschnitt 3.4 der Aufbau und das Prinzip des im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten Frequenzmultiplexverfahrens zur Auslesung magnetischer Kalorimeter
nur in Grundzügen diskutiert worden ist, sollen im Folgenden anhand von Abbil-
dung 6.3 der Aufbau, die Funktionsweise sowie die grundlegenden Eigenschaften
eines auf nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-SQUIDs basierenden Mikrowellen-
SQUID-Multiplexers im Detail erläutert werden. Wie die Abbildung zeigt, besteht ein
derartiger Multiplexer aus N nicht-hysteretischen, ungeshunteten rf-SQUIDs, deren
Eigenschaften durch die Induktivitäten LS,i, die kritischen Ströme Ic,i der Josephson-
Kontakte sowie die Hystereseparameter βL,i = 2πLS,iIc,i/Φ0 beschrieben werden kön-
nen. Jedes dieser SQUIDs ist sowohl induktiv an einen supraleitenden Resonator mit
Induktivität LT,i und Kapazität CT,i als auch an eine Einkoppelspule mit Induktivi-
tät Li,i gekoppelt, wobei die beiden Kopplungen durch die Gegeninduktivitäten MT,i

und Mis,i ausgedrückt werden können. Parallel zur Einkoppelspule Li,i ist ein Wider-
stand RF,i geschaltet, dessen Bedeutung sich in Abschnitt 6.2.3 erschließen wird. Die
Induktivitäten LT,i und Kapazitäten CT,i der supraleitenden Resonatoren werden
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Abb. 6.4: Schematische Darstellung eines Aus-
lesungskanals des im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelten und auf nicht-hysteretischen, unges-
hunteten rf-SQUIDs basierenden Mikrowellen-
SQUID-Multiplexers.

derart gewählt, dass die zugehörigen Resonanzfrequenzen fr,i voneinander verschie-
den sind und die Resonatoren somit eindeutig anhand ihrer Resonanzfrequenz fr,i

identifiziert werden können. Die einzelnen Resonatoren sind ferner über Kapazitäten
Cc,i an eine gemeinsame Durchgangsleitung gekoppelt, mit deren Hilfe eine simultane
Anregung und Auslesung aller Resonatoren möglich ist.

Aufgrund der induktiven Kopplung jedes Resonators mit einem SQUID hängt
die Resonanzfrequenz fr,i des Resonators vom magnetischen Fluss ϕi = 2πΦi/Φ0 im
SQUID ab. Zur Berechnung der hieraus resultierenden Flussabhängigkeit fr,i(ϕi) der
Resonanzfrequenz muss der Aufbau des Resonators berücksichtigt werden. In der
vorliegenden Arbeit wurden als Resonanzkreise supraleitende λ/4-Leitungsresona-
toren mit induktivem Abschluss LA verwendet. Der Aufbau derartiger Resonatoren
wurde in Kapitel 4 ausführlich diskutiert und motiviert die in Abbildung 6.4 gezeigte
schematische Darstellung eines Auslesungskanals des Multiplexers, wobei aus Grün-
den der Übersichtlichkeit ab diesen Zeitpunkt auf eine Indizierung der auftretenden
Größen hinsichtlich der Nummer des Auslesungskanals verzichtet werden soll.

Nach Gleichung 4.25 ist die Resonanzfrequenz fr des in Abbildung 6.4 gezeigten
supraleitenden Leitungsresonators durch

fr(ϕ) =
f0

1 + 4f0CcZLR + 4f0
LA(ϕ)
ZLR

(6.8)

gegeben, wobei ZLR die charakteristische Impedanz und f0 die Resonanzfrequenz
des unbelasteten Resonators bezeichnen. Diese kann mit Hilfe von Gleichung 4.21
aus der Länge lr, dem Induktivitätsbelag L′ sowie dem Kapazitätsbelag C ′ des Re-
sonators berechnet werden. In Gleichung 6.8 wurde ferner berücksichtigt, dass die
Abschlussinduktivität LA durch das SQUID abgeschirmt wird. Weiterhin kann mit
Hilfe von Gleichung 6.8 in Verbindung mit Gleichung 6.6 die Flussabhängigkeit fr(ϕ)
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der Resonanzfrequenz für den Grenzfall ω0LA � ZLR abgeleitet werden:

fr(ϕ) ≈ f0 − 4f 2
0CcZLR −

4f 2
0LA

ZLR

+
4f 2

0

ZLR

M2
T

LS

βL cosϕ

1 + βL cosϕ
. (6.9)

Außerdem ergibt sich für die Steilheit der Flussabhängigkeit der Resonanzfrequenz
die Beziehung

∂fr(ϕ)

∂ϕ
= − 4f 2

r

ZLR

M2
T

LS

βL sinϕ

(1 + βL cosϕ)2 (6.10)

und für den Spitze-Spitze-Wert ∆fmax
r der Verschiebung der Resonanzfrequenz erhält

man den Ausdruck
∆fmax

r =
4f 2

r

ZLR

M2
T

LS

2βL

1− β2
L

. (6.11)

6.2.2 Auswirkung der Bandbreite der Resonatoren auf die Kennlinien
der SQUIDs

Die Bandbreite ∆f = fr/Ql des zur Auslesung eines SQUIDs verwendeten Resona-
tors, die durch die Resonanzfrequenz fr sowie die belastete Güte Ql des Resonators
bestimmt wird, kann durch die Wahl der Kopplungskapazität Cc über einen wei-
ten Bereich eingestellt werden. Dieser Bereich wird nur durch die intrinsische Güte
Qi des Resonators beschränkt. Ebenso kann die Gegeninduktivität MT zwischen
der Abschlussinduktivität LA des Resonators sowie dem SQUID Werte über einen
weiten Bereich annehmen. Die Wahl der Gegeninduktivität MT beeinflusst jedoch
gemäß Gleichung 6.11 den Spitze-Spitze-Wert ∆fmax

r der Verschiebung der Reso-
nanzfrequenz fr sowie den Transferkoeffizient VΦ = ∂θ

∂Φ
des SQUIDs. Abhängig vom

Wert des Verhältnisses η = ∆fmax
r /∆f zwischen dem Spitze-Spitze-Wert der Fre-

quenzverschiebung ∆fmax
r und der Bandbreite ∆f des Resonators, das mit Hilfe von

Gleichung 6.11 in der Form

η =
4frQc

ZLR

M2
T

LS

2βL

1− β2
L

(6.12)

dargestellt werden kann, ist das Verhalten des Resonators auf eine Flussänderung ∆Φ

im SQUID sehr verschieden. Dies soll anhand von Abbildung 6.5 diskutiert werden,
in der die Phasenänderung θ des Resonators bei Anregung mit einem Hochfrequenz-
signal konstanter Amplitude und Frequenz als Funktion des magnetischen Flusses Φ

im SQUID aufgetragen ist. Wie in der Abbildung zu sehen ist, nimmt der Transfer-
koeffizient ∂θ

∂Φ
für η < 1 vergleichsweise kleine Werte an. Der Flussbereich ∆Φlin,

in dem die Phasenänderung θ(Φ) nahezu linear verläuft, ist jedoch verhältnismäßig
groß. Für η > 1 nähert sich die Kurve θ(Φ) einer Rechteckfunktion an, so dass einer-
seits der Transferkoeffizient ∂θ

∂Φ
an der steilsten Stelle sehr große Werte annimmt und

andererseits der lineare Flussbereich ∆Φlin jedoch sehr klein wird. Zusätzlich können
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Abb. 6.5: Mit Hilfe der Gleichungen 4.24, 6.9
und 6.12 berechneter Verlauf der Phasenän-
derung θ des Resonators bei Anregung mit
einem Hochfrequenzsignal konstanter Ampli-
tude und Frequenz als Funktion des magneti-
schen Flusses Φ durch das zugehörige SQUID
mit βL = 0,3 für drei verschiedene Werte des
Verhältnisses η.

in diesem Bereich bei einer hohen Leistung Prf des Anregungssignals aufgrund von
im Resonator auftretenden Nichtlinearitäten Übergänge zwischen den verschiedenen
dynamischen Zuständen des Josephson-Kontakts auftreten [Shn80, Dmi82, Sid05],
so dass der Resonator abhängig von der Frequenz des Anregungssignals bistabil wer-
den kann und chaotisches Verhalten in Form von Bifurkationen zeigt. Da sich in
Abschnitt 6.2.4 zeigen wird, dass der Wert der Energiesensitivität ε des SQUIDs mit
steigendem Pegel Prf des Anregungssignals sinkt, sind für den Betrieb des SQUIDs
grundsätzlich hohe Leistungen wünschenswert. Aus diesem Grund bietet sich für
den Betrieb des SQUIDs der Bereich η ≈ 1 an, da hier eine Auslesung des Resona-
tors mit einer vergleichsweise hohen Leistung möglich ist und gleichzeitig der Wert
des Transferkoeffizienten ∂θ

∂Φ
sowie die Breite ∆Φlin des linearen Flussbereichs große

Werte annehmen.

6.2.3 Eingangskreise der SQUIDs

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Mikrowellen-SQUID-Multiplexer wurde
zur Auslesung transformatorgekoppelter magnetischer Kalorimeter konzipiert. Aus
diesem Grund ist jedes SQUID induktiv an eine Einkoppelspule mit Induktivität Li

gekoppelt, die mit Hilfe von supraleitenden Verbindungsdrähten mit der Detektions-
spule eines magnetischen Kalorimeters verbunden ist. Parallel zur Einkoppelspule ist
ein Widerstand RF geschaltet, der zusammen mit der Induktivität LD der Detektions-
spule sowie der Induktivität Li der Einkoppelspule einen Tiefpass erster Ordnung
bildet. Dieser Tiefpass soll den Detektor vor den hochfrequenten Wechselströmen,
die im Resonator bzw. dem rf-SQUID fließen, abschirmen.

Die Übertragungsfunktion δΦS/δΦ, die eine Flussänderung δΦ im Detektor mit
der Flussänderung δΦS im SQUID verknüpft, sowie die Grenzfrequenz ωc des Tief-
passfilters können mit Hilfe des in Abbildung 6.6 dargestellten Ersatzschaltbilds des
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Mis MT

MiT

LSLiLD RF

Lw / 2

Lw / 2

LA

Abb. 6.6: Schematische Darstellung des
Eingangskreises eines SQUIDs des im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten SQUID-
Multiplexers.

Eingangskreises eines SQUIDs des Multiplexers berechnet werden. In diesem Ersatz-
schaltbild werden zusätzlich zu den bereits eingeführten Induktivitäten und Kopp-
lungen die Induktivitäten Lw/2 der Verbindungsdrähte zwischen der Detektionsspule
des Detektors und der Einkoppelspule des SQUIDs sowie die Gegeninduktivitäten
MiT zwischen der Abschlussinduktivität LA des Resonators und der Einkoppelspule
des SQUIDs berücksichtigt. Aus der Erhaltung des magnetischen Flusses in geschlos-
senen supraleitenden Leiterschleifen sowie den Kirchhoffschen Regeln kann für die
Übertragungsfunktion δΦS/δΦ die Beziehung

δΦS

δΦ
=

RFMis

RF(Li + L′D) + iωLiL′D
(6.13)

und für die Grenzfrequenz ωc des Tiefpassfilters der Ausdruck

ωc = RF
Li + L′D
LiL′D

(6.14)

mit L′D = LD + Lw hergeleitet werden [Gör01]. Während die Induktivität Lw der
Verbindungsdrähte typischerweise Werte von Lw ' 500 pH annimmt, können die op-
timalen Werte der Induktivitäten Li und LD für eine gegebene Energiesensitivität ε
des SQUIDs mit Hilfe der in Abschnitt 2.7 diskutierten Optimierungsrechnungen be-
stimmt werden. Da stets eine optimale Flusskopplung zwischen der Detektionsspule
und der Einkoppelspule gewährleistet werden sollte, sind die Werte der Induktivi-
täten Li und LD folglich nicht frei wählbar. Daher kann die Grenzfrequenz ωc des
Tiefpassfilters nur mit Hilfe des Widerstands RF eingestellt werden. Bei Wahl die-
ses Widerstands muss allerdings beachtet werden, dass dieser Widerstand auch zum
thermischen Stromrauschen in der Einkoppelspule des SQUIDs beiträgt, das sich
wiederum als zusätzlicher Beitrag zum Flussrauschen bemerkbar macht. Aus diesem
Grund muss bei der Wahl des Widerstands RF ein Kompromiss zwischen der Grenz-
frequenz ωc des Tiefpassfilters sowie dem Beitrag zum magnetischen Flussrauschen
gefunden werden. Ein Beispiel, dass ein solcher Kompromiss gefunden werden kann,
wird in Abschnitt 6.2.5 gegeben.

Wie weiter oben bereits erwähnt worden ist, ist der Eingangskreis jedes einzelnen
SQUIDs einerseits über das SQUID, d.h. indirekt über die Gegeninduktivitäten Mis

undMT, sowie andererseits direkt über die GegeninduktivitätMiT induktiv mit dem
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Resonator gekoppelt. Da durch die Einführung des Widerstands RF im Eingangs-
kreis des SQUIDs ein resistives Element vorhanden ist, kann der Realteil Re(ZL)

der Impedanz ZL des Eingangskreises einen von Null verschiedenen Wert annehmen.
Folglich kann im Resonator gespeicherte Energie im Eingangskreis dissipiert werden.
Diesem Verlustmechanismus kann eine Güte QA der Abschlussinduktivität LA zuge-
ordnet werden, die nach Gleichung 4.26 bei der Berechnung der belasteten Güte Ql

des Resonators berücksichtigt werden muss und die sich mit Hilfe der Beziehung

QA =
πZLR

4Re(ZL)
(6.15)

bestimmen lässt. Für die Impedanz ZL des Eingangskreises des SQUIDs erhält man
hierbei nach [Mat11] den Ausdruck

ZL = iω

[
LA +

M2
T(Li + L′D)− 2(LSM

2
iT +MisMTMiT)

2LS(Li + L′D) +M2
is

]
. (6.16)

6.2.4 Energiesensitivität nicht-hysteretischer rf-SQUIDs

Die Energiesensitivität ε eines nicht-hysteretischen rf-SQUIDs wird in der Literatur
für eine Vielzahl verschiedener Situationen diskutiert [Ryh89, Che98, Kle07]. Hier-
bei zeigt sich, dass die Energiesensitivität im Fall einer starken Kopplung zwischen
dem Resonator und dem SQUID einen minimalen Wert εmin annehmen kann. Dieser
minimale Wert wird durch die Eigenschaften des SQUIDs bestimmt und ist durch
den Ausdruck

εmin ≈ 3kBT

βLωc

(6.17)

gegeben [Ryh89], wobei T die Temperatur, ωc = Rsg/LS die maximale Betriebs-
frequenz und βL den Hystereseparameter des SQUIDs bezeichnen. Um den durch
Gleichung 6.17 gegebenen Wert der Energiesensitivität ε erreichen zu können, muss
das SQUID an einem Punkt der Kennlinie mit hohem Transferkoeffizient VΦ = ∂θ

∂Φ

betrieben werden. Wie in Abschnitt 6.2.2 gezeigt wurde, ist dies möglich, da der
Transferkoeffizient VΦ im Bereich η � 1 nahezu beliebig hohe Werte annehmen kann.
Da in diesem Bereich allerdings bei hohen Leistungen Prf des Anregungssignals Bifur-
kationen auftreten können, die das Verhalten des SQUIDs unvorhersehbar machen,
wurde der entwickelte Multiplexer für den Betrieb im Bereich η ≈ 1 ausgelegt. In
diesem Bereich wird die Energiesensitivität ε nicht durch das SQUID, sondern, wie
sich weiter unten zeigen wird, durch den HEMT-Verstärker dominiert.

Für die folgende Diskussion der Energiesensitivität ε eines nicht-hysteretischen
rf-SQUIDs soll angenommen werden, dass die charakteristische Impedanz der Durch-
gangsleitung und des Resonators identisch sind, d.h. Z0 = ZLR, und dass die belas-
tete Güte Ql des Resonators durch die Kopplungsgüte Qc bestimmt wird. In diesem
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Fall kann die Amplitude IA des Stroms durch die Abschlussinduktivität LA gemäß
Gleichung 4.35 durch den Ausdruck

IA =
2Vrf

Z0

√
2Qc

π
(6.18)

dargestellt werden, wobei Vrf die Amplitude der Spannung des zur Auslesung des
Resonators verwendeten Hochfrequenzsignals bezeichnet. Der Strom IA erzeugt im
SQUID einen magnetischen Fluss, dessen Spitze-Spite-Wert γ, ausgedrückt in Ein-
heiten des Flussquants Φ0, durch

γ =
2MTIA

Φ0

=
4MTVrf

Φ0Z0

√
2Qc

π
(6.19)

gegeben ist. Mit Hilfe der Beziehung 6.19 sowie den Gleichungen 6.10 und 6.12 kann
für Φ = Φ0/4 der maximale Wert V max

Φ des Transferkoeffizienten auf Resonanz be-
rechnet werden [Mat11]:

V max
Φ =

(
∂U

∂Φ

)
fr,Φ0/4

=
√

2πQcωrγβL
MT

LS

≈

√
π2γ2η

2

βLωr

LS

Z0 . (6.20)

Mit dem Spannungsrauschen SHEMT
U = 4kBTNZ0 des HEMT-Verstärkers, wobei TN

dessen Rauschtemperatur bezeichnet, ergibt sich für die Energiesensitivität ε des
SQUIDs die Beziehung

ε =
SHEMT

U

2 (V max
Φ )2 LS

=
4

π2γ2η

kBTN

βLωr

. (6.21)

Demnach ist für ein an den Resonator angepasstes SQUID, d.h. η ≈ 1 und γ '
1/π, mit einem Hystereseparameter von βL = 0,3 bei einer Resonanzfrequenz von
fr = 5 GHz sowie einer Rauschtemperatur des HEMT-Verstärkers im Bereich von
TN ' 5 K eine Energiesensitivität von ε ' 40 h zu erwarten. Dieser Wert liegt damit
etwas mehr als eine Größenordnung über den heutzutage mit dc-SQUIDs erreichbaren
Werten von ε ' 3 h. Allerdings können mit einem Mikrowellen-SQUID-Multiplexer,
der aus einer Vielzahl einzelner rf-SQUIDs mit nahezu identischen Eigenschaften be-
steht, mehrere hundert oder tausend Detektoren simultan mit identischer Auflösung
und ohne Beeinträchtigung der Signalform ausgelesen werden. Ferner kann durch
eine Reduktion der Rauschtemperatur TN des HEMT-Verstärkers oder, wie es in Ab-
schnitt 4.6.6 diskutiert worden ist, durch Verwendung eines parametrischen Verstär-
kers als Vorverstärker des HEMT-Verstärkers die Energiesensitivität ε der SQUIDs
verringert werden, so dass zukünftig durchaus mit einem dc-SQUID vergleichbare
Energiesensitivitäten zu erwarten sind.
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6.2.5 Beiträge zum Flussrauschen der SQUIDs

In Abschnitt 2.6.1 wurde gezeigt, dass zur Vorhersage der erreichbaren Energieauf-
lösung eines magnetischen Kalorimeters das erwartete Signal-zu-Rauschen-Verhältnis
über die Bandbreite des Detektors integriert werden muss. Hierfür muss das magne-
tische Flussrauschen SSQ

Φ des zur Auslesung des Detektors verwendeten SQUIDs
bekannt sein. Dieses setzt sich bei den hier diskutierten SQUIDs jedoch nicht nur
aus dem Spannungsrauschen SHEMT

U des HEMT-Verstärkers, sondern auch aus dem
Johnson-Rauschen SI des Filterwiderstands RF, dem durch die Tunnelsysteme des
Resonators verursachten Frequenzrauschen Sfr , den Fluktuationen des kritischen
Stroms Ic des Josephson-Kontakts sowie einem magnetischen Rauschbeitrag zusam-
men, der häufig bei Dünnschicht-SQUIDs beobachtet wird.

Rauschen des HEMT-Verstärkers Der Beitrag SHEMT
Φ des HEMT-Verstärkers

zum magnetischen Flussrauschen SSQ
Φ kann mit Hilfe der Energiesensitivität ε

aus Gleichung 6.21 sowie der Induktivität LS des SQUIDs gemäß der Gleichung

SHEMT
Φ = 2εLS (6.22)

berechnet werden. Dieser Beitrag definiert eine untere Schranke für das Fluss-
rauschen SSQ

Φ , das beispielsweise für ein SQUID mit einer Induktivität von
LS = 20 pH und bei einer Energiesensitivität von ε = 100 h einen Wert von√
SHEMT

Φ = 0,79µΦ0/
√

Hz annimmt.

Johnson-Rauschen des Filterwiderstands Durch die Verwendung des Parallel-
widerstands RF im Eingangskreis des SQUIDs fließen durch die Einkoppelspule
mit Induktivität Li Rauschströme mit spektraler Dichte SI , die gemäß dem
Nyquist-Theorem [Nyq28] durch den Ausdruck

SI =

√
4kBT

RF

(6.23)

mit der Temperatur T berechnet werden kann. Diese Rauschströme teilen sich
gemäß der Induktivitäten Li und L′D = LD + Lw auf die Einkoppelspule und
die Detektionsspule auf und führen im SQUID zu einem magnetischen Fluss-

rauschen
√
SRF

Φ , das sich mit der Gegeninduktivität Mis zwischen der SQUID-
Induktivität und der Einkoppelspule zu√

SRF
Φ = Mis

L′D
Li + L′D

√
4kBT

RF

(6.24)

berechnen lässt. Hierbei bezeichnen LD und Lw die Induktivitäten der Detek-
tionsspule bzw. der Verbindungsdrähte zwischen der Detektionsspule und der
Einkoppelspule des SQUIDs.
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Um eine Abschätzung für die Größenordnung des durch den Filterwiderstand
verursachten Stromrauschens zu erhalten bzw. um zu zeigen, dass der in Ab-
schnitt 6.2.3 angesprochene Kompromiss zwischen der Abschneidefrequenz des
Tiefpassfilters und dem vom Filterwiderstand verursachten Stromrauschen ge-
funden werden kann, soll im Folgenden ein Detektor betrachtet werden, dessen
Detektionsspule eine Induktivität von LD = 500 pH besitzt und der bei einer
vergleichsweise hohen Temperatur von 100 mK betrieben wird. Die Detektions-
spule soll mit Hilfe von supraleitenden Verbindungsdrähten mit einer parasi-
tären Induktivität von Lw = 500 pH mit einem SQUID mit Li = 1 nH und
Mis = 300 pH verbunden sein. Mit einem Filterwiderstand von 10 Ω erhält man
nach Gleichung 6.14 eine Abschneidefrequenz des Filters von fc = 3,2 GHz, so
dass die Anregungssignale der Resonatoren, deren Resonanzfrequenzen bei dem
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Multiplexer im Frequenzbereich zwi-
schen 4 GHz und 6 GHz liegen, effektiv unterdrückt werden. Der Beitrag des
Filterwiderstands zum magnetischen Flussrauschen kann mit Hilfe von Glei-

chung 6.24 zu
√
SRF

Φ ' 50 nΦ0/
√

Hz berechnet werden. Dieser Beitrag ist im
Vergleich zum Beitrag

√
SHEMT

Φ des HEMT-Verstärkers um etwa eine Größen-
ordnung kleiner und trägt daher nur unwesentlich zum Gesamtrauschen bei.

Frequenzrauschen des Resonators In den Abschnitten 4.2 und 4.6 wurde ge-
zeigt, dass die physikalischen Eigenschaften des zur Auslesung des SQUIDs ver-
wendeten Resonators durch atomare Tunnelsysteme beeinflusst werden. Dieser
Einfluss macht sich bei tiefen Temperaturen unter anderem in Form eines Rau-
schens Sfr der Resonanzfrequenz des Resonators bemerkbar [Gao07, Kum08],
das einen Beitrag STLS

Φ zum Flussrauschen SSQ
Φ des SQUIDs liefert. Die beiden

spektralen Leistungsdichten Sfr und STLS
Φ sind hierbei über die Beziehung

STLS
Φ =

(
1

fr

∂fr

∂Φ

)−2
Sfr
f 2

r

(6.25)

miteinander verknüpft, wobei der Transferkoeffizient 1
fr

∂fr
∂Φ

für Φ = Φ0/4 auf
Resonanz mit Hilfe von Gleichung 6.10 berechnet werden kann:

1

fr

∂fr

∂Φ
=

πη

QcΦ0

(
1− β2

L

)
. (6.26)

Der Beitrag der Tunnelsysteme zum Flussrauschen SSQ
Φ hängt von den verwen-

deten Materialien, den Mikrofabrikationsprozessen sowie der Leistung Prf des
zur Anregung des Resonators verwendeten Hochfrequenzsignals ab. Für Reso-
natoren aus Niob wurden auf hochreinen Siliziumsubstraten bei einer Tempe-
ratur von T ' 100 mK und einer Leistung von Prf ' −72 dBm im Frequenz-
bereich zwischen 200 Hz und 300 Hz mittlere Werte des Frequenzrauschens von
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Sfr/f
2
r ' 10−20 Hz−1 gefunden [Kum08]. Aus diesen Werten kann mit einer

Kopplungsgüte von Qc ' 5000, einem Verhältnis von η ≈ 1 und einem Hyste-
reseparameter von βL = 0,3 eine obere Schranke von

√
STLS

Φ ' 0,2µΦ0/
√

Hz

für den erwarteten Beitrag der Tunnelsysteme zum Flussrauschen SSQ
Φ abgelei-

tet werden.

Kritische Stromfluktuationen und magnetisches Rauschen In SQUIDs kön-
nen neben den bereits diskutierten Beiträgen zum Flussrauchen SSQ

Φ häufig
zwei weitere Beiträge beobachtet werden, die einerseits auf Fluktuationen der
kritischen Ströme Ic der Josephson-Kontakte [Sav87, Wel04, Müc05] sowie an-
dererseits auf Fluktuationen von magnetischen Momenten in der Umgebung
der SQUIDs [Koc07, dS07, Sen08] zurückzuführen sind. Beide Beiträge führen
zu einem 1/f -artigen Anstieg des Flussrauschens SSQ

Φ bei niedrigen Frequen-
zen und können den weißen Rauschanteil der SQUIDs bei einer Frequenz von
1 Hz um mehr als eine Größenordnung übertreffen. Während die Fluktuatio-
nen der kritischen Ströme Ic durch Tunnelsysteme und schwach gebundene La-
dungsträger in den Barrieren der Josephson-Kontakte erklärt werden können
[Sim04, Mar05], kann das magnetische Rauschen aus Bewegungen von Vortices
in den Leiterschleifen der SQUIDs [Sta04, Sen08] sowie aus Fluktuationen von
magnetischen Momenten auf den Oberflächen der Leiterschleifen der SQUIDs
resultieren [Koc07, dS07].

6.3 Multiplexer-Design SQMUX01

Das Design SQMUX01 stellt einen ersten Prototyp eines auf nicht-hysteretischen, un-
geshunteten rf-SQUIDs basierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers dar, der spe-
ziell für die Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter konzipiert worden ist.
Insbesondere wurde der Multiplexer für die Auslesung von Detektoren entwickelt,
die für die hochauflösende Röntgenspektroskopie vorgesehen sind und mit denen der
Energiebereich bis 10 keV mit einer Energieauflösung von ∆EFWHM < 2 eV abdeckt
werden soll. Mögliche Realisierungen für derartige Detektoren wurden im Rahmen
der Diskussion der Eigenschaften metallischer magnetischer Kalorimeter in Kapitel 2
beschrieben. In diesem Zusammenhang wurde mit Hilfe von numerischen Rechnungen
der Einfluss der gekoppelten Energiesensitivität εc des zur Auslesung verwendeten
SQUIDs auf die erreichbare Energieauflösung ∆EFWHM der Detektoren bestimmt
sowie die optimalen Werte für die Induktivität Li der Einkoppelspule des SQUIDs
ermittelt. Die entsprechenden Ergebnisse sind in Abbildung 6.7 nochmals zusammen-
gefasst und wurden als Anhaltspunkte für die Entwicklung des Multiplexer-Designs
SQMUX01 verwendet. Da dieses Design jedoch in erster Linie als Machbarkeits-
studie dienen sollte und der in Abschnitt 5.3 beschriebene Prozess zur Herstellung
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Abb. 6.7: Verlauf (a) der erreichbaren Ener-
gieauflösung ∆EFWHM eines optimierten ma-
gnetischen Kalorimeters und (b) des optima-
len Werts der Induktivität Li der Einkoppel-
spule des SQUIDs als Funktion der gekop-
pelten Energiesensitivität εc sowie der 1/f -
Grenzfrequenz fc des zur Auslesung des De-
tektors verwendeten SQUIDs. Eine Beschrei-
bung der für die Simulation verwendeten Pa-
rameter wird in den Abschnitten 2.6 und 2.7
gegeben.

der Josephson-Kontakte zum damaligen Zeitpunkt nur beschränkt die Vorhersage
der Eigenschaften der Josephson-Kontakte erlaubt hat, wurde auf eine aufwendige
Optimierung der Parameter des Multiplexers verzichtet. Aus diesem Grund weichen
einige Größen, wie etwa die Induktivität Li der Einkoppelspule, geringfügig von den
optimalen Werten ab bzw. wurden auf Werte festgesetzt, die sich im Nachhinein als
nicht optimal erwiesen haben. Ungeachtet dessen konnte mit dem Design SQMUX01
ein erster voll funktionsfähiger Mikrowellen-SQUID-Multiplexer hergestellt werden,
mit dem viele wichtige Ergebnisse für die weitere Entwicklung gesammelt wurden.

6.3.1 Washer-SQUID mit Einkoppelspule

Für die Entwicklung des Designs SQMUX01 war es zunächst erforderlich, den Auf-
bau bzw. die Geometrie des SQUIDs festzulegen. Diese sollte einerseits einen hohen
Wert für den Kopplungsfaktor kis zwischen der Einkoppelspule und der SQUID-
Induktivität sowie andererseits eine effektive Unterdrückung magnetischer Störsigna-
le erlauben. Während die Forderung nach einem hohen Kopplungsfaktor kis die Ver-
wendung einer planaren Washer-Geometrie [Det79, Jay81] nahelegt, können magne-
tische Störsignale durch einen gradiometrischen Aufbau [Zim71, Ket78] effektiv un-
terdrückt werden. Aus diesem Grund wurde für die SQUIDs des Designs SQMUX01
eine planare Washer-Geometrie verwendet, mit der durch eine Parallelschaltung von
je vier identischen Washern pro SQUID jeweils ein Gradiometer zweiter Ordnung
realisiert wurde.

Der Aufbau eines rf-SQUIDs mit planarer Washer-Geometrie soll anhand von
Abbildung 6.8(a) diskutiert werden. Wie in der Abbildung zu sehen ist, wird die
SQUID-Induktivität LS durch eine supraleitende breite Ringstruktur mit Spalt ge-
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Substrat Substrat

Washer

Einkoppel-
spule

(a) (b)

Josephson-
Kontakt

Abb. 6.8: Schematische Darstellung eines ungeshunteten rf-SQUIDs mit (a) vollflächi-
gem Washer und (b) geschlitztem Washer.

bildet, die als Washer1 bezeichnet wird und oberhalb derer sich, galvanisch getrennt,
die Einkoppelspule des SQUIDs befindet. Obwohl für den Washer häufig eine qua-
dratische Form verwendet wird, kann ebenso eine achteckige, ein runde oder jede
anders geformte breite Bahn gewählt werden. Auf einer der beiden Seiten des Spalts
befindet sich am Rand des Washers ein Josephson-Kontakt, der supraleitend mit der
gegenüberliegenden Seite des Washers verbunden ist. Die gesamte Struktur stellt da-
mit eine geschlossene supraleitende Leiterschleife dar, die an einer Stelle durch einen
Josephson-Kontakt unterbrochen ist, und entspricht somit dem grundsätzlichen Auf-
bau eines rf-SQUIDs. Die Einkoppelspule mit Ni Windungen ist von dem darunter
liegenden Washer durch eine dünne Isolationsschicht getrennt. Wird für die Dicke
dieser Schicht ein hinreichend kleiner Wert gewählt, so können für die Kopplungs-
faktoren kis Werte im Bereich von 0,95 ≤ kis ≤ 1 erreicht werden. Aufgrund der
kapazitiven Kopplung zwischen dem Washer sowie der Einkoppelspule des SQUIDs
können in einem Washer-SQUID allerdings parasitäre Resonanzen auftreten [Enp91],
die zu einer Degradierung der Eigenschaften des SQUIDs führen. Das Auftreten die-
ser parasitären Resonanzen kann entweder durch die Verwendung resistiver Elemente
stark gedämpft [Knu87, Fog89] oder durch eine Verringerung der kapazitiven Kopp-
lung zwischen dem Washer und der Einkoppelspule vermieden werden. Hierfür bie-
tet sich die Verwendung eines geschlitzten Washers [Rue08] an, dessen Prinzip in
Abbildung 6.8(b) dargestellt ist. Wie in der Abbildung gezeigt ist, verläuft die Ein-
koppelspule bei einem SQUID mit geschlitztem Washer nicht oberhalb des Washers,
sondern innerhalb von Schlitzen, mit denen der Washer versehen ist. Da in diesem
Fall die Einkoppelspule zusammen mit dem Washer keinen Streifenleiter bildet, wird
die kapazitive Kopplung deutlich reduziert. Allerdings entstehen aufgrund des ver-
hältnismäßig großen räumlichen Abstands zwischen den Bahnen der Einkoppelspule

1Englischer Begriff für Scheibe, Unterlagsscheibe bzw. Unterlegring.
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Abb. 6.9: (a) Schematische Darstellung der Leitungsführung der Einkoppelspule und
(b) der Verschaltung der achteckigen Washer des im Rahmen dieser Arbeit entworfenen
SQUID-Designs. Aufgrund der Parallelschaltung von vier identischen Washern, deren
Windungssinn durch + und − angedeutet ist, bildet das SQUID ein Gradiometer zweiter
Ordnung, durch das magnetische Hintergrundfelder unterdrückt werden können.

und dem SQUID-Washer magnetische Koppelverluste, die zu einer Verringerung des
Kopplungsfaktors kis führen.

Für das Design SQMUX01 wurden sowohl SQUIDs mit vollflächigen Washern als
auch SQUIDs mit geschlitzten Washern entworfen. In beiden Fällen sind die SQUIDs
durch eine Parallelschaltung aus je vier identischen Washern mit Induktivität LW

als parallele Gradiometer zweiter Ordnung ausgeführt. Abbildung 6.9(b) zeigt einer-
seits, wie die vier Washer miteinander verschaltet sind, und gibt andererseits deren
Windungssinn an. Für die SQUID-Induktitivität LS ergibt sich bei dieser Art der
Verschaltung in guter Näherung ein Wert von LS ≈ LW/4. Wie in Abbildung 6.9(a)
gezeigt ist, wurde die Leitung der über jedem Washer verlaufenden Teil der Einkop-
pelspule in zwei Teile getrennt, die entsprechend der Darstellung in Serie geschaltet
sind. Hierbei wurde der Windungssinn der einzelnen Teilspulen an den Windungs-
sinn des zugehörigen Washers angepasst. Durch die dargestellte Verschaltung kann
die parasitäre Fläche des SQUIDs, die ein Maß für die Abweichung von einem per-
fekt gradiometrischen Aufbau darstellt, gering gehalten werden. Die Induktivität der
Einkoppelspule Li kann bei der gewählten Art der Verschaltung mit Li ' 4NiLW ab-
geschätzt werden, wobei Ni die Zahl der Windungen der Einkoppelspule auf jedem
der vier Washer bezeichnet.

Um das Design SQMUX01 vergleichsweise einfach zu halten, wurde für die Zahl
der Windungen der mit den Washern gekoppelten Spulen ein Wert von Ni = 1 ge-
wählt. Ferner wurde für die Induktivität der Einkoppelspule Li des SQUIDs ein Wert
im Bereich von Li ' 900 pH angestrebt, wobei sich dieser Wert aus einer Abschätzung
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der erwarteten gekoppelten Energiesensitivität εc des SQUIDs in Verbindung mit den
Ergebnissen der in Abschnitt 2.7 diskutierten Optimierungsrechnungen ergeben hat.
Damit erhält man für die Induktivität LS des SQUIDs bzw. für die Induktivität LW

der einzelnen Washer vorläufige Entwurfswerte von LS ' 55 pH bzw. LW = 230 pH.
Nachdem mit diesen Werten ein Entwurf des SQUIDs angefertigt wurde, wurden die
Werte der Induktivitäten LS und Li unter Berücksichtigung parasitärer Induktivitä-
ten, wie etwa der Induktivität des Washer-Schlitzes, mit Hilfe numerischer Simulatio-
nen berechnet. Hierbei wurden für ein SQUID mit vollflächigen Washern Werte von
LS = 50,2 pH und Li = 821,0 pH und für ein SQUID mit geschlitzten Washern Werte
von LS = 60,0 pH und Li = 1336,0 pH gefunden. Für den kritischen Strom Ic des
Josephson-Kontakts wurde in beiden Fällen ein Entwurfswert von Ic = 4µA festge-
legt, so dass sich für den Hystereseparameter βL ein Wert im Bereich von βL ' 0,70

ergibt.

6.3.2 Kopplung der SQUIDs an die Resonatoren

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt der Aufbau bzw. die Geometrie der SQUIDs
des Multiplexer-Designs SQMUX01 beschrieben worden ist, soll in diesem Abschnitt
auf die Kopplung zwischen dem Resonator und dem SQUID eingegangen werden.
Diese wird nach Gleichung 6.12 bei festgelegten SQUID- und Resonatorparametern
durch die Gegeninduktivität MT zwischen der Abschlussinduktivität LA des Reso-
nators und dem SQUID bestimmt. Wie die Diskussion in Abschnitt 6.2.2 ergeben
hat, sollte die Gegeninduktivität MT hierbei so gewählt werden, dass sich für das
Verhältnis η = ∆fmax

r /∆f des Spitze-Spitze-Werts ∆fmax
r der Frequenzverschiebung

des Resonators bezogen auf dessen Bandbreite ∆f = fr/Ql ein Wert im Bereich
von η ≈ 1 ergibt. Mit den im vorherigen Abschnitt angegebenen Werten für den
Hystereseparameter βL und die SQUID-Induktivität LS kann für die Gegenindukti-
vität MT eines Resonators mit ZLR = 50 Ω, fr = 5 GHz und Ql = 104 ein Wert von
MT ' 3 pH berechnet werden. Dieser Wert ist relativ klein, so dass die Kopplung
zwischen der Induktivität LA und dem SQUID vergleichsweise schwach sein muss.

Eine Möglichkeit eine schwache Kopplung zwischen dem SQUID und der Ab-
schlussinduktivität LA zu erreichen, ist in Abbildung 6.10 dargestellt. Die Indukti-
vität LA besitzt hierbei die Form eines liegenden „E“, wobei dieses an den beiden
äußeren Enden mit den Masseflächen und in der Mitte mit dem kurzzuschließenden
Ende des Innenleiters des Resonators verbunden ist. Der Grundgedanke dieser Art
der Kopplung besteht darin, dass der Strom IA, der durch die Abschlussinduktivität
LA fließt, in zwei gleiche Teilströme aufgespalten wird. Diese Ströme fließen durch
die beiden Leitungsbögen der „E“-förmigen Struktur zu den Masseflächen des Reso-
nators ab und erzeugen im jeweils benachbarten Washer des SQUIDs magnetische
Flüsse, die zum jeweiligen Umlaufsinn des Washers passen und sich daher konstruktiv
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Abb. 6.10: Lichtmikroskopische Aufnahmen zweier im Rahmen dieser Arbeit herge-
stellter, nicht-hysteretischer rf-SQUIDs mit (a) vollflächigen Washern und (b) geschlitz-
ten Washern. Die weiß gestrichelten Linien verdeutlichen den Verlauf der Abschluss-
induktivität LA. Die in den Aufnahmen dargestellten Zahlen kennzeichnen die wich-
tigsten Strukturen: (1) Josephson-Kontakt, (2) Washer, (3) Einkoppelspule, (4) „E“-
förmige Abschlussinduktivität LA, (5) Innenleiter des Resonators, (6) Massefläche des
Resonators und (7) Anschlussleitungen der Einkoppelspule.

überlagern. Der Wert der Gegeninduktivität MT wird bei dieser Art der Kopplung
über den Abstand d der „E“-förmigen Struktur von den SQUID-Washern sowie über
die Länge l der Grundseite der Struktur bestimmt und wurde mit Hilfe numerischer
Methoden als Funktion des Abstands d und der Länge l berechnet.

Für die in Abbildung 6.10 dargestellten und in Abschnitt 6.3.1 beschriebenen
SQUID-Designs mit einer Washer-Induktivität von LW ' 230 pH wurden mit Hilfe
des Programms FASTHENRY2 bei einem Abstand von d = 10µm und bei den
gewählten Längen der Kopplungsstruktur von l = 120µm bzw. l = 60µm Werte
von MT = 845,0 fH bzw. MT = 211,5 fH berechnet. Diese Werte weichen damit
deutlich von dem optimalen Wert von MT ' 3 pH ab. Diese Abweichung ist so
zu erklären, dass zum Zeitpunkt des Entwurfs des Multiplexer-Designs SQMUX01
ein Fehler bei den durchgeführten Simulationen aufgetreten ist, durch den für die
Gegeninduktivitäten zu große Werte berechnet wurden. Dies hat dazu geführt, dass
eine vergleichsweise geringe Seitenlänge l für die „E“-förmige Struktur gewählt worden
ist, um den ursprünglich beabsichtigten Wert von MT ' 3 pH zu erreichen. Da sich
bei der Charakterisierung des Multiplexers allerdings deutlich gezeigt hat, dass dieser
Wert falsch berechnet worden ist, wurde die Simulation überprüft und berichtigt. Die
hier angegebenen Werte spiegeln daher die realen Gegeninduktivitäten MT wider.

2FASTHENRY [Kam94]: Freeware, http://www.fastfieldsolvers.com/.
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SQ# Art LS Li MT Qc 1/Mis kis εc(5 GHz)

[pH] [pH] [fH] [µA/Φ0] [h]

1 WS 50,2 821,0 211,5 104 11,2 0,92 5955
2 WS 50,2 821,0 845,0 104 11,2 0,92 374
3 GWS 60,0 1336,0 211,5 5 · 103 10,4 0,67 13774
4 GWS 60,0 1336,0 845,0 5 · 103 10,4 0,67 875

Tab. 6.1: Zusammenfassung der Entwurfsparameter bzw. der erwarteten Werte der
verschiedenen SQUID-Entwürfe des Multiplexer-Designs SQMUX01. Die Werte der ge-
koppelten Energiesensitivität εc wurden exemplarisch für eine Resonanzfrequenz von
fr = 5 GHz berechnet. Die Abkürzung WS steht für ein SQUID mit vollflächigen Was-
hern und die Abkürzung GWS bezeichnet ein SQUID mit geschlitzten Washern.

6.3.3 Zusammenfassung der Parameter des Designs SQMUX01

Bei dem Multiplexer-Design SQMUX01 wurden auf jedem Multiplexer-Chip vierzehn
nicht-hysteretische rf-SQUIDs platziert, wobei hierfür insgesamt vier verschiedene
SQUID-Entwürfe verwendet wurden, deren Parameter in Tabelle 6.1 zusammenge-
fasst sind. Die verschiedenen SQUID-Designs unterscheiden sich einerseits hinsicht-
lich der Art der Washer (vollflächig oder geschlitzt) sowie andererseits hinsichtlich
der Stärke der Kopplungen mit der Abschlussinduktivität LA der Resonatoren. Die
Innendurchmesser der Washer wurden bei allen SQUID-Entwürfen so dimensioniert,
dass sich SQUID-Induktivitäten LS zwischen 50 pH und 60 pH ergeben haben. Die
Fläche der Josephson-Kontakte wurde so gewählt, dass die kritischen Ströme Ic

bei einer prozessabhängigen kritischen Stromdichte von jc = 65 A/cm2 Werte von
Ic = 4µA annehmen. Der Hystereseparameter βL der SQUIDs kann damit rechne-
risch zu βL ' 0,70 bestimmt werden. Der Kopplungsfaktor kis zwischen der Ein-
koppelspule und der SQUID-Induktivität hängt von der Art der SQUID-Washer ab
und wurde numerisch mit Hilfe des Programms FASTHENRY berechnet. Für die
SQUID-Entwürfe mit vollflächigen Washern ergab sich so ein Wert von kis = 0,92

und für SQUIDs mit geschlitzten Washern konnte ein Werte von kis = 0,67 bestimmt
werden.

Für die Länge l der Grundseite der „E“-förmigen Struktur, mit der jeder Resonator
an sein SQUID gekoppelt ist, wurden zwei verschiedene Werte verwendet. Diese
sollten ursprünglich so dimensioniert werden, dass sich für das Verhältnis η einerseits
Werte von η ' 1 und andererseits Werte von η ' 20 ergeben hätten. Aufgrund des
aufgetretenen Fehlers bei den Simulationen (vergleiche Abschnitt 6.3.2) wurden hier
jedoch zu geringe Seitenlängen l gewählt, so dass sich letztlich Gegeninduktivitäten
von MT = 211,5 fH sowie MT = 845,0 fH ergeben haben.
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Für die Auslesung der SQUIDs wurden koplanare λ/4-Leitungsresonatoren aus
Niob verwendet, wobei für die Streifenbreite des Innenleiters sr und den Abstand wr

zwischen dem Innenleiter und den Masseflächen der Resonatoren jeweils Werte von
sr = 10µm bzw. wr = 6µm festgesetzt wurden. Damit erhält man für die charak-
teristische Impedanz einen Wert von ZLR ' 50 Ω. Jeder Resonator wurde mit Hilfe
eines ellbogenförmigen Kopplers kapazitiv an die Durchgangsleitung mit ss = 15µm,
ws = 9µm und Z0 ' 50 Ω gekoppelt. Die Längen lc der Koppler wurde hierbei so
gewählt, dass sich Kopplungsgüten von Qc = 5 · 103 bzw. Qc = 104 ergeben. Die
Resonanzfrequenzen fr der Resonatoren wurden über den Frequenzbereich zwischen
f = 4,3 GHz und f = 5,7 GHz verteilt, wobei der Frequenzabstand zwischen zwei Re-
sonatoren minimal 50 MHz betragen hat. Auf diese Weise sollte elektromagnetisches
Übersprechen zwischen den verschiedenen Resonatoren vermieden werden.

6.4 Charakterisierung des Multiplexer-Designs SQMUX01

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt das Multiplexer-Design SQMUX01 aus-
führlich erläutert wurde, soll im Folgenden die Charakterisierung eines auf diesem
Design basierenden und im Rahmen dieser Arbeit hergestellten Multiplexers dis-
kutiert werden. Hierzu werden zunächst die Herstellung des Multiplexers sowie der
experimentelle Aufbau beschrieben. Im Anschluss daran werden verschiedene charak-
teristische Kenngrößen des Multiplexers diskutiert. In diesem Zusammenhang werden
einerseits die durchgeführten Messungen erläutert und andererseits die experimentell
bestimmten Werte der charakteristischen Größen mit den Entwurfswerten verglichen.

6.4.1 Herstellung des Multiplexers

Der in diesem Abschnitt diskutierte Multiplexer wurde auf einem 330µm dicken Si-
liziumsubstrat, dessen Oberfläche durch eine 240 nm dicke, thermisch erzeugte SiO2-
Schicht elektrisch isoliert war, mit dem in Abschnitt 5.3 beschriebenen Fertigungs-
prozess hergestellt. Da dieser Prozess in Abschnitt 5.3 ausführlich diskutiert worden
ist, soll an dieser Stellte auf eine nochmalige Beschreibung der einzelnen Prozess-
schritte verzichtet werden. Es sollen lediglich die Dicken der abgeschiedenen Schich-
ten sowie wichtige Prozessparameter zusammengefasst werden.

Die erste Niobschicht, aus der die SQUID-Strukturen sowie die Resonatoren her-
gestellt sind, wurde bei einer Substrattemperatur von T = 200 ◦C, einem Prozessgas-
druck von pAr = 0,27 Pa sowie einer Sputterleistung von PNb = 500 W abgeschieden.
Für die Dicke dieser Schicht wurde ein Wert von 250 nm gewählt. Zur elektrischen Iso-
lation gegenüber nachfolgenden Strukturen wurde diese Schicht an den dafür vorgese-
henen Stellen zunächst elektrochemisch passiviert und anschließend mit einer 175 nm
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dicken Schicht aus Si3N4 abdeckt. Die beiden Niobschichten der Nb/Al-AlOx/Nb-
Dreischichtstruktur wurden unter aktiver Kühlung des Substrats bei einem Prozess-
gasdruck von pAr = 1,07 Pa und einer Sputterleistung von PNb = 400 W aufgebracht.
Für die Dicke der Basiselektrode bzw. der Deckelelektrode der Josephson-Kontakte
wurden Werte von 30 nm bzw. 50 nm gewählt. Die Aluminiumschicht der Nb/Al-
AlOx/Nb-Dreischichtstruktur, die zur Bildung der Barriere der Josephson-Kontakte
bei einem Druck von pox = 13,33 kPa für eine Dauer von tox = 45 min oxidiert wur-
de, besitzt eine Dicke von 8 nm und wurde nach Bildung der Barriere mit einer 1 nm

dicken Schicht aus Aluminium abgedeckt. Bei der Abscheidung beider Aluminium-
schichten wurde eine Sputterleistung von PAl = 40 W und ein Prozessgasdruck von
pAr = 1,33 Pa verwendet. Für die Dicke der zur Isolation der Josephson-Kontakte
verwendeten Si3N4-Schicht wurde ein Wert von 175 nm gewählt. Die zur Kontaktie-
rung der Deckelelektrode der Josephson-Kontakte sowie zur Verbindung der einzelnen
Spulen vorgesehene Niobschicht mit einer Dicke von 400 nm wurde schließlich bei ei-
nem Prozessgasdruck von pAr = 0,27 Pa und einer Sputterleistung von PNb = 500 W

bei aktiv gekühltem Substrathalter abgeschieden.

Die Dicke der zur Isolation der SQUID-Washer verwendeten Si3N4-Schicht ist
mit 175 nm im Vergleich zur Dicke der ersten Niobschicht von 250 nm relativ ge-
ring. Da die Höhe der Si3N4-Schicht allerdings den Kopplungsfaktor kis zwischen der
Einkoppelspule und den Washern des SQUIDs direkt beeinflusst, sollte für die Dicke
dieser Schicht ein minimaler Wert gewählt werden. In einer Reihe von Vorversuchen
konnte gezeigt werden, dass eine 175 nm dicke Isolationsschicht in Verbindung mit
der elektrochemischen Passivierung der darunterliegenden Niobschicht ausreichend
ist, um eine zuverlässige elektrische Isolation der Washer von der darüber liegen-
den Einkoppelspule gewährleisten zu können. Anhand von Widerstandsmessungen
bei Raumtemperatur konnte auch bei dem charakterisierten und hier diskutierten
Multiplexer nachgewiesen werden, dass die gewählte Schichtdicke für eine elektrische
Isolation ausreichend war. Nachdem der Multiplexer allerdings im Kryostaten auf
seine Betriebstemperatur von T = 18 mK abgekühlt worden war, konnten zwischen
der Einkoppelspule der einzelnen SQUIDs sowie der Massefläche der Resonatoren
jeweils niederohmige Verbindung gemessen werden. Dies deutet auf einen Defekt der
Isolationsschicht durch thermische Kontraktion oder elektrostatische Entladungen
hin. Ähnliche Effekte könnten grundsätzlich auch dazu geführt haben, dass zwischen
den Washern und der Einkoppelspule der verschiedenen SQUIDs Kurzschlüsse auf-
getreten sind, da die Einkoppelspule an vielen Stellen oberhalb der Washer verläuft
bzw. diese kreuzt. Mögliche Kontakte zwischen der Einkoppelspule und dem SQUID
können allerdings leider durch einfache Widerstandsmessungen nicht überprüft wer-
den, da für rf-SQUIDs keine galvanischen Verbindungen zur Umwelt nötig und daher
auch nicht vorhanden sind. Aus diesem Grund können Kurzschlüsse an dieser Stelle
weder zweifelsfrei ausgeschlossen noch eindeutig bewiesen werden.
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6.4.2 Experimenteller Aufbau

Der experimentelle Aufbau, der zur Charakterisierung des Multiplexers verwendet
worden ist, entspricht im Wesentlichen dem Aufbau, mit dessen Hilfe die Eigen-
schaften supraleitender Leitungsresonatoren aus Niob ohne induktiven Abschluss
bestimmt worden sind. Dieser Aufbau wurde in den Abschnitten 4.5 und 4.6.1 aus-
führlich beschrieben und soll daher an dieser Stelle nicht nochmals erläutert wer-
den. Aufgrund des verhältnismäßig geringen Pegels des Messsignals am Ausgang des
Kryostaten, der auf ein defektes Koaxialkabel zurückzuführen war, wurde das Mess-
signal bei Raumtemperatur mit Hilfe eines zusätzlichen Leistungsverstärkers (Miteq,
AMF-4F-04000800-15-25P) um weitere 36 dB verstärkt. Auf diese Weise konnte das
Messsignal so weit verstärkt werden, dass der Pegel des Messsignals ähnlich zum Pe-
gel des Signals der in Abschnitt 4.6 diskutierten Messungen war, so dass der Einfluss
der parasitären Eigenschaften des Mischers, die in Abschnitt 4.5.1 erläutert wurden,
in beiden Messungen vergleichbar war.

Die Einkoppelspulen aller SQUIDs wurden seriell miteinander verschaltet und
mit Hilfe von verdrillten Leitungen, die von Raumtemperatur auf die Kaltstufe des
Kryostaten geführt worden sind, mit der Konstantstromquelle einer kommerziell er-
hältlichen SQUID-Elektronik3 verbunden. Die Stromquelle der verwendeten SQUID-
Elektronik besitzt ein vergleichsweise geringes Stromrauschen und ermöglicht die
Erzeugung von dreieckförmigen Testsignalen, mit deren Hilfe unter anderem die ers-
ten Funktionstests der SQUIDs durchgeführt sowie die Eingangssensitivitäten 1/Mis

der SQUIDs bestimmt worden sind. Durch die serielle Verschaltung der Einkoppel-
spulen aller SQUIDs konnten mit nur einer Stromquelle gleichzeitig Testsignale in
allen SQUIDs erzeugt werden. Aufgrund der bei tiefen Temperaturen aufgetrete-
nen, niederohmigen Verbindungen zwischen den Einkoppelspulen der SQUIDs und
der Massefläche der Resonatoren erschwerte dies jedoch die Interpretation der Mess-
ergebnisse, da es grundsätzlich denkbar ist, dass die Ströme durch die Einkoppel-
spulen auch auf anderen Wegen als auf den ursprünglich im Entwurf vorgesehenen
Wegen fließen konnten. Dieser Effekt kann beispielsweise zu einer Reduktion der Ein-
gangskopplung Mis der SQUIDs führen und muss daher bei der Interpretation der
entsprechenden Messergebnisse in Abschnitt 6.4.6 berücksichtigt werden.

6.4.3 Bestimmung der Eigenschaften der Josephson-Kontakte

Die Eigenschaften nicht-hysteretischer rf-SQUIDs werden, wie in Abschnitt 6.1 ge-
zeigt worden ist, maßgeblich durch den Hystereseparameter βL = 2πLSIc/Φ0 be-
stimmt. Dieser hängt einerseits über die SQUID-Induktivität LS von der Geome-

3XXF-1, Magnicon GmbH, Hamburg, Deutschland.
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Abb. 6.11: Strom-Spannungs-Kennlinie ei-
nes Josephson-Kontakts, der am Rand ei-
nes Multiplexer-Chips platziert worden ist. In
der Abbildung sind zusätzlich die gemessenen
Werte für den Normal-Widerstand RN, den
kritischen Strom Ic, den Subgap-Widerstand
Rsg sowie die Gap-Spannung Ug angegeben.

trie der SQUIDs und andererseits von den kritischen Strömen Ic der Josephson-
Kontakte ab. Während für die SQUID-Induktivität LS mit Hilfe numerischer Me-
thoden ein Wert von 50 pH für SQUIDs mit vollflächigen Washern und ein Wert
von 60 pH für SQUIDs mit geschlitzten Washern berechnet werden konnte, ließen
sich die Eigenschaften der Josephson-Kontakte, insbesondere die kritischen Ströme
Ic, zum Zeitpunkt der Herstellung des Multiplexers noch nicht zuverlässig vorher-
sagen. Um dennoch einen Vergleich zwischen den experimentell bestimmten Kenn-
größen und den Entwurfswerten des Multiplexers zu ermöglichen, wurden die kri-
tischen Ströme Ic der Josephson-Kontakte experimentell bestimmt. Da allerdings
eine direkte Messung der Eigenschaften der Josephson-Kontakte der rf-SQUIDs auf-
grund der galvanischen Trennung der SQUIDs von ihrer Umgebung sowie der Ein-
bettung in eine geschlossene supraleitende Leiterschleife nicht möglich ist, wurden
beim Entwurf des Multiplexer-Designs SQMUX01 an den Rändern der einzelnen
Multiplexer-Chips einige Josephson-Kontakte platziert, deren Aufbau identisch zu
den in den SQUIDs verwendeten Josephson-Kontakten ist. Diese konnten zur Mes-
sung von Strom-Spannungs-Kennlinien elektrisch kontaktiert werden. Unter der An-
nahme, dass sich die Eigenschaften dieser Tunnelkontakte nicht systematisch von den
Eigenschaften der Josephson-Kontakte in den SQUIDs unterscheiden, konnten so die
relevanten Eigenschaften der Josephson-Kontakte bestimmt werden. Die Messungen
der Kennlinien erfolgten hierbei mit dem in Abschnitt 5.4 beschriebenen Messaufbau
bei einer Temperatur von 4,2 K in einer Transportkanne für flüssiges Helium.

Abbildung 6.11 zeigt die gemessene Strom-Spannungs-Kennlinie eines Josephson-
Kontakts, der am Rand eines Multiplexer-Chips platziert worden war. Die aus der
Kennlinie bestimmten Werte für den kritischen Strom Ic, den Normal-Widerstand
RN, die Gap-Spannung Ug sowie den Subgap-Widerstand Rsg sind in der Abbildung
ebenfalls angegeben. Der gemessene Wert der Gap-Spannung von Ug = 2,74 mV

stimmt mit dem Wert, der zuvor für gleichartige Josephson-Kontakte mit identi-
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Abb. 6.12: (a) Verteilung der Werte der kritischen Ströme Ic, (b) Verteilung der Werte
der Widerstände RN und (c) Verlauf der kritischen Ströme Ic als Funktion des Normal-
Widerstands RN für die an den Rändern der Multiplexer-Chips platzierten Josephson-
Kontakte. Die gestrichelten Linien in (a) und (b) stellen numerisch an die Verteilungen
angepasste Gaußverteilungen dar. Die Linie in (c) zeigt den unter der Annahme eines
IcRN-Produkts von 446µV erwarteten Verlauf Ic(RN).

schen Schichtdicken der Basis- und Deckelelektrode sowie der auf der Basiselektrode
abgeschiedenen Aluminiumschicht bestimmt worden ist, sehr gut überein. Aus dem
gemessenen Subgap-Widerstand von Rsg ' 17 kΩ kann für das Verhältnis aus dem
Subgap-Widerstand und dem Widerstand RN ein Wert von Rsg/RN ' 49 bestimmt
werden. Derartig hohe Werte konnten auch für die übrigen an den Rändern der
Multiplexer-Chips platzierten Tunnelkontakte gefunden werden und lassen auf eine
sehr hohe Qualität der hergestellten Josephson-Kontakte schließen. Im Vergleich zu
den Josephson-Kontakten der Charge JJ01 konnte folglich durch die Erhöhung der
Schichtdicke der Deckelelektrode sowie der Isolationsschicht aus Si3N4 die Qualität
der Josephson-Kontakte sichtbar verbessert werden.

Das IcRN-Produkt des hier stellvertretend für alle anderen gezeigten Josephson-
Kontakts nimmt mit IcRN = 0,5 mV einen vergleichsweise niedrigen Wert an und ist
bezogen auf den aus der Ambegaokar-Baratoff-Theorie berechneten Wert von 2,1 mV

um etwas mehr als einen Faktor 4 reduziert. Um diesen Wert sinnvoll einordnen zu
können, wurden die Strom-Spannungs-Kennlinien der übrigen Josephson-Kontakte
ebenfalls ausführlich analysiert und die Werte der kritischen Ströme Ic sowie der
Widerstände RN bestimmt. Hierbei zeigte sich, dass sowohl die Werte der kritischen
Ströme Ic als auch die Werte der Widerstände RN streuen. Dies lässt sich in den
Abbildungen 6.12(a) und (b) deutlich erkennen. Durch numerisch an die gemessenen
Verteilungen angepasste Gaußverteilungen lassen sich für den kritischen Strom ein
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Mittelwert von 〈Ic〉 = 1,06µA und für den Normal-Widerstand ein Mittelwert von
〈RN〉 = 420,9 Ω bestimmen. Damit nimmt das mittlere IcRN-Produkt einen Wert von
〈Ic〉〈RN〉 = 446µV an, der sich mit dem weiter oben gefundenen Wert von 0,5 mV im
Rahmen von 10 % deckt. Da man aus der Verteilung der Widerstände RN sowie der
kritischen Ströme Ic jedoch nicht unmittelbar auf eine Korrelation zwischen beiden
Größen schließen kann, sind in Abbildung 6.12(c) die kritischen Ströme Ic als Funk-
tion des Normal-Widerstands RN aufgetragen. In der Abbildung ist zu sehen, dass
die Werte der kritischen Ströme mit steigendem Widerstand RN fallen und durch die
Annahme eines konstanten IcRN-Produkts von 446µV noch gut beschrieben werden
können. Hieraus lässt sich schließen, dass die Normal-Widerstände RN streng mit
den zugehörigen kritischen Strömen Ic korreliert sind. Dementsprechend scheiden
hier die in Abschnitt 5.6.4 diskutierten Effekte thermisch induzierter Rauschströme
sowie magnetischer Hintergrundfelder als mögliche Erklärungen für die Streuung der
Widerstände RN bzw. der kritischen Ströme Ic aus, da diese Effekte nur die kritischen
Ströme, jedoch nicht die Normal-Widerstände der Josephson-Kontakte beeinflussen.
Dies bedeutet allerdings nicht, dass die Werte der kritischen Ströme aufgrund dieser
Effekte nicht systematisch um einen konstanten Faktor reduziert sein können. Dieser
Punkt wird zu einem späteren Zeitpunkt nochmals aufgegriffen werden.

Als Ursache für die Streuung der kritischen Ströme Ic bzw. der Widerstände RN

kommen, analog zu der in Abschnitt 5.6 geführten Diskussion, grundsätzlich zwei
mögliche Erklärungen in Frage. Einerseits kann die Fläche der Josephson-Kontakte
über den Wafer verteilt variieren und andererseits können die Tunnelbarrieren der
Kontakte unterschiedliche Eigenschaften, wie z.B. unterschiedliche Dicken, besitzen.
Um die gemessenen Breiten der Verteilungen der kritischen Ströme Ic sowie der
Normal-Widerstände RN durch eine Variation der Fläche der Josephson-Kontakte
erklären zu können, müsste die Variation der Fläche einen Wert von etwa 15 % an-
nehmen. Dieser Wert kann in einen relativen Fehler der lateralen Abmessungen von
ungefähr 8 % bzw. in eine absolute Variation von 220 nm übersetzt werden. Obwohl
dieser Wert geringfügig höher als der in Abschnitt 5.6.2 gefundene Wert ist, ist ei-
ne Variation der lateralen Abmessungen der Josephson-Kontakte auf diesem Niveau
mit vorangegangenen Beobachtungen verträglich. Demzufolge kann die Streuung der
Normal-Widerstände RN sowie der kritischen Ströme Ic durchaus auf eine Variation
der Flächen der Josephson-Kontakte zurückgeführt werden.

Andererseits konnte bei den zur Optimierung des Herstellungsprozesses durchge-
führten Messungen beobachtet werden, dass eine Erhöhung der Schichtdicken der
Basis- und Deckelelektrode sowie der Si3N4-Isolationsschicht in einigen Fällen zu ei-
ner Erhöhung der Streuung der Normal-Widerstände RN geführt hat. Zudem nahmen
die Subgap-Widerstände der Josephson-Kontakte in diesen Fällen geringere Werte
an. Die Zunahme der Streuung sowie die Abnahme der Subgap-Widerstände wurde
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zum damaligen Zeitpunkt auf eine Verstärkung des Einflusses mechanischer Verspan-
nungen in den supraleitenden Elektroden sowie der Isolationsschicht der Josephson-
Kontakte aufgrund der höheren Schichtdicken zurückgeführt. Bei der Herstellung des
hier diskutierten Multiplexers wurden für die Schichtdicken der Elektroden Werte
von 30 nm und 50 nm sowie für die Isolationsschicht eine Dicke von 175 nm gewählt,
da in vorangegangenen Messungen gezeigt werden konnte, dass mit diesen Schicht-
dicken qualitativ hochwertige Josephson-Kontakte hergestellt werden können. Diese
Beobachtung kann für die hier diskutierten Josephson-Kontakte auf Grundlage der
gemessenen Subgap-Widerstände Rsg bestätigt werden. Da die Schichtdicken der
Elektroden sowie der Isolationsschicht im Vergleich zu den in Abschnitt 5.6 disku-
tierten Josephson-Kontakten der Charge JJ01 allerdings deutlich erhöht sind, ist
ein verstärkter Einfluss mechanischer Verspannungen nicht a priori auszuschließen.
Allerdings erscheint es zum momentanen Zeitpunkt aufgrund der Homogenität der
Gap-Spannungen sowie der hohen Werte der Subgap-Widerstände eher wahrschein-
lich, dass die beobachtete Streuung der Widerstände RN sowie der kritischen Ströme
Ic auf eine Variation der Fläche der Josephson-Kontakte zurückzuführen ist.

Nach der Diskussion der Streuung der Normal-Widerstände RN sowie der kriti-
schen Ströme Ic soll nun der vergleichsweise niedrige Wert des IcRN-Produkts von
446µV etwas näher betrachtet werden. Wie bereits erwähnt worden ist, weicht die-
ser Wert um etwas mehr als einen Faktor 4 von dem aus den Gap-Spannungen Ug

berechneten Wert ab und ist zudem im Vergleich zu dem in Abschnitt 5.6 bestimm-
ten Wert des IcRN-Produkts der Charge JJ01 ebenfalls um mehr als einen Faktor 2
reduziert. Dies könnte, analog zu der in Abschnitt 5.6 geführten Diskussion, entwe-
der dadurch erklärt werden, dass für die kritischen Ströme systematisch zu geringe
Werte gemessen worden sind, oder dass das IcRN-Produkt für die hier diskutierten
Josephson-Kontakte aufgrund der gewählten Prozessparameter diesen relativ nied-
rigen Wert annimmt. Ein direkter Vergleich mit anderen Josephson-Kontakten, die
mit identischen Prozessparametern hergestellt worden sind, ist an dieser Stelle nicht
möglich, da der hier gewählte Parametersatz aus den Ergebnissen aller vorangegange-
nen Entwicklungsschritte zusammengestellt worden ist und dementsprechend zuvor
noch nicht zur Herstellung von Josephson-Kontakten verwendet wurde. Folglich ist
es durchaus möglich, dass die hier gewählte Kombination von Prozessparametern
zu mechanisch stark verspannten Schichten, zu Defekten bzw. Verunreinigungen in
der Tunnelbarriere oder zu einer schlechten Transparenz zwischen den supraleiten-
den Elektroden und der Tunnelbarrieren geführt hat. All diese Effekte können einen
niedrigen Wert des IcRN-Produkts zur Folge haben.

Andererseits wurde in Abschnitt 5.6.4 gezeigt, dass thermisch induzierte Rausch-
ströme sowie magnetische Felder dazu führen können, dass für die kritischen Ströme
und damit verbunden für die IcRN-Produkte systematisch zu geringe Werte gemes-
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sen werden. Um den möglichen Einfluss beider Effekte beurteilen zu können, soll im
Folgenden abgeschätzt werden, welche magnetische Flussdichte B bzw. welche Tem-
peratur T der Tunnelkontakte erforderlich wäre, damit das IcRN-Produkt von dem
im Abschnitt 5.6.3 bestimmten Wert von 1,5 mV auf den hier beobachteten Wert
von 446µV reduziert wird. Hierfür müssten die realen Werte der kritischen Ströme
Ic gegenüber den gemessenen Werten um den Faktor Ired

c /Ic ' 0,3 verringert sein.

Für eine Abschätzung der erforderlichen magnetischen Flussdichte B kann eine
modifizierte Version von Gleichung 5.16 verwendet werden. Berücksichtigt man, dass
die Grundfläche der hier diskutierten Josephson-Kontakte kreisförmig und nicht qua-
dratisch ist, so kann Gleichung 5.16 in der Form

Ic = Imax
c

∣∣∣∣∣J1(π Φ
Φ0

)
1
2
π Φ

Φ0

∣∣∣∣∣ (6.27)

mit Φ = 2Br(d + 2λ) dargestellt werden [Kai11b]. Hierbei bezeichnen J1(x) die
Besselfunktion erster Art, r den Radius der Josephson-Kontakte, d die Dicke der
Tunnelbarriere und λ die magnetische Eindringtiefe der supraleitenden Elektroden.
Mit r = 1,4µm, d+2λ ' 100 nm sowie Gleichung 6.27 erhält man für die notwendige
magnetische Flussdichte einen Wert von B = 6,5 mT. Obwohl ein derart hoher Wert
des Erdmagnetfelds oder anderer Magnetfelder am Ort des Messaufbaus nicht zu
erwarten war, konnten in Abschnitt 5.6.3 ähnlich hohe Werte für die magnetischen
Flussdichten B gefunden werden. Da dort allerdings eindeutig gezeigt werden konnte,
dass eine verbesserte Schirmung zu einer deutlichen Änderung der gemessenen Werte
der kritischen Ströme führt, ist es an dieser Stelle nicht auszuschließen, dass die
kritischen Ströme tatsächlich um den beobachteten Faktor von 3,6 reduziert sind.

Im Gegensatz hierzu kann eine erhöhte Temperatur der Josephson-Kontakte als
Erklärung ausgeschlossen werden, da eine analog zu der in Abschnitt 5.6.4 durch-
geführte Analyse unter der Annahme Ired/Ic ' 0,3 ergibt, dass die Temperatur der
Josephson-Kontakte einen Wert von T ' 7 K besessen haben müsste, um die notwen-
dige Verringerung der kritischen Ströme erklären zu können. Diese Temperatur liegt
allerdings um nahezu einen Faktor 2 über der Temperatur des Messaufbaus. Eine
derartige Erwärmung der Josephson-Kontakte erscheint aufgrund der relativ gerin-
gen Leistungsdissipation während der Messung, die deutlich unterhalb von 1µW

liegt, sowie aufgrund der Tatsache, dass die Tunnelkontakte von flüssigem Helium
umgeben waren, als nicht plausibel. Aus diesem Grund können thermisch induzierte
Rauschströme als alleinige Ursache für eine systematische Verringerung der kritischen
Ströme ausgeschlossen werden.

Aufgrund der Tatsache, dass nicht zweifelsfrei nachgewiesen werden konnte, dass
die Werte der kritischen Ströme systematisch durch die Messung reduziert sind, wird
in den folgenden Abschnitten für die kritischen Ströme der in den SQUIDs befindli-



6.4. Charakterisierung des Multiplexer-Designs SQMUX01 141

chen Josephson-Kontakte der gemessene Wert von 〈Ic〉 = 1,06µA verwendet. Damit
erhält man für die Hystereseparameter der SQUIDs mit vollflächigen Washern einen
Wert von βL = 0,16 und für den Hystereseparameter der SQUIDs mit geschlitzten
Washern einen Wert von βL = 0,19.

6.4.4 Bestimmung der Eigenschaften der Resonatoren

Die Resonanzfrequenz fr des zur Auslesung eines SQUIDs verwendeten Resonators
hängt nach Gleichung 4.25 von der Resonanzfrequenz f0 des unbelasteten Resona-
tors, der Kopplungskapazität Cc, mit der der Resonator an die Durchgangsleitung
gekoppelt ist, sowie der Abschlussinduktivität LA des Resonators ab, über die das
SQUID an den Resonator gekoppelt ist. Ferner setzt sich die belastete Güte Ql des
Resonators nach Gleichung 4.26 aus der Kopplungsgüte Qc, der intrinsischen Güte
Qi sowie der Güte QA der Abschlussinduktivität zusammen. Aus diesem Grund kön-
nen aus einem Vergleich der experimentell bestimmten Resonanzfrequenzen fr bzw.
der gemessenen Güten Ql aller Resonatoren mit den Entwurfswerten bereits erste
Aussagen über die Vorhersagbarkeit der Eigenschaften des Multiplexers sowie über
prozess- bzw. entwurfsbedingte Abweichungen getroffen werden.

Die Bestimmung der Resonanzfrequenz fr sowie der Güte Ql jedes Resonators
erfolgte mit dem in Abschnitt 4.6.2 beschriebenen Messaufbau bei einer Tempera-
tur von 18 mK. Bei dem hierfür durchgeführten Frequenzsweep konnten dreizehn
der vierzehn Resonatoren des hier diskutierten Multiplexer-Chips identifiziert wer-
den. Die Ursache für den Ausfall des Resonators R5, dessen Resonanzfrequenz bei
fr ' 5,2 GHz und damit innerhalb des zugänglichen Frequenzbereichs liegen soll-
te, konnte bislang nicht geklärt werden. Eine optische Inspektion des Resonators vor
und nach den hier diskutierten Messungen ließ keinerlei Auffälligkeiten erkennen. Die
Resonanzfrequenz fr und die Güte Ql der übrigen Resonatoren wurde jeweils durch
numerische Anpassung von Gleichung 4.24 an die aufgezeichneten Daten bestimmt.
Die entsprechenden Resultate sind für acht exemplarisch herausgegriffene Resonato-
ren in der Tabelle 6.2 zusammengefasst. Ferner sind dort die Entwurfswerte für die
Längen lr der Resonatoren und die Längen lc der ellbogenförmigen Koppler sowie
die hieraus mit Hilfe der Gleichungen 4.25 und 4.27 berechneten Werte für die Reso-
nanzfrequenzen f calc

r und die Kopplungsgüten Qcalc
c angegeben. Die hierfür neben den

Längen lr und lc benötigten Parameter, wie etwa die Leitungsbeläge L′ bzw. C ′ der
Resonatoren, die Kopplungskapazitäten Cc, das kinetische Induktivitätsverhältnis α
und die Induktivitäten LA, wurden entweder numerisch berechnet oder aus den in
Abschnitt 4.6 diskutierten Messungen abgeleitet.

Wie in Tabelle 6.2 zu sehen ist, wurden die Resonanzfrequenzen fr der Reso-
natoren hier mit einer relativen Genauigkeit von etwa 1 % vorhergesagt. Bei der
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SQ# lr lc f calc
r fr δfr/fr Qcalc

c Ql Qi

[µm] [µm] [GHz] [GHz] [%]

R1 4 6843,5 585,4 4,4957 4,5443 1,08 4808 2808 13337
R2 2 6728,0 404,5 4,5866 4,6272 0,89 9675 5574 11483
R3 3 6539,4 559,4 4,7421 4,7927 1,07 4732 3117 5232
R4 1 6298,5 378,7 4,9372 4,9676 0,62 9526 5550 8090
R11 3 5552,3 475,0 5,5678 5,6326 1,16 4761 4054 4681
R12 1 5382,4 323,6 5,7596 5,8084 0,85 9587 2511 12330
R13 4 5254,9 449,5 5,8105 5,8891 1,35 4882 2373 3650
R14 2 5193,5 312,3 5,8969 5,9692 1,23 9819 4655 17693

Tab. 6.2: Experimentell bzw. durch den Entwurf festgelegte oder hieraus rechnerisch
(calc) bestimmte Parameter für die Resonatoren R1-R4 sowie R11-R14 des charakte-
risierten Multiplexers. Die Größe δfr/fr gibt die relative Abweichung der gemessenen
von der berechneten Resonanzfrequenz an. Die intrinsische Güte Qi wurde aus dem
berechneten Wert der Kopplungsgüte Qc sowie der gemessenen belasteten Güte Ql be-
rechnet. Die angegebene SQUID-Nummer SQ# bezieht sich auf die Bezeichnung der
verschiedenen SQUIDs in Tabelle 6.1.

Beurteilung dieser Genauigkeit ist zu berücksichtigen, dass die reale Geometrie der
Resonatoren bei der Berechnung der Leitungsbeläge und der Kopplungskapazitäten
aufgrund der verwendeten Simulationswerkzeuge nur bedingt erfasst werden konnte.
Eine genauere Betrachtung der relativen Abweichung δfr/fr zwischen der gemesse-
nen und der berechneten Resonanzfrequenz zeigt, dass für die Resonanzfrequenz der
Resonatoren mit einer Kopplungsgüte von Qc ' 5 · 103 systematisch zu kleine Wer-
te berechnet wurden, sowie dass die Abweichung zu kürzeren Kopplerlängen lc hin
tendenziell zunimmt. Ähnliche Effekte wurden bereits in Abschnitt 4.6 bei der Cha-
rakterisierung von Leitungsresonatoren ohne Abschlussinduktivität beobachtet und
wurden auf Ungenauigkeiten bei der Berechnung der Kopplungskapazitäten Cc so-
wie nicht berücksichtigter Randeffekte an den Rändern der Koppler zurückgeführt.
Angenommen, diese Randeffekte würden zukünftig mit Hilfe anderer Simulations-
werkzeuge berücksichtigt werden, so erscheinen Werte von δfr/fr < 5 · 10−4 für die
relative Abweichung der Resonanzfrequenzen als durchaus plausibel.

Für die GütenQA der Abschlussinduktivitäten der Resonatoren können numerisch
Werte von QA > 105 berechnet werden. Diese Werte liegen damit um etwas mehr als
eine Größenordnung über den berechneten Kopplungsgüten Qc und können daher bei
der Beschreibung der belasteten Güten Ql der Resonatoren vernachlässigt werden.

Für die intrinsischen Güten sind nach den in Abschnitt 4.6.5 diskutierten Mes-
sungen Werte im Bereich von Qi ' 104 zu erwarten, wobei hier sowohl die Beiträge
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der Tunnelsysteme als auch die experimentell bestimmten Sättigungsgüten Qs be-
rücksichtigt wurden. Die gemessenen Werte Qi der intrinsischen Güten stimmen mit
dieser Vorhersage gut überein. Aufgrund der vergleichsweise niedrigen Güten Qi, die
in der gleichen Größenordnung wie die erwarteten Kopplungsgüten Qc liegen, wird
die belastete Güte Ql der Resonatoren nicht alleine durch die kapazitive Kopplung
an die Durchgangsleitung bestimmt, so dass sowohl die gemessene Bandbreite der
Resonatoren als auch die Energiesensitivität ε der SQUIDs gegenüber den Entwurfs-
werten erhöht ist. Da zudem die in den Resonatoren dissipierte Leistung von der
intrinsischen Güte Qi abhängt, muss für zukünftige Multiplexer weiterhin an einer
Erhöhung der intrinsischen Güte gearbeitet werden. In diesem Zusammenhang wurde
bereits mit der Durchführung der in Abschnitt 4.6.5 erläuterten Messungen begon-
nen, wobei bis zum Ende dieser Arbeit keine eindeutigen Hinweise für die Ursache
der relativ niedrigen intrinsischen Güte gefunden werden konnte.

Im Rahmen der hier beschriebenen Messungen zeigte sich ferner, dass der Pegel
des Messsignals am Ausgang des Kryostaten bei gleicher Leistung Prf am Eingang
gegenüber früheren Messungen deutlich reduziert gewesen ist. Aus dem Vergleich mit
den in Abschnitt 4.6 diskutierten Messungen konnte geschlossen werden, dass sich
im experimentellen Aufbau innerhalb des Kryostaten eine zusätzliche Dämpfung von
etwa 30 dB befunden haben musste. Nach dem Aufwärmen des Kryostaten, d.h. am
Ende der hier beschriebenen Messungen, zeigte sich, dass diese zusätzliche Dämp-
fung mit großer Wahrscheinlichkeit durch ein defektes Koaxialkabel zwischen dem
Richtkoppler und dem Probenhalter des Multiplexer-Chips verursacht wurde.

6.4.5 Funktionstests der SQUIDs

Nach der Bestimmung der Eigenschaften der Resonatoren konnte ein erster Funk-
tionstest der an die Resonatoren gekoppelten rf-SQUIDs durchgeführt werden. Hier-
für wurden die Resonatoren der Reihe nach mit einem Hochfrequenzsignal konstanter
Frequenz und Amplitude angeregt, wobei die Frequenz fexc des jeweiligen Signals so
gewählt wurde, dass diese knapp neben der Resonanzfrequenz fr des zugehörigen Re-
sonators lag. Als Messsignal wurde die Spannung UI am I-Ausgang des I/Q-Mischers
verwendet, das im Vergleich zu dem in Abschnitt 4.5 diskutierten Messaufbau vor
der Digitalisierung um weitere 20 dB verstärkt und mit einem Tiefpass mit einer
Abschneidefrequenz von fgr = 1 kHz und einer Kantensteilheit von 12 dB/oct geglät-
tet wurde. Zur Erzeugung eines magnetischen Flusssignals im SQUID wurde auf die
Einkoppelspule des jeweiligen SQUIDs ein periodisches, dreieckförmiges Stromsignal
mit einer Frequenz von 30 Hz und einer Amplitude von 40µA gegeben.

Abbildung 6.13 zeigt die für die Resonatoren R11 bis R14 gemessenen Verläufe
der Spannung UI als Funktion des Stroms Iin durch die Einkoppelspule des zugehö-
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Abb. 6.13: Verlauf der Spannung UI am I-Ausgang des I/Q-Mischers als Funktion des
Stroms Iin durch die Einkoppelspule des zugehörigen SQUIDs für die an die Resona-
toren R11 bis R14 gekoppelten SQUIDs. Die Resonatoren wurden jeweils mit einem
Hochfrequenzsignal angeregt, dessen Frequenz fexc so gewählt wurde, dass diese knapp
neben der Resonanzfrequenz fr des betrachteten Resonators lag. In den Abbildungen
sind zusätzlich die Eingangssensitivitäten 1/Mis der SQUIDs angegeben.

rigen SQUIDs. Wie in der Abbildung zu sehen ist, konnte bei allen Resonatoren eine
Modulation der Spannung UI mit dem Strom durch die Einkoppelspule des SQUIDs
beobachtet werden. Obwohl in der Abbildung nur beispielhaft die Ausgangssignale
für die Resonatoren R11 bis R14 dargestellt sind, konnte das beschriebene Verhalten
für alle dreizehn der im vorherigen Abschnitt identifizierten Resonatoren beobachtet
werden. Berücksichtigt man, dass eine Änderung der Spannung UI einer Änderung
der Differenz δf = fexc−fr zwischen der Frequenz fexc des Anregungssignals und der
Resonanzfrequenz fr des Resonators entspricht, so führt eine Änderung des Stroms
durch die Einkoppelspule des SQUIDs folglich bei konstant gehaltener Frequenz des
Anregungssignals zu einer Änderung der Resonanzfrequenz des zugehörigen Resona-
tors. Dies entspricht dem in den Abschnitten 6.1 und 6.2 beschriebenen Verhalten
eines nicht-hysteretischen rf-SQUIDs, so dass mit den hier diskutierten Messungen
eindeutig die Funktionstüchtigkeit des Multiplexers gezeigt werden konnte.

6.4.6 Eingangssensitivität der SQUIDs

Eine charakteristische Größe, die unmittelbar aus den in Abschnitt 6.4.5 diskutierten
Messungen bestimmt werden kann, ist die Eingangssensitivität 1/Mis der SQUIDs.
Diese stellt ein Maß für den zur Erzeugung eines magnetischen Flussquants Φ0 im
SQUID benötigten Strom Iin in der Einkoppelspule des SQUIDs dar und kann durch
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R1 R2 R3 R4 R11 R12 R13 R14

1/M calc
is [µA/Φ0] 10,4 11,2 10,4 11,2 10,4 11,2 10,4 11,2

1/Mis [µA/Φ0] 11,1 9,9 9,2 9,0 10,0 9,8 9,9 9,9

Tab. 6.3: Experimentell bzw. rechnerisch (calc) bestimmte Eingangsensitivitäten 1/Mis

der an die Resonatoren R1-R4 bzw. R11-R14 gekoppelten rf-SQUIDs.

Messung der Periode der Strom-Spannungs-Kennline UI(Iin) bestimmt werden, wie
in Abbildung 6.13 illustriert ist. Die auf diese Weise bestimmten Werte 1/Mis der
Eingangssensitivität der SQUIDs sind zusammen mit den numerisch berechneten
Werten 1/M calc

is in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Im Mittel wurde für die Eingangs-
sensitivität 1/Mis für ein SQUID mit vollflächigen Washern ein Wert von 9,7µA/Φ0

und für ein SQUID mit geschlitzten Washern einen Wert von 10,1µA/Φ0 gefunden.

Obwohl die gemessenen Werte sehr nahe bei den berechneten Werten liegen,
lässt sich eindeutig feststellen, dass die gemessenen Werte systematisch kleiner als
die berechneten Werte sind. Diese Beobachtung kann entweder durch eine stärke-
re Kopplung zwischen den SQUIDs und den Einkoppelspulen oder durch gegenüber
der Simulation erhöhten Werten der Induktivitäten LS und Li erklärt werden. Mit
Hilfe numerischer Simulationen kann gezeigt werden, dass eine einfache Verringe-
rung des Abstands zwischen den SQUID-Washern und der Einkoppelspule, die zu
einer Erhöhung des Kopplungsfaktors kis führen würde, nicht ausreichend ist, um
die beobachtete Abweichung zu erklären. Allerdings können galvanische Kontakte
zwischen der Einkoppelspule und den Washern eine deutlich gesteigerte Gegeninduk-
tivität Mis vortäuschen. Im Fall galvanischer Kontakte zwischen den Washern und
der Einkoppelspule eines SQUIDs, die aufgrund der in Abschnitt 6.4.1 beschriebenen
Kurzschlüsse nicht auszuschließen sind, ist es nämlich denkbar, dass die durch die
Einkoppelspule getriebenen Ströme Iin durch einen Teil des SQUIDs fließen und auf
diese Weise direkt, d.h. ohne magnetische Koppelverluste, Fluss im SQUID erzeugen.

Als alternativer Erklärungsansatz können gegenüber der Simulation erhöhte Wer-
te der Induktivitäten LS und Li angeführt werden. Hierbei zeigt sich, dass eine
Erhöhung der Werte der Induktivitäten um etwa 5 % bis 15 % ausreicht, um die
experimentell bestimmten Eingangssensitivitäten beschreiben zu können. Derarti-
ge Abweichungen zwischen numerisch berechneten und experimentell bestimmten
Induktivitäten konnten in der Vergangenheit auch bei der Charakterisierung ma-
gnetischer Kalorimeter mit spiral- oder mäanderförmigen Detektionsspulen beob-
achtet werden [Heu11, Por11]. Da die hierbei zur Berechnung der Induktivitäten
verwendeten Programme identisch mit dem im Rahmen dieser Arbeit eingesetzten
Simulationswerkzeugen sind, erscheint demnach ein gegenüber den Simulationen er-
höhter Wert der Induktivitäten LS und Li grundsätzlich nicht unplausibel.
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Zum Schluss dieses Abschnitts soll aus Gründen der Vollständigkeit eine weitere
Möglichkeit diskutiert werden, die zu diesem Zeitpunkt aufgrund der beobachteten
Kurzschlüsse nicht gänzlich ausgeschlossen werden kann und die dennoch nicht sehr
wahrscheinlich erscheint. Diese Möglichkeit ergibt sich aus der Beobachtung, dass
mit wenigen Ausnahmen für alle SQUIDs eine sehr ähnliche Eingangssensitivität im
Bereich von 1/Mis = 9,9µA/Φ0 bestimmt worden ist. So zeigen beispielsweise die an
die Resonatoren R11 bis R14 gekoppelten SQUIDs einen nahezu identischen Wert
für die Eingangssensitivität, obwohl es sich einerseits um SQUIDs mit vollflächigen
Washern (R12 und R14) und andererseits um SQUIDs mit geschlitzten Washern
(R11 und R13) handelt. Für den Unterschied der Eingangssensitivität kann man auf
Grundlage der durchgeführten Simulationen einen Wert von 0,8µA/Φ0 erwarten, der
jedoch bei den hier diskutierten Resonatoren nicht beobachtet wurde. Aufgrund der
unterschiedlichen Kopplungsfaktoren kis beider SQUID-Designs, die sich aus den ver-
schiedenartigen Anordnungen zwischen der Einkoppelspule und den SQUID-Washern
ergeben, kann eine nahezu identische Eingangssensitivität bei beiden Designs ein
Hinweis darauf sein, dass der magnetische Fluss nicht mit Hilfe der Einkoppelspulen
sondern auf eine andere Weise in die SQUIDs eingekoppelt wird. So könnte beispiels-
weise ein kurzschlussverursachter Stromfluss über die Masseflächen der Resonatoren
in allen SQUIDs in gleichem Maß magnetischen Fluss erzeugen. Allerdings zeigen Si-
mulationen, dass für derartige Effekte sehr niedrige Gegeninduktivitäten im Bereich
von unter 10 pH zu erwarten sind.

Aufgrund der Vielzahl der möglichen Erklärungen kann zum momentanen Zeit-
punkt keine endgültige Antwort auf die Frage nach der beobachteten Abweichung
gegeben werden. Jedoch wird es in zukünftigen Messungen nach einer Verbesserung
der elektrischen Isolation zwischen den Washer sowie der Einkoppelspule der SQUIDs
auf einfache Weise möglich sein, zu entscheiden, welcher der unterschiedlichen Erklä-
rungsansätze für die beobachtete Diskrepanz tatsächlich verantwortlich ist.

6.4.7 Maximalwert der Frequenzverschiebung der SQUIDs

Die in Abschnitt 6.4.5 beschriebenen Funktionstests der SQUIDs haben eindeutig
gezeigt, dass eine Änderung des Stroms Iin durch die Einkoppelspule eines SQUIDs
zu einer Änderung der Resonanzfrequenz fr des zugehörigen Resonators führt. Der
Spitze-Spitze-Wert ∆fmax

r der Verschiebung der Resonanzfrequenz hängt hierbei
nach Gleichung 6.11 von der Resonanzfrequenz fr, der SQUID-Induktivität LS, dem
Hystereseparameter βL sowie der Gegeninduktivität MT zwischen der Abschluss-
induktivität des Resonators und dem SQUID ab. Zur Bestimmung des Werts ∆fmax

r

wurde jeweils für zwei verschiedene Werte des Stroms Iin durch die Einkoppelspule
eines SQUIDs die Resonanzfrequenz fr des zugehörigen Resonators gemessen. Die
Werte des Stroms Iin wurden hierbei so gewählt, dass in einem SQUID jeweils ein
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magnetischer Fluss von Φ = 0 bzw. Φ = Φ0/2 erzeugt wurde, da in diesem Fall die
Resonanzfrequenz fr ihren minimalen bzw. ihren maximalen Wert annimmt.

Im Rahmen der durchgeführten Messungen zeigte sich, dass die maximale Fre-
quenzverschiebung ∆fmax

r der SQUIDs mit einer Grundseitenlänge der Induktivität
LA von l = 120µm einen Wert im Bereich von ∆fmax

r ' 1 kHz besitzt. Konkret
konnte beispielsweise für das an den Resonator R14 gekoppelte SQUID eine maxi-
male Frequenzverschiebung von ∆fmax

r = 4 kHz gemessen werden. Für die übrigen
SQUIDs, bei denen die Länge der Grundseite der Kopplungsstruktur einen kleineren
Wert von l = 60µm annimmt, konnten hingegen keine exakten Werte für die Fre-
quenzverschiebung ∆fmax

r ermittelt werden, da die Resonanzkurven für verschiedene
Werte des Stroms Iin innerhalb der Messgenauigkeit nicht voneinander unterschieden
werden konnten. Aus einem Vergleich der gemessenen Fluss-Spannungs-Kennlinien
der verschiedenen SQUIDs konnten jedoch Werte im Bereich von einigen 100 Hz ab-
geschätzt werden.

Mit Hilfe numerischer Simulationen konnten in Abschnitt 6.3 für die Gegeninduk-
tivitäten MT zwischen den SQUIDs und den Induktivitäten LA Werte von 845,2 fH

bzw. 211,5 fH ermittelt werden. Hierbei bezieht sich der erste Wert auf eine Länge der
Grundseite der Abschlussinduktivität von l = 120µm. Nach Gleichung 6.11 erwartet
man damit für das an Resonator R14 gekoppelte SQUID eine maximale Frequenz-
verschiebung von ∆fmax

r = 12,4 kHz. Demnach weicht der experimentell bestimmte
Wert von dem berechneten Wert um etwa einen Faktor 3 ab. Für die übrigen SQUIDs
können Abweichungen in der gleichen Größenordnung festgestellt werden.

Der maximale Wert ∆fmax
r der Frequenzverschiebung hängt nach Gleichung 6.11

von der Resonanzfrequenz fr des Resonators, der SQUID-Induktivität LS, der Ge-
geninduktivitätMT sowie dem Hystereseparameter βL ab. Aus diesem Grund müssen
grundsätzlich Abweichungen dieser vier Parameter von den erwarteten Werten als
mögliche Erklärung der Diskrepanz in Betracht gezogen werden. Da die Resonanz-
frequenzen fr eindeutig bestimmt werden konnten und diese zudem gut mit den
erwarteten Werten übereinstimmen, wie in Abschnitt 6.4.4 gezeigt worden ist, kön-
nen Abweichungen der Resonanzfrequenzen fr als mögliche Ursache ausgeschlossen
werden. Die verbleibenden drei Parameter LS, MT und βL können hingegen nicht
direkt bzw. unabhängig voneinander gemessen werden. Aus diesem Grund soll im
Folgenden der Einfluss von Abweichungen dieser drei Parameter von den berechne-
ten Werten auf die Frequenzverschiebung ∆fmax

r diskutiert werden. Da jedoch der
Hystereseparameter βL von der SQUID-Induktivität LS sowie dem kritischen Strom
Ic des Josephson-Kontakts abhängt, soll die angesprochene Diskussion nicht für den
Hystereseparameter βL sondern für den kritischen Strom Ic geführt werden.

Zunächst soll der Einfluss der SQUID-Induktivität LS sowie des kritischen Stroms
Ic diskutiert werden. Hierbei soll angenommen werden, dass der Wert der Gegen-
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Abb. 6.14: Berechneter Verlauf der maxi-
malen Frequenzverschiebung ∆fmax

r für das
an den Resonator R14 gekoppelte SQUID als
Funktion der SQUID-Induktivität LS für ver-
schiedene Werte des kritischen Stroms Ic. Bei
der Berechnung wurde angenommen, dass der
Wert der GegeninduktivitätMT zwischen dem
SQUID und der Abschlussinduktivität LA des
Resonators durch den numerisch bestimmten
Wert von MT = 845,0 fH gegeben ist.

induktivität MT durch den numerisch berechneten Wert von MT = 845,0 fH gegeben
ist. Abbildung 6.14 zeigt am Beispiel des an den Resonator R14 gekoppelten SQUIDs
die erwartete Frequenzverschiebung ∆fmax

r als Funktion der SQUID-Induktivität LS

für verschiedene Werte des kritischen Stroms Ic. Wie in der Abbildung zu sehen ist,
könnte die experimentell bestimmte Frequenzverschiebung von ∆fmax

r = 4 kHz bei
festem Wert der Gegeninduktivität MT dadurch erklärt werden, dass der kritische
Strom Ic gegenüber dem in Abschnitt 6.4.3 bestimmten Wert von Ic= 1,06µA re-
duziert ist. Für das konkrete Beispiel müsste der kritische Strom einen Wert von
Ic = 0,7µA besessen haben. Auf Grundlage von Abbildung 6.14 kann ein erhöhter
Wert des kritischen Stroms Ic bzw. eine Abweichung der SQUID-Induktivität LS

von dem numerisch berechneten Wert unter der Annahme eines festen Werts der
Gegeninduktivität MT hingegen als Ursache für den geringen Wert der Frequenzver-
schiebung ∆fmax

r ausgeschlossen werden. Wie in Abschnitt 6.4.3 gezeigt worden ist,
konnte bei den an den Rändern der Multiplexer-Chips platzierten Tunnelkontakten
eine breite Verteilung für die kritischen Ströme Ic gemessen werden. Der aus der
Frequenzverschiebung ∆fmax

r bestimmte Wert des kritischen Stroms von Ic= 0,7µA

liegt innerhalb der 2σ-Umgebung dieser Verteilung, so dass der kritische Strom des
an den Resonator R14 gekoppelten SQUIDs durchaus diesen Wert besitzen kann.

Für die Diskussion des Einflusses der Gegeninduktivität MT soll angenommen
werden, dass die SQUID-Induktivität LS sowie der Hystereseparameter βL durch
die berechneten bzw. gemessenen Werte gegeben sind. In diesem Fall wird die be-
obachtete Diskrepanz bei der Frequenzverschiebung ∆fmax

r durch eine Abweichung
der GegeninduktivitätMT von dem berechneten Wert verursacht. Als konkretes Bei-
spiel soll wieder das an den Resonator R14 gekoppelte SQUID betrachtet werden.
Für dieses SQUID wurde gezeigt, dass der experimentell bestimmte Wert der Fre-
quenzverschiebung ∆fmax

r vom erwarteten Wert um etwa einen Faktor 3 abweicht,
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der sich in eine hypothetische Abweichung der Gegeninduktivität MT um einen Fak-
tor
√

3 übersetzt. Diese Abweichung von 70 % erscheint vergleichsweise groß, um sie
durch Diskretisierungsfehler oder numerische Probleme bei der Berechnung erklä-
ren zu können. Ebenso zeigt ein Vergleich mit einer anderen Arbeit [Mat11], dass
die berechneten Werte der Gegeninduktivitäten MT durchaus plausibel sind. Dies
spricht somit gegen eine Abweichung der Gegeninduktivität MT von den numerisch
berechneten Werten. Da sich die Gegeninduktivität MT allerdings nicht unabhängig
von anderen Größen wie der SQUID-Induktivität LS oder dem Hystereseparameter
βL bestimmen lässt, ist es an dieser Stellte nicht möglich, eine Abweichung zwei-
felsfrei auszuschließen. Jedoch erscheint die Erklärung eines gegenüber der Annahme
reduzierten kritischen Stroms Ic weitaus plausibler. Ebenfalls sehr wahrscheinlich ist,
dass eine Kombination aus beiden Effekten für die beobachtete Diskrepanz verant-
wortlich ist. So kann man beispielsweise die beobachtete Frequenzverschiebung von
∆fmax

r = 4 kHz mit einer Abweichung der Gegeninduktivität sowie einem gegenüber
der Annahme reduzierten Wert des kritischen Stroms von jeweils 10 % erklären.

6.4.8 Flussrauschen der SQUIDs

In Abschnitt 6.2.5 wurde gezeigt, dass das magnetische Flussrauschen
√
SΦ der im

Rahmen dieser Arbeit entwickelten SQUIDs durch eine Reihe verschiedener Beiträge
bestimmt wird. Zu diesen Beiträgen zählen das Rauschen des HEMT-Verstärkers, das
Johnson-Rauschen des Filterwiderstands des Eingangskreises, das Frequenzrauschen
der Tunnelsysteme in den Resonatoren sowie Fluktuationen des kritischen Stroms
und magnetisches Rauschen im SQUID. Es wurde ferner gezeigt, dass der Beitrag des
HEMT-Verstärkers zum Flussrauschen

√
SΦ den dominanten Anteil darstellt. Hierauf

basierend wurde in Abschnitt 6.2.4 ein Ausdruck für die Energiesensitivität ε des
SQUIDs abgeleitet, mit dessen Hilfe das magnetische Flussrauschen

√
SΦ berechnet

werden kann.

Die Energiesensitivität ε der hier diskutierten SQUIDs hängt nach Gleichung 6.21
von einer Reihe charakteristischer Größen ab, die entweder experimentell bestimmt
oder numerisch berechnet werden können. Für die verschiedenen SQUID-Entwürfe
des Multiplexer-Designs SQMUX01 wurden in Tabelle 6.1 die erwarteten Werte
für die gekoppelte Energiesensitivität εc zusammengefasst. Hierbei zeigte sich, dass
für SQUIDs mit vollflächigen Washern, bei denen die Länge der Grundseite der
Abschlussinduktivität LA einen Wert von l = 120µm annimmt, eine gekoppelte
Energiesensitivität von etwa εc ' 370 h erwartet wird. Der erwartete Wert der ge-
koppelten Energiesensitivität der übrigen SQUIDs liegen deutlich über diesem Wert,
wie sich aus Abschnitt 6.3.3 ergibt. Aus diesem Grund soll die Diskussion der Energie-
sensitivität ε bzw. des Flussrauschens

√
SΦ auf ein SQUID mit vollflächigen Washern

und einer Länge der Grundseite der Induktivität LA von l = 120µm beschränkt wer-
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den. Aufgrund des in Abschnitt 6.4.4 beschriebenen Signalverlusts im Kryostaten,
der durch ein defektes Koaxialkabel zwischen dem Richtkoppler und dem Proben-
halter bedingt war, sowie dem geringen Wert ∆fmax

r der maximalen Verschiebung
der Resonanzfrequenz muss allerdings auch bei einem solchen SQUID verglichen mit
dem oben genannten Wert von εc ' 370 h mit einem signifikant erhöhten Wert der
Energiesensitivität ε bzw. des magnetischen Flussrauschens

√
SΦ gerechnet werden.

Um die Diskussion der Energiesensitivität ε bzw. des magnetischen Flussrauschens√
SΦ an einem konkreten Beispiel führen zu können, wird im Folgenden das an den

Resonator R14 gekoppelte SQUID betrachtet. Für den Resonator R14 konnte ei-
ne Resonanzfrequenz von fr = 5,9692 GHz, eine Güte von Ql = 4655 sowie eine
Kopplungsgüte von Qc = 6316 bestimmt werden. Für das SQUID wurde ferner eine
Eingangssensitivität von 1/Mis = 9,9µA/Φ0, ein Hystereseparameter4 von βL = 0,11

sowie eine maximale Frequenzverschiebung von ∆fmax
r = 4 kHz ermittelt. Hieraus

ergibt sich für das Verhältnis η = Ql∆f
max
r /fr ein Wert von η = 3,11 · 10−3. Unter

Berücksichtigung des in Abschnitt 6.4.4 bestimmten Pegels des Messsignals am Ein-
gang des Multiplexer-Chips ergibt sich für den einheitenlosen Parameter γ, der ein
Maß für den im SQUID erzeugten magnetischen Fluss, ausgedrückt in Einheiten des
magnetischen Flussquants Φ0, darstellt, ein Wert von γ = 1,85 · 10−3. Damit erwar-
tet man für die Energiesensitivität dieses SQUIDs mit einer Rauschtemperatur des
Messaufbaus von TN = 8 K einen Wert von ε = 1,54 · 107 h bzw. ein magnetisches
Flussrauschen von

√
SΦ = 488µΦ0/

√
Hz.

Zur experimentellen Bestimmung des magnetischen Flussrauschens
√
SΦ wurde

das in Abschnitt 4.6.2 beschriebene Verfahren verwendet. Hierbei wurde die Phase
zwischen dem Referenzsignal und dem Messsignal derart justiert, dass die Span-
nung UI am I-Ausgang des I/Q-Mischers maximiert worden ist. In diesem Fall ent-
spricht die Spannung UI direkt der Amplitude A des Messsignals und die Phase θ
zwischen beiden Signalen ist durch die Spannung UQ am Q-Ausgang des Mischers
gegeben. Auf diese Weise konnte eine direkte Messung des Flussrauschens

√
SΦ bei

einer amplituden- bzw. phasensensitiven Auslesung des Resonators ermöglicht wer-
den. Weiterhin wurde mit Hilfe eines durch die Einkoppelspule fließenden Gleich-
stroms Idc der magnetische Fluss im SQUID auf einen Wert von Φ ' Φ0/4 ein-
gestellt, da an diesem Punkt der Transferkoeffizient VΦ = ∂UI

∂Φ
des SQUIDs einen

maximalen Wert annimmt, wie in Abschnitt 6.2.4 gezeigt wurde. Die Bestimmung
des Transferkoeffizienten VΦ = ∂UI

∂Φ
des SQUIDs erfolgte durch eine Messung der

Fluss-Spannungs-Kennlinie UI(Φ) des SQUIDs, deren Ergebnis in Abbildung 6.15(a)
dargestellt ist. Für den Transferkoeffizienten VΦ kann anhand der Steigung der Kenn-

4Bei dem hier angegeben Wert wurde angenommen, dass die beobachtete Diskrepanz bei der
Frequenzverschiebung ∆fmax

r durch einen verringerten Wert des kritischen Stroms des Josephson-
Kontakts verursacht wird und dieser einen Wert von Ic = 0,7µA annimmt.
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(a) (b)

Abb. 6.15: (a) Fluss-Spannungs-Kennlinie UI(Φ) und (b) aus dem Spannungssignal
UI bestimmtes magnetisches Flussrauschen

√
SΦ des an den Resonator R14 gekoppelten

SQUIDs. Der Resonator wurde mit einem Hochfrequenzsignal angeregt, dessen Frequenz
knapp neben der Resonanzfrequenz des Resonators lag. Für die Steigung der Kennlinie
am Arbeitspunkt konnte ein Wert von VΦ = 657,4µV/Φ0 bestimmt werden. An das
gemessene Flussrauschen

√
SΦ wurde Gleichung 6.28 numerisch angepasst (rote gestri-

chelte Linie). Auf diese Weise konnte für den frequenzunabhängigen Rauschbeitrag (hell-
blaue strichpunktierte Linie) ein Wert von 1,42 mΦ0/

√
Hz und für den niederfrequenten

Beitrag mit SΦ ∝ 1/fκ (gelbe punktierte Linie) bei einer Frequenz von 1 Hz ein Wert
von 5,58 mΦ0/

√
Hz sowie ein Exponent von κ = 0,7 gefunden werden.

linie am Arbeitspunkt ein Wert von VΦ = 657,40µV/Φ0 bestimmt werden.

Abbildung 6.15(b) zeigt das aus dem Amplitudenrauschen SA mit dem Transfer-
koeffizienten VΦ bestimmte Spektrum des Flussrauschens

√
SΦ des SQUIDs. Wie in

der Abbildung zu sehen ist, zeigt das Spektrum für Frequenzen f zwischen 500 Hz

und 15 kHz ein frequenzunabhängiges Plateau und steigt zu niedrigen Frequenzen
hin proportional zu 1/fκ an. Der Abfall des Spektrums für Frequenzen f > 20 kHz

wird durch einen zur Vermeidung des Alias-Effekts verwendeten Tiefpassfilter mit ei-
ner Abschneidefrequenz von fgr = 100 kHz und einer Kantensteilheit von 12 dB/oct

verursacht. Bei Vernachlässigung dieses messtechnisch bedingten Abfalls kann die
spektrale Leistungsdichte SΦ des Flussrauschens durch die Funktion

SΦ = Sw
Φ +

S
1/f
Φ

fκ
(6.28)

beschrieben werden, wobei Sw
Φ den Wert des frequenzunabhängigen Plateaus und

S
1/f
Φ den Wert des zu 1/fκ proportionalen Rauschanteils bei einer Frequenz von 1 Hz

bezeichnet.

Bevor auf den Verlauf des magnetischen Flussrauschens
√
SΦ eingegangen wird,
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soll an dieser Stelle zunächst der gemessene Wert des frequenzunabhängigen Plateaus√
Sw

Φ mit dem oben berechneten Wert
√
SΦ des magnetischen Flussrauschens ver-

glichen werden. Experimentell konnte für das magnetische Flussrauschen ein Wert
von

√
Sw

Φ = 1,42 mΦ0/
√

Hz bestimmt werden. Dieser Wert muss mit dem erwarteten
Wert von

√
SΦ = 488µΦ0/

√
Hz verglichen werden. Es ist leicht zu erkennen, dass

die Größenordnung beider Werte übereinstimmt, der experimentell bestimmte Wert
jedoch um einen Faktor 2,9 über dem berechneten Wert liegt. Zur Klärung dieser
Diskrepanz soll zunächst Gleichung 6.21 betrachtet werden. Diese besagt, dass die
Energiesensitivität ε des SQUIDs, aus der das magnetische Flussrauschen berech-
net werden kann, von der Rauschtemperatur TN des Messaufbaus, dem Verhältnis η,
dem im SQUID erzeugten magnetischen Fluss γ, dem Hystereseparameter βL sowie
der Resonanzfrequenz fr des Resonators abhängt. Hierbei stellen die Rauschtempe-
ratur TN, die Resonanzfrequenz fr sowie das Verhältnis η = Ql∆f

max
r /fr unabhän-

gig voneinander bestimmbare Werte dar, die gemessen worden sind und demnach
als bekannt vorausgesetzt werden können. Hingegen können der Hystereseparame-
ter βL, die SQUID-Induktivität LS sowie der im SQUID erzeugte magnetische Fluss
γ nicht unabhängig ermittelt werden. Im Rahmen der Bestimmung der Eingangs-
sensitivität 1/Mis der SQUIDs in Abschnitt 6.4.6 sowie der Diskussion der maxima-
len Frequenzverschiebung ∆fmax

r in Abschnitt 6.4.7 wurde allerdings ein plausibler
Wert von βL = 0,11 für den Hystereseparameter sowie von LS = 50 pH für die
SQUID-Induktivität bestimmt. Hierbei wurde angenommen, dass die Induktivitäten
und Kopplungen des SQUIDs mit den numerisch berechneten Werten übereinstim-
men. Unter sonst gleichen Voraussetzungen müsste die Diskrepanz zwischen dem
gemessenen und dem berechneten Flussrauschen demnach durch eine Abweichung
des durch das Hochfrequenzsignal im SQUID erzeugten magnetischen Flusses γ von
dem oben berechneten Wert verursacht werden.

Der magnetische Fluss γ hängt nach Gleichung 6.19 von den Güten Ql und Qc,
der Gegeninduktivität MT sowie der Spannung Vrf des Hochfrequenzsignals ab, mit
der der Resonator angeregt wird. Demnach ist unter der oben gemachten Annahme,
dass die Gegeninduktivität MT durch den berechneten Wert gegeben ist, die einzig
unbekannte Größe die Spannung Vrf . Diese wird gemäß der Gleichung Prf = V 2

rf/ZLR

durch den Pegel Prf des Messsignals am Eingang des Multiplexer-Chips bestimmt.
Wie in Abschnitt 6.4.4 erläutert wurde, war im Kryostaten das Koaxialkabel zwi-
schen dem Richtkoppler und dem Probenhalter des Multiplexer-Chips defekt, so dass
der Pegel des Messsignals am Eingang des Multiplexer-Chips nicht genau bekannt
gewesen ist. Obwohl durch einen Vergleich mit früheren Messungen abgeschätzt wer-
den konnte, dass das Messsignal durch das defekte Kabel zusätzlich um etwa 30 dB

gedämpft wurde, kann der Pegel des Anregungssignals des Resonators aufgrund auf-
getretener Leitungsresonanzen unter dem angenommenen Wert gelegen haben. Um
die Diskrepanz zwischen dem gemessenen und dem berechneten Flussrauschen zu
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Abb. 6.16: Vergleich zwischen den aus dem
Amplitudenrauschen SA bzw. dem Phasen-
rauschen Sθ bestimmten Spektren des magne-
tischen Flussrauschens

√
SΦ des an den Reso-

nator R14 gekoppelten SQUIDs.

erklären, müsste der tatsächliche Pegel des Messsignals um etwa 9 dB unterhalb des
angenommen Werts gelegen haben, was einen durchaus realistischen Wert darstellt.

Bevor im nächsten Abschnitt eine Zusammenfassung und Einordnung der bei der
Charakterisierung des hier diskutierten Multiplexers gewonnenen Ergebnisse gegeben
wird, soll an dieser Stelle noch kurz auf den Anstieg des gemessenen Flussrauschens
zu niedrigen Frequenzen hin eingegangen werden. Hierzu ist in Abbildung 6.16 ein
Vergleich zwischen dem aus dem Amplitudenrauschen SA und dem aus dem Phasen-
rauschen Sθ bestimmten Spektren des magnetischen Flussrauschens

√
SΦ dargestellt.

Man sieht deutlich, dass beide Spektren einen Anstieg zu niedrigen Frequenzen hin
zeigen, wobei das aus dem Phasenrauschen Sθ bestimmte Spektrum bei niedrigen
Frequenzen gegenüber dem aus dem Amplitudenrauschen SA ermittelten Spektrum
erhöht ist. Für höhere Frequenzen gehen beide Spektren ineinander über und zeigen
bei mittleren Frequenzen im Bereich von 10 kHz ein frequenzunabhängiges Plateau
sowie bei hohen Frequenzen einen Abfall des Spektrums. Während das frequenzunab-
hängige Plateau durch den HEMT-Verstärker verursacht wird, resultiert der Abfall
bei Frequenzen von f > 20 kHz aus dem zur Vermeidung des Alias-Effekts verwende-
ten Tiefpassfilter. Ein Anstieg der Rauschspektren bei niedrigen Frequenzen konnte
bereits der Diskussion des Amplituden- und Phasenrauschens von Leitungsresonato-
ren aus Niob ohne angekoppelte SQUIDs in Abschnitt 4.6.6 beobachtet werden. Dort
wurde ebenso festgestellt, dass das Phasenrauschen Sθ gegenüber dem Amplituden-
rauschen SA erhöht ist. Da in Abschnitt 4.6.6 die möglichen Ursachen für dieses Ver-
halten ausführlich diskutiert worden ist, soll an dieser Stelle auf eine erneute Aufzäh-
lung der möglichen Ursachen verzichtet werden. Es soll lediglich noch einmal darauf
hingewiesen werden, dass das Flussrauschen der hier diskutierten SQUIDs aufgrund
der vergleichsweise schwachen Kopplung zwischen den SQUIDs und den Resonatoren
vollständig durch die Rauschbeiträge der Resonatoren bzw. des HEMT-Verstärkers



154 6. Mikrowellen-SQUID-Multiplexer

dominiert wird. Aus diesem Grund können aus den hier diskutierten Messungen keine
Erkenntnisse über intrinsische Rauschbeiträge der SQUIDs, zu denen unter anderem
die Fluktuationen der kritischen Ströme der Josephson-Kontakte oder magnetischer
Momente zählen, gewonnen werden.

6.4.9 Zusammenfassung und Einordnung der Ergebnisse

In den vorangegangenen Abschnitten konnte eindeutig gezeigt werden, dass das
Verhalten des im Rahmen dieser Arbeit hergestellten Prototyps eines Mikrowellen-
SQUID-Multiplexers zur Auslesung magnetischer Kalorimeter selbstkonsistent be-
schrieben werden kann und dass die für das Design eines solchen Multiplexers rele-
vanten physikalischen Größen mit Hilfe numerischer Simulationen mit ausreichend
hoher Genauigkeit vorhergesagt werden können. Insbesondere zeigte sich, dass die
verhältnismäßig hohen Werte des gemessenen Flussrauschens

√
SΦ auf eine zu schwa-

che Kopplung zwischen den SQUIDs und den zugehörigen Resonatoren sowie auf
einen Defekt eines Koaxialkabels im Kryostaten zurückgeführt werden kann. Wäh-
rend das Problem eines defekten Koaxialkabels durch eine Reparatur bzw. einen
Austausch des Kabels vergleichsweise einfach beseitigt werden kann, ist für eine
Erhöhung der Kopplung zwischen den SQUIDs und den Resonatoren eine Über-
arbeitung des Multiplexer-Designs notwendig. Hierzu wurden für ein zukünftiges
Multiplexer-Designs bereits erste Vorüberlegungen angestellt sowie numerische Si-
mulationen durchgeführt. Hierbei zeigt sich, dass die Kopplung auf einfache Weise
auf die benötigten Werte erhöht werden kann, um eine Energiesensitivität im Be-
reich von ε ' 100 h zu erreichen. Dementsprechend wird es in einer Fortsetzung
dieser Arbeit mit hoher Wahrscheinlichkeit möglich sein, die Auslesung eines aus
hochauflösenden magnetischen Kalorimetern bestehenden Detektorarrays demons-
trieren zu können. Wie in Abschnitt 2.7 gezeigt worden ist, sollten hierbei bei einer
realistischen Energiesensitivität der SQUIDs im Bereich von ε ' 100 h sehr gute
Energieauflösungen von ∆EFWHM < 2 eV im Energiebereich bis 10 keV erreichbar
sein.
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In den vorangegangenen Kapiteln wurde bereits mehrfach erläutert, dass mit Hil-
fe eines auf nicht-hysteretischen rf-SQUIDs basierenden Mikrowellen-SQUID-Multi-
plexers eine parallele Auslesung aller Detektoren eines aus metallischen magnetischen
Kalorimetern bestehenden Detektorarrays möglich ist. Hierzu müssen die verschie-
denen zur Auslesung der SQUIDs verwendeten Resonatoren simultan mit Hilfe ei-
nes Mikrowellenfrequenzkamms angeregt und zeitgleich wahlweise die Amplituden
oder die Phasen der einzelnen Resonatoren ausgelesen werden. Die Erzeugung des
Mikrowellenfrequenzkamms sowie die Messung der Amplituden bzw. der Phasen der
Resonatoren eines aus N Detektoren bestehenden Detektorarrays kann hierbei ent-
weder vollständig analog durch die Verwendung von N Signalgeneratoren und N

Abwärtsmischern oder mit Hilfe einer als Software Defined Radio, kurz SDR, be-
kannten Technik erfolgen. Dieses Verfahren, das heutzutage standardmäßig im Be-
reich der Nachrichtentechnik zum Aufbau von Sendern und Empfängern eingesetzt
wird, bietet den Vorteil, dass neben einer schnellen Digitalelektronik nur genau ein
Signalgenerator sowie jeweils ein Aufwärtsmischer und ein Abwärtsmischer zur Aus-
lesung eines aus N Detektoren bestehenden Detektorarrays benötigt werden.

7.1 Vollständig analoge Auslesung des Multiplexers

In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass mit dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
Messaufbau, der in Abbildung 4.5 dargestellt ist, ein einzelner, individueller Kanal
des Mikrowellen-SQUID-Multiplexers ausgelesen werden kann. Da es jedoch mit nur
einem analogen Signalgenerator sowie mit nur einem I/Q-Mischer nicht ohne Weite-
res möglich ist, alle zur Auslesung der SQUIDs verwendeten Resonatoren simultan
anzuregen sowie zeitgleich die Amplituden und die Phasen der Resonatoren zu über-
wachen, kann der in Abbildung 4.8 dargestellte Messaufbau in dieser Form nicht zur
simultanen Auslesung aller Kanäle des Multiplexers verwendet werden.

Abbildung 7.1 zeigt eine mögliche Modifikation des im Rahmen dieser Arbeit ver-
wendeten Messaufbaus, mit dem eine simultane Auslesung aller Kanäle eines aus ins-
gesamt N Kanälen bestehenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers möglich ist. Wie
in der Abbildung zu sehen ist, werden die zur Auslesung erforderlichen hochfrequen-
ten Anregungssignale der Resonatoren mit Frequenzen f1 bis fN von insgesamt N
analogen Signalgeneratoren erzeugt. Die auf diese Weise erzeugten Signale werden
mit Hilfe von Richtkopplern in Referenzsignale für die jeweils mit einem Signal-
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Abb. 7.1: Schematische Darstellung einer möglichen Modifikation des in Abschnitt 4.5
beschriebenen Messaufbaus, mit dem eine simultane Auslesung aller Kanäle eines
Mikrowellen-SQUID-Multiplexers möglich ist. Da der im Kryostaten befindliche Teil
des Messaufbaus gegenüber der Auslesung eines einzelnen, individuellen Kanals nicht
modifiziert ist, wurde auf eine Darstellung dieses Teils des Messaufbaus verzichtet. Fer-
ner sind die außerhalb des Kryostaten verwendeten Dämpfungsglieder, Phasenschieber,
Hochfrequenzverstärker und Gleichstromsperren aus Gründen der Übersichtlichkeit in
der Abbildung nicht dargestellt.

generator assoziierten I/Q-Mischer sowie in die eigentlichen Messsignale geteilt. Die
einzelnen Messsignale werden mit Hilfe eines Leistungskombinierers zu einem ge-
meinsamen Signal zusammengefasst, dessen Spektrum sich nach der Kombination
der Einzelsignale aus den N Trägerfrequenzen f1 bis fN zusammensetzt und das
daher die Form des zur Anregung der Resonatoren erforderlichen Frequenzkamms
besitzt. Das so präparierte Messsignal durchläuft dann die gleiche analoge Signal-
kette, die auch zur Auslesung eines einzelnen, individuellen Kanals des Multiplexers
verwendet wird. Dies bedeutet, dass zunächst der Pegel des Messsignals außerhalb
des Kryostaten durch eine Reihe von Dämpfungsgliedern eingestellt wird. Im Kryo-
stat wird das Signal weiter abgeschwächt, durch die auszulesenden Resonatoren hin-
sichtlich der Amplituden und der Phasen der einzelnen Trägersignale modifiziert und
schließlich durch den HEMT-Verstärker vorverstärkt. Außerhalb des Kryostaten wird
das Messsignal, das nun die Amplituden- und Phaseninformationen jedes einzelnen
Resonators enthält, zunächst weiter verstärkt und durch einen symmetrischen Leis-
tungsteiler in N identische Signale si(t) geteilt. Jedes dieser Signale setzt sich aus
den verschiedenen Trägersignalen mit Frequenzen f1 bis fN zusammen und beinhaltet
daher die Amplituden- und Phaseninformationen der Gesamtheit aller Resonatoren.
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Um nun die Amplituden- und Phaseninformationen des i-ten Resonators extrahie-
ren zu können, durchläuft das Signal si(t) einen schmalbandigen Bandpass mit der
Mittenfrequenz fi, durch den die übrigen Trägersignale mit Frequenzen fj mit j 6= i

herausgefiltert werden, so dass das Signal si(t) nur noch die Amplituden- und Pha-
seninformationen des i-ten Resonators enthält. Diese Informationen werden mit Hilfe
des zugehörigen I/Q-Mischers durch Multiplikation des Signals si(t) mit dem jewei-
ligen Referenzsignal mit Frequenz fi in Form von Gleichspannungssignalen Ii(t) und
Qi(t) extrahiert und können schließlich für jeden einzelnen Resonator individuell
aufgezeichnet werden.

Ein großer Vorteil dieser Art der simultanen Auslesung eines Mikrowellen-SQUID-
Multiplexers besteht darin, dass sich diese nicht von der Auslesung eines einzelnen,
individuellen Kanals unterscheidet und im Vergleich zu der im nächsten Abschnitt
diskutierten Lösung sehr einfach gestaltet ist. Dies bedeutet, dass die Ausgangs-
signale der verschiedenen Kanäle direkt an den Ausgängen der I/Q-Mischer in Form
von analogen Spannungssignalen zur Verfügung stehen und auf herkömmliche Art
und Weise weiterverarbeitet werden können. Ferner können mit diesem Schema theo-
retisch nahezu beliebig viele Kanäle simultan ausgelesen werden. Allerdings wächst
die Zahl der zur Auslesung des Multiplexers notwendigen Signalgeneratoren und I/Q-
Mischer proportional zur Anzahl der Kanäle an. Da die Verwendung von mehreren
hundert oder tausend Signalgeneratoren und I/Q-Mischern, die zur Auslesung von
sehr großen Detektorarrays benötigt würden, in der Praxis jedoch nur sehr schwer
umsetzbar ist, stellt das in diesem Abschnitt diskutierte Verfahren keine realistische
Möglichkeit zur Auslesung von sehr großen Detektorarrays dar. Das hier diskutier-
te Verfahren sollte vielmehr als interessante und einfach zu realisierende Möglichkeit
zur Auslesung kleiner Detektorarrays mit wenigen Detektoren angesehen werden und
wurde in diesem Kontext auch schon sehr erfolgreich verwendet [Maz04, Mat11].

7.2 Software Defined Radio

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt worden ist, kann eine simultane Auslesung aller
Kanäle eines Mikrowellen-SQUID-Multiplexers mit rein analoger Messtechnik nur
mit enorm hohen Aufwand umgesetzt werden, da die Zahl der zur Auslesung be-
nötigten Signalgeneratoren und I/Q-Mischer proportional zur Anzahl N der Kanäle
des Multiplexers anwächst. Jedoch kann die Zahl der erforderlichen Signalgenerato-
ren und Mischer durch Verwendung einer als Software Defined Radio bezeichneten
Technik, die heutzutage standardmäßig im Bereich der Nachrichtentechnik verwendet
wird, signifikant reduziert werden. Der Grundgedanke dieser Technik, die erstmals in
[Maz06] zur Auslesung von auf supraleitenden Mikrowellenresonatoren basierenden
bolometrischen Detektorarrays verwendet wurde und im Folgenden anhand von Ab-
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Abb. 7.2: Schematische Darstellung eines SDR-basierten Verfahrens zur Auslesung ei-
nes auf nicht-hysteretischen rf-SQUIDs basierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers.
Da der analoge Teil des Messaufbaus gegenüber der Auslesung eines einzelnen, indivi-
duellen Kanals nicht modifiziert ist, wurde auf eine Darstellung dieses Teils verzichtet.

bildung 7.2 diskutiert werden soll, besteht darin, den zur Anregung der Resonatoren
notwendigen Frequenzkamm nicht mit einzelnen analogen Signalgeneratoren sondern
mit einem schnellen Digital-Analog-Wandler, kurz DAC, zu erzeugen. Ferner wird
das vom Multiplexer transmittierte Signal, das die Amplituden- und Phaseninfor-
mationen der einzelnen Resonatoren enthält, nicht mit einzelnen Bandpässen und
analogen I/Q-Mischern verarbeitet, sondern zunächst mit einem schnellen Analog-
Digital-Wandler, kurz ADC, digitalisiert und anschließend entweder hardwarebasiert
mit einem Field Programmable Gate Array, kurz FPGA, oder softwarebasiert mit
einem Messrechner digital weiterverarbeitet. Da die Resonanzfrequenzen der Resona-
toren jedoch oberhalb des Frequenzbereichs liegen, der heutzutage mit kommerziell
erhältlichen ADCs und DACs abgedeckt werden kann, ist ein Zwischenschritt bei der
Erzeugung des Frequenzkamms sowie der Digitalisierung des transmittierten Signals
notwendig. Dieser Zwischenschritt besteht darin, dass der Frequenzkamm zunächst
in einem mit dem DAC zugänglichen Basisband (BB) erzeugt, anschließend mit Hilfe
eines Aufwärtsmischers in den Frequenzbereich der Resonatoren hochgemischt und
schließlich vor der Digitalisierung wieder mit Hilfe eines Abwärtsmischers in das Ba-
sisband des ADCs heruntergemischt wird. Für diesen Zwischenschritt kann hierbei
entweder wie in [Maz06] oder [Yat09] eine Einseitenbandmodulationstechnik oder,
wie es in Abbildung 7.2 dargestellt ist und beispielsweise in [Dua10] oder [McH12] ver-
wendet wurde, eine Quadraturamplitudenmodulationstechnik, kurz QAM-Technik,
verwendet werden. Bei der QAM-Technik wird mit Hilfe eines analogen Signalgene-
rators ein zeitlich kontinuierliches Hochfrequenzsignal bereitgestellt, dessen Frequenz
fLO in der Nähe der Frequenzen f1 bis fN der Anregungssignale der Resonatoren liegt
und das einerseits als Oszillatorsignal des I/Q-Aufwärtsmischers sowie andererseits
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als Referenzsignal des I/Q-Abwärtsmischers verwendet wird. Der Frequenzkamm im
Basisband wird zunächst softwarebasiert berechnet und von einem zweikanaligen
DAC in Form von zwei analogen Signalen periodisch ausgegeben. Hierbei setzen sich
die Trägersignale si(t) der Resonatoren im Basisband aus jeweils zwei sinusförmigen
Signalen s(1)

i (t) = IBB,i cos (2πfBB,it) bzw. s(2)
i (t) = QBB,i sin (2πfBB,it) mit Amplitu-

den IBB,i und QBB,i mit i = 1, . . . , N zusammen, deren Frequenzen fBB,i = fi − fLO

durch die notwendigen Trägerfrequenzen f1 bis fN sowie das Oszillatorsignal mit
Frequenz fLO festgelegt und deren Phasen um 90◦ gegeneinander verschoben sind.
Die Summe dieser komplexwertigen Signale si(t) = s

(1)
i (t) − is(2)

i (t) wird mit Hilfe
des I/Q-Aufwärtsmischers mit dem Oszillatorsignal mit Frequenz fLO multipliziert.
Auf diese Weise erhält man am Ausgang des Mischers das eigentliche Messsignal
s(t), das eine Überlagerung der zur Anregung der Resonatoren erforderlichen Trä-
gersignale IBB,i cos(2πfit) + QBB,i sin(2πfit) darstellt. Das so erzeugte Messsignal
durchläuft die gleiche analoge Signalkette, die auch zur Auslesung eines einzelnen,
individuellen Kanals des Multiplexers bzw. bei der vollständig analogen Auslesung
des Multiplexers verwendet wird. Dies bedeutet insbesondere, dass dem Messsignal
s(t) die Amplituden- und Phaseninformationen aller Resonatoren aufgeprägt werden.
Außerhalb des Kryostaten wird das Messsignal mit Hilfe des I/Q-Abwärtsmischers
mit dem Oszillatorsignal mit Frequenz fLO multipliziert. Hierbei werden am Ausgang
des Mischers zwei Signale I(t) und Q(t) erzeugt, die im Basisband des nachfolgen-
den zweikanaligen ADCs liegen und deren Phasen um 90◦ gegeneinander verschoben
sind. Diese Signale werden mit Hilfe des ADCs digitalisiert. Die hieraus resultie-
rende, digitale Version des komplexwertigen Signals I(t) − iQ(t) kann anschließend
digital weiterverarbeitet werden, um schließlich die Amplituden- und Phaseninfor-
mationen der einzelnen Resonatoren extrahieren zu können. Die Verwendung einer
QAM-Technik mit zweikanaligen DACs und ADCs bietet sich in diesem Fall an, da
auf diese Weise die mit einem DAC zur Verfügung stehende Bandbreite effektiv ver-
doppelt werden kann und sich zudem Trägersignale si(t) mit Frequenzen fi ober-
und unterhalb der Oszillatorfrequenz fLO erzeugen lassen.

Das Ziel der Verarbeitung des digitalisierten Signals I(t)−iQ(t) besteht darin, die
Amplituden- und Phaseninformationen jedes einzelnen Resonators zu extrahieren.
Hierfür muss das Signal I(t)−iQ(t) zunächst „kanalisiert“ werden. Dies bedeutet, dass
aus dem Signal I(t)− iQ(t) die einzelnen Trägersignale si(t) extrahiert werden müs-
sen, in denen jeweils die Amplituden- bzw. Phaseninformationen der einzelnen Re-
sonatoren enthalten sind. Hierbei können für die Kanalisierung des Signals sowie die
Bestimmung der Amplituden- und Phaseninformationen grundsätzlich verschiedene
Verfahren verwendet werden, die sich hinsichtlich der Anforderungen an die Hard-
ware bzw. hinsichtlich des Rechenaufwands sowie der Komplexität der zu Grunde
liegenden Algorithmen unterscheiden. Zwei Verfahren, die in der Vergangenheit be-
reits erfolgreich zur Auslesung bolometrischer Detektorarrays, die auf supraleitenden
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Mikrowellenresonatoren basieren, verwendet wurden, sind FPGA-basierte Versionen
der digitalen Abwärtsmischung [Maz06, Bou11] sowie der schnellen Fouriertransfor-
mation [Yat09]. Abhängig von der Zahl der insgesamt auszulesenden Kanäle können
verschiedene Verfahren auch miteinander kombiniert werden, um durch eine „Vorka-
nalisierung“ des Signals I(t)−iQ(t) den Rechenaufwand zur Bestimmung der Träger-
signale si(t) mit Hilfe von nachfolgenden Verfahren zu reduzieren [Dua10, McH12].

Ein SDR-basiertes Verfahren bietet somit die Möglichkeit, mit genau einer Di-
gitalelektronik, sowie genau einem analogen Signalgenerator, einem I/Q-Aufwärts-
und einem I/Q-Abwärtsmischer eine Vielzahl von Kanälen des Mikrowellen-SQUID-
Multiplexers simultan auszulesen. Die maximale Zahl von Kanälen, die hierbei zeit-
gleich mit einer Elektronik ausgelesen werden kann, wird durch die Bandbreite der
DACs und ADCs, die Bandbreite der auszulesenden Detektoren, der Leistungsfähig-
keit der Hardware sowie der Effizienz der Algorithmen zur Kanalisierung bestimmt.
Jedoch sollten mit kommerziell erhältlichen FPGAs unter Berücksichtigung der ef-
fektiven Bandbreite magnetischer Kalorimeter durchaus einige hundert Detektoren
mit einer einzigen Elektronik ausgelesen werden können. Durch die Verwendung meh-
rerer, unabhängiger Elektroniken sollte es darüber hinaus möglich sein, selbst ver-
gleichsweise große Detektorarrays mit mehreren tausend Kanälen simultan auszule-
sen. Folglich stellt ein SDR-basiertes Verfahren einen sehr vielversprechenden An-
satz zur Auslesung eines rf-SQUID basierten Mikrowellen-SQUID-Multiplexers dar.
Allerdings müssen bis zum ersten erfolgreichen Einsatz eines SDR-basierten Verfah-
rens bei magnetischen Kalorimetern noch einige offene Fragen geklärt und technische
Herausforderungen gemeistert werden. So ist zum Beispiel die Bandbreite des Signals
eines magnetischen Kalorimeters im Vergleich zu den bolometrischen Detektoren, bei
denen SDR-basierte Verfahren bislang mit großem Erfolg eingesetzt worden sind, um
nahezu zwei Größenordnungen höher. Aus diesem Grund sind die Anforderungen an
die Geschwindigkeit der digitalen Signalverarbeitung verglichen mit bolometrischen
Detektoren höher und erfordern die Implementierung hocheffizienter Algorithmen zur
Kanalisierung sowie zur Aufbereitung der Signale. Insbesondere wird es nicht möglich
sein, die nach der Kanalisierung auftretenden Datenströme, die pro Kanal im Be-
reich von etwa 50 kHz liegen werden, kontinuierlich zu speichern. Aus diesem Grund
muss ebenfalls die Entwicklung einer hardwarebasierten Echtzeit-Datenanalyse mit
Hilfe eines optimalen Filters in Betracht gezogen werden. Aufgrund der Fortschrit-
te im Bereich der Nachrichtentechnik, in der SDR-basierte Verfahren ein aktives
Forschungsgebiet darstellen, ist es jedoch zweifelsfrei zu erwarten, dass diese noch
offenen Fragen beantwortet werden können. Dies wird mit hoher Wahrscheinlichkeit
in Kombination mit einer zweiten Generation des im Rahmen dieser Arbeit entwi-
ckelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexers die Auslesung großer Detektorarrays mit
mehreren tausend Detektoren ermöglichen.
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In der vorliegenden Arbeit wurde die Entwicklung eines SQUID-basierten Frequenz-
multiplexverfahrens zur Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter diskutiert.
Das entwickelte Verfahren basiert auf der Idee eines dissipationsfreien Mikrowellen-
SQUID-Multiplexers, bei dem die Auslesung einzelner Detektoren mit Hilfe nicht-
hysteretischer rf-SQUIDs erfolgt. Diese sind induktiv an supraleitende Resonanz-
kreise mit eindeutigen Resonanzfrequenzen gekoppelt und können als parametrische
Induktivitäten betrachtet werden. Aufgrund der induktiven Kopplung führt eine Än-
derung des magnetischen Flusses in einem der SQUIDs zu einer Änderung der effek-
tiven Induktivität des zugehörigen Resonators, die wiederum mit einer Änderung der
Resonanzfrequenz verknüpft ist. Durch eine kapazitive Kopplung aller Resonatoren
an eine gemeinsame Durchgangsleitung können einerseits die verschiedenen Reso-
natoren simultan angeregt und andererseits die Änderungen der Resonanzfrequen-
zen phasensensitiv oder amplitudensensitiv ausgelesen und damit die ursprünglichen
Detektorsignale ermittelt werden.

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Multiplexer wurde für die Auslesung ma-
gnetischer Kalorimeter konzipiert, die für die hochauflösende Röntgenspektroskopie
vorgesehen sind und mit denen der Energiebereich bis 10 keV mit einer Energieauflö-
sung von ∆EFWHM < 2 eV abgedeckt werden soll. Um eine Abschätzung der Anforde-
rungen bzw. eine Dimensionierung des Multiplexers zu ermöglichen, wurde zunächst
der Einfluss der gekoppelten Energiesensitivität εc des SQUID-Magnetometers auf
die erreichbare Energieauflösung eines magnetischen Kalorimeters untersucht. Für
die in diesem Zusammenhang durchgeführten Optimierungsrechnungen wurde eine
transformatorgekoppelte Detektorgeometrie mit mäanderförmiger Detektionsspule
und einem paramagnetischen Temperatursensor aus Au:Er vorausgesetzt. Für die
Wärmekapazität des Absorbers wurde ein Wert von Cabs(30 mK) = 0,15 pJ/K bei
einer Temperatur von T = 30 mK angenommen. Die intrinsische Energieauflösung
eines solchen Detektors beträgt ∆EFWHM = 0,54 eV. Es konnte gezeigt werden, dass
mit einem solchen Detektor im Energiebereich bis 10 keV eine Energieauflösung von
∆EFWHM < 2 eV erreicht werden kann, sofern das zur Auslesung des Detektors ver-
wendete SQUID-Magnetometer eine gekoppelte Energiesensitivität von εc < 100 h

sowie eine Eingangsinduktivität im Bereich von Li ' 900 pH besitzt.

Um die Entwicklung eines rf-SQUID-basierten Frequenzmultiplexverfahrens für
die Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter zu motivieren, wurden die Vor-
und Nachteile verschiedener Multiplexverfahren diskutiert. Hierbei zeigte sich, dass
dc-SQUID-basierte Zeitmultiplexverfahren oder Codemultiplexverfahren für die Aus-
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lesung kleiner Detektorarrays sehr gut geeignet sind. Da bei diesen Verfahren je-
doch die Bandbreite der einzelnen Kanäle mit steigender Zahl der Detektoren im-
mer weiter eingeschränkt werden muss und in realitätsnahen Umsetzungen zudem
die dissipierte Leistung proportional zur Anzahl der Detektoren anwächst, sind die-
se Verfahren für die Auslesung großer Detektorarrays nur bedingt geeignet. Ein auf
nicht-hysteretischen rf-SQUIDs basierender Mikrowellen-SQUID-Multiplexer ist hin-
gegen intrinsisch dissipationsfrei und erlaubt zudem eine Auslesung von Detektoren
mit hoher Bandbreite. Obwohl es einerseits bei einem solchen Multiplexer deutlich
schwieriger ist, mit einem dc-SQUID vergleichbare Energiesensitivitäten zu errei-
chen, hängt andererseits die Energiesensitivität des Multiplexers nicht von der Zahl
der ausgelesenen Detektoren ab. Aus diesen Gründen stellt ein rf-SQUID-basiertes
Frequenzmultiplexverfahren einen vielversprechenden Ansatz zur Auslesung großer
Detektorarrays mit mehreren hundert oder tausend Detektoren dar.

Die bei einem Frequenzmultiplexverfahren notwendige Frequenzcodierung der De-
tektorsignale wurde im Rahmen dieser Arbeit durch supraleitende, koplanare λ/4-
Leitungsresonatoren aus Niob realisiert. Um eine Bestimmung relevanter Parameter
für die Vorhersage der Resonanzfrequenzen sowie eine Messung der erreichbaren Gü-
ten der Resonatoren zu ermöglichen, wurden auf einem thermisch oxidierten Silizium-
substrat eine Reihe von Resonatoren aus Niob hergestellt und im Temperaturbereich
zwischen 18 mK und 2,5 K leistungsabhängig charakterisiert. Es zeigte sich, dass die
Temperaturabhängigkeit der Resonanzfrequenzen durch das Standardtunnelmodell
amorpher Festkörper sowie die Mattis-Bardeen-Theorie beschrieben werden kann.
Hierbei ergaben sich abhängig von der Breite sr der Innenleiter der Resonatoren
für die kinetischen Induktivitätsverhältnisse α Werte zwischen 10 % und 15 % und
für die mit einem Füllfaktor F gewichteten Verlustwinkel δ0

TLS der Tunnelsysteme
wurden Werte zwischen 3 · 10−5 und 5 · 10−5 gefunden. Für die erreichbaren Güten
der Resonatoren konnten Werte zwischen 103 und 105 bestimmt werden. Aus einer
Analyse des Amplitudenrauschens bzw. des Phasenrauschens konnte ferner geschlos-
sen werden, dass die Rauschtemperatur des Messaufbaus durch den zur Verstärkung
des Messsignals verwendeten HEMT-Verstärker dominiert wird und am Eingang des
Resonator- bzw. Multiplexer-Chips einen Wert von TN ' 8 K annimmt.

Um eine technische Umsetzung des entwickelten Mikrowellen-SQUID-Multiplexer
zu ermöglichen, war es erforderlich einen zuverlässigen und reproduzierbaren Herstel-
lungsprozess für Josephson-Tunnelkontakte zu entwickeln. Der im Rahmen dieser
Arbeit entwickelte Prozess basiert auf einer mittels eines Kathodenzerstäubungs-
verfahrens abgeschiedenen Nb/Al-AlOx/Nb-Dreischichtstruktur. Die Definition der
Größe der Josephson-Kontakte erfolgt durch einen selektiven Trockenätzprozess der
Deckelelektrode der Dreischichtstruktur in Verbindung mit einer elektrochemischen
Passivierung der Ränder der Josephson-Kontakte. Im Verlauf der Entwicklung dieses
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Prozesses wurde eine Vielzahl von Josephson-Kontakten verschiedener Größen her-
gestellt, deren Qualität anhand von Messungen der Strom-Spannungs-Kennlinien be-
urteilt worden ist. Es zeigte sich, dass mit dem entwickelten Prozess qualitativ hoch-
wertige Josephson-Kontakte mit Werten des IcRN-Produkts im Bereich von 1,7 mV

sowie mit Verhältnissen Rsg/RN im Bereich zwischen 20 und 50 hergestellt werden
können. Als mögliche Ursachen für die beobachtete Streuung der kritischen Ströme Ic

sowie der Widerstände RN, die zum momentanen Zeitpunkt eine hundertprozentig
zuverlässige Vorhersage der Eigenschaften der Josephson-Kontakte noch nicht er-
laubt, konnten mechanische Verspannungen in den abgeschiedenen Niobfilmen sowie
Variationen der Größen der Flächen der Josephson-Kontakte angeführt werden.

Auf Grundlage des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Multiplexer-Designs
SQMUX01 konnte ein erster Prototyp eines auf nicht-hysteretischen rf-SQUIDs ba-
sierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers hergestellt werden, der speziell für die
Auslesung metallischer magnetischer Kalorimeter konzipiert worden ist. Um einer-
seits hohe Kopplungsfaktoren zwischen den Einkoppelspulen und den SQUIDs ga-
rantieren zu können und um andererseits eine effektive Unterdrückung magnetischer
Störsignale zu ermöglichen, wurden für die SQUIDs planare Washer-Geometrien ge-
wählt, bei denen durch eine Parallelschaltung aus vier identischen Washern Gradio-
meter zweiter Ordnung realisiert wurden. Für die SQUIDs wurden sowohl vollflächige
Washer als auch geschlitzte Washer verwendet. Für die SQUID-Induktivität LS konn-
ten numerisch Werte von 50 pH und 60 pH berechnet werden. Für die Induktivität
Li der Einkoppelspulen ergaben sich ferner Werte von 821 pH und 1337 pH.

Anhand von Messungen der Fluss-Spannungs-Charakteristik U(Φ) der SQUIDs
konnte eindeutig gezeigt werden, dass der im Rahmen dieser Arbeit hergestellte Mul-
tiplexer voll funktionsfähig ist. Ferner wurden die Eingangssensitivitäten 1/Mis, die
maximalen Frequenzverschiebungen ∆fmax

r der Resonanzfrequenzen der Resonatoren
sowie das magnetische Flussrauschen

√
SΦ der SQUIDs bestimmt. Hierbei zeigte sich,

dass die experimentell bestimmten Werte dieser Größen selbstkonsistent beschrieben
werden können, sofern von einer Abweichung der kritischen Ströme Ic gegenüber den
Entwurfswerten von Ic = 4µA ausgegangen wird. Diese Annahme konnte durch eine
Messung der Verteilung der kritischen Ströme Ic sowie der Normal-Widerstände RN

von zu Testzwecken an den Rändern der Multiplexer-Chips platzierten Josephson-
Kontakten untermauert werden. Für den Mittelwert der Verteilung der kritischen
Ströme Ic wurde ein Wert von 1,06µA gefunden. Die verhältnismäßig geringen Wer-
te der maximalen Frequenzverschiebung ∆fmax

r im Bereich von wenigen kHz konnten
auf eine zu schwache Kopplung zwischen den SQUIDs und den Resonatoren zurück-
geführt werden. Ebenso konnte das gemessene Flussrauschen der SQUIDs, das Werte
im Bereich von 1 mΦ0/

√
Hz angenommen hat, auf die zu schwache Kopplung zwi-

schen den SQUIDs und den Resonatoren sowie einen Signalverlust im Kryostaten
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erklärt werden. Der Signalverlust im Kryostat wurde durch ein defektes, halbstar-
res Koaxialkabel verursacht. Auf Grundlage der durchgeführten Charakterisierungs-
messungen konnte geschlossen werden, dass unter idealen experimentellen Randbe-
dingungen mit dem entwickelten Multiplexer ein magnetisches Flussrauschen

√
SΦ

im Bereich von 30µΦ0/
√

Hz erreicht werden kann. In einem zukünftigen Multiplexer-
Design sollte ferner durch eine Erhöhung der Kopplung zwischen den SQUIDs und
den Resonatoren sowie durch eine Erhöhung der kritischen Ströme Ic der Josephson-
Kontakte eine gekoppelte Energiesensitivität von εc < 100 h und damit eine Ausle-
sung hochauflösender metallischer magnetischer Kalorimeter mit Energieauflösungen
von ∆EFWHM < 2 eV möglich sein.

In der vorliegenden Arbeit konnte somit mit der Entwicklung, Herstellung und
Charakterisierung eines voll funktionsfähigen und auf nicht-hysteretischen rf-SQUIDs
basierenden Mikrowellen-SQUID-Multiplexers ein wichtiger Schritt auf dem Weg zur
Auslesung großer, aus mehreren hundert oder tausend hochauflösenden Detektoren
bestehenden Detektorarrays getan werden. Insbesondere wurde gezeigt, dass ein sol-
ches Verfahren mit den erforderlichen Spezifikationen für höchstauflösende Rontgen-
spektroskopie realisiert werden kann. Ungeachtet einer Reihe von technischen Her-
ausforderungen, die es sowohl bei der Herstellung als auch bei der Auslesung eines
Mikrowellen-SQUID-Multiplexers noch zu bewältigen gilt, wird es damit zukünftig
möglich sein, im Kontext verschiedener Fragestellungen eine Reihe sehr interessanter
Experimente durchzuführen und weitere, womögliche tiefgreifende Erkenntnisse über
die Struktur und den Aufbau der physikalischen Welt zu gewinnen.
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