GREGOR SCHNEIDER

MATHEMATISCHER PLATONISMUS

Beitrage zu Platon und zur Philosophie der Mathematik

Miinchen 2012



Heidelberger Dissertation



FUR JONA



Inhalt

Vorwort
Einleitung

1 Zur Metamathematik in Platons Dialogen

1.1 Mathematikhistorische Vorbemerkungen . . . . . ... ... ... ... .. ... .. ...
1.2 Mathematische Beispiele in «Ilon» und «Hippias» . . .. ... .. ... ... ........
1.2 «lom» . ..o e e
122  «HippiasI» . . . . . . o e
1.3 Das Liniengleichnis in der «Politeia» . . . . .. ... ... ...................
1.3.1 DasGleichnis . . . . . .. ... e
1.3.2  DielLinie . . . . .. .. e
1.3.3  Die Abbild-Urbild-Theorie . . . . . . . . . . ..
1.3.4  Linie, Hohle und eine passende Erweiterung . . . . . . .. .. ... ... ... . ......
1.3.5  Diewverfeinerte Linie . . . . . . . . . . ...
1.3.6  Dieldeenzahlen . . . . . . .. . .. .. ...
1.3.7  Die Ideenzahlen im Spiegel der Geometrie . . . . . . . .. ... ... .. .. .. ... ...
1.3.8  Die mathematischen Wissenschaften . . . . . . . .. ... ... . .. . ...
1.3.9  Hypothesen und Struktur . . . . . .. ... .
1.3.10 Zum Hinterschreiten der mathematischen Voraussetzungen . . . . . . . . ... .. ... ...
1.3.11 Die Gegenstinde der Dianoia . . . . . . . . .. ... ... e
1.3.12 Mathematik und die Entstehung der Welt . . . . . . . ... .. ... .. ... ... ...
1.3.13 Hohle und Kopf: Zur Physiologie des Hohlengleichnisses . . . . . . .. .. ... ... ....
1.3.14 Die «unverniinftigen Linien» in Politeia 534d . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.4 Exkurs: Der Goldene Schnitt und die Ordnung des Kosmos . . . ... ... ... ... ..
1.41  Verkehrte Verhiiltnisse . . . . . . . . . . .. ..
1.4.2  Der Goldene Schnitt und seine Eigenschaften im antiken Wissen . . . . ... ... ... ...
1.4.3  Der Goldene Schnitt bei Platon . . . . . . . .. .. .. ... .. ... . ...

2 Geometrische Konstruktion und Tugend — Zu Menon 86d-87a
2.1 Differenzen Euklidischer und modernen Mathematik . . . . ... ... ... ... .. ...
2.2 Die Fragestellung und ihre Bearbeitung . . . . .. .. ... .. ... ... ... ... ...,
221  Moderne Antworten . . . . . ...
2.2.2  Was wusste Platon davon? . . . . . . ...
2.2.3  Sokrates’ Losung: Text und Vokabular . . . . . .. ... .. ... ... .. ... ...
23 Interpretationen. . . . . . ... .. .. e
2.3.1  Eine Rhapsodie von Losungsversuchen . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. ... ..
2.3.1.1 Benecke . . . . ..
23.1.2 Butcher . .. ... ..
2313 Kokkinos . . . . ... ...



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — INHALT A\

2.3.14 Heijboer . . . . . . . . . 65
2315 Meyers . . .. ... e 65
2.3.1.6 Das Ungentigen der bisher dargestellten Interpretationen . . . . . ... ... ... ... 66
2317 Lloyd . .. ... 66
2.3.2  Allgemeine Losungsversuche . . . . . ... . ... ... ... 67
2.3.2.1 Sternfeldund Zyskind . . . . ... 67
2.3.2.2 August, Cook Wilson, Heathetal. . . . . .. .. ... .. .. .. .. ... ... .. ... 67
2.3.3  Einwinde gegen die Interpretation nach (3) . . . . . . .. ... .. .. 68
2.3.4  Zum Status geometrischer Objekte im Menon . . . . . . . . ... ... .. .. ... .. ... 70
2.3.5  Die Gegebenen —SESOMEVOL . . . . o vt 71
2.3.6  Die hypothesis als begriffliche Objektbestimmung . . . . . . ... ... .. ... ....... 74
2.4 Exkurs: Modernes Gegebensein und der Ursprung der Mathematik . . ... ... .. .. 76
241  «ndiscernibles» . . . . ... 76
2.4.2  Der Beginn der durchdachten Mathematik . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ... 77
2.5 Weitere Analogieebenen . . . . . ... ... L L 78
2.5.1  Taktikund Geometrie . . . . . .. ... 78
2.5.2  Flicheund Meinung . . . . . . . . .. . 82
2.5.3 DieMittefinden . . . . . . .. .. 84
254  Ausblick . .. ... 85
3 Die Dinge gerade biegen — Parmenides und die Definition der geraden Linie 87
3.1 Einleitungund Ubersicht . . . ... ..... ... ... ... ... .. 87
3.2 Rund> und «gerade> in Parmenides 137de . . . . .. .. ... ... ... 0L 89
3.2.1  Schwierigkeiten der Standardinterpretation. . . . . . . ... ... .. .. 89
3.2.2  Eine neue Interpretation von aund> und <gerade> . . . . . ... ... L .. 91
3221 Rundundeckig . ... ... ... .. ... .. 91
3.22.2 Gleichmafiigkeit . . . ... ... ... ... ... 94
3.2.3 Diegerade Linie definieren . . . . . . . ... 95
3.24  ZurWortbedeutung . . . . . . ... 97
3.3 Aristoteles: Topik VI11 . . .. .. .. o 98
3.4 Euklids Definition der geraden Linie in den «Elementen» . . . . . .. ... ... ... ... 101
3.5 Der unperfekte Kreis im Siebten Brief . . . . ... ... ... ... ... ... 0. 103
3.5.1 Derunperfekte Kreis . . . . . . ... .. 103
3.5.2  Die Ungenauigkeit der sichtbaren Welt . . . . . . . . ... ... .. .. .. .. .. . .. ... 104
3.5.3  Siebter Brief 343a nach Parmenides 137de . . . . . . . .. . ... ... .. 105

4 Probleme mit den natiirlichen Zahlen: Vollstdndige Induktion und Nichtstandard-

Modelle 107
41 Einleitung . . .. ... ... ... 107
42 Probleme mit den nattirlichen Zahlen . . . . ... ... ... ... ... ... ... ..., 108
4.2.1  Die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen . . . . . . .. .. ... ... . ... .. ... 108
4.2.2  Aus Sicht der formalen Logik: Die Peano-Arithmetik . . . . . .. ... .. .. ... .. ... 109
4221 Der Aufbau der formalen Logik erster Stufe . . . . ... ... ... ... ... ..., 109
4.22.2 Die Arithmetik in einer formalen Logik erster Stufe . . . . .. ... ... . ... ... .. 110
4.2.3  Skolems Paradox . . . . . . . . .. .. 114
4.2.4  Pridikatenlogik zweiter Stufe . . . . . . .. .. L 115
4.2.5  Tenmenbaums Theorem . . . . . . . . . . . 116
4.2.6  Formale Unbeschreibbarkeit und selbsterweiternde Imperative . . . . . . . ... .. ... ... 117

4.2.7  Die Zahlen in der intellektuellen Anschauung . . . . . ... ... ... .. .. ... .. ... 118



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — INHALT vi

43  Uber die Rechenoperationen zu den natiirlichen Zahlen . .. ... ............. 119
44 Dienattirlichen Zahlenbei Platon . . . .. .. ... ... ... ... . ... .. .. ... 121
4.4.1  Die Zahl in der frithgriechischen Mathematik . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... 121
4.4.2  Unendlichkeit in «Parmenides» 142b-143a . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 125
4.4.3  Multiplikation in «Parmenides» 143a-144a . . . . . . . . . ... .. .. ... 129
4.4.4  Vollstandige Induktion in «Parmenides» 149a-c . . . . . . . ... ... .. .. ... ... 133
5 Formalisierbarkeit — die moderne Aussprechbarkeit 136
51 Formalisierung und ihre Grenzen . . ... . ... .. ... ... ... .. ... ....... 136
5.1.1 Logikund Logistik . . . . . . . . . . .. 136
512  Formalisierung . . . . . . . . ... 138
5.1.3  Nicht-Formalisierbares . . . . . . . . . .. . ... 142
5.1.4  Zur Prizisierung durch Formalisierung . . . . . . . ... .. ... .. .. ... 144
5.2 Reine Strukturen ohne Weltbezug: Ein Beispiel . . . . . .. ... ... .. ... ... ..., 145
53 Geometrieund formale Logik . . . . . . ... ... ... L o oL 149
54 Hegel und die Begriindung der logischen Bestimmungen . .. ... ............ 151
541 HegelsLogik . . . . . . . . e 152
54.2  Hegel formalized> . . . . . . . .. ... .. 153
5.4.3  Formale versus intuitive Logik . . . . . . . . . ... 156
5.5 Zur Formalisierung von Finslers Mengenlehre . . . . ... ... ... .. ... ... ..., 157
5.5.1  Einbettung und Rechtfertigung . . . . . . . . . . . ... 157
55.2 DieAxiome . . . . . ... 158
55.3 DerSinnder Axiome . . . . . ... 160
5.5.4  Zur Formalisierung der Axiome . . . . . . . .. . ... 162
5.5.5  Vorlidufige Ergebnisse . . . . . . . ... 164
5.5.6  Nichster Versuch . . . . . . . . ... 165
5.5.7  Aufdem Weg zu einer Theorie reiner Strukturen . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 167
5.5.8  Abschlieflendes zur Finsler-Mengenlehre . . . . . . . . .. .. ... .. .. ... .. .. ... 168
5.6 Zur Anwendung formaler Methoden auf platonische Dialoge . . . . . ... ........ 169
5.6.1 Ratiound Religion . . . . . . . . . ... . 169
5.6.2  Formalisierung des «Parmenides» . . . . . . . .. ... ..o 171
5.7 Jenseits des Formalen — Eidetische Variation . . . ... ... ... ... ........... 173
6 Zur Existenz mathematischer Gegenstiande 181
6.1 Mathematischer Platonismus und Platon . . . .. ... ... .. ... ............ 181
6.2 RedentiberdieExistenz . . .. .. ... ... .. .. ... L 184
6.3 Existenzkriterien . . . . .. ... ... 186
6.3.1  Einleitende Bemerkungen und Uberblick . . . . ... ... ... ... . ... . ... .. 186
6.3.2  Die Kluft zwischen Innenwelt und Gegenstand . . . . . . . . ... ... ... .. .. .. ... 188
6.3.3 BesteTheorie . . . . . . . . .. . e 190
6.3.4  Instrumentelle Beobachtung . . . . . . . . . ... L 191
6.3.5  Kontinuitit und Kohdrenz . . . . . . . . ... ... 194
6.3.6  Kausalitit in der Existenzerkenntnis . . . . . . . . . ... ... .. ..o .. 195
6.3.7  Manselbst ist involviert . . . . . . ... 197
6.4 Existierensienunodernicht? . . . .. ... ... .. L L L L 199
7 Platons Platonismus 201
71 Einleitung . . . . .. ... 201

7.2 Der Aufstieg und die moderne mathematische Methode . . . . .. ... ... ....... 202



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — INHALT vii

7.2.1  Das platonische Curriculum . . . . . . ... ... 202
7.2.2  Das Kreisbeispiel: Struktur und Modell . . . . . .. ... ... ... .. .. .. .. .. ... 203
7.2.3  Hilberts Axiomatik . . . . . . . ... ... 204
7.2.3.1 Implizite Definition . . . ... ... .. .. .. .. 204
7.2.3.2 Hilberts Axiomatisierung zwischen Vorstellung und Begriff . . . . . ... ... ... .. 206
73 GibtesIdeender Mengeund Zahl? . .. ... ... ... ... ... ... ... ...... 207
7.3.1 ZueinerIdeeder Zahl . . . . . . . ... . 208
7.3.2  Zurldeeder Menge . . . . . . . . .. ... 210
74 Zur Grundlegung der Mengenlehre . . . . ... ... ... ... . L L L. 211
7.4.1  Mengentheorien . . . . . . . ... 213
7.4.1.1 Exkurs: Zermelo und die naive Komprehension . . . . . ... ............... 213
7412 ZEC ... 217
74.1.3 Variantenvon ZFCmitKlassen . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... 221
74.1.4 Reflektionsaxiomenschemata . . . . . ... ... ... . ... ... ... . ... ... 224
7415 Typentheorie . . . ... ... ... ... 224
741.6 NF . ..o 225
7417 NFU . ... e 226
7.4.1.8 Topologische Mengentheorien . . . . .. .. ... ... .. ... ... ... .. .. ... 228
7419 Doppelmengen . . . . ... ... ... 229
7.4.2  Mengenintuitionen . . . . .. ... 229
7421 Limitationofsize> . . . . .. ... .. 229
7422 lIterative Mengenbegriff . . . . . . . ... .. L L L 230
7423 AKund zirkelfreieMengen . . . . . . .. ... . L L L 231
7424 Reflektionsprinzip . . . . . ... ... ... 232
7.4.2.5 Syntaktischer Selbstbezug . . .. ... ... ... .. ... Lo L 233
7.42.6 Zusammenfassung und Vergleich . . .. . ... ... .. .. . o o oL oL L. 233
743 Resultat . .. ... ... 234



Vorwort

Diese Arbeit wurde 2010 als Dissertation an der Philosophischen Fakultdt der Ruprecht-Karls-Univer-
sitait Heidelberg eingereicht und jetzt unter dem Druck dufierer Umstiande zu einem zweiten Ende ge-
bracht — im Hinblick auf eine dritte und letzte Vervollstindigung, die aus Umfang und Methode der
Arbeit resultierend wiinschenswert erscheint. Die Methode war, vage aber wahr erscheinende Inter-
pretationen im Zusammenspiel von Text und systematischer Vertiefung zu prézisieren und korrigieren.
Sie ist auch deswegen noch mehr ein inspirierter Forschungsbeitrag, der die wissenschaftliche Diskus-
sion befeuern mochte, und weniger ein fehlerloses Kompendium zertifizierter Erkenntnisse, die allge-
mein anerkannt sind. Ihr Motto ist (nach Brotbeck 2011, S.72): «Ein gutes Buch pfliickt nicht selbst die
Friichte, die es reifen ldsst.» Eine erweiterte und insgesamt kohdrentere Fassung findet sich vermutlich
im Augenblick dieses Lesens unter www.platon.gfschneider.de, wie auch zu hoffen ist, dass der Druck
umgeleitet werden konnte, und der tiberarbeitete Text nunmehr als Buch vorliegt.

Tatsdchlich sind alle im Verlauf der folgenden Seiten aufgestellten Thesen erst im Laufe meines Forschens
zu PLATONSs philosophischer Auffassung der Mathematik entstanden. Letztlich entspringen sie alle da-
raus, dass man die frithgriechische Mathematik wahrlich ernst nimmt: «The Greeks first spoke a lan-
guage which modern mathematicians can understand: as Littlewood said to me once, they are not clever
schoolboys or ‘scholarship candidates’, but ‘Fellows of another college’.» (Hardy 1940, S.12)

Diese Arbeit benétigte zu ihrem Zustandekommen einzelner Menschen, denen ich von Herzen danke:
Zum einen Herrn Prof. Dr. Andreas Kemmerling fiir die unvoreingenommene Aufnahme als Doktorand
und die Moglichkeit in Heidelberg wissenschaftlich zu forschen. Zum anderen meinem familidren Um-
feld, insbesondere meinen Eltern. Dariiber hinaus danke ich den Teilnehmern des sogenannten MOn-
tagsKOlloquiums fiir ihre Hinweise und Anmerkungen, sowie den Herren Prof. Dr. A. Koch, Prof. Dr. K.
Ambos-Spies und Dr. W. Lenski fiir ihr inhaltliches Interesse und die Bereitschaft die weiteren Gutachten
zu erstellen. Die Idee fiir Kapitel 3 ist im Gesprach mit Daniel Roth gereift, und hatte er sich nicht
iiberzeugen lassen, wire es nicht zu dieser Ausarbeitung gekommen und vermutlich auch nicht zu
anderen Teilen dieser Arbeit. Verena Mayer und Uwe Petersen danke ich fiir ihre Kommentare und
Hinweise zu Abschnitt 5.7 bzw. zu Abschnitt 5.4.2. Das Land Baden-Wiirttemberg ermoglichte diese
Arbeit und Qualifikation durch ein dreijahriges Promotionsstipendium. Ich hoffe diese Arbeit ist wenn
tiberhaupt dann Anlass fiir eine Fortfithrung dieser Forschungsférderung.



Einleitung

Mit dieser Arbeit mochte ich das Interpretationsparadigma platonischer Mathematikkonzeption zu-
rechtriicken. Man findet nur, was man sucht. Und die Vorstellungen, mit denen man den Dialogen
begegnet, blicken den Leser aus den Seiten heraus wieder an. Diese natiirlich einseitigen Merkspriiche
einer populdren Hermeneutik gelten (fast) ausnahmslos fiir die Platonforschung zu seiner Philosophie
der Mathematik. Wer PLATONs Meinung zur Mathematik erfahren will, wird auch zu einer Meinung
tiber die Mathematik gelangen, nur wird er sie nur durch philologische Indizien ,festbinden’ kénnen,
nicht durch Erkenntnis. Im Zweifelsfall wird es viele gleichwertige Meinung geben, die nicht endgiiltig
gegeneinander gewertet werden konnen.

Will man von PLATON etwas Essentielles wissen, muss man ihn also als Gesprachspartner ernst nehmen
und ihn auch ehrlich mit inhaltlichen Fragen konfrontieren. Praktisch erscheint es mir unabdingbar, aus
einem Erkenntnisinteresse an fiir einen selbst echten Fragen zur Mathematikphilosophie — und das sind
letztlich offene Fragen der aktuellen Forschung — eine Briicke zu schlagen. Der Anspruch muss sein, zu
diesen Fragen etwas aus den Dialogen zu erfahren, denn nur, wenn man tatséchlich wissen will, was
z.B. die (natiirlichen) Zahlen wirklich sind, wird man in Erfahrung bringen, was PLATON dazu dachte.
Selbstverstandlich darf man die Kluft nicht iibersehen, die unsere von der frithgriechischen Mathematik
und Metamathematik trennt. Auch hier gilt: Wenn man mit seiner eigenen Schulgeometrie an die Sache
herangeht, wird einem in den Dialogen auch nicht mehr als diese begegnen.! Das ist die Lehre, die man
mit Blick auf die bisherige Forschungstradition ziehen kann.

Selbst jemandem kenntnisreichen wie PROKLOS (5.Jh. n.Chr.), dessen {tiberlieferter Kommentar zum er-
sten Buch der Elemente EUKLIDs die bedeutendste und friiheste Quelle in Buchldnge zur antiken Phi-
losophie der Mathematik ist, darf man aus den gleichen Griinden nicht trauen. Er ,beweist’ relativ
einfach das (nicht beweisbare) Parallelenpostulat, dessen Beweisbarkeit die Mathematiker bis ins 19.
Jh. beschiftigte, und das EUKLID zu den Axiomen zéhlte. Allein dieser Umstand sollte misstrauisch
machen, was man von ihm tiber PLATONs Philosophie der Mathematik lernen kann und inwiefern auch
er ein Spadtgeborener ist. Zu seiner Zeit gab es kaum mehr Forschung und Forschungsfragen in der
Mathematik und vermutlich auch in der Philosophie der Mathematik. Er hatte die ganze Tradition in
seinen Biichern zur Verfiigung, konnte sie synthetisieren und die Tiire schliefien.

Zu PLATONs Zeit dagegen war die platonische Akademie das Zentrum antiker Mathematik und es gab
kaum einen bedeutenden Mathematiker im griechischen Kulturraum, der nicht irgendwie in Kontakt
stand mit PLATON oder der Akademie. PLATON forschte in der Umgebung der Avantgarde damaliger
Mathematiker. Es scheint also durchaus plausibel, dass er die damals aktuellen metamathematische
Fragen der Spitzenforschung thematisierte, wenn er tiber mathematische Sachverhalte philosophierte.

Der Anspruch ist groff und das Ergebnis klein. Geniigend Substanz, um ohne weitere Vorarbeiten mit
platonischem Impetus an aktuellen metamathematischen Problemen weiterzuforschen, ist vorhanden
beziiglich der Axiomatisierung der Mengenlehre (Kapitel 7), der expliziten Bestimmung der geraden
Linie (Kapitel 3)?, der Grundlegung der euklidischen Geometrie insgesamt (Abschnitte 1.3.7, 2.4, 3.4,

1 Ein frappierendes Beispiel dafiir bieten die Interpretationsversuche von Menon 86d-87a; siehe Kapitel 2.

2 Wie sich spéter herausstelle, wurden im 20. Jh. bereits mit einem dhnlichen Ansatz unter anderen Bedingungen letztlich
erfolglose Bestimmungsversuche durchgefiihrt; siehe Abschnitt 3.2.3.
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5.2), der Grundlegung der Arithmetik (Kapitel 4), und der Frage nach der Existenz mathematischer
Objekte (Kapitel 6). Umgekehrt hilft ein Ausgangspunkt in der modernen Mathematik, eine neue Per-
spektive auf den Goldenen Schnitt in der antiken Philosophie (Kapitel 1.4) und auf ein Detail bei der
Konstitution der Zahlen durch PLATON zu eroffnen (Abschnitt 4.3). Zu den bedeutenderen Thesen, fiir
die im Hinblick auf PLATONs Dialoge argumentiert wird, gehoren die der Erweiterbarkeit des Linien-
gleichnisses durch den sogenannten zweiten Teil des Dialogs Parmenides, der platonischen Einfliisse auf
EUKLIDs Elemente, und, dass in Parmenides 137de eine andere Begriffsunterscheidung gemeint ist, als
bisher angenommen (Abschnitte 1.3.1, 1.3.7 und 3). Fiir eine bestimmte Deutung des letztlich gar nicht
so strittigen geometrischen Beispiels in Menon 86d-87a werden ein paar neue Argumente angefiithrt und
die lebensweltlichen und symbolischen Aspekte der erwédhnten geometrischen Konstruktion aufgezeigt
(Kapitel 2). Eine fruchtbare Verbindung zwischen aktuellen metamathematischen Problemen mit den
natiirlichen Zahlen und Uberlegungen in den platonischen Dialogen wurde angestrebt und scheint in-
zwischen nicht hoffnungslos zu sein (Kapitel 4). Diese Bemithungen aber lenkten den Blick auf das
Hindernis der modernen formalen Logik, in der die moderne Mathematik gefasst und in Bezug auf die
metamathematische Probleme diskutiert werden (Kapitel 5). Einige Vorarbeiten fiir eine systematische
Analyse der formalen Logik werden geleistet und die Rolle der formalen Logik fiir die Mathematik an
zwei Beispielen ausgekundschaftet (Abschnitte 5.2 und 5.5). Als Vorletztes wird der zentrale Begriff des
(ontologischen) mathematischen Platonismus aufgegriffen — die Existenz —, und versucht ein Beitrag
zu geben, der zum einen die sehr theoretische Diskussion wieder mehr an die Erfahrung bindet, und
zum anderen — metaphorisch gesprochen —im Sinne PLATONs sein konnte (Kapitel 6). Ein die meisten
Beitrage durchziehendes Thema ist die platonische Vorstellung eines Aufstiegs tiber die Mathematik
zur Philosophie. Am Ende wird gezeigt, dass in der modernen Mathematik der Aufstieg, wie PLATON
ihn sich vermutlich vorgestellt hat, nicht moglich ist (Abschnitt 7.2). Die einzelnen Kapitel stehen fiir
sich und konnen weitgehend unabhingig voneinander gelesen werden.

In den Beitrdgen soll verschiedenen Moglichkeiten nachgegangen werden, wie moderne Mathematik,
Mathematikgeschichte, systematische und historische Philosophie fruchtbar zusammenwirken kénnen.
Nicht intendiert war ein bloes Nebeneinanderstellen PLATONs und neuerer Uberlegungen, wie wenn
man z. B. die in der Politein geschilderte Dialektik des Aufstiegs, ndmlich die Voraussetzungen immer
weiter zu hintergehen und in einfachere aufzultsen, bis man zum Voraussetzungslosen gelangt, ver-
gleicht mit dem Verhaltnis des sogenannten Godelsatzes zu einer in einer Pradikatenlogik formalisierten
Peano-Arithmetik (PA).? Der Godelsatz kann als richtig erkannt werden, obwohl er in PA nicht beweis-
bar ist, und damit insgesamt das «Hypothesensystem»* PA hintergangen. Die Frage, die bleibt, ist, ob
man durch diesen Vergleich nun PLATON oder den Godelsatz oder keinen von beiden besser verstanden
hat.>

Im Kapitel 1 finden sich drei kiirzere Abschnitte, die die gewissenhafte und fiir eine systematische Ana-
lyse notwendige Arbeit an einzelnen mathematischen Textstellen und Dialogkontexten veranschaulichen.
Die Kapitel 2, 3 und 4 sind direkt aus der Untersuchung kiirzerer Textabschnitte hervorgegangen. Die
Auswahl der Themen und Kapitel erfolgte ansonsten danach, wieviel sie zur aktuellen Forschung zu
PLATON und der Philosophie der Mathematik Neues beitragen.

Zitatnachweise und Literaturverweise werden durch Name und Jahr gegeben. Bei PLATON wird nur
nach Dialog und Stephanus-Paginierung, beides kursiv gesetzt, verwiesen (z. B. Nomoi 895c), auf EU-
KLIDs Elemente durch Angabe von Buch und Satznummer (z. B. wird auf Satz 28 in Buch VI verwiesen

3 Wie Nortmann 2006, S. 26ff., es macht.
4 Nortmann 2006, S.28.

5 Abgesehen davon, dass das Beispiel mit dem Godelsatz nur dann funktioniert, wenn man PLATONs Angaben in Politeia 511b
tatsdchlich «eher metaphorisch» (Nortmann 2006, S. 26) liest.
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mittels (VI 28) oder auf Definition 2 im ersten Buch durch (I D2)). Die zitierte Ubersetzung der Dialoge
ist, wenn nicht anders angegeben, Schleiermacher nach Platon 1977, zuweilen korrigiert. Die Elemente
werden zitiert nach Thaer 1997. Proclus 1970 wird mit der Seitenangabe von Friedlein zitiert.

Klassische historische Personen werden in Kapitdlchen geschrieben, so dass der historische Thessalier
MENON sich in der geschriebenen Sprache zumindest graphisch vom Dialog Menon und dem darin
auftretenden fiktiven Menon unterscheidet. Die einschligig mathematischen Zusétze, die den Auflerun-
gen im Haupttext einen prézisen Sinn geben, sind etwas kleiner gedruckt.

Die natiirlichen Zahlen werden in der aktuellen Mathematik manchmal mit, manchmal ohne die 0
definiert, wenn der Kontext nichts anderes verlangt, ist die 0 miteingeschlossen. Die Menge der nattir-
lichen Zahlen ist Ny = {0,1,2,...}, N = {1,2,...}. Q ist die Menge der rationalen Zahlen, das sind
die ganzen Zahlen und die Briiche ganzer Zahlen.

Mit der Entwicklung einer mathematischen Theorie der Unendlichkeiten wurde auch der Zahlbegriff
bzw. der Begriff der diskreten Grofle verfeinert. Fiir eine unendliche Menge ist es einerseits unerheb-
lich, ob sie ein einzelnes Element mehr oder weniger besitzt, sie bleibt in beiden Féllen unendlich, an-
dererseits hat sie ein Element mehr, wenn ein Element hinzugezahlt wurde. Der kardinale und ordinale
Aspekt der Zahl, die bei endlichen Zahlen noch zusammentreffen, treten im Unendlichen auseinander.
Es ergeben sich Ordinalzahlen, die sich kardinal nicht unterscheiden lassen. w steht fiir die kleinste
unendliche Ordinalzahl, X fiir die kleinste unendliche Kardinalzahl.

w1 +1

Nl w1
wY
w+1

NO w

O R N W .-

Welche Grofle zwei in sich strukturlose Mengen haben, kann nicht mehr iiber ein Abzdhlen ihrer Ele-
mente erreicht werden, sondern wird durch den mathematischen Begriff der Michtigkeit bestimmt: Zwei
Mengen sind von gleicher Machtigkeit, wenn ihre Elemente sich gegenseitig eindeutig und vollstindig
zuordnen lassen. Eine Menge ist michtiger als eine andere Menge, wenn die Mengen nicht gleichméchtig
sind, die zweite Menge aber gleichméchtig mit einer Teilmenge der ersten. Damit kann fiir unendliche
Mengen bewiesen werden, dass sie gleichmdchtig zu einer echten Teilmenge von sich sind. Z.B. sind die
natiirlichen Zahlen gleichméchtig zu den geraden natiirlichen Zahlen wegen der Zuordnung x — 2x:
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4—8
3—6
2—4
1—2
0—0

Entsprechend gilt fiir die Ordinalzahlen w, w + 1 und w*, wenn man die Méchtigkeit durch die bei-
den geraden Striche | - | ausdriickt: |w| = |w + 1| = |w®|. Fiir die mathematische Behandlung der
Ordinalzahlen wurde in der Wohlfundiertheit der Begriff der Ordnung, der durch das Zahlen gewonnen
und vorausgesetzt wird, prazisiert und verallgemeinert.

Zitate im Text werden mit ,,«”“ und ,»” umrahmt, etwas laxer und nicht buchstabengetreu zitierte Aus-
driicke werden mit einfach ,<“ und ,»>” gekennzeichnet. Die Anfiihrungszeichen dagegen fiihren das
zwischen ihnen stehende an, werden aber in unmissverstidndlichen Féllen nicht unbedingt verwendet:
Das Wort Elfe hat vier Buchstaben, aber ,,das Wort Elfe” besteht aus elf Buchstaben. Wieder etwas laxer
werden die einfachen Anfithrungszeichen verwendet, die zuweilen auf die gleichzeitige Verwendung
und die Anfiihrung des Ausdrucks hinweisen, zuweilen auf den metaphorischen oder zumindest prob-
lematischen Gebrauch des Ausdrucks.

Die benutzten logischen Zeichen, die weitgehend denen von Blau 2008, S.91ff., entsprechen: der Al-
Iquantor A (andere gebrduchliche Schreibweise: V), der Existenzquantor \/ (auch bekannt als 3), \/;

/

(3!) zu verstehen als ,es existiert genau ein x...”. a € b ist zu lesen als , a ist Element der Menge b*, @
bezeichnet die leere Menge, d.h. die Menge mit der Eigenschaft Ax x €. x C y ist zu lesen als ,die
Menge x ist Teilmenge von y” und ist die gebrauchliche Abkiirzung fiir Az(z€x — z€y). { und }
sind die sogenannten Mengenklammern, mit denen sich direkt durch Angabe der Elemente (wie {a,b},
die Menge, die genau die Elemente 2 und b hat) oder durch eine Eigenschaft (wie {x | x€a A x€b},
die Menge, die genau die Objekte enthilt, die sowohl Element von a wie von b sind) eine Menge
darstellen ldsst. Pot(x) bezeichnet die sogenannte Potenzmenge von x, das ist die Menge aller Teil-

mengen von x: Pot(x) ={y |y Cx}.

Die Hervorhebungen in Zitaten sind — soweit nicht anders vermerkt — gemif dem Original. Ubersetzte
Zitate aus den Werken PLATONs und EUKLIDs sind hin und wieder leicht verdndert und verbessert
worden.



Zur Metamathematik in Platons Dialogen

1.1 Mathematikhistorische Vorbemerkungen

Eine gewisse Schwierigkeit bei der Untersuchung der Mathematik in den platonischen Dialogen ergibt
sich daraus, dass die Wissenschaft der Geschichte der friihgriechischen Mathematik, d.h. der Mathe-
matik der Griechen bis einschliefllich der Elemente des EUKLID, erst um 1975 serios wurde und sich
von wilden Spekulationen und ahistorischen Behauptungen verabschiedete.! So wird die verbreitete
Uberzeugung, die Entdeckung der Inkommensurabilitit habe eine Grundlagenkrise bei den Pythagoreern,
die alles aus den natiirlichen Zahlen erklarten, heraufgebracht, die erst durch die allgemeine Proportion-
stheorie des EUDOXOS in Buch V der Elemente geometrisch tiberwunden wurde,? durch keine frithen
Quellen bestitigt und von Mathematikhistorikern nicht mehr geteilt.?

Entsprechend fillt der Anteil von wahren Aussagen noch stirker ab, wenn in der Philosophie und
Philosophiegeschichte tiber mathematikhistorische Ansichten und PLATONs Metamathematik geurteilt
wird. So zog z.B. PLATON angeblich daraus, dass seine zeitgenossische Mathematik sich in dem Um-
stand befand, ihre eigenen Begriffe nicht «grundlegend definiert zu haben», die Konsequenzen, und
zwar als erste:

Er kritisiert eine Mathematik, die Wert auf den praktischen Nutzen legt. Bereits die Verwendung mecha-
nischer Hilfsmittel, wie sie Archytas und Eudoxos zum Zwecke der Wiirfelverdopplung konstruiert und
verwendet hatten, lehnt er strikt ab.4

Der erste Satz stimmt so nicht, denn Zahlentheorie und Geometrie werden fiir die Ausbildung der
Mitglieder der Kriegerkaste auch deswegen als notwendig angesehen, weil ein guter Krieger notwendi-
gerweise {iber ein Wissen in ihnen verfiigen muss.”> EUDOXO0S Losungsansatz ist nur fehlerhaft tiber-
liefert, der seines Lehrers ARCHYTAS aber in voller Léinge,6 und in ihm wird kein mechanisches Hilf-
smittel verwendet, sondern die Bewegung von ebenen Figuren benutzt, um dreidimensionale Objekte
zu konstruieren’. Gegen eine Bewegungsgeometrie und eine begrifflich orientierte Erweiterung der
Konstruktionsmittel iiber Zirkel und Lineal hinaus hatte PLATON allerdings keine Einwande’ — EUKLID

1 So zumindest Netz 1999, S. xi.

2 Fir die Meinung, dass die Entdeckung der Irrationalitit eine mathematische Krise ausloste bei den Pythagoreern, siehe z. B.
van der Schoot 2005a, S.73, Kramer 1959, S.257, oder vor allem Hasse und Scholz 1928. Die Geschichte der Entdeckung wird
bereits in der Antike in verschiedenen Versionen erzédhlt. Der Pythagoreer HIPPASOS VON METAPONT oder jemand anders
aus dem Umbkreis der Pythagoreer entdeckte an einem geometrischen Objekt wie dem Dodekaeder oder dem Quadrat die
Existenz inkommensurabler Grofien und plauderte es aus. Diese Entdeckung habe aber dem Grundsatz der Pythagoreer
widersprochen, dass alles Zahl sei. Fundamentalistische Dogmatiker aus ihrem Kreis versenkten daraufhin HIPPASOS im
Meer. Vgl. Fowler 1999, S.362, fiir die Uberlieferung.

3 Siehe Fowler 1999, S.256ff., und Unguru 2002; vgl. Netz 2005, S.97, Zhmud 1997, S.175. Etwas vorsichtiger Mueller 1997,
S.303.

4  Thiel 2006, S.47. Ahnlich pointiert Radke 2003, S. 706, Politeia 527ab als Kritik am «praktischen Nutzen», obwohl hier vielmehr
die fiir gewohnlich gebrauchten geometrischen Tétigkeitsausdriicke des Quadrierens und anderer licherlich gemacht werden.

5 Siehe die Referenzstellen in Fufinote 90 auf S.79.
6 Vgl Heath 1921a, S.246/249.

7  Siehe Steele 1936, S.361. Die Bewegung in den Postulaten und in der Definition der Kugel (XI 14) widerspricht damit Mein-
ungen wie die von Bediirftig und Murawski 2010, S.38: «Fiir Euklid ist Geometrie statisch. ... Eine Gerade etwa, die durch
die Bewegung eines Punktes entsteht, ist bei Euklid nicht denkbar.»
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gebraucht sie dhnlich, z. B. (XI 14) —, vielmehr war sein stereogeometrischer Ansatz nach Politeia 528d

seiner Zeit sogar voraus.®

Landry 2012 baut ihre Interpretation der Verdopplung des Quadrats (Menon 82b-84d) und der hypothesis-
Methode darauf auf, dass die Liange einer Linie eine Zahl ist und tibersieht dabei, dass im Text die
Langenangabe stets mit einem Mafs erfolgt. So wird die Lange des Ausgangsquadrats als «<zwei Fufs»
(Menon 82c) angegeben. Was es tiberhaupt heiflen soll, dass die Lange eine Zahl ist ohne Bezug auf ein
Mafs, bleibt unklar und so auch die Behauptung, dass die Seite eines Quadrats mit einem Flacheninhalt
von acht Fuf eine Seitenlinie der Lange der Zahl 2v/2 hat.” Die Irrationalitit ist allerdings im antiken
Verstandnis eine relative Eigenschaft von Grofien, d.h. sie ist eine Relation zweier geometrischer Grofsen
zueinander, ndmlich genau die, kein gemeinsames MafS zu haben. Insofern ist die Lange der Diagonale
eines Quadrats mit keinem MafS einer Quadratseite angebbar, aber deswegen ist diese Linie und ihre
Lange nicht unerkannt, denn genauso ist die Seitenldnge mit keinem Maf} der Diagonale zu messen.
Deswegen ist die Behauptung, Sokrates und Menon wiirden in Menon 82b-84d die Seitenldnge kennen,
die Lange der Diagonale aber nicht, nicht korrekt.!°

Diese Bemerkungen sollen keine Kritik an einer einzelnen Arbeit sein, sondern nur auf die Schwierigkeit

im Umgang mit historischen Arbeiten iiber die frithgriechische Mathematik hinweisen, deren Bestand

uniibersichtlich ist und fiir die es keine zusammenfassende Einfithrung auf dem Stand der Zeit gibt.!!

Was PLATON von dem nur anderweitig {iberlieferten mathematischen Wissen wann bekannt gewesen
ist, kann im einzelnen mit ausreichender Gewissheit nicht mehr festgestellt werden. Es wird im folgen-
den stets davon ausgegangen, dass er in etwa mit dem Inhalt der Elemente EUKLIDs bekannt war. Denn
zum einen waren die Elemente spéter ein einfithrendes Buch fiir ,Erstsemester’, dessen einzelne Themen
alle irgendwo in den Dialogen PLATONs zumindest angerissen wurden, wie auch zentrale Biicher Mit-
gliedern der Akademie, ndmlich EUDOXOS und THEAITETOS zugeschrieben werden. Letzteres wiirde
dafiir sprechen, dass mit den Fortschritten in der mathematischen Forschung an der Akademie auch
PLATONs Wissen tiber Teile der spateren Elemente zunahm. Dabei ist jedoch zum anderen zu beachten,
dass in der Mathematik i.a. mehr richtig vermutet wird, als man beweisen kann. So war den Mathe-
matikern im vierten Jh. v. Chr vermutlich bewusst, dass man die Wiirfelverdopplung nicht mit Zirkel
und Lineal I6sen kann, auch wenn sie das nicht unbedingt geometrisch beweisen konnten. So wird sich
PLATON iiber mehr bewusst gewesen sein, als er selbst oder andere zunéchst haben beweisen kénnen.

Die allgemeine Quellenlage zur friihgriechischen Mathematik ist sehr diinn, das &lteste mathematische
Fragment dieser Lange ist der Abschnitt §2b-84d aus PLATONs Menon. In auszugsweisen Wiedergaben
oder Referaten ist u. a. die Mondchenquatratur des HIPPOKRATES VON CHIOS (5. Jh. v. Chr.) tiberliefert,
der auch das Problem der Wiirfelverdopplung auf das Finden zweier mittlerer Proportionalen reduziert
hat, oder auch wie ARCHYTAS, ein befreundeter Mathematiker PLATONS, die Wiirfelverdopplung durch
eine rdumliche Konstruktion loste. Die Mathematikhistorie des ARISTOTELES Schiiler EUDEMOS, die
PROKLOS noch zur Verfligung stand, ist bis auf ein paar Zitate verloren.

Ein Kernproblem fiir jeden modernen Wissenschaftler, der auf Theorien antiker Metamathematik zu-
greifen mochte, ist das weitgehende Fehlen aktueller philosophischer Theorien iiber elementare Geo-

8 Ahnlich sind die weiteren ,Konsequenzen’ bei Thiel 2006 zu bewerten, der wie viele andere einigen Autoren {iber friihgrie-
chische Mathematik (bei PLATON) zu stark vertraute, in diesem Fall Plutarch.

9  «...thelength of the side is the irrational number 2V/2...» (Landry 2012, S.159).
10 Wie Landry 2012, z. B. 5.159,161 mehrfach behauptet.

11 Ahnliches gilt fiir den genauen Wert, den PLATON der Mathematik zuspricht. So heifit es z. B. «Platon dagegen halt Kenntnisse
in der Geometrie gerade deswegen fiir so wichtig, weil die Geometrie das ,abstrakte’ Denken schult.» (Stekeler-Weithofer 1986,
S.86a75). Selbstverstandlich wiirde PLATON nicht der Behauptung widersprechen, dass die Mathematik das Denken schult.
Etwas anderes ist es aber, darin den alleinigen oder den wichtigsten Nutzen zu sehen. Das ist jedoch genau die Uberzeugung
mancher Sophisten, gegen die PLATON sich wendet; vgl. Burnyeat 2000.
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metrie.!? Denn auch in der geometrischen Praxis ist weder eine Vorform noch eine tiberlieferte Pragung
mehr aufzuspiiren, wie es zum Beispiel eine philosophisch induzierte Klassifikation geometrischer Ob-
jekte wiare. Schon bei recht einfachen Beispielen sind wir recht planlos, wie an den folgenden Fragen
deutlich werden kann.

Man betrachte die vier einfachen Skizzen auf die folgenden Begriffsgegensdtze hin, die fiir Strecken
gelten, aber schon im Hinblick auf beliebig-dimensionale geometrische Objekte gedacht werden sollten.

SN

Wie sind diese meist Linien in den Gegensatz, der hier nur unzureichend angedeutet wird in der
deutschen Ubersetzung, von gerade—krumm (e90g — xapmdlog) einzuordnen? Die ersten beiden sind
offensichtlich, aber bei der geknickten Linie wird es schwieriger: Ist sie krumm oder doch, weil aus gera-
den Stiicken zusammengesetzt, mehr gerade als krumm? Und aufmerksamer geworden und nochmals
zuriickgeblickt entsteht die Frage: Ist der Kreis wirklich krumm, und nicht vielmehr ganz gleichméaflig
gekriimmt, also nicht krumm (im Sinne von schief)? — Wie sind die Skizzen unter dem Gegensatz von
rund-eckig zu gruppieren? ,Rund’ bedeutet hier stirker etwas wie ,gleichméafig’, ,eckig’ etwas in die
Richtung wie ,aus-der-Reihe-treten’. Ist die Strecke rund oder eckig? Eigentlich verleiht sie dem Winkel
das Eckige, sie selbst ist aber irgendwie ganz homogen. — Wie steht es mit dem Paaren winkellos—
winkelhaft?

Diese Fragen sind natiirlich so iiberfallsméafiig gestellt, wie inhaltlich unangemessen. Man wird die
Gegensitze nicht als kategorial gegensdtzlich empfinden, nicht alle Objekte lassen sich unter ihnen
aufteilen. Und man konnte versuchen durch Grenzbetrachtungen zum Beispiel den Winkel als Grenzfall
von Kriimmung zu begreifen.!® Die wichtige Beobachtung dabei ist: Die Fragen nach einer Einteilung
der geometrischen Objekte sind fiir sich nicht interessant, weil man nichts Problematisches erkannt hat,
und man hat den angefiihrten (scheinbaren) Klassifikationen kaum eigene entgegenzusetzen. Ein Math-
ematiker wiirde die rein geometrischen Definitionen, zumindest der drei ersten Objekte, fiir trivial hal-
ten, und er wiirde sie grundsatzlich danach betrachten, wie er sie als algebraische Gleichung in einem
Koordinatensystem darstellen kann (eine Gerade als y = a + xt, einen Kreis als (x —a)? + (y —a)? = b).
Seine eigene Forschung beschéftigt sich mit ganz anderen Objekten.

Aber nochmals Vorsicht! Sie sehen dort oben eine kreisférmige Linie? EUKLID hétte wohl eher eine geo-
metrische Figur gesehen, eine Kreisfliiche, die von einer geschlossenen Linie begrenzt wird!'* Und zwar,
so die vorlaufige Behauptung, aus seiner mathematisch-philosophischen Gesinnung heraus. Ahnlich
wiirde ein moderner Mathematiker die vier Linien vielleicht topologisch ordnen. Die Kreislinie ist als
einzige geschlossen und trennt damit eine innere Fldche von einer dufSeren ab.

Da in dieser Arbeit hdufiger auf die Elemente eingegangen wird, seien sie kurz vorgestellt. Das be-
rithmteste Buch der Weltgeschichte tiber Mathematik ist das Werk mit dem mehrdeutigen Titel Elemente

12 Zu den Ausnahmen siehe Abschnitt 3.2.3.

13 Eine Gedankenfigur, die eher mit den mathematischen Grenzwertbetrachtungen im Umbruch zur Neuzeit geistig verwandt
ist als mit antiken Auffassungen, da sie mittels quantitativen Betrachtungen geometrische Objektkategorien in Verbindung
bringt und jeweils in jhrem Gegenteil auflost.

14 Siehe dazu Abschnitt 1.3.7. Denn Fehler begeht z. B. Finck 2007, S. 142.
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des antiken Mathematikers EUKLID.!® Es ist das erste vollstandig iiberlieferte mathematische Werk des
Abendlandes und der grundlegende Referenzpunkt fiir jede Forschung zur frithen griechischen Mathe-
matik. Im Laufe der Interpretation der mathematischen Stellen der platonischen Dialoge wird sich das
Verhiltnis der Elemente zur (platonischen) Philosophie starker herausdifferenzieren.

EUKLIDs Werk gilt zum einen als Vorbild der deduktiven Wissenschaft tiberhaupt und wurde tiber zwei
Jahrtausende meist als Ideal mancher Wissenschaften genommen. Tatsédchlich ist die Entwicklung eines
systematisch streng beweisenden, die Voraussetzungen aufzeichnenden, mathematischen Vorgehens
global einmalig.!® Dem gegeniiber werden einige Fehler und Beweisliicken in EUKLIDs Beweisen be-
maéngelt, die Definition teils als nicht-mathematisch angesehen und in Summe ein erheblicher Zweifel
an dem Vorbildcharakter der Elemente gehegt; die Elemente hitten noch nicht den hohen Standard einer
formalen Axiomatisierung und vollstindigen Ableitbarkeit, sondern stellten eine Art fehlerhafte Vor-
form dar.

So benutzt EUKLID in der ersten (!) Proposition des ersten (!) Buches (von insgesamt dreizehn echten)
eine Aussage, die in seinen Voraussetzungen nicht angegeben ist. Der Beweis dieser Proposition ist eine
Art Konstruktionsverfahren, die Aufgabe ist, auf einer gegebenen geraden Linie ein gleichschenkliges
Dreieck zu errichten. EUKLID l6st die Aufgabe folgendermafien: Sei diese Strecke AB. Dann ziehe
man einen Kreis um A mit Radius AB, was nach Postulat 3 moglich ist, und ebenso um B mit Radius
BA. Dann hat man mit einem Schnittpunkt C auch die Strecken CA und CB nach Postulat 1. Da A
Kreismittelpunkt des errichteten Kreises, ist AC gleich gro wie AB nach Definition 15. Ahnlich fiir BC
und BA. Nach Axiom 1 sind BC, AC und AB gleich grofs. ABC ist ein gleichseitiges Dreieck. qg.e.d.
Was nicht aus einer Voraussetzung abgeleitet wird, ist die Existenz eines Schnittpunktes der zwei Kreise

(die Existenz von C).1”
C

Am Umgang mit diesem ,Fehler’ kann die allgemeine Haltung gegentiber den Elementen deutlich wer-
den. Man kann z. B. versuchen eine schwer erkennbare Proto-Topologie aus den euklidischen Defini-
tionen herauszuarbeiten, mit der sich der Schnittpunkt ableiten l4sst, oder man versucht eine Logik der
Konstruktion zu extrahieren, nach der das Beweisen ein Konstruieren mit Zirkel und Lineal ist, oder
man versucht den deduktiven Aufbau der Elemente in allen Einzelheiten zu rekonstruieren und einen
Uberblick iiber alle ,Liicken’ und Besonderheiten zu gewinnen, oder man halt die Elemente einfach fiir
ein unzureichendes Lehrstiick aus der Friihzeit der beweisenden Mathematik.

15 Der nicht mit dem &lteren Philosophen und Zeitgenossen des SOKRATES und PLATON, EUKLID VON MEGARA, zu verwechseln
ist. EUKLID selbst wird sehr ungenau auf etwa 300 v. Chr. datiert. Die Meinungen der Wissenschaftler iiber EUKLID gehen
auseinander, eine Zitatensammlung der Meinungen von 247 Wissenschaftlern {iber die Bedeutung EUKLIDs bietet Glavas
1994, der (auf S.155) zu dem Ergebnis kommt: «...one can easily draw the conclusion that there exists a great diversity of
opinion about Euclid. This difference of opinion is observed not only among the historians of mathematics and other authors
but also among the historians themselves. A second characteristic is that most of the writers who pass a judgement for Euclid
do not give explanations or reasons supporting it. The third is that one can detect contradictory statements about Euclid by
one and the same author.»

16 Vgl. aber Hoyrup 2005.

17 Eine Folgerung, die man durch eine zusitzliche Voraussetzung legalisieren kann (vgl. Heath 1956a, S.242). Siehe dort auch
fiir noch mehr zuséatzlich Anzunehmendes.
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1.2 Mathematische Beispiele in den platonischen Dialogen «lon» und
«Hippias»

Bevor in Abschnitt 1.3 ausfiihrlicher auf die platonischen Grundlagen der Mathematik geméfs dem Li-
niengleichnis eingegangen wird und sich die Kapitel 2 und 3 eingehenden Analysen zweier mathema-
tischer Stellen in den platonischen Dialogen widmen, werden im folgenden zwei einfache Textstellen
mit mathematischen Beispielen besprochen um die Verwendung der Mathematik in den platonischen
Friihdialogen zu illustrieren.

1.2.1 «lony»

In diesem kurzen Dialog weist Sokrates den Wissensanspruch des Rhapsoden Ion, den dieser durch die
Kenntnis des Werk HOMERs zu beanspruchen scheint, zurtick. Man konnte meinen, Sokrates missver-
stehe ihn, und Ion wolle nur behaupten, schén tiber HOMER reden und die verschiedenen Personen gut
nachahmen zu kénnen, bis er schliefSlich ernsthaft dufsert, dass er durch das militar-taktische Wissen
aus HOMER einen der besten Generile Griechenlands abgeben wiirde. Sokrates versucht ihn davon
zu Uiberzeugen, dass er weder in der Dichtkunst, noch in einer anderen téyvn, noch im Heerwesen
bewandert ist, sondern seine Fahigkeit einer gottlichen Schickung und Inspiration verdanke. Dazu legt
Sokrates unter anderem dem Ion zwei Behauptungen vor, zu deren Plausibilisierung er jeweils die Kunst
(téyvn) der Arithmetik anfiihrt. Sokrates stellt sich beim gerade preisgekronten Rhapsoden auf eine am
folgerichtigen Denken und Argumentieren nicht getibte und mit Mathematik vermutlich weitestgehend
nicht vertraute, aber von sich selbst {iberzeugte Person ein und hilt seine (mathematischen) Beispiele
sehr einfach.

Um Ion die Behauptung wahrscheinlich sein zu lassen, dass es derselbe Fachmann ist, der es erkennt,
wenn jemand iiber denselben Gegenstand gut spricht, und der merkt, wenn ein anderer dariiber schlecht
spricht (Ion 531e-532a), fiihrt Sokrates zwei Beispiele an. Das zweite handelt vom Arzt, der iiber die
richtige Speisegabe bescheid weifs, das erste, dem man noch leichter zustimmen kann, vom Sprechen
tiber Zahlen und dem in der Zahlentheorie Bewanderten.

Sokrates: Wenn nun, du edelster Freund Ion, unter vielen, die tiber Zahlen sprechen, einer am besten spricht,
so wird doch einer den erkennen, der gut spricht?

Ton: Das denke ich.

Sokrates: Ob wohl derselbe, der auch die schlecht Sprechenden, oder ein anderer?
Ion: Derselbe gewifs.

Sokrates: Nicht wahr, der die Kunst der Zahlentheorie innehat, der ist es?

Ton: Ja. Ion 531de

Die Konstruktion, in der der Zahlentheoretiker als Fachmann, der weifs, was richtig und falsch ist,
auftritt, ahmt einen Wettkampf mit Wettkampfrichtern nach. Ion, der gerade in Epidauros einen Rhap-
sodenstreit zu Ehren des Asklepios gewonnen hat, versucht erst gar nicht, sich den suggestiven Fragen
zu entziehen. Der Zahlentheoretiker wird somit von beiden als der Fachmann charakterisiert, der die
Aussagen anderer {iber Zahlen bewerten und zwischen guten und schlechten unterscheiden kann.

Ion behauptet spiter, tiber alles von HOMER gut reden zu konnen, und Sokrates widerlegt ihn in Bezug
auf fachspezifische Berichte HOMERs. Ob die technischen Ermahnungen Nestors an Antilochos, wie er
den Pferdewagen im Wettkampf zu lenken habe, richtig sind, werde wohl ein Wagenlenker am besten
beurteilen kénnen (lon 537ac). Um nun Ion als Rhapsoden eine angemessene Beurteilung fachspezifi-
scher Gegenstdnde absprechen zu diirfen, wird lons Eingestdndnis benétigt, dass die Gegenstandsbe-
reiche aller Fachgebiete disjunkt sind und ein Sachgebiet die Gegenstidnde auch nur eines Fachgebiets
sei, was wiederum mit einem simplen Zahlenbeispiel illustriert wird.
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Sokrates: Auch wohl wie ich urteilend, wenn ndmlich das eine [Fachgebiet] das Wissen von diesen Gegen-
standen ist und das andere wieder von jenen, dieses dann ein anderes Fachgebiet nenne und jenes wieder
ein anderes, so auch du?

Ton: Ja.

Sokrates: Denn wenn ein jedes das Wissen von denselben Gegenstianden wére, warum soll man sagen, das
eine wire dieses und das andere wieder jenes, wenn man doch durch beide nur einerlei weif$? So wie ich
weif3, dafs dies fiinf Finger sind, und du dies ganz ebenso weifst wie ich; und wenn ich dich nun fragte, ob
auch wohl durch dasselbe Fachgebiet, ndmlich die Zahlentheorie, wir beide das namliche wissen, ich und
du, oder durch eine andere, du doch wohl sagen wiirdest, durch dasselbe.

Ton: Ja. Ion 537de

Zidhlen ist eine einfache, aber immer noch eine Kulturtechnik, die man von anderen Menschen gelernt
hat. Hier werden die Finger jedoch weder gezihlt noch ihre Zahl auf einmal wahrgenommen, sondern
nur das Wissen, dass es fiinf Finger sind, thematisiert. Der grundsétzliche Erwerbsvorgang, ein Beweis
durch Abzdhlen z.B., wird bereits vorausgesetzt, wie dass, da es sich um «dies» (,die Hand da’) han-
delt, dieser von Sokrates gemeinten Hand nichts (kein Finger) fehlt. Diese beweislose Darstellung einer
Zahlerkenntnis an einem simplen und allgegenwirtigen Gegenstand nimmt Riichsicht auf die Erschei-
nung fachspezifischer Inhalte in den Werken HOMERs und ihrer Rezeption (durch Ion). Aufgrund ihres
literarischen Kontextes tendiert man dazu, sie mit der eigenen Erfahrung und des spontanen Einleuch-
tens zu beurteilen, oder sie einfach unbedacht als Fachwissen zu akzeptieren. Die Ratschldge Nestors,
sich in der Linkskehre leicht nach links zu beugen, dem rechten Pferd mehr Spiel im Ziigel zu lassen
und mit der Radnabe nicht den Stein an der Kurve zu beriihren, leuchten (dem Laien) sofort ein, so wie
er die fuinf Finger sieht. Die Platzierung in einer Erzdahlung und der konkrete, autoritative Erzahlkontext

sind es hier, die eine fachliche Begriindung suspendieren.'8

Im Dialog Ion wird die Zahlentheorie an argumentativ wichtigen Punkten als Fachgebiet mit fiir Fach-
gebiete typischen Eigenschaften eingebracht und bietet den Einstieg in eine bzw. die Illustration einer
dann recht spdrlichen, dem Gesprachspartner des Sokrates angemessenen, Argumentation.

1.2.2 «Hippias I»

Es sind zwei platonische Dialoge unter HIPPIAS Namen {iberliefert, Hippias Maior ist der langere und
der dem fiktiven Datum nach friihere, da dort auf eine Rede des Hippias angespielt wird (Hippias I 286a),
die dem Gesprach im Hippias Minor gerade vorausliegt. Die Echtheit des Hippias Major ist umstritten,
unter anderem ist er unter den Dialogen einzigartig fiir den beiffenden Spott des Sokrates, der sich hier
vielmehr auf die Person zu richten scheint, die dagegen insgesamt iiberaus hoflich ist und sich nicht
provozieren lasst.!

HiIPPIAS VON ELIS war nun nicht nur einer der berithmtesten Redner seiner Zeit, sondern scheint sich
auch mit den mathematischen Wissenschaften intensiver auseinandergesetzt zu haben. So legen es zu-
mindest Bemerkungen des Sokrates im Dialog selbst nahe (Hippias I 285cd, Hippias Il 387e-386a), wie
auch eine Anmerkung des PROKLOS, HIPPIAS habe einen bedeutenden Versuch unternommen, die
Dreiteilung des Winkels zu bewerkstelligen.?’ Entsprechend ist eins der zwei mathematischen Beispiele
(ndmlich Hippias I 303bc) ausgesuchter, auch wenn Mathematisches sonst im Dialog nicht auftritt.

Sokrates und Hippias befinden sich die meiste Zeit im Dialog dabei, zu bestimmen, was das Schone
an sich sei. Hier sind sie nach einigen anderen Vorschldgen dabei, die dritte Definition des Sokrates,

18 Wie sich aus dem Kontext ergibt, ist mit der Zahlentheorie hier kein Zdhlen gemeint, wie Wedberg 1955, S.22, behauptet.
Damit kann Ion 537de nicht als Beleg dafiir angefiihrt werden, dass Zahlentheorie (&pt3unt#) bei PLATON zuweilen ein
Zihlen oder Rechnen beinhalte.

19 Fiir sprachliche und andere Griinde gegen die Echtheit siehe Frede 2004 und die Verweise dort.

20 HirriAshatte «einen beachtenswerten Losungsversuch fiir das mit Zirkel und Lineal sonst nicht losbare Problem der Dreitei-
lung des Winkels» Szab6 1994, S.41; vgl. Proclus 1970, S. 272 /356.
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ndmlich das Schone sei das durch Gesicht und Gehor Angenehme, zu betrachten. Problematisch an
dieser Erklarung ist, dass sie etwas nur kennzeichnet, insofern sie angibt, wo man es antreffen kann, aber
nicht bestimmt, was es ist. Denn ware das Angenehme einmal deswegen schon, weil es dem Menschen
durch das Gehor zukommt, dann wére gerade deswegen nichts Sichtbares schon — und umgekehrt,
(Hippias I 299d-300a). Es miisste also etwas geben, was dem durch Gehor und Gesicht Angenehmen
gemeinschaftlich ist und was es schon macht, beide gemeinsam und jedes einzeln. Von einer Bemerkung
des Hippias, dass es ja nicht anders sein konne, aus, entspannt sich ein kleiner Exkurs, den Sokrates
durch ein einfaches Beispiel fiir sich entscheidet:

Sokrates: ... von mir und dir zum Beispiel, daf} jeder von uns beiden einer wire, und dafl dieses, was jeder

von uns ware, beide zusammen nicht wéren; denn so wéren wir nicht einer, sondern zwei, so einfaltig waren

wir. Nun aber sind wir von dir belehrt daf§, wenn wir beide zwei sind, auch jeder von uns beiden zwei sein
muf3, und wiederum, wenn jeder von uns beiden einer ist, auch notwendig beide nur einer sind.

Sokrates: Und nicht wahr, wenn [jeder von uns] einer [ist], so ist auch jeder von uns ungerade? Oder haltst
du eins nicht fiir ungerade?

Hippias: Ich gewif3.

Sokrates: Sind wir also auch beide zusammen ungerade, da wir doch zwei sind?

Hippias: Unmoglich, Sokrates.

Sokrates: Sondern gerade sind wir beide. Nicht wahr?

Hippias: Freilich.

Sokrates: Ist nun etwa, weil wir beide gerade sind, deshalb auch jeder von uns beiden gerade?

Hippias: Wohl nicht. Hippias I 301d-303b
Und Sokrates variiert die Verdnderung durch Zusammensetzung und Trennung weiter:

Oder hindert nichts, dafs, sowie wenn zwei Dinge zusammen gerade [der Zahl nach] sind, doch jedes von
ihnen sowohl ungerade sein kann als gerade, und wenn von zwei Dingen jedes einzeln unbestimmbar ist,
doch beide zusammen sowohl bestimmbar sein konnen als auch ebenfalls unbestimmbar, und viel anderes
dergleichen, was mir, wie ich dir sagte, vorschwebte. Hippias I 303bc

1) oUSEV KWAUEL, WOTrEP APTIWV OVTWY TIVRV AMPOTEPWY TAXA WEV EKATEQA TEPITTA £ival, Taxa & dpTia,
Kal Al ApENTWVY EKATEPWY SVTWV TAXA MEV PNTA TA cuvaupdTepa sval, Taxa & dppnTa, kai ddha
Hupia TolauTa, a 81 KAl £yw PNV L0l TPOPAIVETTNAL;

Das erste Beispiel exemplifiziert die Ubertragung von dem Ganzen auf die (zwei) Teile. Ist die Summe
zweier (natiirlicher) Zahlen gerade, so konnen die beiden Summanden sowohl beide gerade wie un-
gerade sein. Z.B. ist 12 sowohl 5 und 7 zusammen wie auch 2 und 10. Umgekehrt konnen zwei
«unaussprechliche» zusammen sowohl «unaussprechbar» wie «aussprechbar» sein. Ein Beispiel fiir ein
modernes Aquivalent in den reellen Zahlen wire v/2 und /2 , beide einzeln irrational und zusammen
ebenso, da v2++v2 = 2v/2 = /8. /2 und 2—/2 dagegen sind beide einzeln irrational und zusam-
mengezahlt gleich 2. Im Text sind aber eigentlich (geometrische) Grofien gemeint, wie zum Beispiel
eine Linie geteilt im Goldenen Schnitt, die damit so geteilt wurde, dass ihre Teile zusammen zu jedem
einzelnen inkommensurabel sind. Fiir den anderen Fall denke man z. B. an die Verdopplung der (stets
zur Seite inkommensurablen) Diagonale eines Quadrats.

Die mathematischen Beispiele illustrieren, dass man aus den Eigenschaften einer Zusammensetzung
nicht unbedingt genau auf die Eigenschaften der zwei Teile schliefSen kann, sowie umgekehrt von den
Einzelnen auf die Zusammensetzung. Damit diese Beispiele funktionieren, darf keine strenge Einteilung
in ,quantitative’, denen auch die mathematischen Eigenschaften angehoren, und in ,qualitative’ Eigen-
schaften angenommen werden. Die Mathematik muss in der Tat auch selbst ,qualitative’ Eigenschaften
und Relationen beinhalten, um — wie im néchsten Abschnitt behauptet — die Ideen direkt spiegeln zu
konnen.
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1.3 Das Liniengleichnis in der «Politeia»

Das Liniengleichnis (Politeia 509d-511¢) ist zusammen mit den spéter anschlieSenden Erlduterungen der
einzige Ort in den platonischen Dialogen, an dem die mathematische Denkweise, die vier mathema-
tischen Wissenschaften und ihr Gegenstandsbereich in die Welt und die menschlichen Erkenntnisse
eingeordnet sind. Hier ist von PLATON der Kern seiner metamathematischen Uberlegungen und ins-
besondere eine Verhiltnisbestimmung der Mathematik zur Philosophie und umgekehrt zu erwarten.

1.3.1 Das Gleichnis

Das Liniengleichnis tritt in der Politeia als zweites der drei Gleichnisse auf. Sokrates stellt den Zuhorern
hierbei drei Bilder vor, um mit ihrer Hilfe im Fortgang der Philosophenausbildung, nihere Auskunft
tiber die Idee des Guten zu geben. Das Gute selbst begrifflich anzugehen sei jedoch «fiir unseren jetzigen
Anlauf viel zu weit, auch nur bis zu dem zu kommen, was ich jetzt dartiber denke.»?! Die Idee des Guten
wird mit der Sonne verglichen, das Sonnengleichnis. Das Liniengleichnis wird iiber das Sonnengleichnis
eingefiihrt. Die Sonne und das Gute 'bescheinen' namlich zwei unterschiedliche Gebiete.??

Merke also, sprach ich, wie wir sagen, daf3 dieses zwei sind und daf sie herrschen, das eine tiber das

denkbare Geschlecht und Gebiet (vontolb yévoug e xoi témov), das andere tiber das sichtbare, damit du

nicht, wenn ich sage tiber den Himmel, meinst, ich wolle in Worten spielen. Also diese beiden Arten hast
du nun, das Denkbare und Sichtbare.

Die habe ich. 509d

Sokrates erkldrt hier seine Bezeichnung des ,Denkbaren’ aus der Intention heraus, von seinem Ge-
sprachspartner Glaukon ernst genommen zu werden. Unter anderen Umstdnden hitte er sich anders,
wohl ndher an der Sache ausgedriickt.
So nimm nun wie von einer in zwei geteilten Linie (ypopuunv Siyx tetunpévny) die ungleichen (&viow) Teile
und teile wiederum jeden Teil nach demselben Verhiltnis (&v tov adtov Adyov) das Geschlecht des Sicht-
baren und das des Denkbaren: so gibt dir vermoge des Verhéltnisses von Deutlichkeit und Unbestimmtheit
(oopmvelor ual dooeia) in dem Sichtbaren der eine Abschnitt Bilder (ein6vec). Ich nenne aber Bilder zuerst

die Schatten, dann die Erscheinungen im Wasser und die sich auf allen dichten, glatten und glanzenden
Flachen finden und alle dergleichen, wenn du es verstehst.

Ich verstehe es. 509d-510a

Eine Linie wird in einem (beliebigen) Verhiltnis geteilt und die beiden Teile wiederum im gleichen Ver-
héltnis, so dass (mindestens) dreimal das gleiche Verhaltnis zwischen den Linienteilen besteht. Dieses
Verhiltnis wird nun als das zwischen Deutlichkeit (oder Klarheit) und Undeutlichkeit angegeben, sowie
die Gegenstande des einen sichtbaren Seinsbereichs vorgestellt.

Auffallend ist, dass die Abbilder eigentlich nicht als Bilder verstanden werden, sondern — wie noch
prominenter platziert im Hohlengleichnis — als Schatten. Diese enthalten im Vergleich mit Photogra-
phien viel weniger Informationen iiber ihre Ursprungsobjekte, so dass man diese nur in giinstigen Si-
tuationen und eine Bekanntschaft mit ihnen vorausgesetzt aus ihren Schatten erraten kann. Dazu ver-
mischen sich die Schatten verschiedener Dinge leicht, sind von der Stiarke, Beschaffenheit und Ort der
Lichtquelle abhingig, sowie von der Bewegung und Veranderung ihrer Dinge, und sind daher sehr un-
stetig und fliichtig. Diese Explikation der Eigenschaften wird durch die Auswahl der weiteren Beispiele,
der Spiegelungen im Wasser und der Reflexion auf Flachen bestatigt.

Dass hier keine Kunstwerke als Beispiele fiir Bilder auftreten mag einen weiteren Grund darin finden,
dass diese eine stoffliche Grundlage haben, die Schatten und Spiegelungen nicht bieten. Sie erscheinen

21 Politeia 506e; vgl. 509c.

22 Das Liniengleichnis wird i. f. komplett zitiert, um den Lesern einen Uberblick zu geben.
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an zum Teil beliebigen, zum Teil bestimmten, Oberfldchen, gehoren aber nicht zu den Gegenstianden.
Man sieht sie, und insofern sind sie Teil der sichtbaren Welt, aber sie sind nicht Teil des korperlichen
Seinsbereichs, von dem aus betrachtet sie nur optische Phanomene bzw. Tduschungen sind. Dass sie
auch nach PLATON einen eigenen, abgegrenzten Seinsbereich haben, darauf deutet ihre Einfiihrung vor
der Vorstellung ihrer Originale hin.

Und als den andern Abschnitt setze das, dem diese gleichen, namlich die Tiere bei uns und das gesamte
Gewichsreich und alle Arten des kiinstlich Gearbeiteten.

Das setze ich, sagte er. 510a

Zunichst kann man bemerken, dass sowohl die Menschen nicht extra erwdahnt werden, noch nattirliche
Elemente oder Stoffe in die Reihe der Beispiele aufgenommen wurden. Eine explizite Anfiihrung der
Menschen wiirde in der Ausdeutung des Gleichnisses zur Selbsterkenntnis des Menschen leiten, die
nicht bei der Linie, sondern erst im Hohlengleichnis, das ja von der Bildung (noudei) handelt, von Be-
deutung ist und dort auch in der Hohle thematisiert wird (Politeia 515a). Durch den Ausschluss jeglicher
amorpher Massen wird der Gestaltaspekt der Originale hervorgehoben, der besonders bei Schatten die
Ahnlichkeit mit den Nachbildern abgibt, es wird mit dem Schwerpunkt auf den Lebewesen die Dif-
ferenz zwischen Abbild und Original betont und werden die Originale als den Abbildern gegentiber
lebendig hingestellt.

Wirst du auch dies behaupten wollen, sprach ich, daf8 in bezug auf Wahrheit und nicht, wie sich das Vorstell-

bare (10 do€xotov) von dem Erkennbaren (16 yvwotév) unterscheidet, so auch das Nachgebildete (10 dpotw3ev)
von dem, welchem es nachgebildet ist?

Das mochte ich gar sehr, sagte er. 510ab

Die Wahrheit der Seinsbereiche wird nun als das genommen, was ins Verhaltnis gesetzt wird, und das
Verhiltnis der Bilder zu den Gegenstidnden gemif; der Wahrheit nach dem tibergeordneten und bereits
zuvor diskutierten Verhiltnis des Meinbaren zum Wissbaren bestimmt.23

So betrachte nun auch die Teilung des Denkbaren, wie dies zu teilen ist.
Wonach also?

Sofern den einen Teil die Seele genotigt ist, indem sie das damals Nachgeahmte als Bilder (&g eixdotv) ge-
braucht, zu suchen, von Voraussetzungen (¢¢ dno3éoewv) aus nicht zum Anfange (" &pygv) zuriickschre-
itend, sondern nach dem Ende hin (é¢ni tekevtfv), den andern hingegen auch von Voraussetzungen (¢€
bnoYéoewc) ausgehend, aber zu dem keiner Voraussetzung weiter bediirfenden Anfang (0 én’ &pyhyv &v-
vné9etov) hin, und indem sie ohne die bei jenem angewendeten Bilder mit den Begriffen selbst verfahrt.

Dieses, sagte er, was du da erklarst, habe ich nicht gehorig verstanden. 510b

Sokrates wendet sich nun ab von einer direkten Beschreibung der Objekte der Seinsbereiche und ver-
sucht, die unterschiedlichen Objekte im Denkbaren durch zwei unterschiedliche Methoden ihres Auffin-
dens zu charakterisieren. Sie unterscheiden sich durch ihren differierenden Umgang mit den hypotheseis
und ihren Gebrauch von Elementen des Sichtbaren. Ein exegetisches Problem ergibt sich daraus, dass
hier scheinbar von den sichtbaren Gegenstanden behauptet wird, dass sie als Abbilder benutzt werden.
Diese Methode konkretisiert Sokrates gleich als die der Mathematik, insbesondere der Geometrie. Das
ist verwunderlich, da diese meistens nicht mit Gegenstidnden, sondern mit Zeichnungen arbeitet.
Hernach aber, sprach ich; denn wenn folgendes noch vorangeschickt ist, wirst du es leichter verstehen.
Denn ich denke, du weifit, dafi die, welche sich mit der Geometrie und den Rechnungen (Aoytopoic) und
dergleichen abgeben, das Gerade und Ungerade und die Gestalten und die drei Arten der Winkel und was
dem sonst verwandt ist, in jeder Verfahrungsart voraussetzend (bno3épevor), nachdem sie dies als wissend
zugrunde gelegt, keine Rechenschaft weiter dartiber weder sich noch andern geben zu diirfen glauben, als

sei dies schon allen deutlich (pavep@v), sondern hiervon beginnend gleich das weitere ausfiihren und dann
folgerechterweise bei dem anlangen, auf dessen Untersuchung sie ausgegangen waren.

Allerdings, sagte er, dies ja weifs ich.

23 Vgl. Politeia 474b-480a.
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Auch daf8 sie sich der sichtbaren Gestalten bedienen und immer auf diese ihre Reden beziehen, unerachtet
sie nicht von diesen handeln, sondern von jenem, dem diese gleichen und um des Vierecks selbst willen und
seiner Diagonale ihre Beweise fithren, nicht um deswillen, welches sie zeichnen, und so auch sonst tiberall
dasjenige selbst, was sie nachbilden und abzeichnen, wovon es auch Schatten und Bilder im Wasser gibt,
deren sie sich zwar als Bilder bedienen, immer aber jenes selbst zu erkennen trachten, was man nicht anders
sehen kann als mit dem Verstandnis (Stovola).

Du hast recht, sagte er. 510c-511a

Die Methoden waren unterschieden worden, um die verschiedenen Seinsbereiche zu charakterisieren.
Hier ist aber bei der Erlduterung des ,mathematischen’ Bereichs die Rede von dem <Viereck selbst> als
Objekt der mathematischen Methode. Dies ist jedoch die bei PLATON klassische Kennzeichnung von
Ideen im Unterschied zu ihren Instantiierungen, weshalb es sich hier scheinbar nicht um die Objekte
der Mathematik handelt.>* Wie ist dies zu erklaren?

Hinzu kommt die Schwierigkeit, die Zeichnungen einem Seinsbereich zuzuordnen. Von Zeichnungen
gibt es wieder Schatten und Spiegelungen im Wasser, und sie sind dem <Viereck selbst> «nachgebildet»,
aber sie passen nicht zu den zuvor angefiihrten Beispielen fiir die sichtbaren Gegenstinde. Man wiirde
sie eher als Abbild oder Projektion des Korperlichen auffassen, denn als materiellen Gegenstand. Bis zu
einem spéteren Losungsversuch werden wir so tun, als ob die Zeichnungen Abbilder der Kérper wiren.
Diese Gattung also, sagte ich allerdings, sei auch Erkennbares, die Seele aber sei genétigt, bei der Unter-
suchung derselben sich der Voraussetzung zu bedienen, nicht so, daf8 sie zum Anfang zuriickgeht, weil sie
sich namlich {iber die Voraussetzungen hinauf nicht versteigen kann, sondern so, dafs sie sich dessen als

Bilder bedient, was von den unteren Dingen dargestellt wird, und zwar derer, die im Vergleich mit den
andern als hell und klar verherrlicht und in Ehren gehalten werden.

Ich verstehe, sagte er, dafs du meinst, was zur Geometrie und den ihr verwandten Kiinsten gehort.

So verstehe denn auch, daf$ ich unter dem andern Teil des Denkbaren dasjenige meine, was die Vernunft un-
mittelbar ergreift, indem sie mittels des dialektischen Vermogens Voraussetzungen macht, nicht als Anfange,
sondern wahrhaft Voraussetzungen als Einschritt und Anlauf, damit sie bis zum Aufhoren aller Vorausset-
zung, an den Anfang von allem gelangend, diesen ergreife, und so wiederum, sich an alles haltend, was mit
jenem zusammenhingt, zum Ende hinabsteige, ohne sich tiberall irgend etwas sinnlich Wahrnehmbaren,
sondern nur der Ideen selbst an und fiir sich dazu zu bedienen, und so am Ende eben zu ihnen, den Ideen,
gelange. 511a-c

Wieso die hier gemachten Unterscheidungen als «harsche Kritik»?® an den Mathematikern gedeutet
werden sollten, wie manchmal gedufSert, ist nicht nachzuvollziehen, da ja gegenseitig nicht zu erset-
zende Kognitionsarten charakterisiert werden.?® Vielmehr kann die aus der mathematischen Praxis ent-
nommene Methode der Bildung von hypotheseis als ,mathematisches’ Abbild der Dialektik verstanden
werden.?” Dieses Zuriickgehen hinter die hypotheseis ist Teil der mathematischen Methode der anal-
ysis. Leider konnte die Forschung selbst die spéteren Erlduterungen von PAPPOS zu ihrem zweiten
Teil nicht eindeutig festlegen. Es konnte sein, dass bereits die analysis einen ,aufsteigenden’ und einen
,absteigenden’ Teil gehabt hatte,?®, und damit auch der vom anhypotheton ,absteigende’ Teil der Dialek-
tik ein Abbild in der mathematischen Methode hat.
Ich verstehe, sagte er, zwar noch nicht genau, denn du scheinst mir gar vielerlei zu sagen, doch aber, dafd
du bestimmen willst, was vermittelst der dialektischen Wissenschaft von dem Seienden und Denkbaren
geschaut werde, sei sicherer (capéotepov), als was von den eigentlich so genannten Wissenschaften, deren
Anfange Voraussetzungen sind, welche dann die Betrachtenden mit dem Verstande und nicht mit den Sin-

nen betrachten miissen. Weil sie aber ihre Betrachtung nicht so anstellen, daf3 sie bis an den Anfang zurtick-
gehen, sondern nur von den Voraussetzungen aus, so scheinen sie dir keine Vernunfterkenntnis davon zu

24 So Pritchard 1995, S. 103, dagegen Burnyeat 2000.

25 Nortmann 2006, S.11. Wieland 1999, S. 214, spricht von einer «strukturellen Selbsttduschung» der Mathematiker.
26 So auch Burnyeat 2000, S. 35ff..

27 Zur Abbild-Urbild-Theorie im Liniengleichnis siehe Abschnitt 1.3.3.

28 Siehe Fournarakis und Christianidis 2006.
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haben, obgleich, ginge man vom Anfange aus, sie ebenfalls erkennbar wiaren. Verstand aber scheinst du mir
die Fertigkeit der Geometer und was dem dhnlich ist, zu nennen, jedoch nicht Vernunft, als etwas zwischen
der blofien Vorstellung und der Vernunfterkenntnis zwischeninne liegendes. 511cd

Der unterschiedliche Umgang mit den hypotheseis wird weiter differenziert. Sie haben ihr Abbild im
Sichtbaren, werden von der dianoia unsinnlich benutzt und konnen mit dem nous in einer iiber das
Mathematische hinausgehenden Weise erkannt werden.

Vollkommen richtig, sprach ich, hast du es aufgefafit! Und nun nimm mir auch die diesen vier Teilen
zugehdrigen Zustande der Seele dazu, die Vernunfteinsicht (vénowv) dem obersten, die VerstandesgewifSheit
(8tdvorav) dem zweiten, dem dritten aber weise den Glauben (niotv) an und dem vierten die Wahrschein-
lichkeit (gixaotov); und ordne sie dir nach dem Verhiltnis (xot tééov adtee &ve Adyov), daf8 soviel das, worauf
sie sich beziehen, an der Wahrheit teilhat, soviel auch jedem von ihnen GewifSheit (coprnvelag) zukomme.

Ich verstehe, sagte er, und rdume es ein und ordne sie, wie du sagst. Politeia 511de

1.3.2 Die Linie

Die Linie weist nicht nur die im Text direkt angegebenen Analogien é%g = % = %

auf, sondern das gleiche Verhiltnis ist auch bei % und % zu finden (siehe die Abbil-

dung). Dies ergibt sich direkt aus der Groflengleichheit von B mit C, die eine direkte
Konsequenz der Dreiteilung der Linie in gleichen Verhéltnissen ist. In einer konkret aus-
gefiihrten Skizze ist es direkt zu sehen, weshalb man PLATON eine Bekanntschaft mit
diesem Sachverhalt nicht gut absprechen kann, und mit dem fiinften Buch der Elemente A
ist es leicht zu beweisen.?? Spéter in Politein 534a wird die Gleichheit der Verhaltnisse,
die sich aus der Gleicheit der mittleren Abschnitte ergeben, direkt benannt. Die beiden
mittlere Teile sind die mittlere Proportionale zu den dufSeren beiden, da jetzt gilt: % = %

A _ C
bZW?—ﬁ

Manche Interpreten nahmen diese Groflengleichheit der mittleren Teile fiir ihre Bestim- B
mung der den Linienteilen entsprechenden Objektbereiche auf.3’ Diesem Vorgehen liegt
jedoch das Missverstandnis zugrunde, dass der Grofie der Linienteile eine Bedeutung o
tiber ihre Rolle im Aufbau der Verhaltnisse hinaus zukomme.3! Das ist dem Text aber
nicht zu entnehmen, denn das Liniengleichnis bezieht sich nur darauf, dass den Lin-
ienteilen Seinsbereiche und damit verbundene Kognitionsarten korrespondieren, deren C
Verhiiltnisse sich in verschiedenen Belangen gleichen, sofern die Verhiltnisse der ent-
sprechenden Linienabschnitte gleich sind. Es handelt sich formal um eine Analogie auf
Analogien. ,Analogie’ hat dabei den exakten mathematischen Sinn der ,Proportion’,

dem Nachfolger der lateinischen Ubersetzung des griechischen &vx Aéyov. Eine Propor- b

tion ist die Gleichheit zweier Verhaltnisse, und das Liniengleichnis ist eine iiber die Linie vermittelte
Reihe von Analogien zwischen den Verhiltnissen der Linienteile auf der einen und den Verhiltnissen
der Objektbereiche und Kognitionsarten auf der anderen Seite, die auf ihren jeweiligen Seiten nochmals
in Analogien geordnet sind. Der zentrale mathematische Gegenstand des Gleichnisses ist eben nicht die
Linie, sondern es sind die Verhiltnisse.

Die Linie wird in ungleiche (&vioo) Abschnitte geteilt, allerdings wird nicht weiter erwahnt, ob viel-

leicht in ein bestimmtes Verhiltnis, wie % oder % oder — wie ofters diskutiert wurde — vielleicht im

29 Pritchard 1995 skizziert den Beweis mit (V 18) der Elemente. Es geht auch mit insgesamt fiinf Sdtzen weniger tiber (V 14). Damit
entgeht man auch dem Mangel, ohne Beweis die Existenz einer vierten Proportionalen beim Beweis (V 18) voraussetzen zu
miissen (siehe dazu Thaer 1997, S. 431).

30 Vgl. Pritchard 1995, S. 92ff.. Andere fanden die auftretende Gleichheit «eher storend> (Krdamer 2005, S.193), Ross 1951, S. 45.

31 Diesem Missverstandnis unterliegt u. a. Ferber 1984, S. 80f.. Es gibt inzwischen einen Namen fiir diesen ,Widerspruch’, dass
die Kognitionsart zu B gewisser sei als die zu C, aber B=C gilt: «the overdetermination problem» (Foley 2008, S.1).
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Goldenen Schnitt.?> Die Vermutung einer stetigen Teilung liegt schon wegen der auferordentlichen
Stellung des Goldenen Schnitts in den Elementen nahe,®® allerdings gab es bisher kein Indiz dafiir. Das
neue und einzig gute Argument baut auf den Untersuchungen von Kennedy 2010a auf. Resultat seiner
Forschung ist, dass PLATON seine Dialoge wohl in einer strengen Zeileneinteilung niederlegte und sich
der Zeilenanzahl nicht nur bewusst war, sondern sie stark in die Komposition seiner Werke miteinbe-
zog. Deswegen ist wohl seine Platzierung des so wichtigen Liniengleichnisses an dem Ort der Politeia
kein Zufall - es liegt aber direkt im Goldenen Schnitt.3*

Wird die Einheitsstrecke im Goldenen Schnitt geteilt, betrdgt der grofere Teil ca. 0,618, also 61, 8% der
Ausgangsstrecke. Nimmt man vom Text der Politein von Beginn ab 61,8% weg, so ist man bei 508c9
erst im Sonnengleichnis, das Liniengleichnis startet bei 50942 und 62,2%. Fiir Kennedy eine vertretbare
Ungenauigkeit, die tatsachlich weder dem dsthetischen Gefiihl noch dem Autor auffallen diirfte, hétte
er nicht ein MillimetermaR zur Hand.3®

Dieser Umstand ldsst vermuten, ob dem ganzen Dialog die Struktur der Linienteilung und ihrer Kog-
nitionsarten entspricht, wozu weitergehende Daten von Kennedy benétigt wiirden; oder ob vielleicht
das Liniengleichnis eine so wichtige Vermittlerrolle innehatte, wie sie moglicherweise dem Goldenen
Schnitt in PLATONs kosmologischen Vorstellungen zukam. Fiir die Linienteilung zumindest ist es ein
starkes Indiz, dass sie nach dem Goldenen Schnitt geschehen sollte. Was wiirde sich dadurch dndern?
Bei einer Teilung im Goldenen Schnitt ist es die kennzeichnende Eigenschaft dieser Teilung, dass der
groflere Teil sich zum Ganzen verhilt, wie der kleinere zum Grofieren. Daraus wiirde fiir die Verhalt-

nisse der Linienabschnitte folgen: A+B+CHD — A8 AxB — 4 ynd SEP = §. Somit wire auch

C+ D = A. Die Linienteile wiren nun in sich vermittelt, und genau diese geometrische Eigenschaften
ein mathematisches Abbild dafiir, wie eng man sich die Verbindung der einzelnen Seinsbereiche zu
denken hat, ndmlich sehr eng. Der Goldene Schnitt hebt damit die totale Trennung der Seinsbereiche,

die zundchst durch die Teilung einer Linie in strikt getrennte Teile erfolgte, auf und relativiert diese.>”

Die Linie hat man sich senkrecht vorzustellen, insofern sie einen «obersten» (&vwtétw; Politeia 511el)
Teil hat, dem die Vernunfteinsicht zugeordnet ist, und somit ist sie entsprechend dem Oben und Un-
ten des Hohlengleichnisses aufgestellt. Nimmt man die beiden Gleichnisse analog, dann wiirde auch
der langste Linienabschnitt zuoberst zu setzen sein, insofern man die Liniengrofsen mit der raumlichen
Ausdehnung der entsprechenden Bereiche im Hohlengleichnis in Verbindung bringt. Insofern der Ver-

32 Eine kurze Ubersicht iiber die Vertreter der Ansicht, dass hier der Goldene Schnitt zu sehen ist, findet sich bei Herz-Fischler
1998, S. 84f.. Balashov 1994, S.294, extrahiert zwei Hauptprobleme fiir diese Position: 1.) Es gibt keine aussagekraftiges Indiz
im Text. 2.) Man hat PLATON (noch) keine Kenntnis des Goldenen Schnitts nachweisen kénnen zum Zeitpunkt der Verfassung
der Politeia. Der zweite Einwand versucht das Pferd von hinten aufzuzdumen, denn die beste (und oftmals einzige) Quelle
iiber die Mathematik zu PLATONs Lebzeiten und fiir die Zeit der Abfassung der jeweiligen Dialoge sind die Dialoge selbst. Da
er selbst den Goldenen Schnitt nicht explizit erwéhnte, und keine in dieser Hinsicht expliziten historischen Dokumente vor-
liegen, scheitert ein Nachweis an der schlechten Quellenlage. Damit der Einwand 2.) plausibel ist, miisste man nachweisen,
dass iiber das gesamte restliche mathematische Wissen PLATONs heute noch Auskunft gegeben werden kann, was nicht der
Fall ist. Inwieweit der Goldene Schnitt ansonsten bei PLATON eine Bedeutung hat, siehe Kapitel 1.4.

33 Fiir diese und alle weiteren Merkmale des Goldenen Schnittes siehe Kapitel 1.4.
34 Es liegt genauer in einem der beiden moglichen Goldenen Schnitte.

35 Siehe Kennedy 2010a, S.22. Sehr problematisch an Kennedys Vorgehen ist, dass er einmal erfolgreiche Formen auch anderen
Dialogen {iberstiilpt und inhaltliche Folgerungen zu ziehen versucht. So zieht der Hinweis, das in mehreren Dialogen in der
Néhe des Goldenen Schnittes von einer Mitte> die Rede sei (Kennedy 2010a, S.23a91), in keiner plausiblen Weise nach sich,
dass damit der Goldene Schnitt assoziiert werden sollte. Kennedys Arbeit wire viel interessanter, wenn er versuchen wiirde,
erst die inhaltlichen Wegmarken eines Dialoges zu extrapolieren, und dann untersuchen wiirde, was fiir eine (zahlenmafige)
Struktur dem Dialog zugrunde liegt. Stattdessen tritt er mit fertigen Thesen {iber eine angebliche Zwolfteilung im Sinne einer
pythagoreischen Musiktheorie, die zu finden sei, an die Dialoge heran, die musikhistorisch nicht gegeben zu sein scheint (s.
McKay und Rehding 2011). Sind die Texte in zwolf gleiche Teile gegliedert, so muss zwischen dem zehnten und elften, weil
musiktheoretisch unharmonisch, Negatives zur Sprache kommen, zwischen dem achten und neunten Positives, was Kennedy
versucht nachzuweisen; siehe Kennedy 2010a, S. 14f.. Zu weiteren Unzuldnglichkeiten in Kennedys Vorgehen, insbesondere
die statistische Methode betreffend, siehe Gregory 2012.

36 Siehe Kapitel 1.4.
37 Fiir den Goldenen Schnitt und seine symbolische Vermittlungsfunktion siehe Abschnitt 1.4.
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lauf der Politeia auch ein ,Aufstieg’ zu den Ideen ist, spricht die Platzierung des Liniengleichnisses im
hinteren Teil des Dialogs dafiir, dass die hoheren Bereich die kleineren sein sollten.

Die Linie selbst und die Verhaltnisse ihrer Teilungen sind zum einen mathematische Objekte, zum an-
deren Offnet sich hinter der geteilten Linie ein Bildraum mit weiteren Beziigen. In Phaidon 86eff. wird
vom Pythagoreer Simmias die Vorstellung der Seele als Stimmung einer korperlichen Leier vorgebracht
und von Sokrates mit mehreren Argumenten widerlegt, die u.a. nur dariiber funktionieren, dass die
Saiten korperlich sind. Hier dagegen erscheint die Linie als Seele und die mit den Linienteilen in Be-
zug gesetzten «Zustdnde der Seele> (naS7poto év 9 uy) als die unterschiedlichen Schwingungen der
verschiedenen Teile. Damit wird das Linienbild zur Norm, weil in Ubernahme der Gerechtigkeitsdefi-
nition aus Politeia 441de die Linie durch die gleichen Teilungen wohlgeordnet ist und jeder Teil den ihm
angemessenen Platz einnimmt und die ihm zugehérigen Aufgaben ausfiihrt. Wobei die Untersuchung
der Gerechtigkeit in der Politeia ansonsten zu einer Dreiteilung der Seele in Vernunftvermogen, Mut
und Begehrungsvermogen fiithrt und die Zusammenstimmung dieser Drei in Analogie zu den drei To-
nen eines Dreiklangs bringt (Politeia 443de). Tatsachlich ist der Ausdriick fiir ,Schnitt’ auch typisch fiir
Unterteilungen einer Saite.3® Die Linie erscheint hierbei als Saite die durch Abteilung unterschiedlicher
Léngen verschiedene Tone hervorbringt.

1.3.3 Die Abbild-Urbild-Theorie

Die Relation zwischen den Teilen C und D, also zwischen Original und Abbild, dient im Liniengleich-
nis selbst explizit nur bei der Charakterisierung der mathematischen Methode als etwas, durch das
etwas anderes erkldrt werden wiirde. Ansonsten werden die beiden sichtbaren Seinsbereiche selbst
durch das Verhiltnis zwischen Deutlichkeit und Undeutlichkeit bestimmt (Politeia 509d), ihr Verhiltnis
beziiglich Wahrheit wird nach dem Wahrheitsverhiltnis zwischen Erkenntnis und Meinung festgelegt
(Politeia 510ab); es wird demnach im Liniengleichnis selbst erst genauer gefasst. Im darauf folgenden
Hohlengleichnis (Politeia 514a-517a%) wird sie umso prominenter eingesetzt. Die Gefesselten sehen nur
die flackernden Schatten an der Hohlenwand (Politeia 515a-c), der aus der Hohle Tretende zundchst auch
nur die Schatten und Spiegelungen im Wasser (Politeia 516a). Da Sokrates das Hohlengleichnis direkt
analog setzt zum Liniengleichnis (Politeia 517ab), so dass aufierhalb der Hohle der Erkenntnisbereich
liegt, innerhalb der Hohle der sichtbare Bereich, so scheint es berechtigt zu sein, die Abbild-Urbild-
Beziehung auch im Liniengleichnis zu verallgemeinern.

Die Bezeichnung ,Urbild-Abbild” ist irrefithrend, denn — wie oben angedeutet — wird das Verhéltnis
eher als eines zwischen einer Ursache mit Wirkung in einem niedrigerem Seinsbereich charakterisiert:
Die Schatten der Lebewesen sind in ihrer Form und Bewegung direkt abhingig von den selbstbewegten
Lebewesen und ihrer Stellung zur Lichtquelle. Die Urbilder sind wesentlich lebendiger, inhaltlich rei-
cher und damit auch keine Abstraktionen der Abbilder, wahrend die Urbilder notwendig sind fiir die
Existenz der Abbilder. Das Gemalde eines Gebédudes ist hier also gerade kein Abbild eines bauwerk-
lichen Urbildes.*

Das Abbild-Urbild-Verhiltnis auf die beiden grofien Abschnitte tibertragen bestimmt das Verhiltnis
vom Denkbaren zum Sichtbaren weiter, es gibt aber vor allem Aufschluss iiber die Stellung der ma-
thematischen Objekte zu den Ideen. Es besagt, dass sich die Ideen im Mathematischen ,spiegeln’, d.h.
dass dem Mathematischen ein in der Mathematik nicht direkt thematisierbarer Gehalt zukommt.*! Wir
nennen dies das Prinzip der Durchlissigkeit:

38 «Jene Operationen am Kanon, von denen im vorangehenden die Addition (bzw. Multiplikation) und Subtraktion (bzw. Division)
angedeutet wurden, hielen nach der Terminologie der antiken Wissenschaft Schnitte (fomai).» (Szab6 1994, 5.167).

39 Die Seiten 512 und 513 der Stephanus-Paginierung trennen in der Bezugsausgabe die Biicher 6 und 7 der Politeia und enthalten
keinen griechischen Text.

40 Anders u.a. Dominick 2010, S.7.

41 Dass die Mathematik Abbild von etwas anderem ist, sollte nicht mit der Anschauung verwechselt werden, dass sie Vorbild
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(DL) Die allgemeinen Ideen spiegeln sich im Mathematischen.

Was sich wie genau spiegelt, darauf wird — wenn auch nicht abschlielend — in den weiteren Abschnitten
eingegangen. Zum Teil hat PLATON wohl den Ubergang zu den Urbildern des Mathematischen in einer
analytisch schwer einzuholenden Symbolik der mathematischen Gegenstinde gesehen. Wie er mogli-
cherweise das Erkennen der hypotheseis durch Ideen verstanden wissen wollte, wird in Abschnitt 1.3.7
anfanglich expliziert.

Das Mathematische bildet aber nicht die einzige Briicke zu den Ideen. Da beide mittlere Linien die
mittlere Proportionale zwischen D und A bilden, gibt es zwei ,{iber Kreuz’ verlaufende ,Wege’ von D
nach A: Einmal die sichtbaren Schatten und Spiegelungen als Abbilder der mathematika, sowie diese
wiederum als Abbilder der Ideen, zum zweiten von den Schatten und Spiegelungen zu ihren sichtbaren
Ursachen und von diesen wiederum direkt zu ihren Urbildern, den Ideen. Der Weg tiber die Mathema-
tik scheint demnach nicht alternativlos zu sein.

1.3.4 Linie, Hohle und eine passende Erweiterung

Ein grundsatzliches Problem der Linieneinteilung, das viele Interpreten herausgefordert hat, entsteht
durch Bezug auf das Hohlengleichnis.*? Dort findet sich eine dhnliche Zweiteilung in Hohle und AuSen-
welt, erleuchtet einmal durch die Sonne, das andere mal durch ein Feuer, die durch eine nochmalige
Zweiteilung ergédnzt wird: die Schatten und Spiegelungen auflerhalb der Hohle gegentiber den wirk-
lichen Dinge dort oben, und die Schatten an der Hohlenwand versus die Gegenstdnde, die vor dem
Feuer vorbeigetragen werden. Sokrates selbst setzt die beiden Bilder in naheliegender Weise in Bezug
(Politeia 517a-c): Die Hohle entspricht dem sichtbaren Bereich, das Feuer der Sonne, die Auflenwelt dem
Bereich, wo wahre Erkenntnis moglich ist, und die Sonne dort der Idee des Guten.

Sehr unpassend ist jedoch, dass die in der Hohle Gefesselten, die nur die Schatten sehen, «uns dh-
neln> (Politeia 515a) sollen. Entweder entsprechen dann die Schatten den Gegenstdnden, die wir sehen,
wodurch aber das bisher ungeldste Problem entsteht, was dann die vor dem Feuer vorbeigetragenen
Dinge sein sollten und vor allem die dann nicht mehr sichtbare Sonne. Wenn man stattdessen die Gefes-
selten im Bereich der tatsdchlichen Schatten (der eixooie) verortet gerdt das Bild etwas durcheinander,
weil man sich bei der Beschreibung des Hohlenbildes mit den Gefesselten identifizierte, sich nun aber
mit den in der Hohle Befreiten gleichsetzen miisste. Dann bleibt die Frage, warum Sokrates nicht gle-
ich die Wandschauer aus seinem Bild weggelassen hat und durch Hohlenbewohner, die aufgrund der
schlechten Lichtverhéltnisse nur schemenhaft ihre Umwelt erkennen und nicht von Schatten unterschei-
den konnen, ersetzt. Wir nennen dieses Interpretationsproblem das Hohlenparadox.*3

Der tiblicherweise genommene Ausgang aus diesem Paradox besteht darin, das Gegenstand-Bild-Ver-
héltnis der Linie als Metapher fiir die Erkenntnissituation des normalen Biirgers zu nehmen: Die Schat-
ten an der Hohlenwand stellen die passiv aufgenommenen und unreflektierten Meinungen {iiber die
Gerechtigkeit dar (Politeia 517de), so Annas 1988, S.255f.. Aber diese Interpretation hebt die Gleichset-
zung der Seinsbereiche und Kognitionsarten der Linie mit den unterschiedlichen Gegenden auf, soweit
der sichtbare Bereich betroffen ist, wie Annas witzigerweise sogleich PLATON vorwirft: Er hitte die
Analogie der Gleichnisse und Bilder, die er Sokrates ankiindigen lédsst, tiberstrapaziert und damit seine
eigene Vorsichtsregeln gegentiber einem bildlichen Sprechen missachtet. Natiirlich ist diese Situation
nicht befriedigend, wer auch immer den Fehler gemacht haben mag.

sei —wie in der Neuzeit stark verbreitet. Sie ist nach der Abbild-Theorie nur insofern Vorbild, als die Dialektik in ihr erscheint,
also insofern sie Abbild ist. Anders z.B. Szab6 1994, S.316: «Diese Ziige [Beweistechnik und axiomatische Struktur] der
Mathematik waren auch fiir PLATON schon vorbildlich.»

42 Vgl. Szlezak 2005, S. 209f., Wilberding 2004, S.117f., Linck 2008, S. 39, Karasmanis 1988.

43 Diese Inkongruenz von Linien- und Hohlengleichnis gab Anlass zu vielen kiinstlichen Umdeutungsversuchen; vgl. u.a.
Thurnher 2005, S. 111£f., Wilberding 2004.
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Auffallend ist nun, dass in der Beschreibung der Auflenwelt erneut deutliche Differenzierungen gegen-
iiber dem Liniengleichnis eingebracht werden, die allerdings nicht wie das Szenario in der Hohle ein
grundsétzliches Problem aufwerfen. Der Hohlenbewohner erblickt aufierhalb zuerst nur die Schatten
der Dinge, dann erst ihre Bilder im Wasser, bevor er sie selbst sehen kann (Politeia 516a).** Zwei weitere
Schritte fiir ihn sind es, den Himmel zuné&chst bei Nacht und dann am lichten Tag zu besehen (Politeia
516ab), um schliefflich die Sonne, die Idee des Guten, direkt anblicken zu konnen. Da die Idee des Guten
sich im Gleichnis auflerhalb der Linie befindet, legt die Erlauterung der Aufienwelt eine vier- statt einer
zweigliedrigen Einteilung des oberen Linienabschnittes nahe. Das ist insofern nicht verwunderlich,
weil im Hohlen- im Unterschied zum Liniengleichnis viel mehr im Bild bleiben darf und nicht so stark

erklart werden muss.*

Sonne ~ |

Himmel

Lebewesen aufierhalb der Hohle

Spiegelungen im Wasser
: Schatten aufierhalb der Hohle
Feuer ——

Menschen und Dinge in der Hohle

Schatten an der Hohlenwand

(geometrische Zeichnungen u. 4.)

(Schatten der sichtbaren Dinge)

Diesen Aspekt des Hohlengleichnisses kann man als Anregung nehmen, die ganze viergeteilte Linie
nochmals zu teilen in dann insgesamt acht Teile. Dadurch ergibt sich ein Ausblick auf eine Auflésung
des Hohlenparadoxes, da damit der Hohle und den Wandschatten verschiedene Linienteile zugeordnet
werden konnen. Wenn eine Achtteilung von PLATON intendiert ware, dann ldge hier eine inhaltliche
Auslassungstelle in der Politeia vor.

Tatsdchlich hatte Sokrates bereits zu Beginn der Erlduterung zur Linie angemerkt, nicht alles anfiihren
zu konnen:
Ich werde wohl, denke ich, gar vieles auslassen miissen; indes, soviel fiir jetzt moglich ist, davon will ich mit
Willen nichts tibergehen. Politeia 509¢c
Und auch spéter verzichtet Sokrates erneut darauf, das Liniengleichnis weiter zu vertiefen, auch um
seinen Gespréchspartner nicht (weiter) zu tiberfordern:

Das Verhiltnis dessen aber, worauf sich diese beziehen, das Vorstellbare und Erkennbare, und die zweifache
Teilung jedes von beiden wollen wir lassen, o Glaukon, um nicht in noch vielmal groflere Untersuchungen
zu geraten als die vorigen.

44 Kramer 2005, S.197, tiberlegt, ob damit im Bild die angewandten von den reinen mathematischen Disziplinen unterschieden
werden; vgl. Szlezdk 2005, S.215al.

45 Tait 2005, S. 195, merkt an, dass man Sonne und Feuer nicht als Punkte auf der Linie nehmen darf, da die Linien im Linien-
gleichnis Grofien seien und nicht als Mengen von Punkten aufzufassen sind, weil es ja um Groffenverhiltnisse gehe. Aber
auch Linien und ihre Abschnitte haben zumindest Endpunkte; siehe Abschnitt 1.3.7.
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Mir meinesteils, sagte er, geféllt das tibrige alles, soweit ich folgen kann gleichfalls. Politeia 534ab

Die These®® ist, dass erstens die Linie erneut in insgesamt acht Abschnitte unterteilt werden soll und
dass sich zweitens im sogenannten zweiten Teil des Parmenides (137c-166¢) praktisch eine Erweiterung
(zumindest) des ontologischen Teils des Liniengleichnisses findet, der in der Tat nach einer achtgliedri-
gen Systematik aufgebaut ist, wenn man den Anhang der zweiten hypothesis nicht wie in neuplatonis-
tischer Lesart als eigenstiandige, sondern z. B. als Erlduterung der Verbindung der ersten und zweiten
hypothesis versteht.*”

Ein paar grobe Ahnlichkeiten lassen sich schnell aufzeigen. Das Erkennen und Meinen wird mit durch
ihre Objekte unterschieden, die Einheit der Idee steht dem Vielen ihrer Erscheinung im Bereich der
Meinung gegentiber (Politein 476a, 479a). Die ersten vier Abschnitte im zweiten Teil des Parmenides wer-
den entsprechend unter der Annahme untersucht, dass das Eine ist, wihrend die letzten vier unter
der Annahme stehen, dass das Eine nicht ist (und damit im gewissen Sinn das Viele). Die letzten bei-
den (Parmenides 164b-166c), die den Bildern der Linie entsprechen wiirden, enthalten eine ,Analyse” des
Scheins, in den ersten beiden (Parmenides 137c-157b), die dem Ideenbereich korrespondieren wiirden,
werden so gut wie alle Begrifflichkeiten ,entwickelt’. Die Kommentare zum Parmenides betrachten den
zweiten Teil gewohnlicherweise als Schlussfolgerungen aus systematisch variierten Annahmen enthal-
tend. Wie sich daraus eine ontisch zu verstehende Gliederung von Bereichen ergibt, wird in Abschnitt
1.3.9 angedeutet. Zunichst ist zu sehen, ob sich aus dieser schematischen Ubereinstimmung zwischen
Hohleneinteilung und dem zweiten Teil des Parmenides sinnvolle Erklarungen fiir die Ubereinstimmung
von Linie und Hohle ergeben und sich die Interpretationsprobleme beziiglich des Liniengleichnisses
l6sen lassen. Dann folgt mein wichtigstes Argument fiir die These (1.3.6-1.3.7). Zuletzt werden ein paar
weitere Folgen der These herausgestellt.

1.3.5 Die verfeinerte Linie

Teilt man die Linienabschnitte erneut im urspriinglichen Verhiltnis, so gleichen jetzt
beide Grundabschnitte, die der Erkenntnis und Meinung zugehoren, der vorherigen -+
Linienteilung. Hatte man zuvor drei Grof8en von Linien, die nicht geteilt waren, hat man
jetzt nur eine mehr, denn fiir die Langen der Strecken gilt 2=3=5 und 4=6="7.%% Somit
ergeben sich, wenn man keine Strecken addiert, folgende Verhéltnisse, die mit dem ur- -1
spriinglichen Verhiltnis &LDB identisch sind (geordnet nach der GrofSe der beteiligten 3
Abschnitte): %, %, % - %, %, %, %, %, %, g, %, ; - %, %, % . Diese Vielfalt an Linienbeziigen
gestaltet die inhaltlichen Beziehungen der der Linie zugeordneten Bereiche um einiges
differenzierter, wovon einige wenige Punkte im folgenden skizziert werden. Besonders
bemerkenswert ist die inverse Verzahnung der beiden Grundbereiche durch das umge-

drehte Verhiltnis von 5 zu 4. 5

Die problematische Beziehung der unteren Linie auf die Hohle wiirde sich nun dadurch €
losen, dass der korperliche Bereich in die Bereiche 5 und 6 unterteilt wird, wobei 6 6
unsere direkt sichtbaren Dinge beinhaltet, und 5 einen koérperlichen aber unsichtbaren -1
Bereich andeutet. Dieser enthilt die die zwar korperlichen aber unsichtbaren Prinzipien 7

der sichtbaren korperlichen Welt. Das sind die Elemente und ihre Mischungen, oder der 8

46 Die hier meinem Wissen nach das erste Mal vorgebracht wird, wobei das bei der unermesslichen Fiille an Sekundérliteratur
zu PLATONs Dialogen nicht viel heifsen muss, sie wiirde der Platoninterpretation der Neuplatoniker naheliegen. Zumindest
gehort sie nicht zum Gemeingut der Platonforscher. Fossa und Erickson 2005 beschrinken sich darauf, ein paar mathemati-
sche Eigenschaften einer erneut geteilten Linie zu besprechen.

47 Parmenides und Zenon waren (in der Logik des Dialoges) vermutlich als politische Gesandte in Athen zur Zeit der grofSen
Panathenéen, einem vierjahrigen Fest zu Ehren der Goéttin Athen. Dieses Spektakel bestand neben den dezidiert religiosen
Ritualen und Umziigen aus einigen musischen und sportlichen Wettkampfen und fand, soweit es noch nachzuvollziehen ist,
an genau acht Tagen am Ende des ersten athenischen Monats im Jahr, dem Hekatombaion, statt, der etwa in die Zeit unseres
Juli fallt; vgl. Neils 1992.

48 Die Zahlziffern werden hier als Namen fiir die Linienabschnitte verwendet, weil man an ihrem Zahlwert ihren Ort auf der
Linie direkt ablesen kann. Eine Verwendung des Alphabets bietet sich dagegen nur in Sprachen wie dem Altgriechisch an, in
denen die ersten Buchstaben die entsprechenden Zahlen bedeuten: »{ ist ein altgriechischer Ausdruck fiir 27.
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ausgedehnte Teil der Seele.*? (Dazu weiter in 1.3.12 und 1.3.8.)

In der dritten hypothesis (Parmenides 157b-159b) ist der Bezugspunkt der Untersuchung eine «andere Art
von Idee», die in sich unbegrenzt ist. Dieses (zur Einheit) «andere> hat Teile und ist Ganzes, hat an
der Einheit teil und ist deswegen auch eins und begrenzt, aber fiir sich unbegrenzt, und entsprechendes
beziiglich den weiteren in der ersten hypothesis aufgeworfenen Begriffen. Damit werden aber genau
die begrifflichen Bestimmungen getroffen, die in EUKLIDs Elementen fiir die Definitionen vorausgesetzt
werden. So tragen alle ausgedehnten Grofien diese scheinbar widerspriichlichen Bestimmungen an sich,
einmal beliebig und unbegrenzt teilbar und somit eine unbestimmte Menge von wieder teilbaren Teilen
zu sein, andererseits selbst durch ihre Grenzen und bei jeder konkreten Teilung bestimmt zu sein.

In der vierten hypothesis (Parmenides 159b-160b) verschwinden die Bestimmungen des «anderen>, da
es fiir sich ohne das Eine betrachtet wird. Dies ist zum einen gerade die Charakteristik der zwar
gehaltvollen, aber unbestimmten Teile eines mathematischen Objekts. So ist z.B. ein reiner Flachen-
inhalt fiir sich ganz unbestimmt,”! erst durch Beziehungen auf andere Inhalte oder Bestimmung durch
seine Form wird er fassbarer. Zum anderen muss die tibergeordnete Einheit verloren gehen, damit man
verschiedene geometrische Objekte miteinander betrachten kann, die nicht begrifflich notwendig aufei-
nander bezogen sind. Erst hier im vierten Bereich kénnen geometrische Objekte im geometrischen Sinn
gegeben und konstruiert werden. Erst hier finden die Konstruktionen der Beweise der Elemente ihren
begrifflichen Unterbau.

Jetzt losen sich auch die in der Besprechung des Liniengleichnisses aufgetretenen Interpretationspro-
bleme, welchen Ort die Zeichnungen einnehmen und inwiefern die sichtbaren Gegenstande als Bilder
genommen werden in der Geometrie. Wenn man annimmt, dass die Zeichnungen mit Teil 7 korre-
lieren und damit Abbild der Elemente und ihrer geometrischen Elementarformen in 5 sind, dann sind
sie zusammen mit den sichtbaren Gegenstdnden Abbild der rein ideellen geometrischen Objekte in 3.
Somit liegen die Zeichnungen zwischen dem korperlichen und dem Schattenbereich und werden von
den Schatten und Spiegelungen im Wasser nochmals abgebildet. Die Charakterisierung der Bereiche C
und D fand demnach in Politeia 509d-511e nur in Vertretung durch die Bereiche 6 und 8, der sichtbaren
Gegenstdnde und ihrer Abbilder, statt.

Bevor auf die Definitionen des ersten Buches der Elemente EUKLIDs ndher eingegangen wird, soll der
oberste Bereich 1 etwas untersucht werden.

1.3.6 Die Ideenzahlen

Nach den {iberlieferten Zeugnissen soll PLATON irgendwann — vermutlich im spéteren Teil seines Le-
bens — der Uberzeugung gewesen sein, dass zu den hochsten Ideen zehn Ideenzahlen (si8ntxot &pt3pot)
gehoren.”? Insofern man auch Ideen zdhlen kann, haben die gezihlten Ideen an der Idee der jeweiligen
Zahl teil, und insofern diese Ideen von Zahlen auf Gemeinschaften aller anderen Ideen anwendbar
sind, ist es plausibel sie zu den allgemeinsten und damit ,hochsten’ zu zdhlen. Allerdings sind Ideen
von Zahlen anderer Art als Mengen von Einheiten. Setzt man ndmlich voraus (wie in Abschnitt 1.3.9
etwas erldutert), dass Ideen starke Einheiten sind und somit autarke, sich selbst bestimmende Sachver-
halte, insofern die Beziehungen ihrer Teile aufeinander begrifflich notwendig sein miissen, so kann eine
Idee keine sich gegenseitig gleichgiiltigen Einheiten auf irgendeine Weise zusammenschlieffen. Es wird
vielmehr der Fall sein, dass gerade die Ideen, die keine ihrer Binnenstruktur nach zahlenméfsiig kom-
plexere Idee voraussetzen, die jeweiligen Ideenzahlen bilden. So besitzt z. B. die Idee der Einheit keine

49 Vgl. z.B. Timaios 36e. ARISTOTELES wiirde wahrscheinlich die «attirlichen Korper> dazurechnen; vgl. Bos 2005, S. 92ff, und
Bos 2010; zu Bos siehe aber Rijk 2002, S. 50a143.

50 Parmenides 158c, «ihre eigene Art» Parmenides 158de.
51 Siehe die Diskussion in Kapitel 2.
52 Siehe dafiir u. a. Metaphysik 987b20ff., 1080aff., und Kramer 1959, S. 250.
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Binnenstruktur und ist einférmig, da sie ansonsten mindestens zwei Binnenstrukturmomente beséfie
und damit die Idee der Zwei voraussetzen miisste.

Dadurch ist im tibrigen eine Basis skizziert, auf der die Zahlensymbolik PLATONS eine rationale Grund-
lage erhalten konnte, weil die Zahlen in ihrer reinsten Form inhaltlich mehr sind als quantitative Bes-
timmungen. Man hat die ,qualitative’ Verwendung von Zahlen bei PLATON in der Literatur meistens
entweder nicht beachtet oder nicht ernst genommen.>® Dabei sind besonders die Zahlen Drei, Neun
und Zehn in seinen Werken zu beobachten® und ihr genauer Einbezug noch zu untersuchen.®

Es werden in der ersten hypothesis zehn Ideen oder Ideenpaare entfaltet, von denen gezeigt wird, dass sie
bis auf das Eine selbst nicht auf das Eine zutreffen. Das sind: Das Eine, Teile-Ganzes, Grenze (Anfang-
Mitte-Ende), Gestalt (rund — eckig), Ort (in anderem — in sich), Bewegung (Ruhe — Bewegung), Identitét-
Verschiedenheit, Ahnlichkeit-Undhnlichkeit, Gleichheit/Maf (kleiner — gleich — grofler), Zeit (jiinger —
gleich alt — &lter). Ihre asymmetrische Abhingigkeit und die binnenstrukturelle Erweiterung um jeweils
ein Moment, soll im folgenden Absatz angedeutet werden, eine differenzierte Analyse steht noch aus.

Die Einheit selbst hat keine innere Struktur, ist hier nur ein einzelner abstrahierter Strukturpunkt. Die
Ganzes-Teil-Idee hat zwei Strukturpunkte, die zwei Momente von Ganzem und Teile.>® Der Grenzbe-
griff hat drei Punkte, die Momente von Anfang, Mitte und Schluss (oder Ursprung, Ubergang und
Vollendung). Die Enden (Anfang und Schluss) differenzieren sich weiter und werden zu einer Dreiheit.
Bei drei Struktur(end)punkten kann sich einer anders zur Mitte verhalten als die restlichen (was bei
insgesamt nur zwei weiteren nicht auffillt, da diese sich, insofern sie sich unterscheiden, bereits ver-
schieden verhalten). Die Enden verhalten sich bei runder Gestalt alle gleich zur Mitte, bei eckiger Gestalt
verhalten sich zwei Enden gleich, ein drittes Ende anders als die beiden.%” ,Spaltet” sich jetzt die Mitte
selbst in sich selbst und das andere, so ergibt sich eine Idee von Ort. Die Mitte ist in sich selbst oder in
einem anderen, je nachdem ob sie selbst oder etwas anderes mit allen ihren Enden in Beziehung steht.
Differenziert sich dieses andere wieder in zwei Momente, so kann der Unterschied von Ruhe und Be-
wegung aufgemacht werden; so unter anderem die Bewegung von etwas anderem in etwas anderes. Es

53 Reidemeister 1940, S.7, sieht in der Beschreibung der sogenannten Hochzeitszahl (Politeia 546bd) eine «humoristische
Ubertrumpfung pedantischer Zahlenmystik». Der praktischen Nutzen ist bei derartigen Deutungsversuchen nicht zu ver-
nachldssigen, so ist in Nomoi 737e-8a z.B. aus organisatorischen Griinden von gerade 5040 Biirgern die Rede. Denn
5040 = 2-3-4-5-6-7 = 7!, dh. sie hat besonders viele Teiler. Szab6 1994, S.134, hilt den Stand der Forschung fest und
gibt dem Zahlengebrauch eine moderne Wendung: «so kann die Wissenschaftsgeschichte mit dieser kuriosen Zahlensymbo-
lik nichts anfangen. Aber man soll nicht vergessen, daff in derselben Behauptung — "alles ist Zahl" — doch die Bestrebung

zum Ausdruck kommt, man soll die Gesetze der Natur mathematisch erfassen.»

54 Aber auch weitere Zahlen wie die Sieben oder Zwei sind bedeutsam. Zu berticksichtigen ist, dass in der griechischen Kultur
— speziell in Religion und Medizin - einzelnen Zahlen eine herausragende Rolle zukam; siehe dazu vor allem die Arbeiten
von W. Roscher: Roscher 1906 (zu PLATON insbesondere Roscher 1906, S. 86ff.) und der Nachdruck anderer in Roscher 2003.

55 Z.B. tritt die Zahl (und Ziffer) Neun in den Dialogen relativ hiufig auf und steht im Kontext der Verbindung des hohen und
niedrigen, von Himmel und Erde oder Erde und Unterwelt:

Denn von welchen [so der Dichter Pindaros]

Persephone schon die Strafen des alten Elends

genommen, deren Seelen gibt sie der obern Sonne im neunten Jahre zurtick,

aus welchen dann ruhmvolle, tatenreiche Konige

und an Weisheit die vorziiglichsten

Minner hervorgehen und von da an, als heilige Heroen

unter den Menschen genannt werden Menon 81bc
Auch Hephaistos Hammer ist 9 Tage zwischen Olymp und Erde unterwegs. Neben diesen mythischen Erinnerungen wird
die 9 neben der Drei benutzt, um den Unterschied zwischen Vollkommenem und Abgefallenem zu charakterisieren. So wird
in Politeia 587bff. der Abstand vollkommenem und niedrigstem Wohlbefinden analog den Staatsformen durch die Potenzen
der 9 als 32 beschrieben. Siehe zur Neun und Zehn auch Phaidros 248e,257a, Timaios 21ab,23e, Nomoi 624ab,702¢,759d,824c,894c,
Kritias 108e,111ab, Minos 319, Politeia 615ab.

56 Einem reinen Begriff von Ganzes-Teile kann man sich durch eine Beschrankung auf die Relation annéhern, die angegeben
werden kann durch
gtl Das Ganze ist Ganzes der Teile. ("Ist nicht das, dem kein Teil fehlt, ganz?" Parm137c)
gt2 Die Teile sind Teile des Ganzen. ("Der Teil ist doch Teil eines Ganzen" Parm137c)
Demnach hitte etwas Teile, wenn es ein Ganzes wére, denn ein Ganzes ist es nur in Bezug auf seine Teile.

57 Siehe Kapitel 3.
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ist dann teils in dem einen, teils in dem anderen. Spaltet sich aber wieder die Mitte aus sich selbst und
dem anderen, so entsteht der Grundbegriff von Identitit in Bezug auf etwas selbst und insgesamt vier
Moglichkeiten. Etwas ist identisch mit sich selbst oder mit dem anderen, verschieden von sich selbst
oder verschieden vom anderen. Aber die Identitit differenziert sich zur Identitiat nicht nur des Ganzen,
sondern auch der Teile. Ahnlichkeit ist die Identitit von Teilen, Undhnlichkeit die teilweise Verschieden-
heit. Erweitert sich die Identitdt zu: Ein Teil ist identisch mit einem anderen Ganzen und dieses mit
dem Teil eines anderen, so hat man einen Begriff von Mafs und kann kleiner-gleich-grofier festlegen.
Die Gesamtheit der drei Momente differenziert sich weiter, so dass pro Stufe mehrere sind, und in ihnen
damit Bewegung gedacht werden kann; eine Idee der Zeit.

1.3.7 Die Ideenzahlen im Spiegel der Geometrie — Euklids Definitionen und Postulate

Es wird in diesem Abschnitt anfanglich dargestellt, wie sich die Ideen des letzten Abschnitts zum Teil
tatsachlich im Seinsbereich 3, fiir den hier die Definitionen der Elemente angesehen werden, spiegeln.®®
In (1) wird in den Kontext der Definitionen eingefiihrt und die ersten drei Definitionen in ihrem Zusam-
menhang kurz erldutert, in (2) wird die metamathematische Allgemeinheit der 13. Definition aufgezeigt
und in (3) ein Uberblick gegeben, wie die hochsten Ideen in den Definitionen von Bedeutung sind.

(1) Man schitzt die Definitionen EUKLIDs in den Elementen im allgemeinen nicht.” Die wesentliche
Begriindung dafiir fufst allerdings gerade darauf, dass weder diesen ersten Definitionen (noch den
spédteren in tiberragender Weise) eine bedeutende Funktion in den Beweisgidngen und Konstruktio-
nen zuzukommen scheint. Dass erst jetzt eine beweistheoretische Relevanz entdeckt werden sollte,
scheint nicht sehr wahrscheinlich zu sein, insofern es sich in den Axiomen um verhéltnisméfig einfache
Grundgebilde und deren Zusammenhinge handeln sollte. Andererseits hatte vermutlich selbst PROK-
LOS, der den friithesten {iberlieferten Kommentar zu den Elemente verfasste, keinen Zugriff mehr auf die
miindliche Lehrtradition in Alexandria.®

Weiter ist zu bedenken, dass die modernen Texteditionen der Elemente bereits in den Ausgaben von
Heiberg und Stamatis eine Ordnung der Definitionen vorspiegeln, die in den tiberlieferten Manuskripten
nicht vorhanden ist. Die Definitionen sind dort nicht nummeriert, sondern bilden mit den anderen
Vorannahmen eine Art kurze und kompakte Hinleitung zum Haupttext. Dies wiirde auch erst ein-
mal dafiir sprechen, dass man bei den Definitionen, Postulaten und Axiomen keine zu grofie Prazision
im Ausdruck und Verbindlichkeit im Inhalt vermuten diirfte. Es wiirde jedoch genauso dazu passen,

58 Und damit ein Forschungsdesideratum etwas eingeholt: «Insbesondere bleibt es bei einer textimmanenten Interpretation
vollig unklar, wie die Grundbegriffe der Mathematik von der Idee des Guten her definier- und verstehbar gemacht werden
konnen.» (Kramer 2005, S. 195.) Tatséchlich geht unsere Interpretation tiber alle bisherigen Erlduterungen zur ersten hypothesis
oder den Definitionen der Elemente hinaus.

59 Vgl. Russo 1998. Artmann 1999, S. 18, merkt tiber die Definitionen 1-9 an: «It has often been observed that Euclid makes no use
of these definitions in his subsequent proofs. They are explications that should clarify the significance of a term to the reader
but play no formal rule in deductions.» Vgl. Mueller 1981, S.40, und Netz 1999, S. 94ff.. Szab6 1994, S.354, beschrankt sich in
seiner Meinung darauf, dass die Definitionen 4 und 7 des ersten Buches scheinbar nicht benutzt werden. Witter 1964, S.188,
hélt die Definitionen 1,2,4,5 und 7 fiir tiberfliissig. (Eine Ausnahme ist Schmitz 1997, S.353.) In dieser Allgemeinheit ist das
falsch, denn Definition 3 ist spatestens in der kataskeue des ersten Satzes aus Buch eins notwenig fiir die Anwendbarkeit von
Postulat drei. Denn wéren die Enden der geraden Linie nicht nach Def. 3 Punkte, konnte auch kein Kreis um sie gezeichnet
werden nach Postulat 3.

Entsprechend der allgemeinen Uberzeugung kann man in den Definitionen auch keine platonische Fundierung erkennen.
Gegen einen platonischen Hintergrund der Elemente wendete Thomas Greenwood ein, PLATON und ARISTOTELES als Alter-
nativen betrachtend: «... the objects expressed by the definitions are not presented in any way as reflections of ideal and
eternal paradigms. Furthermore, if Euclid were a Platonist, he should have carried the process of analytic regression beyond
the very notions he takes as primitive, in order to discover how the ultimate principles of the One and the Dyad required by
his own system can account for points and lines and other figures. He does not go beyond points and lines at the beginning
of his system ...» (Maziarz und Greenwood 1968, S.243f..) Vor diesem Hintergrund kann Schonbeck 2003, S.134, die Mei-
nung vertreten, dass der «phdnomenologische[n] Ursprung» in den Definitionen der Elemente sichtbar wird, und EUKLID den
«Ritickgriff auf eine nicht explizierte natiirliche Raumanschauung’» unterstellen.

Positiv dagegen Raymond 2012.

60 Vgl. Guggenheimer 1977, S.187.
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dass die eigentlich prizisen Uberlegungen im Hintergrund etwas laxer dargestellt werden, als es ihrem
eigentlichen Inhalt angemessen wire.

Die Postulate und Axiome sind mit den im ersten Buch gegebenen erschopft, weitere Definitionen
finden sich eingangs der einzelnen Biicher, und zwar bei allen bis auf Buch 8, 9, 12, 13. Im folgenden
werden wir uns weitgehend auf die Definitionen des ersten Buchs beschranken, da sie die grundlegen-
densten sind und ihre Objekte die Gegenstinde der Postulate ausmachen.®!

1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat,
2. Eine Linie breitenlose Lange.
3. Die Enden einer Linie sind Punkte

Die drei Definitionen weisen zunichst die logische Struktur auf, dass erst zwei verschiedene Objekte
definiert oder vielmehr erkldrt, und in dann in direkte Beziehung gesetzt werden. Dabei werden die
Ausdriicke keine Teile haben’, ,breitenlose Lange’ und ,Ende sein’ scheinbar unerklart benutzt. Dieses
war sogar zu erwarten, da es sich hier erstmal um eine Grundlegung der Geometrie und nicht der
gesamten Mathematik oder gar Philosophie handeln sollte, es ist aber auch vor dem platonischen Ver-
standnis der Beziehung von Mathematik und Philosophie gemafs Politeia 510b-d addquat, dass die in der
Fundierung der Mathematik gebrauchten Begriffe philosophisch weiter aufzuklédren sind.

Tatsdchlich konnen diese Ausdriicke in ihrem Gehalt prazisiert werden, indem man die Definitionen
zueinander in Beziehung setzt. Wenn ein Punkt ist, was keine Teile hat, dann ist die Linie etwas, das
Teile hat, insofern sie Lange ist. Sie hat keine Teile in Hinsicht auf Breite, das ist erstmal der Flidche, die
«nur Lange und Breite hat» (I D5), vorenthalten, wobei das «nur» bereits auf die Definition des Korpers,
«was Lange, Breite und Tiefe hat», in Buch XI deutet.??

Nimmt man jetzt eine genauere Bedeutung von Teil und Enden hinzu, die sich daraus ergibt, wie die
Definitionen in weiteren Verlauf der Elemente benutzt werden, so kann man aufgrund der ersten drei
Definitionen weiter festhalten: Da Teile von bestimmten Grofien wieder Grofien derselben Art sind,
sind Teile der Linie wieder Linien. Teile eines Ganzen sind immer Teile einer gesamten Teilung, d.h.
hat man einen Teil, sind die Restlichen gedanklich immer zu ergédnzen; eine Teillinie ist kein Ausschnitt
einer Linie.®® Die Enden (népata) einer Linie sind ihre (sie bestimmenden und) einzigen Grenzen, es
sind mindestens zwei. D.h. eine Linie tritt mit einer anderen Linie nur so in Kontakt, beriihrt sie bzw.
trifft auf sie, indem sie ein Ende gemeinsam haben. Ein Ende eines Teils ist entweder ein Ende des
Ganzen, oder auch Ende (mindestens) eines anderen Teils. Weiterhin sind Teile immer im plural zu
nehmen, d.h. es gibt stets mehr als ein Teil, wenn es ein Teil gibt, und die ganze Linie ist nicht Teil ihrer

61 Die folgenden Zitate aus den Elementen stammen, wenn nicht anders angegeben, alle aus Thaer 1997, und sind teilweise unter
Benutzung von Heiberg und Menge 1916 und Heath 1956a, Heath 1956b, Heath 1956¢ angepasst. Die kleinen Ergénzungen
durch Stamatis 1977 sind fiir die Belange hier nicht relevant.

62 Vgl. Reed 1995, S.5: «Definition 2 merely states that lines (a) are distinguished from points by having parts, (b) are distin-

guished from other geometric things by having only one part and (c) can be compared amongst themselves by this part, their
length.» (a) betrifft eine wesentliche geometrische Eigenschaft der Linie, (b) ist eine Aussage tiber den Begriff Linie, namlich
die Begriffsteile. Ahnlich herausragend sind Reeds Bemerkungen zur vierten euklidischen Definition, in der die gerade Linie
bestimmt wird (S. 6): «The approach proposed here, however, suggests a simple and clear interpretation. As points define the
delimiting of lines, straight lines are precisely those for which no additional specification for the relationship between points-
as-extremities and lines-as-delimited is either necessary or possible. For straight lines this relationship is always the same. No
metric or measure theoretic specification is implied here. The delimitation happens in the same manner throughout the line,
but nothing is said about what this manner my be.» Vgl. dazu Kapitel 3 und insbesondere Abschnitt 3.4 dort.
Reeds Buch ist mir erst kurz vor Fertigstellung dieses Textes in die Hande gefallen. Auch wenn sich meine Euklidinterpreta-
tion auch in grundsétzlichen Dingen von seiner unterscheidet, so finden sich bei ihm Gedankenformen zu EUKLIDs Defini-
tionen, die meines Wissens sonst nirgends aufgeschrieben sind und die ich mir in Unkenntnis seines Werks selbst entwickeln
musste. Erstaunlich ist allerdings, dass — unabhéngig von einer abschlieSenden Bewertung seiner Interpretationsvorschlage
- seine Anmerkungen keinen Eingang in den Fachdiskurs {iber EUKLIDs Definitionen fanden (s. z. B. Russo 1998 oder Acerbi
2007a). Ich kann mir das nur so erkldren, dass er selbst seine Erkenntnisse nicht weiter verbreitet hat auf Fachtagungen oder
im personlichen Kontakt, und das Buch selbst iibersehen werden konnte, weil sein Titel keinen direkten Bezug auf EUKLID
enthélt und in keinem einschlégigen Verlag erschien.

63 Vgl. die Erlduterungen zu Teilen in den Definitionen (V D1) und (VII D3).
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selbst. Entsprechendes lésst sich aber auch dem Parmenides entnehmen: Die Teile sind stets mehrere
(Parmenides 137cd). Ein Teil ist von gleicher Art wie das Ganze (Parmenides 158c, s.a. S.22). Teile sind

stets gegeneinander und gegen das Ganze begrenzt (Parmenides 158cd).%*

In den Definitionen der Elemente ist vor allem davon die Rede, dass Linien sich treffen (copnintewv),
d.h. ein Ende gemeinsam haben. In Postulat 5 wird zwar davon gesprochen, dass eine Linie auf zwei
andere fillt (éunintev) und in Definition 10 davon, dass eine Linie auf eine andere gestellt wird, dieses
kann aber leicht paraphrasiert werden als ,hat ein Ende mit dem gemeinsamen Ende zweier Teile (der
anderen Linie) gemein” und jenes im Postulat entsprechend komplexer. Somit kann grundsétzlich auf
eine jede Linie, da sie definitionsgeméf: Teile hat, die mindestens eine Grenze gemeinsam haben, eine
andere ,gestellt’ werden.

— Ein Punkt P liegt auf einer Linie ¢ :&
P ist Endpunkt eines (Linien)Teiles der Linie g.

— Eine gerade Linie g ist auf eine gerade Linie m gestellt :&
Ein Endpunkt von g ist Endpunkt eines Teiles von 1, aber kein Endpunkt von 1.

Vor diesem Hintergrund kann man den Zusatz zur Bestimmung des Durchmessers explizieren (hier

kursiv):

17.  Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezogene, in beiden Richtungen vom
Kreisumfang begrenzte Strecke; eine solche hat auch die Eigenschaft, den Kreis zu halbieren.

«Ein Durchmesser halbiert seinen Kreis» heisst genauer:

1. Die Endpunkte eines Durchmessers teilen einen Kreisumfang in genau zwei Teile, d.h. sie sind
auch die Endpunkte von genau zwei Teilen der Kreislinie, die zusammen die Kreislinie ergeben.

2. Diese beiden Teile bilden mit dem Durchmesser zusammen jeweils die Begrenzung einer Figur.
3. Diese beiden Halbkreise sind intrinsisch ununterscheidbar.

Diese Bestimmungen mdiissten mit metatheoretischen Prinzipien und den vorhergehenden Definitio-
nen hergeleitet werden, was wir nicht tun (aber siehe Abschnitt 2.4). Hier sei nur darauf hingewiesen,
dass dieser Halbsatz letztlich die begrifflichen Bestimmungen des ,Seite einer geraden Linie sein’ ent-
hélt und festhdlt, dass es genau zwei Seiten bei einer geraden Linie gibt, die zudem beide gleichwertig sind.
Entsprechend kann man den in den Elementen folgenden Gebrauch des Begriffs der Seite einer geraden
Linie in folgender Weise auf die Definitionen von Linie, Figur und halbierendem Durchmesser zurtick-
flihren:

— Ein geometrisches Objekt P liegt ganz auf einer Seite einer geraden Linie g &
P liegt in einem Halbkreis, der Halbkreis eines Kreises ist, zu dem g der Durchmesser ist, oder P
liegt in einem Halbkreis, der Halbkreis eines Kreises ist, zu dem g ein Teil des Durchmessers ist.

Als Ergebnis der Uberlegungen zu den ersten drei Definitionen und dem Durchmesser darf festgehalten
werden, dass die primitiven, d.h. nicht definierten, Ausdriicke zum Teil implizit im Zusammenhang mit
anderen Definitionen, in denen sie nicht auftreten, in ihren funktionalen Beziigen aufgehellt werden
(wie Lange),® wihrend andere, nicht spezifisch geometrische Begriffe (Teil-Ganzes, Enden) mit der in
PLATONS Dialogen gegebenen Bedeutung sinnvoll eingebunden werden konnen.

64 Die allgemeine Vorgehensweise fiir eine Rekonstruktion des mathematischen Gehalts der euklidischen Definitionen wire aus
den durch die Philosophie strukturell verstiarkten Begriffen der Definitionen die frith-griechischen Aquivalente moderner
geometrischer Begrifflichkeiten zu definieren. So liefSe sich definieren: Der Punkt z liegt zwischen zwei anderen Punkten x
und y genau dann, wenn z ist ein Endpunkt eines Teils einer geraden Linie mit Endpunkten x und y, der nicht Endpunkt
der ganzen geraden Linie ist.

Dass diese Uberlegungen letztlich auch fruchtbar fiir die moderne Mathematik sein kénnten, legt die Arbeit von Maudlin 2010
nahe, der vorschldgt im Hinblick auf Anwendungen in der Physik die Grundstrukturen geometrischer Raume nicht mehr mit
der tiblichen mengentheoretischen Topologie zu fassen, sondern mit einer aus der Antike inspirierten Linien-Topologie.

65 Das widerspricht z. B. Mueller 1981, S.40: «Clearly, primitive terms which occur only in the definitions of others cannot be
said to have an implicit characterization.» Denn er hilt EUKLIDs Definitionen offensichtlich fiir derartige Definitionen.
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(2) Es ist kein Traktat oder Zitat EUKLIDs tiber seine Ansichten zur Philosophie der Mathematik tiber-
liefert, speziell fiir die Geometrie gilt: «In the Elements, meta-mathematics is strictly prohibited.»66
Natiirlich sind die Vorgehensweise und der Aufbau der Elemente ein indirektes Zeugnis der euklidi-
schen Metamathematik. Aber — so die These hier — es findet sich in den Definitionen 13 und 14 ein
Beispiel einer viel direkteren metamathematischen Aussage. Um etwas besser zu verstehen, ist es
manchmal niitzlich, etwas dort genauer zu betrachten, wo mit dem hergebrachten Verstindnis eine
Anomalie auftritt. So eine kann man in den Elementen in Definition 13 finden:

Eine Grenze ist das, worin etwas endigt. (Thaer 1997, S.1)
A boundary ist that which is an extremity of anything. (Heath 1956a, 5.153)
Grenze ist, was von irgendetwas Ende/Begrenzung ist.

“Opog gotiv, § Twig éott TEpag.

Aber auch eine Begrenzung (népac) ist die Begrenzung von etwas, wie in Definition 3 von einer Linie.
Der Ausdruck ,Grenze’ (6pog) wird im weiteren nur in Definition 14 benutzt, in der er leicht zu ersetzen

wire:%”

Eine Figur ist, was von einer oder mehreren Grenzen umfafst wird.

In ihrer allgemeineren Bedeutung sind dpog und népac nur schwach unterschiedlich, ARISTOTELES ge-
braucht sie mitunter nachweislich synonym.%8

Wihrend népag hier in den Elementen die Enden bedeutet, wird in der ersten hypothesis des Parmenides
ein allgemeinerer Begriff des Begrenzens (népac) aus drei Strukturmomenten (den zwei Enden und dem
Begrenzten) aufgebaut (vgl. Parm 137d). Sind nur zwei Strukturmomente gegeben, so wiirde durch die
Momente nicht festgelegt werden, welches die Grenze ist und welches das Begrenzte. Etwas muss in
diesem Sinne immer von zwei Seiten begrenzt werden.

Dieser Begriff findet in der Geometrie seinen einfachsten Ausdruck im Begriff der begrenzten Linie,
den zwei Grenzpunkten mit ihrer langlichen Verbindung. In Definition 13 wird der Schwerpunkt auf
die Enden als Enden eines Begrenzten gelenkt und so der allgemeine Begriff des Begrenzens instantiiert.
Definieren ist allerdings auch ein Begrenzen. Insofern kann man die Bestimmung von Spog in Definition
13 als Definition der Definition (von EUKLID eben auch dpot genannt in den Elementen) interpretieren.
Definition 14 gibt dann neben dem geometrischen Gehalt im allgemeineren Kontext die Definition einer
Art Vollstandigkeit eines Definitionssystems wieder.

Punkte sind die Enden einer Linie, Linien die Enden einer Flache und Flichen die Enden von Kor-
pern. Die Flachen-(und Korper-)arten werden aber im Unterschied zur begrenzten Linie durch die Art
ihrer Grenzen bestimmt.%” Ein Pentagon ist z. B. die Fliche, die von fiinf gleich langen geraden Linien
gleichmafiig umfafit wird. Spog ist also die Grenze, die ihr Begrenztes bestimmt, konkreter eine (ma-
thematische) Definition und noch konkreter im geometrischen Kontext die das begrenzte geometrische
Objekt eindeutig kennzeichnende geometrische Grenze.

(3) Die These ist, dass die ersten fiinf Ideen der ersten hypothesis des Parmenides in den Definitionen zum
Tragen kommen. Fiir die Bedeutung von RUND und GERADE (RUND bedeutet soviel wie gleichmaflig
und GERADE soviel wie ungleichméfig) wird auf Kapitel 3 verwiesen. Zur Ubersicht betrachte man die
folgende Tabelle.

66 Saito 2009, S.804. Vgl. auch Mueller 1981, S.11.
67 Es tritt noch in Definition 8, Buch V, auf, dort in der Bedeutung als Glied einer Reihe bzw. einer Proportion.
68 Siehe Heath 1956a, S. 182.

69 Ob eine Linie geschwungen oder gerade ist, kann man nicht ihren beiden Endpunkten ansehen. Bei den hier bezeichneten
Figuren ist immer eine gleichméfige Flache (Ebene) und ein gleichméfliger Raum vorausgesetzt, bei der Liniendefinition war
das noch nicht der Fall.
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Die strukturelle Gleichheit der ersten drei Definitionen mit den ersten drei Ideen der ersten hypothesis
ist augenfallig.”? Weniger offensichtlich ist der Zusammenhang der Definitionen 4-12 mit RUND und
GERADE. Mit der alternativen Interpretation von RUND als gleichméfsig ist Definition 4 aber gerade
die Spezifizierung von RUND auf Linien und dhnlich in Definition 7 auf Flichen.”! Definition 8, der
Winkel, ist dann aber die eckige Linie.”? Die Definitionen 5-7, die strukturell eine Wiederholung der
Definitionen 2-4, aber jetzt fiir Flachen, darstellen, sind begrifflich notwendig, da mit der Ebene erst
etwas bereitgestellt wird, in dem verschiedene Geraden aufeinander treffen kénnen.

Die nichsten Definitionen 13-22 miissten nun nach der Reihenfolge der Begriffe in der ersten hypothesis
des Parmenides dem Ort (d.h. dem Gegensatzpaar in-sich-selbst-sein — in-etwas-anderem-sein) dhnlich
sein. Ist das der Fall? Tatsdchlich ist der struktur-begriffliche Fortschritt, der in der Entwicklung der
Definitionen durch die Einfiihrung der Figuren, d.h. des Kreises und der Vielecke, erreicht wird, die Un-
terscheidung zwischen einem Innen und einem Aufien. Modern-mathematisch — in diesem Fall topol-
ogisch — betrachtet unterteilt eine geschlossene Linie in einer Ebene dieselbe in zwei Teile. Die Punkte
in beiden Teilen konnen untereinander durch Linien verbunden werden, die die geschlossene Linie
nicht beriihren. Zwei Punkte aus unterschiedlichen Teilen sind nur durch Linien verbindbar, die die
geschlossene Linie schneiden. Um nun die zwei Teile der Ebene zu gewichten, benttigt man einen Ver-
gleichspunkt beztiglich dem man sich im gleichen oder anderen Teil der Ebene befindet. Fiir den Kreis
bietet sich der Mittelpunkt an. Die euklidische Figur als Fliche, die rings von ihrer Grenze umgeben
wird, leistet die Gewichtung durch ihre Identitit. Sie ist das Innen zu dem anderen, in dem sie ist, dem
Aufien.

Definition 14 (und 13) erkldrt, was die Figur im allgemeinen ist, Definitionen 15-18 behandeln den Kreis,
das ist die gleichméafiige Figur, und die Definitionen 19-22 die Vielecke, das sind die immer stédrker
ungleichméfliigen Figuren.

Bemerkenswert ist, dass sich einige Ideen aus Bereich 1 in ihrer Reihenfolge spiegeln, nicht aber die
Entwicklung aus der zweiten hypothesis, d.h. nach unserer These Linienabschnitt 2.

70 So bemerkt von Cornford 1951, S.119.
71 Siehe Kapitel 3, insbesondere die Abschnitte 3.2.2.2 und 3.4.

72 Mittels RUND und GERADE kommen auch die beiden Prinzipien des Begrenzten und Unbegrenzten zum Tragen, die Kramer
2005, S.198, bereits bei der Winkelbestimmung am Werke sieht.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS —

1.3.7 DIE IDEENZAHLEN IM SPIEGEL DER GEOMETRIE

29

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.
21.
22.
23.

EUKLIDS ELEMENTE

Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
Eine Linie ist Lénge ohne Breite.
Die Enden einer Linie sind Punkte.

Eine gerade Linie (Strecke) ist eine
solche, die zu den Punkten auf ihr gle-
ichméafig liegt

Eine Fldche ist, was nur Lange und Bre-
ite hat

Die Enden einer Fliache sind Linien

Eine ebene Fliche ist eine solche, die zu
den geraden Linien auf ihr gleichmafig
liegt

Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade
Linie gestellt, einander gleiche Neben-
winkel bildet, dann ist jeder der beiden
gleichen Winkel ein Rechter; und die
stehende gerade Linie heiflt senkrecht
zu (Lot auf) der, auf der sie steht.
Stumpf ist ein Winkel, wenn er grofler
als ein Rechter ist,

Spitz, wenn kleiner als ein Rechter.

6pog ist das, worin etwas endigt.

Eine Figur ist, was von einer oder
mehreren Grenzen umfafSt wird.

Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzi-
gen Linie umfafite Figur mit der Eigen-
schaft, daf3 alle von einem innerhalb der
Figur gelegenen Punkte bis zur Linie
laufenden Strecken einander gleich sind;

Geradlinige Figuren sind solche, die
von Strecken umfafit werden, dreiseit-
ige die von drei, vierseitige die von vier,
vielseitige die von mehr als vier Strecken
umfaften.

Punkt
Linie
Grenzen einer Linie

gerade Linie

Flache
Grenzen einer Fliche
ebene Fliche
(ebener) Winkel

geradliniger Winkel

rechter Winkel

stumpfer Winkel

spitzer Winkel

6pog
Figur

Kreis

Mittelpunkt
Durchmesser
Halbkreis
geradlinige Figuren

gleichseitiges Dreieck u.a.
rechtwinkliges Dreieck u.a.

Quadrat u.a.
Parallelen

ERSTE HYPOTHESE
Einheit, keine Vielheit

Ganzes-Teil, die Einheit der Vielheit
Anfang-Mitte-Ende, die Begrenzung

RUND und GERADE, gleichméifig — un-
gleichméfig (rund und eckig)

RUND in Bezug auf Linie

(vgl. Def.2)

(vgl. Def.3)

RUND in Bezug auf Flachen (vgl. Def.4)

GERADE in Bezug auf Linie

RUND in Bezug auf die Linien des
Winkels

RUND in Bezug auf Winkel

GERADE in Bezug auf Winkel

GERADE in Bezug auf Winkel

Innen-AufSen

RUND in Bezug auf Figur

GERADE in Bezug auf Figur
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1.3.8 Die mathematischen Wissenschaften

Im Liniengleichnis wird die Mathematik in Denkweise und Objektart grob dem Zwischenbereich B
zugeordnet. Im Anschluss an das Hohlengleichnis werden dann aber etwa vier mathematische Wissen-
schaften beschrieben, die der Bildung des Menschen helfen kénnen und dies — so wird der Eindruck
vermittelt — auf unterschiedliche Weisen leisten (Politeia 521c-5394d).

Die Beschreibung der Seinsbereiche im Parmenides gibt nun eine auf den ersten Blick davon unter-

schiedene Zuordnung der mathematischen Wissenschaften zu den Linienabschnitten: Die Unendlichkeit,
die Zahlen, die Multiplikation und das Plus-Eins werden bereits in der zweiten hypothesis begrifflich

konstituiert und angefiihrt (Parmenides 142b-144a,149a-c; siehe auch Abschnitt 4.4). (Fiir die zwei geo-

metrischen Bereiche siehe S.22.) Fiir die Astronomie und Musiktheorie kommt in Betracht, dass sie

in der seltsamen Ambivalenz stehen, einerseits irgendwie auf die Welt der Wahrnehmung bezogen zu

sein, andererseits in ihrer Beschreibung jeder Bezug auf die durch die Wahrnehmung gewonnenen Ein-

drticke abgelehnt wird (Politeia 527ab,529¢,530D). Sie wéren damit in dem zwar korperlichen, aber nicht

wahrnehmbaren Bereich 5 zu verorten.

Die Ideenzahlen spiegeln sich — nehmen wir die Abbildungsverhiltnisse des Liniengleichnisses zu den
Seinsbereichen hinzu — demnach getrennt in der Arithmetik, der Geometrie und in der Harmonielehre
und Astronomie, und diese bilden sich alle ab in den Seinsbereich 4, den Bereich der konstruktiven
Geometrie, in dem die Konstruktionen und Beweise der Elemente zu Hause sind.

Ideenzahlen Ideenzahlen

geometrische Ideen geometrische Ideen

konstruierende Geometrie konstruierende Geometrie
Astronomie — Harmonielehre K Astronomie — Harmonielehre
Dinge Dinge

Diagramme Diagramme

| Schatten | Schatten

Die geometrischen Zeichnungen sind dieser Einteilung nach auch gerade keine Abbilder der Dinge in
der Welt, sondern wie diese und die konstruierende Geometrie ein Abbildbereich der drei ,mathemati-
schen’ Seinsbereiche 2, 3 und 5.

Gegen diese Anordnung der mathematischen Wissenschaft spricht direkt, dass Arithmetik, Astronomie
und Harmonielehre damit nicht mehr in dem Abschnitt, der im Liniengleichnis fiir die Mathematik
vorgesehen ist, beheimatet sind. Aber das ist mehr ein rhetorisches Problem, denn in den obigen Abbil-
dungen bezeichnen die Ausdriicke fiir die mathematischen Wissenschaften nicht diese selbst, sondern
vielmehr ihre jeweiligen Grundlagen: Die Zahlen werden begrifflich in Linienabschnitt 2 aufgebaut,

Arithmetik (im Bereich der Ideen) Arithmetik (im Bereich der Ideen)
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die geometrischen Objekte in 3 konstituiert, und in 5 die Verhiltnisse von Zahlen und Bewegungen
begriindet — was erst noch gezeigt werden miisste. Die jeweilige mathematische Wissenschaft ,findet
statt’ in Abschnitt 4.

Daraus ist zum einen eine Bewertung der mathematischen Wissenschaften geméf3 ihrem Platz auf der
Linie ersichtlich, die der Reihenfolge in der Politeia entspricht. Zum zweiten korrespondiert diese Ein-
teilung mit der Prioritdt der Geometrie bei Fragen, was die Methode und Grundlage der Mathematik
sei, sowohl bei PLATON wie auch der antiken Mathematik. Auch wenn die Arithmetik bzw. ihre Gegen-
stande letztlich der Wahrheit und Deutlichkeit nach ,hoher’ stehen als die der Geometrie, so wird die
Arithmetik als mathematische Wissenschaft in geometrischem Gewand betrieben.”®
Verstandeserkenntnis aber, und nicht Vernunfterkenntnis, scheinst du mir das von den geometrischen und

den ihnen verwandten Wissenschaften eingehaltene Verfahren zu nennen, da du sie fiir etwas Mittleres
haltst zwischen bloSer Meinung und Vernunft. Politeia 511de

1.3.9 Hypothesen und Struktur

Der sogenannte zweite Teil des Parmenides (Parm 137c-166¢) gilt heute meist als das Dunkelste des plato-
nischen Werkes, «ein Skandalon>. HEGEL dagegen feierte den Parmenides, dessen zweiter Teil tatsachlich
drei Viertel des Dialoges ausmacht, als das «beriihmteste[n] Meisterstiick der Platonischen Dialektik.»”4
Zwar hatte PLATON hier wie auch sonst nirgends ein System im Auge, in dem sich die Begriffe in der
Gedankenbewegung auseinander im Sinne HEGELSs ergeben, aber eine dialektische Verschrankung der
Begriffe des Einen und Vielen ist im Parmenides offensichtlich. Das Eine, die Einheit, ist das, was Par-
menides einwilligte ganz durchzudenken. Das Schema, das der «Ubung»”> des zweiten Teils zugrunde
liegt, wird durch Voraussetzungen (bné9eceic), die den Uberlegungen jeweils zugrunde liegen, folgen-
dermafien angegeben:

Nimm zum Beispiel, habe Parmenides erklart, die Annahme (bno%€oewc), die Zenon vorausgesetzt (bnédeto)

hat, namlich »wenn Vieles ist«. Was sich dann zwingend fiir das Viele selbst ergibt, in bezug auf sich selbst

und auf das Eine, und fiir das Eine in bezug auf sich selbst und auf das Viele; ferner aber muf$ man auch

untersuchen, »wenn Vieles nicht ist«, was sich dann fiir das Eine und das Viele ergeben wird, und zwar in
bezug auf sich selbst und auch aufeinander.”®

Es ergibt sich damit eine grundsétzliche Zweiteilung der Untersuchung in <wenn ... ist> und «wenn ...
nicht ist>, die jeweils in vier Teile getrennt wird, ndmlich, was es fiir ... alleine bedeutet, was es fiir ...
hinsichtlich (seinem) anderen bedeutet, was es fiir das andere in Bezug auf ... bedeutet und was es fiir
das andere fiir sich betrachtet bedeutet.”” Im Unterschied zu dem Beispiel «<wenn Vieles ist> bzw. nicht
ist fithrt Parmenides die Ubung anhand der Voraussetzungen <wenn Eines ist und «<wenn eines nicht
ist> durch.

Es findet sich nun eine zentrale Ubereinstimmung zwischen der Aufstellung der hypotheseis und dem
Linienaufbau. Wahrend bei der Linie die jeweils mittleren Teilabschnitte gleich grofs sind und so nicht
in dem urspriinglichen Verhiltnis zueinander stehen, sind die jeweils mittleren der acht hypotheseis,
ndmlich 2 und 3 wie 6 und 7, im Modus der Beziehung. D.h. wahrend in den anderen hypotheseis
das Eine fiir sich oder das andere fiir sich betrachtet wird, so werden bei jenen die Beziige aufeinander
untersucht. Dies gibt in Bezug auf das Liniengleichnis Anlass zu zwei Vermutungen.

73 Siehe die arithmetischen Biicher der Elemente; zum Vergleich der modernen Logik und euklidischer Geometrie als Fundierung
der Mathematik siehe auch Abschnitt 5.3.

74 Hegel 1986a, S.79.
75 Parmenides 135d.
76 Parmendies 136ab, iibersetzt von E. Martens in Martens 1987.

77 Das Schema wird in Parmenides 136bc erneut leicht verfeinert.
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1.) Die Urbild-Abbild-Verhiltnisse innerhalb der zwei Grundbereiche (A+ B und C+ D) wiirden sich
stets darstellen als das von Einzelnen zu einem Beziehungsgefiige wie das eines Beziehungsgefiiges zu
Einzelnen. Fiir die achtfache Teilung in Seinsbereiche wiirde damit die Abbild-Beziehung bestimmter.
In dem einen Fall wiirden die Beziehungen ,entstehen’, wenn die Einzelnen ihrem Gehalt nach in Bezug
aufeinander gesetzt werden, die Beziehungen betrachtet und die Einzelnen ,vergessen’ werden. In dem
anderen Fall wiirden sich die Gegenstdande ergeben, wenn in einem lebendigen Beziehungsgefiige die
leeren Objektstellen formal besetzt, aus den Beziehungen heraus bestimmt und die Beziehungen sodann
,vergessen’ werden. Diese Ausdeutung wiirde auch den oben ausgearbeiteten Eigenschaften der Urbild-
Abbild-Beziehung gentigen (s. S. 18).

2.) Anders scheint die Abbild-Beziehung fiir Verhiltnisse eines Teilabschnitts aus einem der beiden
Grundbereiche in einen Teilabschnitt des anderen zu sein, denn der Modus der beiden Abschnitte wire
der hypothesis-Konstruktion nach gleich. Die Struktur-Ideen aus 2 wéren in die sichtbaren Struktur-
Gegenstinde in 6 abgebildet. Tatsdchlich ergibt eine Analyse der hypotheseis 5 und 6 (Parmenides 160b-
164b), dass dort die Modi praktisch vertauscht sind, und sich so diese Spezifizierung der Abbild-Bezie-

hung auf 5 und 6 erweitert.”®

Gegen diese Uberlegungen scheint auf den ersten Blick das (in Abschnitt 1.3.7) dargestellte Verhaltnis
der Ideenzahlen zu den euklidischen Definitionen zu sprechen, da sich die hochsten Ideen direkt in
den ersten Definitionen spiegeln und gerade nicht als Strukturmomente auftreten oder sich anders tiber
eine Struktur abzubilden scheinen; die Entsprechung war ja direkt: Punkt-Einheit, Linie-Ganzes-Teil,
Linienbegrenzung-Begrenzt-Sein, gerade Linie-Rund-Sein. Allerdings setzen die euklidischen Defini-
tionen bereits einen Begriffsraum voraus, in dem Begriffe des Ortes, der Ausdehnung in Lange, Breite
und Tiefe und dhnliches bestimmt sind. Im Parmenides dagegen dreht es sich ja um die Bestimmung der
Fundamente der jeweiligen Seins- bzw. Ideenbereiche. Der erste Blick kénnte demnach in diesem Fall
triigen.

1.3.10 Zum Hinterschreiten der mathematischen Voraussetzungen

Die Ausfithrungen im Liniengleichnis zur mathematischen und philosophischen Methode sind erst
dadurch angemessen zu interpretieren, dass man dem hier nur zaghaft skizzierten Zusammenhang
zwischen den platonischen Ideen und den Euklidischen Elementen konsequent nachgeht und so besten-
falls das im Liniengleichnis allgemein Beschriebene konkret ausfiihrt.” Dies wird hier nicht geleistet,
sondern es werden nur ein paar vorldufige Bemerkungen angebracht.

Die philosophische Denkbewegung kann in einen aufsteigenden und einem absteigenden Teil unter-
schieden werden.

So verstehe denn auch, daf} ich unter dem andern Teil des Denkbaren dasjenige meine, was die Vernunft un-
mittelbar ergreift, indem sie mittels des dialektischen Vermogens Voraussetzungen macht, nicht als Anfange,
sondern wahrhaft Voraussetzungen als Einschritt und Anlauf, damit sie bis zum Aufhoren aller Vorausset-
zung, an den Anfang von allem gelangend, diesen ergreife, und so wiederum, sich an alles haltend, was mit
jenem zusammenhidngt, zum Ende hinabsteige, ohne sich tiberall irgend etwas sinnlich Wahrnehmbaren,
sondern nur der Ideen selbst an und fiir sich dazu zu bedienen, und so am Ende eben zu ihnen, den Ideen,
gelange. Politeia 511bc

78 Eine Untersuchung der Darstellung der unteren Abschnitte im Hinblick auf ihre Konstitution von Seinsbereichen und eine
Analyse von 7 und 8 auf ihren strukturtheoretischen Gehalt steht aus.

79 An diesem konkreten Vorgehen konnte man gegebenenfalls dann die Eigenart des philosophischen Denkens im Unterschied
zum Mathematischen explizieren und vor allem auch einsehen, warum die philosophischen Gedankengénge, die die Mathe-
matik betreffen, nicht auf mathematische reduziert werden kénnen. Zudem wire — wie bereits angemerkt — die rein mathema-
tischen Methoden der analysis und synthesis herauszuarbeiten und zu betrachten, inwiefern sie in die Methodenbeschreibung
im Liniengleichnis mit hineinspielen und inwiefern sie ein mathematisches Abbild einer philosophischen Methode sind.
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Dass durch dieses philosophische Vorgehen die Voraussetzungen der Mathematik hinterfragt und genauer
bestimmt werden, ist weniger umstritten. Unklarer ist dagegen, in was fiir einer Beziehung die ab-
steigende Dialektik zur Mathematik steht. Wenn sie ein logisches Folgern wire, dann lige es nahe die
reine Mathematik, in der ohne Bilder verfahren wird, als Teil der platonischen Philosophie zu nehmen.8
Ob die Elemente dann ein Beispiel fiir diese rein begriffliche Mathematik sind oder fiir das bildabhédngige
Folgern, hingt davon ab, welche Rolle man die dem Text der Elemente beigefiigten Diagrammen zus-

pricht.

Alternativ konnte die Dialektik auch nur maximal bis zu den Voraussetzungen der Mathematik reichen
und die Mathematik ganz der dianoia tiberlassen, oder das philosophische Denken bringt entlang den
mathematischen Theoremen und Beweisen wandernd etwas zu der dianoetischen Mathematik hinzu.
Fiir die letztere Moglichkeit spricht ein in einen anderen Dialog unvermittelt eingebrachter Vergleich:
Keine Art der Jagd aber, sprach er, geht doch auf etwas weiteres als eben auf das Erjagen und Einfangen.
Haben sie aber eingefangen was sie jagten, so sind sie selbst nicht im Stande es zu gebrauchen, sondern die
Jager und Fischer tibergeben es den Kochen. Die Geometer aber und Arithmetiker und Astronomen, ndmlich
auch diese sind Jagende, weil sie ja ihre Figuren und Zahlenreihen nicht machen, sondern sie finden nur die
gegebenen auf. Wie also nun diese auch nicht selbst verstehen sie zu gebrauchen, sondern nur zu jagen, so

tibergeben sie, so viele ihrer nicht ganz unverstiandig sind, ihre Findungen den Dialektikern, um Gebrauch
davon zu machen. Euthydemos 290bc

Das Verhiltnis von Mathematik und Philosophie wird durch diesen Vergleich als eine Arbeitsteilung
bestimmt, die sich nicht gegenseitig tiberfliissig macht, sondern aufeinander angewiesen ist. Der Di-
alektiker benutzt dabei nicht die vom Mathematiker unreflektiert vorausgesetzten hypotheseis, sondern
das, was dieser <erjagt>, also die mathematischen Resultate bzw. die in ihren mathematischen Eigen-
schaften bestimmten geometrischen Objekte.

Ein nahe liegendes Beispiel dafiir scheinen die platonischen Korper zu sein, deren Konstruktion und
Vollstandigkeit in der Geometrie geleistet wird (Elemente XI-XIII), was im Timaios fiir philosophische
Uberlegungen Verwendung findet. Diese wiren aber unserer These nach nicht mit der dialektischen
Methode, wie sie im Zusammenhang mit dem Liniengleichnis geschildert wird, zu verwechseln. Da
der Timaios, zumindest was die geometrischen Korper betrifft, im fiinften Abschnitt spielt (siehe 1.3.12),
so muss auch die verwendete Methode eine andere sein (Timaios 29cd).

Ein anderer Ansatz wire gemafs der Spiegelung des Linienabschnitts 3 in 4 die Ideenzahlen in den
Theoremen und Beweisen der Elemente zu suchen. Zunidchst kann man spekulieren, wie die Ideenzahlen
im Ganzen in die Axiomatik der Elemente des ersten Buches eingehen. Die ersten fiinf sind in den
Definitionen zu finden, die Idee der Bewegung in den Postulaten und in den Axiomen im engeren
Sinn die Ideen der Gleichheit (Axiome 1-3), der Ahnlichkeit (Axiom 7) und des GroSenunterschieds
(bzw. des Gleich-grofi-Seins aufgrund gleicher Mafieinheiten) (Axiom 8). Die Idee der Zeit, die hier
nicht erwédhnt wird, wiirde die nacheinander geordnete Ausfiihrung der fiir die Beweise notwendigen
Konstruktionen im Linienabschnitt 4 ermdglichen und ware wie in der ersten hypothesis der Abschluss
des Seinsbereichs, an den sich der Ubergang zum néchsten anschlieft. In den 13 Biichern der Elemente
lassen sich die Ideenzahlen auch zum Teil direkt wiederfinden. So ist Buch zehn eindeutig der Idee
des Gleiches-Maf3-Habens zuzuordnen, das zweite Buch handelt von dem Teilen der Seiten von Flachen.
Das dritte Buch enthilt Theoreme zum Kreis und ist damit mit der Idee des In-etwas-Seins verbunden,
das vierte Buch beschiftigt sich mit der Einbeschreibung von Vielecken in Kreise und hingt so mit der
Idee, die Gleich- und Ungleichmaéfigkeit in sich verbindet, zusammen. Wie sie auch im Detail aussehen

80 So wird manchmal zumindest ein Teil des Weges abwirts als ein deduktives Folgern interpretiert, dass gediegen mathemati-
scher Art ist: «So, to sum up my reading of the Divided Line: it is the embodiment of an argument for the deductive method
in exact science, for finding the first principles, that is, the definitions and axioms, which define the structure in question,
and then proceeding purely deductively to investigate it. He [Plato] is arguing that the practice of beginning deductions
with premises drawn from the consideration of empirical examples is inadequate, because the empirical examples do not
adequately represent the structure.» (Tait 2005, S. 191).
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wiirde, ihre Spiegelung wire auf jeden Fall komplexer und nicht in der urspriinglichen Reihenfolge, wie
ja auch (nach 1.3.8) zu erwarten ist, da sich im Linienabschnitt 4 die drei Strecken 2, 3 und 5 spiegeln.

Eine andere Folgerung ergibt sich aus der Analogie der Linie mit der Hohle. Die Gegenstandsbereiche
der Mathematik und Dialektik liegen auflerhalb der Hohle, trotzdem kann in der Hohle bereits Mathe-
matik betrieben werden und soll es auch — gerade fiir die Umlenkung der Seele zum Feuer und zum
Ausgang hin! Die beschriebene Methode des Mathematikers ist demnach fiir sich noch ohne Gewiéhr,
dass mit ihr die der Mathematik angestammten Objekte als dieselben erkannt werden, und wird fiir
gewohnlich ohne Bewusstsein davon angewandt, wie die eigentlichen Objekte der Mathematik sind.
Tatsdchlich erwdhnt niemand beim Liniengleichnis die Gegenstidnde, die dem Bereich B der Mathe-
matik angehoren miissten, und mit dem Fokus auf den Methoden der Mathematik und Dialektik wird
auch die Rede tiber die Ideen minimiert. Garantieren die beschriebenen Methoden nicht eine bewusste
Erkenntnis ihrer eigentlichen Gegenstidnde, so konnen sie nur letztlich dufserliche Beschreibungen sein
und angelehnt daran, wie man sozusagen in der Hohle Mathematik und vermutlich auch Dialektik
betreibt.

1.3.11 Die Gegenstande der Dianoia

PLATON benennt die Objekte der dianoia scheinbar nicht und dufiert sich nicht weiter tiber die Beschaf-
fenheit des Gegenstandbereichs. Entsprechend gab es gegensitzliche Behauptungen in der Diskussion,
wobei sich mittlerweile eine Tendenz dazu abzeichnet, anzunehmen, dass PLATON keine rein mathe-
matischen Objekte eingebaut sehen wollte.8! Diese Interpretation muss vor allem zwei Aussagen rela-
tivieren oder entscheidend umdeuten. In Politeia 477cd werden die Erkenntnisvermégen eindeutig mit
ihren Gegenstdnden in Bezug gesetzt, womit jeder Kognitionsart ein eigener Objektbereich entspricht.
Zweitens behauptet ARISTOTELES {iber seinen Lehrer:
Ferner erklért er [Platon], dafs aufSer dem Sinnlichen und den Ideen die mathematischen Dinge existierten,
als dazwischen liegend, unterschieden vom Sinnlichen durch ihre Ewigkeit und Unbeweglichkeit, von den
?degzzn dadurch, dafd es der mathematischen Dinge viel gleichartige gibt, wihrend die Idee selbst nur je eine
ist.
Setzt man die dargestellte Verkniipfung zwischen Liniengleichnis und Parmenides voraus, dann kann
man den Bericht des ARISTOTELES so auf PLATONs Lehre beziehen: Ewig> und <unbeweglich> sind
die mathematischen ,Dinge” als in den Seinsbereichen 3 und 4 des nur Denkbaren liegend. Als viele
gleicher Art treten sie in Linienabschnitt 3 nur als notwendig verkniipfte Komponenten eines anderen
mathematischen Begriffs auf, in Linienabschnitt 4 als beliebig oft nebeneinander Gegebene mathemati-
sche Objekte.

Erstens, wenn man sich auf eine Betrachtung des Linienabschnittes 3 beschriankt, hat man es dort mit
einer «anderen Art von Idee« (Parmenides 158¢) zu tun, die in sich teilbar ist (s. S.22) und genau die Be-
grifflichkeiten der Definitionen der Elemente einschliefit. Insofern dann zum einen hoherdimensionale
Ideen als Grenzen eine bestimmte niedriger dimensionale Idee mehrfach eingebunden haben und bis
auf den unteilbaren Punkt in mehrere ihrer Idee relativ beliebig geteilt sind, gibt es in 3 die gleiche Idee
mehrmals. Diesen mathematischen Begriff trotzdem zu den Ideen zu zéhlen, findet seine Begriindung
darin, dass es keine hoheren Ideen aus 2 und 1 gibt, die das Wesen der geometrischen Grofien fassen
konnten, weil dort die ,Wirkung’ der Einheit zu stark ist, als dass die Ideen wie in 3 in Teile zerfallen
wiirden. Das <Viereck selbst> und «seine Diagonale>33 verweisen also nicht auf die ,iiber’ dem Mathe-
matischen thronende eigentliche Idee des Vierecks, sondern auf die mathematische Idee des Vierecks,

81 So auch Wieland 1999, S.208/212, Thurnher 2005, S. 118, Dominick 2010, S. 12, Pritchard 1995, S.92.
82 ARISTOTELES Metaphysik 987b14-18.
83 Politeia 510d.
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zu der es keine ,hOhere” Alternative gibt. Diese mathematischen Objekte von Segment 3 werden, wenn
die Einbindung der euklidischen Definitionen korrekt ist, tatsachlich von Sokrates erwdhnt, da es sich
um die htypotheseis der Mathematik handelt.3

Zweitens sind diese mathematischen Objekte aber weder mit den geometrischen Zeichnungen, den
wahrend des Beweisens in irgend einem Sinn konstruierten Objekten noch mit den modernen mathe-
matischen Objekten, wie sie mittels impliziten Definitionen z.B. bei Hilbert gegeben werden, zu ver-
wechseln.8> Der Unterschied besteht darin, dass die Postulate der Elemente nicht fiir jene mathemati-
schen Objekte in B gelten, weil sie konstruktiv sind, das heifdt, dass aus beziehungslos Gegebenem sich
Neues ergibt; aus zwei gegebenen Punkten z.B. die Strecke zwischen ihnen.8¢ Im Ideellen lasst sich
nur notwendig Verbundenes, d.h. eine Idee oder Ideenbeziehungen, untersuchen. Insofern moderne
Axiomatiken das bei EUKLID Konstruktive direkt in die Axiome einbinden, sind die dadurch konsti-
tuierten mathematischen Objekte von PLATONs mathematischen Objekten zu unterscheiden. Sie sind
im Sinne des Liniengleichnisses Zwitterobjekte, die durch die Zweiteilung in der Methode ,entstehen’,
nédmlich fiir das <Viereck selbst> etwas zu beweisen, aber mit Hilfe von Gegenstidnden und Zeichnungen
(Politeia 510d).87

1.3.12 Mathematik und die Entstehung der Welt

Die Parallelisierung von Linie, Hohle und Parmenides bringt eine weitere neue Perspektive auf den
Timaios ins Spiel. Im Timaios wird die metaphysische Entstehung bzw. der eigentliche Aufbau der Welt
geschildert. Entgegen der reichhaltigen Rezeptionsgeschichte, die der Timaios in der abendldandischen
Philosophie und mittelalterlichen Theologie erfahren hat, muss es einem rationalen Leser heute duflerst
seltsam erscheinen, dass man zuweilen diesen Text an der Universitat als philosophischen Gesprachs-
partner wiirdigt. Auch die Einbindung mathematischer Sachverhalte, die fiir sich klar herausgearbeitet
wurden, in eine angenommene philosophische Argumentation weist massive Schwierigkeiten auf, will
man sie nachvollziehen.%

Fiir unseren Zusammenhang sind zwei Auffilligkeiten, wie die geometrische Objekte behandelt wer-
den, von Bedeutung. Der Ubergang der drei elementaren Korper, die aus elementaren Dreiecken aufge-
baut sind (Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder), wird so vorgestellt, dass sich die elementaren geometri-
schen Korper einer Art in die Dreiecke auflosen, aus denen ihre Begrenzungsflachen bestehen, die sich
dann wieder zu Korpern einer der anderen Arten zusammensetzen (Timaios 54cd). Das ist sonderbar.
Derartige geometrische Objekte sind weder Bestandteil des sichtbaren Seinsbereichs, da Flachen dort
nur an Korpern auftreten und Korper sich nicht in Flachen auflosen lassen, noch sind sie rein geome-
trische Objekte, da auch dort Flachen die Kérper nur begrenzen, nicht konstituieren, und insbesondere
ersteinmal ein geometrischer Raum vorhanden sein muss, in dem sich die Flichen bewegen kénnen;®
die frith-griechische Geometrie, wie sie uns in den Definitionen der Elemente entgegen getreten ist (s.
Abschnitt 1.3.7), ist aber eine Figuren- und Linientheorie, die nicht als erste Voraussetzung einen un-

endlichen Raum annimmt, aus dessen Punkten sich die weiteren geometrischen Objekte ergdben. Auf

84 Die hypotheseis bringt auch Thurnher 2005, S. 110, in Bezug zu den mathematika.

85 Im Kontext des Liniengleichnisses unterscheidet schon Smith 1981, S.129, zwischen den Objekten, mit denen der Mathe-
matiker arbeitet, und denen, iiber oder auf die hin er seine Uberlegungen anstellt.

86 Fiir eine Explikation der Bedeutung des Gegebenseins siehe Abschnitt 2.3.5.
87 Siehe dazu auch Abschnitt 5.2.
88 Vgl. Mueller 2005.

89 Siehe dazu auch Timaios 50b: «das Dreieck hingegen und was sonst noch an Figuren entstanden ist, das diirfte er niemals als
seiend bezeichnen, da sie sich ja — wiahrend man sie noch (mit ihrem Namen) versieht — schon wieder &ndern, sondern man
sollte damit zufrieden sein, wenn man das So-Beschaffene mit einer gewissen Sicherheit so annehmen kann».
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jeden Fall zeigt die Moglichkeit, die Korper aus den Begrenzungsflachen zu , konstruieren’, dass der rein
begriffliche Bereich der euklidischen Definition verlassen wurde.

Zum zweiten ist auffallend, dass die vier Elemente, aus denen sich wiederum die Welt zusammensetzt,
mit Mengen von Tetraedern, Oktaedern, Wiirfeln und Ikosaedern gleichgesetzt werden, und versucht
wird, die Eigenschaften der sichtbaren Elemente mit den geometrischen Kérpern in Verbindung zu brin-
gen: Das Tetraeder ist besonders beweglich, zerlegbar und spitz, entspricht demnach dem Feuer, und
dhnliches mehr (Timaios 56ab). Die Welt soll also in ihren elementarsten Teilen aus geometrischen Kérpern
bestehen. Diese Behauptung spricht jedoch dafiir, dass PLATON hier gar nicht direkt unsere sichtbare
Welt meint, sondern eine irgendwie dahinterliegende, die eng mit der sichtbaren zusammenhangt.”
Die erste Auffailligkeit deutet dagegen darauthin, dass es sich bei dem besprochenen Bereich bereits um
ein Abbild der ganzen Geometrie (und nicht nur der geometrischen Ideen) handelt, wihrend einige

Einflechtungen einfacherer Prinzipien auf die Spiegelung hoherer Prinzipien aufmerksam machen.

Diese Hinweise sind in einer Interpretation des Timaios im Lichte einer achtfachen Teilung der Linie nach
dem goldenen Schnitt realisiert. Die Behandlung der geometrischen Korper wiirde sich im Timaios im
wesentlichen im Seinsbereich 5 abspielen, in dem sich nicht die tiblichen Ideen aus 2 spiegeln, sondern
die hochsten Ideen aus 1, sowie der gesamte Bereich der Geometrie, namlich 3+4. 5 ist der erste nicht
mehr geistig-seelische Bereich der Linie. Dieser Bereich der Elemente wiirde sich wiederum im Sichtbar-
Raumlichen spiegeln.

1.3.13 Hohle und Kopf: Zur Physiologie des Hohlengleichnisses

Gernot Bohme weist zurecht darauf hin, dass heutzutage jeder akademisch Gebildete einige der in den
Dialogen fiir den Philosophen geforderten Eigenschaften von alleine erfiillt — wie ein Handeln aus
Wissen, eine Distanzierung vom eigenen Korper oder «die Errichtung einer inneren Instanz, die die
Zurechenbarkeit von Handlungen garantiert».”! Im Hinblick auf das Hohlengleichnis vermutet er aber
weiter:

Freilich, wenn man daraus folgern wollte, daf heute schon jedermann halbwegs ein Philosoph sei, so ware
das ein anachronistischer Fehlschluf3, denn es konnte ja heute vom Philosophen ganz etwas anderes verlangt
sein als zu Sokrates’ oder Platons Zeit. Auch ist mit der Trivialisierung jener Umwendung von einer sin-
nengebundenen Betrachtungsweise zu Erkenntnis durch Verstand und Vernunft, also, wie wir heute sagen
wiirden, vom Konkreten zum Abstrakten, noch nicht garantiert dafl wir Platons Ausfithrungen dazu im
siebten Buch der Politeia ohne weiteres verstehen. Es konnte sein, dafs man als Leser vielleicht gerade die
Umwendung der Seele zunédchst in umgekehrter Richtung vollziehen muf}, um tiberhaupt zu verstehen,
wohin die von Platon geforderte neptaywy# g uy¥ic uns gefithrt hat.??
Die gewohnliche Lesart legt es tatsdchlich nahe, den Ausstieg aus der Hohle und den sozusagen Auf-
stieg auf der Linie als ein Entfremden von der sichtbaren Welt und dem eigenen Korper zu inter-
pretieren, der zu immer abstrakteren Begriffen voraus schreitet. Diagnostiziert man zudem, dass man
sich zumindest als Akademiker bereits im Begriffsbereich auflerhalb der Hohle befindet, liegt es wieder
nahe zu fordern, die eigentliche Aufgabe in einem Abstieg zu sehen und konkreter in der Erarbeitung
eines Bewusstseins seines eigenen Leibes, von dem man sich hinweg abstrahiert hatte als er auf einem

Sitz im Vorlesungssaal safs.

So berechtigt diese Forderung an sich ist, so stimmt der platonische Kontext nicht. Fiir PLATON war der
Ausstieg aus der Hohle ein Teil der Angleichung an das Gottliche (opoiwotg 9e®). Die grandiose Kor-
perbeherrschung des Sokrates, wie im Symposion 219eff. geschildert, mag zwar dem Abstieg in die Hohle

90 Sonst miisste er diese geometrischen Korper fiir grundsétzlich sichtbar, wenn vielleicht auch nicht fiir den Menschen, halten.
Im tibrigen diirften die elementaren Korper auch nicht geometrisch perfekt sein, solange man an einer Aussage festhalt (wie
in Abschnitt 3.5 diskutiert), die die Existenz von materiellen, geometrisch exakten Figuren und Linien bestreitet.

91 Bohme 2000, S. 36; sieche auch Boshme 1998, Abschnitt 11.3.
92 Bohme 2000, S. 37.
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geschuldet sein. Aber ein Verweis im Timaios gibt ein anderes Bild. Dort wird der Kosmos von PLATON
kugelformig beschrieben (Timaios 62d) und ihm nach wird der Kopf des Menschen rund geschaffen als
das Edelste am menschlichen Korper (Timaios 44d), eine «kndcherne Kugel» mit «schmalem Zugang»
(Timaios 73e). Der Mensch sollte mit seinen Denkbewegungen im Kopf die harmonischen Bewegungen
des Alls nachahmen (Timaios 90e). So ist auch die Hohle, die dem sichtbaren Bereich entspricht (Politeia
517b), in ihrem Umschliefsen ein Bild des (sichtbaren) Kosmos.

Diese damit evozierte Analogie zwischen Kopfschddel, Kosmos und Hohle bringt in Verbindung mit
dem Hohlengleichnis ein erstaunlich modern erscheinendes Bild hervor. Das, was wir sehen, ist nur ein
Film, eine Projektion, ndmlich die vom Feuer an die Schadelwand geworfenen Schatten. Die Weltauffas-
sung findet nur im Kopf statt. Gedanken wiren gerade nichts, was aufierhalb der Hohle erst gewonnen
wiirde, sondern wiren nur Schatten der Realitdten. Dieses neurophysiologisch scheinende Bild wird
jedoch erweitert durch den «unwegsamen und steilen Aufgang» (Politein 515¢) bis zum Ausgang aus
der Hohle iiber die Wirbelsiule” in den Brust- oder Bauchraum.”* Durch den Ausstieg aus der Hohle
wird dieser Analogie nach erst der leibliche Rumpf als Sitz des Selbstbewusstseins realisiert und dieser
Korperteil damit erst in bewussten Besitz genommen. (Die folgende die Details des Hohlengleichnisses
frei interpretierende Zeichnung von Irina Spiegel illustriert diese Uberlegungen.)

Nun kommt hier wieder ein Problem zum Vorschein, das in der Spannung zwischen einer ontologis-
chen und metaphysischen Interpretation auf der einen Seite und einer begrifflich ,reduktionistischen’
auf der anderen Seite besteht. Das Auftreten allgemeinerer Strukturen in den euklidischen Definitionen
ist rational einsehbar oder auch widerlegbar, die Existenz von Ideenzahlen, die erst durch eine Ideen-
schau erfasst werden, und unterschiedlichen Seinsbereichen sowie der Befreiung der Seele von den
Fesseln der irdischen Welt und ihr Aufstieg in die geistige Welt sind alles recht religits, zumindest sehr
voraussetzungsreich anmutende Sachverhalte. Wie soll man aber die dianoia als ,Oberflichenmethode’
benutzen kénnen, wenn man noch gar nicht befreit und aus der Hohle gefiihrt wurde? Wir werden
diese Schwierigkeit spéter in Abschnitt 5.6 anders als Bohme (s. 0.) angehen.

Damit sind wir am Ende unserer Bemerkungen zum Liniengleichnis angelangt und staunen im Riick-
blick doch etwas. — Im nédchsten Abschnitt wird noch eine scheinbare Reminiszenz der Linie im hinteren
Teil der Politeia in den Fokus der Aufmerksamkeit gertickt und dann das Kapitel mit einer genaueren
Betrachtung des Goldenen Schnitts abgeschlossen.

93 Wie durch den Weg aus der Hohle der sichtbare vom geistigen Auflenbereich abgegrenzt wird, so trennt der Hals Kopf und
Brust (Timaios 69e).

94 Wer hier weiter spekulieren mochte, findet bei I. H. Fichte vielleicht etwas Interessantes. Dieser kommt in seiner Anthropolo-
gie (Fichte 1856) auf die Schilderung verdnderter Bewusstseinszustdnde zu sprechen, bei denen das Bewusstsein sich selbst
leiblich tiefer, u. a. in der Magengrube, verortet (S. 375f.), wahrend es sich gleichzeitig zum Teil steigert (S. 384). Es sind «...die
ausdriicklichen und tibereinstimmenden Aussagen der Somnambulen von einer Versetzung ihres Bewusstseins in einen an-
dern Korpertheil, von einem ,Verlassensein des Hirns durch die Seele’...» (S.384), die auf den ersten Blick eine Parallele zu
unseren Vermutungen {iber eine anthropologische Seite des Hohlengleichnisses bieten. Insofern diese Zustinde mit einem
Hellsehen oder Wachtraumen verbunden sind, ergibt sich daraus eine spiritualistische Deutung des Gleichnisses: PLATON
habe mit der Umkehr und Austritt der Seele und ihrer steigenden Wahrnehmungsfahigkeit ein Hellsehen bei gesteigerter
Bewusstheit angedeutet.
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1.3.14 Die «unverniinftigen Linien» in Politeia 534d

Sokrates ist nach dem Sonnen-, Linien- und Hoéhlengleichnis mit Glaukon die ndhere Ausdeutung dieser
Gleichnisse durchgegangen. In 534a werden die Analogien des Liniengleichnisses, insofern sie durch
die Verhiltnisse der Linienstiicke vorgegeben sind, aufgezahlt, und in 534b die Prioritit des Dialektikers,
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der tiber das Wesen und Sein Rede (A6yoc) stehen kann, hervorgehoben. Dieser sollte das Bildungsideal
ftir die kommenden Staatsménner sein.

Und deine eigenen Kinder, die du jetzt in unsrer Rede erziehst und bildest, wenn du die je in der Wirklichkeit
erzogest, wiirdest du sie doch gewifd nicht, wenn sie unverniinftig waren wie Linien, den Staat regieren
lassen und das Wichtigste von ihnen abhdngig machen?

Aas L , " A PNy , . L " , s n
A v Toug ye cauTou TTaidag, ou¢ TG AOYw Tpedeig Te kal TaideUsig, € TOTE £pYw TPEPOIC, OUK AV
$AoAIC, WO EYRILAL, ANOYOUS SVTAC (OTTER YPARILAS, AEXOVTAC £V TT) TTONEL KUPIOU¢ TRV MeYIoTTWY fival.

Der kurz gehaltene Vergleich «&Aéyouvg Gvtag donep ypauude» ist ob seiner Kiirze von einiger Schwie-
rigkeit. Frither wurde dieser Ausdruck hauptsachlich mathematisch begriffen, indem man &Adyoc als
,irrational’ oder ,verhiltnislos’ tibersetzte, und die verhéltnislosen Linien als in irgendeinem Sinne
inkommensurable Linien verstand.”® Diese Deutung ist allerdings nicht ganz einsichtig, da fraglich
bleibt, was das mathematisch gelesene «&\éyovg» als Eigenschaft der Kinder bedeuten soll.”® Wie
manche Linien untereinander ohne gemeinsames Maf sind, so die natdeg gegeneinander? Die aus dem
Kontext von 534b sich ergebende Bedeutung als ,die Kinder, die keine Erkenntnis haben und noch keine
verstdndige Rede und Erkldrung geben kénnen’, scheint mit dem mathematischen Sinn nicht in Verbin-
dung zu bringen zu sein.

Erler 1983 entwirft ein neues Verstdndnis dieser Stelle. Die jungen Athener hatten zum Schreibenlernen
Tafeln, auf die ihr Lehrer Paare gerader Linien zeichnete, zwischen die sie die Buchstaben zu malen
hatten. So wie die blofien Linien auf ihren Schreibtafeln zwar fiir die Schrift, aber noch wortlos sind,
so konnten die Kinder noch ohne Erkliarung/Rede/Worte sein. Diese Interpretation ldsst sich in die
platonischen Dialoge gut einbetten.

In 500de ist von dem Philosophen als «Bildner zur Besonnenheit und Gerechtigkeit», als eines «des gott-
lichen Urbildes sich bedienenden Zeichner[s]» die Rede. Den «Staat und die Gemiiter der Menschen»
miissen die Philosophen aber zuerst «wie eine Tafel ... rein machen» (501a).

Und so werden sie wohl, denke ich, einiges ausloschen, einiges wieder einzeichnen, bis sie moglichst mensch-

liche Sitten, soviel es sein kann, gottgefallig gemacht haben. —
Die schonste Zeichnung, sagte er, wire dies wenigstens. Politeia 501bc

Das Bild des Einschreibens in die Seele tritt in den platonischen Dialogen 6fters auf. So wird die Seele in
Philebos 38e-39a mit einem Buch verglichen, in das «das mit den Wahrnehmungen zusammentreffende
Geddchtnis» gleichsam Reden einschreibt. In Phaidros 276a ist es die «lebende und beseelte Rede des
wahrhaft Wissenden», die «mit Einsicht geschrieben wird in des Lernenden Seele».

Ahnlich verhilt es sich mit den Gesetzen. Von weisen Menschen auf die Welt gebracht, schreibt die Stadt
sie ihren Biirgern vor, die danach regieren und sich beherrschen lassen sollen; wie ein Schreiblehrer
seinen Schiilern die Worte zum Nachmalen vorschreibt.

Wenn sie [die Kinder] dann aber ihre Lehrer verlassen, so nttigt wiederum die Stadt sie, die Gesetze zu
lernen und nach diesen zu leben, wie nach einer Vorschrift, damit sie nicht eignem Gutdiinken folgend
etwas Ungeschicktes beginnen; sondern recht eigentlich wie der Sprachlehrer den Kindern, die noch nicht
schreiben kénnen, die Buchstaben mit dem Griffel vorschreibt, und ihnen dann die Tafel hingibt und ihnen
befiehlt, diese Ziige, wie er sie ihnen vorgeschrieben hat, nachzuziehen, ebenso schreibt die Stadt die Gesetze
vor von trefflichen alten Gesetzgebern ausgedacht, und befiehlt ihnen nach diesen zu regieren und sich
regieren zu lassen. Wer aber hiervon abweicht, den ziichtigt sie, und diese Ziichtigung heifst bei euch und
an vielen andern Orten, gleichsam weil die Strafe den Menschen wieder weise macht, eine Weisung.
Protagoras 326c-e

Erler 1983, S.226, schlidgt deshalb folgende Ubersetzung fiir 534d2 vor:

95 Wie es vielleicht die spdtere Verwendung von &A6yoc in den Definitionen, Buch X, bei EUKLID nahelegt. Zu diesen Interpreten
gehort u. a. Gaiser 1998, S. 370.

96 Siehe Erler 1983, S.224.
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Wenn du aber deine eigenen Kinder, tiber deren mogliche Erziehung wir hier jetzt im Dialog diskutieren,
einmal tatsdchlich erziehen solltest, dann wiirdest du wohl nicht zulassen, wie ich meine, daf$ sie, wenn sie
noch ohne Logos sind wie blofSe Linien ohne Schrift (auf der Schulschreibtafel), in der Stadt herrschen und
Herr tiber die wichtigsten Angelegenheiten sind.

Die Schwiche dieser Interpretation ist, dass sie den offensichtlichen sprachlichen Bezug der Schliissel-
worter auf das das Dialogumfeld bestimmende Liniengleichnis aufien vor lasst. Dort (509d) werden
die «wie von einer in zwei geteilten Linie» (§onep tolvov ypoppiy diyo tetunpévry) ungleichen Teile
wieder im gleichen Verhiltnis (&vi tov &utov Adyov) geteilt und die Verhéltnisgleichheiten in 5344 ange-
sprochen.

Sieht man diesen Bezug auf das Liniengleichnis als verbindlich an, dann kann sich folgende Interpre-
tation ergeben. Die Linien liest man als die Linienabschnitte der geteilten Linie. Diese stehen aber
gerade, wenn man sie einzeln aufeinander bezieht, in einem (sogar bestimmten, insofern gleichen) Ver-
héltnis. Zu was sie sich aber nicht verhalten, sind die Gegenstandsbereiche und Vermégen, die ihnen
entsprechen. Diese konnen nun fiir die Interpretation als der gemeinsame Bezugspunkt des &ioyoug
von Kindern und Linien genommen werden: So wie die Linien in keinem Verhaltnis stehen zu den See-
lenvermogen, sowenig stehen die Kinder in einem Verhiltnis zu ihren Fihigkeiten und zu den dieselben
betreffenden Dinge. Das heifdt aber insbesondere, dass sie kein Wissen und keine Erkenntnis dartiber
besitzen und sich nicht dartiber erklaren kénnen.

Als letztes wird noch eine stdrker spekulative Interpretation angefiihrt, die eine etwas abgewandelte
Form der friither allgemein akzeptierten ist (s. S.39), die aber dem Vorwurf entgeht, ein mathematisch
verstandenes &A6yog wire nicht sinnvoll von Kindern zu pradizieren. Ausgangsiiberlegung ist, dass
die Verhiltnisse der Erkenntnisfahigkeiten untereinander in Bezug auf die einzelne Menschenseele nor-
mative Vorgaben sind (s. S.18). Die Seele wird so geordnet, dass sie gerecht ist, d.h. jeder Teil das
ihm Gemafle tue, indem ihre Teile in ein Verhiltnis (A6yoc) gebracht werden. Die entscheidende Stelle
ware demnach zu paraphrasieren als «...wenn der Kinder Seelenvermogen nicht in ein (verniinftiges)
Verhiltnis gebracht sind. ..». Denn &onep ypopus scheint nur an der sprachlichen Oberfldche ein Ver-
gleich mit Linien, der eigentlich den wesentlichen Bezug auf die Linien des Gleichnisses, den diesen
entsprechenden Vermogen und deren ideales Verhiltnis bewerkstelligt.
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1.4 Exkurs: Der Goldene Schnitt und die Ordnung des Kosmos

Ubersicht

Der Goldene Schnitt fasziniert immer wieder Menschen und gibt Anlass zu unabgesicherten Speku-
lationen, auch dartiber, inwieweit er Bestandteil antiker ,Weisheit’ war. Im folgenden wird verfolgt,
inwiefern der Goldene Schnitt bei PLATON und den Pythagoreern moglicherweise von Bedeutung hat
sein konnen. Dazu wird zunéchst den Erkenntnissen aus der neuzeitlichen Mathematik nachgegangen,
die den Goldenen Schnitt in Bezug auf sein Maf$ an Irrationalitdt (in zu explizierender Hinsicht) bedeut-
sam erscheinen lassen (1.4.1). Es wird nachgepriift, inwieweit ein Wissen iiber diesen Erkenntnissen
nahestehende Sachverhalte bereits in der Antike wahrscheinlich ist, und PLATON davon gewusst haben
konnte (1.4.2). Damit wird schliefllich dem Goldenen Schnitt in seinen Werken nachgegangen (1.4.3).

1.4.1 Verkehrte Verhaltnisse

Eine Strecke AB wird durch C stetig geteilt, wenn sich AB zu AC verhiltwie AC zu CB (mit AC >CB).

A C B

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die antiken Geometer ein besonderes Interesse an diesem
«Goldenen Schnitt» (der Linie AB durch den Punkt C) hétten haben konnen, weil er in gewisser Hin-
sicht der inkommensurabelste Schnitt einer Linie ist. Damit ergibt sich durch ihn das geometrisch gesehen
unaussprechbarste Grofsenverhiltnis, dessen Vorkommnis im Pentagramm und Fiinfeck Referenzpunkt
fiir Vermutungen in 1.4.3 ist.

Dem modernen Zeitgenossen drangt sich leicht das Urteil auf, die antike Mathematik wére an der
Quadratur des Kreises und anderen mathematischen Problemen gescheitert. Fiir uns dagegen habe
Lindemann 1882 die Transzendenz von 7 bewiesen, d.h. dass 7w nicht die Losung einer algebraischen
Gleichung der Form

a0+a1x1 4+ Fax =0 ag,..., 0, €Q, a;#0 fir mindestens ein 0<i<n

ist, somit nicht mit Hilfe von Wurzeln darstellbar ist und damit auch nicht mit Zirkel und Lineal konstru-
iert werden kann. Denn mit Zirkel und Lineal sind zwar bereits Quadratwurzeln von Langen konstru-
ierbar, aber schon keine Kubikwurzeln in aller Allgemeinheit, weswegen auch die Wiirfelverdopplung
nicht mit Zirkel und Lineal in der euklidischen Ebene gelost werden kann. Dieser aktuellen Unterteilung
nach hatte es die frithgriechische Mathematik bis zur Quadratwurzel und ihrer Iteration, kaum zu Ku-
bikwurzeln geschafft, konnte demnach noch nicht einmal beliebige algebraische Irrationalititen theo-
retisch fassen, ganz zu schweigen von transzendenten GroRen.?”

97 Die Unmoglichkeit der Dreiteilung des Wiirfels und der Verdopplung des Wiirfels wurden das erste Mal (vollstiandig) von
Wantzel 1837 bewiesen. Allerdings scheint die Idee mathematischer Beweise der Unmoglichkeit der Bewéltigung dieser
geometrischen Aufgaben erst in der Neuzeit aufgekommen zu sein und in ihrem Gefolge die Beweise. Trotzdem konnte man
auch in der Antike von der Unmoglichkeit einer Losung tiberzeugt sein. «Indeed ever since late antiquity the vast majority
of mathematicians had believed that the problems [of constructing the duplication of the cube and the trisection of the angle]
could not be solved by ruler and compass. And yet no-one seems to have felt the need for a proof of this impossibility. For
example Pappos (arround 340 AD) from whom we have most of our knowledge about ancient Greek approaches to the two
problems emphasized their impossibility by ruler and compass in his Collectio (Pappos, see in particular book III chapter
VII and book VI chapter XXXVI). He did not just consider it an empiric fact that no one had as yet found such solutions
to the problems. He considered it a matter of principle, resulting from the nature of the problems. And he considered it a
methodological mistake if someone tried to solve the problems with ruler and compass. Yet he nowhere stated the necessity,
desirability or even possibility of giving a mathematical proof of this impossibility.» (Liitzen 2010, S. 5f.)
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Betrachtet man jedoch (reelle) Zahlen in Hinsicht auf ihre Approximierbarkeit durch ganzzahlige Briiche,
ergibt sich ein differenzierteres Bild und eine - vielleicht unerwartete — Einteilung. Die Uberlegungen
werden zundchst in moderner Mathematik gefiihrt.

Im besonderen versteht man heute unter dem Goldenen Schnitt die Zahl ® = % (1+ V5 ), die das Verhilt-
nis der grofleren zur kleineren Teilstrecke in einer reellen Zahl fasst. (Wenn die Strecke CB die Lange
1 hat, dann hat AC die Liange ® und AB ist ®+41.) Eine Besonderheit von ® hédngt mathematisch

eng mit den Kettenbriichen und den Fibonacci-Zahlen zusammen.”® Ein Kettenbruch ist eine Darstel-

L als Kettenbruch endlicher Lange und

1
ﬂ2+ﬁ

1
Tan

lung einer reellen Zahl x in der Form: x = ag + P
1

% mit unendlicher Linge und der abkiirzenden Schreibweise [ay, . . ., a,] bzw.
PRI —

durch: x = a9+
a i
ayt L
[ag,a1,...] mit a;€IN\ {0}. @ istin dieser Schreibweise genau der unendliche Kettenbruch [1,1,1,.. ].

ar+

Bricht man die Kettenbruchentwicklung von @ an endlicher Stelle ab, so ist leicht zu sehen, dass man
genau alle Verhdltnisse aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen erhilt. Die Fibonacci-Zahlen definieren
sich rekursiv nach fo =0, fi =1 und f, 2 = fu41 + fu. Ihr Verhéltnis % konvergiert gegen ®. Die

Elemente der Folge (%) N ndhern also als ganzzahlige Briiche den Goldenen Schnitt immer besser
m /nelNy
an.

Vergleicht man nun fiir verschiedene reelle Zahlen die jeweiligen gegen sie konvergierenden Folgen, so
lasst sich zeigen: Fiir jede reelle Zahl x, die nicht mit & verwandt ist, gibt es eine Folge rationaler Zahlen, die
schneller gegen x konvergiert als jede Folge rationaler Zahlen gegen . (Eine Zahl sei dabei verwandt mit P,
wenn sie irrational ist und sich in ihrer Kettenbruchentwicklung nur in endlich vielen a; von der von
@ unterscheidet.) Die Familie ® der mit ® verwandten Zahlen, in der sich ® durch ihre homogene
Kettenbruchentwicklung heraushebt, besteht aus den am schlechtesten mit Briichen nattirlicher Zahlen
zu approximierenden (irrationalen) Zahlen. Oder etwas plakativer: ® ist die irrationalste Zahl.”

Dieser Abschnitt enthilt den mathematischen Hintergrund dieser Behauptung und neben den Sitzen einen Teil der
Beweise.1% Zunichst eine Prézisierung des Ausdrucks ,schnell konvergieren”:

Def  Eine (reelle) Zahl a ist approximierbar mit Ordnung k € IN, falls es ein ¢ > 0 gibt und unendliche
1
7 .

viele p,g €N, so dass gilt: |2 — 1| <cog

Allgemein gilt:

Satz  Fiir jede irrationale Zahl a gibt es ein ¢ > 0, so dass unendlich viele s (p,q € N), existieren mit

|a — %\ <c- ql—z . D.h. jede irrationale Zahl ist approximierbar mit Ordnung 2.

In Bezug auf alle irrationale Zahlen ist dieses Ergebnis optimal. Nun ist ¢ genauer einzugrenzen.

1 1

Satz  Fir ® gibt es unendlich viele g (p,g€N) mit |® — §| <57

. Dabei ist 75 optimal.

Ist der erste Teil des Satzes bewiesen, kann man den letzten Teil folgendermafien zeigen: Sei 0 <e < % . Wir zeigen,

dassnurendlichviele%(p,qe]N)gibtmit \q)—%|<e~%.5eiésogewéihlt, dass @—52(5-?12,31150
5 _ _, ] _1V5 g
g = amp=a (VA mp =T -

98 Neben vielem anderen (Vgl. u.a. Beutelspacher und Petri 1995). Zu den elementarsten gehort auch folgende Gleichung:
P> =041 (da $ = ).

99 Der Ausdruck «die irrationalste aller Zahlen» stammt von Richter und Scholz 1987, S.182. «Vom Standpunkt rationaler
Approximationen aus sind also gerade die einfachsten Zahlen die schlimmsten.» Hardy und Wright 1958, S.185.

100 Vgl. Beutelspacher und Petri 1995, S.102ff., Perron 1954, S.41ff., Hardy und Wright 1958, Kapitel 10/11.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 1.4.2 DER GOLDENE SCHNITT UND SEINE EIGENSCHAFTEN IM ANTIKEN WISSEN 43

somit g - q‘/Tg = % — p und damit quadriert:

(52 2 52
;—Ngzqzwz—ﬁq—%zpz—w—qz-

Damit ist 3—; —6/5€Z,da pPr—pi—q*€Z.

Aber |6] < e < % < 1 und damit ist sowohl 0 < fl—:_ <1 als auch —1 < §v/5 < 1. Es kommen somit nur 0 und 1

als Werte fiir 3—; —5v5 in Frage:
1. Fall: ‘;—i —0v/5 =0. Dann gilt p?> — pg —¢*> = 0, also p> —pg = ¢*> = (2p —q)> = 5¢* = (Zpiq—q)z =5. /5 ist
aber irrational und damit nicht als Bruch ganzer Zahlen darstellbar. Ein Widerspruch.
2. Fall: fl—z —6v/5 = 1. Dann gilt
e2 &
— > =1-[6V5]>1-eV5>0.
q q

Die Ungleichung Z—i > 1 — e+/5 ist aber nur fiir endlich viele q erfiillbar, da Z—i gegen 0 geht fiir wachsendes q =

. . . 1 T
Alle anderen Zahlen sind genauso gut approximierbar mit c= WL denn es gilt:

Satz  Fiir jede irrationale Zahl a gibt es unendlich viele g mit |a — §| < % . %
Alle anderen Zahlen sind aber mit einer kleineren Konstante ¢ approximierbar.

Satz  Fiir jede nicht mit ® verwandte irrationale Zahl a gibt es unendlich viele Paare s (p,q€N), fur die
ilt: la—F 4.1
gilt: |a q‘ <HF 7
Weiter gilt:
Satz  Fiirjede beliebig grofSe Ordnung sind beliebig viele irrationale Zahlen approximierbar. D. h. fiir jedes

1<keN gibt es unendlich viele irrationale Zahlen a mit jeweils unendlich vielen s (p,geNN)und

ein ¢>0, fiir die gilt: |a — %\ <c- %
Interessant ist nun der Zusammenhang mit den Néherungsbriichen % = [ag,...,ay] einer irrationalen Zahl a =
[a9,41,...]. Zunichst liegt ein Naherungsbruch % ndher an a als jeder andere Bruch g mit g < g,. Tatsich-
lich geniigen auch nur Naherungsbriiche der Ungleichung |a — g\ < 2%72 . Aber nicht jeder Naherungsbruch liegt
entsprechend nah an 4, es gilt:

Satz  Von drei aufeinander folgenden Néherungsbriichen fiir a gilt fiir mindestens einen

a-Ple 1
i q*-\5

Einige Vermutungen schliefSen sich an folgenden Satz an:

Satz  Fiir den n-ten Niherungsbruch % =lag, ..., an) von a=lag,ay,...] gilt:

1 Pn 1
g Sl <
Fi(an1+2) In Gy Gni1

Da die Néherungsbriiche die beste Approximation bieten, liegt es bereits wegen dieses Satzes nahe zu vermuten,
dass eine irrationale Zahl a desto schlechter rational approximiert werden kann, je kleiner die a,4; sind, folglich
am schlechtesten fiir ® = [1,1,1,1,...].

1.4.2 Der Goldene Schnitt und seine Eigenschaften im antiken Wissen

Die landlaufigen Meinungen zum Goldenen Schnitt sind fast ausnahmslos falsch oder unbegriindet.!%!
Die Bezeichnung selbst stammt erst aus dem 19. Jh.; in der Renaissance verwendete man manchmal

101 Siehe van der Schoot 2005a, Fredel 1998 und etwas allgemeiner zu inkommensurablen Proportionen in der Renaissance Wit-
tkower 1969 und in der Asthetik in der ersten Hilfte des zwanzigsten Jahrhunderts Wittkower 1960. Fiir erste Informationen
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dafiir den Ausdruck der gottlichen Proportion. Die Idee, dass die Natur durchzogen sei von ,goldenen’
Verhiltnissen, die im spiralformigen Gehduse des Nautilus oder in der Gestalt des Menschen entdeckt
werden konnen, lie sich fast nur in der Phyllotaxis bestétigen!?? und ist mit Ausnahme einiger Gedan-
ken Keplers erst ab 1854 nachweisbar.!9 Ahnlich ist die positive Auszeichnung des Goldenen Schnitts
als Formideal in der Asthetik weniger als zweihundert Jahre alt und steht — wie jene Meinung zum
Auftreten in der Natur — im Gegensatz zu den historischen Belegen.!%* Der Franziskanerménch Luca

Pacioli (ca. 1445-1517), Verfasser der Schrift ,Divina proportione” tiber den Goldenen Schnitt, nennt

105

ihn die gottliche Proportion, weil er einige Eigenschaften mit Gott gemein habe,"™ u. a. nicht rational

bestimmbar zu sein. Er zeichne sich demnach gerade nicht durch seine Natiirlichkeit aus, sondern
wird mit dem Ubermenschlich-Transzendenten in Verbindung gebracht. Der ,Schnitt im dueren und
mittleren Verhiltnis’, wie er seit EUKLID genannt wird, ist in der griechischen Antike explizit nur im
mathematischen Kontext zu finden.

So ist die Kenntnis des Goldenen Schnittes auch erst bei EUKLID nachweisbar. In Buch VI definiert er an
dritter Stelle:

Eine Strecke heif3t stetig geteilt, wenn sich, wie die ganze Strecke zum grofieren Abschnitt, so der grofiere
Abschnitt zum kleineren verhalt.

"Axpov xai piocov Aoyov eubsia TeTunoBar AéyeTar, doTav § we 1) OAn TPO¢ TO METlov TUAMA, oUTOog TO
WETlov TPOg TO EAQTTOV.

106

Tatsdchlich wird diese Teilung im «dufleren und mittleren Verhaltnis»'"° aber bereits in Satz 11 aus Buch

II dargestellt. Dort wird eine Strecke (AB) so konstruktiv geteilt, dass die Fliche des Rechtecks aus
ganzer Strecke und dem einen Teil gleich der Fliche des Quadrats aus der anderen Teilstrecke ist (d.h.

siehe auch Kumschick 2003. Wieso Welsch 2009, S. 102, auch auf van der Schoot verweisend, gerade die die falschen Vorurteile
mit Verve weitertradiert, ist seltsam: «Eine Proportionierung nach dem Goldenen Schnitt galt in der abendlindischen Kunst
lange Zeit als vorbildlich. Man sprach dafiir sogar von der ,gottlichen Proportion”. Die Beispiele reichen von der griechi-
schen Architektur bis ins 20. Jahrhundert. Aber nicht nur in unserer Kultur wird der Goldene Schnitt bevorzugt, sondern eine
Proportionierung nach dem Goldenen Schnitt wird, wie neuere Studien zeigen, in allen Kulturen als besonders wohlgefallig
beurteilt.» Welche meueren Studien> der Autor meint, behilt er leider fiir sich und verweist nur auf einen Text (Frederick
Turner: The sociobiology of Beauty, S.63-82 in J. B. Bedaux, B. Cooke (Hrsg.): Sociobiology and the Arts. Amsterdam, Atlanta,
1999.), der ohne jede Referenz wilde Behauptungen aus dem Hut zaubert. Ahnlich abenteuerlich sind die meisten weiteren
Aussagen in Welsch 2009 zum Goldenen Schnitt.

102 Siehe Fufinote 125.
103 Siehe van der Schoot 2005a, S. 154.

104 Dass der Goldene Schnitt in keiner dlteren Theorie der Asthetik aufgegriffen wird, bedeutet nicht, dass den Kiinstlern, Bauher-
ren und Handwerkern kein praktisch-technisches Wissen zur Verfiigung stand, das es ihnen erlaubte, den Goldenen Schnitt
wissentlich einzusetzen, oder, dass er in historischen Bauten und Kunstwerken nicht ,enthalten’ sein kénnte als ein natiir-
liches, unbewusst eingesetztes, Formideal. Allerdings ist das Auffinden des Goldenen Schnitts in Kunst- und Bauwerken mit-
tels Vermessung und Auflegung von Gitterlinien scheinbar oftmals nicht methodisch reflektiert betrieben worden, jedenfalls
scheint man den Goldenen Schnitt doch nicht unter den eindeutig erkennbaren Proportionen antiker Bauwerke zu finden (s.
Fredel 1998, S.36a209). Das Problem der Variabilitdt der Messpunkte und die Beliebigkeit des Blickpunkts werden an einem
einfachen Beispiel deutlicher: Das Alte Rathaus in Leipzig ist ein linglicher Bau aus dem Jahre 1556, dessen Front durch
einen nach links versetzten Turm unterteilt wird, und zwar in etwa im Verhéltnis des Goldenen Schnitts. Genauer teilt das
wiederum in Bezug auf den Turm nach rechts versetzte Turmtor die Rathausfassade im Goldenen Schnitt (vgl. Walser 2009,
S.160f.), und nicht der Turm. Wére nun der Turm etwas weiter links gebaut worden, finde sich der Goldene Schnitt an der
rechten Turmseite, wire er weiter rechts gebaut, wiirde die Turmmitte oder seine linke Seite die gesamte Fassade stetig teilen.
Man findet den Goldenen Schnitt also weder in dem hauptsachlichen Verhéltnis der durch den Turm geteilten Fassade, noch
wiére es moglich gewesen, aufgrund der Breite des Turms, jede stetige Teilung durch irgendeine Komponente des Turmes zu
umgehen. Zudem findet man auch andere Verhiltnisse, denn die linke Seite des Turms drittelt die Rathausfassade. Zwei Kon-
trollfragen lauten demnach: Hatte der Goldene Schnitt {iberhaupt vermieden werden konnen, und finden sich auch andere
Verhiltnisse?

(Ein bekannteres Beispiel fiir ein problematisches Auffinden des Goldenen Schnittes findet sich in Mainzer 1988, S.128f.: Der
Goldene Schnitt als Hauptproportion der Aphrodite von Kyrene; der fehlende Kopf der Statue wird in die Uberlegungen gar
nicht erst mit einbezogen.)

Aber auch die tiberlieferten Aussagen von Kiinstlern scheinen keine Hinweise fiir eine wissentliche Verwendung des Gol-
denen Schnitts zu bieten. So erwédhnen z.B. in der Renaissance Leonardo da Vinci und Albrecht Diirer die stetige Teilung
tiberhaupt nicht und meinen mit dhnlichen Bezeichnungen etwas anderes, wahrend bei Leonardo nicht einmal nachgewiesen
wurde, dass er eine exakte Konstruktion des Fiinfecks kannte (s. Fredel 1998, S.209, 283, 292).

105 Siehe van der Schoot 2005a, S. 94.
106 Zu diesem Ausdruck vgl. Herz-Fischler 1998, S. 164.
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modern gefasst und notiert: AB - BC = AC?, so dass % = % ; es wird also in (II 11) der Goldene

Schnitt konstruiert'?”). Die Konstruktion ist einfach und lautet (leicht vereinfacht zu der Form, in der
sie tiblicherweise in Lehrbiichern auftritt): Man errichte in B eine Senkrechte, die halb so grofs ist wie
AB; trage DB auf DA ab und wiederumg AE auf AB.

C
A e *

]

D

Der Lehrsatz (II 11) wird in (IV 10) verwendet, um in (IV 11) ein regelmifiges Fiinfeck zu konstru-
ieren. In (VI D3) wird die stetige Teilung definiert und in (VI 30) eine Strecke explizit stetig geteilt. Im
abschliefenden XIII. Buch werden in (XIII 1-6) die Eigenschaften der stetigen Teilung bewiesen, u. a.
dass die beiden Teile des Goldenen Schnitts irrationale Langen (in Bezug auf die Ausgangsstrecke) sind
nach Art der Apotome, wie sie in Buch X unterschieden wurden. Im restlichen letzten echten Buch der
Elemente (Buch XIV und XV sind spétere Erganzungen) spielt die stetige Teilung bei der Langenbestim-
mung der Seiten und Kanten der regelméfiigen Vielecke und der regelmifligen konvexen Korper eine
essentielle Rolle, wie bei der Konstruktion des Dodekaeders (XIII 17).108

Kannte PLATON den Goldenen Schnitt? Der grundsétzliche Sachverhalt, der in der Definition zum Aus-
druck kommt, ist letztlich so elementar und direkt zu sehen (siehe Abbildung), dass man gute Griinde
finden miisste, um PLATON, der an geometrischen Verhdltnissen und geometrischen Figuren wie dem
Fiinfeck interessiert war, ein Wissen um ihn abzusprechen.

Allein die Hohe der mathematischen Bildung, die im Theaitetos und Menon zum Vorschein kommt, und
die Verwandtschaft mit der Lehre inkommensurabler Gréflen, dem Pentagramm bzw. Fiinfeck und die
Nahe zu den platonischen Korpern insbesondere dem Dodekaeder sprechen dafiir, dass PLATON {iber

weitergehendes mathematisches Wissen zum Goldenen Schnitt verfiigte.!??

Bedeutender dagegen ist die Frage, wieviel PLATON iiber die stetige Teilung gewusst haben mag und
was ftir eine philosophische Bedeutung er ihr gab. Dies soll im ndchsten Abschnitt erdrtert werden, hier
spekulieren wir im folgenden tiber die frithgriechische Mathematik.

Zunéchst eine Bemerkung zu dem mathematischen Wissen der Pythagoreer: Nach der unter historischen
Laien weit verbreiteten Erzahlung wire die Metaphysik der Pythagoreer durch die Entdeckung nicht

107 Im Kontext von EUKLIDs Elementen ist (I 11) tiber (VI 17) zu der Konstruktionsaufgabe einer expliziten stetigen Teilung einer
Strecke (VI 30) dquivalent (vgl. Mueller 1981, S.169).

108 Vor allem seine Bedeutung fiir das finale Buch der ELEMENTE macht ihn so wichtig. Ahnlich Mueller 1981, S.107: «...the
golden section ... plays an extremely important role in the Elements.»

109 Vgl. Gaiser 1998, S. 371a118. Die Behauptung von Proclus 1970, S. 67, mit PLATON hétte die Theorie des Schnitts begonnen, ist
zu knapp gehalten, um daraus etwas Sicheres tiber ein Wissen des Goldenen Schnitt zu entnehmen.
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miteinander kommensurabler Strecken in eine Krise geraten, da zu den obersten Doktrinen gezahlt
habe, dass alles aus Zahlen aufgebaut sei.!'? Sogar in ihrem Symbol, dem Pentagramm, fanden sich,
wegen den enthaltenen Verhiltnissen der stetigen Teilung, irrationale Grofien, wenn sie nicht sogar das
erste Mal gerade dort entdeckt worden seien.

Historisch problematisch daran ist bereits die Zuweisung des Pentagramms zu den Pythagoreern.!!!

Wenn man dies zugesteht, ist es aber wahrscheinlich, dass sie auch den Goldenen Schnitt gekannt haben.
Denn unter der rationalen Annahme, dass sich ernsthafte Mathematiker auch mit den mathematischen
Objekten mathematisch beschaftigen, die sie in wichtigen nicht-mathematischen Zusammenhéngen ver-

wenden, sollten sie auf den Goldenen Schnitt und die Irrationalitit seiner Strecken gestofen seien.!!2

Das wird deutlich, wenn man die einfachen Eigenschaften des Pentagramms betrachtet.!13

Wenn die augenscheinlichen Eigenschaften der abgebildeten Pentagramme und Fiinfecke geometrisch
korrekt sind, dann ist die Diagonale des mittleren Pentagramms (d; ) so grofl wie eine Seite des grofSen
Fiinfecks (s1), und eine Seite des mittleren Fiinfecks (s;) so groff wie die Diagonale des grofien Pen-
tagramms (d;) weniger eine Seite des grofien Fiinfecks (s1); also s; = dy und d; —s; =s2. Weil sich

die Fiinfeckseiten der jeweils einbeschriebenen Diagonalen stets gleich verhalten unabhingig von ihrer
d s

i - *151
und Seite des Fiinfecks stehen also im Verhéltnis der stetigen Teilung, und eine Diagonale des Fiinfecks

Grofe, gilt: dq verhilt sich zu s; wie dy zu sp, oder Z—} = ‘:—; Insgesamt gilt also: . Diagonale

teilt die andere im Goldenen Schnitt.

Deswegen besitzt das Fiinfeck (mit Pentagramm) eine gewisse Selbstdahnlichkeit, eine durch den Gol-
denen Schnitt vermittelte Eigenschaft: Das kleinste Fiinfeck, dessen Diagonale so grof3 ist wie die Seite
des mittleren Fiinfecks, tritt in der Mitte des groflen Pentagramms auf und entsprechend noch kleinere
Pentagramme im kleineren Fiinfeck — und immer weiter.

110 Siehe dazu FufSnote 2 auf S. 6.

111 Siehe van der Schoot 2005a, S. 135ff., der darauf hinweist, dass es eigentlich nur einen Beleg bei Lukianos im zweiten Jh.n. Chr.
gibt, dass die Pythagoreer das Pentagramm benutzten, und zwar als Erkennungszeichen und Gesundheitssymbol.

112 Zu den Fragen, wann, woran und von wem die Inkommensurabilitit geometrischer Grofien in der Antike entdeckt wurde,
gibt es einige elaborierte Untersuchungen, vgl. von Fritz 1945 Waschkies 1971, Knorr 1998. Die schlechte Quellenlage wird
aber aller Voraussicht nach verhindern, dass man auch zukiinftig etwas Gewisses dazu wird sagen konnen.

113 Aber auch wenn das Pentagramm keinen besonderen Status bei ihnen besaf$, so gibt es in den Scholien zum IV. Buch der
Elemente (Heiberg und Menge 1916) ein paar Hinweise, dass sie es zumindest mathematisch konstruiert und untersucht haben.
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Die Inkommensurabilitdt steht mit diesem Sachverhalt tiber eine Methode der frithgriechischen Mathe-
matik zur Bestimmung inkommensurabler Grofsen in Zusammenhang. In (VII 1,2) wird die reziproke
Subtraktion zur Bestimmung des kleinsten gemeinsammen Teilers zweier natiirlicher Zahlen — heute
bekannt als euklidischer Algorithmus — eingefiihrt. Man zieht die kleinere der beiden Zahlen von der
grofleren so oft wie moglich ab, dann den Rest von der Kleineren, ... bis der Rest 1 oder 0 betrégt:

= c1-b+r, rn<b
b = cyr1+71y, rp <1
N = C3'1)+713,
"m = Cmt2-Ymt1 +VTmt2

Ist 7py12 = 1, so sind a und b teilerfremd. Ist r,,42 = 0 (und r,41 > 1), dann ist r, 41 der grofite
gemeinsame Teiler.

Dieses einfache Verfahren aus dem Schulunterricht funktioniert genauso bei ausgedehnten Grofien,
wenn z. B. zwei Strecken ein gemeinsames Maf besitzen, was bestimmt werden soll. Sind sie allerdings
inkommensurabel, dann bricht dieses Verfahren der anthyphairesis nicht ab. EUKLID beweist diesen
Sachverhalt in (X 2,3), ohne ihn weiter zu gebrauchen.114

Zwei Linien sind also genau dann inkommensurabel, wenn die Wechselwegnahme nie abbricht. Ist das
der Fall, kann man die anthyphairesis aber konkret nicht bis zu Ende durchfiihren, da man konstruktiv
unendlich viele Schritte zu vollziehen hitte. Um diese Bestimmung der Inkommensurabilitdt direkt,
d.h. vor allem ohne Widerspruchsbeweis tiber die Annahme des Gegenteils, anzuwenden, muss man
Vorhersagen tiber den Verlauf des Prozesses machen. Dies ist am einfachsten, wenn die beiden Grofien
im Verhiltnis des Goldenen Schnitts zueinander stehen. Denn dann weif$s man, dass der Rest wiederum
im gleichen Verhiltnis zu der (gerade einmal) abgezogenen Strecke steht, und wiederum genau einmal
abgezogen werden kann . ..:

Damit ist direkt einzusehen, dass eine stetig geteilte Strecke inkommensurabel zu ihren beiden Teilen
ist.

Der Zusammenhang mit den (modernen) Kettenbriichen besteht nun darin, dass die Kettenbruchent-

wicklung jeweils angibt, wie oft der kleinere Rest in den grofieren passt. Ist die kleinere Strecke das
Einheitsmafs, dann gilt:

114 Siehe Fowler 1999, S. 30.
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a
_b
|
|
I | | | | | | }C
I 1 1 1 1 1 1 ;
| |
FH‘H‘H‘J(d ! a = 7b+4+c, c<b
| b = 7c+d, d<c
H c = b5

a korrespondiert der Zahl [7,7,5].

Beschiftigt man sich in der mathematischen Praxis etwas mit dieser geometrischen Wechselwegnahme,
so ergibt sich leicht die Einsicht, dass man mit dieser Methode das Verhiltnis der beiden Strecken umso
schneller durch Verhiltnisse ganzer Zahlen annihert, umso unterschiedlicher die Reste sind und umso
ofter deswegen der kleinere auf dem grofieren abgetragen werden kann. Am schlechtesten auf diese
Weise anzunihern ist somit das Verhiltnis der stetigen Teilung, da es minimal ist (als [1,1,1,...]).

Wihrend man diese praktische Einsicht den frithantiken Geometrikern wohl zusprechen darf, bedtirfte
es noch eines Wissens darum, dass die Methode der Wechselwegnahme in einem speziellen Sinne die
besten Anndherungen hervorbringt, um die moderne Erkenntnis von @ als eine Art irrationalster Zahl
in geometrischem Gewand tatsdchlich zuriicktradieren zu kénnen. Ein Wissen um jene Auszeichnung
der Wechselwegnahme wurde aber weder nachgewiesen, noch ist ein Nachweis in Sicht. Vielmehr
zeigen gerade die Ausarbeitungen Fowlers, wie unwahrscheinlich eine frithantike Theorie ist, die einer
Kettenbruchtheorie korrespondieren wiirde. Fowler 1999 arbeitete eine frithantike, nicht tiberlieferte
geometrische Theorie aus, die nicht, wie vor ihm bereits versucht, mit Hilfe der anthyphairesis Propor-
tionen (das ist die Gleichheit zweier Verhiltnisse: § = ¢, siehe Topik 158b32ff.), sondern die Verhiltnisse
selbst bestimmt und damit einen geometrischen Vorldufer einer Kettenbruchtheorie bildet.

Das Problematischste seiner Rekonstruktion liegt darin, dass er sie zum Teil in einer mathematischen
Symbolik und Methode fiihrt, die in der Antike nicht zur Verfiigung standen. Deswegen verortet er
selbst ein Wissen darum weniger in der formulier- und beweisbaren Theorie als vielmehr in der prak-
tischen Kunstfertigkeit des Mathematikers, die miindlich gelehrt wurde.!'® Dass es rein miindliche
Uberlieferungslinien mathematischen Wissens gab, die sehr wichtig waren und weitgehend nicht tiber-
liefertes, praktisches Wissen vermittelten, ist unter Mathematikhistorikern nicht umstritten. Hochst
kontrovers ist jedoch, dass Fowler meint, mit kaum einer Textgrundlage dieses Wissen rekonstruieren zu
konnen.!'® Stimmt man ihm jedoch zu, so ist auch ein genaueres, frithantikes Wissen um die schlechte
Annégherbarkeit des Goldenen Schnitts leicht zu vermuten.

1.4.3 Der Goldene Schnitt bei Platon

ODb sich ein Wissen um die stetige Teilung bereits in den platonischen Dialogen nachweisen lasst, wird
i.a. in Bezug auf drei Dialogstellen diskutiert (Politeia 509d, Timaios 31, Hippias 303).'7 In Hippias 303
wird der Umstand argumentativ eingebracht, dass zwei &ppntax zusammen sowohl &ppnrov als auch
EnTov sein konnen (s. Abschnitt 1.2.2). Da es sich hierbei um einen allgemeinen Sachverhalt handelt
— wie das zuvor angefiihrte Beispiel mit der Teilung einer geraden Zahl in zwei ungerade oder zwei
gerade — ist hier nicht ein bestimmtes Verhiltnis intendiert, auch wenn die stetige Teilung vielleicht das

115 Siehe Fowler 1999, S. 398.
116 Vgl. Unguru 2002.

117 Vgl. hierzu van der Schoot 2005a, S.76ff.. Die Behauptung von Kennedy 2010a, S.23, dass die stetige Teilung in Parmenides
151bc zum Ausdruck komme, ist inhaltlich nicht zu rechtfertigen. Dass sie genau im Goldenen Schnitt des Dialogtextes steht,
wie Kennedy feststellt, hilft da nicht weiter.
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naheliegenste ergébe.!!'® In der Besprechung der Proportion in Timaios 31c-32a kann insofern gar nicht
von einem Goldenen Schnitt die Rede sein, als man die Ubersetzung von Schleiermacher verbessern
muss:

APV TPIRV €1Te OYKWV 1Tt SUVALEWY
von irgendwelchen drei Zahlen oder Massen oder Flachen Schleiermacher

von drei Zahlen, seien es Kubikzahlen, seien es Quadratzahlen van der Schoot 2005a, S.77f.

Somit ist die darauf folgende Ausfiihrung nicht als stetige Teilung zu verstehen, denn zu Zahlen gibt
es keine Mitte im dufSeren und mittleren Verhiltnis. Der Goldene Schnitt war in Politeia 509d anzutref-
fen, wie im Kontext des Liniengleichnisses diskutiert (s. S.17) wurde, insofern das Liniengleichnis den
Gesamttext stetig teilt.!1

Wo wire unabhidngig von den angefiihrten drei Stellen in den platonischen Dialogen eine Einbindung
der stetigen Teilung in die philosophischen Uberlegungen zu erwarten? Die Antwort fiihrt tiber zwei
Teiliiberlegungen: (1.) Die aus einer stetigen Teilung resultierende mittelgrofie Strecke bildet die geo-
metrische Mitte zu den beiden anderen Strecken. Die Besonderheit der beteiligten Strecken an dieser
geometrischen Mittelbildung ist, dass die beiden Kleineren zusammen die Langere ihrer Grofse nach
ergeben. Das Verhiltnis, in dem der Goldene Schnitt teilt, ist sogar eindeutig unter dieser Bedingung.
Demnach kann eine (lineare) Grofse in sich, d.h. in Bezug auf eine Menge von Teilen, die zusammen die
ganze Linie ergeben ohne sich zu iiberschneiden, nur gemafs dieses Verhiltnisses ,vermittelt’ sein.

(2.) Die geometrische Mittelbildung nimmt aber fiir PLATON einen zentralen Platz ein, wenn es um die
theoretische Verkniipfung zweier getrennter Sachen geht. Die mittlere Proportionale ist nach Timaios
31bc geradezu die schonste Verbindung. So werden die zwei Elemente Feuer und Erde optimal (aus
einem zahlentheoretischen Grund nicht durch eine sondern) durch zwei geometrische Mittlere fest ver-
bunden.!?

Eine stetige Teilung bringt also die nach (1.) und (2.) einzige in sich fest iiber eine mittlere Propor-
tionale verbundene Verkniipfung einer (geometrischen) Grofie hervor. Dieser Sachverhalt konnte nun
da von Bedeutung sein, wo erstens von einer groffenméfiigen Totalitdt die Rede ist und damit von einer
festen und eindeutigen Grofie und zweitens der Zusammenhalt und die Einheit der enthaltenen un-
terschiedlichsten Grofien von Bedeutung ist. Dies ist der Fall bei dem Projekt, die Konstitution der
ausgedehnten Welt auf Grundlage der ideenhaften und seelischen Gegebenheiten zu schildern, wie es
im Timaios versucht wird. Dort (Timaios 55¢) heifst es, nachdem die anderen vier regulédren (konvexen)
Korper besprochen wurden: Den Dodekaeder «verwendete der Gott fiir das All, indem er dieses mit
Bildern ausgestaltete (Sixlwypayp®v)». Der Dodekaeder tragt aber den Goldenen Schnitt mit sich (s.
S.45).

Da aber dieses Zitat der einzige Hinweis zu sein scheint, ist die Textgrundlage zu schwach, um ein
starkes Argument dafiir abzugeben, dass PLATON die stetige Teilung im Sinne von (1.) und (2.) inter-
pretiert und in seine kosmologischen Uberlegungen aufgenommen hétte. Inhaltlich spricht dafiir jedoch
die Strukturdhnlichkeit, dass ndmlich, so wie eine stetig geteilte Strecke in sich vermittelt ist, das All als

Grofites und Fundamentalstes in sich die Einheit aller enthaltenen Grofen bewerkstelligen muss. 2!

118 Vgl. Heath 1921a, S.304.
119 Siehe Kennedy 2010a, S. 22.

120 Ohne Bezug auf eine geometrische Mittelbildung heifit es im Symposion 202e vom Daimonischen, das zwischen den Gottern
und den Menschen steht und zwischen ihnen vermittelt: «In der Mitte zwischen beiden ist es also die Ergianzung, daff nun
das Ganze in sich selbst verbunden ist.»

121 Der Koérper des Kosmos> wird nach Timaios 32bc aus den vier Elementarkérpern aufgebaut, der durch ihre Proportionalitét
zusammenstimmt (8" &vodoyiog dporoyfionv), wodurch er in sich wechselseitig verkniipft ist und nur sehr schwer wieder
zu trennen. Vgl. van der Schoot 2005a, S.78.
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Damit ist allerdings noch nicht alles gesagt, denn in dem kurzen Zitat tritt «das ratselhafte Wort»122
Stxlwypopav auf, das wortlich genommen etwas bedeuteten miisste, wie Lebewesen ({@v) zu zeich-
nen (yp&yetv). Ublicherweise interpretiert man die ,gezeichneten Lebewesen” als die zwolf Tierkreis-
zeichen (zwolf Flachen des Dodekaeder) oder die tiber den ganzen Himmel verteilten Tierzeichen, die
als Sternkonstellationen den sichtbaren Himmel ordnen.!?®> PLATONS Erliuterungen des Lebewesens
stehen allerdings in Verbindung mit dem ,goldenen’ Verhiltnis, denn in Phaidros 264c charakterisiert
Sokrates die Rede folgendermafien als ein Lebewesen:

SOKRATES: Aber dieses, glaube ich, wirst du doch auch behaupten, daf$ eine Rede wie ein lebendes Wesen
gebaut sein und ihren eigenttimlichen Korper haben muf, so daf$ sie weder ohne Kopf ist noch ohne Fuf,
sondern eine Mitte hat und Enden, die gegeneinander und gegen das Ganze in einem schicklichen Verhaltnis
gearbeitet sind.

SO. AMa T68¢ ye, olpal, ot pavar av Seiv Tavta Adyov GoTrep LGov ouvesTaval, odud T idovta alTov
AUTOU WOTE UNTE AKEPANOV EIVAL UNTE ATTOUV, AMA WETA TE EXEIV KAl AKPA, TTPETOVTA AAANNO0IC KAl TG
OAW YEYPAMEVAL.

Eine sprachliche Nahe zur euklidischen Definition der stetigen Teilung ist nicht zu tibersehen (Phaidros:
néoo e Eyetv ual Gnpo; zu “Axpov nat péoov Aéyov in den Elementen), auch wenn hier keine Gréfien und
damit auch nicht der Goldene Schnitt behandelt werden.!?* Vielmehr betrachtet Sokrates hier die innere
Struktur von Lebewesen: Ein Lebewesen hat die wesentliche Eigenschaft, dass seine Teile schicklich
(npénovta) gegeneinander und auf das Ganze geordnet sind. Das einfache mathematische Aquivalent,
das ,schicklich’ zu ,gleich’ festzurrt, die Beziehung der Teile zueinander und zu dem Ganzen als geo-
metrisches Verhiltnis und die Teile nach dem herzustellenden gleichen Verhiltnis wéhlt, ist in Bezug
auf die Langengrofle die stetig geteilte Linie, deren (ersten beiden) Teile in dem gleichen Verhiltnis
zueinander stehen, wie der grofiere Teil zum Ganzen. Bei weiterer stetiger Teilung vervielfacht sich die
Menge gleicher Verhiltnisse. Also wére der Goldene Schnitt die ,lebendigste” Teilung, weil er strukturell
den Lebewesen am dhnlichsten ist unter den Teilungen.

Tatsdchlich findet sich der Dodekaeder nicht in der anorganischen Natur, auch — wie entsprechend
das Tkosaeder — nicht in den Kristallformen des Pyrit.!?> Allerdings trifft man in der Anordnung der
Pflanzenblitter, Samen oder Zapfenschuppen (Phyllotaxis) auf Verhiltnisse, die dem Goldenen Schnitt
(bzw. ,goldenen’ Winkel) entsprechen. Sie konnte allerdings mit einem Nutzen zusammen hingen, den
eine moglichst giinstige Flachen- und Raumaufteilung fiir die Selektion haben kénnte.!2® So verdecken
sich die um einen Pflanzenstengel gruppierenden Blitter, die im ,goldenen’ Winkel angeordnet sind,
(unter der Voraussetzung unbekannten Wachstums) am geringsten, gerade weil der Goldene Schnitt
bzw. Winkel durch Briiche ganzer Zahlen so schlecht approximierbar ist.

Zusammenfassend ist zu konstatieren, dass tiber den Goldenen Schnitt bei PLATON und den Pythagoreern
nichts Abschlieflendes gesagt werden kann. Dafiir, dass das Fehlen detaillierterer Quellen nicht be-
deuten muss, dass die stetige Teilung fiir PLATON und die Pythagoreer keine oder keine grofie Bedeu-

tung hatte, soll kurz ein gegenteiliges Szenario angedeutet werden.!?’

122 Gaiser 1998, S. 145.
123 Vgl. Cornford 1937, S.219.
124 Vgl. Berger 2003, S. 100.

125 Siehe fiir den ganzen Absatz van der Schoot 2005a, Kapitel 5. Allerdings entdeckte man den Golden Schnitt in den Grund-
bausteinen eines Quasikristalls, s. Richter und Scholz 1987, S.209, und in der Frequenz stabilster Quasibewegungen, s. Richter
und Scholz 1987, S.1991f.. Die Form eines Dodekaeders nimmt die 0,01 mm grofie Kalkalge Braarudosphaera bigelowi ein, s.
van der Schoot 2005a, S.179.

126 Die Blatter reihen sich bei Pflanzen vor allem in Winkeln von 90°, 180° und etwa 137,5° (= der ,goldene’ Winkel) um den
Stengel; dazu und fiir den Ansatz eines biologischen Erklarungsmodells siehe Richter und Scholz 1987, S. 190ff..

127 Vgl. Fossa 2006.
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Uber ATHENAGORAS von Athen (2.]h.n. Chr.) ist eine Behauptung des Pythagoreers LYSIS (ca. 425 v.
Chr.) iiberliefert:1?8

Gott ist eine unaussprechbare Zahl.

(AUoig 8t ...) apibpov appnTov opileTar Tov Oeov.

Die Verlasslichkeit dieser Uberlieferung wird stark angezweifelt,'>’ wie auch die genaue Bedeutung
unklar ist. Zumindest scheint durch &ptSuov &ppnrov die Inkommensurabilitdt mit ins Spiel zu kom-
men.!3 Sollte es aber tatsichlich einen engen Zusammenhang bei den Pythagoreern zwischen dem
Gottlichen und inkommensurablen Verhiltnissen gegeben haben, wie das Zitat es andeuten kénnte, so
hitte der Goldene Schnitt vielleicht aufgrund eines bereits in der frithantiken Mathematik vermuteten
hohen Grades der Inkommensurabilitdt (s. Abschnitte 1.4.1 und 1.4.2) dabei eine exponierte Stellung
eingenommen.'®! Das Pentagramm wire dann, weil es durch die Diagonalen der einfachsten geome-
trischen Figur sich ergibt, die die stetige Teilung in prominenter Weise enthdlt, eine nachvollziehbare
Wahl fiir das Wahrzeichen der Pythagoreer, und PLATONs Erwdhnung des Dodekaeders in Bezug auf
den Himmel vor einem anderen Hintergrund zu lesen. Der platonische Kosmos hitte als ,sichtbarer
Gott’ und als ,alles Sichtbare Umfassende” in der stetigen Teilung ein mathematisches Symbol:
Und nunmehr mochten wir denn auch behaupten, dafd unsere Erorterung iiber das All ihr Ziel erreicht habe;
denn nachdem diese Welt in der obigen Weise mit sterblichen und unsterblichen belebten Wesen ausgertistet
und erfiillt worden, ist sie so selbst zu einem sichtbaren Lebewesen ({Bwv opuxtov) dieser Art geworden,
welches alles Sichtbare umfafit (Opat& neptéyov), zum Abbilde des Schopfers, zum sinnlich wahrnehmbaren

Gott (9ed¢ aiodntog), dem grofiten und besten, schonsten und vollendetsten, geworden, diese eine und
eingeborne Welt. Timaios 92c

128 Diels und Kranz 2005, 46 Frg. 4.
129 Vgl. Fowler 1999, S.294.

130 Wobei &ppntog auch eine rein religivse Bedeutung zu haben schien, siehe Burkert 1972, S.461f.. Bei PLATON kommen die
Ausdriicke pntég — &ppnrog im mathematischen Verstandnis neben Hippias I 303bc (siehe Abschnitt 1.2.2) nur noch in Politeia
546¢ vor. Dort spricht Sokrates von dem «aussprechbaren Durchmessern» (Stxpétpwv pnntev) der Fiinf, womit wohl der
gerundete Durchmesser 7 eines fiinffiifigen Quadrates mit Durchmesser v/50 a2 /49 = 7 gemeint ist. Kurz davor ist von
«alles gegeneinander ausdriickbar» (61t mpog &AAnAa) im dhnlichen Sinn die Rede, kurz darauf von &pp7twv.

131 Die religiose und geometrische Bedeutung von «&ppntoc» hitten dann einen inhaltlichen Zusammenhang. Das «Unsagbare»
Mysteriengeheimnis und das «irrationale» geometrische Verhéltnis wéren durch mehr als eine reine Aquivokation, wie Burk-
ert 1972, S. 462, dagegen vermutet, verbunden.



«There can be no doubt that the chief study of the Academy was
mathematics, and it is really hopeless for anyone but a mathemati-
cian to understand fully the work that Plato was doing with his dis-
ciples.»

Burnet 1928, S. 96

Geometrische Konstruktion und Tugend — Zu Menon

86d-87a

Einleitung

Die geometrische Lehrstunde fiir den Sklaven in Menon 82b-84d ist wohl der bekannteste mathemati-
sche Auszug platonischer Literatur und zugleich das &lteste Textzeugnis mathematischen Inhalts dieser
Lange der griechischen Kultur. Der kleine geometrische Bruder,! der spiter im Dialog auftaucht (Menon
86d-87a), blieb allgemein weniger beachtet, ist fiir den Fachmann aber umso interessanter. Denn wegen
ihrer duflersten Knappheit ist diese Stelle in ihrem mathematischen Gehalt schwer zu fassen, unter den
Interpreten umstritten und gilt als nicht eindeutig bestimmbar.? Letzteres soll im folgenden widerlegt
werden. Es wird sich unter Bezugnahme auf den Status geometrischer Objekte und die ungeschriebene
Lehre PLATONS ergeben, dass der geometrischen Aufgabe eine grofiere Bedeutung, als bisher angenom-
men, fiir die thematische Entwicklung des Gesprachs zwischen Sokrates und Menon zukommt.?

Als Vorbereitung der Diskussion antik-geometrischer Sachverhalte miissen ein paar durch die moderne
Mathematik vermittelte Vorurteile ausgerdaumt werden. Diese den Unterschied zwischen den Paradig-
men echt Euklidischer und moderner algebraischer Geometrie ausmachenden Einzelheiten seien im
folgenden kurz zusammengefasst.

2.1 Differenzen antik-euklidischer Geometrie und moderner Mathematik

Ein zentraler Unterschied griechisch-antiker Mathematik und den mathematischen Intuitionen, mit de-
nen einen die hohere Schule entlédsst, der viele Missverstandnisse hervorbringt, ist, dass man damals an

1 Man kann die Bemiithungen um eine Definition von oyfua (Menon 75bc) als eine dritte Textstelle mit mathematischen Inhalt
im Dialog ausmachen (vgl. Gaiser 1964, S.357), worauf hier verzichtet wird, weil oy¥ux dort in erster Linie nicht in seiner
geometrischen Bedeutung auftritt.

2 «Das Vorgehen der Geometer wird nun an dieser Stelle leider durch ein Beispiel erkldrt, das bis heute mathematisch nicht
hinreichend aufgeklart werden konnte» (Bshme 2000, S.93). Wobei ziemlich krude Ubersetzungen und Erklarungen ihren
Teil zu dieser 6ffentlichen Meinung beigetragen haben. Dabei gibt es, wenn man den mathematischen Anspruch PLATONs
und der Figur des Sokrates als hoch annimmt, zu der bereits von August 1843 (1829 veréffentlicht) begonnenen, und vor allem
von Cook Wilson 1903 weiter entwickelten, Interpretationslinie eigentlich nur einen serivsen Konkurrenten, namlich die u. a.
in Sternfeld und Zyskind 1977 dargestellte Alternative.

Nun wird PLATON von manchen eine tiefe eigene Einsicht in die Mathematik seiner Zeit nicht zugesprochen, es gibt sogar
Philosophen, die ihm die Bereitschaft, abstrakte, kognitive Akte zu vollziehen, aberkennen, wie Thomas 1980, S.169f.. Er sieht
die Losung durch Benecke und seine Skizze (s. S.62) im VBrteil gegeniiber den Uberlegungen Butchers (siehe nebenstehende

A E

B p— H

Abbildung; Skizze aus Thomas 1980, S. 167) £ wegen denkerischer Sparsamkeit: «On Butcher’s diagram while
it is true that rectangle ABCD ist similar to rectangle CDEH, one has to engage in at least two additional mental operations in
order to make the comparison. ... since Plato had a strong visual sense, it is entirely plausibel that he selected a diagram that
would pictorially establish the theoretical point he was trying to make.»

3 Das wird der ofters vertretenen Auffassung entgegen stehen, dass der konkrete mathematische Inhalt fiir den Dialog und
seine Interpretation nicht von Bedeutung ist, sondern es nur auf die Vorgehensweise des Geometrikers ankommt; vgl. Bluck
1961, S.441.
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die Mathematik weitgehend von der Geometrie aus heranging, wahrend man jetzt die Geometrie fiir
gewohnlich von einem arithmetisch-algebraischen Standpunkt aus betrachtet. So vermittelt die hohere
Schulbildung ihren Zoglingen heutzutage die Vorstellung eines Punktraumes. Der unendlich weit aus-
gedehnte geometrische Raum besteht darin aus unendlich vielen Punkten, deren Zusammensetzung
andere Gebilde hervorbringt. Ein Kreis ist die Linie, die sich aus genau den Punkten zusammensetzt,
die von einem ausgezeichneten Punkt (dem sogenannten Mittelpunkt) den gleichen Abstand haben.
Dagegen sind antik-euklidisch vorgestellt Punkt, Linie, Fliche und Kérper eigenstindige Entitdten, die
nicht aufeinander zu reduzieren sind.* Im Gefolge dieser Tradition konnte man noch im Mittelalter von
den drei geometrischen Elementen des Kreuzes sprechen: den zwei Strecken und dem Punkt, in dem
sie sich schneiden; ein Punkt, den die beiden Linien nicht bereits als Teil enthalten, sondern der zu ih-
nen hinzukommt und den Schnitt markiert, indem er die durch den Schnitt entstandenen Linienteile
begrenzt.

Aber nattirlich stehen Punkt, Linie etc. in bestimmten Beziehungen zueinander. Diese wurde antik-
euklidisch als Grenze festgelegt: Eine Linie wird durch zwei Punkte begrenzt, eine Flache durch eine
oder mehrere Linien und ein Korper durch eine oder mehrere Flichen.® Antik-euklidische Objekte sind
demnach endlich, weil begrenzt, insbesondere gibt es keine (aktual-unendlichen) Geraden, sondern nur
(beliebig verlangerbare) Strecken.® Entsprechend gibt es auch antik-euklidisch keinen Begriff unseres
geometrischen (unendlichen) Raumes. Eine Ebene z. B. ist von Strecken begrenzt, der Unterschied von
Ebenen und Figuren ist, dass Figuren durch ihre Grenzlinien (und deren Zusammenhang) in der Gestalt
bestimmte Flichen sind, die die Ebene in ein Innen und AufSen unterteilen. Das muss erldutert werden:
Unter Kreis verstand man nicht den Kreisumfang fiir sich, sondern die Fliche zusammen mit der durch
die Grenzlinie gegebenen Gestalt. Diese Grenzlinie umschliefSt die Flache vollstindig, was soviel be-
deutet, dass sie die Fldche der Figuren von der restlichen dufieren Fldche abtrennt. — Die Grofe einer
Flache, der Flicheninhalt einer Figur, ist antik-euklidisch nicht mit einer ihm zugeordneten Zahl gle-
ichzusetzen und genausowenig bei der Lange einer Linie.

Eine weitere grundlegende Vorstellung der modernen Mathematik ist die Zahlengerade, eine Gerade
deren Punkte mit den (reellen) Zahlen identifiziert werden. Eine Strecke von 0 bis zu einem Punkt
x auf der positiven Seite, hat genau die Lange x. Und mit den Methoden neuzeitlicher Mathematik
wird Ahnliches fiir Fliachen erreicht. Antik-euklidisch aber gibt es keinen automatisch stellvertretend
behandelbaren Zahlenwert! Wenn man die Grofsengleichheit zweier gegebenen Flachen zeigen will,
muss man sie letztlich konstruktiv ineinander tiberfiihren.”

Man neigt heute leicht zu einer Minderbewertung der auf Zirkel und Lineal beschrankten euklidischen
Geometrie, die an den drei groffen mathematischen Problemen der Antike scheiterte: der Quadratur
des Kreises, der Verdopplung des Wiirfels und der Dreiteilung des Winkels. So gab es (nattirlich) in der
Antike verschiedene Losungen z.B. der Wiirfelverdopplung (ARCHYTAS, EUDOX0OS, MENAICHMOS),
die natiirlich mit mehr Postulaten als nur denen beliebig zeichenbarer Kreise und Strecken arbeiten
mussten, da die Probleme mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar sind. Man unterschitzt die antik-euklidi-
sche Geometrie noch weniger, wenn man bedenkt, dass von einem antik-euklidischen Standpunkt aus,
die moderne Mathematik das Infinitesimale und &hnliches wie eine hervorragende Technik der An-
ndherung betrachtet werden kann, die die Probleme aber auch nicht, oder zumindest nicht besser, 16st.
Das Verhiltnis von Kreisfliche zum Radius bzw. von Kreislinie zum Durchmesser wird zwar inzwi-
schen mittels 7 bestimmt. Aber auch diese transzendente Zahl, die sich hinter dem Zeichen verbirgt,
wird man in ihrer dezimalen Nachkommastellenentwicklung nie kennen, wie viele Milliarden Stellen

Vgl. Saito 2009, S. 806.
Vgl. EUKLIDs Elemente Buch I, und Abschnitt 1.3.7.
Die unendliche gerade Linie bei EUKLID ist m. E. nur eine sprachliche Abkiirzung und mathematik-technisch auflosbar.

Siehe Abschnitt 2.2.2.

N G
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man noch ausrechnen wird, es werden immer noch unendlich viele fehlen.

Beachtet man diese Unterschiede, ist man gut vorbereitet fiir ein Verstdndnis des geometrischen Beispiels
in Menon 86d-87a.

2.2 Die Fragestellung und ihre Bearbeitung

Der mathematische Inhalt von Menon 86d-87a gilt sowohl in der englisch- wie deutschsprachigen Se-
kundérliteratur gemeinhin als problematisch und bisher nicht eindeutig entschieden. Drei Ursachen
scheinen die Einsicht bisher hauptsdchlich behindert zu haben. Erstens sind die entscheidenden Satze
sprachlich unsicher und geben die Grundlage fiir sehr unterschiedliche Ubersetzungen.® Zweitens fehlt
oftmals ein ausreichendes Verstindnis friiher griechischer Mathematik, und drittens traute man PLA-
TON und dem fiktiven Menon zum Teil kein grofieres mathematisches Verstandnis zu.

Sokrates erldutert Menon seinen Vorschlag, in der Untersuchung der Frage nach der Lehrbarkeit der
Tugend mit einer hypothesis zu arbeiten, mit einem Vergleich:
Dieses, von einer Voraussetzung (¢£ bno9€oewc) aus, meine ich aber so, wie die Geometriker oft etwas zur Be-
trachtung ziehen, wenn ihnen jemand eine Frage vorlegt, wie etwa von einer Flache (ywpiov), ob es moglich

ist, in diesen Kreis diese Flache als Dreieck (168e 10 ywplov tpiywvov) einzuspannen, darauf mochte einer
sagen...

Aeyw St To €5 Umobicewg OSe, WoTEP Ol YEWMETPAL TTOANAKIG TKOTTOUVTAL, ETEIdAV TG EpNTAl AUTOUC, OloV
TePl XWpiov, € ooV Tt &¢ TOvSe Tov KUKIoV To8e TO xwpiov Tpiywvov tvTabdfval, eiol dv Ti¢ OT1 . ...

Eine gewisse Unsicherheit iiber den genauen Inhalt war bereits in der Ubersetzung der Frage an den
Geometriker enthalten, die Festlegung des Inhalts der Antwort wird bedeutend grofiere aufwerfen.
Schleiermacher und Apelt tibersetzten die Frage noch anders (s. S.62), aber mittlerweile stimmt man
darin tiberein, dass die Frage wie angegeben tibersetzt werden muss. Eine Flache als Dreieck in einen
Kreis einzuspannen oder einzubeschreiben bedeutet dabei, ein Dreieck zu konstruieren, dessen Ecken
auf der Kreislinie liegen, und dessen Fldche gleich zu der Ausgangsfliche ist.

Eine in Bezug auf den mathematischen Inhalt wenig beachtetes Detail ist die von Sokrates entworfene
Gesprachssituation. Dem Fachmann in Sachen Geometrie wird eine Frage vorgelegt von irgendwem (tc).
Also vermutlich weniger in der Diskussion oder Priifungssituation von einem anderen Mathematiker,
sondern von einem geometrisch interessierten Laien. Dessen Frage wird dann aber moglicherweise
keine dezidiert mathematische sein und vielleicht eine Behauptung enthalten, {iber deren Wahrheits-
gehalt der Geometriker keine Auskunft geben kann, und er wird statt mit ja oder nein ausweichend
antworten miissen. Der Fachmann nimmt die Frage, versucht sie ins Mathematische umzuwandeln und
gibt eine Antwort, mit der der Fragesteller wahrscheinlich zufrieden ist, vielleicht auch deshalb, weil er
den mathematischen Inhalt nicht mehr versteht. Wenn dies der fiktive Fall wire, so wiirde Sokrates we-
gen dieser Gesprichskonstellation auch nicht behaupten wollen, die bedeutende oder tiberhaupt eine
geometrische Losung der Frage zu geben, da die Frage moglicherweise gar keinen eindeutigen mathe-
matischen Inhalt hat.

Die Frage entbehrt in der Tat eines konkreten mathematischen Inhalts, da die Fliche und der Kreis nicht
in Beziehung gesetzt werden, wie in Menon 82b-84b das Quadrat, dessen Seitenlinge gesucht wird,
doppelt so grofs ist wie die quadratische Fliache, von der man ausgeht. Manche Exegeten versuchten
daher Flache und Kreis zu konkretisieren, indem sie sie auf die im ersten Beispiel vermutlich im Sand
gezeichneten Figuren bezogen, wurden aber damit nicht der Allgemeinheit der scheinbaren Fragestel-
lung in ihrer sprachlichen Form und vor allem der Antwort gerecht. Sokrates” Geometriker gibt dann

8 Siehe die Gegeniiberstellung auf S. 62.
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auch dementsprechend — um der Untersuchung vorzugreifen — eine dquivalente Eigenschaft zur Ein-
beschreibbarkeit einer Flache in einen Kreis an. Dabei ist bereits in der Frage unbestimmt, ob Flachen
beliebiger Begrenzungen, nur die geradlinig begrenzten oder anderes gemeint sei.

Zundachst folgt eine grundlegende mathematische Umsicht auf die von Sokrates in das Gespréach mit
Menon geworfene mathematische Frage. Dann wird die Textstelle, in der Sokrates die Antwort des
ausgedachten Geometers gibt, mit ihren sprachlichen Eigenheiten vorgestellt, um schliefllich die ver-
schiedenen Interpretationen und die Argumente fiir und gegen sie zu diskutieren.

2.2.1 Moderne Antworten

(1) Heute wiirde man jene Aufgabe in der Schule folgendermafen verstehen und moglicherweise 16sen.’

Die vorgegebene Flidche ist gegeben als Zahl(parameter) a, der Kreis durch die Lange d seines Durch-
messers, und die Losung besteht darin, in Abhéngigkeit von a4 und d die Bedingungen daftir anzugeben,
dass ein einbeschreibbares Dreieck existiert mit Flache gleich a. Und entsprechend ist die Frage zu
denken: Gegeben seien zwei positive reelle Zahlen a und d; gibt es ein Dreieck mit Flacheninhalt 4,
dessen Eckpunkte auf einem Kreis mit Durchmesser d liegen? Das grofite in einen Kreis einzuschreibende
Dreieck (dazu spater mehr) ist das gleichseitige einbeschriebene Dreieck mit Seitenldnge % 3 und
Flache %2 V3.
B

C v A
Fiir jedes a < ?’1%2 /3 gibt es nun offensichtlich ein Dreieck mit einer Grundlinie der Lange %\/5 , Hohe

% = 321/3 und damit der Flache a.

4
- 5V3

C *H
d 4
7\/3

Also ist eine Flache a genau dann als Dreieck einbeschreibbar, wenn fiir a gilt 0 < a < 31%2\/5. Man

kann die Aufgabe allerdings auch anders angehen:

(2) Bezugnehmend auf das gleichseitige einbeschreibbare Dreieck ldsst sich diese Bedingung etwas geo-
metrischer fassen. Denn eine Fldche ist genau dann kleinergleich dem gleichseitigen Dreieck, wenn sie,
auf einer Seitenlinie dieses groiten Dreiecks als (flichengleiches) Rechteck angelegt und dann (‘nach
oben') verdoppelt, kleinergleich dem Dreieck oder dem Kreis ist. Denn bekanntlich ist ein Parallelo-
gramm doppelt so groff wie ein Dreieck mit gleicher Hohe und Grundlinie.

9 Vgl Heijboer 1955, S. 96a2.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 2.2.1 MODERNE ANTWORTEN 56

Die (durch Verldngerung erreichten) Schnittpunkte oder Beriihrungspunkt mit dem Kreis sind mogliche
dritte Dreieckspunkte.

/N / \
/ \ / \
/ AN \

Eine Flache a ist also genau dann in einen Kreis einspannbar, wenn ein doppelt so grofses Rechteck,
dessen eine Seite s; so lang ist wie eine Seite des in den Kreis einbeschreibbaren gleichseitigen Dreiecks,
entweder nicht hoher ist als das Dreieck oder (alternativ) mit keiner Seite vollstindig aus dem Kreis
herausfallt.

(2*) Man kann (2) auch etwas allgemeiner fassen, indem man statt der Seite des gleichseitigen Dreiecks
beliebige Sehnen des Kreises zuldsst. Die Bedingung wére dann, dass es tiberhaupt eine Sehne im Kreis
gibt, auf die man die Fldche entsprechend anlegen kann. Man kann auch weiter das Aufeinanderlegen
der Rechtecke ersetzen dadurch, dass die Flache auf die Hilfte der Linie angelegt nicht tiber den Kreis
ganz hinausgehe. Zudem gilt das ganze auch, wenn man statt Rechtecken nur Parallelogramme fordert.

(3) Ein anderes, etwas ferner liegendes Aquivalent zur Einbeschreibbarkeit greift auf die mittlere Pro-
portionale zurtick. Das Kriterium fiir die Einbeschreibbarkeit der Fldche besteht darin, dass man sie als
ein solches Rechteck auf den Durchmesser des Kreises setzen kann, dass das dann noch ,verbleibende’
Rechteck ihm dhnlich ist.

Wenn wir die Seiten folgendermafSen bezeichnen

. a c
bedeutet die Ahnlichkeit der beiden Rechtecke, dass ihre Seiten im selben Verhiltnis stehen, d.h. % = % .
Da sie die Seite b gemeinsam haben, ist b die sogenannte mittlere Proportionale von a und c, die genau

die durch die Gleichung ausgedriickte Eigenschaft hat.

Der springende Punkt ist nun, dass P, wenn ; = % gilt, dann automatisch auf der Kreislinie des Kreises
(mit Durchmesser a+c) liegt. Genauer ergeben genau die Punkte P der so gearteten Rechteckspaare
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den zur Grundlinie gehorigen Thaleskreis. Dazu miissen wir nur die Rechteckspaare ausschlieffen, die
gleich sind, aber keine Quadrate.lo

Dass umgekehrt alle Kreispunkte die Konstruktion derart dhnlicher Rechtecke ermoglichen, ist leicht
aus der Ahnlichkeit der Teildreiecke der rechtwinkligen Dreiecke des Thaleskreises zu ersehen.!! Die
Dreiecke AABP und ABPC sind dhnlich und genauso ihre zugehorigen Rechtecke.

B

N
\
\
\[ M

Spiegelt man die durch die Diagonale erhaltene Halfte des Rechtecks, so ergibt sich ein dem Kreis ein-
beschriebenes Dreieck, das gleich der gegebenen Fldche ist.

Auf diese Weise konstruiert man ein gleichschenkliges Dreieck, was aber keine Einschrankung bedeuten
muss (siehe die Diskussion im folgenden Abschnitt). Die Bedingung ware demnach: Eine Flache F ist
genau dann in einen Kreis mit Durchmesser d einbeschreibbar, wenn ein flachengleiches Rechteck mit
Seiten 4 und b (b < a) existiert, so dass gilt § = # ; oder (etwas voraussetzungsreicher formuliert)
wenn die Flache als Rechteck so auf dem Durchmesser anlegbar ist, dass ein ihm dhnliches {ibrigbleibt.

(3*) In Ankniipfung an (3) kann man die Einbeschreibbarkeit mittels der Existenz eines geeigneten Punk-
tes auf dem Kreisumfang formulieren. Legt man ein cartesisches Koordinatenkreuz mit x- und y-Achse
folgendermafSen iiber die Zeichnung

10 Fiir einen Beweis siehe Abschnitt 2.2.2, die Diagonalen der Rechtecke ergeben rechtwinklige Dreiecke.
11 Siehe Abschnitt 2.2.2.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 2.2.2 WAS WUSSTE PLATON DAVON? 58

dann wird P (jetzt markiert durch die Koordinaten (x, y)) mittels der Flache F und des Kreisdurchmessers
d (= a-+c) gekennzeichnet durch die zwei Bedingungen:

i) F=xy,

ii)  y*+x*?=xd  (wegen y®=x-(d—x)).

Durch Einsetzen von i) in ii) ergibt sich die Gleichung vierten Grades
—xdd+ P2 =0,

die nicht mit Zirkel und Lineal zu I6sen ist.!? Thre Losungen sind die Schnittpunkte der Funktion f(x) =
E
x
es genau zwei Schnittpunkte, aufier die Fldche ist maximal (wie im obigen Beispiel), dann nur einer.

mit dem Kreis (der durch y?+x? = x-d festgelegt ist). Kann die Fliche einbeschrieben werden, sind

2.2.2 Was wusste Platon davon?

Geometrische Probleme, deren Losung dhnlich zu (2) relative Grofienvergleiche enthilt, sind in den
Elementen kaum zu finden. Symptomatisch dafiir ist die Konstruktionsaufgabe (VI 2), die darin besteht,
einem «gegebenen Kreis ein mit einem gegebenen Dreieck winkelgleiches Dreieck einzubeschreiben».
Damit ist auch ein gleichseitiges, weil winkelgleiches, Dreieck leicht einzubeschreiben. Ein Beweis oder
iiberhaupt ein Wissen darum, dass das gleichseitige einbeschriebene Dreieck eindeutig und das grofste
einbeschreibbare Dreieck ist, ist aus der Antike scheinbar nicht tiberliefert. Es ist aber mit damaligen
Methoden leicht zu beweisen.'® Die Losung (2) war demnach fiir PLATON vollstandig nachvollziehbar.

Ein (bisher vernachldssigter) Umstand ist jedoch, dass (2) nicht dquivalent ist zu der Bedingung, dass
die gegebene Fldache kleinergleich dem einbeschreibbaren gleichseitigen Dreieck sein miisse. Die Be-
hauptung der Aquivalenz dieser beiden Bedingungen enthalt namlich zu starke Behauptungen tiber
die Umformbarkeit von Flichen beliebiger Begrenzung in geradlinig begrenzte Flichen.!* Bereits die
Umformung der Kreisfliache stellte die Geometriker vor erhebliche Probleme und ist nicht mit Zirkel
und Lineal zu bewerkstelligen. Die Behauptung, dass eine gegebene Fliche genau dann als Dreieck in
einen gegebenen Kreis einbeschreibbar ist, wenn die Fldche kleiner als das grofite einbeschreibbare Drei-
eck ist, ist unter einer Beschrankung auf Zirkel und Lineal falsch und ansonsten in ihrem Wahrheitswert
so unbestimmt wie die moglichen Arten der gegebenen Fliche unbestimmt sind.

Ein anschauliches Beispiel fiir die Schwierigkeit der Umformung von Fldchen ineinander ohne alge-
braisches Instrumentarium bieten bereits Quadrat und Rechteck. Seien a und b die zwei Seiten eines
Rechtecks. Man fiige sie gerade aneinander, bilde darum den Kreis und zeichne das Dreieck (wie in der
Abbildung) ein.

12 Siehe Heath 1921a, S.301.

13 Siehe Knorr 1986, S.92f.. Zuvor finden sich in der Sekundarliteratur gar kein oder nur ein unvollstindiger Beweis wie bei
Farquharson 1923, S.23, der nur zeigt, dass, wenn es ein grofites einbeschreibbare Dreieck gibt, es das gleichseitige sein muss.
Gaiser 1964, S. 383f., versucht einen letztlich anspruchsvolleren Beweis zu geben, der mit Knorrs Idee aber tiberfliissig wird,
wie auch seine daran anschlieBenden Uberlegungen.

14 So ist der Innenkreis des gleichseitigen Dreiecks kleiner als das Dreieck, aber bei der Beschrankung auf Zirkel und Lineal, ist
die Flache dieses Kreises nicht als Dreieck in den Kreis einbeschreibbar.
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Wegen des rechten Winkels ZCBA besitzen alle drei Dreiecke AABC, ABPC und AAPB die gleichen

Winkel und sind sich daher dhnlich. Also verhalten sich auch die Seiten derart zueinander: % = % . Dass

nun das Quadrat mit Seite ¢ und das Rechteck mit Seiten a und b gleich grofs sind, ist leicht zu sehen.
Man lege AAPB folgendermafsen in ABPC und vervollstindige es zum Rechteck mit Seiten a und c.

I3

b 0 F

a
Danun ¢? =Fy+F und a-b = Fy + F;, und F; = F, sein muss (da die Diagonale ein Rechteck in zwei
gleiche Teile teilt), so ist das Quadrat mit ¢ flichengleich zu a - b.

Auf umgekehrte Weise kommt man von einem Quadrat zu einem flachengleichen Rechteck, dessen eine
Seite a vorgegeben ist. Man fiige an a die Strecke ¢ senkrecht an, ermittle iiber die Seitensenkrechte von
CB den Mittelpunkt des Thaleskreises und erhilt die andere Seite b des Rechtecks durch PA.

C a]%i)b,q c

Dariiber, dass die Ahnlichkeit der drei Dreiecke AABC, ABPC und AAPB eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung ist dafiir, dass B auf dem Halbkreis durch C und A liegt, und die Ahnlichkeit der
zwei kleineren Dreiecke dquivalent ist zur Ahnlichkeit der entsprechenden Rechtecke, ist Bedingung (3)
in der frithgriechischen Geometrie relativ leicht einzusehen, allerdings nur fiir den Fall gleichschenk-
liger Dreiecke: Eine Fldche ist als gleichschenkliges Dreieck einbeschreibbar genau dann, wenn sie die
Anlegbarkeitsbedingung von (3) erfiillt. Was sich (nach dem letzten Abschnitt) i.a. nicht konstruktiv
bewerkstelligen lisst, ist der Ubergang von einem beliebigen einbeschriebenen Dreieck zu einem gleich-
schenkligen. Die Moglichkeit eines (stereometrischen) Beweises scheint aber zu PLATONs Lebzeiten an
der Akademie geschaffen worden zu sein.

Ein jiingerer Zeitgenosse PLATONs und Mitglied der Akademie, dessen mathematischer Hohepunkt
vermutlich iiber zwanzig Jahre nach der wahrscheinlichen Abfassungszeit des Menon um 385 v. Chr.
liegt, war MENAICHMOS.!® Er gehort zu den iltesten Mathematikern, denen eine Beschiftigung mit
Kegelschnitten zugeschrieben wird, die er benutzt haben soll, um zwei mittlere Proportionale zu finden
und so das Problem der Verdopplung des Wiirfels zu 19sen; genaueres ist nicht tiberliefert. Der Schnitt
einer Ebene durch einen Kegel ergibt eine ebene Fliache, deren Rand eine Ellipse oder den Teil einer
Parabel oder Hyperbel bildet. Mit den Kegelschnitten wurden der frithgriechischen Geometrie Kurven
zugdnglich, die das Einbeschreibbarkeitsproblem im Sinne von (3*) beschreibbar machen als Schnitt

15 Vgl. Heath 19214, S. 251ff., Heath 1921b, S. 110ff., Knorr 1986, S. 61ff..
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zweier Kurven. Damit war tiber die Eigenschaften der Kurven grundsatzlich die Moglichkeit gegeben,
ein oberes Limit fiir die Flache in Abhangigkeit vom Durchmesser anzugeben.!® Im Einbezug einer
Geometrie der Korper, war damit das Einbeschreibbarkeitsproblem gelost, auch wenn unter der Be-
schrankung auf Zirkel und Lineal in der Ebene die Kurven nur punktweise konstruierbar sind, und
insofern keine konstruktive Verbesserung mit sich brachten.!” Zu beachten ist weiterhin, dass auch fiir
die Auswahl der passenden Hyperbel ein Flichenvergleich mit der Ausgangsfliche geschehen muss,
der bei bestimmten Flachen problematisch ist.

2.2.3 Sokrates’ Losung: Text und Vokabular

Die Schwierigkeit des zweiten geometrischen Beispiels im Menon entspringt aus der Uneindeutigkeit
des Textes, die wiederum aus der eleganten Kiirze und dem noch nicht ganz festgelegten mathemati-
schen Vokabular resultiert. Wenn auch insgesamt die Ndhe zu den spéteren geometrischen Fachaus-

driicken sehr grof ist.!8

Dieses, von einer Voraussetzung aus (¢€ dmo3¢éoewc), meine ich aber so, wie die Geometriker oft etwas zur Be-
trachtung ziehen, wenn ihnen jemand eine Frage vorlegt, wie etwa von einer Flache (ywpiov), ob es moglich
ist, in diesen Kreis diese Fldche als Dreieck (168e 10 ywpiov 1piywvov) einzuspannen, darauf mochte einer
sagen, ich weifd noch nicht, ob dieses ein solches ist, aber als eine Voraussetzung fiir die Sache glaube ich
folgendes bei der Hand zu haben. Wenn diese Fléche eine solche ist, dafs, wenn man sie an den Durchmesser
des Kreises (v So%cloav ad100 ypauunv) anlegt (nxpateivavta édkeinewv), noch ein dhnlicher Platz tibrig
bleibt (tot091e ywplew olov &v abtd 1O mopatetapévov), als der angelegte selbst ist, alsdann, diinkt mich,
wird etwas anderes erfolgen, und wiederum etwas anderes, wenn dies unmoglich ist. In Beziehung auf
diese Voraussetzung nun will ich dir sagen, wie es mit der Einspannung derselben in den Kreis steht, ob sie
unmoglich ist oder nicht. Menon 86e-87b

Aéyw 8t To €5 UroBicewg B¢, oTep ol YewETPAl TTOAAKIG TKOTTOUVTAL, £Teldav TIi¢ gpnTal AUTouE, oiov
TEPL XWPIOU, €1 010V Tt £¢ TOVSE TOV KUKAOV To8e TO Xwplov Tpiywvov evrabnval, eimor av Tig o1~ OuTrw
oida €l EoTIv ToUTo ToloUTov, AAN WoTep Weév Tiva UTobeotv TTpoUpyou oipal exelv Tpo¢ TO TPAyRa
To1avSe: €1 WLV 0TIV TOUTO TO XwWpPIoV ToloUTov oiov Trapd Ty Sobfioav alTol ypapuny TapaTevavTa
EANEITTELY TOI0UT (R XWPIR 010V AV AUTO TO TAPATETAIEVOV 1), AAN0 T cupPBaively ot Sokel, kal dAho ad, €
adivaTov toTv TauTa wabsv. UTobepuevoo olv eBedw sirely oot To oupPaivov Tepl TH EvTAc WG AUTOU
£lg TOV KUKMoV, £iTe aAdUvaTov eiTe ur).

Es ergeben sich einige Interpretationsmoglichkeiten und -probleme:

Was fiir eine Art von Flache (ywplov) ist gemeint? Plausibel erscheint eine Beschrankung auf geradlinig
begrenzte Flachen. Diese sind namlich, im Unterschied zu Kreisen u.d. Figuren, mit Zirkel und Lineal
zu Quadraten umformbar und als Rechtecke auf beliebigen Strecken anlegbar. Moglich ist aber auch ein
Bezug auf eine der bereits bei der Quadratverdopplung in den Sand gezeichneten Flachen. Vielleicht
ist aber tatsdchlich auch von einer beliebig begrenzten Flidche die Rede. Dafiir sprache die Benutzung
auflerhalb eines einschrankenden Kontextes, den das Wort hier erfihrt und der einen konkreteren Sinn
vorgeben wiirde und in dem ywpiov als Abkiirzung benutzt werden wiirde. Dagegen spricht aber, dass
xwplov sehr wohl in eingeschrankterem Sinn gebraucht wurde, zum Beispiel bei PAPPOS von Alexan-
drien sogar in der Bedeutung von Rechteck.!?

Verschieden gelesen werden kann auch das totobtov otov, einmal als ,wie’ oder ,von derselben Art wie’
und damit in der Bedeutung von ,die gleiche Fliche wie die bereits angelegte’, oder aber als ,dhnlich’
und damit insgesamt als ,der Gestalt nach gleiche Flache’ (und nicht unbedingt der Grofie nach).

16 Vgl. Knorr 1986, S. 94a59, 63ff..

17 Vgl. Zeuthen 1896, S.222.

18 «This passage is one of the most perplexing in all the works of Plato.» (Scott 2006, S. 134).
19 Vgl. Butcher 1888, S.222.
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Ein echtes Problem ist der durch abtob festgelegte Bezug der Linie (in tv SoSelooy ahtob ypopuuny)
auf die Flache. ywpiov ist nicht nur das Subjekt im entsprechenden Satz, sondern auch im vorhergehen-
den und nachfolgenden Kontext. Das adtob kann sich darum eigentlich nicht auf den Kreis beziehen.
Butcher wiegelt ab: «The reference of adtob to xOxdog is less harsh if we bear in mind that the cases of
abtog are capable of a vague use which no English pronoun can bear.»?? Wolfsdorf dagegen halt den
Bezug von adtob auf den Kreis fiir nicht akzeptabel, schlédgt jedoch vor, es possessiv zu verstehen im

Sinne von ,die Linie fiir die Flache’.!

Die Linie des Kreises wire der Durchmesser des Kreises. Dieser wiirde aber griechisch direkter als mopd
v Sikpetpov ausgedriickt werden.?? Etwas spekulativ ist auch die Gleichsetzung von mopateivety
mit nepoBdAiety, das soviel heifst wie ,an eine Linie der Fliche nach anlegen’. nopateiverv tritt in der
klassischen griechischen Literatur ein weiteres Mal nur bei PLATON Politeia 527a als von Geometrikern
benutzter Ausdruck mit anschaulichem Einschlag in der Folge tetpaywvilety, mxpateivey, Tpootidévor
(quadrieren, ausdehnen, hinzusetzen) auf.

2.3 Interpretationen

Das Spektrum von unterschiedlichen Interpretationen des mathematischen Inhalts von Menon 86d-87a
ist besonders in Anbetracht der Kiirze der Passage und des angenommenen eindeutigen Inhalts enorm.
Bereits 1832 wurden 22 verschiedene Versionen gezahlt.?> Aus ihre Diversitiat wiirde man die Existenz
unterschiedlicher Textgrundlagen vermuten diirfen, insgesamt gibt es keinen Punkt, tiber den man in
Ubereinkunft wire, auler dass es sich lohnt selbst etwas iiber diese Passage zu verfassen.?* Ein paar
Beispiele mogen das illustrieren:

20 Butcher 1888, S.222.

21 Siehe Wolfsdorf 2008, S.52. «I suggest that the sense here is equivalent to the sense that we have when, for example, with
regard to driving on the highway, we criticize a driver for not sticking to his lane. Here we mean that the lane belongs to him in
the sense that it is for the driver to drive on. Accordingly, X’s given line is the line for X to be extended along, in other words,
the line to which X is to be applied.» (Wolfsdorf 2008, S. 51, genauer dazu Wolfsdorf 2008, S. 51a44).

22 Siehe Heijboer 1955, S. 107. Bei PLATON tritt Si¢petpog nur in Kritias 116a und Timaios 36¢ in der Bedeutung von Durchmesser
eines Kreises auf.

23 Vgl. die Angaben und Verweise bei Heijboer 1955, S. 89.

24 Dies ist aber eine Voraussetzung fiir die Teilnahme an diesem schriftlichen Diskurs und somit notwendige Bedingung, die
nicht wie z. B. die posthume Veroffentlichung von Heijboers Artikel von anderen in Umgehung des Urhebers vorgenommen
werden kann.
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By the words ,after laying a
foundation” I mean the same thing
that is often done by geometrists
when a question is put to them,
e.g. in respect of an area-rectangle
whether it is possible to inscribe
triangularly in the circle here
this area-rectangle. (Then) such
a geometrist would likely answer:
"I do not know yet whether it has
the required property but I think,
if I may so put it, that I have a
serviceable basis on which to work
of the following nature: if the
rectangle be such that when you
extend it (in the circle) lengthwise
along its given line, it is defective
in height by another rectangle
similar to the extended one, then, I
believe, the result will be different
from the result obtained when
this cannot be done (i.e. when you
cannot extend it in this manner and
with that result). Having thus laid
a foundation I am prepared to tell
you about inscribing it in a circle
(whether or not this is possible)".
(Heijboer 1955, S.122)

Dieses, von einer Voraussetzung
aus, meine ich aber so, wie die
Mefkiinstler oft etwas zur Betrach-
tung ziehen, wenn ihnen jemand
eine Frage vorlegt, wie etwa von
einer Figur, ob es moglich ist,
in diesen Kreis dieses Dreieck
einzuspannen, darauf mochte einer
sagen, ich weifs noch nicht, ob dieses
ein solches ist, aber als eine Voraus-
setzung flir die Sache glaube ich
folgendes bei der Hand zu haben.
Wenn dieses Dreieck ein solches
ist, daff, wenn man um seine
gegebene Grundlinie den Kreis
herumzieht, noch ein ebensolcher
Raum iibrigbleibt, als der umspan-
nte selbst ist, alsdann, diinkt mich,
wird etwas anderes erfolgen, und
wiederum etwas anderes, wenn dies
unmoglich ist. In Beziehung auf
diese Voraussetzung nun will ich dir
sagen, wie es mit der Einspannung
desselben in den Kreis steht, ob sie
unmoglich ist oder nicht. (Schleier-
macher)

Von einer Voraussetzung aber bei
einer Betrachtung ausgehen — das
meine ich so, wie die Geometer
ofters es machen, wenn jemand sie
frégt z. B. hinsichtlich des Flichen-
inhalts einer Figur, ob es mdglich
sei, in diesen Kreis dies Drei-
eck seinem Flicheninhalt nach
einzuschreiben. Es erwidert dann
wohl einer: Noch weif3 ich nicht,
ob dieses so geht, aber es diirfte
wohl folgende Voraussetzung fiir
die Sache forderlich sein: wenn
diese Figur (d.h. das Dreieck) ihrem
Flicheninhalt nach so beschaffen
ist, dafl, wenn man an der gegebe-
nen Seite derselben ein (ihr glei-
ches) Rechteck konstruiert, dieses
an Flicheninhalt um ebensoviel
zuriickbleibt, wie das konstruierte
Rechteck selbst Flicheninhalt hat,
so wird sich meines Erachtens et-
was anderes ergeben als in dem an-
deren Falle, wo dies unmoglich ist.
von einer Voraussetzung aus will
ich dir also sagen, was sich in be-
treff der Einschreibung derselben in
den Kreis ergibt, ob sie unméglich
ist oder nicht. (Apelt 1914, S. 50)

Diese drei Ubersetzungen derselben griechischen Textstelle, die in ihrer Uberlieferung nicht proble-
matisch ist, geben einen Eindruck von der sprachlichen Unklarheit der Stelle. Heijboer tibertragt das
Rechteck so in den Kreis, dass eine Seite zur Kreissehne wird, und kann ein flichengleiches Dreieck
einbeschreiben, wenn man im Kreis ein gleiches Rechteck auf das vorhandene setzen kann.?> Schleier-
machers Ubersetzung macht letztlich «iiberhaupt keinen Sinn»%°. Apelt dagegen mochte den Flachen-
inhalt eines gegebenen Dreiecks als Rechteck in den gegebenen Kreis einbeschreiben. Die Moglichkeit
dieses Vorgangs wird dadurch gepriift, dass man den Flicheninhalt des Dreiecks als Rechteck auf einer
der Dreiecksseiten anlegt ..., woraufhin einige Bedingungen und Hilfsannahmen ad-hoc eingefiihrt
werden miissen.?’ Die Bewertung der im folgenden angefiihrten Interpretationen wird dem mathema-
tischen Gehalt der Interpretation folgen, da die Fragestellung (wieder unter der Voraussetzung, etwas
mathematisch Sinnvolles auszudriicken) eindeutig ist: Namlich eine Fliche als Dreieck einem Kreis
einzubeschreiben.

2.3.1 Eine Rhapsodie von Losungsversuchen
2.3.1.1 Benecke

Benecke 1867 versteht unter der Flache das Ausgangsquadrat (hier: ABCD) des ersten geometrischen
Beispiels im Menon. Die Bedingung ist, dass, wenn man es auf den Durchmesser des Kreises (DF) setzt,
exakt der Platz fiir ein weiteres gleiches Quadrat tibrig bleibt. Genau dann sei es als rechtwinkliges und
gleichschenkliges Dreieck (DBF) in den Kreis einzubeschreiben; (was auch korrekt ist).?
25 Siehe Abschnitt 2.3.1.4.

26 Benecke 1867, S. 15.

27 Vgl. Apelt 1914, S. 81ff..

28 Butcher 1888, S.224f., lasst seltsamerweise die Einschrankung auf rechtwinklige und gleichschenklige Dreiecke weg, wenn er
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A B E

Er gelangt wie auch manche andere Autoren beziiglich ihrer Interpretation zu der Einschédtzung: «Wer
nach den mitgetheilten Erlduterungen der Uebersetzung zu dem griechischen Texte zuriickkehrt, wird
vielleicht Alles [sic] in mathematischer und sprachlicher Beziehung so einfach und klar finden, dass er
sich nur wundert, wie man von der Stelle soviel Aufhebens habe machen kénnen.»? Diese Meinung
ist kaum nachvollziehbar, denn wenn PLATON diese Interpretation vor Augen hatte, dann hat er sie
Sokrates nicht aussprechen lassen. Sie lautet: Dieses gezeichnete Quadrat kann genau dann als gleich-
schenkliges und rechtwinkliges Dreieck in einen Kreis eingezeichnet werden, wenn seine Seite gleich
dem Radius des Kreises ist.

Brumbaugh 1954, S. 32ff., verkniipft Beneckes Interpretation mit Cook Wilsons, er sieht an dem konkre-
ten Beispiel des Fragenstellers den allgemeinen Fall vom Geometriker aufgemacht.

2.3.1.2 Butcher

Butcher 1888 nimmt die Flache als fest gegebenes Rechteck an und folgt dann (3). Das Rechteck wird so,
wie es ist, auf den Durchmesser angelegt, und wenn es sich ergibt, dass genau ein dhnliches Rechteck
tibrig bleibt, so ist es nach (3) einbeschreibbar. Die Umkehrung gilt dann offensichtlich nicht mehr.

2.3.1.3 Kokkinos

Kokkinos 1997 weist in seiner Dissertation auf die Interpretationsschwierigkeiten von Menon 86e-87a
hin, entscheidet sich fiir die literale Lesart von adtob, bezieht somit die Grundlinie auf die Flache und
nicht auf den Kreis und versucht nun einen Mittelweg zwischen dem trivialen Vorschlag von Butcher
1888 und der PLATON zuviel aufbiirdenden Erklarung Heaths zu nehmen. Der resultiert in einer Folge
von weiteren Fallunterscheidungen, da Kokkinos offensichtlich mit seinem Bezug von abtob auf die
Flache nun keine allgemeine Eigenschaft, die dquivalent wire zur Einbeschreibbarkeit in den Kreis, aus
Menon 87a3-7 herauslesen kann.

Konkret sieht er die hypothesis «erfiillt»>?, wenn das beliebige Flichenstiick auf seiner Grundlinie, die
gerade sein muss, so angelegt werden kann als Rechteck, dass genau nochmal Platz fiir die Flache bleibt.

Das bedeutet aber nur, ein der Flache gleiches Rechteck zu finden, dessen eine Seite halb so lang wie
die Grundlinie ist. Mit Zirkel und Lineal ist das fiir alle geradlinig begrenzten Flachen und alle geraden

Beneckes Losungversuch darstellt. Bluck 1961, S. 447f., folgt ihm darin, wie auch Lloyd 1992, S. 168f.. Anscheinend haben sie
Benecke 1867 nicht gelesen, obwohl sie ihn angeben.

29 Benecke 1867, S.11.
30 Z.B.Kokkinos 1997, S.123.
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(Grund)Linien moglich. Kreise u.d. fallen bei dieser Bedingung aus der Betrachtung heraus, und sie

31

werden auch von vornherein ausgeschlossen,”” womit die Bedingung allerdings eine Konstruktionsan-

weisung/-erinnerung geworden ist.

Um das in diese Konstruktion willkiirlich eingezeichnete Dreieck AABC, das offensichtlich flachen-
gleich mit der vorgegebenen Fldche ist, kann nun sehr einfach ein Kreis gezeichnet werden. Man ver-
langere DC bei D, ziehe die Senkrechte auf AC in A, diein E die Verldngerung schneidet und halbiere
EC in M, das dann der Mittelpunkt des Umkreises ist.

Wenn nun der Durchmesser des Umkreises gleich dem Durchmesser des vorgegebenen Kreises ist, dann
ist die Flache als Dreieck in den vorgegebenen Kreis einspannbar, sonst nicht.>? Kokkinos beansprucht
damit nattirlich keine mathematische Allgemeingtiltigkeit, sondern versteht ,einbeschreibbar” als ,ein-

beschreibbar fiir «die Pythagoreer und Platon»33

(mit ihren beschréankten geometrischen Fahigkeiten
und ihrem fehlenden Sinn fiir die Allgemeinheit geometrischer Fragestellungen). Seltsamerweise meint
er weiter fiir den Vergleich der Durchmesser den Durchmesser des Umkreises ausrechnen zu miissen
und dafiir seltsamerweise das Seitenverhltnis des Rechtecks kennen zu miissen.3*

Kokkinos” Interpretation ist textfern und mathematisch unbefriedigend. Tatsdchlich wire die Flache
ja nach Kokkinos nur in dem unwahrscheinlichen Fall, dass der Umkreis des willkiirlich gewahlten
Dreiecks bereits der vorgegebene Kreis ist bzw. mit diesem gleich ist, in den vorgegebenen Kreis einbe-
schreibbar. Mit der Allgemeinheit, in der Sokrates das Problem stellt, hat diese ,Losung’ nicht mehr viel
zu tun. Indem weiter die Unterscheidung, die in der hypothesis liegt, letztlich aufgehoben wird in einem
Verstandnis als Konstruktionsanweisung, die fiir jede geradlinig begrenzte Flache ausfiihrbar ist, wiirde
die Einbeziehung dieses geometrischen Beispiels in den Dialogzusammenhang ratselhaft. Denn dort
wird ja die hypothesis als Vorbild genommen, um die Fallunterscheidung, wenn die Tugend Erkenntnis

ist, und wenn nicht, zu machen, aus der eben Unterschiedliches fiir die Lehrbarkeit der Tugend folgt.

31 Siehe Kokkinos 1997, S.121.
32 Siehe Kokkinos 1997, S. 122.
33 Kokkinos 1997, S.115.

34 Dasie die Beurteilung dieser Interpretation nicht verbessert, wird hier auf eine Diskussion der weiteren Details verzichtet.
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2.3.1.4 Heijboer

Auf die philosophischen Details ndher eingehend, aber beziiglich mathematik-historischer Begeben-
heiten wild spekulierend, ist die Interpretation von Heijboer 1955 bedeutsam, insofern sie die Grund-
lage fiir Sternfeld und Zyskind 1977 liefert, um deren allgemeinere Version in dem griechischen Text
wiederzufinden. Heijboer versteht das geometrische Beispiel aus dem von ihm postulierten historischen
Problemkontext, ein vorgegebenes Rechteck in einen Kreis einzuftigen. Weil man damit meistens nicht
erfolgreich ist, auch wenn man eine der lingeren Seiten des Rechtecks als Sehne in den Kreis einzeichnen
konnte, so kann man das Ziel vereinfachen, indem man versucht, das Rechteck nun als flachengleiches
Dreieck mit gleicher Grundlinie einzuspannen. Dies ist genau dann moglich, wenn iiber dem eingeze-
ichneten Rechteck noch Platz fiir das gleiche Rechteck ist, ohne dass seine Oberkante ganz aus dem
Kreis herausfallt.®

Die Frage wiirde nach Heijboer also lauten, ,ob eine gegebene rechteckige Flache dreieckig in den
gegebenen Kreis einzuspannen ist’, und die Antwort wire, ,wenn {iber dem Rechteck, das auf seiner
langeren Seite, die als Sehne im Kreis liegt, noch Platz fiir ein ebensolches Rechteck im Kreis bleibt,
dann ja, sonst nicht’.

Um dies auch im griechischen Text wieder zu finden liest er ywpiov als rechteckige Fldche, /v SoSetoov
adtob ypouuyv als die langere Seite des Rechtecks, versteht nopateivety mopd als «to stretch lengthwise
as a rectangle along something»3® und die fehlende Fliche bei der Anlegung als gleich in Form und
Inhalt.?”

2.3.1.5 Meyers

Am Ende eines Beitrags hilt Meyers fest: «The geometrical hypothesis is no longer darkly mysterious or
irrelevant.»*® Die vorgestellte Auflosung ist eine stark vereinfachte Variante von Heijboer. Da Menon die
Bedeutung einer hypothesis erklart werden muss, konnten fiir die Erlduterung nicht dhnlich schwierige
mathematische Fachausdriicke verwendet werden.* Die gegebene Linie ist eine Sehne des Kreises, an
der die Flache als Rechteck angelegt wird. Wenn man dann ein gleiches Reckteck darauf legen kann,
so dass dessen Ecken den Kreis beriihren, wird mit der Diagonale des gesamten Rechtecks ein Dreieck
(A ABE) erlangt, das offensichtlich genau so grof ist wie die problematische Flache.*?

E _—T~ F
1 C
A B

35 Esist ein Spezialfall von (2*).

36 Heijboer 1955, S.117.

37 Einige spezifischere Kritikpunkte an Heijboers Interpretation findet man bei Bluck 1961, S.452ff. angesprochen.
38 Meyers 1988, S. 180.

39 Siehe dazu auch Fufinote 89, S.78.

40 Fir die Abbildung siehe Meyers 1988, S.177.
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Die Bedingung sei hier wie in der auf den geometrischen Abschnitt folgenden Diskussion der Lehrbarkeit
von Tugend kein Bikonditional, sondern eine einfache Bedingung: Wenn die Fliache so an einer fiir sie
gegebenen Linie angelegt noch genau einmal Platz ist fiir ein gleiches Rechteck, dann kann die Flache als
Dreieck in den Kreis eingezeichnet werden, ansonsten, wenn das zusatzliche Dreieck den Kreis schnei-
det oder nicht einmal bertihrt, bleibt es unentschieden. Meyers sieht in der Bedingung demnach keine
dquivalente Eigenschaft und scheint «das andere> (&\Ao), was folgt, falls die Bedingung nicht erfiillt
wird, ganz unbestimmt und nicht als ausschlieSend zu verstehen.*!

Kritisch an Meyers Ansatz zu betrachten ist neben dem allgemeinen Einwand des ndchsten Abschnitts
die etwas obskure Erscheinung der Linie in dem Kreis und die Interpretation in auflerordentlich primi-
tiven geometrischen Uberlegungen. Zu beachten wire ja, dass Sokrates explizit einen Geometriker die

42

Antwort geben lasst, was auch der ihr fehlende Hinweis** sein konnte, dass eben doch eine dquivalente

Bedingung angegeben werden soll.

2.3.1.6 Das Ungeniigen der bisher dargestellten Interpretationen

Die dargestellten Interpretationen tragen alle den Makel, dass sie der Allgemeinheit, die die Frage in
ihrer sprachlichen Form einnimmt, nicht gerecht werden, indem sie entweder die Frage auf bestimmte
Flachen oder Kreise einschranken oder nur fiir bestimmte Flachen und Kreise Losungen angeben. Es
gibt kein Indiz aus dem Gespréachskontext, das eine nur eingeschrankte Losung nahelegen wiirde. Da
es aber auch Interpretationen gibt, die tatsdchlich Eigenschaften von Flachen angeben, die dquivalent
sind zur Einbeschreibbarkeit in einen Kreis als Dreieck, fallen sie von einem Gesichtspunkt, der PLATON

mathematischen Dilettantismus abspricht, aus dem Kreis der moglichen Interpretation heraus.*?

Der Fokus der Auswahl lag auf den entweder héufig zitierten oder angefiihrten Interpretationen oder
den neueren Beitragen zur Losung des Interpretationsproblems. Die Darstellung dieser Interpretatio-
nen soll die These stiitzen, dass die Obskuritdt von Menon 86e-87a zu einem GrofSteil ein Konstrukt
des Diskurses tiber sie ist, indem sie zusammen den Eindruck vermitteln, der mathematische Inhalt
sei relativ beliebig und eine Beschéftigung mit der Suche nach ihm «at least amusing»**. Die nichste
vorgestellte Interpretation nimmt sogar explizit auf die moglichen Interpretationen Bezug.

2.3.1.7 Lloyd

Lloyd 1992 bespricht zunichst die tiblichen Interpretationen, kritisiert alle, und kommt dann, weil keine
richtig passt, zu dem Schluss, dass im unklaren Ausdruck PLATONS letztlich der Kern des geometri-
schen Beispiels zu finden ist. Denn gerade der Umstand, dass der Text undeutlich und mehrdeutig ist,
kann fiir den Leser Anlass sein, sich intensiv und eigenstindig mit dem mathematischen Inhalt aus-
einanderzusetzen. Man ist durch eine dnitiation> gegangen.*> Man sieht die Textstelle jetzt in einem
ganz anderen Licht, weil man nun die nur angedeuteten und unausgesprochenen Teile erkannt hat.4¢
Genau diese Eigenanstrengung — die im Beispiel fiir die Mathematik aufgewendet wird, aber eigentlich
fur die Untersuchung der Frage nach der Lehrbarkeit der Tugend verwandt werden sollte — will Menon
auch fiir die Erlangung philosophischer Weihen nicht in Kauf nehmen.

41 Siehe Meyers 1988, S.175.

42 Siehe Meyers 1988, S.175.

43 Vgl. Heijboer 1955, S.92.

44 Bluck 1961, S.441.

45 Siehe Lloyd 1992, S.178.

46 Das scheint fiir Lloyd grundsétzlich eine Interpretation nach Cook Wilson zu sein; s. Abschnitt 2.3.2.2.
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Diese Reflexion auf den eigenen Untersuchungsgang bleibt jedoch subjektiv, weil er von der Forschungs-
tradition mit ihrer Problematisierung der Textstelle und den unterschiedlichen Deutungen gepréagt ist.
PLATONS Zeitgenossen und moglicherweise auch MENON*, oder vielleicht auch nur THEAITETOS und
dhnlich stark Begabte, verstanden das Beispiel vielleicht direkt.

2.3.2 Allgemeine Losungsversuche
2.3.2.1 Sternfeld und Zyskind

Gerade wenn man dabei ist, sich tiber die konkrete Konstruktion von einer konkret vorliegenden Flache
in einen konkret vorliegenden Kreis als Dreieck Gedanken zu machen und in Anbetracht von Losung (3)
versucht ist, diese Aufgabe als ungeldstes Problem der antiken Mathematik hinzustellen,*® entspannt
das Kriterium (2) die Lage, denn es bietet eine (mit Zirkel und Lineal) ausfiihrbare Konstruktionsanwei-
sung, falls die Flache geradlinig begrenzt wird.

Sternfeld und Zyskind 1977 interpretieren entlang der mathematischen Losung (2).47 ywpiov ist eine
in ein Quadrat umformbare Fliche, totodtw. .. otov deutet auf eine genauso grofe Fliche, die gegebene
Linie ist eine Seite des in den gegebenen Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks und die Flache
wird als Rechteck an diese ganze Linie im Kreis angelegt.>’ Farquharson 1923 ist in etwa die Variante
(2%) von (2).

Dies ist wohl das fiir ein modernes mathematische Empfinden beste Kriterium, das sich in und fiir
Menon 86e-87a finden ldsst. Die Einwéande gegen diesen Interpretationsvorschlag werden im Kontext der
néchsten Abschnitte formuliert werden. Varianten von Farquharson und Sternfeld findet man bereits
bei Beyer 1859 und Stamatis 1962.

2.3.2.2 August, Cook Wilson, Heath et al.

Die weitestgehend geteilte Auffassung ist, das eine Interpretation von Menon 86d-87a der Moglichkeit
(3) folgen sollte.>! Sie ist, wenn sprachlich nicht unproblematisch, doch die beste, weil sie die allge-
meine Problemstellung richtig beantwortet und alle ihre Bedingungen im Text enthalten sind.>?> Die
Deutung nach Sternfeld dagegen muss zum Text hinzufiigen, dass die gegebene Linie die Seite eines
einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist, bzw. bei Farquharson, dass sie irgendeine Sehne des Krei-
ses ist. Diese Bedeutung geht aber tiber die von ,, v So3¢toav adtob ypappnv” eindeutig hinaus.

47 Siehe dazu Abschnitt 2.5.1.
48 Wie Heath 19564, S.301.
49 Thm folgt u. a. Holzhausen 1994, S. 138a45.

50 Sternfeld und Zyskind nehmen anscheinend nur tiber Bluck 1961 Bezug auf Heijboer 1955, ohne ihn selbst gelesen zu haben.
Ansonsten wire ihnen aufgefallen, dass er, was Bluck nicht erwéhnt, ihre Losung bereits antizipiert, wenn er tiber mogliche
Antworten auf die Frage an den Geometriker nachsinnt: «Make your yoplov a rectangle with the side of the inscribed equilat-
eral triangle for basis. If its height appears to be equal to or smaller than half the triangle’s height, then the triangle equal to
your rectangle can be inscribed in the circle; if not, not» Heijboer 1955, S. 97. Allerdings wendet er gleich ein: «It follows from
the text that we are not concerned with the simple postulate mentioned.» Ob er die Deutung der gegebenen Linie als eine
Seite des in den Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ihm zu textfern war, oder er die von Sternfeld und Zyskind
genommene Version iibersehen hat, bleibt fraglich. Jedenfalls brachte ihn anscheinend die Ablehnung dieser allgemeingiilti-
gen Variante dazu, nach einer eingeschrankteren Problemstellung und Losung zu suchen.

51 Siehe Cook Wilson 1903, Heath 1921a, S.299f., Gaiser 1964, die die zentrale geometrische Uberlegung von August 1843 und
Butcher 1888 iibernehmen. (,Cook Wilson' ist ein Doppelnachname.)

52 Genau genommen nur bis auf die Ausnahme, die man fiir gleichgrofle Rechtecke machen muss (s. S. 57). Aber eine Erwdhnung
dieser, auch von den Kommentatoren nicht bemerkten, kleinen Ausnahme ist wohl plausiblerweise der Kiirze der Darstellung
geschuldet.
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2.3.3 Einwénde gegen die Interpretation nach (3)

Gegen die Interpretationen nach (3) wird héufig eingewendet, ihr mathematischer Gehalt wére fiir den
literarischen Gespréachskontext zu schwierig, da sie tiber Menons mathematisches Verstdndnis hinaus-
ginge.53 Tatsdchlich handelt es sich aber nur um sehr einfache elementargeometrische Zusammenhénge,
die fiir ein Verstindnis dieser geometrischen Hné9eoig nétig sind, sozusagen Schulstoff.>* Beriicksichtigt
man noch, dass Sokrates fiir Menon die Figuren in ihrem Zusammenhang in den Sand skizziert, dann
scheint das Beispiel in seinem mathematischen Gehalt so leicht zu sein, dass sich die Aufmerksamkeit
wie bei der Verdopplung des Quadrats schnell auf das besondere Arrangement des geometrischen In-
halts richtet; dazu spater mehr.

Als relativ starkes Argument gegen diese Interpretation, wird die scheinbar notwendige Ubersetzung
von tolobtw. . . olov als dhnlich angefiihrt. Wolfsdorf erneuert einen Einwand von Heijboer:>

... the text itself may be said to contradict the supposed geometrical meaning [of similar] on account of the
addition of a0t6 [to the phrase 'the extended [space] (10 mopotetapévov)]. Of a figure similar to another
figure we might vaguely say that it is like the other, but we could not possibly say that it is 'like the other
figure itself'. The word 'itself' far more suggests identity than similarity.
Heijboer tibersieht dabei, dass der Ausdruck ywpiov den Fldcheninhalt einer Flache gegentiber seiner
Form betont, wahrend eine Figur (oynuo) durch ihre Form definiert wird. Entsprechend wird bei EU-
KLID (VI 28) ein der gegebenen geradlinig begrenzten Figur (grofien)gleiches Parallelogramm angelegt
und nicht die Figur selbst, wahrend im Menon 86e-87a sonst nur von der (Ausgangs-) Fliche die Rede
ist. Dass die angelegte Flidche nicht identisch ist mit der Fehlenden, deutet also daraufhin, dass nicht
(nur) eine Gleichheit des Flacheninhalts zur Bedingung gemacht wird, sondern ein Formaspekt eine
Rolle spielt — naheliegenderweise eine Formgleichheit. So ist die anzulegende Fliche auch bei der Inter-
pretation von Farquharson und Sternfeld / Zyskind formgleich (und zudem flachengleich), fiir ihre Kon-
struktion benotigen sie aber im Text nur die Flachengleichheit, da nach den impliziten Anlegungsregeln,
die fehlende Fldche die gleiche Form erhilt wie die bereits angelegte. Ware mit ywplov hier tatsdchlich
Figur gemeint, so wire wie allgemein tiblich ein icov zu erwarten, falls eine Fldchengleichheit als Be-
dingung gesetzt werden soll; ist aber der Flichenaspekt gemeint, wire das Fehlen eines «)t6 oder eines
anderen Zusatzes merkwiirdig. Denn wenn gleiche Flichen(inhalte) bereits identisch sind, so ist die
Aussage ,diese Fldche ist wie diese andere Flache’ streng genommen paradox, da zwei unterschiedliche
Flachen identisch sein sollen. Vielleicht verdeutlicht also das a01t6 hier, dass ,das Angelegte” hier eben
weniger ,die angelegte Flache’ als ,das Angelegte selbst’, also insofern es auch eine Form oder Gestalt
hat, gemeint ist.

Schwerer wiegt der Einwand, dass fiir jene Fallunterscheidung von Sokrates aller Wahrscheinlichkeit
nach fiir PLATON kein Beweis verftigbar war. Denn (3) ist ja eingeschrankt auf die Einbeschreibbarkeit
als gleichschenkliges Dreieck. Fiir ein beliebiges in den Kreis eingespanntes Dreieck zu zeigen, dass es zu
ihm ein flachengleiches, auch eingespanntes, gleichschenkliges Dreieck gibt, ist zwar fiir Bluck 1961,
S.445, offensichtlich, fiir uns aber nicht (s. S.59). Aber selbst wenn er keinen Beweis besessen hat, hat
er es wohl vermutet; dann konnte die Erwdhnung dieser (unbewiesenen) Bedingung aber genauso gut
eine (innerakademische) Anregung gewesen sein, einen Beweis zu finden.

Weitere starke Einwédnde gegen eine Interpretation nach (3) basieren auf der Behauptung, dass diese
Interpretation das Problem noch nicht 16st, keinen eigentlichen diorismos angibt und andere Losungen
besser sind.?® Heaths Aufschliisselung des Problems hin zu der Unterscheidung,

53 Siehe Fufinote 89, S.78.

54 Diese geometrischen Zusammenhénge, die man in den Biichern I, I und VI der Elemente findet, waren zu SOKRATES Zeit
allgemein bekannt (vgl. Heath 1921a, S.2; das gleiche Argument bei Sternfeld und Zyskind 1977, 5.208).

55 So Heijboer 1955, S. 120, zitiert mit Einschiiben durch Wolfsdorf 2008, S. 51.

56 Wolfsdorf 2008, S.52, unterschétzt m. E. Lloyds Einwédnde, wenn er sie reduziert «[to] underscore the obscurity in the way the
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(i) obdie entsprechende Hyperbel den Kreisumfang schneidet (bzw. beriihrt) oder nicht

scheint sogar noch den fiir die Konstruktion des Dreiecks wichtigen Punkt auf dem Kreisumfang zu
liefern, wahrend das Verhiltnis der Ausgangsfliche zum gleichseitigen Dreieck, ndmlich

(ii)  ob die Fliche grofier oder kleiner-gleich ist als das gleichseitige Dreieck, das in den Kreis einbe-
schreibbar ist,

die einfachste Bedingung abgibt zur Losung der Frage, ob die Ausgangsfliache in den Kreis als Dreieck
einbeschreibbar ist oder nicht.” Durch den Nachweis in (2), dass (ii) eine notwendige und hinreichende
Bedingung ist, liefert dabei gleich eine einfache Konstruktionsanweisung, wie eine passende gegebene
Flache als Dreieck einbeschrieben werden kann. (ii) wird als die einer Interpretation nach (3) tiberge-
ordnete oder die eigentliche hypothesis angesehen.®

Diorismos ist ein mathematischer Fachausdruck der Antike, der einerseits einen bestimmten Teil eines
(genormten) Beweises der Elemente und zum anderen eine explizite Bedingung an das jeweilige Voraus-
gesetzte bezeichnet, dh. das Gegebene.” Ein Beispiel fiir eine explizite Bedingung ist Aufgabe (VI 28)
der Elemente (die Bedingung kursiv hervorgehoben):

An eine gegebene Strecke ein einer gegebenen geradlinigen Figur gleiches Parallelogramm so anzulegen,
daf3 ein einem gegebenen dhnliches Parallelogramm fehlt; hierbei darf die gebene geradlinige Figur nicht grofSer
sein als das dem fehlenden dhnliche iiber der Hilfte der Strecke zu zeichnende Parallelogramm.
Bedingung (ii) ist dementsprechend ein diorismos, Bedingung (i) ist es nicht, und die Bedingung nach
(3) ist als Problemreduktion oder direktes Resultat einer analysis anzusehen.® In den nichsten beiden
Abschnitten soll gezeigt werden, dass (ii) keine bessere ,Losung’ der Aufgabe bietet als (3), in Abschnitt
2.3.6 wird dann der weitere Kontext der platonischen Dialoge im Hinblick auf die Bedeutung der hy-
pothesis einbezogen. Zunéchst noch zwei Bemerkungen:

Derartige Uberlegungen zu maximalen (oder minimalen) Flachen oder zu Extremen anderer geome-
trischer Objekte, wie sie fiir das maximal einbeschreibbare Dreieck in (ii) benotigt werden, sind bei
PLATON und in EUKLIDs Elementen nicht zentral. Auch der Gedankentyp eines Flachenvergleiches in
grofser und kleiner-gleich ist vermutlich vor allem aufgrund der modernen Gleichsetzung von Flachen-
inhalt und reeller Zahl so intuitiv annehmbar.°!

Die von Farquharson 1923, S.21, gemachte Unterscheidung zwischen dem, etwas Wahres zu behaupten,
wenn man sagt, dass die Fldche einbettbar ist, wenn kleiner-gleich dem gleichschenkligen Dreieck,
und eine allgemeine Konstruktionsanweisung anzugeben, findet sich in antik-euklidischer Geometrie,
die insgesamt eine gewisse konstruktivistische Bodenhaftung besaf3, so nicht wieder. Einen beliebigen
kleineren Kreis als Dreieck in einen anderen Kreis einzuspannen beinhaltet das klassische Problem der
Quadratur des Kreises. Lost man ersteres, ist auch letzteres vollbracht, weil ein Dreieck leicht in ein
Quadrat umzuformen ist und umgekehrt. Mit Zirkel und Lineal alleine ist die Quadratur aber nicht zu
leisten und unter dieser instrumentellen Einschrankung somit auch nicht jede beliebige kleinere Flache
als Dreieck einzubeschreiben. Die Griechen schriankten sich zwar nicht auf Zirkel und Lineal ein, aber
die Schwierigkeiten der Quadratur des Kreises als einfachster nicht geradlinig begrenzter Figur lassen

illustration is presented.» Vielmehr zielt das Argument, Cook Wilsons Interpretation liefere keinen diorismos, sondern nur eine
Zurtickfithrung des Problems auf ein anderes, ja darauf, dass diese Interpretation gar keine Losung des Problems darstelle,
und die Interpretation somit nicht richtig sein kann.

57 (ii) wére die eigentlich zu erwartende Antwort, so Farquharson 1923, S. 21, Heijboer 1955, S. 96.
58 Siehe Gaiser 1964, S.391, Lloyd 1992, S.173.

59 Die mathematische analysis wie auch der diorismos wurden anscheinend bereits von Mathematikern der Akademie maf3geblich
verwendet; s. Gaiser 1964, S. 373a43.

60 Vgl. Knorr 1986, S.73.

61 Heijboer 1955, S. 96, behauptet demnach viel zu stark: «It is out of the question that, without any previous knowledge of
the condition, he [Meno] should have grasped its unnamed elements at once and have combinded them as the equivalent of
"smaller than the inscribed equilateral triangle"».
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einen Abstand nehmen von schnellen Behauptungen tiber alle oder beliebige Flachen, die noch ganz an-
ders geartet sein konnten.

2.3.4 Zum Status geometrischer Objekte im Menon

Auf Sokrates Trick in 86e-87a sind auch ein paar Interpreten hereingefallen.? Er spricht von dieser
Flache und diesem Kreis da, der moglicherweise vor ihm in den Sand gezeichnet ist, wie Menon von
der Tugend eben spricht, so als ldge sie vor ihm. Seine Definitionsversuche der Tugend sind gescheit-
ert, er weifd nicht, was Tugend ist und hat sie daher auch in kein Verhéaltnis zum Lehren und Lernen
gesetzt, will aber trotzdem untersuchen, ob sie lehrbar sei. Beides, Fliche und Tugend, sind dhnlich
unbestimmt. Daran dndert wie oben gesehen auch keine dné9eoic etwas. Ob die Flache da groier
oder kleiner-gleich dem einbeschreibbaren gleichseitigen Dreieck ist, ist im Zweifelsfall unbestimmt
und im allgemeinen so ungewiss wie die sinnliche Wahrnehmung der beiden Objekte. Diesen Um-
stand macht Sokrates Kriterium in der dargestellten Interpretation nur deutlicher, indem es einen bei
dem Einspannen eines beliebigen (oder beliebig kleinen) Dreiecks vor Probleme stellt, wahrend man bei
einer Flachenabschitzung bei sichtbar kleineren Flachen meint sehen zu konnen, dass man diese Fldche
in den grofieren Kreis einspannen konnen muss.

Wie man beim geometrischen Beispiel nach dem Beweis der bnd9eotc versuchen wiirde, die in der
bnéYeorg gemachte Unterscheidung an die Objekte, von denen man ausgegangen ist, heranzutragen, so
wird es im Dialog fiir die Tugend unternommen. Es wird gezeigt, dass Tugend genau dann lehrbar ist,
wenn sie Wissen ist (Mernon 87bc), um dann dem Verhéltnis von Tugend und Wissen nachzugehen. Im
Unterschied zum geometrischen Beispiel wird auch die Tugend reduziert, ndmlich auf das Gute (Menon
87d). Weil Tugend nun niitzlich ist, muss sie Wissen sein. Aber Sokrates und Menon kénnen praktisch
keinen Menschen benennen, der als Lehrer der Tugend hervorgetreten ist. Die Tugend scheint demnach
lehrbar und unlehrbar. Sokrates kommt nochmals auf die Tugend als Wissen zurtick und unterscheidet
Wissen als richtige Vorstellung mit Begriindung von der richtigen Vorstellung ohne Begriindung. Da-
mit etwas, das die Tugend zu sein scheint, niitzlich ist, reicht eine richtige Vorstellung ohne Begriindung
aus. Damit kann er erkldren, wieso auch tugendhafte Athener ihre Tugend nicht weiter gaben. Ob die
Tugend aber eigentlich lehrbar ist, bleibt am Ende des Dialogs so unbestimmt wie, was sie ist.

Ahnlich unbestimmt ist grundsatzlich die Fliche. Man hat sich in der Moderne daran gewohnt, den
Raum der Wahrnehmung als Punktraum zu begreifen, in dem jeder Punkt durch eine Koordinate, ein
Tripel reeller Zahlen, bezeichnet und jedes Objekt als Ansammlung von Punkten verstanden wird.®
Jedes gezeichnete Dreieck wire, gliche man es in der Vorstellung seiner Idealgestalt an und wéhlte man
ein Koordinatensystem, genau bestimmt. In der frithen griechischen Mathematik und grundsitzlich in
der reinen (synthetischen) Geometrie dagegen werden die Objekte durch die Beziige ihrer Teile konsti-
tuiert (das Dreieck dadurch, dass es durch drei Strecken begrenzt wird, die es zusammen umfassen) und
das Verhiltnis der Objekte untereinander durch ihren direkt oder mehr indirekt gegebenen Zusammen-
hang (die Hohe des Dreiecks ist % des Radius); aber weder durch ein allen Objekten zugrundegelegtes
Koordinatensystem, dass jedes Objekt mit jedem auf ihm dufserliche Weise verkniipft, oder eine unmit-
telbare Verbindung von geometrischen Grofien mit reellen Zahlen, so dass alle geometrischen Grofien
zahlenmifiig vergleichbar wiren.

Die zwei geometrischen Objekte in Menon 86e-87a (Flache und Kreis) werden uns als Leser ohne offen-
sichtlichen Zusammenhang gegeben. Die Interpretationen versuchten dies auf zwei Weisen zu umge-
hen. Die einen deuteten die Fldche als eines der bereits in den Boden/Sand gezeichneten Quadrate
oder einen Teil eines der Quadrate und den Kreis als den Umkreis des Quadrats oder Ahnliches, denn

62 So z.B. auch Brumbaugh 1954, S. 34f., der meint, die erwdhnten geometrischen Objekte miissten auch gezeichnet vorliegen.

63 Siehe Abschnitt 2.1.
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Sokrates zeigt moglicherweise mit «diese Flache» auf ein bereits Vorhandenes. Damit ist ein bestimmter
Zusammenhang gegeben, wie zum Beispiel, dass der Radius des Kreises der Quadratseite der Grofse
nach gleich ist.*¢ Die andere, allgemeiner vertretene Interpretationslinie beurteilt Cook-Wilson nicht
als eine Losung des urspriinglichen Frage, sondern als eine Reduktion des Problems. Ob diese Fldache
tatsdchlich in diesen Kreis einbeschreibbar ist, wird dadurch nicht angegeben. Stattdessen wiirde die
geometrische Bestimmung der grofiten einbeschreibaren Fldche, des gleichseitigen Dreiecks, fiir diesen
Kreis eine einfachen Flachenvergleich geometrischer Art ermoglichen und die Frage konstruktiv beant-
wortbar machen. Aber auch bei dieser Ansicht wird vorausgesetzt, dass die Fliche der Grofle nach
gegeben ist. Das scheint eine einfache und unbedenkliche Voraussetzung zu sein; sie wurde jedoch in
der antiken Mathematik zum Objekt der wissenschaftlichen Reflexion.

2.3.5 Die Gegebenen — dedopeva

Der Ausdruck des gegebenen geometrischen Objekts ist aus den Konstruktionsaufgaben der Elemente
wohl bekannt und diffiziler als man denken mag.®® In der Diskussion um Menon 86e-87a wurde auf ihn
als mathematischen Fachausdruck weniger und auf seine Spezifizierungen in einem anderen Werk, das
EUKLID zugeschrieben wird, die dort zudem genauer erldutert werden, gar nicht hingewiesen.

Das Gegebensein geometrischer Objekte wird in einem auch unter Fachleuten wenig diskutierten Text
ausfiihrlich dargestellt, den Data oder deSopeva EUKLIDs. Sie werden i.a. als eine Art Formelsammlung
zu den Elementen beurteilt, da ihre 94 Satze die Form <Wenn ... gegeben ist, dann ist auch ... gegeben>
haben und damit in Kiirze ausdriicken, was man ,konstruieren’ kann, wenn etwas Bestimmtes gegeben
ist. Dabei greifen sie auf die Sitze der Elemente zuriick. Sie wurden deshalb oftmals zusammen mit
den Elementen gelesen, in dem Alexandrinischen Studium hatten sie ihren Platz nach den Elementen und
vor dem Almagest des PTOLEMEUS.® In den einleitenden Definitionen werden die Gegebenheitsweisen
nach Art und Objekt unterschieden und erklédrt. Etwas kann nach Grofle, Verhiltnis, Gestalt und/oder
Lage gegeben sein:

1. Der Groifle nach gegeben heilen Flachen (ywpio), Linien und Winkel, zu denen wir uns gleiche verschaffen
kénnen.

2. Ein Verhiltnis heifst gegeben, wenn wir uns das mit ihm zusammenfallende verschaffen konnen.

3. Der Gestalt nach gegeben heifien geradlinige Figuren, in denen die Winkel einzeln gegeben sind und die Ver-
hiltnisse der Seiten zueinander gegeben.

4. Der Lage nach gegeben heifien Punkte, Linien und Winkel, die immer den selben Ort innehaben.

5. Ein Kreis heif3t der Grofie nach gegeben, wenn sein Radius der GrofSe nach gegeben ist.

6. Nach Lage und Grofle gegeben heifst ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Lage und dessen Radius der Grof8e nach
gegeben ist.

7. Kreisabschnitte heifien der Grofie nach gegeben, wenn die Winkel in ihnen gegeben sind und die Abschnitts-
grundlinien der Grofie nach.

8. Nach Lage und Grofle gegeben heifien Abschnitte, wenn die Winkel in ihnen der Gréfie nach gegeben sind und
die Abschnittsgrundlinien nach Lage und Grofse.

9. Eine GrofSe ist um Gegebenes grdfer als eine feste Grofie, wenn nach Wegnahme des Gegebenen der Rest der
festen Grof3e gleich ist.

64 Vgl. Beneckes Ansatz in Abschnitt2.3.1.1.

65 «Now all those who think that the given is that which is being given by hypothesis by the person who sets a problem com-
pletely [sic] miss the object of investigation.» Taisbak 2003, S. 247.

66 Die deutsche Ubersetzung nach Menges Text ist Thaer 1962, siehe dort fiir die gemachten Anmerkungen. Die kurze Behand-
lung von Schreiber 1987, S.58ff., ist wenig hilfreich und argumentiert tiber das Falsche in dem falsch zitierten Satz 27 der
dedopeva. Die einzige Untersuchung in Buchlidnge ist Taisbak 2003, die auch den Kommentar des MARINOS in englischer
Ubersetzung enthalt.
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10.  Eine Grofie ist um Gegebenes kleiner als eine feste Grofie, wenn nach Hinzuftigung des Gegebenen die Summe
der festen Grofse gleich ist.

11.  Eine Grofse ist einer festen GrofSe gegentiber um Gegebenes grofier als im Verhiltnis, wenn nach Wegnahme des
Gegebenen der Rest zur festen Grofie gegebenes Verhiltnis hat.

12.  Eine Grofle ist einer festen Grofie gegentiber um Gegebenes kleiner als im Verhiltnis, wenn nach Hinzufligung
des Gegebenen die Summe zur festen GroBe gegebenes Verhaltnis hat.®”

Fiir unsere Zwecke interessant sind die ersten sechs Definitionen, die im folgenden Abhingigkeitsver-
hiltnis zueinander stehen, insofern sie andere Definitionen voraussetzen:

SN

®

©®

®

Die drei grundlegenden Definitionen sind demnach die Definitionen 1, 2 und 4. Damit konnen grund-
sétzlich (neben dem Gegebensein von Verhiltnissen) Fldchen, Linien und Winkel der Grofse nach ge-
geben sein, und Punkte, Linien und Winkel der Lage nach gegeben sein. Wie man am Umfang der
Definitionen erkennen kann, wird nur die ebene Geometrie behandelt. Diese Spot (Definitionen) genan-
nten Erlduterungen sind, wie das «heifSen» (Aéyetar) verrdt, dhnlich Abkiirzungen.

Nun ist erstmal die Frage, was dieses «zu denen wir uns gleiche verschaffen konnen» (ot Suvépeda oo
noploxcdot) bedeuten soll. Wie der Gebrauch der Definitionen in den Sétzen zeigt, ist damit einfach
eine Verdopplung gemeint. Eine Linie a ist gegebenen, wenn man noch eine Strecke b ,zeichnen’ (oder
irgendwie anders produzieren) kann, oder eine Strecke bereits vorhanden ist, die genauso grofs ist wie
a. Fir Verhiltnisse heifit das, auch andere Verhiltnisglieder zu haben, an denen dasselbe Verhiltnis
auftritt.®® In Definition 4 wird eine Art Raum vorausgesetzt, wenn es fiir der Lage nach gegebene
Grofden heifst, sie wiirden «immer denselben Ort innehaben». Praktisch bedeutet das, man darf sie nicht
mehr ,bewegen’, ihre Beziehung zu anderen der Lage nach Gegebenen ist nicht veranderbar.®’

Es scheint so,”" als ob durch die diese Verdopplung (mit Bezug auf die Groe) und dieses ,Anschmieden’
an einen Ort, die ,Ideen in ein Medium gebracht werden’. Denn nach Lage und GrofSe gegeben zu sein,
bedeutet vor allem auch, vervielfiltigbar zu sein oder bereits in mehreren Exemplaren vorzuliegen, die
in keiner begrifflich notwendigen Beziehung zueinander stehen. Ein gegebenes geometrisches Objekt
hat mindestens einen Teil, der entweder einen festen Ort hat und sich somit den der Art nach gleichen
Teilen an anderen Orten gegeniiber sehen kann, oder zu dem andere (grofien-) gleiche existieren oder

67 Thaer 1962, S.5f., Menge 1896, S. 2-4. Die Definitionen 13-15 gelten fiir unecht.

68 Nach Satz 2 der Data scheint es, dass Definition 2 so zu verstehen sei, dass man eine Grof8e frei vorgeben kann und dann, wenn

das Verhiltnis gegeben ist, eine zweite Grofie herstellbar/vorhanden ist, so dass in der Beziehung der ersten zur zweiten
dasselbe Verhiltnis erscheint. (Womit der Beweis zu Satz 1 falsch wire.) Thaer 1962, S. 65, versucht eine Rettung, indem er
Satz 2 und alle darauf aufbauenden auf «durch Strecken darstellbare GrofSen» einschréankt, fiir die mit Elemente (VI 12) diese
Definition 2 im Beweis zu Satz 2 auch umsetzbar ist.
Mir erscheint der Beweis fiir Satz 2 aber in der vollzogenen Gedankenrichtung erweiterbar zu sein, und somit fiir das
Gegebensein von Verhiltnissen nach Definition 2 nur beliebige andere Grofien, die dasselbe Verhiltnis haben, notwendig.
So benétigt man fiir Satz 7 auch nicht (VI 10) fiir die Teilung einer gegebenen Grofie, da die Teilung zu der Pramisse des
Satzes gehort, und man muss ihn zumindest deswegen nicht auf Strecken einschranken.

69 Eine Fliche kann anscheinend der Grofie nach gegeben sein (Def. 1), aber wie ihre Auslassung in Definition 4 andeutet, nicht
der Lage nach; wahrend offensichtlich ein Punkt nur der Lage nach, aber nicht der Gréfie nach gegeben sein kann.

70 Leider liegt noch keine ausgereifte philosophische Untersuchung der Data vor.
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verschaffbar sind. Die gegebenen mathematischen Objekte sind also die ,rdumlichen’ Instantiationen
der mathematischen Begriffe.

Man scheint das Gegebensein von geometrischen Objekten nur zu pradizieren, aber nie explizit abzu-
sprechen. Eine nicht-gegebene Linie wére ja auch eine Linie, die nicht in einer Ebene oder Flache lage
(oder in einem abstrakten Sinne ,einzeichenbar’ wire), in der die fiinf Postulate der Elemente Giiltigkeit
hitten, sie wire einzig und ohne Ort, also einfach der allgemeine Begriff der Linie.

Die Definitionen der Data spezifizieren das Gegebensein geometrischer Objekte im wesentlichen nach
Gegenstand, Grofse und Lage (und Gestalt) und geben dafiir geometrisch operable Bedeutungen an.
Die allgemeine Bedeutung von ,gegeben’ wird nicht bestimmt, dies versucht MARINOS VON NEAPOLIS
(ca. 500 n. Chr.) in seinem Kommentar der Data. Dort werden vier einfache Begriffe mit ihren Gegen-
t./1 eindeutig (tetagmenon), bekannt/gewusst (gnorimon), konstruierbar (porimon) und
messbar (rheton mit dem Gegensatz alogon, siehe Elemente (X Def.)). Rheton ist bei Groflen abhidngig

sdtzen eingefithr

von dem (gewdhlten) Maf3, gnorimon von ,unserem’ Wissen, porimon von ,unserem’ Konstruktionswis-
sen, und tetagmenon ist absolut zu verstehen und insofern nur abhéngig von der Natur der Dinge. Die
einzige Inklusion besteht zwischen porimon und gnorimon: Das, was konstruiert werden kann, ist auch
bekannt. Somit ist die Bestimmung der gegebenen Dinge als die, die porimon sind, nicht falsch, aber
unvollstandig, da sie porimon und gnorimon sind. Fiir MARINOS sind die jetzt gegebenen geometrischen
Objekte, wenn wir sie kennzeichnen wollen, die, die wir jetzt konstruieren konnen.

Ob die Differenzierungen aus MARINOS Kommentar so schon zu PLATONs Zeiten im Umlauf waren,
ist spekulativ, auch wenn sie als zu einfach aus einer mathematischen Beschaftigung resultierend er-
scheinen mogen, um es nicht zu sein. Jedenfalls bezieht sich MARINOS in seinen Auflerungen auf einen
damaligen Diskurs und lehnt verschiedene andere Erlduterungen anderer Autoren von Gegebensein
bei EUKLID ab. Dass PLATON sich aber tiberhaupt Gedanken iiber die Gegebenheitsweise(n) geometri-
scher Objekte machte, ist aus der Kritik an den Redeweisen der Geometriker iiber ihre eigene Tatigkeit
(Politeia 527a) wahrscheinlich.”?

Nimmt man versuchsweise diese Definitionen des Gegebenseins zur Deutung von Mernon 86e-87a, so
wird bedeutsam, dass der Kreis nur der Groéfle nach oder Grofie&Lage nach gegeben ist und nicht allein
der Lage nach, was nach Def.4&5 auch heifit, dass der Radius in jedem Fall der Gré88e nach gegeben
ist, wenn der Kreis gegeben ist. Damit ist aber auch der Durchmesser der Grofle nach gegeben.” Nach
Elemente (III 1) ist mit jedem Kreis seinen Mittelpunkt konstruierbar bzw. gegeben und somit auch sein
Durchmesser. Dagegen folgt aus den Definitionen 4&5 gerade nicht, dass die Linie, die mit dem Kreis
gegeben ist, die Kreislinie ist, denn ihr Gegebensein wird nicht unbedingt garantiert.”* Es macht im
Kontext der Definitionen aber auch Sinn, die gegebene Linie des Kreises als die Linie zu verstehen,
durch die der Kreis gegeben ist. Denn ist der Radius (oder auch der Durchmesser) der Grofie nach
gegeben, so ist es auch der Kreis. Zudem ist die Kreislinie gewissermafien Teil des Kreises, wahrend
Radius, Durchmesser und Mittelpunkt keine Teile, sondern Strukturmerkmale sind. Bezieht sich das
adtob irgendwie auf den Kreis, so ist also die gemeinte gegebene Linie nicht der Kreisumfang, sondern

71 Siehe die englische Ubersetzung in Taisbak 2003 und den griechischen Text in Menge 1896.

72 Zudem gibt es eine Ubereinstimmung zwischen dem Gegebensein nach Lage und Grofle gemaf den Data und dem Timaios.
Dort heifst es: «... und sagen, es sei notwendig, dass ein jedes Seiendes an irgendeinem Ort (t6nw) sei und irgendeinen Raum
(ywpav) einnehme» (52b). ywpw ist im Timaios die schwer erkennbare Idee des ,Raumes’ oder der ,Materie’, die ,Amme des
Seins’ weil sie alles aufnimmt und, indem sie sich selbst zurticknimmt, die Eigenschaften des Aufgenommenen zur Erschein-
ung bringt und nicht eigene.

73 Tatsachlich unterschied man an der Zeitstufe des Partizips von ,geben’, ob das jeweilige Gegebensein durch einen Syllogismus
gefo!gert wurde oder nicht; s. Fournarakis und Christianidis 2006, S.41. «5o9¢ioav> deutet darauf hin, dass etwas zu Beginn
der Uberlegungen gegeben wird.

74 Contra Heijboer 1955, S. 107, Bluck 1961, S.450f., Wolfsdorf 2008, S. 51. Denn dass die Kreislinien zweier Kreise mit gleichem
Radius auch gleich lang sind, muss im antik-euklidischen Kontext auf irgendeine Art und Weise gefordert werden. In den
Elementen ist es (Il D1), das tiber die Festlegung der Kongruenzbedingungen fiir Kreise einen Gréienvergleich der Kreislinien
ermoglicht.
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der Radius bzw. der Durchmesser. Die gegebene Linie kann sich aber nicht auf die Fldche beziehen, weil
diese als zu allgemein gegeben ist, als dass sie darauf festgelegt wire, von mindestens einer geraden
Linie begrenzt zu werden, (und damit noch weniger eine Art Diagonale bereitstellt); sie konnte auch ein
Kreis sein. Das a0tob kann sich unter unserer Pramisse also nicht auf die Flache beziehen.

Es bleibt ein spezielles Argument gegen den Kreisdurchmesser: Warum steht im Text nicht eine nahe
liegende Formulierung wie nopi thv Siépetpov, wenn der Durchmesser gemeint sein soll?”> Dage-
gen kann man mindestens zwei gute Griinde anfithren. Zum einen, dass Sokrates in Menon 85b zu der
behandelten Diagonale der Quadrate erklirt, die Gelehrten wiirden sie di&petpov nennen, und damit,
wiirde er den Ausdruck im gleichen Dialog fiir den Durchmesser eines Kreises benutzen, zwar dem
spateren mathematischen Fachgebrauch gerecht werden wiirde, aber ein zu offensichtlicher Bruch mit
der binnen-sprachlichen Konsinstenz des Dialoges und natiirlich den Definitionsversuchen aus dem
ersten Teil des Dialoges resultiert, als dass dieser Bruch nicht beabsichtigt hitte sein miissen. Offen-
sichtlich war er es nicht. Zum zweiten konnte die wortliche Anspielung auf eine Proto-Theorie des
Gegebenseins an dieser Textstelle — durch den Ausdruck «gegebene Linie» fiir den Durchmesser — als
Kontrapunkt zur Bereitstellung von Flache und Kreis zu nehmen sein. Damit wére verdeutlicht, dass
Flache und Kreis zu Beginn absichtlich sehr unbestimmt gegeben worden waren, wie auch das Quadrat
im ersten geometrischen Beispiel in Menon 82b-84b.

Dieser Abschnitt sollte zumindest plausibel gemacht haben, dass man in der frithgriechischen Mathe-
matik weitegehend sensitiv daftir war, wieviel man im Einzelfall {iber geometrische Objekte wusste und
wie man mit ihnen umgehen konnte, d.h. ob und wie sie einem gegebenn waren. Der entscheidende Un-
terschied zur modernen Mathematik ist, dass in dieser das Diskursuniversum nur eindeutig bestimmte,
sich nicht verdndernde abstrakte Gegenstdnde enthilt, von denen ein Einzelner ein in jedem Einzelfall
subjektiv beschrénktes Wissen hat, das die mathematischen Gegenstande aber nicht tangiert.”® Dagegen
steht hinter einem nur der Grofie, aber nicht der Lage nach gegebenen Kreis kein vollstindig bestimmter
Kreis, von dem wir nur zu wenig wissen; genauso verhilt es sich, wenn zwei geometrische Objekte fiir
sich gegeben sind, aber ihr genaues Verhiltnis nicht angegeben wird.

PLATON reflektierte demnach vermutlich darauf, wie er die geometrischen Objekte dem Leser gab,
(oder besser: inwieweit die angefiihrten Objekte gegeben sein sollten). Somit ist die direkte Gegeben-
heitsweise der Flache und des Kreises in ihrer Unbestimmtheit ernst zu nehmen. Damit fillt aber die
oftmals implizite Kritik, dass (z. B. nach (3)) keine vollstindige Losung im Text geboten werde,”” weg.
Denn selbst wenn das (Grofien-) Verhiltnis zwischen Fliche und Kreisdurchmesser in diesem klassi-
schen Sinn hier gegeben wire (im Sinn von Definition 2), so wére es damit noch nicht angegeben (z.B.
die Flache als halb so grof$ wie das Quadrat auf dem Durchmesser).

Man kann hier auf Menons Art hereinfallen und wie er — der wissen wollte, ob Tugend lehrbar ist oder
nicht, ohne zuvor zu bestimmen, was sie tiberhaupt ist — die Einbeschreibbarkeit der Fldche festlegen
wollen, ohne diese genauer fiir sich und im Verhiltnis zum Durchmesser bestimmt zu haben.

2.3.6 Die hypothesis als begriffliche Objektbestimmung

Der weitere Kontext der platonischen Dialoge hilft nun bei der genaueren Bestimmung der hypothesis in
mathematischer und philosophischer Anwendung nur eingeschrankt. Was namlich unter einer mathe-
matischen analysis, deren Resultat eine hypothesis ist, genau verstanden wurde, ist in manchen Einzel-
heiten so undurchsichtig, wie die genauere Bedeutung der hypotheseis im Philosophieren PLATONS.

75 Siehe Heijboer 1955, S.107.

76 Diese deskriptive Aussage {iber einen Diskurs ist unabhingig von den philosophischen Standpunkten, die man zur Mathe-
matik einnehmen kann.

77 Diese Uberlegung scheint vielen Einwénden von Lloyd 1992 zugrunde zu liegen; vgl. auch Gaiser 1964, S. 379.
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Unter einer geometrischen analysis verstand man in der Antike die mathematische Methode, von dem
gewiinschten zu beweisenden Resultat auszugehen und von dort ,riickwirts’ die ,Pramissen” hervorzubrin-
gen. Die synthesis gab dann den Beweis. Nun scheint die ausfiihrlichste der tiberlieferten Beschrei-
bungen der analysis aber inkohdrent zu sein, zumindest teilt sie bereits die analysis in einen irgendwie
,absteigenden’ und einen ,aufsteigenden’ Teil ein. Deswegen ging man dazu {iber die Praxis der antiken
Geometriker stirker einzubeziehen bei der Bestimmung der analysis. Die detaillierte logische Struktur
dieser Methode und damit auch ihr genaueres Verhiltnis zur modernen formalen Logik scheint jedoch

noch nicht abschlieBend geklart worden zu sein.”®

Zunachst unterscheidet sich eine hypothesis in den platonischen Dialogen wesentlich von unserer Hy-
pothese und dem hypothetischen Annehmen.”? Man sollte bei ihr einmal an eine etwas festere, nicht
nur hypothetisch angesetzte Pramisse denken, als an von Mathematikern vorausgesetzte ,Axiome’, die
sie nicht weiter hinterfragen. Zweitens wird man wohl iiberrascht sein zu héren, was die Mathematiker
nach PLATON/Sokrates voraussetzen, denn das sind u. a. «das Gerade und Ungerade [der Zahlen] und
die [geometrischen] Figuren und die drei Arten der Winkel [spitz, stumpf und rechtwinklig]» (Politeia
510c). Eine hypothesis (einen kohidrenten Wortgebrauch PLATONs vorausgesetzt) wire demnach keine
Pramisse, sondern vermittelt ein mathematisches ,Objekt’, stellt eine «Grundunterscheidung»80 darund
ist dadurch Grundlage fiir das weitere Mathematisieren.

Die Objekt bezogene Sicht, die sich aus der Politeia ergibt, scheint nicht direkt mit anderen Erlduterun-
gen zur hypothesis vereinbar zu sein und wird auch kaum vertreten.8! Im Anschluss an die Verwendung
der hypothesis im Menon 86d-87a unterscheidet man die Interpretationen, die die Aussage ,Tugend ist
Wissen’ und die die bikonditionale Aussage ,Wenn Tugend Wissen ist, ist sie lehrbar und sonst nicht’
fiir eine hypothesis halten neben der Aussage ,Tugend ist gut’. Denn die Uberlegungen zur Einbeschrei-
bung der Flache dienen Sokrates als Beispiel einer Argumentationsstrategie, die auf die Frage, ob Tu-
gend lehrbar sei, {ibertragen werden soll. Die analoge Frage, ob die gegebene Flidche als Dreieck in den
gegebenen Kreis einbeschrieben werden kann, wird nach Art der Geometer (Gomnep ol yewpérpor) von
einer Voraussetzung aus (€ dno%éoewg) angegangen. Die Voraussetzung steckt nun in dem Satz:

Wenn diese Flache derart ist, dass ..., diinkt mich, wird etwas anderes erfolgen, und wiederum etwas an-
deres, wenn dies unmoglich ist.

Diese Umstidnde stehen nun scheinbar in Opposition zu dem objektorientierten Verstandnis der hypothe-
sis. Nun ist jedoch zu berticksichtigen, dass gerade fiir mathematische Objekte der Weg zu ihrem begriff-
lichen Gehalt nicht weit ist. Z. B. ist der skizzierte Kreis, der aus Druckerschwirze besteht und relativ
platt auf der Oberflache des Papiers angesiedelt wird, keine Instantiation eines mathematischen Krei-
ses, denn diese materiellen Eigenschaften konnten ihn unverwechselbar machen. Erst in die Bildebene
gespiegelt geht er dieser Eigenschaften wieder verlustig und kann die Allgemeinheit annehmen.8? Aber
nicht jede Bestimmung ergibt ein mathematisches Objekt.?® Bereits aus der Trennung in den Elementen
zwischen Definitionen, Postulaten und ,Axiomen’ ist zu bemerken, dass die in den ,Axiomen’, den »ot-
vl Ewvotat, (und auch den Postulaten) vorkommenden Begrifflichkeiten weder mathematische Objekte
sind, noch in gewisser Weise zu ihrer Bestimmung beitragen konnen. Und zwar wird ihre Beteiligung
insofern problematisch, als sich mathematisch kein Groffenmafs mitteilen ldsst, und somit durch eine

78 Vgl. Mahoney 1968, Hintikka und Remes 1974, Hintikka und Remes 1976, Behboud 1994, Berggren und Van Brummelen 2000,
Faller 2000, Wolfsdorf 2008, Sidoli und Saito 2010, Sidoli und Saito 2012.

79 Siehe Wolfsdorf 2008, S. 37ff., fiir die Bedeutung des Ausdrucks in vorplatonischer Literatur und in den Dialogen.
80 Bohme 2000, S. 96.

81 In Bohme 1976 wird noch davon ausgegangen. Das Ansehen dieser These gibt wohl folgende Auferung gut wieder: «The
meaning, or in any case the purport, of the words ¢¢ Ono9éoewg is indisputably "on the assumption of certain conditions
essential for the result of the investigation".» Heijboer 1955, S.90.

82 So zumindest in einer Interpretation des Liniengleichnisses; s. Abschnitt 1.3.1.

83 Siehe dazu Abschnitt 3.2.2.2.
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duflere Grofienangabe mathematisch nichts bestimmt werden kann. Grofienangaben kénnen mathe-
matisch nur relativ zu bereits gegebenen Objekten getatigt werden, Definitionen diirfen aber nicht von
gegebenen Objekten abhangen, womit Groflenangaben in Definitionen nur zwischen Bestandteilen des
zu definierenden Gegenstands vorkommen diirfen. Demnach wire die Bestimmung, kleiner als eine
vorgegebene Fldche zu sein, nichts, was einen mathematischen Gegenstand mit definieren konnte.

Dagegen ist die Bestimmung «als Rechteck so auf den Durchmesser abzutragen zu sein, dass ein dhn-
liches (und wenn nicht quadratisches, dann auch nicht gleiches) Rechteck tibrig bleibt» zwar durch den
gegebenen Durchmesser abhédngig von einer gegebenen Grofie, ansonsten aber ein begrifflicher Gehalt,
der zu einer weiteren Objektbestimmung taugt. Abstrahiert man von der vorgegebenen Lange der Linie,
die einen Durchmesser des Kreises bildet, dann liegt mit der geometrischen hypothesis im Menon tatsach-
lich eine Grundunterscheidung von Flachen vor. Diese ist natiirlich als methodisches Vorbild fiir eine
philosophische Diskussion und Forschung weit interessanter als ein reiner Gréflenvergleich, wie ihn (ii)
anbietet.

2.4 Exkurs: Das Gegebensein in der modernen Mathematik und die
Anfinge der Mathematik bei Thales

2.4.1 «Indiscernibles»

Ob ein mathematisches Objekt in der modernen Mathematik zuverldssig bereitsteht, um untersucht
und erforscht zu werden, hiangt letztlich davon ab, ob man die es umrahmenden Gesetzmafigkeiten
informell so angeben kann, dass man zumindest meint, die formalen Axiome daraus extrahieren zu
konnen, und ob diese Gesetzmifligkeiten stimmig sind.

Der Strukturalist diskutiert die ,Kohédrenz’ eines Axiomensystems als primitives Pradikat, dass unter an-
derem die Konsistenz der Axiome abschitzt und die Existenz der durch das Axiomensystem gegebenen
Struktur gewéhrleistet. Wenn das Axiomensystem kohérent ist, dann ist durch dieses eine existierende
(mathematische) Struktur gegeben, deren Strukturmomente oder Platzhalter in der Struktur als die ma-
thematischen Objekte der durch die Axiome festgelegten Theorie aufgefasst werden.

Fiir andere Konzeptionen der Mathematik verschiebt sich auch das Problem des Gegebenseins mathe-
matischer Objekte: Fiir einen Neologizisten ist dies die Frage nach der Giiltigkeit von Abstraktion-
sprinzipien, fiir andere, ob die Axiome aus der Anschauung genommen wurden.

Néher an der Antike als diese modernen Uberlegungen zur Existenz mathematischer Objekte sind mod-
erne Diskussionen tiber die Unterscheidbarkeit mathematischer Objekte. Will man ohne Rekurs auf die
Anschauung rein aus dem ,Denken’ bestimmte mathematische Objekte konstituieren, so miissen diese
Objekte unterscheidbar in einem starken Sinne sein, ndmlich eindeutig identifizierbar. Nennen wir das
die Identifizierungsthese (ID) des reinen Denkens. Frege vertrat diese Anforderung, an der sich seine Her-
leitung der Zahlen aus einer Logik messen lassen musste. Freges Plan, den die Entdeckung von Russells
Antinomie erledigte, war, nach einer logizistischen Begriindung der nattirlichen und rationalen Zahlen,
eine der reellen und komplexen Zahlen anzugeben. Worauf Brandom 1996 hinweist, ist nun, dass er
bei den komplexen Zahlen wegen (ID) in erhebliche Schwierigkeiten gekommen wiére, denn die bei-
den imagindren Wurzeln i und —i von —1 sind im Korper der komplexen Zahlen nicht identifizierbar:
Sei C = (C,0,1,+,-) der Korper der komplexen Zahlen, dann sind zum Beispiel 1 und —1 eindeutig
unterscheidbar, weil 1 der Gleichung x?> = x geniigt, wihrend —1 nicht diese sondern die Gleichung
x? = —x erfiillt. Nun gibt es in C auch zwei Losungen fiir die Gleichung x?> = —1. Die eine von diesen
zwei Zahlen bezeichnet man tiblicherweise mit i, die andere ist dann —i. Welche der beiden aber hat

84 Siehe Shapiro 1997, S. 132ff..
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man mit i bezeichnet? Dies kann man mathematisch nun nicht sagen, denn in C erfiillen i und —i die
gleichen Aussagen. Deswegen gibt es nicht nur den trivialen Automorphismus auf C, sondern einen
zweiten, der i auf —i abbildet: Eine Abbildung f : C — C ist ein Automorphismus auf C, wenn er bi-
jektiv ist und die folgenden Gleichungen erfiillt: f(x+y) = f(x)+ f(y) und f(x-y) = f(x)- f(y). Der
nicht-triviale Automorphismus auf C bildet eine komplexe Zahl a + bi (a,b € R) auf ihr komplex Kon-
jungiertes a — bi ab, und somit i und —i aufeinander. Damit gilt aber jede Aussage ¢ (i) (nur mit den
Konstanten 0,1 und den Funktionen + und -, und der Relation =; bzw. mit den Konstantennamen,
etc.) auch von —i, da dann auch ¢(f(i)) gilt, und umgekehrt.

Damit hat die Struktur der komplexen Zahlen genau eine vollstindige Symmetrie, die in der zweidi-
mensionalen Darstellung einer Spiegelung an der Achse der reellen Zahlen entspricht. Nimmt man
(ID) als Maf$stab, dann muss man zugeben, dass man bei der Betrachtung einer imagindren Zahl nicht
weifs, ob man gerade eine Zahl aus der ,oberen’ oder der ,unteren’ Halbebene der komplexen Zahlen
vor sich hat. Fiir die Mathematik selbst sind diese Uberlegungen und (ID) ohne Bedeutung, da sie
keinen Beitrag zur Erweiterung mathematischer Erkenntnisse leisten. Vielmehr wurde vorgeschlagen
dem tatsdchlichen Gebrauch von nicht eindeutig zuordbaren Parametern wie i in der Praxis auch in
den Kalkiilregeln einer formalen Pradikatenlogik gerecht zu werden, indem man die Regel der Existen-
zelimination verdndert und einen direkten Schluss von Vx¢(x) auf ¢(a) mit passendem Parameter a,

mit dem im Weiteren vorsichtig umgegangen werden muss, einfiihrt.3>

Man kann nun i und —i nicht absolut kennzeichnen, aber man kann sie unterscheiden, da es eine
zweistellige, nicht-reflexive Aussage ¢(x,y) gibt, so dass ¢(i, —i) wahr ist, jedoch nicht ¢(i,i), z.B.
x +y = 0. Das Gegenteil einer Struktur ohne nicht-trivialen Automorphismus ist eine Struktur, fiir die
von jedem zu jedem Objekt ein Automorphismus existiert und die in diesem Sinne total symmetrisch
ist. Ein nicht-triviales Beispiel ist der affine Punktraum, bei dem zu jedem Punktepaar eine Translation
und somit ein Automorphismus existiert.

Dieser Ausflug in Uberlegungen zur Ununterscheidbarkeit der durch Strukturen gegebenen Objekte
zeigt, dass auch in der heutigen Metamathematik auf die Gegebenheitsweise mathematischer Objekte
reflektiert wird. Zugleich kann er den Blick schirfen, wie sich die Mathematik zwischen Eindeutigkeit
und Homogenitét entfaltet, und wie essentiell gerade Homogenitétsiiberlegungen fiir die Konstitution
der frith-griechischen Geometrie sind (siehe Abschnitte 1.3.7 und 3.2.2.2). Eine weitergehende Betrach-
tung, wie Homogenititsprinzipien fiir unsere Vorstellung und Konzeption von Raum und Geometrie
sind, wiirde vermutlich den tieferen Grund fiir die zahlreichen Symmetriephinomene®® in der Welt
offen legen. Der nédchste Abschnitt soll in diesem Sinne kurz andeuten, dass die Anfange der abstrak-
ten Mathematik gerade dadurch entstanden sein konnte, dass man die Wahrnehmungen ,homogener’
genommen hat als sie es waren.

2.4.2 Der Beginn der durchdachten Mathematik

Was haben die Griechen Neues in die Mathematik eingebracht und wie die moderne Mathematik be-
griindet? War es der logische Beweis, die Systematik in der Anordnung der Theoreme und des ma-
thematischen Wissens oder die Allgemeinheit ihrer Aussagen? Hier soll eine allgemeinere Sicht kurz
skizziert werden, namlich dass THALES historisch der erste Mathematiker war, soweit es tiberliefert ist,
der anfing zu denken. Damit ist gemeint, dass er in der Uberlieferung implizit als der erste beschrieben
wird, der sich von dem Eindruck der sinnlichen Wahrnehmung und der Erinnerungsbilder ein Stiick
weit emanzipierte, ohne im modernen Sinne abstrakt zu denken.

85 Siehe Shapiro 2008, S.297ff.; (man beachte den Gebrauch von ¢ als Parameter eingesetzt in eine Existenzaussage im ersten
Satz des néchsten Absatzes). Aus der Praxis der Mathematik argumentieren auch Leitgeb und Ladyman 2008.

86 Wie sie zum Beispiel bei Mainzer 1988 ausfiihrlich besprochen werden.
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Ohne vorgefasste Meinung zu abstrakten geometrischen Objekten wird der Beginn der wissenschaft-
lichen Mathematik besser beschrieben als eine Ergdnzung statt als Abstraktion. THALES sah etwas
Kreisférmiges, beliefd es aber nicht dabei, sondern begann den Kreis zu denken, fiigte ihm etwas — pla-
tonisch gesprochen — Geistiges hinzu. Und das bestand im wesentlichen in der Ununterscheidbarkeit
verschiedener Teile eines Objekts oder einer Konstruktion. Damit loste er sich von dem Zwang ein
Wahrnehmungs- und Erinnerungsbild eines Kreises, der immer eine rechte und linke Seite oder ein
Oben und Unten hat, in seiner gegebenen Bestimmtheit hinzunehmen, ohne deswegen neue Dinge,
nédmlich die abstrakten mathematischen Objekte, erfinden zu miissen.

Es ist allgemein bekannt, dass die dem THALES zugeschriebenen mathematischen Sitze alle mit Symme-
trietiberlegungen und Uberdeckungsarrangements bewiesen werden kénnen oder zumindest zu tun ha-
ben.?” So soll THALES der erste gewesen sein, der bewies, dass der Durchmesser den Kreis in zwei glei-
che Teile teilt, und er soll dhnliche geometrische Identitdts- und Kongruenzaussagen entdeckt haben.®
Der Kern dieser Symmetrien und Uberdeckungen liegt aber darin, die scheinbaren Bestimmtheiten in
einem Kreisbild aufzuheben und den Kreis darin ,neu zu sehen’. Diese durch das Denken neu in die
Mathematik eintretende Homogenitdt war zudem, wie in den Abschnitten zumindest etwas erkennbar
werden sollte, zentral fiir die Genese der euklidischen Geometrie. Bedeutender noch, da die Natur-
wissenschaften bis in die Neuzeit stark auf der euklidischen Geometrie aufbauten, griinden sich mog-
licherweise alle Untersuchungen zur Symmetrie und Ununterscheidbarkeit in Physik und Mathematik
letztlich auf diese in der Antike erstmals in die Wissenschaften eingetretenen Homogenititsprinzipien.

2.5 Weitere Analogieebenen

Sokrates erwdhnt das Verhalten der Geometriker, um eine Blaupause fiir das weitere Vorgehen in der
gemeinsamen Untersuchung mit Menon zu geben. Wie die Geometriker auf eine Frage eingehen, so
sollten sie beide es auch tun im Hinblick auf die Frage nach der Lehrbarkeit der Tugend. Neben dieser
expliziten Analogie weist das Geometriker-Beispiel aber noch weitere inhaltliche Beziige zur Diskussion
um die Tugend auf, die in den folgenden abschlieffenden Abschnitten dieses Kapitels hervorgehoben
werden, die aber zudem nahe legen, dass in Menon 86e-87a die geometrischen Zusammenhénge aus (3)
gemeint sind.

2.5.1 Taktik und Geometrie

Es erscheint vielen Kommentatoren des Menon als unwahrscheinlich, dass Menon das geometrische
Beispiel, so ad hoc, wie es der Dialog nahe legt, hidtte aufnehmen und verstehen kénnen, wenn es sich um
den geometrischen Sachverhalt (3) gehandelt hétte. Gegen diese Auffassung soll im folgenden ein Ar-
gument angefiihrt werden. Dieses griindet sich auf dem taktischen Nutzen der geometrischen Beispiele
verbunden mit Menons militarischer Ausbildung. Diese Verbindung von Geometrie und Kriegsfiihrung
wird in der mathematik-historischen Sekundairliteratur selten und speziell in Bezug auf PLATON gar

87 Zhmud 1997, S.147: «Hat denn Thales wirklich erst nach Agypten reisen miissen, um festzustellen, dal der Durchmesser den
Kreis in zwei Hélften teilt? Dieses elementare Faktum ist jedem Kind empirisch zugénglich, das einen Fladen oder ein rundes
Stiick Kése in zwei Hélften teilt.» (Der Autor dieser Behauptung war vermutlich ein Einzelkind.)

88 Siehe Proclus 1970, S.157/250f./299/352.

89 Vgl. Scott 2006, S.137, Thomas 1980, S. 170, Heijboer 1955, S.95f., Brumbaugh 1954, S.34, Benecke 1867, S.27. Meyers 1988,
S.176a9, ist sogar der Meinung, dass die geometrische Ahnlichkeit zu schwer war, um von Menon verstanden zu werden;
Menon ist fiir sie ein «inexpert in geometry» (Meyers 1988, S.176), denn er verstande so wenig von Geometrie, dass Sokrates
ihm den Ausdruck hypothesis erklaren miisste, weshalb die anderen mathematischen Ausdriicke, die zu seiner Erlduterung
dienen, weniger technisch und mathematisch kompliziert hitten sein miissen. Dieses Argument {iberzeugt allein deswegen
nicht, weil die elementare Mathematik kein explizites Methodenwissen beinhaltet, obwohl einiges an mathematischem Inhalt.
Eine Reflexion auf die Methode ist erst fiir den Fachmann von mathematischem Interesse, sowie der Junge aus Menon 82b-84d
selbst wohl weniger iiber das Vorgehen nachgedacht hat als entlang der inhaltlichen Frage.
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nicht”® thematisiert und soll deswegen etwas ausgefiihrt werden. Es wird sich zusitzlich ein Argument
ergeben fiir unsere Interpretation, das zugleich die Beschrankung darin auf gleichseitige Dreiecke er-
klart. Insgesamt soll die militar-taktische Bedeutungsebene der geometrischen Stelle kenntlich gemacht
werden.

Das fiktive Datum des Dialogs ist vermutlich der Januar oder frithe Februar 402 v. Chr., kurz vor den
jahrlichen kleinen Mysterien.”! 400 v. Chr. taucht MENON in Persien zu Beginn des Feldzuges des KY-
ROS gegen seinen Bruder als petpéuiov wieder auf, d.h. er war damals zwischen 14 und 21 Jahre alt.%2
Somit war der historische MENON, falls er tatsdchlich zum Dialogzeitpunkt in Athen gewesen sein
sollte, damals nicht lter als zwanzig Jahre. MENON wird in PLATONs Menon wie in XENOPHONSs Anaba-
sis charakterlich sehr dhnlich beschrieben, wenn auch in ganz unterschiedlicher, bei PLATON positiver,
bei XENOPHON in stark negativer Auspragung. MENON war schlau, wagemutig, in seiner Forschheit
zuweilen uniiberlegt, ziel-, zweck- und karriereorientiert, nicht zuletzt wegen seines geringen Alters
auch unerfahren, er liebt es zu befehlen und Macht auszuiiben nach eigenem Belieben oder zu seinem
eigenen Vorteil, nicht in padagogischer Absicht oder zum Vorteil des Befehlempfangers, auch wenn
er ihm unabhingig davon nichts Boses will. Im erwdhnten Persienfeldzug befehligte er die eigenen
Truppen und war einer von wenigen Kommandeuren.

Die zentrale Kampfform der griechischen Landstreitkrifte im Perserfeldzug und allgemein vor und
wihrend PLATONs Zeit war die Phalanx. In einer Tiefe von tiblicherweise acht, aber letztlich sehr vari-
abler Zahl von Reihen standen vor allem die schwer bewaffneten Hopliten dicht aneinander, rannten
in Kampfgesangen auf die andere in einer Phalanx geordnete Partei zu, die grofien Schilde und Speere
prallten gegeneinander und jede Partei versuchte im blutigen Gefecht mit Druck aus den hinteren Rei-
hen den Gegner zu iiberrennen, Breschen in seine Formation zu schlagen und ihn an den Seiten der
Schlachtreihen zu umkreisen, um ihn so von der Seite angreifen zu konnen. Die Bedeutung der leichter
bewaffneten Peltasten bestand wie die der Kavallerie in ihrer schnellen Beweglichkeit gegeniiber den
langsamen Hopliten, hoheren Maneuvrierbarkeit und zum Teil in ihrer grofSeren Reichweite. Zu den
Peltasten gehorten u. a. auch Bogenschiitzen, die Reiter ({nnetc) konnten ihre Speere von der Weite wer-
fen oder waren berittene Bogenschiitzen (inmoto€état). Im Nahkampf mit einer Hoplitenphalanx waren
die Reiter aufgrund der iiber zwei Meter langen Speere der Hopliten unterlegen, bis spater unter den
Makedonen schwer gepanzerte Kavallerie eingefiihrt wurde. Die Funktion der Reiterei beschrankte
sich demnach neben dem Fernkampf eher auf die Verfolgung sich zerstreuender oder fliichtender Geg-
ner, Angriffe auf die Seiten (und Riickseite) der Phalanx, insbesondere der nicht durch die linkshédndig
getragenen Schilder beschiitzte rechte Seite, und moglicherweise den Vorstof in Liicken der Phalanx-
formation. Thre militirischen Stirken konnte sie in der Ebene ausspielen.”®

Bekannt fiir ihre Reiterei waren vor allem die Thessalier, deren ebenes Land die sonst oft nicht gegebene
Voraussetzung zur guten Pferdezucht bot. Wenn man sich versucht ein Bild der antiken Reiterei zu
machen, sollte man sich die Pferde nicht zu grof8 vorstellen. Mit einer durschnittlichen Hohe zwischen
132 und 140 cm gemessen am Widerrist wiirde man heute eher geneigt sein, sie fiir Ponies zu halten.
Die Hufe waren unbeschlagen. Die geringe Tragkraft mag mit eine Ursache gewesen sein, warum (in
Persien) der Streitwagen weit vor dem einzelnen Reiter im Kampf eingesetzt wurde, der ihn spiter
wieder verdriangte.”* Der griechische Reiter verfiigte {iber Ziigel, sa} aber ohne Sattel auf dem Pferd

90 Zumindest in der neueren Sekundérliteratur. PLATON selbst verband Mathematik und Kriegsfithrung scheinbar starker, vgl.
Politeia 521d, 522de, 225b, 526d.

91 Vgl. Erler 2007, S. 166.
92 Siehe XENOPHONS Anabasis II 6,28.

93 Vgl. das Sprichwort, das PLATON dem Mathematiker Theodoros in den Mund legt: «Das heifdt Reitern in der Ebene begegnen,
wenn man den Sokrates auf Reden herausfordert.» Theaitetos 183d.

94 Vgl. Anglim et al. 2002, S. 93f..
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und konnte deshalb nicht wie der mittelalterliche Ritter Stéfse mit einer Lanze durchfiihren, die ihn
selbst vom Pferd geschleudert hitten.

Die Reiterei setzte sich (in Athen, das bereits um 438 v. Chr. {iber etwa 1000 Reiter verfiigte’®) aus Mit-
gliedern des Hochadels zusammen, nicht zuletzt weil die Beschaffung, Pflege und Zucht von Pferden
besonders in den nicht ebenen Teilen Griechenlands ein teures Unternehmen war.”® Somit war die Er-
haltung der Disziplin in so einer berittenen Gruppe eher jiingerer, standesbewufiter Aristokraten ein

schwierigeres Unterfangen als in der Infanterie.”

Das Fach der Taktik bestand fiir den Kommandierenden zu einem grofien Teil aus dem Entwickeln
und Umsetzen von Kampf-, Marsch- und Lagerordnungen.”® Dazu niitzlich waren augenscheinlich
die Kenntnisse der Steinchen-Arithmetik,?? d.h. elementares Wissen iiber Teilbarkeiten und Ahnliches.
Kompliziert werden Uberlegungen zur einfachen Aufstellung in einer Phalanx durch verschiedene Un-

tereinheiten unterschiedlicher Grofie, die in bestimmter Form zusammen aufgestellt werden sollten.100

Sokrates erwdhnt in Politeia 526d die Anwendung elementarer geometrischer Kenntnisse in der griechi-
schen Kriegsfithrung: «Denn um Lager abzustecken, feste Pldtze einzunehmen, das Heer zusammen-
zuziehen oder auszudehnen und fiir alles, was die Aufstellung des Heeres in den Gefechten selbst und
auf den Maérschen betrifft, wird einen groflen Unterschied machen, ob einer ein Geometriker ist oder
nicht. Zu dem allen, sagte ich, ist freilich ein sehr kleiner Teil der Geometrie und Rechenkunst hinrei-
chend».

Was fiir einen militdr-taktischen Sinn kénnte nun das geometrische Wissen im Menon gehabt haben?

1.) Um ein Heer in quadratischer Form zu ordnen, wie zum Beispiel beim Auszug der Zehntausend
aus Persien so, dass die Krieger die Rander belegten, der Tross die Mitte fiillte, wurde vermutlich durch
elementare arithmetische aber auch geometrische Kenntnisse erleichtert. Die zentrale mathematische
Erkenntnis des ersten geometrischen Zusammenhangs, dass das Quadrat tiber der Diagonale doppelt
so grof3 ist wie das Ausgangsquadrat, wird wohl zu den einfachen Mittel fiir abschitzende Grofenver-
gleiche von Truppen und Kampfverbanden gezihlt haben. Die zahlenmifige Stirke des Gegners im
Vergleich mit der eigenen zu kennen, war von Bedeutung, gab es auch einige Listen, sie nach oben oder
unten vorzutiuschen.!0!

2.) Der entscheidende Umstand ist jedoch folgender: Die geometrischen Figuren von Quadrat und
gleichschenkligem Dreieck (bzw. Rechteck und Raute) sind die bestimmenden Formationsordnungen
der griechischen Kavallerie. Die Quellenlage ist diesbeztiglich allerdings so diirftig, dass der Menon
selbst vielleicht als dlteste Quelle dienen kénnte, wenn erstmal sein Bezug zur griechischen Taktik plau-
sibel gemacht worden ist.!%? Unsere Quellen sind vor allem hellenische Taktikbiicher von ARRIAN,
AELIAN und ASKLEPIODOTUS, die nicht vor dem ersten Jahrhundert (v. Chr.) geschrieben wurden. Sie

95 Vgl. Spence 1993, S.10. Sparta rief erst 425/4 v. Chr. eine ,schnelle Eingreiftruppe’ von 400 Reitern ins Leben, um sich besser
gegen die von See iniziierten Angriffe Athens gegen Besitztiimer Spartas wehren zu kénnen.

96 Vgl. Spence 1993, S. 272ff..

97 Hinzu kommt, dass die Stdrke der griechischen Fufstruppen viel mehr als bei den Berittenen in ihrer gemeinschaftlich und
konsequenten Aufstellung lag. So berichtet Aristoteles: «...die Schwerbewaffneten konnten ja ohne Schlachtordnung nichts
ausrichten, und die Erfahrungen in diesen Dingen und die Regeln der Aufstellung der Truppen waren den Miannern der
Vergangenheit noch unbekannt; daher beruhte ihre militarische Starke auf der Reiterei» (ARISTOTELES Politik 1297b).

98 «To move men from place to place in an orderly column, to deploy them into line on the field of battle, to vary the depth
of the line and the front that it covered, and to change direction without falling into confusion, were the objects of tactics.»
(Anderson 1970, S. 98).

99 «Denn dem Krieger ist es der Aufstellungen (t&c té&€etc) [der Soldaten in Formation] wegen notwendig, dieses [dh. die
Rechenkunst und Arithmetik] zu verstehen» (Politeia 525b). Siehe auch Abschnitt 4.4.1.

100 Siehe Anderson 1970, S. 94ff..
101 Siehe Hutchinson 2000, S. 202.

102 Die folgenden historischen Tatsachen kann man in Devine 1983 finden.
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erwdhnen die Benutzung von keilférmigen Ordnungen in der Schlacht bei Leuktra 371 (v. Chr.) und
(der zweiten Schlacht) bei Mantinea 362 (v. Chr.).1%% Die traditionelle Formation der griechischen und
persischen Kavallerie war das Quadrat, das wegen der Linge der Pferde arithmetisch ein zwei- bis
dreifach kiirzeres Rechteck war.!®* Neben den der Phalanx entsprechenden rechteckigen Formationen
waren keilformige Aufstellungen fiir die taktischen Untereinheiten der Kavallerie, den sogenannten 7y,
naheliegend. Wihrend die breite Front eines Rechtecks den gleichmafSig weiten Abwurf von Speeren
ermoglichte, konnte eine keilférmige Anordnung besser in die Liicken der gegnerischen Reihen stofien.
Mit ihr konnte man leichter die Richtung wechseln und benétigte nur einen Anfiihrer, der an der Spitze
ritt, auch wenn es wahrscheinlich tiblich war, an jeder Ecke einen zu postieren. Allerdings war es fiir
die Reiter gegentiber einer rechteckigen Anordnung schwerer, die Formation einzunehmen und bei
Manévern einzubehalten. Aufgrund der versetzten Anordnung der Pferde verletzten sie sich in Bewe-
gung leichter gegenseitig.!%> Auch hatte sie den Nachteil, dass nicht mehrere Fiihrer gleichzeitig auf die
gegnerischen Reihen trafen.!%°

Man darf wohl bei den keilférmigen Reiterformationen, sofern sie von den Thessaliern benutzt wurden,
vor allem an kompakte, ,ausgefiillte’ Dreiecke in A-Form denken, insbesondere, wenn man die von den
Thessaliern erfundene Rauten-Form in die Betrachtung mit einbezieht, da sie wohl nur kompakt Sinn
macht. Bei der Anwendung der Keilform in der Schlacht bei Leuktra durch den Thebanischen Feldherrn
EPIMAINONDAS handelt es sich, wenn Devine mit seiner Interpretation recht hat, 107 um eine auf unter-
schiedliche Truppenteile {ibergreifende taktische A-Formation, d.h. einen ,hohlen” Winkel im Grofien,
an dessen Spitze eine kompakte A-Form zu finden war. Man scheint drei keilférmige Aufstellungen
unterscheiden zu kénnen: die kompakte und hohle fiir Untereinheiten der Kavallerie und Infanterie,
und eine hohle fiir tibergreifende taktische Formationen.

Wann welche Formation bekannt war, ist unsicher. Der Tyrann von Pherai (385-370 v. Chr.) mit Na-
men Jason soll die Raute, die richtig geteilt geometrisch zwei Dreiecke ergibt, als Formation erfun-
den und in der Thessalischen Reiterei eingefiihrt haben.!”® Die Keilformation fiir Reiter hat spéter der
Makedonenkonig Philipp II. von den Skythen und Thrakern tibernommen.'% Demnach hitte der his-
torische MENON die Keilformation noch gar nicht gekannt. Zu seinem forschen Charakter hitte es
aber sowohl gepasst, eine sonst unbekannte oder unbenutzte Formation auszuprobieren, wie es ihm
auch entsprochen hitte, als einziger Anfiihrer an der Spitze seiner Truppen zu reiten und die Reiter zu
lenken.10 Wenn der Menon tatsichlich etwa um 385 v. Chr. verfasst wurde,!!! wire es aber mindestens
genauso plausibel, dass PLATON eine aktuelle taktische Neuerung in den Dialog miteinbrachte.

Der in diesem Abschnitt bisher vorgelegte historische Rahmen legt es nahe, dass die beiden in den zwei
geometrischen Stellen im Menon vorkommenden Figuren im Kontext der antiken Kriegsfiithrung gelesen
werden diirfen. Man kann noch {iber weitere Verbindungen zwischen dem mathematischen Inhalt der
zweiten Stelle und taktischen Uberlegungen spekulieren:

1.) Bereits erwdhnt wurde die natiirliche keilférmige Formation als gleichschenklige. Dies wiirde unter
unser Interpretation fiir eine Anspielung auf die Reiterformation sprechen, wie umgekehrt unter An-

103 Siehe Devine 1983, S.201.

104 Vgl. Gaebel 2002, S. 182, AELIAN in Toxtny Sewploa 18.5 in Devine 1989, S. 50.
105 Siehe AELIAN in Toxtny Sewpla 19.2 in Devine 1989, S. 51.

106 Siehe AELIAN in Toxtiny Sewpla 18.5 in Devine 1989, S. 50.

107 Vgl. Devine 1983, S. 207.

108 Siehe Devine 1983, S.202.

109 Siehe Devine 1983, S.202.

110 In Persien befehligte er allerdings scheinbar keine Reitertruppen.

111 Siehe Bluck 1961, S.118ff., Erler 2007, S. 166.
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nahme eines militdr-taktischen Kontextes eine Interpretation der Stelle zu bevorzugen ist, die vor allem
von gleichschenkligen Dreiecken handelt. Die einzige, die diesem Kriterium gentigt, ist (3).

2.) Die diirftigen Quellen zu antiken Reiterformationen geben fiir sich keinen Grund gegen oder fiir die
Annahme, dass die mathematische Konstruktion unserer Interpretation von taktischer Relevanz gewe-
sen ist. Ob es fiir antike Strategen von Bedeutung war, eine vorgegebene Menge von Reitern (z. B. eine
A1) keilformig in einem vorgegebenen Kreis formieren zu kénnen (mit den drei Anfiihrern auf der Kreis-
linie), oder umgekehrt, wenn die Anordnung bereits stand, den Umbkreis abzuschétzen, bleibt offen.
Aber vielleicht ist es gar nicht so unwahrscheinlich, dass es so war. Z. B. um eine Reiterei in nicht aus-
gefallener A-Form auf der Stelle zu drehen, ohne die Formation kurzzeitig aufzulsen, konnte es fiir die
drei Anfiihrer wichtig gewesen sein, den Umkreis, auf den sie alle drei positioniert waren, zu kennen,
um sich alle mit gleicher Biegung — quasi im Kreis entlang — zu bewegen. Der Umkreis ist aber einfach in
Umkehrung der Konstruktion von (3) abzuschédtzen. Man halbiert das Dreieck von der Spitze abwirts,
nimmt diese Hohe als Teil des Durchmessers, den man bekommt, wenn man noch ein dhnliches Drei-
eck anftigt; das gentigt. — Die Aufzdhlung der Vorteile der Keilformation beginnt Arrian mit: «Now,
this formation seems useful because the leaders are posted in a circle» (... §tt év u0xhw ol 1yspdveg te-
toypévorl eiot).!1? Leider scheinen die darauf folgenden, erwéhnten Vorteile sich nicht auf diese Aussage
zu beziehen, so dass unklar bleibt, was mit der Kreisanordnung gewonnen sein sollte.

Das Argument dafiir, dass Menon sehr wohl in der Lage war, die mathematischen Inhalte beider Bei-
spiele zu verstehen, lautet demnach: Weil MENON eine hervorragende militdrische Ausbildung besaf,
und beide geometrische Sachverhalte wahrscheinlich taktische Relevanz hatten, ist es nicht abwegig,
dass der historische MENON sie kannte, und ist es im Dialogzusammenhang sinnvoll, der Dialogfigur
Menon ein derartiges Wissen zu unterstellen.

Des weiteren spriache die Annahme jenes militdrischen Kontextes fiir eine Interpretation der zweiten
geometrischen Stelle, die eine Behandlung von vor allem gleichschenkligen Dreiecken bietet. Die einzig
allgemeine und bekannte, die das tut, ist die nach (3).

Die gerade erlduterte implizite militdrische Bedeutung der geometrischen Stelle hat auch einen direkten
Bezug zum Thema des ganzen Dialoges, der Lehrbarkeit der Tugend. Man darf annehmen, dass Menon
als junger Kommandeur um die Schwierigkeiten wusste seine Soldaten zu fithren und zu disziplinieren.
Je tugendhafter die Untergebenen sind, desto einfacher féllt es vermutlich ein embolon zu formieren und
einzuhalten. Und wenn sie weniger tugendhaft sind, sollten sie durch ihren Anfiihrer dazu gebracht
werden. (MENON hielt seine Gefolgsleute nach Auskunft XENOPHONS so ziigellos und wild, wie er
selbst es gewesen sein soll.)

Neben der allgemeinen Analogie, nach der die Lehrbarkeit der Tugend parallel zu sehen ist zur Ein-
beschreibbarkeit der Fldche als Dreieck, ist sie auch analog zur Aufstellung der schwierigen embolon-
Formation, deren Einhaltung vom Anfiihrer bestenfalls ein tugendhaftes Vorbild erwartet, wie von den
(oftmals eher eigensinnigen) Reitern Disziplin. Sokrates wéhlt demnach einen geometrischen Sachver-
halt, der direkt aus Menons Lebenswelt stammt und fiir ihn die Wichtigkeit der von beiden diskutierten
Frage exemplifiziert. Dies ist im Grunde auch zu erwarten, da im Menon (auch fiir platonische Dialoge
vielleicht vergleichsweise stark) die theoretische Erorterung mit dem Verhalten der Figuren im Gesprich
und ihrem Ethos allgemein in Verbindung gebracht wird.

2.5.2 Flache und Meinung

Im Fach der Geschichte der Mathematik gab es einen tiber kurze Zeit 6ffentlich und intensiv gefiihrten
Streit dartiber, ob und inwieweit man die griechische Flichengeometrie insbesondere des zweiten Buchs

112 Zitiert mit leichter Anpassung aus Devine 1983, S.202, vgl. AELIAN in Taxtuh Sewpio 18.4 in Devine 1989, S.50.
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der Elemente wissenschaftlich korrekt als algebraisch bezeichnen darf und damit die entsprechenden
Sétze als geometrischen Ausdruck bereits von den Babyloniern gefundener algebraischer Zusammen-
hinge.!'® AuBer Acht gelassen wurde dabei, ob vielleicht philosophische und /oder symbolische Griinde
fur eine Verwendung und Ausarbeitung der Geometrie mafigeblich waren, oder ob sich zumindest
Griinde finden lassen, die es hétten sein kénnen. Ein nicht weiter expliziter symbolischer Zusammen-
hang, den bis ins zweite Buch der Elemente zu verfolgen reizvoll wire, ist der zwischen Fliache und
Meinung. Er wird zunédchst nachgewiesen und dann den geometrischen Beispielen im Menon zuge-
fihrt.

Von PLATON nur miindlich tiberliefert ist die von Gaiser 1998 herausgearbeitete Verbindung der (Ideen)
Zahlen 1 — 2 — 3 — 4 mit der Folge Punkt — Linie — Flache — Korper und den Erkenntnisweisen Einsicht
— Verstdndnis — Meinung — Wahrnehmung. Der genaue Zusammenhang ist jedoch so dunkel wie die
kurzen schriftlichen Textzeugnisse schwierig, so zum Beispiel berichtet ARISTOTELES in De Anima I 2,
404b16-27:114
Und wieder anders (ausgedriickt): die Einsicht (vobc) sei die Eins, das Verstehen (¢mtotfpn) die Zwei, denn
auf einfache Weise beziehe es sich auf Eines, die Zahl der Fliche aber sei Meinung (86€x), sinnliche Wahr-
nehmung («io9notc) aber die Zahl des Korperlichen. Denn die Zahlen wurden als die Ideen selbst und die
Ursachen bezeichnet, sie sind aber aus den Urelementen (otovyci); und die Gegenstinde werden unter-

schieden teils durch die Einsicht, teils durch das Verstehen, teils durch die Meinung, teils durch die sinnliche
Wahrnehmung, die genannten Zahlen aber sind die Ideen der Gegensténde.

Der erste Teil verrdt uns, dass der voUc mit der Eins, die émiotpn mit der Zwei zusammenhéngt, 56€«
mit Fliche (das ist hier énine8oc), deren Zahl sie ist (tov 8¢ 100 émmnédov &ptIuov), und aicdnoic ebenso
mit dem Korper(lichen). Die in Fragmenten {iiberlieferte und von Gaiser ins Zentrum seiner Arbeit
gestellte Korrespondenz zwischen der <Dimensionsfolge> und den ersten vier Zahlen hat keine Grund-
lage in den platonischen Dialogen, und ist auch in diesem Zitat nicht zu finden, da weder die Zahlen
drei und vier noch Punkt und Linie direkt vorkommen. Eine Interpretation der Elemente vor dem Hin-
tergrund des Parmenides legt dagegen eher eine Korrespondenz zwischen den ersten vier Ideenzahlen
und der Folge Punkt — Linie — begrenzte Linie — gerade Linie nahe.!1

Zu beachten ist, dass hier nicht von reinem Flacheninhalt (ywptov) die Rede ist, sondern sozusagen von
(ebener) Flache!'®, die in bestimmter Weise begrenzt ist oder explizit unbegrenzt.

Die grobe Struktur des ersten geometrischen Beispiels (Menon 82b-84d) beztiglich des Fldacheninhalts ist
die Verdopplung. Von einer gegebenen Fliche eines Quadrats ausgehend wird die doppelt so grofie mit
gleicher Form gesucht, verschiedene Moglichkeiten ausprobiert und sie schlieflich gefunden.!!” Erset-
zen wir ,geformte Fliche’ durch ,Meinung’ bzw. ,Uberzeugung’, sucht man nun von einer Uberzeugung
ausgehend eine andere, probiert verschiedene aus, von denen man erkennt, dass sie nicht die gesuchte
sind, und findet schlieflich die neue Uberzeugung, die in einem bestimmten angebbaren Verhéltnis zur
ersten steht. Man hat eine Uberzeugung (86€x) durch Griinde gebunden (8707 aitiog Aoyiop®), eine Er-

113 Siehe Christianidis 2004. Thaers Euklidkommentar besteht zu einem wesentlichen Teil aus derartigen Ubersetzungen. So
lautet die Aufgabe (VI 28): «An eine gegebene Strecke ein einer gegebenen geradlinigen Figur gleiches Parallelogramm so
anzulegen, daf ein einem gegebenen dhnliches Parallelogramm fehlt; hierbei darf die gegebene geradlinige Figur nicht grofer
sein als das dem fehlenden dhnliche tiber der Halfte der Strecke zu zeichnende Parallelogramm.» Sein Kommentar dazu endet
mit einer algebraischen Formel, die zumindest keine Verstandnishilfe fiir EUKLIDs Problem bietet: «d.h. man konstruiert»

T
- %w in VI 28.
2

114 Zitiert nach Gaiser 1998, S. 45.
115 Siehe Abschnitt 1.3.7.

X =

NI~

116 Fiir den Unterschied zwischen Ebene und Fldche im Sprachgebrauch ARISTOTELES’ und PLATONS siehe Fufinote 11 auf Seite
89.

117 Schleiermacher gibt das in Menon 82b-84d durchgehend verwendete «ywpiov> (Flache) auch dort als <Viereck> wieder, wo nicht
explizit auf ihre Begrenzung oder Form Bezug genommen wird. Im griechischen Original wird es deutlicher, dass es um
eine Flache und ihre Verdopplung geht. Dass ywplov als Fliache von ihrer Begrenzung und von Figur zu unterscheiden ist im
Menon, darauf hat bereits Wex 1867, S. 133f., treffend hingewiesen.
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kenntnis (¢motnun) gewonnen (Menon 98a). Der geometrische Sachverhalt bildet demnach die Struktur
des Lernens und ersten Erkennens ab, insofern man beim Lernen von einer bereits gefassten Uberzeu-
gungen in vollbewussten Konstruktionsschritten zu anderen weiterschreitet: «so hindert nichts, daf3,
wer nur an ein einziges sich erinnert ... alles {ibrige selbst auffinde» (Menon 81d).

Demnach enthilt die Symbolik der geometrischen Objekte und ihrer Vermittlung genau das, wozu das
geometrische Beispiel auch explizit dienen soll: eine Darstellung eines echten Lernprozesses. Nach den

118

Uberlegungen zum Liniengleichnis!!® scheint sich in dem geometrischen Sachverhalt von Menon 82b-

84d die Idee des Lernens zu spiegeln und dieser eine Briicke zu ihrer Erkenntnis zu bilden.

Wihrend die geometrische Frage an den Sklaven die nach der Grofie einer Seite ist, ist hier im zweiten
Beispiel die Frage nach der Moglichkeit einer Konstruktion. Aber im Gegensatz zur ersten ist sie (im all-
gemeinen) gar nicht eindeutig zu 16sen, da die Grofse der Ausgangsfldche und ihr Verhéltnis zur Grofie
des Kreisdurchmessers unbestimmt bleibt. Damit riickt, neben der Angabe einer exakten Fallunterschei-
dung, die Konstruktionweise selbst in den Mittelpunkt, und damit stellt sich neben die Betrachtung
einer Erkenntnis im ersten Beispiel die Beschreibung eines Formierungsprozesses. Bei der Verdopplung
der Quadratflidche bleibt die Form gleich, der Flicheninhalt wird verdndert, wihrend hier die Fldche
gleich bleibt, aber in eine (neue) Form gebracht wird. Im zweiten geometrischen Beispiel bleibt ndm-
lich die Anfangsflache zwar die ganze Konstruktion tiber gleichgrof, aber ihre Begrenzung wird erst
gebildet und entsprechend analog erst die Uberzeugung ausgebildet: Einmal wird sie zu einem (gleich-

schenkligen) Dreieck geformt, zum zweiten wird sie in einen vorgegebenen Kreis eingespannt.!!?

Was sich bereits an dieser zweiten geometrischen Stelle im Dialog durch einen Vergleich der geometri-
schen Symbolik andeutet, wird durch Sokrates erst nach einem Umweg explizit in das Gespréch einge-
bracht: Der Umstand, dass um tugendhaft zu sein keine begriindete Uberzeugung notwendig ist, weil
eine richtige bereits ausreicht (Menon 97b).

Die expliziten methodischen Korrespondenzen dagegen, die sich aus dem Muster des Beispiels fiir den
weiteren Gespréchsverlauf ergeben, ist einmal die zwischen Lehrbarkeit der Tugendhaftigkeit und Ein-
beschreibbarkeit der Flache in den Kreis, und zum zweiten die zwischen Wissen und der Anlegbarkeit

auf dem Durchmesser.12°

2.5.3 Die Mitte finden

Eine weiteres Argument fiir eine Interpretation nach (3) ergibt sich nun daraus, dass man die folgende

121

Reflexion auf die individuelle und historische Rezeption von Menon 86d-87a"~" mit dem geometrischen

Sachverhalt in Verbindung bringt:

Das Interpretieren von Menon 86d-87a ist ein durch die sprachlichen Probleme und die Kiirze der Dar-
stellung verursachtes Hin-und-her-Wechseln zwischen den verschiedenen Losungsversuchen, den Ar-
gumenten fiir die eine oder andere Interpretation und eigenen, vermutlich vergeblichen, Anstrengun-
gen gleich gute und bessere Moglichkeiten, die Textstelle zu interpretieren, zu finden. Und auch wenn
man schliellich nach diesem, dhnlich dem Gespréachsverhalten Menons im Dialog, mafSlosen Herumir-
ren, sich auf eine Interpretation festlegt, wiirde man letztlich doch noch hoffen, es gébe eine befriedi-
gendere.

118 Siehe Abschnitt 1.3.1.

119 Der elementarste Baustein der Welt wird in die Weltseele eingespannt; fiir den Zusammenhang von Seele und Kreis vgl.
Timaios 36bc, fiir das Dreieck als der Elementarbaustein Timaios 53cff..

120 Vgl. Scott 2006, S. 136.
121 Siehe Lloyd 1992, S. 178ff..
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Diese Irrfahrt ist aber duflerst dhnlich zu dem, was dann stattfindet, wenn man versucht, die Konstruk-
tion einzuldsen. Versucht man in der Vorstellung eine gegebene Fliache auf einer gegebenen Linie als
Rechteck so zu platzieren, dass ein der Gestalt nach dhnliches Rechteck {ibrig bleibt auf der Linie, so
wird man zunéchst folgendes beobachten kénnen: Man stelle sich eine beliebige, aber konkrete Flache
und einen Kreis mit einem entsprechenden konkreten Durchmesser vor. Wenn man zunéchst nur da-
rauf achtet, dass die angelegte Fliache genauso grofs ist wie die Ausgangsfliache, so wird das restliche
Rechteck in den meisten Fillen nicht dem angelegten dhnlich sein. Variiert man nun bei gleichbleiben-
der Hohe die angelegte Linge flieend, bis die Rechtecke dhnlich sind, so stimmt die angelegte Fldche
nicht mehr mit der Ausgangsfldche tiberein. Man kann sie bei gleichbleibender Hohe und gegebenem
Durchmesser auch konstruieren und damit ohne Rekurs auf eine fliefende Bewegung angehen.

Wihrend man die Aufgabe in (VI 28) noch konstruktiv bewiéltigen und damit auch in die Vorstellung
bringen kann, ist hier die Gestalt des tibrig zu bleibenden Rechtecks nicht fest, sondern an die Form
gebunden, die die angelegte Fliche einnimmt. Diese hangt aber wieder von ersterer ab.!?> Man hat,
wenn man versucht die Anlegung in der Vorstellung zu vollziehen, einmal die Flache zu weit angelegt,
das andere Mal zu kurz. Die gesuchte Mitte dazwischen kann nicht konstruiert, sondern muss auf An-
hieb richtig getroffen werden. Dieser Bewusstseinsprozess, bei dem man die Fldche durch die Anlegung
—unter Herstellung der Balance zwischen den zwei Rechtecken — in konkreten Bezug zum Durchmesser
und zum Kreis selbst bringt, konnte nun den Prozess des Tugendhaftwerdens im Bereich der mathe-
matischen Tatigkeit spiegeln. Darauf deutet die platonische Konzeption des Guten als Mitte zwischen
einem Mehr-und-Weniger hin,'?? bzw. der Tugend als Mitte zwischen Ubermaf3 und Mangel bei Leiden-
schaften und Handlungen.!?* So wie man durch das Auffinden der mittleren und richtigen Anlegung
der Fliche die Fliche als Dreieck einbeschreiben kann, so wird man durch das Auffinden des Guten
tugendhaft. Das Auffinden der richtigen Anlegung kann nun nicht in einem konstruktiven Prozess
geschehen, sondern muss auf einmal, plétzlich geschehen durch einen momenthaften Austritt aus dem
rein geometrischen-konstruktiven Bereich.

Diese inhaltlichen Zusammenhinge der zweiten geometrischen Textstelle im Menon waren demnach
Ausgangspunkt von etwas, das selbst wiederum als Sinnbild genommen werden sollte fiir hohere ideen-
hafte Zusammenhénge. Ist das der Fall, so darf diese hochst bedeutsame Verwendung geometrischer
Sachverhalte vermutlich auch als weitergehende Erlauterung zum angeblichen'?® Eingangsspruch der
Akademie dienen: A'TEQMETPHTOX MHAEIY EIXITQ (dyewuétpnrog undelg sioitw: fiir Nicht-
Geometriker kein Eintritt).!26

2.5.4 Ausblick

Nach der gerade geleisteten mathematischen Bestimmung des Inhalts des geometrischen Beispiels in
Menon 86e-87a und der Einbindung des mathematischen Inhalts in den Dialogzusammenhang, wire
jetzt der methodische Aspekt, wegen dem es von Sokrates explizit angefiihrt wird, genauer zu betra-
chten und der argumentative Fortgang des Dialogs in diesem Licht zu verfolgen. Weil aber noch nicht

122 Diese zirkuldre Struktur reflektiert Menons doppeltes Paradox des Forschens (Menon 80d), das Anlass ist fiir die Erwahnung
der Wiedererinnerungslehre und seiner Uberpriifung am Beispiel der Verdopplung des Quadrats (Menon 81a-85d): Wie sollte
man etwas suchen konnen, was man nicht kennt, da man es ja nicht kennt, und wie sollte man das, was man findet, als das
erkennen, was man nicht kannte, da man es ja nicht kannte? Fiir das erste geometrische Beispiel wire eine erste Antwort,
dass man etwas eindeutig kennzeichnen kann (z. B. als Seite des verdoppelten Quadrats) ohne es genau oder in seiner Grofie
zu kennen.

123 Siehe Gaiser 1964, S.392f./372, Kramer 1959, Kapitel 2. Allerdings ist ein Nachweis dieser Auffassung in den Dialogen
schwierig.

124 Vgl. ARISTOTELES Nikomachische Ethik 1106a24ff..
125 Die historische Evidenz dafiir ist recht gering, vgl. Fowler 1999, S.199ff..

126 ARISTOTELES merkt an, dass man unter Nicht-Geometriker nicht {iber Geometrie sprechen soll, weil dabei unschliissige Ar-
gumente ohne Widerspruch durchgehen; siehe Analytica Posteriora 77b.
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einmal der mathematikhistorische Anteil an dieser Aufgabe abgeschlossen ist, noch die Verwendung
der hypothesis in den platonischen Dialogen ganz geklirt (wie in Abschnitt 2.3.6 beides angedeutet),
kann dies hier nicht geleistet werden.



«Die logischen Principien, welche die Mathematik zur exacten
Wissenschaft gemacht haben, sind bekanntlich von den alten
Griechen aufgestellt worden. Diese Principien waren so vollstandig
entwickelt, dass man in der Regel durch genauere Untersuchung
und durch ein tieferes Eindringen einen verniinftigen Grund auch
fiir dasjenige finden wird, was uns zuerst als eine tberfliissige
Vorsicht oder eine willkiirliche Festsetzung erscheint.»

Zeuthen 1896, S. 222

«Wir kennen ... das Krumme aufgrund des Geraden.»
De Anima 411a5

Die Dinge gerade biegen —
Parmenides und die Definition der geraden Linie

3.1 Einleitung und Ubersicht

Bereits in den letzten Kapiteln wurde versucht, durch ein verschirftes Bewusstsein fiir Grundlagen-
probleme sensibler zu werden fiir metamathematische Aussagen PLATONSs. In diesem Kapitel wird die
Bestimmung eines einzelnen geometrischen Objekts — der geraden Linie — in den Fokus gertickt.

Es ist nicht bekannt, was eine gerade Linie ist. Das ist auch insofern tiberraschend, als die Definition
eines Kreises einfach und allgemein bekannt ist: Ein Kreis ist die Menge aller Punkte, die zu einem Punkt
(dem Mittelpunkt) den gleichen Abstand haben.! Ahnlich bietet sich fiir jene etwas an wie: Eine gerade Linie
ist die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten.? In beiden Kennzeichnungen wird etwas gemessen, beim
Kreis die Entfernung zwischen zwei Punkten, bei der geraden Linie die Lange der Linie zwischen zwei
Punkten. Die Linienmessung in der Kennzeichnung einer geraden Linie wird jedoch dann problema-
tisch, wenn nicht nur eine gerade Linie zwischen zwei Punkten gekennzeichnet werden soll, sondern
sogar definiert, weil dann das Definiendum in keiner Weise im Definiens vorkommen darf. Wie aber
misst man in der reinen Geometrie die Lange einer Linie? Man wahlt eine gerade Linie als Einheitsmaf3
und setzt alle anderen Linien dazu in Beziehung. Jene Kennzeichnung ist also keine Definition auch nur

einiger gerader Linien.?

Naheliegend ist es auch, bei Hilbert* zu suchen, der die Geometrie so aufbaute, dass neben Punkten
und Ebenen nur Geraden (d.h. unendliche gerade Linien) und keine anderen Linien zum Objektbereich
gehoren — damit vermutlich unwissentlich einer Empfehlung J. G. Fichtes folgend® —, ob sich nicht aus
den Bestimmungen der Geraden in Hilberts Axiomen® in Bezug auf Punkte und Ebenen eine Defini-
tion ergeben konnte. Nun werden die Geraden dort zwar (weitgehend) vollstindig in ihren relevanten
Beziigen auf Punkte und Ebenen charakterisiert, aber gerade nicht in Bezug auf andere Linien, und es
ist nicht zu sehen, wie man daraus zu einer Definition der Art: Eine gerade Linie ist eine Linie, die so-und-so
ist, gelangen konnte. Andere Linien miissen in Hilberts Geometrie als Mengen von Punkten modelliert
werden. Man hat hier also nicht die Frage beantwortet, was eine gerade Linie ist, sondern vielmehr

1 Vgl Definition 15 in EUKLIDs Elementen.

2 Diese Charakterisierung findet sich in Archimedes’ Kugel und Zylinder (Archimedes 2009, S.78) ohne weitere Begriindung
vorausgesetzt. Dass bereits im Mittelalter die Definition der geraden Linie als nicht unproblematisch angesehen wurde, ist
durch die Diskussion der euklidischen Definition der geraden Linie in einem Kommentar zu den Elementen erkennbar, siehe
Lo Bello 2009, S. 1ff..

3 Je mehr mathematisches Wissen man ansetzt, desto komplizierter wird die Diskussion und hort hier noch nicht auf. Das
Ergebnis ist m. E. allerdings das gleiche, so dass hier auf eine Darstellung verzichtet wird.

4  Gemeint ist Hilbert 1962.

5 Siehe Fichte 1971, S. 64: «Eine Frage an die Mathematiker! — Liegt nicht der Begriff des Geraden schon im Begriffe der Linie?
Giebt es andere Linien als gerade? und ist die sogenannte krumme Linie etwas anderes, als eine Zusammenreihung unendlich
vieler, unendlich naher Puncte? ... Gleichfalls wird daraus klar, warum die gerade Linie sich nicht definiren lasst.» Dem
widersprach Fichtes Student J. F. Herbart in einem Brief an seinen Lehrer, allerdings nicht sehr originell, indem er letztlich die
gerade Linie zwischen zwei Punkten als die kiirzeste Linie zwischen diesen Punkten kennzeichnete; s. Herbart 1970.

6 Ein Teil der Axiome ist in Abschnitt 7.2.3.1, S.205, aufgefiihrt.
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welche Eigenschaften einer Geraden in Bezug auf Punkte und Ebenen fiir geometrische Beweise rele-
vant sind.

Der Schwierigkeit, anzugeben, was eine gerade Linie ist, war man sich noch solange in hoherem Mafs
bewusst, wie man stiarker mit der Tradition der Elemente EUKLIDs verbunden war, also etwa bis ins
neunzehnte Jahrhundert. So meinte z. B. der berithmte Mathematiker Henri Poincaré (1854-1912), die
einzig richtige Definition der geraden Linie, ndmlich die als potentielle Rotationsachse eines Korpers,

hervorheben zu miissen:’

Man hat viele mangelhafte Definitionen gegeben, aber die wahre ist diejenige, welche bei allen Beweisen, in
denen die gerade Linie vorkommt, stillschweigend vorausgesetzt wird:

»Es kann eintreten, daff die Bewegung einer unveranderlichen Figur dergestalt ist, daf8 alle Punkte einer
Linie, welche zu dieser Figur gehoren, unbeweglich bleiben, wihrend alle Punkte, welche auflerhalb dieser
Linie liegen, sich bewegen. Eine solche Linie wird man eine gerade Linie nennen.”

Und sein Kommentator Lindemann datierte dann diese Definition bis auf die Anfange der abendlindis-
chen Mathematik zurtick:®

Euklids Definition ... ist auch nur verstandlich und fruchtbar, wenn man sie in gleichem Sinn auffasst.

Wie er sich eine Implementierung seiner Definition, die Kérper voraussetzt, in den Aufbau der euklidi-
schen Definitionen, die erst den Punkt, dann Linie, dann Fldche, und gegen Ende die Kérper behandeln,
vorstellt, ohne in einen definitorisch verhangnisvollen Zirkel zu geraten, bleibt dabei unklar.

Dieses Kapitel soll aufzeigen, dass sich PLATON und EUKLID des Problems einer Bestimmung der gera-
den Linie annahmen und es im Rahmen ihrer Fundierungsmethodik lsten (siehe Abschnitte 3.2.2 und
3.4). Dies wird Resultat eines anderen Anliegens und der eigentlichen Hauptarbeit dieses Kapitels sein,
nidmlich der Interpretation einer Textstelle in der ersten sogenannten hypothesis des Dialogs Parmenides:

In der neueren Forschungsliteratur zeigt sich ein ungebrochenes Interesse an PLATONs Dialog Parmeni-
des. Am ersten Teil (Parm 126-137c) entztindet sich die Diskussion insbesondere an der Selbstpradika-
tion und den Dritter-Mensch-Argumenten, der zweite Teil (Parm 137c-166c¢) gilt als einer der dunkelsten
des platonischen Gesamtwerks und hat die Interpreten ein fiirs andere Mal herausgefordert.” Dabei
scheinen sich vollig einsichtige mit ganz unklaren Argumenten abzuwechseln und der Sinn der ganzen
Denkiibung des Parmenides ist bisher ungenaht. Aber auch die zahlreichen strukturell mathematischen
Passagen sind oftmals nur auf den ersten Blick durchgéngig und glatt. Ein Beispiel fiir eine derartige
klare Passage mit doch einigen Kanten und Ecken ist die Einfiihrung der Gestaltarten rund (ctpoyydiov)
und gerade (¢030) in Parm 137de. Zunéchst wird die Standardinterpretation mit ihren Schwierigkei-
ten vorgestellt werden (Abschnitt 3.2.1), als zweites ein alternatives Verstindnis vorgeschlagen und
erldutert (3.2.2), um dieses dann an verschiedenen Kontexten zu priifen: auf seine mathematische Be-
deutung (3.2.3), auf seine Konsistenz mit einer Textstelle bei ARISTOTELES (3.3) und seine Konsequen-
zen fiir eine Interpretation von EUKLIDs Geradendefinition (3.4) und das Kreisbeispiel im Siebten Brief
PLATONS (3.5).

Die These, die es dabei plausibel zu machen gilt, ist, dass «und> und «gerade> in Parmenides 137de gar
nicht rund gegentiber gerade bedeuten, sondern, dass «rund> sowohl rund wie auch gerade und «gerade>
soviel wie eckig bedeutet. Die Wurzeln dieses ungewohnlichen Sprachgebrauchs werden in Abschnitt
3.2.4 dargestellt.

7 Poincaré 1974, S.47.
8 Poincaré 1974, S. 279.

9 Bohme 2000 klammert sogar den zweiten Teil aus seiner ansonsten umfassenden Interpretation aus. Rickless 2007 untersucht
die Argumente des zweiten Teils im Detail.
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3.2 <Rund> und <gerade> in Parmenides 137de

3.2.1 Schwierigkeiten der Standardinterpretation

Bereits im Menon ist von RUND und GERADE als gegensitzliche Auspriagungen von Gestalt die Rede.!”
Gestalt (oy7jpa!!) wird von Sokrates erklart als «die Grenze des Korpers» (6nep &v ovlhafBdv elmotput
otepeod mépag oyiipa eivow Menon 76a).!? RUND und GERADE wiren dementsprechend unterschiedliche
Flachenarten, die Korper begrenzen. Ihre genaue Bedeutung wird im Menon nicht weiter untersucht,
dafiir findet sich die ,Definition’ der sie paradigmatisch verkorpernden Gegenstinde (scheinbar mathe-
matischer Kreis und Gerade) in Parmenides 137de:

Also [ist das Eine] auch ohne Gestalt; denn es kann weder rund noch gerade an sich haben. — Wieso? — Rund
ist doch wohl das, dessen Enden tiberall von der Mitte gleich weit abstehen? —Ja. — Gerade aber das, dessen
Mitte beiden Enden vorangeht? — So ist es.

Kai dvey oxnpaTog dpa ouTe Yap oTpoyyYUlou oUTe eUbtog peTexel. - [1dg - STpoyyUlov Y Tou ¢oT1
ToUTO OU AV TA §0XATA TAVTAXY A0 TOoU [éoov ioov amexy. - Nal. - Kal unv Uy ye, ob dv To péoov
ApPotv Tov eoxaTow emimwpocdev 9. - OuTwg.

Offensichtlich wird hier RUND oder GERADE von einem anderen Subjekt pradiziert. Im Menon ist es die
Gestalt, hier ist es etwas, das eine Gestalt hat, das RUND oder GERADE ist. Wir nehmen ,rund sein’ dort,
wo es sich nicht auf die Gestalt bezieht als ,von runder Gestalt sein’.

Die Standardinterpretation versteht unter dem RUNDEN einen Kreis oder eine Kugel und unter dem
GERADEN eine (gerade) Strecke.!> Wihrend die Bestimmung von RUNDER Gestalt klar ist, bedarf die

10 Wir schreiben ,RUND” und ,, GERADE” fiir ,,rund” und ,,gerade” dort, wo wir die in Parm 137de erwdhnten Begriffe von «rund»
und «gerade» meinen. Die These ist ja, dass sich RUND und GERADE stark von einem gewohnliche Verstindnis von rund und
gerade unterscheiden.

11 In einem rein geometrischen Kontext kann der altgriechische Ausdruck oy¥juux als (ebene oder kérperliche) Figur tibersetzt
werden. Man kann mutmafien, ob dann das griechische ei8oc wie in der dritten Definition in EUKLIDs Data (s. Menge 1896,
S.2, soviel wie Gestalt bedeutet. Aber an ebene Figuren zu denken, wenn oy7jua im Dialog Menon gebraucht wird, wie es Ebert
2007, S. 188ff., tut, stiftet am falschen Ort Verwirrung. Denn offenbar macht bereits die erste Definition von Figur als etwas, das
«immer die Farbe begleitet» (Menon 75b), deutlich, dass nicht nur die geometrischen Figuren gemeint sein kénnen. Gedrangt
von seiner speziellen Ubersetzung argumentiert Ebert 2007, S. 118f., dass émnéSov (Menon 76a) ebene (Ober-)Flache bedeuten
miisse. Diese Behauptung ist allerdings relativ stark, und es scheint hier vielmehr eine Verwechslung von ,zweidimensional’
und ,eben’ (hinsichtlich Politeia 528a,d, Timaios 32a) vorzuliegen — von EUKLID in den ersten Definitionen der Elemente begrif-
flich klar unterschieden als Flache (émupédveiar) und ebene Fldche (¢ninedog, énupdveter). ARISTOTELES gebraucht éminédov und
énupdvea fast vollig austauschbar. PLATON benutzt émgéverx nie in einem geometrischen Sinn und bezeichnet mit éntnédoy
undifferenziert sowohl Fliche wie ebene Fliche; siehe dazu Heath 1956a, S. 169.

Unter Gestalt wird hier die geformte Oberfldche der Korper und Gegenstidnde verstanden; vgl. Scott 2006, S. 39ff..

12 Zur Bestimmung von Gestalt als Grenze eines Korpers siehe auch ARISTOTELES Metaphysik 1090b5.

13 Die meisten Ausleger nehmen die Erlduterung zu GERADE unhinterfragt als Definition einer geraden Linie, vgl. Meinwald

1991, S. 83, Allen 1997, S.201; von Kutschera 1995, S. 68 Anm.21, Sayre 1996, S. 140f., Cornford 1951, S.118, Vitrac 990, S. 154f..
Scolnicov 2003, S.82, merkt zu RUND an: «Circle or sphere. As in Euclidean geometry, all shapes are derivable from the
circle and the straight line, as required by the classical «compass and straight-edge> restriction.» Das Zirkel und Lineal als die
klassischen Instrumentarien konstruktiver Geometrie im Hintergrund stehen sollen, hat eine Plausibilitat fiir sich. Es wird in
Parm 1374 allerdings beschrieben, wie die Gegenstdnde sein miissen, um eine RUNDE oder GERADE Gestalt an sich zu haben
und genau genommen nicht die Gestalt selbst (vgl. unten zu ARISTOTELES). Die Ableitung der euklidischen Figuren aus Kreis
und Strecke miisste auf den Bau der Gegenstande mit dieser oder jener Figur als Gestalt iibertragen werden. (Als Kreis wird
bei EUKLID zudem die volle Kreisscheibe definiert, nicht die Kreislinie, die die Figur Kreis begrenzt.)
Halfwassen 2006, S.314, akzeptiert die Definitionen als allgemeiner und gibt ein Beispiel: «als rund kann dann versuchs-
weise die Struktur der péytota yévn verstanden werden, die als Erstbestimmungen nicht regulir definierbar ..., sondern nur
gleichsam kreisformig durch die anderen Erstbestimmungen, d.h. durch die wechselseitige Koinonie der Urbestimmungen be-
stimmbar sind .. .. Als gleichsam linear kann dann die dihairetische Struktur des Eidos verstanden werden, dessen Definition
die beiden Grenzpunkte Gattung und spezifische Differenz linear abdeckt.» Damit werden aber nicht direkt die Erklarungen
aus Parm 137de exemplifiziert, sondern die Unterscheidung von Linien in geschlossene und offene bzw. unbegrenzte und
begrenzte (wenn man aktual-unendliche Linien nicht in die Betrachtung mit einbezieht). Er schliesst sich damit an die neu-
platonische Tradition an, die in der Kreislinie das Zurtickkommen und den Selbstbezug betont und in der in der Strecke das
auf etwas anderes Zugehen. Die Schwéche dieser Ansicht in unserem hermeneutischen Kontext ist, dass sie nicht die Erkla-
rung von RUND und GERADE fiir sich nimmt, sondern andere Eigenschaften der scheinbar durch die Erklarung bestimmten
Objekte verallgemeinert. Das Geschlossensein einer Linie setzt aber begrifflich den Ort aus Parm 138ab voraus.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 3.2.1 SCHWIERIGKEITEN DER STANDARDINTERPRETATION 90

von GERADER einer Erklarung. Die tibliche ist die ,Fernrohrdefiniton’:'* Wenn man von dem einen
Endpunkt aus zum anderen blickt, verdeckt die Mitte diesen (genau).!® Diese Interpretationen werfen
allerdings ein paar schwerwiegende Probleme auf:

1. Haben Kreis und gerade Linie iiberhaupt eine Gestalt? Nach der Textstelle im Menon und des folgenden
Gedankengangs in Parm 138ab miisste man unter einem RUNDEN Gegenstand einen dreidimensionalen
Korper erwarten. Die Definition des RUNDEN ist jedoch so abstrakt, dass unter sie auch Vollkugeln
fallen, die der Erwartung gerecht werden. Bei der geraden Strecke als sogar nur eindimensionalen
geometrischen Objekts ist unklar, wie man es verrdumlichen sollte. Man konnte wie in EUKLIDs Ele-
menten (I D7) die Definition fiir die gerade Strecke iterieren, indem man unter den Enden erst selbst
gerade Strecken versteht, die eine ebene Flache begrenzen, und dann ebene Flichen, die einen Korper
begrenzen. RUND wiére also jede Vollkugel, GERADE jeder durch ebene Flichen begrenzte Korper wie
zum Beispiel ein Wiirfel. Diese Interpretation hat neben ihrem ad-hoc-Charakter den Mangel, das die
Vorderseite jedes Korpers die Mitte und Riickseite verdeckt. Eine in Philebos 51c angegebene Konstruk-
tion von Flichen aus gegebenen Strecken und wiederum Koérpern aus diesen Flachen ist dagegen viel
plausibler, ist aber nicht in Einklang mit dem oben angefiihrten Zitat von Parm 137de zu bringen.

2. Gibt es nur Kreise und gerade Linien? Aus dem Textumfeld von Parm 137de wiirde man eine totale
Aufteilung der Gestalten, wie sie auch in Menon 76a angedeutet wird, erwarten, wie sie sonst zum
Beispiel durch ,in etwas anderem sein’ und ,in sich selbst sein’ (Parm 138a) oder durch ,Teil sein’ und
,Ganzes sein’ (Parm 137c) erreicht wird. Eine krumme Linie oder ein krummer Korper sind aber weder
(kreis-) rund noch gerade bzw. eben. Man konnte sie sich aus runden und geraden Anteilen zusam-
mengesetzt denken, wie in Parm 145b5 angedeutet sein konnte als Mischung von gerade und kreisrund
(Abb. 1), oder exakter, da sich manche Linien nur anndhern lassen, sie aus runden und geraden Teilen

approximieren.!®

Abb. 1
Abb. 2

Gegen diese Auffassung spricht, dass man geometrische Anndherungen ohne Kreisbogen nur mit Ge-
radenstiicken vollziehen kann (Abb. 2), und dass dies gerade fiir Kreise (und Kreislinien) in der grie-
chischen Geometrie mittels der Exhaustionsmethode des EUDOXOS praktiziert wurde.!” Zudem wirkt

14 Gericke 1992, S.109, spricht vom «Entlangvisieren an einem Lineal»; Kline 1953, S. 42, fasst EUKLIDs Definition zusammen als
«abstraction from the streched strings» und fiigt hinzu: «The definition ist believed to be suggested by the mason’s level or
an eye looking along a line.» (Kline 1971, S. 58).

15 Wobei es auf dieses ,genau” anzukommen scheint, sonst wiren eine Reihe von krummen Linien mit eingeschlossen, die zwar
die Sicht versperren, aber tiber den Sehstrahl seitlich hinausgehen.

16 So etwa Georgi 1989, S.87ff.. Dass jede Gestalt aus Kreisbogen und Geradenstiicken besteht, scheint ihm «so elementar und
wahrnehmungs-geometrisch naheliegend, dafl man sie wohl mit zu frithester Formbetrachtung rechnen darf.» (S..94). Zur
Erganzung der Gestaltarten RUND und GERADE siehe auch Menon 75a.

17 EuDOXO0Sim Buch XII der Elemente (zuerst in XIL2); Antiphon B13, Anaxagoras A38; vgl. Becker o], S. 81.
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diese Erganzung, dafs die Gestalt neben RUND und GERADE auch eine Mischung aus beiden sein konne,
in der Begriffsentwicklung der sogenannten ersten Hypothese (Parm 137c-142a) etwas kiinstlich, ar-
beitet Parmenides hier begrifflich sonst weitgehend exakt und autark.

3. Ein weiteres Problem ist, dass nach der direkt folgenden Textstelle (Parm 138ab) das Runde eine
Prioritit gegeniiber dem Geraden zu besitzen scheint.!® Denn etwas ist in etwas, wenn es ringsherum
(n0¥he meptéyotto Parm 138a) von ihm beriihrt wird. Da auch Korper mit GERADER Gestalt offensichtlich
in etwas sein konnen, scheinen sie (in einem abstrakten Sinne) auch RUND zu sein.!® Das widerspricht
dem, dass man andersherum fiir die Definition von RUND bereits Gerades vorauszusetzen scheint. Denn
,gleich weit abstehen’ setzt eine Art Maf§ voraus. Natiirlicherweise wire so etwas — wie zu Beginn
gesagt — eine gerade Strecke. Entsprechend definiert EUKLID in den Definitionen im ersten Buch der
Elemente zunéchst die gerade Strecke (I D4) und erst danach den Kreis (I D15), wobei die von einem
Mittelpunkt zu den Enden laufenden Strecken einander gleich sind.?’ Natiirlich kann man den Kreis
auch durch eine andere hinreichende Eigenschaft, wie ,gleichméfiig gekriimmt zu sein’, bestimmen.
Allerdings scheint hier ,gekriimmt’ ein Gegensatz zu ,gerade’ zu sein und somit von ihm abhéngig. Es
miisste demnach erst der Verdacht geweckt werden, dass die gerade Linie nicht das gegeniiber dem
Kreis weniger komplizierte geometrische Objekt ist.

4. Die Definition ist nicht wirklich mathematisch. Es ist schwierig, die korrekte Ubersetzung und die genaue
Bedeutung der Definition von GERADE festzulegen. Die Standardinterpretation ldsst sie eher heuristisch
als mathematisch erscheinen. Sie fillt insbesondere gegentiber der mathematischen Abstraktion der er-
sten Definition deutlich ab und und versucht ein Verstindnis der geraden Linie dadurch zu erreichen,
dass man aus einer bestimmten Richtung auf sie blickt. Entsprechende Einwédnde konnten fiir gleichar-
tige euklidische Definitionen der ebenen Fliache und eines durch ebene Fliachen begrenzten Korpers
geltend gemacht werden.?!

3.2.2 Eine neue Interpretation von <rund> und <gerade>

PLATONs Methodenreflexionen beim Liniengleichnis enthalten die Maxime fiir jedes wissenschaftliche
Werk, das den Leser bilden mochte, begriffliche Definitionen und Erlduterungen im systematischen Zu-
sammenhang moglichst durchlassig fiir den Ideengehalt zu gestalten.?? Auf Strukturen zugespitzt be-
deutet das, die Begrifflichkeiten sehr abstrakt so zu fassen, dass mit wenigen Zusétzen, die die allgemein
gehaltenen Relationen spezifizieren, sich eingeschrénktere aber ebenso sinnvolle begriffliche Zusam-
menhénge ergeben, die die allgemeinen Strukturen jedoch noch instantiieren bzw. in Teilen isomorph
sind zu jenen. Umgekehrt werden wir uns tiber das im nédchsten Abschnitt dargelegte anschauliche und
geometrische Verstdndnis zu einem mehr prinzipientheoretischen im darauffolgenden hocharbeiten.

3.2.2.1 Rund und eckig

Das Umfeld in der ersten Hypothese des Parmenides scheint tendenziell ein abstraktes Verstindnis
der dort angefiihrten Begriffe nahezulegen. Demnach darf man das ,gleich weit’ ({cov) der Erklarung
von RUND anders als in der Standardinterpretation allgemeiner als ,gleich (in einer Hinsicht)’ nehmen.
Die Enden verhalten sich alle gleich zur Mitte liele sich somit leichter vom antiken Kreisverstindnis als

18 Rickless 2007, S.116f., zieht die Konsequenz und deutet RUND als drei- und GERADE als zweidimensional.
19 Siehe Allen 1997, S.202f..
20 Thaer 1997, S.1, Heath 19564, S. 183.

21 Fiir einen Blindgeborenen wird so eine ,Definition’ kaum verstdndlich sein. Er wiirde eine gerade Linie vielleicht als eine
charakterisieren, die nicht nach rechts oder links abweicht.

22 Gemeint ist das (normative) Prinzip (DL), S. 18.
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Kreisfldche lesen als: die Punkte auf dem Kreisumfang verhalten sich gleich zur gesamten Kreisfldche;
oder umgekehrt und etwas abstrakter: Die (Kreis-)Flache verhilt sich zu allen Enden gleich, das heifst
mittels der Flache (allein) kann kein Unterschied an den Enden (Grenzlinien oder Randpunkten auf
der/den Grenzlinie(n)) gefunden werden. Fiir die Flache sind sie alle unterschiedslos und gleich.??

Die platonische Definition von dem, was GERADE sein soll, ist in ihrer Bedeutung nicht ganz geklért.
Um die Vollstindigkeit des Gegensatzes zu waren, wire eine Definition von GERADE zu erwarten, die
den Gestaltbereich des Nicht-RUNDEN ganz und genau abdeckt. Das ist genau dann der Fall, wenn ein
Auferstes sich nicht mehr so zur Mitte (uéoov) verhilt, wie die anderen Aufersten (2oyxta), und so die
Enden von einem moglichen Mittelpunkt weniger weit oder weiter entfernt sind (s. Abb. 3.1 und 3.2)

Qo 0Oc

Abb. 3.1 Abb. 3.2

Oder andersherum formuliert und paradigmatisch gefasst: Wenn die Mitte hervor- oder zurticksteht
zwischen zwei Enden (Grenlinien, Grenzflachen) (s. Abb. 4 im Unterschied zu Abb. 5).

M @e

Abb. 4 Abb. 5

Das Innere ,durchbricht’ an den mit Pfeilen gekennzeichneten Orten die gleichméflige Grenze und
,schiebt’ sich im Vergleich mit der umgebenden Grenze nach aufien. Die Mitte ist hierbei Innenfldche
oder Innenraum. Die Definition von dem, was GERADE ist, darf also wortlich genommen werden: Das
Innere tritt zwischen zwei (sich gleich verhaltenden) Enden hervor (¢ninpoc9ev 24). Die Beispiele in Abb.
4 sind fiir den Zusatz ,zwischen zwei Enden’ suggestiv. In Abb. 3.2 kénnen die zwei Enden einfach als
zwei der ,normalen’, gleich weit vom Mittelpunkt entfernten, Punkte gewahlt werden.

Nun ist die nach der Standardinterpretation vor allem fiir die Gestalt von Kérpern erlduterte Definition
allgemeiner gefasst und ohne Probleme auf Flichen und Hyperkorper (in vier und mehr Dimensionen)
tibertragbar.?> Nur im eindimensionalen scheinen die Definitionen jetzt zu scheitern. Welche Linienart
soll GERADE sein, welche RUND?

23 Diese Charaktersisierung ist zunédchst nur anschaulich-geometrisch gemeint. In den Abschnitten 3.2.3 und 3.4 wird noch
nachgezeichnet werden, wahrend in Abschnitt 1.3.7 bereits dargestellt wurde, dass sie prazisiert werden kann und eine me-
tamathematische Funktion besitzt. Die in der Beschreibung gebrauchte Unterschiedslosigkeit bezieht sich nur auf intrinsische
Eigenschaften geometrischer Objekte (vgl. den bekannten Artikel Black 1952) oder der geometrischen Eigenschaften einfacher
Objekte; beides zirkuldre Erkldrungen dafiir, dass wir jene Charakterisierung verstehen, ohne sie formalisiert, noch den Bere-
ich der Eigenschaften, fiir die ein Unterschied bestehen kénnte, abgesteckt zu haben.

24 Zum entscheidenden éninpoc3ev und dem Bedeutungsrahmen zwischen ,im Weg stehen, verdecken’ und ,vor’ vgl. Kritias
108c, Nomoi 783b,c, 875c¢, Timaios 40c, Gorgias 523d und besonders Symposion 213a (éninpoote 1@V OpIohuiy Eyovta).

25 PLATON versteht RUND tatséchlich allgemein, im Siebten Brief 342b scheint sie erstmal noch fiir den Kreis zu stehen, in Timaios
33b fiir die Vollkugel bzw. Sphire. Der Einwand bei Zeckl 1971, S.217, dass der Gegensatz von kreisrund nicht ed90¢ sei,
sondern mAatig, richtet sich nur dagegen, dass hier nicht nur von Kugeln und GERADEN Korpern die Rede sein kann.
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Spezifiziert man die Mitte zur Linie und die Enden zu Punkten auf der Linie?®, erhilt man die Bes-
timmung der RUNDEN Linie als diejenige, deren Punkte sich zu ihr gleich verhalten. Diese Erklarung
oder vielmehr Definition ist eindeutig. Denn sofern es kein rein gegensitzliches Verhalten von Punkten
zu ihrer Linie gibt, muss eine von zwei verschiedenen Linien mit denselben Endpunkten einen Punkt
besitzen, der sich in irgendeiner Hinsicht anders als andere ihrer Punkte zu ihr verhilt. Letztlich liefSe
sich anders kein Unterschied angeben. Aus ihrer Uniformitét folgt demnach ihre Eindeutigkeit (bei
gegebenen Endpunkten). Damit hat sie vielen anderen Definitionsversuchen, wie der kiirzesten Linie,
dem Inhalt zwischen den Punkten, dem gespannten Seil, die Abstraktheit voraus, ist aber gleichzeitig
so tiefgriindig, dass sich eine von diesen Bestimmungsversuchen abstrahierte Eigenschaft wie die Ein-
deutigkeit bei gegebenen Endpunkten aus ihr ableiten ldsst. (Die Definition ist noch sehr vage und zum
Teil fragwiirdig, in Abschnitt 3.2.3 wird sie prézisiert.)

RUND sind demnach Kugel, Kreis und gerade Linie, GERADE sind Wiirfel, Quadrat und Winkel.Z

Hyperkugel Hyperwtirfel

N

RUND (parad.) GERADE

Abb. 8

In der sogenannten zweiten Hypothese im Parm 145b ist davon die Rede, dass das Eine auch an einer

26 Zentral ist hierbei, dass die Enden nicht nur aus den Endpunkten der Linie bestehen, sondern aus allen (potentiell) auf der
Linie liegenden Punkten. Auf den ersten Blick scheint die Linie von ihren Randpunkten begrenzt zu werden, wie eben auch
eine Figur durch ihren Rand begrenzt wird, der die Innenfliche von dem restlichen Auferen abgrenzt. Diese Analogie geht
jedoch nicht auf, weil die Figur in der Ebene analog einer geraden Linie ,in’ einer anderen grofieren geraden Linie ist. In
diesem Fall wiirden die beiden Endpunkte das Innere der Linie von dem &dufSeren Rest abgrenzen. Der ,Moglichkeitsraum’,
in dem die gerade Linie definiert werden soll, umfasst aber nicht nur eine gerade Linie, sondern alle beliebige Linien, aus
denen die gerade begrifflich herausgehoben werden soll. Der mafigebliche Vergleich ist demnach der, zwischen einer Linie,
die verschiedene Kritmmungen und Gestalten annehmen kann (bei gleichen Endpunkten), der Figur, die sich aus der Ebene
in unterschiedlichster Weise herauswolbt (ohne ihre Rédnder zu verdndern), und ein dreidimensionaler Korper, der sich in die
vierte Dimension stiilpt (ohne seine Grenzflichen zu verandern). Um demnach alle Grenzen der Linie zu berticksichtigen,
miissen auch die Punkte auf ihr als Enden gelten.

27 PROKLOS dagegen teilt scheinbar in die Gruppen {Gerade, regulire Vielecke, reguldre Vielflachner}, {Kreislinie, Kreis(fldche),
Kugel} und die Gemischten ein (vgl. Proclus 1970, S. 117, Proclus 1987, VI 1125).
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Gestalt teilhaben miisse: «Also auch irgendeine Gestalt, wie es scheint, wird so beschaffen das Eins
haben, es sei nun eine gerade oder runde oder aus beiden gemischte?» (Kol oynuatog 81 tvog, &g gotxe,
TO0l0UTOV OV petéyot &v o év, Ntot eddéoc ) otpovyydiov 1| tvoo pewtob é€ aupotv.) Wihrend in den
Definitionen der ersten Hypothese das Ungleichméfiige des ,geraden’ noch unbestimmt bleibt, kann
es hier in der zweiten Hypothese durch Einfluf} des ,runden’ zahlenmaflig bestimmt werden in dem
Sinne, dass es nur an genau bestimmten Punkten GERADE ist. Bei den geometrischen Figuren sind das
die (konvexen) gleichméfiigen Polygone, also Vielecke, die von gleichlangen Strecken begrenzt werden
und keinen Knick nach innen vollziehen. An ihren Eckpunkten tritt die Mitte hervor, die Grenzen
verhalten sich sonst gleichméfSig. Im rdumlichen sind diese geometrischen Objekte, bei denen die Mitte
paradigmatisch hervortritt, die fiinf platonischen Korper, im vierdimensionalen sind es sechs, ab fiinf
Dimensionen sind es jeweils drei regelméaflige (konvexe) Hyperkorper.

3.2.2.2 Gleichméfkigkeit

Versteht man nun unter der Erlduterung zu RUND so etwas wie ,immer in gleicher Relation (zu verschie-
denen Dingen) stehen’, dann bietet dies ein Schema, das, wenn erfiillt, die eindeutige Definition eines
geometrischen Objekts abgibt. Denn etwas, dessen Teile sich in einer Hinsicht alle gleich zueinander
verhalten, kann in dieser Hinsicht nicht weiter begrifflich unterschieden werden. Verhalten sich dage-
gen nicht alle Teile gleich zueinander, kann die Bestimmung z. B. wieder eindeutig werden, indem man
die Ungleichmafigkeit reduziert (alle bis auf ein Teil verhalten sich gleich) und die mogliche Gleich-
mifligkeit in der Ungleichméfigkeit ins Auge fasst. Konkret wire eine gewinkelte Linie (zwei an einem
Punkt verbundene gerade Linien, die sich nicht zu einer geraden Linie ergdnzen) die an nur einem
Punkt ungleichméflige vormals gerade Linie. Die WinkelgrofSe ist unbestimmt, verldngert man aber die
eine Linie gerade, und ist der auf der einen Seite neu entstandene Winkel genauso grofl wie der alte,
dann hat man damit (einigermafen) eindeutig den rechten Winkel bestimmt.?

Eine gerade Linie, ein Kreis, eine Kugel oder ein reguldres Dreieck besitzen keine Unterarten und un-
terscheiden sich nur in ihrer Grofse (und Lage). In der modernen Mathematik gibt es diesen Anspruch
allerdings nicht, und man kann ohne Einschriankung einen Nicht-Kreis definieren als eine geschlossene
Kurve in einer Ebene, fiir die kein Punkt existiert, der zu allen Punkten auf der Kurve den gleichen
Abstand hat. Oder man definiert einen realen Nicht-Kreis als eine Menge von Punkten, fiir die kein
Punkt existiert, der zu allen Punkten der Menge den gleichen Abstand hat. Aber EUKLID wiirde ver-
mutlich behaupten, dass mit diesen Definitionen weder ein geometrisches Objekt noch eine Gattung
geometrischer Objekte definiert wurde, weil das Feld der (realen) Nicht-Kreise fast genauso diffus ist,
wie wenn man nur die Unterscheidung zwischen Kreisen und dem Rest hitte. Ein (realer) Nicht-Kreis
ist fast vollstandig unangebbar, im Unterschied z. B. zum Viereck, das vier Eckpunkte und vier Seiten
hat. Ein praktischer Test dafiir wire sich vorzustellen, jemand hitte ein Beispiel fiir einen Nicht-Kreis
aufgezeichnet. Weifs man, was auf dem Papier zu sehen ist?

Diese Uberlegungen hangen natiirlich mit der Methodik der begrifflichen Zweiteilung im Sophistes und
Politikos zusammen. Der Fremde behauptet, dass eine Teilung des Begriffs Mensch in Griechen und
alle anderen (die Barbaren) keinen Begriff der Barbaren hervorbringt (eiSog Politikos 262b, yévog Poli-
tikos 262d), sondern nur eine Art Name (xA¥otg Politikos 262d), weil es nichts gibt, was die einzelnen
barbarischen Volker gemeinsam hétten, was sie zu einem yévoc macht. Entsprechend haben auch die
realen Nicht-Kreise nichts (wesentliches) gemeinsam. EUKLID verfdhrt aber bei seinen Definitionen
nicht nach dieser Methode der gleichmifligen Zweiteilung, sondern unter Beihilfe der Begriffe RUND
und GERADE (siehe dazu Abschnitt 1.3.7).

28 Siehe die Elemente, erstes Buch, die Definitionen.
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3.2.3 Die gerade Linie definieren

Die Bestimmung der geraden Linie lautet bisher: die Linie, deren Punkte sich alle gleich zu ihr verhalten. Was
Linien und Punkte sind, und was es bedeutet, zu einer Linie zu gehoren, sind elementarere geometrische
Begriffe, die vorausgesetzt werden diirfen. Allerdings miisste prazisiert werden, was es in diesem Kon-
text heifSen soll, sich gleich zu verhalten, wenn die Bestimmung der geraden Linie formalisiert werden
soll.?? Hier konnen dazu anhand zweier dhnlicher Definitionsversuche — den Homogenitatsprinzipien
der Protogeometrie und der Ahnlichkeitsdefinition — nur Hinweise gegeben werden. Wir betrachten
zunichst einen dhnlichen Definitionsversuch von Paul Lorenzen nach Hugo Dingler:*

Wir gehen aus von dem vorwissenschaftlichen Begriff eines Kérpers. Die Begrenzung eines Korpers wird
von Fldchen gebildet. Solche Flichen konnen eben oder uneben sein. Was heifit das? Nun, die Ebenheit
ist dadurch zu charakterisieren, dafs man keine Verschiedenheiten bemerken kann. Eine ebene Fliche ist an
jeder Stelle genauso wie an jeder anderen. Das trifft allerdings auch auf die Oberfldche einer Kugel zu. Bei
einer Kugelfldche sind aber die beiden Seiten leicht zu unterschieden, ndmlich als konvex bzw. konkav.

Dies fithrt zu der folgenden Dinglerschen Charakterisierung der Ebene durch ein Prinzip der Homogenitit:
Eine Ebene ist eine Fldche, bei der alle Punkte (und beide Seiten) ununterscheidbar sind.

Hat man Ebenen zur Verfiigung, so kénnen die Geraden definiert werden als Schnitte von zwei Ebenen, d.h.
die Punkte, die auf einer Geraden liegen, sind diejenigen Punkte, die gemeinsam auf zwei verschiedenen
Ebenen liegen.3!
Lorenzen prézisiert die die innere Homogenitit, d.h. die Ununterscheidbarkeit der Punkte einer Ebene,
als Substituierbarkeit und stellt ein entsprechendes Axiomenschema auf der Form

(1) PeE AP €E a A(E,P) — A(ED)

fiir beliebige Aussagen A, E eine Ebene, P wie P’ Punkte und ,P € E” zu lesen als ,der Punkt P liegt
in der Ebene E’. Damit ist jede Aussage {iber einen Punkt einer Ebene auch fiir alle anderen Punkte der
Ebene giiltig.> Dazu muss noch ein dhnliches Schema zur juferen Homogenitit der beiden Flichen-
seiten kommen, da auch die Kugeloberfldche (1) erfiillt, das Lorenzen nicht angibt. Die Vermutung ist
aber, dass auch mit einem zu (1) dhnlichen Axiomenschema zur dufleren Homogenitit die von Lorenzen
verwendeten Pridikate und Axiome zu schwach sind, um alle anderen Flichen auszuschliefen.33

Ob Lorenzen die Dinglersche Ebenenbestimmung {iberhaupt angemessen wiedergibt, kann angezwei-
felt werden.* Dingler (1881-1954) hatte sich sein Leben lang mit Grundlagenfragen der euklidischen
Geometrie beschaftigt und setzte sie vor allem in Beziehung zu technischen Vorgédngen, wodurch er ein
Ideengeber der spéteren protophysikalischen Begriindungsbemiihungen der Geometrie durch Loren-
zen und Janich® werden konnte.?® Hilberts Axiomatik leistet keine eindeutige Bestimmung der geo-

29 Zum Begriff der Formalisierung siehe Kapitel 5.
30 Vgl. Dingler 1933, S. 10f..

31 Lorenzen 1961, S.421f.. Er schldgt auch vor, EUKLIDs Definitionen als Auspragungen des Homogenititsgedankens aufzu-
fassen, und nimmt damit eine These dieses Kapitels voweg, die frither kennenzulernen, meine Arbeit in eine mehr systema-
tische Richtung gefiihrt hatte.

32 Siehe Lorenzen 1961, S. 426.

33 Lorenzen fithrt drei Variablentypenein: E, ... Ebenen, P,... Punkteund g, ... Geraden. Die Grundpradikatesind , € “ (P € E
oder P € g: liegt auf”), ,Z“ (Z(P,EP,): ,liegt zwischen”), ,, || “ (E1||Ez: ,ist parallel zu”) und ,4“ (g 4 E: ,steht ortho-
gonal auf”) (s. Lorenzen 1961, S.420). Aber bereits Schmitz 1967, S. 351, ist misstrauisch: «Was nach Abzug aller geometrisch
irrelevanten und der zwar geometrisch belangvollen, aber auf der Geradheit von Strecken oder Fliachen beruhenden Eigen-
schaften tibrig bleibt, diirfte kaum gentigen, um die Ebene vor gleichformig oder auch alternierend gekriimmten Flichen —
wie der Kugelfldche, der randlosen zylindrischen Oberflédche eines beiderseits unendlichen Rohres oder der sinusférmigen
Wellenfldche — in der von Lorenzen gewtiinschten Weise auszuzeichnen, namlich dadurch, daf8 gerade nur bei der Ebene der
Unterschied zwischen konvexer und konkaver Seite keine Rolle spiele.»

34 Siehe z.B. Amiras 2002, S. 250.
35 Vgl. Janich 1997.
36 Siehe Amiras 2002, S.235ff.. Zur Vorsicht, mit der man Amiras 2002 lesen sollte, siehe Janich 2008.
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metrischen Grundfiguren wie Ebene, Gerade oder Punkt.” Dinglers Ansatz war es zu versuchen, die
mechanischen Herstellungsverfahren der Grundfiguren (insbesondere der Ebene) theoretisch zu fassen
und daraus eindeutige Bestimmungen der Grundfiguren zu erlangen. Dingler war bekannt geworden
mit dem in der Industrie verwendeten Drei-Platten-Verfahren, bei dem drei grob geebnete Stahlplatten
(wechselweise) aneinander gerieben werden und sich so gegenseitig zu Ebenen glatten3® (eine dritte
Platte ist notwendig, da sonst auch gleichméfsige Rundungen entstehen kénnen).
Da ich mich seit Jahren um eine echte Definition der Ebene bemiiht hatte, ... so war mir alsbald klar, dass
ich hier endlich das Gesuchte vor mir hatte. Wenn man dieses Verfahren geeignet in Worte fasste, so musste
diese Aussage eine echte verbale Definition der Ebene enthalten und, da diese Definition eindeutig war, so
mussten aus ihr rein logisch alle Aussagen iiber die Ebene abgeleitet werden konnen. Dann war aber dieses

verfahren nicht eine «nur mit rein mechanischen Mitteln» arbeitende Art der Ebenenherstellung, nicht nur
eine «korperliche Darstellung», sondern es enthielt die eindeutige Definition selbst.>

Diese Herstellungsweise ist ... zugleich eine Definition[.]*

Ob sich sein spiter aufgestelltes Homogenitatskriterium zur Kennzeichnung der Ebene aus einer theo-
retischen Betrachtung eines Herstellungsprozesses ergibt, ist hochst fraglich, und damit ist es auch pro-
blematisch, sie {iberhaupt (z.B. als Normen) «an die handwerkliche Praxis der Korperbearbeitung»*!
heranzutragen. Wéhrend Lorenzen versuchte, Dinglers Homogenitétsiiberlegungen fiir eine formale
Begriindung der Hilbertschen Axiome einzusetzen, riickt Janich wieder die Herstellungsverfahren in
den Vordergrund, stellt ein vorgeometrisches Vokabular in Bezug auf den Umgang mit Koérpern in
manchen Verfahren auf und baut die in (1) verwendeten Aussagen aus diesem Vokabular auf. Auf
diese Weise reicht (1), um auch die Ununterscheidbarkeit der beiden Flichenseiten zu garantieren.*

Allerdings bietet dieses Vorgehen keine begriffliche Analyse.

Eine dhnliche Bestimmung der geraden Linie riickt den Begriff der Selbstdhnlichkeit in die Mitte: Eine
gerade Linie ist die Linie, deren Teile zueinander und zum Ganzen ihnlich sind.*> Diese Bestimmung geht auf
Leibniz, Chr. Wolff und Kant zuriick und wird von M. Wolff** erneuert. Die Teile sind sich untereinander
und zum Ganzen dhnlich, wenn sie «dieselbe Form und Gestalt»* haben. Damit unterscheiden sie sich
anschaulich z. B. vom Kreis, weil ein Halbkreis eine andere Gestalt hat, als ein Viertelkreis, und von
allen anderen gleichméfiigen Linien, deren Teile nur zu gleichlangen anderen Teilen dhnlich sind.

Diese Definition bestimmt die gerade Linie anschaulich tatsdchlich eindeutig. Auf das Problemati-
sche dieser Bestimmung kann man durch die Einschrankung der Gestalt bei EUKLID auf die Figuren
aufmerksam werden. Die Gestalt einer geradlinigen Figur ist gegeben durch die Grofien der einzelnen
Winkel und die Seitengrofenverhaltnisse.*® Ein Quadrat ist einer anderen Figur dhnlich, wenn diese
geradlinig ist und vier rechte Winkel hat mit gleichgrofSen Seiten. Wodurch sollte sich aber die Gestalt
einer beliebigen Linie auszeichnen?

37 Siehe Abschnitte 7.2 und 5.2.
38 Siehe Dingler 1955, S. 350f..
39 Dingler 1955, S.351.

40 Dingler 1955, S. 352f..

41 Inhetveen 1985, S. 135.

42 Siehe Janich 1976, S. 63.

43 Insofern die Teilstiicke auch zur ganzen Linie dhnlich sind, wird damit nur die endliche gerade Linie bestimmt, weil die
Gerade keine Endpunkte hat, ihre endlichen Teile zwei, ihre unendlichen Teile einen.

44 Siehe Wolff 2009, S. 295ff..
45 Wolff 2009, S. 295.
46 Siehe EUKLIDs Data Def. 3.
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Es ist naheliegend die Ahnlichkeit beliebiger geometrischer Objekte als Uberfiihrbarkeit mittels gleich-
méfliger Streckung zu bestimmten. Das grofiere Quadrat wird durch gleichméfiiges Schrumpfen in
jedes kleinere iibergefiihrt. Eine gleichméfsige Streckung ist allerdings expliziert eine Dehnung entlang
von Geraden. Eine gerade Linie beliebig weit gerade gedehnt ist offensichtlich wieder eine gerade Linie,
und somit folgt die Selbstihnlichkeit der geraden Linie direkt aus dieser Bestimmung der Ahnlichkeit.
Weil diese Bestimmung der Ahnlichkeit aber Geraden gebraucht und damit voraussetzt, taugt sie nicht

fiir eine geometrische Definition der geraden Linie.*’

In allen formalen Axiomatisierungen der elementaren Geometrie, die Strecken oder Geraden nicht als
primitive Terme oder ihr Geradesein als primitives Prddikat einfithren, miissen sich Strecken oder Ge-
raden definieren oder reduktiv beschreiben lassen. Mir ist keine Axiomatisierung bekannt, die fiir ein
informelles Verstandnis weder ihres Objektbereichs noch ihrer in den Axiomen verwendeten Pradikate
auf ein Verstindnis, was eine gerade Linie ist, verzichten zu konnen scheint. So scheinen mir auch die
beiden Grundpradikate der Axiome Tarskis (siehe Abschnitt 5.2), ndmlich , Punkt x liegt zwischen den
Punkten ¥ und z” und ,die Punkte x und y haben den gleichen Abstand zueinander wie die Punkte v
und w”, informell nur iiber die gerade Linie verstiandlich zu sein.

Wird die Strecke oder Gerade dagegen durch einen primitiven Ausdruck in die Axiomatik eingebracht
wie bei Hilbert,*8 so liegt es nahe, die Gerade genau dadurch bestimmt zu sehen, was sich aus den
Axiomen tiber sie — vielleicht gerade in einer konkreten formalen Logik — ableiten lisst. Das Problem
dieser inferentialistischen ,Definition” der Gerade ist jedoch ihr kiinstlicher Charakter: Es miisste erst
tberpriift werden, ob dieses Verstindnis des Geraden dem nattirlichen entspricht, das beim Menschen
schon recht frith vorhanden ist.#’ Das platonische hétte nach der neuen Interpretation dagegen dieses
anschauliche Moment, dass das Gerade das ist, was nirgends ,vom Weg’ abweicht.

3.2.4 Zur Wortbedeutung

Der klassische mathematische griechische Ausdruck fiir die gerade Linie ist ed 3¢t ypappy oder abge-
kiirzt eb9¢ix.’’ PLATON benutzte zusitzlich eine Substantivierung des Neutrums tov €096, das Gerade.

Die tiblichen Unterscheidungen, die in Parm 137de oftmals hineingelesen werden, sind gerade (e034c)

und gekriimmt (xopmirog),>! rund (nepupepv)c) und gerade (090¢).%2

47 Eine andere Bestimmung der geraden Linie stellt sich Schmitt 2003, S. 240, vor: «Wenn man z. B. eine weitgehend ohne Abwe-
ichungen oder Umwege verlaufende Verbindung zwischen zwei Punkten vor sich hat, dann erkennt man dieses Phinomen
als Gerade, wenn man zeigen kann, daf$ die zwischen diesen Punkten gezogene Linie identisch mit dem quantitativen, durch
Einheiten meflbaren Abstand zwischen diesen Punkten ist. Weist ein Phanomen dieses Merkmal in hoher Annédherung auf,
nennen wir es aufgrund dieser unterscheidbaren Bestimmtheit, die eben die begriffliche Bestimmtheit der Gerade ist, eine
Gerade.» (,,Gerade” ist eigentlich die Bezeichnung fiir eine unendliche gerade Linie, ,Strecke” ist der Fachterminus fiir eine
endliche gerade Linie.) «Dieser Begriff [der (endlichen) geraden Linie] enthalt in sich bereits eine hochkomplexe Begriff-
sstruktur. Man benotigt zu seinem Verstandnis nicht nur die fiir jede bestimmte Einheit konstitutiven Begriffe wie Einheit,
Vielheit, Identitit, Verschiedenheit, Ganzheit, Teil usw., sondern dartiber hinaus spezifischere Begriffe wie Lage, Abstand,
Richtung, aus deren richtiger Kombination erst sich der Begriff der einfachsten Form einer kontinuierlichen Erstreckung,
ohne Abweichung in der Richtung (usw.), also der Begriff der Geraden, ergibt.» Wie die gerade Linie auch mittels Abstand
und Richtung nach Schmitt bestimmt werden kann, Abstand und Richtung werden hier vorausgesetzt. Schwieriger — und
meinem Ermessen nach nicht moglich — ist eine Bestimmung der Begriffe Abstand und Richtung ohne den Begriff der geraden
Linie auf die begriffliche Weise, die Schmitt anstrebt.

48 Siehe fiir die ersten seiner Axiome Abschnitt 7.2.3.

49 So scheint ein praktisches Verstandnis grundlegender geometrischer Verhiltnisse, wie dem Geraden, vor der Erfahrung und
unabhéngig vom Sehen beim Menschen da zu sein; siehe De Cruz 2007. «Since the spontaneous use of geometric cues emerges
prior to language acquisition and is similar to that of our closest living relatives, it seems very plausible that goemetric
cognition arises prior to experience.» (De Cruz 2007, S.192). «Landau et al. therefore concluded that some principles of
Euclidean geometry are known from an early age on, and that sight is not required to learn about them.» (S.192).

50 Heute spricht man auch oftmals von ,der Geraden’, es kommt aber auch die Abkiirzung vor, die das ,,gerade” vor der ,Linie”
kiirzt (s. z. B. Benz 1994).

51 Vgl. Politeia 602c
52 Vgl. Philebos 51c, Politeia 436e, Timaios 44d, 66b, 73c, ARISTOTELES De caelo 11, 4,286b13.
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Aber es gibt zwei Ankntipfungpunkte fiir unser Verstindnis von GERADE im Gebrauch von e080¢. 1.)
Zwei einen Winkel bildende gerade Linien konnen als eine gerade Linie klassifiziert werden, insofern sie
aus zwei geraden Linien zusammengesetzt ist, die man nach ARISTOTELES auch in einem schwécheren
Sinne als eine einzige verstehen kann (Metaphysik 1016a2, a12). Eine gerade Linie im weiteren Sinne
konnte demnach auch eine gewinkelte sein. 2.) Andererseits waren Abkiirzungen in antiken mathe-
matischen Texten iiblich.>® Unter anderem nennt EUKLID (I 45) ein Polygon nominalisiert b3 ypappov
(abgekiirzt aus oyfjpa ebIbypappov), insofern es begrenzt wird von begrenzten geraden Linien.”* Im
Siebten Brief 342d werden die geraden Figuren (s09€ocg ... oynuoatog) erwdhnt, welche offensichtlich die
durch gerade Linien begrenzten Figuren sind.

Damit wiirde der stipulierte Gebrauch von eb80¢ in Parmenides 137de doppelten Sinn machen. Erstens
als verallgemeinernde Ellipse zu e080ypaupov, zweitens auch als eine Verallgemeinerung der geraden
Linie zu gewinkelten Linien, zu Polygonen, etc. als den paradigmatisch GERADEN Objekten und damit
als den paradigmatisch ,zwischen den Enden hervorstehenden’ Objekten.

Demnach hitte e030¢ im allgemeinen mindestens zwei Bedeutungen. Einmal wiirde es, in der Verbin-
dung von eb9elxe ypaupn gebraucht, als Eigenschaft einer Linie ihr Geradesein bezeichnen — wie von
EUKLID ausschliellich verwendet. Zum zweiten wiirde es auf jeweils gewinkelte aber sonst gerade
Linien, geradlinige Figuren und von geradlinigen Figuren begrenzte Korper zutreffen.

Der Gebrauch von e030¢ in Parm 137de wire nach der neuen Interpretation also eine Verallgemeinerung
der zweiten Bedeutung auf alle irreguldren Gestalten unter Auschluss der geraden Linie. Darf man PLA-
TON so eine scheinbar perfide Umbenennung zutrauen? Tatsédchlich erwdhnt der platonische Verfasser
des Siebten Briefs die unproblematische Moglichkeit einer einfachen Vertauschung von ,rund’ und ,gerade”:
«es hindert gar nichts die jetzt rund genannten Dinge gerade zu nennen und die geraden rund, und sie
bleiben uns nach dieser Umanderung und entgegengesetzten Benennung noch ebenso reell.»*®> Wenn
die aufgestellte These tatsdchlich wahr ist, dann empfiehlt sie sich selbst, ein kleiner Teil der unge-
schriebenen Lehre PLATONS zu sein. Weil nur wer sie kennt, ist in der Lage, die entsprechenden Stellen
in PLATONs Werk ganz zu begreifen. Jeder andere kann nur tiber die kleinen Widerspriiche rétseln, die
sich aus der exoterischen Bedeutung der betreffenden Worte ergeben.

3.3 Aristoteles: Topik VI 11

Es gibt genau eine weitere Stelle, bei der PLATONs Definition des Geraden nahezu wortlich Verwen-
dung findet, namlich in der Topik des ARISTOTELES. Um die die neue Interpretation von Parm 137de
aufrechtzuerhalten, muss sie dort nicht anwendbar sein; die Standardinterpretation beginnt spatestens
mit PROKLOS.5® Auch ist eine Ubersetzung als «Mitte, die die Enden verdeckt» hier letztlich sinnvoller,
aber zumindest scheint die betreffende Passage sogar konsistent interpretierbar zu sein, wenn man die
neue Bedeutung von GERADE substituiert.

Aristoteles halt in Topik VI.11 fiir zusammengesetzte Definitionen fest, dass die Teile des Definiens auch
zerlegt die jeweiligen Teile des Definiendum definieren miissen. Darauf folgt im Text ein Beispiel, bei
dem das nicht der Fall ist.

Wenn man beispielsweise die gerade endliche Linie als «Grenze einer Grenzen besitzenden Fliche, deren
Mitte zwischen den Grenzen hervorsteht> definiert, und wenn die Begriffsbestimmung der endlichen Linie

53 Wenn aus dem Kontext klar ist, was gemeint, werden von EUKLID die Ausdriicke fiir ,Punkt’, ,Linie’ etc. weggelassen (s.
Neuenschwander 1973, S. 339). Fiir eine detaillierte Darstellung des Gebrauchs der antiken mathematischen Sprache s. Netz
1999, Kap.3 4.

54 Siehe Heath 19564, S. 346.
55 Siebter Brief 343b.
56 Vgl. Proclus 1970, S. 109.
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«Grenze einer Grenzen besitzenden Flache> ist, so miifste von «gerade> der Rest (die Begriffsbestimmung)

sein, namlich «deren Mitte zwischen den Enden hervorsteht>. Aber die unbegrenzte (Linie) hat weder eine

Mitte noch Grenzen, ist aber gerade, daher ist der Rest nicht die Begriffsbestimmung des Restes.””
Man versteht diese Passage fiir gewohnlich im Sinne der Standardinterpretation von GERADE. Die
endliche gerade Linie ldsst sich kennzeichnen als Grenzlinie einer begrenzten Flache, bei deren Grenzli-
nien die Mitte jeweils die Endpunkte der Grenzlinie verdeckt, weswegen diese Grenzlinien gerade sind
(s. Abb. 6). Dies ist aber, so ARISTOTELES, keine (ordnungsgemadfe) Definition, da die allgemeine Gat-
tung der Linie nicht durch die fiir ,gerade’ eingesetzte Begriffsbestimmung spezifiziert wird, da diese
das Geradesein nicht allgemein charaktierisiert. Denn die unendliche Gerade ist nicht durch «die Mitte
verdeckt die Enden» als gerade charakterisierbar, da sie keine Endpunkte und damit auch tiber keine
Mitte verfiigt.

Abb. 6

Die definitorische Unsauberkeit besteht demnach darin, dass die zum Geradesein gehorige Begriffsbes-
timmung voraussetzt, dass die weiter zu spezifizierende Linie bereits begrenzt ist. Deshalb ergibt sich,
wenn man die zu <endlich> gehérende Bestimmung wegldsst, auch keine wohlgeformte Definition der
allgemeinen geraden Linie.

Bestimmte Linien als Grenzen, d.h. Rander, von Flachen zu betrachten, diskutiert ARISTOTELES im all-
gemeinen hinsichtlich des begrifflichen Friither und Spater in Topik 141b. Beztiglich der Definition ist die
Linie friiher als die Flache. Das widerspricht aber nicht dem Umstand, dass bestimmte Linienformen als
Grenzen bestimmter Flachen definiert werden, so die Kreislinie als Rand des (Voll-)Kreises bei EUKLID
(I D15) und hier die begrenzte Linie als Randsttick einer begrenzten Fliche.

Uberraschend an diesem Beispiel ist vielmehr die Verwendung einer unendlich langen Geraden, denn
fiir ARISTOTELES existiert sie nicht. Er argumentiert in der Physik II1,5 fiir seine These der Begrenztheit
der Welt. Wéhrend bei der Teilung der Linie und bei der Hinzuftigung den Zahlen tatséchlich eine po-
tentielle Unendlichkeit zukomme —im Sinne von noch immer etwas aufier einem haben®® — sind die Korper
und damit auch die Flachen und Geraden als Grofien nicht beliebig erweiterbar. Das, so ARISTOTELES,
widerspreche der mathematischen Praxis auch nicht, da die Mathematiker die geometrischen Grofien
jeweils nur in einer bestimmten Vergrofierung brauchen und benutzen wiirden. Somit liefle sich der
jeweilige Gebrauch in Abhéngigkeit der totalen Grofse des Universums in die Welt skalieren, da sie po-
tentiell unendlich teilbar ist. Dies konnte gut mit dem tatséchlichen Vorgehen EUKLIDs tibereinstimmen,
auch wenn in den Elementen von unendlichen Geraden die Rede ist. Postulat 3 aus den Elementen, dass
jede begrenzte Strecke beliebig verldngert werden kann an beiden Enden, entspricht der von ARISTOTE-
LES statierte Sachverhalt, dass man sich zu jeder begrenzten Grofe eine grofsere vorstellen kann. Damit
das obige Beispiel funktioniert, benétigt man aber nicht nur potentiell unendliche Geraden, sondern
sogar eine aktual-unendliche gerade Linie, da die potentielle Unendlichkeit in erster Linie nur Reihen
zukommt und erst mittelbar, wenn sich zum Beispiel wie bei den von einer Strecke ausgehenden Ver-
langerung diese alle vereinigen lassen zu einer einzigen Linie, einem einzigen Ding.

Welcher geometrischen Linie neben einer unendlichen Geraden konnte noch das Unbegrenzte zuge-
sprochen werden konnen? Nicht der Quantitdt nach unendlich ist der Kreis, aber «wenn man blof3 auf

57 Topik 148b23-32. Ubersetzung angelehnt an Aristoteles 2004.
58 Vgl. Physik 207al.
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das Verhiltnis zwischen den nebeneinanderliegenden Stiicken achthat»®?, so ist auch der Kreis und jede
geschlossene Linie unendlich.®” Nimmt man vor diesem Hintergrund die neue Interpretation von GE-
RADE, so verschwindet diese Schwierigkeit mit der unendlichen Gerade. Erstaunlicherweise ldsst sich
so diese Passage unter unserer These (einigermafen) konsistent interpretieren.

In diesem Licht stellt sie sich als ein Versuch dar, einen beliebigen endlichen (sich nicht kreuzenden)
Streckenzug als Teil oder Ganzes der Umfangslinie einer geradlinigen Figur zu bestimmen. Denn eine
,eckige Linie” wire eine gewinkelte geradlinige Linie. Dann kann sich der Nebensatz «wo die Mitte
zwischen den Grenzen hervorsteht» sowohl auf die Flache wie auch auf die Grenzlinien beziehen. Da-
mit muss nun mit «gerader Linie> aber auch eine Aneinanderreihung von geraden begrenzten Linien
(Streckenzug) gemeint sein, sodass sich das ,gerade’ der Flache auf die Linie {ibertragen ldsst (s. Abb.
7).

Abb. 7

Diese Charakteristik wiirde (wegen dem gleichen Argument) scheitern, wenn man unter ,gerader end-
licher Linie’ hier auch die rein geraden (nicht-gewinkelten) Linien verstehen wiirde. Sie scheitert aber
genauso fiir im nicht-quantitativen Sinne unendliche geradlinige Linien wie die ganze Umfangslinie.
Sie besitzt keine nattirlich vorgegebenen Grenzen, und so kann bei ihr deshalb die Mitte nicht zwischen
den Grenzpunkten hervortreten.®!

Nimm man «gerade> hier bei Aristoteles als eckig bzw. geradlinig unter Ausschluss des rein und nur
Geraden, so geht die Argumentation des Textes auch unter der neuen Interpretation durch. Nimmt man
«gerade> als geradlinig unter Einschluss der einfachen Strecke, so muss sich der Nachsatz, wenn man
das Definiendum als Ganzes nimmt, auf die Flache beziehen, wihrend es sich nach der Aufsplittung
auf die Linie bezieht.

Ein nicht zusammengesetzter Ausdruck wie geradbegrenzte Linie wére durch die Definition wohldefiniert.
Erst als zusammengesetzte Begriffsbestimmung verdndert sich der Bezug des Nachsatzes, eine gerade
endliche Linie ist eine endliche Linie mit der Eigenschaft gerade zu sein: Nach Definition eine endliche
Linie, deren Mitte zwischen den Enden hervorsteht. Denn «Grenze einer Grenzen habenden Fliache»
definiert (einigermaflen) korrekt die endliche Linie. Aber die geschlossenen endlichen Linien haben
keine Grenzen und keine Mitte, einige sind aber geradlinig, womit die Bestimmung von «gerade> durch
den Nachsatz bei ihm und damit allgemein falsch ist. Die Eckpunkte und Umfangslinien eines Vielecks
sind fiir die Vielecksfldche Grenzen, fiir die Umfangslinie nicht.

Mathematisch kann diese Definition nicht erfolgreich sein, weil es sich einmal bei der durch Strecken
begrenzten Flache nur um die paradigmatischen Fille dieser Charakteristik handelt und viel unregel-
maéBligere (mit krummen oder wilderen Grenzen) existieren, was der philosophischen Allgemeinheit der

59 Physik 207a6-7.
60 Vgl. Proclus 1970, S. 103.

61 Dem steht der Gebrauch von nenepaopévoc und &neipog zum Beispiel in Elemente (110/11) scheinbar entgegen, treten sie dort
implizit als Gegensatz auf. Dagegen ist zu bemerken, dass bei Geraden (zweiseitig) begrenzt und endlich zusammenfallen.
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Definition geschuldet zu sein scheint. Zum anderen setzen diese paradigmatischen Fille eine Art von
geraden Linien bereits voraus, die in der ,Definition” nicht mitgeliefert wird.

Indem also ARISTOTELES diese Definition kritisiert, wendet er sich moglicherweise gegen die bedeut-
same Folge einer erfolgreichen Definition dieser Art, nimlich dagegen, dass das Geradlinige und damit
letztlich auch das Gerade tiber das nach PLATON Ungleichméfiige erklarbar ist, und die Prioritat des
RUNDEN iiber das GERADE nicht mehr gewahrt bleibt.

3.4 Euklids Definition der geraden Linie in den «Elementen»

In Elemente Buch I definiert EUKLID an vierter Stelle die gerade (endliche) Linie: «Eine gerade Linie
(Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichmafig liegt.»%? (eb9elx ypoupn éotv, Mg
e€ Toov ey’ eavtng onuetog xert) Die genaue Bedeutung ist umstritten.®> Vor den Definitionen
des Parmenides ist es allerdings erstaunlich, dass EUKLIDs Definition teilweise dhnlich wie GERADE
interpretiert wurde als den Platz zwischen den zwei Punkten belegend.®* Denn die Betonung hier von
,gleich(méfig) ({oov) liegen’ dhnelt der von RUND. Sie unterscheiden sich nur darin, dass bei EUKLID
sich die Linie zu irgendwelchen Punkten auf ihr verhilt, wiahrend sich in Parm 137e die (End-)Punkte
zur Mitte (der Linie) verhalten.®> Wenn sich aber wie in Parm 137de irgendwelche Punkte zur Linie
verhalten, dann wird damit die Existenz von mindestens einem Punkt prasupponiert. Das ist aber nicht
notwendig, weil man die Relation umdrehen kann, und so (potentiell) unendliche gerade Linien nicht
von der Definition ausgeschlossen hat. Man konnte den Unterschied der Definitionen von EUKLID
und PLATON demnach als Reaktion auf eine Verallgemeinerung der Aristotelischen Kritik (aus dem
vorherigen Abschnitt), falls dort tatsdchlich von einer unendlichen Geraden die Rede ist, erklédren.

Ist diese neue Interpretation auch in sich sinnvoll? Ja, denn sie liegt auf einer Linie mit der Erklarung
von GERADE in Parm 137e¢: Wihrend dort die Mitte hervortritt, verhilt sich hier die Linie als Mitte
gleichméaflig. Wenn es mehr als einen Punkt (auf der Linie) gibt, verhalten sich diese auch gleich zur
Mitte. Wenn es weniger als zwei Punkte auf der Linie gibt, gibt es auch keinen zweiten Ort, an dem im
Verhiltnis zum ersten die Mitte (Linie) ausreissen kénnte.® Bei genau null oder einem Punkt verhalten
sich also die vorhandenen Punkte auch alle gleich zur Mitte.

EUKLIDs Definition muss nach diesem Verstandnis aber nicht als Kritik an Parm 137e¢ gelesen werden,
sondern kann auch als eine angepasste Version verstanden werden. Denn wihrend in dem begriffli-
chen und mathematischen Umfeld der ersten Hypothese die Unbegrenztheit die Undefinierbar- und
Undenkbarkeit impliziert und nur in diesem negativen Sinne der Einheit ,zukommt’ (Parm 137d) (und
selbst ein Unbegriff ist), darf und kann bei der vierten Definition nicht vorausgesetzt werden, dass jede
Linie begrenzt ist.

Wie definiert EUKLID nun in den Elementen die gerade Linie? Zundchst ist die Definition 4 eine Spezi-
fizierung der Linie (Def.2) in gerade und andere Linien. Eine Linie ist genau dann gerade, so EUKLID,
wenn «die Punkte auf ihr> sich «gleichméfiig zu ihr verhaltens>. Die Punkte auf ihr> sind im Kontext
der anderen Definitionen die Punkte, die Enden von Teilen der Linie sind (die Enden der ganzen Linie

62 Thaer 1997, S.1.

63 Vgl. Heath 1956a, S. 165ff.. Russo 1998 ist der Meinung, EUKLIDs Definition 4 sei eine nachtrigliche Erganzung der Elemente,
die den Anfangsteil von HERONs Definition der geraden Linie tibertrégt, ohne den Sinn zu wahren. So konnte es kommen,
dass sie absolut unverstandlich ist («of which [Euklids Def. 4] no mathematician has ever been able to make any sense», S. 215).
Siehe aber Fufinote 62 auf S. 25.

64 Vgl. u.a. Heath 19564, S. 168.
65 Beachte dazu auch die Reihenfolge in Parm 145b4.
66 Punkt wurde auch als Einheit mit Ort begriffen, vgl. Proclus 1970, S. 95.
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vielleicht ausgeschlossen; siehe Abschnitt 1.3.7). Das «gleichméfig zu ihr verhalten®” ist schwieriger
zu bestimmen, da neben den fiir Linien fundamentalen Begriffe von Teil-Ganzes und Enden-Mitte noch
keine Relationen zwischen Punkt und Linie definiert wurden. So liegt es nahe die Gleichméafigkeit in
Bezug auf alle noch kommenden Relationen zu sehen. Eine Formalisierung davon wire in Anlehnung
an Lorenzens Bestimmung der Ebene (siehe S. 95) ein Axiomenschema:

(1) PeE A P'€E A A(E,P) — A(E,P)

mit E eine gerade Linie, P und P’ Punkte, € als ,liegen auf” und A eine beliebige Aussage. Neben der
Frage, inwieweit dieses Vorgehen auch formal erfolgreich sein kann, ist die Idee nicht die der Elemente,
da dort alle weiteren zentralen Definitionen auf der geraden Linie aufbauen. Formal stellt sich die Frage,
was das fiir primitive Pradikate sein sollen, die in die beliebigen Aussagen A eingehen, und die nicht
in irgendeiner Weise gerade Linien voraussetzen.

Die wesentliche Funktion der Gleichméfigkeit fiir die begriffliche Bestimmung der geraden Linie ist
aber eine andere und ist auch erfolgreich, obwohl die Gleichméfiigkeit oder Unterschiedslosigkeit nur
der Form nach, ohne eine konkrete Relation angeben zu konnen, ihre Anwendung findet. Denn es kom-
men hier bei der Betrachtung der euklidischen Definition neben der Idee der Gleichméfigkeit aus der
ersten hypothesis des Parmenides auch die anderen dort angefiihrten Ideen in Betracht, insbesondere die
der Begrenzung.® Die Idee der begrifflichen Begrenzung spiegelt sich nun einmal so in der Defini-
tionsweise der geraden Linie, das in der Definition wegen Genus (Linie) und Spezifikum (gerade sein)
die gerade Linie das ,Mittlere’ zweier ,Enden’ ist. Es spiegelt sich diese allgemeine Struktur aber noch
weiter darin, dass die einfachsten geometrischen Objekte durch genau zwei ihrer begrifflichen Teile ge-
ometrisch bestimmt werden. Was damit gemeint ist, wird am Beispiel der Kreisdefinition erlautert: Ein
Kreis ist eine Figur, d.h. eine Fldche, die von einer Grenze umschlossen wird, deren besondere Form der
Grenze durch genau zwei geometrische Momente bestimmt wird, ndmlich durch einen Punkt und eine
gerade Linie. Denn die Grenze des Kreises ist genau dadurch bestimmt, dass zwischen jedem Punkt auf
ihr und dem speziellen Punkt eine der speziellen Linie grofengleiche gerade Linie liegt.®

Die Forderung, dass die einfachsten, d.h. die erste durch eine Gleichmifligkeit vollstindig definierte
Unterart eines Objekttyps, geometrischen Objekte durch zwei ihrer begrifflichen Teile geometrisch be-
stimmt werden, trifft nun auf die Charakterisierung der geraden Linie in Definition 4. Alle Punkte liegen
gleichméfig auf ihr, d.h. kein Punkt auf ihr kann etwas zu ihrer geometrischen Bestimmung beitragen.
Es bleiben ihre Linienteile und ihre Endpunkte. Jede Linie ist aber durch eine vollstindige Aufteilung in
Linienteile geben, so dass ihre Linienteile eine gerade Linie nicht bestimmen kénnen. Eine gerade Linie
muss damit geometrisch durch ihre beiden Endpunkte bestimmt werden.

Begrifflich-geometrisch abhangen bedeutet nun aber u. a., dass die Identitdt des geometrischen Objekts
von der Identitdt der geometrischen Objekte abhédngt, von denen sie begrifflich-geometrisch abhéngt.
Zwei vielleicht unterschiedliche Objekte sind genau dann, wenn die Objekte, von denen sie begrifflich

67 Oder das «gleichméflig> auf ihr liegen, dh. irgendwie gleichmafliig> Endpunkt eines Teils der Linie sein.

68 Siehe Abschnitt 1.3.7. Insofern die Ausfiihrungen hier zu den Elementen eine Stiitze fiir die Neuinterpretation von Parm 137de
sein sollen und die Neuinterpretation wiederum eine notwendige Ingridienz fiir die Wahrheit der These, dass sich die Ideen
der ersten hypothesis in den Elementen spiegeln, haben wir damit einen leichten Zirkel. Aber selbst dieser ist kein schlechter
Zirkel, da sich die Wahrheit der Thesen auch aus der Kohédrenz und Fruchtbarkeit fiir ein Verstandnis der Elemente ergibt.

69 Diese hier etwas ad hoc eingefiihrte Bestimmung geometrischer Objekte ist tatsdchlich eine wesentliche, namlich die durch
die Teile begrifflich als Ganzes bestimmt zu werden. In Parm 158c heifit es, dass jeder Teil des Ganzen wiederum in eine
unbegrenzte Menge zerfillt, da er nur am Eins teilhat, selbst aber das zum Einen Andere ist. Weil die Anderen aber am
Einen noch teilhaben (Parm 157c), kann das Ganze aus denn Teilen ,aufgebaut’ werden. Dass, so die Behauptung hier, ist, da
bezogen auf den Linienabschnitt 3 (siehe Abschnitt 1.3.5), begrifflich zu verstehen, wihrend der Zerfall in Bereich 4 (siehe
Parm 159b-160b) weitergehend ist, das Andere jetzt nicht mehr am Einen teilhat (Parm 159d) und sich damit gut mit dem
geometrischen Konstruieren im Einklang befindet, bei dem geometrische Objekte aus ihren Teilen konstruiert werden und
keine ihre Komponenten iibersteigende Einheit bilden.

Dass geometrische Begriffe in notwendige Begriffsteile zerfallen, findet sein strukturelles unteres Ende in dem Grenzbegriff,
der beinhaltet, dass es (mindestens) zwei Grenzmomente geben muss, in seiner direkten Anwendung aber auch nicht mehr
als zwei.
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geometrisch abhdngen identisch sind. Desweiteren sind sie abhidngig von dem Gegebensein der Ob-
jekte, von denen sie abhéngen, gegeben. Damit wurde nun aus der vierten Definition der Elemente die
moderne Charakteristik, dass zwei Punkte genau eine Gerade bestimmen, geméafS dem euklidisch-an-
tiken Kontext abgeleitet. In die Axiomatik der Elemente wurde es zuweilen hinzugeftigt in Form der
Aussage, dass zwei Geraden keinen Raum einschlielen.”’

3.5 Der unperfekte Kreis im Siebten Brief

3.5.1 Der unperfekte Kreis

Eine weitere Textstelle im platonischen Oeuvre, in der die Ausdriicke RUND und GERADE auftreten,
ist das Beispiel des Kreises (x0xlog) im Siebten Brief 342a—-343b, dort in Verbindung mit otpoyydiov
und mepLpepne (342c).”! Der Kreis wird dort in aller Kiirze durch die fiinf Erkenntnisstufen (die drei
zur Erkenntnis hinfiihrenden: Name (&vopo), Gedanke (A6yoc) und Bild (idwhov), als vierte Stufe die
Erkenntnis selbst und als fiinftes Moment die Idee des Dinges selbst (vgl. 342ab) verfolgt, danach wird
die Unangemessenheit der unteren vier Stufen tiber dem, wie der Kreis in der fiinften auf die hochste
Weise erfasst wird, angesprochen.”?

Jeder Kreis von denen, die tatsdchlich gemalt oder auch gedrechselt sind, ist voll von dem, was dem fiinften
entgegengesetzt ist — denn er riihrt tiberall an das Gerade —, der Kreis selbst aber, sagen wir, hat weder etwas
Kleineres noch Grofieres der entgegengesetzten Natur an sich. Siebter Brief 343a

KUKNOG §KAOTO¢ TV &V TAlg TPAseol Ypadopevwy 1) Kal TopeubévTwy LeoTog ToU §vavTiou e0Tiv TO
TEUTTTW - ToU Yap eUbéoc epATTETA TAVTY - AUTOG ¢, PALEV, O KUKAOC OUTE T1 TIIKPOTEQOV OUTE eIV
THG EvavTiag exel £V aUT PUoELS.

Dieser Satz wird, soweit man den Siebten Brief fiir echt oder zumindest platonisches Gedankengut
darstellend hilt, gern im Sinne folgender Uberlegung genommen: Jeder materielle Kreis kénne kein
perfekter Kreis sein, weil er irgendwo nicht ganz rund sei, sondern «das Gerade iiberall beriihre». Er
nihere den perfekten, mathematischen Kreis nur an, erreiche ihn aber niemals.”> Diese Deutung scheint

70 Die einzige mir bekannte Auferung, die dem in diesem Kapitel entwickelten Verstindnis der euklidischen Definition
der geraden Linie nahe kommt, findet sich bei HEGEL: «Die Bestimmung (oder wenn man will, der Begriff) der gera-
den Linie ist doch wohl keine andere, als daf3 sie die schlechthin einfache Linie ist, d.i. in dem Aussersichkommen
(der sogenannten Bewegung des Punktes) schlechthin sich auf sich bezieht, in deren Ausdehnung keine Art von Ver-
schiedenheit der Bestimmung, keine Beziehung auf einen andern Punkt, oder Linie ausserhalb ihrer gesetzt ist, halt; —
die schlechthin in sich einfache Richtung. Diese Einfachheit ist allerdings ihre Qualitat, und wenn die gerade Linie
schwer analytisch zu definiren scheinen sollte, so wire es nur um der Bestimmung der Einfachheit oder Beziehung auf sich
selbst willen, und blofl weil die Reflexion beym Bestimmen zunéchst vornemlich eine Mehrheit, ein Bestimmen durch andere,
vor sich hat; es ist aber fiir sich schlechthin nichts schweres, diese Bestimmung der Einfachheit der Ausdehnung in sich, ihrer
Bestimmungslosigkeit durch anderes, zu fassen; — Euklids Definition enthilt nichts anderes als diese Einfachheit.» (Hegel
1999, S.199f.) HEGEL leitet daran anschlielend aus der euklidischen Definition die archimedische Bestimmung der geraden
Linie als kiirzeste zwischen zwei Punkten ab: «Der Uebergang nun aber dieser Qualitdt zur quantitativen Bestimmung (des
Kiirzesten), welcher das Synthetische ausmachen sollte, ist ganz nur analitisch. Die Linie ist als rdumlich, Quantitit tiber-
haupt; das Einfachste, vom Quantum gesagt, ist das Wenigste, und diff von einer Linie gesagt, ist das Kiirzeste. Die
Geometrie kann diese Bestimmung als Corollarium zur Definition aufnehmen;» (Hegel 1999, S.200) In der in dieser Arbeit
gegebenen Rekonstruktion des begrifflichen Kontextes der Elemente kann nicht direkt so gefolgert werden, da die gerade Linie
erst das Maf fiir Linien abgibt. Stattdessen kann so argumentiert werden: Unter der noch zu zeigenden Annahme, dass es
eine Kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten gibt, wiirde die Behauptung, dass dies nicht die gerade Linie ist, zu einem Wi-
derspruch mit der intrinsischen Ununterscheidbarkeit der beiden Seiten einer geraden Linie (s. S.26) und ihrer Endpunkte
fithren.

71 PLATONs Autorenschaft des Siebten Briefs wurde haufiger in Frage gestellt, fiir einen Uberblick der Argumente siehe Finck
2007, S.123ff.. Finck 2007, S.123a27, laviert etwas, weil er den Siebten Brief zwar inhaltlich benutzen méchte, ohne seine
Argumentation allerdings von dessen Echtheit abhingig machen zu wollen. Aber man muss aufpassen die inhaltlichen Uber-
legungen von den historischen letztlich getrennt zu halten. Die tiberlieferte Autorenschaft ist ein hilfreicher, aber trotzdem
blof3 duflerer Hinweis auf die gedankliche und gedanklich-biographische Kohirenz der in den Texten dargelegten Gedanken.

72 Ahnliche Aufzihlungen finden sich in Parm 142a, 155de und Nomoi 895d. Der Gebrauch von ,Erkenntnis” (émotfpn) im
Siebten Brief ist problematisch (siehe Finck 2007, S. 140f.).

73 Siehe Becker 0], S.7. Bordt o], S.99f.: «Was wir sehen, sind nur Abbilder von Kreisen und Dreiecken, nie aber einen Kreis
oder ein Dreieck selbst. PLATON kommt zu dieser Auffassung zum einen deswegen, weil diejenigen geometrischen Figuren,
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jedoch (ungerechtfertigter Weise) tiber den wortlichen Ausdruck hinauszugehen. Denn unter einem
Kreis, der «iiberall das Gerade beriihrt» hat man sich geometrisch einen Kreis mit seinen Tangenten
vorzustellen, und der Kreis wiirde Entgegengesetztes enthalten, weil er die Tangenten «beriihrt» (was
wiederum bedeuten miisste, dass er sie in mehr als einen Punkt schneidet). Entsprechend ist Heath
1921a, S.288, der Meinung: «the meaning of [Siebter Brief 343a] is presumably that we cannot in prac-
tice draw a circle and a tangent with only one point common (although a mathematical circle and a
mathematical straight line touching it met in one point only).»

Implementiert man jedoch die neue Interpretation und nimmt «das Gerade» im Sinne von GERADE,
dann nihert man sich wieder der ersten Interpretation an. Denn «die Ungleichméfiigkeit beriihren>
kann genommen werden als «die kleinen Irregularitdten besitzen>, die ein handgemachter Kreis eben
hat. Aber diese Irregularidten sollten den handgemachten Kreis nicht dabei storen, ein Kreis zu sein, da
er sonst eine Ellipse oder etwas anderes ware.

3.5.2 Die Ungenauigkeit der sichtbaren Welt

Zuweilen interpretiert man PLATON unter Hinweis auf Siebter Brief 343a so, dass ein Kriterium der Un-
terscheidung von Ideen&Mathematika und Wahrnehmbaren die erreichbare Exaktheit ist.”* Danach
sind mathematische Objekte ganz exakt, die Randpunkte eines Kreises liegen alle genau gleich weit ent-
fernt vom Mittelpunkt, wahrend alle — und nicht nur die handgemachten — materiellen Kreise ungenau
sind. Wie sich unsere These auf ein paar Argumente gegen dieses Kriterium auswirkt, wird in diesem
Abschnitt aufgezeigt.

Ein Hauptargument gegen dieses Kriterium ergibt sich aus der Betrachtung begrifflicher Gegensitze.
Wenn etwas definitiv kein Kreis ist, dann haben die Enden definitiv nicht den gleichen Abstand zu ir-
gendeinem Punkt, und es ist definitiv ein Unkreis (bzw. GERADE), d.h. ein Unkreis ist etwas, dessen
Enden zu keinem Punkt den gleichen Abstand haben.”> Wenn etwas mit Sicherheit einen Begriff nicht
(in seiner Genauigkeit) instantiiert, dann aber sicherlich seine Negation, so wie ein Unkreis nicht an-
gendhert werden kann, sondern immer ein perfekter Unkreis ist.

Dagegen kénnte man einwenden, dass die Ungenauigkeit bereits bei Punkten, Abstinden, Linien und
Flachen beginne, der Gebrauch ihrer Benennungen vage sei, sich diese Vagheit sowohl auf Kreis wie
Unkreis tibertrage und dort Platz fiir Formen der Anndherungen lasse. Dem kann aber entgegnet wer-
den, dass diese Vagheit, ob ein Gegenstand einen Begriff instantiiert oder nicht, nur an Grenzen zwi-
schen zwei gegebenen Alternativen auftritt. Z.B. gibt es Stiihle und Dinge, die keine Stiihle sind, aber
bei manchen Gegenstdanden ist man sich vielleicht nicht sicher, was von beiden sie sind. Wenn man
aber zum Beispiel sicher ist, das keine Punkte, d.h. keine unendlich kleinen, unteilbaren Teilchen exi-

die man sehen kann, nie diejenigen Bedingungen erfiillen, die geometrische Figuren eigentlich erfiillen miissen; selbst ein mit
einem guten Zirkel konstruierter Kreis ist nie wirklich ein Kreis, bei dessen Kreisumfang alle Punkte exakt denselben Abstand
zum Mittelpunkt des Kreises haben. ... Daf$ geometrische Gegenstdnde nicht sinnlich wahrnehmbar sind, bedeutet nicht, daf8
sie nicht wirklich sind und gar nicht existieren. Der Mathematiker nimmt ihre Existenz an und erforscht die Gesetze, die fiir
die idealen geometrischen Figuren gelten.» Ohne Verweis auf diese Stelle bei Brown 1999, S.9: «Plato’s theory ... tells us what
mathematics is. This last feature especially rings true — even if nothing else about Platonism does. When we talk about circles,
for example, we don’t seem to be talking about any particular figure on the blackboard. Those are only approximations.
We're talking about a perfect circle, something which exists nowhere in the physical world. At this point it's completely
natural to feel drawn toward Plato’s realm of eternal forms. And many find the tug irresistible.» Oder Shapiro 2000, S.52:
«Mathematics, or at least geometry, provides a straightforward instance of the gap between the flawed material world around
us and the serene, ideal, perfect world of thought. From before Plato’s time until today we have had completely rigorous
definitions of straight line, circle, and so on, but the physical world contains no perfectly straight lines without breadth, and
no perfect circles, or at least none that we can see.» Eindeutig ist Finck 2007, S.145: «Das Problem besteht nicht darin, dass eine
Instanz nicht nur eine, sondern viele Bestimmtheiten hat, sondern dass ihr die fragliche Bestimmtheit nur bedingt zukommt.
Die materielle Instanz eines Kreises ist nicht vollkommen rund und insofern defizient».

74 In der englischsprachigen Literatur criterion of perfection genannt.

75 Vgl. Wedberg 1955, S. 50.
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stieren, dann sind alles ,Unpunkte’, und es wire nicht sinnvoll davon zu sprechen, dass Atome, Elek-
tronen etc. Punkte annihern. Entsprechend beruht die sinnvolle Rede der Approximation von Kreisen
auf der Vorstellung von perfekten Kreisen, die man der Wahrnehmung entnehmen kann.”® Ein in der
Genauigkeit bis unter die Sehscharfe arbeitende Drucker z. B. produziert relativ zur Wahrnehmung per-
fekte Kreisscheiben. Wiirde man nun aber den Einwand daraufhin abwandeln, dass letztlich alles in
der Welt vage und unbestimmt wire, dann wiirde es schon keinen Sinn mehr machen von Kreisen und
Unkreisen in Bezug auf Dinge in der Welt zu sprechen, keine materiellen Kreise konnten von den ma-
thematischen unterschieden werden und das Kriterium wére unbrauchbar.

Dieses Hauptargument wird innerhalb der antiken BiM durch die euklidische Einteilung geometrischer
Objekte auBer Kraft gesetzt.”” RUND und GERADE sind entgegengesetzte Prinzipien, aber der Hauptteil
der Definition geometrischer Objekte liegt beim RUNDEN. In der euklidischen Geometrie gibt es keine
Figur, die als einzelne den Gegensatz zum Kreis bilden wiirde. Es gibt viele reguldre Vielecke — und
diese sind noch die RUNDESTEN der GERADEN Figuren. Die der einzigen rein RUNDEN Figur Kreis ent-
gegengesetzten GERADEN Figuren scheinen nichts gemeinsam zu haben, was sie vom Kreis unterschei-
det und einen eigenen geometrischen Gegenstandtyp konstitutieren wiirde. Da EUKLID aber sowieso
weitgehend darauf aus zu sein scheint, nur (bis auf die Grosse) eindeutige Definitionen von geometri-
schen Figuren zu benutzen, liegt fiir EUKLID ein Begriff wie der Unkreis, unter den alles beliebige bis auf
Kreise fillt, aufierhalb des Bereichs moglicher geometrischer Begriffe. Somit ist ein sichtbarer unexakter
Kreis nicht in Gefahr, tatsdchlich etwas anderes ganz exakt zu sein.

Aber es gibt iiberzeugendere Argumente gegen einige Arten des Kriteriums der Exaktheit. Erstens ist
es, auch wenn es fiir geometrische Objekte giiltig sein sollte, offenbar fiir Zahlen falsch, weil z.B. fiinf
Biicher immer genau fiinf Biicher sind und nicht anniihernd fiinf Biicher.”® Zweitens scheint PLATON an-
dere Kriterien besessen zu haben, wie, dass in Gegenstdnden der Welt Ideen vereint sein konnen, die
gedanklich immer getrennt auftreten miissen, weil sie sich begrifflich ausschliessen.”” Drittens miisste
jemand, der dieses Kriterium auch nur in Hinsicht auf geometrische Objekte fiir notwendig und hin-
reichend anséhe, bestreiten, dass es relativ exakte Kreise in der Welt gidbe, an denen zumindest wir mit
blofSlem Auge keinen Unterschied feststellen konnten, sondern hochstens mit einem Mikroskop. Denn
wenn das Kriterium notwendig und hinreichend in jenem Teilbereich ist, dann ist es dort das einzige
Kriterium, anhand dem man den materiellen vom mathematischen Bereich unterscheiden kann. Jene
sichtbaren perfekten Kreise wéaren aber dann nicht ohne Mikroskop von mathematischen zu unterschei-
den. Dies ist aber nicht der Fall.

3.5.3 Siebter Brief 343a nach Parmenides 137de

In Ankntipfung an die erste Hypothese des Dialogs Parmenides ergibt sich allerdings eine andere Deu-
tung. Der zentrale Ausdruck «denn er riihrt {iberall an das Gerade» verweist mittels épédnteton (bertih-
ren, ép&ntey) auf die im Parmenides direkt nach RUND und GERADE folgende Begriffsbildung. Dort
wird ,in etwas sein’ verstanden als von etwas rings umgeben werden und an vielen Stellen (den Enden)

76 Die Diskussion wird difiziler, wenn man zundchst annimmt, dass im konkreten Einzelfall auch ein genauerer Kreis da sein
konnte, fiir den wiederum ein genauerer vorgestellt werden kann, und entsprechend weiter. Auch wenn aus dieser Annahme
alleine nicht folgt, dass ein perfekter Kreis moglich ist in der sichtbaren Welt, so legt diese es doch nahe. Plausibler wird es
noch, wenn man die praktischen und theoretischen Grenzen einer steten Verfeinerung berticksichtigt, wie es sie z. B. durch
die Wahrnehmung oder physikalische Hinweise auf eine Quantelung der Materie geben konnte (wie sie die moderne Physik
fiir moglich hélt: «In other words, to our best knowledge about the natural world, it is quite likely that space is not infinitely
divisible.» (Rovelli 2011, S.168). Die Welt konnte nach heutiger Erkenntnis physikalisch gequantelt sein in ungefihr 101
Teile pro Kubikzentimeter; siehe Rovelli 2011, S. 169.).

77 Siehe dazu oben Abschnitt 3.4 und Abschnitt 3.2.2.2.
78 Vgl. Wedberg 1955, S. 68f..
79 Vgl. Pritchard 1995, S. 132ff..
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vielfach bertihrt (&ntetv) werden (Parm 138a). Wahrend mit RUND und GERADE die Gestalt spezifiziert
wurde, wird hier der Ort erklart. Der Begriffsentwicklung der ersten Hypothese nach ist damit aber
die Gestalt fiir sich translokal. Die Begriffe RUND und GERADE konnen sich nicht beriihren, weil sie
nirgendwo sind. Ihre begriffliche Struktur ist so eingeschrénkt, dass sie fiir sich genommen keinen Ort
haben konnen — und damit aber auch nichts anderes beriihren. Denn erst mit dem ,in etwas sein’ wird
in der Begriffsentwicklung der ersten Hypothese ,das Andere’ begrifflich eingefiihrt. Der Kreis als das
,Runde’ kann demnach aus ganz spezifischen Griinden das Gerade erst da beriihren, wo er nicht mehr
rein fiir sich ist, wie er in der fiinften, hochsten Erkenntnisform erkannt wird. In der Geometrie selbst
beriihrt das ,Gerade’ das ,Runde’: Es wird versucht, Vielecke bestimmter Art in den Kreis einzube-
schreiben, d.h. so in den Kreis hinein zu konstruieren, dass die Eckpunkte auf der Kreislinie liegen, oder
umgekehrt Kreise in Vielecke. Gerade im Menon 86d-87a fragt Sokrates danach, in welchem Fall man
eine gegebene Flache in Form eines Dreiecks einem gegebenen Kreis einbeschreiben kann.

Ist diese Bertihrung im Geometrischen noch dufSerlich, durch den geometrischen Raum vermittelt, so ist
sie im Sinnlich-materiellen eine begriffliche Verbindung. Ein handgeformter Kreis kann (potentiell) an
allen Enden ungleichmifliig sein, ohne das er aufhtren wiirde ein Kreis zu sein. Dieser Teller vor mir
ist kreisformig, obwohl er an vielen sichtbaren Stellen zugleich ,eckig’ ist — und je besser das Mikroskop
an umso mehr Punkten, vielleicht allen. Ein eckiger Kreis wire dagegen in der Geometrie noch ein
Unding und wiirde zu einem Widerspruch fiihren. Im Lichte des neuen Interpretationsvorschlags von
RUND und GERADE gelesen, wire das Kreisbeispiel des Siebten Briefs demnach so zu verstehen: Im
Sinnlich-materiellen ist alles Gerade, Kreisformige oder Kugelhafte, d.h. alles, was unter den Kreisbegriff
von Parm 137de fallt, moglicherweise an allen Punkten ungleichméfSig und bertihrt in diesem Sinne
begrifflich sein Entgegengesetztes. Dem Sinnlich-materiellen Kreis ist es egal, ob und wie eckig er ist. Im
Unterschied zum Exaktheitskriterium wird hier also nur die Mdglichkeit von Abweichungen behauptet.

Wegen der Prioritdt des Kreisbegriffs tiber den ,Unkreisbegriff’ geméaf; der Begriffsentwicklung der er-
sten Hypothese des Parmenides ist dieses Beispiel auch nicht umkehrbar, das Ungleichméfige setzt das
Gleichméfige in einem begrifflichen Sinne voraus und beinhaltet es somit in einem abstrakten Sinn.



«But what could he [Plato] possibly have had in mind for
arithmetic, the study of the numbers, in themselves, and inde-
pendent of their relations to other numbers?»

Shapiro 2008, S. 308

Probleme mit den natiirlichen Zahlen: Vollstandige
Induktion und Nichtstandard-Modelle

4.1 Einleitung

Die Frage, der hier nachgegangen werden soll, ist: Was sind die Zahlen? Mit Zahlen werden hier allein
die sogenannten nattirlichen Zahlen (enthalten in der Menge IN) bezeichnet, ob von der Null, der Eins
oder erst von der Zwei ab gezahlt, was im folgenden von untergeordneter Bedeutung sein wird. Die
Frage hier zielt weniger auf die ,Substanz’ oder Wesensart der Zahlen, so dass mogliche Antworten
wadren: Zahlen sind bestimmte Mengen, Ideen oder Eigenschaften von Begriffen oder von Kollektionen
etc. Vielmehr soll eine (bessere) Kennzeichnung der Zahlen durch wesentliche Eigenschaften, Gesetze
oder Bestimmungen der Zahlen erreicht werden, die letztlich direkt zur Erweiterung der mathema-
tischen Erkenntnis dienen koénnten. Insofern diese Untersuchung ihr Ziel in der Verwendbarkeit fiir
(grundlagentheoretische) mathematische Probleme findet, wird sie als metamathematisch bezeichnet. Im
weiteren Sinn der Philosophie der Mathematik (B{M) ist die Metamathematik einer ihrer Teile, im einge-
schrankten Sinn ist die B{M im Unterschied zur Metamathematik der Teil, der nicht (direkt) fiir die
mathematische Praxis relevant ist. Einer in diesem Sinne beschriankten Fragestellung wird in den Ab-
schnitten 7.2 und 7.3 nachgegangen, namlich der Moglichkeit durch die moderne Mathematik und ihre
Zahlvorstellung fiir die platonische Ideenschau vorbereitet zu werden. Der Frage hier wird im fol-
genden so nachgespiirt, dass als erstes das Verstdndnis der Zahlen in der modernen mathematischen
Grundlagenforschung dargestellt wird, um dann zu verfolgen, ob und wenn ja, inwiefern, Uberlegun—
gen aus PLATONs Schriften etwas zu den aktuellen Grundlagenproblemen mit den Zahlen beitragen
konnen oder sich zumindest umgekehrt etwas von seinen Uberlegungen zu Zahlen vor diesem Hinter-
grund erhellt.

Die eben getroffene Unterteilung der BdM hinsichtlich ihrer Relevanz fiir mathematische Grundlagen-
fragen darf aber letztlich nur eine oberfldchliche sein, wenn die etwas abgehobenen philosophischen
Erkenntnisse wirklich tief sein sollen. Denn in diesem Fall miissten sie die mathematischen Grundla-
genprobleme wenn nicht 16sen, so doch aufzeigen, inwiefern diese Probleme nicht von dem, was Zahlen
sind, abhdngen. Insofern Schwierigkeiten in der Metamathematik wesenhaft mit den Zahlen zusam-
menhédngen, miissten sie durch diesen Rekurs auf ihr Wesen, das — wie man behauptet — vom antiken
(Neu-)Platonismus behandelt wird, besser verstehbar, erklarbar und 16sbar sein.

Platons Theorie der Zahl, auf die wir uns im folgenden beschranken, ist so unklar, dass es fragwiirdig
ist tiberhaupt von einer ,Theorie’ zu sprechen, einiges an wissenschaftlichen Fortschritt und Kldrung
konnte diesbeziiglich noch geleistet werden. Deswegen beschrianke ich mich im folgenden auf zwei
Aspekte einer platonischen Zahltheorie: Auf die Reihenfolge der arithmetischen Operationen in einer
Grundlegung der Arithmetik und auf Platons Einbeziehung einer Vorform der allgemeinen Induktion
tiber die nattirlichen Zahlen.

Was die Relevanz PLATONS fiir die moderne Grundlagendiskussion angeht ist es zunichst schwer einzusehen, was
bei (neuplatonisierenden) Aussagen wie «Zahlen sind die Bestimmungen der Einheit als Vielheit» oder dhnlichem

zu denken ist, und auch praktisch scheint damit nicht viel zu holen. Man kann aber auch anderes beobachten: Man
ist leicht geneigt, die Unvollstandigkeit der Peano-Arithmetik (erster Stufe) mit der Unendlichkeit der definierten
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Zahlenfolge in Verbindung zu bringen (vgl. S.113, und siehe die nédchsten Abschnitte fiir die technischen Aus-
driicke). Insofern ist es tiberraschend, dass die entsprechenden Theorien der natiirlichen Zahlen, die jeweils nur
mit + oder nur mit - arbeiten, vollstandig sind, obwohl die Zahlen nicht weniger wurden.

Das Verhalinis von Addition und Multiplikation scheint im Grunde klar zu sein. Padagogisch wie definitorisch baut
die Multiplikation auf der Addition auf, als x -y = x + ... + x, y-mal, lernt und versteht man das, was mit dem
Malzeichen ausgedriickt werden soll. Tatséchlich ist das Verhiltnis von + und - komplizierter, als es scheint. Fiir
die ,Definition” x -y = x + ... + x, y-mal, muss auf die Anzahl der addierten x reflektiert werden. Dieses Vorgehen
wird in einer Pradikatenlogik erster Stufe rekursiv formalisiertals x -0 = 0 und x -y’ = (x-y) + x (wobei ’ das
Zeichen fiir die Nachfolgerfunktion, also fiir +1, ist). Eine rekursive Definition ist aber keine Definition im Sinne
einer Aquivalenz der Form

X-y=z &

Denn diese kann als reine Abkiirzung aufgefasst werden, wahrend fiir jene die Existenz und Eindeutigkeit der so
bestimmten Multiplikations-Funktion erst bewiesen werden muss. In der Tat kann in dieser Weise - nicht mittels
+ (verbunden mit ' und <) definiert werden. Umgekehrt gilt aber

x+y:Z = (xl'zl/)/‘(yl‘zll)/:((xl'yl)/‘(zll‘zll))/;

(x',y, " werden statt x,y,z benutzt weil die Aquivalenz fiir z=0 nicht gilt). + ist in diesem Sinne sehr wohl mit
- und ’ definierbar.

Die wahren Sitze der arithmetischen Sprache £ = (0,’, <, +, -) des Standard-Modells V" = {IN,’, <, +, -} sind
nicht aufzihlbar, sehr wohl aber die ohne Multiplikation - oder Addition + (und ’, <;’ ist mit < definierbar, und
" und - definieren + wie gesehen).!

Vor diesem Hintergrund scheint PLATONs Bestimmung der Zahlen und ihrer Operationen interessanter als zuvor,
denn er geht jeweils getrennt auf Potenzierung, Multiplikation und Addition ein, fast als wéren es unterschiedliche
Zahltypen, die hierbei hergeleitet werden. Ob sich auf dieser Beobachtung aufbauen ladsst, wird das Folgende
zeigen.

4.2 Probleme mit den natirlichen Zahlen

4.2.1 Die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen

Die mathematisch relevanten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen versucht man in der gegenwértigen
Mathematik zunichst durch drei Axiome zu fassen, die eine Art linearer Struktur kennzeichnen, indem
sie die Progression der natiirlichen Zahlen beschreiben (s. Abb.1).

(1)  Jedes n hat genau einen Nachfolger n’ (oder n+1) und keine zwei verschiedenen n,m
haben den gleichen Nachfolger.

(2)  Es gibt genau ein 7, das kein Nachfolger ist (die 0).
(3)  Fiir jede Eigenschaft E gilt, wenn E auf 0 zutrifft, und fiir jedes n, das E besitzt, folgt,

dass auch ' E hat, dann besitzen alle n die Eigenschaft E.

(1) legt fest, dass es keine kleinen Zirkel und mehrfache Verzweigungen gibt (s. Abb.2), und (2) ver-
hindert auch einen grofien Zirkel. Die Axiome (1) und (2) gelten auch fiir kompliziertere Strukturen
(s. Abb.3)?, bei denen zu den natiirlichen Zahlen noch weitere Elemente hinzu kommen, wie z. B. eine
Kopie der ganzen Zahlen Z.

1 Siehe Boolos et al. 2007, S.295. In einer Pradikatenlogik zweiter Stufe sind Plus und Mal definierbar (s. Shapiro 1991, S. 120).
Dafiir reicht es aus die Quadrierung zu fassen zu kriegen, denn dann lasst sich z = x - y definieren durch z +z = (x +y)? —
x? —y?. Eine Aussage, die nur und genau auf die Quadratzahlen zutrifft, bestimmt man iiber die Bedingung, dass, wenn x <y
zwei aufeinander folgende Quadratzahlen sind, die nachste 2x — y + 2 ist; zusammen mit dem Komprehensionsaxiom gilt das
fir p(U) = AP (P(0) A P(1) A =Vo (P(v) Ax<v<y) — P(z)) A Axyz (P(x) A P(y) A P(z) A = Vo (P(v) A (x<v<yvy<
v<z)) = Z=2y—x+2) — P(u). Dann kann man u = x? definieren mittels ¢(u) A ¢p(u +2x + 1) A = Vo (¢p(v) A u<
v<u+2x+1).

2 Die drei kleinen Punkte markieren einen unendlichen Fortgang.
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Mit Hilfe des Axioms (3) der vollstindigen Induktion kann aber mathematisch gezeigt werden, dass alle
Strukturen, die (1)—(3) erfiillen, isomorph (,strukturgleich’) sind, Abbildung 3 also (1)—(3) nicht erfiillt.

Um die Addition und Multiplikation mittels der Nachfolgerfunktion festzulegen benutzt man folgende
weitere Axiome

4) n+0=n

5) n0=0

6) n4+m' = (n+m)’

7)) nm =nm+n

Die Axiome (1)-(7) zusammen ergeben die (i.a. ausreichenden) Gesetzméfsigkeiten der
informellen Arithmetik. Um sie zu diskutieren werden sie — wie heute {iblich — in ihrer

formalisierten Version betrachtet, wobei eine Kenntnis der formalen Logik vorausgesetzt
wird, an die jedoch zu Beginn des nédchsten Abschnitts erinnert wird.

Der Prozess der Formalisierung und die Erkenntnisse iiber das in einer modernen for-
malen Logik formalisierte Axiomensystem werden dabei vor allem insofern betrachtet
als sie Reflexionen {iiber die informellen Aussagen (1)-(7) und unseren Gebrauch der
Zahlen sind. Wie sind sie gemeint? Sagen sie das aus, was gemeint ist? Welche im-

O—> == N > Q) escceee

pliziten Annahmen werden mit ihnen gemacht??

4.2.2 Aus Sicht der formalen Logik: Die Peano-Arithmetik Abb. 1
4.2.2.1 Der Aufbau der formalen Logik erster Stufe

Die (mathematische) formale Logik gliedert sich in Syntax und Semantik (im folgen-

den fiir eine Pradikatenlogik erster Stufe PLl).4 In einer formalen Sprache L(ay, .. .; 151(1), el fl(l), )
werden aus den Konstanten (i, o, . . . ), Pradikats- (131(1), 152(1), c 151(2), Pz(z), coel))
Funktionssymbole ( fl(l), fz(l), e fl(z), f2(2)’ ...;...)als den extra angegebenen Symbolen,

zusammen mit den Variablen (%, %5, ...), Quantoren ( A\ [zu lesen als fiir alle’], V [zu ™, ;.
lesen als ,es existiert’]), logischen Verkniipfungen (— [nicht], A [und], v [oder], —
[wenn dann]) und Hilfszeichen (,, (“, ,,)“) auf festgelegte Weise Terme und Formeln
zusammengesetzt. Z.B. wéren %1, dq, fll)({jl), 1(;)<f1(3) (fl,fél)(@),fz) Terme und
Nz %73 (ﬂP1(2)(3?1,3?2) A ﬂplw(fz, %3) A —|131(2)(3?1,3?3) ) eine (geschlossene) Formel mit
der zweistelligen Relation 151(2) 2 Diese wohlgeformten Zeichenfolgen kénnen durch
Wiederholung von elementaren Regeln umgeformt und eingefiihrt werden; eine abges-
timmte Regelsammlung heift Kalkiil.® Z.B. wird die Regel der A -Einfithrung aus dem Abb. 2
Kalkiil der nattirlichen Deduktion geschrieben als Umformung der zwei getrennt gegebe-

nen Formeln ¢ und ¢ zu ¢ A ¢: % . Um dabei in aller Allgemeinheit tiber Formeln zu schreiben —
denn die Regeln gelten fiir viele Formeln, wenn nicht fiir alle — werden Metavariablen , ¢“, , ¢ fiir
Formeln, ,x*“, ,y", ,z” fur Variablen, ,a*, ,b* fiir Konstanten, , P; “ fiir Pradikatkonstanten etc. ver-
wendet. Lasst sich eine Formel ¢ aus Formeln einer Menge T von Formeln durch endliche Regelan-

wendung (hinsichtlich eines bestimmten Kalkiils K) ableiten, schreibt man tiblicherweise T k ¢.

Die Formeln einer formalen Sprache werden in der Semantik interpretiert. Fiir die Variablen wird ein
Gegenstandsbereich gewihlt, den Konstanten und Termen werden Objekte daraus zugeordnet, wie
auch den Pradikats- und Funktionssymbolen Pradikate und Funktionen auf dem Gegenstandsbereich;
im ganzen eine Struktur M = <M,f{, .. .,P{, ...,a1,...) mit M eine Menge von Objekten, ay,... Ob-
jekte aus M, P!,... Mengen von i-Tupeln mit Elementen aus M und fi,... i-stellige Funktionen von

X1 4M nach M. Ob Formeln ¢ in einem Modell M (eine bestimmte Interpretation beziiglich einer

3 In diesem Kapitel beschrianken wir uns auf die natiirlichen Zahlen axiomatisiert in einer formalen Logik. Die impliziten An-
nahmen und dadurch entstehenden Reflexionsdefizite der modernen formalen Logik, die selbst eine mathematische Theorie
ist, werden in Kapitel 5 thematisiert.

4 Dazu, dass es nicht die formale Logik gibt, siehe Kapitel 5.

5 Herkommlich wiirde man diese Formel so schreiben: Vxyz (-x=y A —y=z A —x=z).

< C:iAnlhna C 154 €53+ AAaPAaccala Atevme acan AAarvam KAllw31e
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bestimmten Struktur) erfiillt werden, d.h. gelten: M = ¢, ergibt sich durch Interpretation der logischen
Verkniipfungen. So ist z.B. ¢ A ¢ genau dann in M wahr, wenn ¢ und ¢ in M wahr sind. ,T |=¢*
steht abkiirzend fiir: ,In allen Modellen M mit M =T gilt M |=¢. Ein Kalkiil ist vollstindig, wenn
gilt: Aus T=¢ folgt T -¢.

Eine Menge von Sétzen ist aufzihlbar, wenn man ein Verfahren angeben kann, das genau
die Satze der Menge (moglicherweise mit Wiederholung und ungeordnet) ausgibt. Eine

Menge von Sitzen ist entscheidbar, wenn es ein Verfahren gibt, dass fiir jeden beliebigen ¢ 3*
Satz nach endlich vielen (Verfahrens-) Schritten ausgibt, ob er zu der Menge gehort oder 2*
nicht. Jedes Entscheidungsverfahren ldsst sich leicht zu einem Aufzdhlungsverfahren 1*
ergdnzen, indem man alle Satze der Sprache nacheinander dem Entscheidungsverfahren 0*
unterwirft. Aber nicht jede aufzdhlbare Menge von Sitzen ist entscheidbar. ¢ -1*

Besonders interessant ist nun das Verhéltnis zwischen den Kalkiilen und den Modellen.
In einer sogenannten Pradikatenlogik erster Stufe PI}, die wir vorerst der Diskussion
zugrunde legen, gilt fiir die besten Kalkiile K: T g ¢ < T |= ¢, man kann genau das

im Kalkiil aus den Sdtzen T ,mechanisch’, indem man die Ableitungsregeln des Kalkiils 3
anwendet, ableiten, was in allen Modellen, die T erfiillen, gilt (und man kann die In- 2
dizierung durch K in f weglassen). Wenn T leer ist, gilt entsprechend F ¢ < |= ¢, 1
d.h. alle Tautologien von PI! sind ohne Voraussetzung ableitbar und damit aufzzhlbar.
Tautologien sind dabei die Sétze, die in allen Modellen erfiillt sind, Kontradiktionen, die 0
in keinem Modell erfiillt werden, und die restlichen Sitze werden in mindestens einem Abb. 3

Modell erfiillt und in mindestens einem nicht. Die leere (Axiomen-) Menge T, ist dem-
nach insofern unvollstindig (obwohl der Kalkiil vollstindig ist), da fiir manche Sétze ¢ sich weder ¢
noch —¢ aus Ty ableiten lassen (Tp }- ¢ und Ty f- —¢). Tp entscheidet oder bestimmt nicht tiber
den Wahrheitswert einiger ¢. Das ist moglich, weil Tg in diesem Fall kein einzelnes Modell eindeutig
beschreibt (und entsprechend Ty = ¢ und Ty = —¢ gelten kann, weil es Modelle M; und M, gibt
mit M = —¢ und Mj = ¢).

4.2.2.2 Die Arithmetik in einer formalen Logik erster Stufe

Die informellen Axiome sind bis auf eines direkt in die Sprache von PL! {ibertragbar. Die Schwierigkeit
liegt in dem Induktionsaxiom (3), denn es ist nicht ganz klar, wie man , fiir jede Eigenschaft” genau
verstehen soll. Was ist eine Eigenschaft? Formalisiert man (3) in einer Pradikatenlogik erster Stufe (PLd)
ohne besondere Hilfsmittel so erhdlt man ein Axiomenschema (d.h. abzadhlbar unendlich viele Axiome)

Ind  Axy,...,x0 (¢(0) A Ax(p(x) = p(x')) — Axg¢(x)) fur alle ¢(x,x1,...,x,) aus L,

das deutlich schwicher ist als andere Formalisierungen von (3). Denn es gibt jetzt Modelle fiir die in PT1
formalisierten Axiome (1)—(3) bzw. (1)—(7), die von aufien wie Abbildung 3 aussehen, von innen aber
wie Abbildung 1.

Genauer: Hat man eine auf die kleiner-als-Beziehung reduzierte Sprache, in der man die diskrete lineare Ord-
nung der nattirlichen Zahlen formalisiert, so erhélt man von dieser Theorie ein Nichtstandard-Modell, indem man
,oberhalb’ von IN eine Kopie von Z ,anbaut’. Fiir ein Nichtstandard-Modelle von PA legt man die Z-Kopien
dicht.”

In diesen Modellen gilt zwar Ind, aber es ist zu schwach, um zwischen den unteren Standardelementen
und den oberen Nichtstandardelementen zu unterscheiden. Fiir die Axiome (1)—(3) allein ist dieser
Umstand noch nicht so erheblich, da auch in den Nichtstandard-Modellen die gleichen Sétze gelten
wie im intendierten Modell, und die Theorie somit vollstindig ist, d.h. die Menge aller im intendierten
Modell wahren Sitze der Sprache £(’) ist aufzédhlbar. Fiir eine formalisierte Peano-Arithmetik PA gilt
dies nicht mehr, so dass es in PI! unabhingige (dh. weder beweisbar noch widerlegbare) Sitze gibt.

7 Siehe Kaye 1991, S.73ff..
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Gleiches geschieht, wenn man die Sprache zu (1)-(3) um Pradikatskonstanten der Sprache ergénzt, z. B.
zu L£(,+,)8

Das Problem von PA ist, dass es kein Modell eindeutig beschreibt, und PA demnach unvollstdndig ist,
weil es die Menge der Modelle, die es erfiillen, nicht so stark einschriankt, dass in allen seinen Modellen
die gleichen Sitze gelten. Es gibt also in der Sprache von PA formulierbare Sitze, deren Wahrheitswert
nicht durch PA festgelegt wird.

Man ist deshalb mit Recht misstrauisch, ob sich unter den offenen Vermutungen nicht ein Satz befande,
der in PA weder zu beweisen noch zu widerlegen ist; die Goldbachsche Vermutung, dass jede gerade
Zahl > 4 die Summe zweier Primzahlen ist, ist vielleicht so ein Satz.” Die bisherigen Beispiele sind
allerdings weniger besorgniserregend. Zunéchst ist der sogennante Godelsatz von PL1, der seine eigene
Unbeweisbarkeit behauptet, eine zahlentheoretische Behauptung, die aber durch eine starke Formali-
sierung von (3) durch PA? in einer zweitstufigen Logik PI? beweisbar ist (und der Godelsatz von PA2
in einer noch stirkeren Theorie und Logik usw.). Ahnlich verhélt es sich mit den in PA kodierbaren
Konsistenzaussagen tiber PA. Zwei weitere einschldgige unabhingige Sdtze, die aber einen primér ma-
thematischen Inhalt haben, sind das Goodstein-Theorem und ein Satz von Paris-Harrington.

Das Paris-Harrington-Theorem!? ist eine Abschwéchung des Partitionstheorems fiir (abzahlbar) unendliche Men-
gen von Ramsey und eine wesentliche Verstirkung des endlichen Ramsey-Theorems. Wenn fiir jede Funktion
f:[X]* — a eine Menge Y C X (0.B.d.A. X €w+1, |X|=B < w)mit |Y| = existiert, auf der f konstant ist,
dann wird das abgekiirzt mit (8) — (y)%. Y heilt homogen fiir f. Das unendliche Ramsey-Theorem behauptet

nun
ANu,a (w) — (w)

Fiir weitere natiirliche Zahlen n,m,r neben u,a sei [n,m] das dazu gehorige geschlossene Intervall in den natiir-
liche Zahlen und [n,m] — (r)}; die Abkiirzung fiir ([n,m]) — (r)4 . Dann besagt das endliche Ramsey-Theorem

An,r,u,a Vm [n,m] — (7)g-
Paris und Harrington verstarkten das durch die Eigenschaft, dass es ein m gebe, fiir das wiederum eine homogene
Menge Y existiere mit der Eigenschaft min(Y) < |Y|:

An,r,u,a Vm [, m]—(r)z.
Dies werde durch Au,a PH (u,a) abgekiirzt und istin £ 4, ausdriickbar, im Gegensatz zum unendlichen Ramsey-
Theorem, das tiber unendliche Teilmengen der natiirlichen Zahlen quantifiziert. Paris-Harrington folgt aus dem
unendlichen Ramsey-Theorem mittels des Lemmas von Konig, aus dem wiederum folgt das unendliche Ramsey-
Theorem. Dieses gilt auch in PA, es gilt sogar

I - An,r,u,aNm [n,m) — (r)4,
wobei IX; die Axiome der Robinson-Arithmetik und das Induktionsschema fiir % -Formeln enthilt und demnach
ein Teil von PA ist. Entscheidend ist jetzt, dass Au,a PH (u,a) nicht in PA ableitbar ist. Denn in I¥; kann be-
wiesen werden, dass Aa PH(n+1,a) — Con("T%;"), mit Godels zweitem Unvollstandigkeitssatz folgt das Ergeb-
nis. Genauer gestuft gilt:

1=, - An,r,aVm [n,m]T(r)g, (bzw. AaPH(%,a)).

8 Man beachte den Unterschied zwischen der Vollstindigkeit eines Kalkiils (fiiralle ¢ und T gilt: T|=¢ = T F ¢) und der
Vollstandigkeit einer Theorie (das ist eine Menge von formalen Aussagen; die Theorie beztiglich einer Axiomenmenge A ist
dieMenge T:={¢ | A I ¢}) dasistwenn ¢ T oder ¢ T fiir alle ¢.

9  Der im iibrigen wahr wiére, wenn er unabhéngig von PA ist. Denn wére er unabhingig von PA, gébe es kein Gegenbeispiel in
PA. Ein Gegenbeispiel hitte aber einen dquivalenten X -Satz, und da PA X; -vollstindig ist, sind alle von PA unabhéngigen
I, -Sétze — wie eben vielleicht auch die Goldbachsche Vermutung — in keiner Erweiterung von PA falsch.
Etwas weniger formal stellt Bernays 1976, S. 130f., den Gedankengang dafiir dar, dass eine endliche Folge F (wie z.B. ,777”,
das einschlégige Beispiel Wittgensteins) in der Entwicklung der Nachkommastellen in der Dezimaldarstellung der Zahl 7
vorkommt: «Gesetzt, wir behaupten mit Bestimmtheit, daf3 die Frage des Vorkommens der Zahlenfolge F unentscheidbar ist,
so schliefit das die Behauptung ein, daf8 die Figur F in der Entwicklung von 7 niemals auftreten kann; denn kdme sie vor
und wire k die Stellennummer, welche die letzte Ziffer von F beim erstmaligen Auftreten in der Dezimalbruchentwicklung
von 7t hat, so wére ja die Frage, ob bis zur k 4 1sten Stelle die Figur F aulftritt, eine entscheidbare Frage, sie wiirde sich dann
positiv beantworten, und damit wire zugleich auch die ausgangliche Frage entscheidbar.».

10 Vgl. dazu Héjek und Pudlak 1993, S. 111ff..
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Und fiir jedes einzelne a gilt sogar
IZ, - PH(u+1,a).

Goodsteins Theorem'! ist dagegen etwas anschaulicher. Die Zahl 21 als Summe reiner Zweierpotenzen geschrieben
ist

(21 _ 23 +22 +21 :) 2(22()+20> +2220 +220.
Uns interessiert nun die Anderung, wenn in dieser Darstellung die Basis 2 durch 3 ersetzt und dann 1 abgezogen
wird:

33430 4 33" 33 1 =303 133" 130130 qqp,

Allgemein sei B} die Funktion, die in der reinen n-Potenzdarstellung von k die Basis auf m erhoht und 1 abzieht,
solange k >0 gilt. Damit ldsst sich jetzt die Goodstein-Folge definieren, deren Folgenglieder durch den Startwert
Iy festgelegt sind:

Lig1 = B2 (1),

Goodstein zeigte nun
Theorem Beijeder Goodstein-Folge unterscheiden sich nur endlich viele Folgenglieder von 0.

Der Beweis davon ist in der Ordinalzahlarithmetik einfach, denn man kann dort die zu [ parallele w-Folge

ELH = Bﬁjﬂ(lrz)

bilden. Damit gilt I, < e,l(. Die w-Folge ist aber echt absteigend fiir eﬁl > 0, und da keine unendliche echt ab-
steigende Folge von Ordinalzahlen existiert, terminiert die Folge in 0.

Goodsteins Behauptung ist in PA als ein I1,-Satz AnVmS (n,m,0) ausdriickbar, aber es gilt das Kirby-Paris
Theorem Wenn PA konsistent ist, ist Goodsteins Theorem unentscheidbar in PA.

Denn vorausgesetzt es ist beweisbar in PA, dann kann man in PA die transfinite Induktion bis €y (eg := w®" ) be-
weisen, indem man die Ordinalzahlen kleiner €; in den natiirlichen Zahlen kodiert. Damit ist aber (nach Gentzen)
die Konsistenz von PA beweisbar, so dass nach Godels zweitem Unvollstindigkeitstheorem die Inkonsistenz von
PA entgegen der Voraussetzung folgt. Also ist Goodsteins Theorem in PA nicht beweisbar. (Das Gegenteil ist auch
nicht beweisbar in PA, ansonsten wire die Ordinalzahlarithmetik inkonsistent.)12

In diesen und anderen Fillen scheinen es aber dezidiert Erweiterungen zu sein, die nicht aus einer
Intuition zu den natiirlichen Zahlen entspringen. Die Frage ist sowieso, welche grundsitzlichen Bes-
timmungen der natiirlichen Zahlen man zu PA noch hinzufiigen sollte. Weil dazu keine Vorstellungen
existieren, und die Beispiele keinen Beitrag dazu leisten, scheint Isaacsons Vermutung erstmal plausibel:

Isaacsons Vermutung Wenn man einen rational tiberzeugenden Beweis fiir einen beliebigen, von
PA unabhingigen Satz in Lp[:= L(+,-,,0)] geben will, wird man auf Ideen zuriick-
greifen miissen, die iiber die hinaus gehen, die fiir das Verstdndnis einer einfachen Arith-
metik konstitutiv sind.!3

Nun konnte man vielleicht damit zufrieden sein, endlich viele der unabhédngigen Sétze zu PA hinzuzu-
fugen, wenn man dafiir die Vollstandigkeit bekdme. Nach Godels erstem Unvollstindigkeitstheorem
(GeUt) ist PA aber grundsitzlich unvollstindig (solange konsistent, entscheidbar axiomatisiert). D.h.
selbst unendlich viele (wenn entscheidbare) zusétzliche Axiome wiirden nicht auf eine vollstandige
Charakterisierung der natiirlichen Zahlen zumindest hinzielen. Als Moglichkeit bliebe die Existenz
eines nicht addquat oder zumindest nicht in PI! adiquat formalisierbaren Prinzips, aus dem man je
nach Bedarf die gewiinschten zusétzlichen Axiome fiir PA informell gewinnen konnte.'*

11 Vgl. Smith 2007, S.201ff..

12 Harvey Friedman hat in vielen seiner Arbeiten nach mathematisch nattirlichen Satzen gesucht, die zwar in schwécheren Theo-
rien formuliert, aber tiberraschenderweise nicht bewiesen werden konnen (vgl. Friedman 2012, insb. Introduction). Besonders
interessant sind dabei Aussagen, die inhaltlich an das Paris-Harrington-Theorem anschliefSen, aber tatsdchlich erst mit einem
groflen Kardinalzahlaxiom bewiesen werden konnen (siehe Friedman 1998).

13 Zitiert aus Smith 2007, S. 205, meine Ubersetzung.

14 «As far as incompleteness is concerned, its remote presence has little effect on current mathematics. Some of the techniques
that originated in Godel’s early work (and in the work of his contemporaries) remain central in logic and occasionally in work
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Was ist die Ursache der Unvollstindigkeit von PA?

Naheliegend ware die Antwort: die Unendlichkeit der Zahlenreihe. Die Unendlichkeit der Zahlen ist
eine ihrer wesentlichen Eigenschaften, und ein endliches Modell ist in PI} auch ganz charakterisierbar.
Es kann aber die Unendlichkeit nicht alleine sein, denn ,spaltet’ man PA (wie oben S.108 erwihnt) in
die Presburger Arithmetik ohne Multiplikation und in eine Arithmetik ohne Addition, so sind die zwei
Mengen der wahren Sitze der jeweiligen intendierten Modelle entscheidbar und die Modelle unendlich.

Stirke der Theorie? Die Stiirke einer Theorie ist offensichtlich von Bedeutung, da nach GeUt sich die Un-
vollstandigkeit an die stdrkere Theorie vererbt. Auf die Stdrke der Theorie aber kommt es nicht alleine
an, sondern es hingt auch viel von der verwendeten Sprache ab, die gentigend Relations- bzw. Funk-
tionszeichen zur Verfiigung stellen muss. Die Sprache darf aber auch nicht mehr mit einbringen als
von den Axiomen gefordert; das intendierte Modell der Presburger Arithmetik in £(+,-,, <,0) hétte
eine intendierte - -Funktion (welche?) und das Modell wére ein anderes als in £(+,’, <,0). Die Stirke
kann sich auch in der Logik selbst befinden. Fiir die Quotationslogik'® LQ, die iiber Anfiihrungszeichen
verftigt, kann GeUt direkt und ohne Godelisierung bewiesen werden. Zu LQ gibt es deswegen keinen
vollstandigen Kalkiil. Demnach bringt PA soviel Ausdrucksstirke mit sich, so dass sie die Struktur der
formalen Logik PI1 in sich abbilden kann und sich somit GeUt beweisen lasst, dass sich explizit nicht
beweisbare Sdtze angegeben werden kénnen.

Bis hier wurde die Existenz von Nichtstandard-Modellen und die deduktive Unvollstindigkeit von PA
im Dialog diskutiert. Ein Ergebnis legt es allerdings nahe, die beiden Phdnomene zu trennen: Selbst
die Menge aller im Standard-Modell von PA wahren Sitze von PI1 charakterisiert das Standard-Modell
nicht eindeutig, d.h. es gibt Nichtstandard-Modelle, in denen alle wahren P! Sitze des Standard-Mod-
ells erfiillt werden. Dies ist aber ein starkes Indiz dafiir, dass die Sprache von P! nicht ausdrucksstark
genug ist, um tiberhaupt alle Wahrheiten tiber die natiirlichen Zahlen und ihre wichtigsten Operationen
auszudriicken und damit das Standard-Modell zu kennzeichnen. Die Vollstindigkeit der Presburger
Arithmetik kann damit auch nicht mehr tiberdecken, dass auch fiir ihre Axiome Nichtstandard-Modelle
existieren, auch wenn das keinen Niederschlag in den ableitbaren Aussagen findet. Das allgemeinere
Problem ist demnach, ob und wie man das Standard-Modell charakterisieren kann.

Halten wir kurz inne und blicken zurtick. Als Mathematiker beschreibt und arbeitet man problemlos
sowohl mit der (Standard-) Reihe der natiirlichen Zahlen, wie auch mit Erweiterungen derselben, die
man aber eindeutig von ihnen unterscheiden kann. Geht man dann aber zu einer in der Pradikatenlogik
erster Stufe formalisierten Arithmetik, wie PA, tiber, so scheinen die zuvor begriffenen Unterschiede zu
verwischen und das intendierte Standard-Modell nicht eindeutig charakterisierbar. Was ist geschehen?
Hat man zunéchst mehr gemeint als man denken konnte oder gedacht hat? Hat man mehr gedacht
als man sagen kann? Oder gentigt PI! einfach nicht dem Anspruch mathematische Argumente und
Uberlegungen adiquat abzubilden?

Dem letzten Verdacht wird im folgenden zunachst nachgegangen, indem Skolems Paradox daraufhin
betrachtet wird, inwiefern sich auch in ihm ein allgemeines Defizit von PI! zeigt. Als alternatives lo-
gisches Fundament der Mathematik bieten sich die Logiken zweiter Stufe an, die aber die Probleme
nur verschieben, wie sich zeigen wird (Abschnitt 4.2.4). Sodann werden zwei weitere Losungsansatze
diskutiert mit unerwarteter Perspektive, und in Abschnitt 4.3 ein Losungsansatz présentiert, der ein
Verstandnis platonischer Grundlegung der natiirlichen Zahlen vorbereitet.

connecting logic and the rest of mathematics. The long-known connections between Diophantine equations, or combinatorics,
and consistency statements in set theory seem to have little to do with major structural issues in arithmetic. That PA is
entirely natural in the context of finite combinatorics can hardly be denied, but no one has succeeded in crossing the gap
between finite combinatorics and arithmetic (especially arithmetic geometry).» (Macintyre 2011, S.14). «The equations whose
unsolvability is equivalent (after Godel decoding) to consistency statements have no visible structure and thus no special
interest.» (Macintyre 2011, S.6). Fiir einen gerafften Uberblick iiber die Bedeutung der Unvollstindigkeitsresultate fiir die
Mathematik des zwanzigsten Jahrhunderts siehe Macintyre 2011.

15 Siehe Blau 2008, Kapitel 6.
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4.2.3 Skolems Paradox

Der Satz von Lowenheim und Skolem garantiert, dass, wenn es fiir eine Aussagenmenge ein Nichtstan-
dard-Modell mit unendlich vielen Objekten im Universum gibt, es Modelle mit Universen beliebig un-
endlicher Grofe gibt. Dies erscheint besonders paradox fiir die Mengentheorie'®, in der der Anzahl nach
beliebig viele Mengen existieren, von ihrer Theorie es jedoch abzédhlbar-unendlich grofle Modelle gibt.
Das bedeutet, wenn man auf den natiirlichen Zahlen eine Element-Relation geschickt kreiert, so bilden
sie mit dieser Relation zusammen ein Modell fiir die Mengenlehre, die ja eigentlich eine ,Theorie der
Unendlichkeiten’ ist oder zumindest sein soll. Dies scheint direkt mit dem sogenannten Satz von Can-
tor aus der (ZFC-) Mengenlehre zu kollidieren, dass die Potenzmenge jeder Menge grofier ist als diese
Menge, von der man ausgeht, und, da die Elemente jeder Menge als Mengen wiederum Bestandteil
aller Mengen sind, das Mengenuniversum grofser ist als jede angebbare unendliche Anzahl von Objek-
ten, wenn zu jeder Menge ihre Potenzmenge existiert. Da aber ein abzdhlbar unendliches Modell keine
Menge enthalten kann, die mehr als abzdhlbar unendlich viele Mengen (im modelltheoretischen Sinn,
d.h. hier Elemente des Modells) enthalten kann, gibt es in diesen Modellen gar keine Mengen hoherer
Unendlichkeit.

Es gilt:'” ZFC I ,Es gibt iiberabzéhlbar viele Mengen.” wihrend es ein Modell M = (M, €) gibt mit M |= ZFC
und |M| = Xg. (,Es gibt ...” steht fiir das formalere (und wie iiblich ganz zu formalisierende) Vxyz (y Cx Az C
y A Vf (f ist Funktion von z nach y A f istbijektiv A A f (f ist Funktion von y nach z — f ist nicht bijektiv ).)

Genau genommen ist zwischen der Unendlichkeit einer Menge, die an sich ein einzelne Objekt ist, und der Un-
endlichkeit einer Gesamtheit von Objekten zu unterscheiden. Eine Formulierung des Paradox stellt die Uber-
abzahlbarkeit einer einzelnen Menge in ZFC ihrer Abzahlbarkeit im Modell gegentiber. Das Objekt, auf das sie
referiert, steht nur zu abzahlbar vielen anderen Objekten im Modell in der Enthaltens-Relation des Modells.
Dieses modelltheoretische Resultat wird technisch dadurch ermoglicht, dass die Grofsengleichheit zweier
Mengen durch bijektive Abbildungen zwischen ihnen gewéhrleistet wird, die selbst wieder Mengen
sind. Sondert man nun manche der in dem Universum eines Modells bestehenden bijektiven Abbildun-
gen, die zwischen der Menge aller natiirlichen Zahlen IN (insofern sie im Modell enthalten ist) und ihren
unendlichen Teilmengen bestehen und die unter ihren unendlichen Teilmengen bestehen, geschickt aus,
so erscheint aus der Innenperspektive des Modells'® die Menge IN gréBer zu sein als manche ihrer unend-
lichen Teilmengen, da die Bijektionen nicht mehr im Modell vorhanden sind, um ihre Grofsengleichheit
nachzuweisen. Die von auflen als IN gekennzeichnete Menge ist damit von innen auch von grofserer Kar-
dinalitét (sprich: ,Unendlichkeit) als die von innen gekennzeichnete Menge der natiirlichen Zahlen, die
abzahlbar unendlich ist und gleichméchtig (sprich: ,gleichgrofi’) zu allen ihren unendlichen Teilmen-
gen. Damit ist es moglich Modelle zu finden, die kleiner sind als der Objektbereich, tiber den man in
der Theorie zu reden scheint.

Dass es fiir PA genauso Modelle beliebig grofser Kardinalitit gibt, erstaunt dabei weniger, als da PAs
Nichtstandard-Modelle ja stets Erweiterungen der Standardzahlen durch ,unnattirliche’ Nichtstandard-
zahlen sind (auch wenn Nichtstandard-Modelle von insgesamt gleicher Kardinalitét sein kénnen).

Der auf den ersten Blick irritierende Sachverhalt ist, dass, wenn man in der Mengentheorie von (ver-
schiedenen) Unendlichkeiten spricht, man tiber etwas anderes — weil in der tatsichlichen Anzahl nicht
Unterschiedenes —redet als man meint. Dieser Sachverhalt ist jedoch angemessen, insofern die moderne
formale Logik eine Sprache einbegreift, weiterhin (moglicherweise nur abstrakt existierende) Aussagen
stets auf Sdtze und Formeln der Sprache bezogen werden und durch diese gegeben werden. Die Ob-
jekte einer Theorie konnen solange in der Sprache aufgelistet werden, als ihre Anzahl endlich ist, d.h,,

16 Einen Uberlick iiber die mathematischen Mengentheorien findet sich Abschnitt 7.4. Die ZFC-Axiomatisierung der Mengen-
lehre ist die, die in der Modelltheorie durchgehend verwendet wird — zuweilen erweitert durch grofie Kardinalzahlaxiome —
und in der der Satz von Cantor gilt.

17 Fiir die Axiome der ZFC-Mengenlehre siehe Abschnitt 5.5.2.

18 D.h. wenn man so tut, als wiirde das Modell alle Mengen enthalten.
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da Formeln beliebige, aber nicht unendlich, lang sein konnen, gibt es fiir jede konkrete endliche Zahl
einen Satz, der genau so viele Objekte auflistet, und z. B. behauptet, dass es genau soviele Dinge gibt.
Nimmt man die 3, so gilt der Satz

Vxyz (Av(v=xvo=yvo=z) r (x#£y) A (x#2) A (y#2))
nur in Modellen, deren Universum genau drei Objekte enthiilt.

In formalen Sprachen, die Sitze festgelegter unendlicher Lange erlauben, verliert der Satz von Lowen-
heim-Skolem demgemaf seine allgemeine Giiltigkeit, weil sich nun wie im endlichen Fall alle Objekte
auflisten lassen. Dieser Umstand deutet darauf hin, dass es sich zumindest auch um eine sprachliche
Begrenzung handelt.

In der Tat ist gerade von einer formalen Logik, die ihre Interpretationsstdrke gering beldsst und sich
damit insgesamt in ihrer Interpretation mehr an die durch die Zeichenstellung gegebene Strukturen einer
Formel halten muss, folgendes zu erwarten: 1.) Eine Struktur, d.h. in diesem Fall ein Modell, geht nicht
weit tiber die (Zeichen-)Struktur der Sétze einer Menge hinaus, um sie zu erfiillen. 2.) Eine abzdhlbar
unendliche Anzahl von endlichen Sdtzen und damit von abzédhlbar unendlich vielen endlichen Struk-
turen reicht nicht fiir sich aus um Unterschiede in den hoheren Unendlichkeiten der Modelle letztend-
lich zu charakterisieren.

Das Skolemsche Paradox ist demnach eine natiirliche Folge davon, dass die Sprache von PI sich aus
endlichen Zeichenketten aufbaut, und davon, dass sich PII bei der Interpretation der Zeichenketten
zuriickhilt stirkere Hintergrundtheorien einflieien zu lassen. Diese vermeintlichen Schwéchen von
PL! werden sich spiter als ihre Stérken herausstellen.

Aber zunidchst scheint die Pradikatenlogik zweiter Stufe wegen ihrer grofleren ,Interpretationsstarke’
vorteilhaftere Eigenschaften zu besitzen und die Probleme beztiglich der natiirlichen Zahlen aufzulosen.

4.2.4 Priadikatenlogik zweiter Stufe

P12 enthilt im Gegensatz zu P! Variablen (Xp, ...), die liber die (einstelligen) Pradikate laufen (und ex-
tensional betrachtet damit {iber die Teilmengen des Gegenstandbereichs, also die Teilmengen der nattir-
lichen Zahlen). In PI2 kénnen Sitze wie

(1) Einige Schwaben reden nur untereinander schwabisch.

formalisiert werden, die in PI! nicht ausdriickbar sind.’® Fiir die natiirlichen Zahlen ist nur von Bedeu-
tung, dass sich das Induktionsaxiom ganz formalisieren lasst:

Ind2 AX(X(0) A Ax(X(x) = X(x')) — AxX(x))

Denn PAZ (dh. PA mit Ind? statt Ind) charakterisiert in PI2 das intendierte Modell eindeutig (bis auf
Isomorphie, das heifdt kategorisch). Damit hat man ein Ergebnis fiir die natiirlichen Zahlen, dass als
erster Dedekind ohne formalen Hintergrund mathematisch bewies: Man kann die Folge der natiirlichen
Zahlen eindeutig bis auf Isomorphie charakterisieren.

Hat man damit eine Basis, um alles tiber die natiirlichen Zahlen zu beweisen? Leider nein, denn es gibt
keinen vollstindigen Kalkiil fiir PI? und die wahren Sitze des Modells von PAZ sind nicht aufzihlbar.
Zwar lassen sich aus PA%2 mehr Sétze iiber die natiirliche Zahlen beweisen als aus PA, es gibt aber
genauso unabhéngige (sogar in PI! formulierbare) Godelsatze.

19 Vgl. Boolos 1984, S.56. Dass (1) nicht ausdriickbar ist, heifst hierbei: Es gibt keinen erststufigen Satz, der immer genau dann
gilt, wenn die Formalisierung von (1) (in PLZ) gilt.
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Wie die Eindeutigkeit der natiirlichen Zahlen konnen in PIZ weitere Sachverhalte abgebildet werden, die
dem Verstdndnis des Mathematikers in der Praxis ndher kommen. Deshalb wurde auch vorgeschlagen,
PL! als die iibliche Hintergrundlogik fiir die Mathematik durch PI? zu ersetzen.?’

Ob PAZ unser Verstindnis der natiirlichen Zahlen und der Operationen auf ihnen tatséchlich vollstindig
auf den Punkt bringt, wird dadurch entschieden, wie man die folgende Frage beantworten muss: Wenn
man ,aus Versehen’ die natiirlichen Zahlen im Sinn einer der Nichtstandard-Modelle begreift, kann man
das mittels PAZ erkennen und als Irrtum einsehen? Ein Irrtum wire es ja, da man dachte die Standard-
Zahlen zu fassen.

Die Antwort ist negativ. Denn in der Konstitution der Semantik der zweitstufigen Logik geht ja die in-
formelle und moglicherweise nichtstandardgemafie Auffassung der natiirlichen Zahlen ein. Insbeson-
dere beim Beweis der Kategorizitit der PA2-Axiome basiert die tiblicherweise angewendete Induktion
(und mogliche Alternativen) auf dem mitgebrachten Verstindnis der natiirlichen Zahlen und ihrer
Operationen und ist damit auch eine Induktion iiber mehr als die Standard-Zahlen.?! Formalisiert
man einen modelltheoretischen Beweis der Kategorizitit der PA2-Axiome wieder in einer zweitstufigen
Logik, dann erzwingt die bewiesene interne Kategorizitiit nicht die analoge Kategorizitit der Modelle.??

Denn neben der Standardsemantik von PIZ, in der alle Teilmengen des Universums in den Quantifika-
tionsbereich der zweitstufigen Quantoren fallen, ist das fiir ein Henkin-Modell nicht gefordert. Dort kann
dieser Quantifikationsbereich zwischen den pradikativen Teilmengen und allen Teilmengen variieren.
Es gibt damit unter den Henkin-Modellen auch Nichtstandard-Modelle von PAZ. Die interne Kategoriz-
itat fordert auch nur, dass zwei Teilbereiche eines Modells bei Erfiillung kategorischer Satze isomorph
zueinander sind. Das bedeutet wiederum, dass zwei Modelle von PA2, die nicht isomorph sind, auch
nicht in einem Modell ,zusammengebracht’ werden kénnen.

Da die Potenzmengenbildung iiber eine abzdhlbar-unendliche Menge demnach selbst voraussetzungsre-
icher und unverstandener ist als die Arithmetik, kann sie und damit auch PA2 nicht dazu helfen, unser
Verstandnis der Arithmetik tiberpriifbar und mitteilbar zu machen.

4.2.5 Tennenbaums Theorem

Bei dem Versuch aus der Menge der Modelle von PA die Nichtstandard-Modelle auszusondern, hilft ein
bereits linger bekanntes Merkmal aller Nichtstandard-Modelle. Diese sind ndmlich im Vergleich zum
Standard-Modell relativ kompliziert; genauer: Die Operationen der Nichtstandard-Modelle sind nicht
rekursiv definierbar im Standard-Modell.

Tennenbaums Theorem Sei N = (N, +,-,0,1, <) das Standard-Modell von PA und M = (M, +r1, ‘1, O, g, <m

) ein abzithlbares Modell von PA, das nicht isomorph zu N ist. Dann gibt es keine bijektive Funktion f : N — M, so
dass die Urbilder von +q, -pq und <pq unter f in N rekursiv sind.

Man beachte, dass aufier Bijektivitit keine weiteren Bedingungen an f gestellt werden.

Der formalen Bestimmung der Rekursivitét liegt die Peano-Arithmetik bereits zugrunde. Deshalb muss
man die formale Rekursivitéit auf einen informellen Begriff zuriickfiihren, der selbst nicht von der Arith-
metik abhéngt. Halbach und Horsten 2005 behaupten, dass der informelle Begriff der Rekursivitét dies
leiste. Die informelle Rekursivitit sei das Rechnen mit Numeralen bzw. das Manipulieren und Um-
formen von Symbolen. Church’s Thesis stelle sicher, dass genau die informell rekursiven Operationen
auch die formal rekursiven seien. Somit wiirde die Charakterisierung der intendierten Modelle {iber
einen informellen Begriff der Rekursivitit, der durch die Praxis bekannt ist, alle Nichtstandard-Modelle

20 Vgl. Shapiro 1991.
21 Siehe Blau 2008, S.113.
22 Siehe Vidninen 2012, S. 97ff..
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aussondern und einen Isomorphismustyp eindeutig bestimmen.??> Nur bleibt ihre informelle Rekursiv-
itdt etwas vage. Auf ein informelles Verstindnis des rekurriert auch Blau, auf das wir im folgenden
Abschnitt genauer eingehen.

4.2.6 Formale Unbeschreibbarkeit und selbsterweiternde Imperative

Die Mathematik der Neuzeit ist dazu tibergegangen, die natiirlichen Zahlen durch ihre Reihung zu
charakterisieren, und im mathematischen Strukturalismus wird behauptet, dass man die nattirlichen
Zahlen nur als Teil oder Strukturmoment der Progression zu verstehen hat, die einen Anfangspunkt hat
und mit diskretem Schritt stetig weitergeht. Diese Progression IP ist das, was man informell oder intuitiv
unter den natiirlichen Zahlen versteht, und damit, insofern IP eindeutig und vollstindig bestimmt ist, ist
P das informelle Gegenstiick zu dem intendierten Standardmodell der natiirlichen Zahlen. Nimmt man
nun mit Blau 2008 an, dass wir so ein klar bestimmtes Verstdndnis der strukturalistisch gefassten nattir-
lichen Zahlen besitzen — und in diesem Sinne IP existiert — dann ist die Frage, wie wir ein Verstindnis
der Progression erlangen und kommunizieren, wenn dies nicht mittels einer formalen Axiomatisierung
geschehen kann. Oder die Frage genauer gefasst: Wie wir die informelle sprachliche Charakterisierung
tatsdchlich verstehen, so dass sie eine Kennzeichnung der von uns allen verstandenen, eindeutig be-
stimmten Progression wird, was wiederum eine referenziell eindeutige Kommunikation iiber die nattir-
lichen Zahlen erlaubt.

Wir fassen die letzten Abschnitte zunéchst in Blaus erster seiner zwanzig platonistischen Thesen zusam-

rnen:24

These 1 Jede endliche Beschreibung von P ist unvollstindig oder inkonsistent oder zirkuldr.

Blau 2008, S.111ff., begriindet sie mittels eines Durchgangs der bekannten formalen Moglichkeiten:
Eine Axiomatisierung mittels PA in PI! ist nach GeUt unvollstindig (oder inkonsistent) und charak-
terisiert damit nicht alle und nicht einmal alle in PI} ausdriickbaren Wahrheiten tiber IP. Will man P als
Fluchtpunkt eines immer genaueren Wissens aller wahren PI! Aussagen iiber P verstehen, so scheit-
ert dies daran, dass selbst diese Menge Nichtstandard-Modelle hat und somit mittels ihr IP nicht von
unfundierten Strukturen zu unterscheiden ist. Schrénkt man aber die Interpretationen in PI! auf die
ein, die die Zahlterme standardgemaf3 in IP interpretiert, wobei man die Bestimmung dieser Interpre-
tation induktiv vornimmt, dann hat man P bereits vorausgesetzt, und diese Interpretation ist nur in
den Féllen wohldefiniert als IP tatsdchlich standard ist, in genau welchem Fall tiber die Induktion alle
Punkte von IP durch die Interpretation erreicht werden. Auch die Peano-Arithmetik zweiter Stufe bietet
keine nicht-zirkuldre Beschreibung der Progression .2

Wenn die formalen Charakterisierungen von IP es nicht vollstindig beschreiben ohne es bereits vo-
rauszusetzen, sollte man erkldren kénnen, wie man zu einem Verstidndnis der Progression gelangt und
dieses Verstindnis kommuniziert, damit These 1 nicht zu einem Argument gegen die Bestimmtheit von
P wird. Denn diese Einsicht in die Progression und damit in die Natur der natiirlichen Zahlen wiirde
ansonsten zu einer nicht nachvollziehbaren Behauptung.

Blaus Ansatz, dieser Anforderung nachzukommen, liegt in der epistemischen Funktion, die er Impera-
tiven zuspricht. Blau 2008, S. 114, behauptet:

23 Siehe Halbach und Horsten 2005, S. 183.
24 Blau 2008, S. 110.

25 Der mengentheoretische Deskriptivismus, den Blau 2008, S. 113, noch widerlegt, ist systematisch nur relevant, wenn man der
Mengenlehre eine besondere epistemische Rolle zuspricht. Die technische Seite des mengentheoretischen Deskriptivismus,
namlich die Menge der Standard-Zahlen als den Durchschnitt aller Mengen bestimmter Eigenschaften zu definieren, kommt
bereits in dem oben dargestellten Unterschied zwischen voller Zweitstufigkeit und den Henkin-Modellen zum Tragen.
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These 2 P ist intensional eindeutig, bis auf Isomorphie, durch einen selbsterweiternden Imperativ bestimmt, der P nicht
beschreibt sondern mental erzwingt:

Po Betrachte einen Anfangspunkt: die Null!

P1 Fiige dem zuletzt betrachteten Punkt einen Nachfolger an
und wiederhole P1!

P2 Betrachte die Folge aller so zu betrachtenden Punkte:
Dies ist IP.

Blau fahrt anschliefSend fort:

Niemand konnte ihn schrittweise vollstindig oder auch nur approximativ befolgen. Aber jeder versteht ihn.
Und wer ihn versteht, hat mental, miihelos und nahezu unbewufSt ein doppeltes Kunststtick zustande ge-
bracht, er hat (a) alle Schritte tibersprungen und (b) implizit verstanden, aber vielleicht nicht erkannt, daf3
er genau die natiirlichen Standardzahlen iibersprungen hat.

Betrachten wir den nichtmathematischen Kern dieses mathematischen Phinomens. Wir verstehen, dafy P =
0,1,2,...,weil wir das wichtigste Symbol der informellen Mathematik, die drei Piinktchen verstehen. Aber

wie?
a) und so geht es immer weiter.
b) und geh so weiter!

a) ist zirkuldr; in ,,immer” steckt schon der Allquantor tiber IP. Wir verstehen a) ohne Zirkel tiber b), weil
b) den Gedankensprung tiber die kleinste fundierte aktuale Unendlichkeit nicht beschreibt sondern bewirkt:
Wir antizipieren eine aktuale Unendlichkeit nicht vollzogener Schritte, und kein rein materieller Rechner hat
Zugang zu diesem immateriellen Bereich: dem Bereich des Normativen

4.2.7 Zur Erkenntnis der Zahlenreihe in der intellektuellen Anschauung

Die allgemeine Form dieser Erkenntnisgewinnung ist die, dass man durch ein mentales Tun, angeregt
durch einen Imperativ, zu einem Wissen gelangt: Man weifs etwas, weil man etwas tut. Die spezielle
Erkenntnisfahigkeit, naimlich «das, wodurch ich etwas weiss, weil ich es thue»2®, wird nach Kant und
Fichte intellektuelle Anschauung genannt. «Sie ist das unmittelbare Bewusstseyn, dass ich handle, und
was ich handle».?”

Die Hauptschwierigkeit dabei, ein scheinbar neues und dariiber hinaus scheinbar geistig-seelisches
Erkenntnisvermogen wie die intellektuelle Anschauung in eine philosophische Diskussion einzubrin-
gen, liegt darin, dass es sie fiir viele nicht zu geben scheint. Fichte verweigert auch jeden Nachweis, da
er sie nicht fiir rational nachweisbar halt: «Dass es ein solches Vermdgen der intellectuellen Anschau-
ung gebe, ldsst sich nicht durch Begriffe demonstriren, noch, was es sey aus Begriffen entwickeln. Jeder
muss es unmittelbar in sich selbst finden, oder er wird es nie kennen lernen.»28 Das mag stimmen, aber
es lassen sich doch mit Beispielen Zwischenstationen auf dem Weg dorthin markieren. Eine solche wird
dadurch gegeben, dass man sich einen Kreis in allen moglichen Lagen und Grofsen vorstellt und dieses
Tun reflektiert, wie es auf S.177 bei einer Darstellung der eidetischen Variation Husserls geschehen
wird. Auch wenn man die eidetische Variation als eine Vorstufe der intellektuellen Anschauung betra-
chten kann, so ist die Zahlenreihe mit ihr nicht zu bestimmen, da sie ihren Ausgangspunkt stets von
einem als Eines vorgestellten Objekt nimmt; die Zahlenreihe muss aber erst ,geschaffen’ werden.

Vom alltdglichen Umgang mit den natiirlichen Zahlen her betrachtet, ist ihre Erkenntnis mittels Imper-
ativen etwas, das bei ihrer Anwendung, insofern der Blick dabei auf ihre potentielle Unbegrenztheit

26 Fichte 1971, S.463.

27 Fichte 1971, S.463. Die Setzung der Reihe der nattirlichen Zahlen wiirde Fichte vielleicht nicht in der intellektuellen Anschau-
ung als in ihrer mathematischen Vorstufe verorten; vgl. Wood 2012. Wir vernachldssigen hier aus Platz- und Zeitgriinden
eventuelle Unterschiede. Fichte scheint in geometrischer Hinsicht der PLATON der Neuzeit zu sein, und die Rolle der Mathe-
matik in seinem Werk grofierer Aufmerksamkeit wert.

28 Fichte 1971, S. 463.
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gerichtet ist, stets im Hintergrund da ist. Was Blau als den «selbsterweiternden Imperativ» herausar-
beitet, ist, insofern man den Blickwinkel auf sein Resultat einschrinkt, soviel wie ein informeller Be-
griff der Rekursivitiat. Beiden wird wesentlich die Funktion zugesprochen rekursive Definitionen ver-
standlich zu machen.

Die Begriindung der intellektuellen Anschauung und ihrer Rolle in der mathematischen Erkenntnis
kann hier nicht weiter nachgegangen werden, wir schliefien mit zwei Bemerkungen tiber das Verhiltnis
der intellektuellen Anschauung zum mathematischen Begreifen und zur platonischen Ideenkonzep-
tion. (1.) Die Erkenntnis der Zahlenreihe durch die intellektuelle Anschauung scheint nicht direkt in
der Mathematik ausdriickbar zu sein. Vielmehr scheint sie die innere Richtschnur abzugeben, anhand
der man auf unterschiedliche Weise mathematisch direkt brauchbare Aussagen tiber die Zahlenreihe
entwickelt. Wahrend man mit der intellektuellen Anschauung quasi generisch, ,von unten’, aus dem
Nachfolgerschritt ein Verstandnis der Zahlenreihe erreicht, bestimmt man die Zahlenreihe mathema-
tisch ,von auflen’, ob in einer mengentheoretischen Erweiterung als die kleinste Menge mit bestimmten
Eigenschaften, oder dadurch, dass man die Theorie durch moglichst viele Eigenschaften erweitert, die
das Induktionsaxiomenschema verstérken.

(2.) Diese Einbindung der intellektuellen Anschauung gewihrleistet fiir PLATON noch nicht, dass sich
hinter den Zahlen insgesamt eine Idee verbirgt (sieche Abschnitt 7.3). Vielmehr ist zu den noch ur-
spriinglicheren Zusammenhingen zurtickzukehren, um die Zahlen und die Zahlenreihe ideengemaf
aufzubauen. Wie PLATON sich dies gedacht hat, wird im tiberndchsten Abschnitt skizziert werden.

4.3 Uber die Rechenoperationen zu den natiirlichen Zahlen

Wie im letzten Abschnitt dargestellt, scheint es so zu sein, dass man das intendierte Modell der natfir-
lichen Zahlen theoretisch nicht vollstindig strukturell bestimmen kann, ohne es in gewissem Sinn vo-
rauszusetzen. Da ist es eine zunédchst tiberraschende Beobachtung, dass der praktische Umgang mit den
natiirlichen Zahlen (in manchen Kulturen) in gewisser Hinsicht addquater mit Nichtstandard-Zahlen
modelliert werden kann — die Nichtstandard-Modelle demnach ein Standard fiir sich wéren.

Die Existenz von Nichtstandardmodellen von PA ldsst sich fiir den Alltag vereinfacht folgendermafien
fassen: Wenn man an die natiirlichen Zahlen, d.h. an ihr intendiertes Modell, denkt und sich diese im-
mer weitergehende Progression versucht vorzustellen, dann kann einem auffallen, dass es Zahlen gibt,
die man praktisch mit +1-Schritten nicht einholen kénnen wird, die demnach jenseits der tatsachlichen
Zahlkapazitat stehen und insofern eine Art praktischer Nichtstandardzahl bzgl. der Nachfolgeroperation
darstellen. So eine Zahl ist 10(10(101()))
irgendwelcher anderer bekannter Entitdten unseres Universums. Somit scheint sogar das intendierte

, die wahrscheinlich grofser ist als die Anzahl der Atome oder

Standardmodell im rechnerischen Umgang Merkmale eines Nichtstandardmodells zu besitzen.

Dieses Beispiel basiert nun darauf, mittels einer kleinen Zahl und einer weiteren Zahloperation, eine riesige
Zahl darzustellen, die durch die erste Zahloperation praktisch nicht erreicht werden wird. Diese vier-
malige Potenzierung mit 10 kann man praktisch durch +1-Schritte nicht einholen. Dagegen konnte man
einwenden, dass man sehr grofSe Zahlen, die nicht mehr mit Einser-Schritten einhaltbar erscheinen,
auch direkt und ohne spezielle Zahloperation aufschreiben kann, wie z. B.

1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000,

und keine andere Operation auf den Zahlen benétigt. Tatsdchlich hat man aber auch hier die Multipli-
kation verwendet, weil man im dezimalen Positionssystem die Zahl 9876543210 darstellt mit der

Ziffernfolge "9 8 7 6 5 4 3 2 1 0" und als
die Zahl 9.10°+8-1084-7-107+6-10°45-10°+4-10*+3-10342-10>+1-10'4-0-10°
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nimmt. Ohne Positionssystem oder einer anderen Anordnung der Ziffern und z. B. nur einem Zahlzei-
chen ,,

“ wird es praktisch unmoglich, eine Zahl anzugeben, die grundsatzlich nicht mehr abgezahlt
werden konnte.??

Unser rechnerische Umgang mit den nattirlichen Zahlen enthélt demnach additive Liicken, die man nun
in einem Modell abbilden - ontologisieren, d.h. in diesem Fall jene Unbestimmtheit der Operation durch
zwei aufeinander zulaufende unendliche Folgen ohne Limes darstellen — kann, dass den Nichtstandard-
Modellen zumindest dhnlich ist, insofern es neben einem Standardblock der natiirlichen Zahlen Nicht-
standardblocke enthalt.

} I I I ...... I I I .............. _|—|_ ......... >

1 2 3 4 1010—1 1010 101041 n-1010 n-10041

Da die Mal-Operation zumindest in der Néahe der +-Standardzahlen standardméfig zu nehmen ist, ist
sie dort fundiert, so dass es einen kleinsten bzw. ersten Block von +-Nichtstandardzahlen gibt. Darin
unterscheidet sich dieses Modell von allen Nichtstandardmodellen von PA, bei denen die Nichtstan-
dardblocke notwendig dicht (d.h. wie die rationalen Zahlen geordnet) gelagert sind. Aus dieser Not-
wendigkeit folgt allerdings, dass die Multiplikation in unserem Modell nicht total definiert sein kann.
Das ist in der Tat beabsichtigt, da unser Modell ja die praktische Nichtstandardizitdt der Addition, die
durch die standardgemifle Anwendung der Multiplikation entsteht, fassen soll. In unserem Modell soll
die Multiplikation nur soweit auftreten als sie durch die Addition ,verstanden’ wird bzw. definiert wer-
den kann; also kann man sie einfach weglassen.

Eine mengentheoretisch Modellbildung, mit einer nur partiell definierten Addition auf den standard nattirlichen
Zahlen, ist M := (IN, @) mit @ definiert fiir zwei Parameter s und ! (z.B. s := 100" und 1 := 10'0): Seien
x,y E Nmitx =m-s+o,y=n-s+p,0p<10%und -1 -m <x<Il-mund —1-n <y < I-n. Dann sei
X @y := x +y. Aus der Definition folgen die Gesetze der Addition fiir @ direkt, soweit sie definiert ist.

Insofern die praktische Nichtstandardizitdt aus dem Zusammenspiel zweier Operationen erwéchst, von
denen keine kurch die andere (direkt) definierbar ist, aber eine durch die andere rekursiv bestimmt
werden kann, wird die praktische Standardizitdt gewahrt, wenn man sich vollig auf eine Operation
beschrankt.

Oder wenn man sich auf die zwei Operationen + und - beschrénkt, so dass die Multiplikation standard
ist, wihrend + nichtstandard, so wiirde die Multiplikation die grobe Struktur ausmessen, wéahrend die
Addition vor allem die Feinstruktur erfassen wiirde.

Wenn man die nattirlichen Zahlen mit Hilfe der Nachfolgeroperation bestimmt, erhdlt man durch die
weitere Hinzuftigung von dann rekursiv charakterisierten Operationen wie der Multiplikation und
Potenzierung relative Nichtstandardzahlen, die, weil die Zahlen durch die Nachfolgeroperation be-
stimmt wurden, auch relativ zu den natiirlichen Zahlen nichtstandard und damit {iber die natiirlichen
Zahlen echt hinausgehende Dinge sind. Dann wiirde die Multiplikation aber nicht nur auf den in-
tendierten natiirlichen Zahlen operieren, bzw. es miisste iiber die intendierten natiirlichen Zahlen hin-
ausgegangen werden, um die Multiplikation bestimmen zu kénnen; beides unplausible Konsequenzen.

Ein Ausweg aus diesem Problem steht dann zur Verfligung, wenn die Anzahl der Zahloperationen
grundsétzlich beschrankt ist, und die Operationen in ihrer ,Reichweite’ linear geordnet werden konnen.
Denn dann wiirde — nach einer Einfiihrung der natiirlichen Zahlen durch die ,stirkste’ Operation — eine

29 Diese Behauptung scheint zunéchst recht stark zu sein. Sie ist dennoch gerechtfertigt, weil zum einen eine |||-Folge, die man

z.B. einen Computer generieren lassen kann, man auch von ihm zéhlen lassen kénnen wird. Der Unterschied ist hier nur ein
relativer. Es hétte ja auch sein konnen, dass man dhnlich schnell zahlen hitte konnen. Und vielleicht wird die Medizintechnik
Gehirnzellen und Chips noch so verkniipfen, dass es Wirklichkeit annehmen wird.
Zum anderen konnte man auf natiirlich gegebene Mengen verweisen, z. B. auf die Anzahl der Atome im Universum, und
behaupten, diese mittels einer Menge angegebene Zahl sei praktisch nicht abzéahlbar. Um diese Behauptung wahrscheinlich
zu machen, wird man jedoch wieder auf die Multiplikation Bezug nehmen miissen. Denn unsere Vorstellung der Kleinheit
von Atomen und der Grofie des Universum beruht wie jede Groienvorstellung, die mit einem dezimalen Positionssystem
arbeitet, auf der Multiplikation.
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absteigende Hinzufiigung der ,schwécheren’ Operationen keine zuvor unerreichbare Zahlen hervor-
bringen. Genau diese Voraussetzungenn liegen aber im antiken Mathematikverstandnis vor und genau
diese Struktur scheinen Bestimmungen der Zahlen bei PLATON anzunehmen. Die antike Mathematik
kennt nur die Addition, Multiplikation und (beschrédnkte) Potenzierung, die ihrer Stdrke nach in dieser
Reihe geordnet werden kénnen, und die Bestimmung der nattirlichen Zahlen weist oftmals, auch wenn
die meisten Einzelheiten etwas unklar sind, diese Struktur auf, dass zunichst mit der Potenz, dann erst
mit der Multiplikation bestimmt und schliefdlich die Addition hinzugefiigt wird.

4.4 Die natirlichen Zahlen bei Platon

Wir gehen nun tiber zur Analyse einer Stelle aus PLATONs Dialog Parmenides. Der Grund, warum es
inhaltlich von Interesse sein konnte, beziiglich der natiirlichen Zahlen und der vollstindigen Induktion
auf PLATON zuriick zu kommen, ist einfach: Auch die gerade damals schon grundlegenden mathe-
matischen Begriffe und Gegenstdnde waren bereits Objekte philosophischer Reflexion, die durchaus
erfolgreich sein konnte. Die Einreihung des Parallelenaxioms unter die Postulate, seine technische For-
mulierung und differenzierte Benutzung im ersten Buch der Elemente kénnte ein Beispiel dafiir sein.
Die Briicke in die Neuzeit spannt sich bis zur ,Entdeckung’ der nichteuklidischen Geometrien, die letzt-
lich in der Ausschopfung der logischen Alternativen des Parallelenpostulats bestehen. Wenn man die
Zusammenhinge der Entwicklung antiker Geometrie nicht berticksichtigt, scheinen die nichteuklidi-
schen Geometrien bereits zu PLATONs Zeit moglich.3’ Statt einer Riickdatierung wissenschaftlichen
Fortschritts, konnte auch bei aktuellen Problemen ein Riickblick auf alte Uberlegungen von Vorteil sein.

Die zuriickliegenden Abschnitte dieses Kapitels dienen dabei als Hintergrund, die Uberlegungen im
letzten Abschnitt bereiten ein Verstdndnis der Zahlkonzeption im Dialog Parmenides vor, die anderen
Abschnitte bieten dagegen eine Ansammlung von dem, was eine moderne Konzeption der natiirlichen
Zahlen ausmacht, und aus den platonischen Texten gegebenenfalls heraus- aber auf keinen Fall hineinin-
terpretiert werden sollte.

4.4.1 Die Zahl in der frithgriechischen Mathematik

Mot sind Steinchen. Auf der Beschéftigung mit den Anordnungen kleinerer Steine griindet sich eine
Form von Zahlentheorie, die {7pot-Arithmetik genannt wird. Szabé 1969, 5.254ff., findet ihre Beweis-
technik primitiv, weil die Steingruppierungen allgemein giiltige Satze nur veranschaulichen kénnen, an-
ders Waschkies 1989, S. 46ff., und Becker 1957, S.40ff..3! Der Haltung, gegen J%por-Arithmetik aber gle-
ichzeitig fiir EUKLIDs Geometrie zu sein, steht das Argument entgegen, dass Zahlen (durch Steinchen)
wesentlich exakter instantiiert werden als geometrische Objekte in Zeichnungen. Dann steht aber zu
vermuten, dass auch ihre theoretische Grundlegung einfacher und ihre Definitionen und Axiome un-
problematischer sein konnte. Zur Theoriebildung einer {7ypoi-Arithmetik mehr am Ende dieses Ab-
schnittes.

Die frithgriechische Zahlentheorie (wie in den Elementen, Biicher VII-IX) und ihre theoretische Fundie-
rung sind nicht aus der modernen Arithmetik heraus, die sich in den Peano-Axiomen oder dhnlichem
ihre Grundlage gibt, zu verstehen. Dafiir ist diese zu abstrakt und setzt einen anderen Zahlbegriff vo-
raus. Man arbeitet heute zudem im Akademischen wie Alltdglichen mit einer formalistischen Rechen-
technik, die abseits des Anschaulichen und des ,Inhaltlichen’ operiert. So rechnet man mit geringer

30 Hosle 1982 versucht, die nichteuklidischen Geometrien bis auf PLATON und die alte Akademie zuriick zu datieren.

31 Ein Beispiel fiir die Anwendung von Steinchen-Diagrammen in verschiedenen, nicht nur erklarenden, Funktionen in der
hoheren Mathematik ist Hardy und Wright 1958, S. 311,316,319,325f.,330.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 4.4.1 DIE ZAHL IN DER FRUHGRIECHISCHEN MATHEMATIK 122

Anstrengung
1234567897531 + 98765432102468

ohne Schwierigkeit mittels geregelte Ziffernmanipulation aus oder

%\/\/42+32-20=5.

Die folgenden Beispiele sollen einen Eindruck der {#ot-Arithmetik geben, der die inhaltliche Rechtfer-
tigung, in der Zahlentheorie mit Figurformen zu arbeiten, ahnen lasst.3?

Gruppiert man Steine so, dass man mit einem beginnend, zwei, dann drei und so fort hinzuftigt, erhalt
man bildlich Dreiecke.

Q
Q QQ QQAQ QQQAQ
Q QQ QQQ QQQQ  QQQQAQ
Will man die Summe der ersten n Zahlen bestimmen, so ergibt sie sich leicht, wenn man ein Steine-
Dreieck gleicher Grofe in folgender Weise anfiigt:

QQQe
Qe  QOee
Qe oee Qeee

Wie man leicht sieht, ist die Summe der Zahlen von 1 bis n gerade die Hélfte des Produkts von n mit

sich selbst um eins erweitert. Oder in moderner Zahlenschrift:

* _ n(n+1
) 142+...4n="lt

In seiner Anschaulichkeit tiberaschender ist vielleicht ein Zahlenzusammenhang, den man heute mit
1+3+5+...4+(2-n—1) = n? ausdriickt und mit (*) leicht formal ableiten kann:
n>+n  n’+n

n? = >+ —n(:)Z-(l—l—Z—l—...—l—n)—n:(1+(2~2—1)+...—|—(2n—1)).

Im Steinebild:33

eeee

eee QOO

ee QQe  QQQe
Qe oCe  Qdde

Zu sehen ist, dass jede Quadratzahl a?® die Summe der ersten a ungeraden Zahlen (ab 1) ist und z.B.

(als Folgerung daraus) dass sich zwei aufeinander folgende Quadratzahlen a®> und b? gerade um die
b-te ungerade Zahl unterscheiden.

32 Die folgenden Beispiele sind, soweit nicht anders bemerkt, aus Becker 1957, S.40ff.. Fiir einen kurze Zusammenfiihrung von
Steinchen-Arithmetik und den arithmetischen Biichern der Elemente siehe Leuz 2009, S. 14ff..

33 Das Hinzuftigen so eines Winkels, griechisch Gnomons, wird bei ARISTOTELES in den Kategorien 15a und Physik 203a erwahnt.
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Dartiber hinaus gilt:

An dieser Skizze kann man sich mit etwas mehr Anstrengung von folgendem Zusammenhang tiberzeu-
gen:
3-(12422+.. 4n2) = (1424...+n) - 2n+1).

Nur ein bisschen fortgeschrittener ist das Aquivalent zu (1+2+3+...+n)2 =134+2%4+ ...+ n3,im
Bild:

OO0 0000
G000 4
S S S S SO
CAS S SIS IS IGO0
OOOD
OOOD 3
OOOD
OOOD )
OOOD
o CSSO 1]

1 2 3 4
Dazu nimmt man (*) bzw.. die analoge Steinchen-Erkenntnis um die Korrektheit der Entsprechung zu
(1+2+...+n)-2—n = n? einzusehen, und benstigt dann nur noch folgendes Schema:

1
4 -
2
3 3
2 2
1] ] 1]
1 2 3 4 3

In diesem Beweis wurde eine einmal an Rechtecksiiberlegungen gewonnene Steinchen-Erkenntnis auf
Seitenzahlen angewendet. Entsprechend kann man den Umstand, dass eine Gesamtheit von Steinchen
nicht in ein Rechteck mit Seitenldnge zwei angeordnet werden kann fiir Seitenzahlen tibernehmen.
Dann kann man von ungeraden (und geraden) Seiten sprechen.34

34 Man kann — um damit die Reihe unserer Sitze aus der {¥jpot-Arithmetik abzuschlieSen — in ihr auch beweisen, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt, vgl. Waschkies 1989, 5.298ff..
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Der in den obigen Abbildungen jeweils hinzugefiigte ,Winkel” hief in der Antike Gnomon, wie der
senkrecht auf dem Boden stehende Stock, der fiir Messungen benutzt wurde. Neben dem, was hinzu-
gefiigt wird, betrachtete man v.a. die Anzahl der insgesamt gelegten Steine. Man benannte die Zahlen
mitunter nach der geometrischen Form, in der man eine ihnen dquivalente Anzahl von Steinen legen
kann. Die Zahlen der Reihe 1,3,6,10,15,... sind demnach Dreieckszahlen. Die Zahl 10 kann so als
Dreieck mit Seiten(steinchen)ldnge 4, in Form einer Tetraktys (Vierheit), gelegt werden.

Die Viereckszahlen 1,4,9,16,25, . .. sind die Quadratzahlen, Fiinfeckszahlen sind 1,5, 12,22, 35, ..., Seck-
seckzahlen 1,6,15,28, ..., usw.>®> Neben den Quadratzahlen unterscheidet man auch verschieden For-
men von Rechtecken (also nicht-geometrisch ausgedriickt die Moglichkeiten bestimmte Zahlen in bes-
timmter Weise zu teilen.) So unterscheidet man rechteckige Anordnungen, deren Seitenzahlen sich
nur durch eine Einheit unterschieden (étepopurc) von anderen rechteckigen (nrpoufunc). Um eine
Raumdimension erweitert gruppierte man auch korperliche Zahlen nach verschiedenen raumlichen Fig-
uren, deren einfachsten die Kubikzahlen 1,8,27, 64, ... die Zahlen der Wiirfel sind.

Erst vor diesem Hintergrund der Steinchen-Arithmetik — im Unterschied zu der in den vorherigen Ab-
schnitten dargestellten modernen Auffassung — werden die grundlegenden Bestimmungen der nattir-
lichen Zahlen wie sie zum Beginn von Buch VII der Elemente niedergelegt sind, verstandlich. Definition
6 (VI D6)* findet sich auch in den platonischen Dialogen:

Der Athener: Doch halt, bei Zeus! So gib Acht. Mochtest du nicht bei jedem Ding dreierlei erkennen?
Kleinias: Wie meinst du das?

Der Athener: Einmal das Wesen, zweitens die Definition des Wesens und drittens den Namen. Und so gibt
es bei allem, was ist, zwei Fragen.

Kleinias: Wieso zwei?

Der Athener: Zuweilen bringen wir alle doch den bloffen Namen vor und verlangen die Definition; zuweilen
bringen wir aber auch die Definition selbst vor und fragen nach dem Namen.

Kleinias: Wollen wir damit jetzt etwa folgendes sagen?
Der Athener: Was denn?

Kleinias: Es lasst sich doch manches in zwei Teile zerlegen, und zwar sowohl sonst als auch besonders bei
der Zahl; hierfiir lautet bei der Zahl der Name ,gerade’, und die Definition aber ,eine Zahl, die sich in zwei
gleiche Teile zerlegen ldsst’.

Der Athener: Ja, das etwa ist es, was ich meine. Bezeichnen wir nun nicht au beiderlei Weise dasselbe Ding,
sowohl wenn wir, nach der Definition gefragt, den Namen angeben als auch, wenn wir, nach dem Namen
gefragt, die Definition geben, indem wir dasselbe Seiende mittels des Namens als gerade und mittels der
Definition als eine in zwei Teile teilbare Zahl bezeichnen?

Kleinias: Auf jeden Fall. Nomoi 895de

Anschaulich basiert diese Erkldrung darauf, dass man eine gerade Anzahl von Steinchen in zwei gle-
ichlangen Reihen anordnen kann, bzw. dass man jede Anordnung einer geraden Anzahl in zwei glei-
che Teile teilen kann. Ahnlich ist ein natiirlicher Teil einer rechteckig angeordneten Gesamtheit von
Steinchen einfach eine der Reihen. Ein Teil einer Zahl ist demnach — man vergleiche (XII D3/4) — eine
Zahl, durch die sich die gesamte Anzahl ohne Rest teilen lasst.

35 Wie gerade vor allem fiir ¢7jpot-Quadrate ausgefiihrt, kann mit diesen anderen ,Vieleckszahlen’ arithmetisiert werden. Eine
einfache Verallgemeinerung ist fiir regelméafiige ,Polygonzahlen” mit » Seiten und Seitenlidnge # ist Anzahl der Steinchen

PI = 224 (n—1)(r—2)) = n+ "% (r—2) (vgl. Huntley 1970, 5.129).
36 «Gerade ist die Zahl, die sich halbieren lasst».
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Dieser anschauliche Zugang zu den Zahlen {iber die {%yot bietet zum zweiten die Basis fiir ein Ar-
gument gegen eine rein strukturalistische Fassung der natiirlichen Zahlen und fiir eine Prioritdt der
Multiplikation gegentiber der Addition. Liegt einem eine konkrete Gesamtheit von Steinchen vor, so
sind sie ihrer Anzahl nach gegeben unabhingig davon, dass man die Anzahl noch erhéhen kann, wie
weit man sie erhohen kann und ob man es tatséchlich tut. Die Eigenschaften der konkreten Gesamtheit
bestehen vielmehr darin, wie sich die Steinchen rechteckig anordnen lassen. Sie in Rechtecken anzuord-
nen ist aber gleichbedeutend damit, sie in gleiche Teile zu ordnen, was rein mathematisch bedeutet ihre
Anzahl als Produkt zweier (An)Zahlen darzustellen. Das Wesen einer Zahl wiirde in dieser Sicht direkt
mit ihren moglichen multiplikativen Zerlegungen in Verbindung stehen.

Dem entspricht in der neuzeitlichen Mathematik der fiir die Arithmetik fundamentale Satz der ein-
deutigen Primfaktorzerlegung: Jede Zahl z ldsst sich eindeutig als Produkt einer Reihe von nicht unbe-
dingt unterschiedlichen Primzahlen darstellen: z = azlil . agz o az” , mit aq,dap,...,a, verschiedene

Primzahlen.

Die Zahl der moglichen rechteckigen Anordnungen einer Gesamtheit von Steinchen legt nun eindeutig
die Anzahl der beteiligten, nicht unbedingt verschiedenen Primfaktoren fest. Verwendet man zudem die
begriffliche Unterscheidung von gerader und ungerader Rechtecksseite, dann kann damit die Zweier-
potenz der Primfaktorzerlegung bestimmt werden. Nimmt man noch hinzu, dass eine ungerade Zahl
eine gerade Zahl zusammen mit einem Steinchen ist — und fiihrt damit tiber die Hintertiir eine schwache
Version von +1 ein — dann ist letztlich jede Steinchenanzahl — analog der Primfaktorzerlegung — durch
die rechteckigen Anordnungsmoglichkeiten eindeutig charakterisierbar.3”

Damit liefSe sich jede Zahl unter Voraussetzung ihrer {7pot-Anordnungsmaoglichkeiten und der begriff-
lichen Unterscheidung von ungerade als gerade mit einer Einheit eindeutig fassen. Sie brauchen demnach
nicht nur als Momente einer unendlichen Struktur aufgefasst werden, und so eine Auffassung gibt auch
nicht ihre eigentlichen, multiplikativen Eigenschaften ihrer konstitutiven Funktion nach wieder, da sie
die Zahlenreihe nach dem +1 und der Addition aufbaut.

4.4.2 Unendlichkeit in «Parmenidesy 142b—143a

Nachdem Sokrates im sogenannten ersten Teil des Parmenides dessen Einwdnde gegen seine Hypothese
der Existenz von Ideen nicht aufzulosen vermochte, tiberzeugt Zenon den greisen Parmenides eine
,Denkiibung’ durchzufiihren. Die dann folgenden Schliisse behandeln implizit Ideen, die weitgehend
aufeinander aufbauen in dem Sinn, dass die im Text spateren die im Text friiheren voraussetzen.3® Die
sogenannte zweite Hypothese untersucht dem Plan der Denkiibung (136a-c) gemafs das Eine in Bezug
auf das andere. In den Ablauf wird dies eingeleitet, indem zu der Annahme gewechselt wird, dass
das Eine ist (142b), wahrend man zuvor untersucht hatte, was folgt, wenn das Eine (fiir sich) ist (137c).
Dass die erste hypothesis mit einem negativen Restimee endete und dies zum Anlass genommen wird,
es mit der modifizierten Annahme erneut anzugehen, ist der Form des rationalen Argumentierens — der
«dussern Reflexion»® — geschuldet, in die der Ubungsplan und die Darstellung der Ideen eingebettet
sind.

Behandelt man Relationen statt Dinge fiir sich und getrennt von anderen, ist man mit der theoretischen
Schwierigkeit konfrontiert, dass Relationen Beziehungen zwischen etwas sind. Begrifflich sind diese

37 Dazu bestimmt man die ungeraden primen Seiten dariiber weiter, dass man eine ungerade Primzahl als Nachfolger einer
geraden Zahl auffasst, die man dann wieder weiter zerlegen kann.
Fiir eine Diskussion des Fundamentalsatzes der Arithmetik im Kontext der Elemente siehe Taisbak 2002. Allerdings ist seinem
Resultat nicht zuzustimmen. Die Form von (IX 14) beruht darauf, dass EUKLID (wie PLATON) ein traditionelles und noch
nicht so abstraktes Verstandnis der Multiplikation hatten; vgl. S.132.

38 Siehe dazu auch die Abschnitte 1.3.1 und 5.6.2.
39 Hegel 1999, S.87.
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strukturellen Endpunkte, die in Bezug aufeinander stehen, keine Beziehungen und keine Relationen.
Unter der Voraussetzung alles nur in Form seiner Beziehung zu anderem zu betrachten, erhalten die
strukturellen Endpunkte der Relation einen Doppelcharakter: Sie sind zum einen in ihrer hergebrachten
Struktur als ihre Momente scheinbar fiir sich bestehende Dinge, miissen ihrerseits aber wieder als Re-
lation begrifflich analysiert werden, wenn man die Relationen ,um sie herum’ weglédsst. Unter diesen
Vorgaben konnen Begriffe gesetzt werden, die als Verbindung zweier Begriffe eine Zweiheit bilden, in-
sofern diese Begriffe sich als genau dieser zusammengesetzte Begriff zeigen, eine Einheit bilden und
insofern hinsichtlich ihrer Zweiheit unbestimmt sind. Den in einer grundsatzlichen Hinsicht einfach-
sten Begriff mit dieser Eigenschaft konnte man die unbestimmte Zweiheit nennen.

Mit diesen Vortiiberlegungen wird im folgenden versucht, ein besseres Verstindnis der Textstellen im
Parmenides zu den nattirlichen Zahlen zu erreichen. In der Explikation und Auseinandersetzung mit
den strukturellen Aspekten (siehe dafiir auch Abschnitt 5.6.2) wird zundchst die Konzeption einer ersten
Unendlichkeit in Parmenides 142b-143a herausgearbeitet. Die bisherigen Uberlegungen dieses Kapitels
bereiten darauf vor aufmerksam zu werden, dass hier mit etwas der Zweierpotenz Ahnlichem gearbeitet
wird und die Wiederholung und rekursive Ausfaltung auf einer Art Zirkel des Grundbegriffs beruht.

Willst du also, da# wir noch einmal von vorn auf unsere Voraussetzung zuriickgehen, ob sich uns etwas
verdandert darstellen wird, wenn wir sie noch einmal durchgehen?

Das will ich sehr gern.

Also, wenn Eins ist, sagen wir doch, was dann fiir dasselbe folge, was es auch sei; das miissen wir zugeste-
hen. Nicht wahr?

Ja.

So sieh noch einmal von Anfang. Wenn das Eins ist, ist es dann wohl moglich, dafi es zwar ist, aber kein Sein
an sich hat?

Nicht moglich.

Also gibt es doch ein Sein des Eins, das nicht einerlei ist mit dem Eins: denn sonst wére das Sein nicht dessen
Sein, und das Eins hitte nicht das Sein an sich, sondern es ware ganz einerlei zu sagen: Eins ist und Eins
eins. Das ist aber nicht unsere Voraussetzung, wenn Eins eins, was alsdann folgt, sondern wenn Eins ist.
Nicht so?

Allerdings.
So demnach, dafs das Ist etwas anderes bedeutet als das Eins?
Notwendig.

Wird also wohl etwas anderes, als daf$ das Eins das Sein an sich hat, gemeint, wenn jemand zusammengefafst
sagt, Eins ist?

Dieses freilich.

Noch einmal also laff uns sagen, wenn Eins ist, was daraus folgen wird. Sieh also zu, ob nicht notwendig
diese Voraussetzung das Eins als ein solches zeigt, welches Teile hat?

Wie doch?

So. Wenn das Ist dieses Seienden Eins genannt wird und das Eins, dieses einen Seienden, es ist aber nicht
dasselbe, das Sein und das Eins, sondern nur desselben, eben jenes Vorausgesetzten, des seienden Eins, ist
dann nicht notwendig das seiende Eins das Ganze? Und werden nicht das Eins und das Sein hiervon Teile?

Notwendig.

Wollen wir nun jeden dieser Teile nur Teil nennen, oder miissen wir nicht den Teil, Teil des Ganzen nennen?
Des Ganzen.

Und ein Ganzes ist doch, was Eins ist und was Teile hat?

Allerdings.
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Wie nun? Wird wohl einer von diesen beiden Teilen des seienden Eins, das Eins und das Seiende, jemals
ablassen, das Eins von dem Teil ,Sein” oder das Seiende von dem Teil , Eins“?

Das wird nicht geschehen.

Also hélt auch wieder jeder von diesen Teilen das Eins fest und auch das Seiende. Und so entsteht zum
wenigsten der Teil wieder aus zwei Teilen. Und so immer auf dieselbe Art, welcher Teil gesetzt wird, halt
immer diese beiden Teile. Denn das Eins hilt immer das Seiende und das Seiende das Eins, so daf$ notwen-
dig, was immer zu zweien wird, niemals Eins ist. Auf alle Weise freilich.

Ist also nicht auf diese Art das seiende Eins unendlich der Menge nach?

So scheint es wenigstens. Parmenides 142b-143a

Wie ist es aber zu verstehen, dass es «von unendlicher Menge> sein soll, denn die aufsteigende Reihe
der Zahlen ist noch gar nicht eingefiihrt? In Parm 137d wurde das Unbegrenztsein im wortlichen Sinne
erkldrt als keine Grenzen haben. Was keinen «Anfang» und kein «Ende», also keine zwei Grenzmo-
mente, hat ist unbegrenzt.40 Ein Ganzes zweier Teile hat strukturell gesehen drei Momente, wobei sich
die zwei Teile in dhnlicher Weise auf das Ganze (ihre «Mitte») beziehen und sie insofern begrenzen.
Das eins Seiende ist demnach begrenzt. Hier wird auch nur behauptet, dass es «der Menge nach unbe-
grenzt» (&netpov &v 10 mARY0¢) sei, was so zu verstehen ist, dass es keine Grenzen in den Teilen gibt.
Jeder Teil des Einen Seienden ist nicht einer, so dass kein Teil als eine Grenze der anderen dienen kann.
Da anscheinend die Teile des Einen Seienden zerfallen, insofern die Teile von Teilen des Einen Seien-
den auch Teile des Einen Seienden sind, sind die Teile des Einen Seienden unbegrenzt und, wie sich
spéter zeigen wird, fahig alle (nattirlichen) Zahlen aufzunehmen, und deshalb auch der Anzahl nach
unendlich.

1

Aus einem mathematischen Blickwinkel erscheint der Teilungsprozess eine Baumstruktur zu besitzen:*

seiende Eine

Die Menge der Astgabelungen ist dabei unendlich, genauer abzahlbar unendlich, wiahrend die Menge
der Aste, dh. der Wege durch den Baum, von groBerer Unendlichkeit, namlich der Machtigkeit der
Potenzmenge einer abzdhlbar unendlichen Menge ist. Wie ,unendlich’ diese Potenzmenge tatséchlich
ist, ist in der Mathematik eine ungelostes Frage, die manche Forscher fiir unbestimmt und in diesem
Sinne fiir unlgsbar halten. Insofern man zwar von dem Einen Seienden ausgeht, aber man es eigent-
lich durch die Angabe der Teile als Ganzes zu fassen bekommen mochte, ergibt diese stete Teilung eine
unfundierte Struktur, die keinen eigentlichen Ausgangspunkt hat. Die absteigende Reihe der negativen
Zahlen ... < —2 < —1 hat zwar kein kleinstes Element, die grofleren Zahlen beruhen aber auch nicht
auf den kleineren. Anders ist es in der Mengenlehre, in der unfundierte Mengen oftmals von der Un-
tersuchung ausgeschlossen werden, weil sie dem gewohnlichen Mengenverstidndnis, dass eine Menge

42

eine Zusammenfassung gegebener Dinge sei, suspekt erscheinen.*> Wie sollte eine Menge Element

seiner selbst sein, was ist das fiir eine Menge, die nur sich selbst enthilt, und gibt es da mehrere davon?

40 Siehe genaueres in Abschnitt 1.3.7.
41 Blau 2008, S.116f., nennt die anschauliche Seite dieses eigentlich abstrakten mathematischen Objekts «Dualbaum».
42 Zum Umgang mit unfundierten Mengen siehe Abschnitt 5.5.
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Wenn man diese Mengen aufgrund ihrer Elemente verstehen mochte, so scheitert man, weil sie selbst
zu ihren Elementen zahlt.*3

Die Struktur, die sich aus der Einheit und dem Sein als zwei verschiedenen Ideen und ihrem Bezug
durch die Teil-Ganzes-Relation ergibt, lasst sich folgendermaflen darstellen, wobei ein Pfeil soviel be-

(H—@)

Modelliert man diese Ganzes-Teil-Beziehung mengentheoretisch als €-Beziehung, so wiren E = {E, S}

deutet wie ,ein Teil von ihm ist”:

und S = {E,S} unfundierte Mengen, die allerdings, wenn man daran festhilt, dass sie verschieden
sind, das Extensionalitdtsprinzip verletzen. D.h., obwohl sie genau die gleichen Elemente besitzen,
ndmlich E und S, sind sie unterschiedlich. Das wird in der mathematischen Mengentheorie nur in
eingeschrankten Ausnahmeféllen zugelassen; z.B. bei sogenannten Urelementen, die, weil sie keine
richtigen Mengen sind, sondern eine Art Modellierung der ausermengentheoretischen Dinge in der
Mengentheorie, auch alle keine Elemente besitzen und somit extensional gleich der leeren Menge sind.
Fiir gewohnlich wiirde demnach in der Mengenlehre gelten E=S={E} ={S}, und E wire die (oder
eine) Menge, die nur sich selbst enthalt. Diese Struktur kommt aber fiir die Teil-Ganzes-Beziehung nicht
in Frage, weil dann etwas sich selbst als einzigen Teil enthalten wiirde. Sie ist aber so konzipiert, dass
es mehrere Teile sein miissen. Somit ist die strikte Trennung von Einheit und Sein (142bc) notwendige
Voraussetzung fiir die Teilungsiiberlegungen.

Die bisherige mengentheoretische Modellierung ist in einem weiteren Punkt ungenau. Das Verhiltnis
der beiden Teile ist gewichtet, insofern fiir das seinende Eins Einheit und Sein Teile sind, weil die Ein-
heit am Sein teilhat, und entsprechend fiir das eins Seiende. Man kann fiir E und S daher geordnete
Tupel nehmen: E=(E,S)=((E,S),(S,E)) und S=(S,E)=((S,E), (E,S)), die auch unter einem Exten-
sionalitdtsaxiom nicht identisch sein miissen. Wenn man zudem die Identifizierung von Sein und eins
Seiendem bzw. Einheit und seiendem Eins explizit macht, sieht es graphisch so aus:

(i
@ ®

Aus dieser Graphik ist der iterierende Gedankengang zu entnehmen tiber die Teile des eins Seienden.
Unterstellen wir der zweiten hypothesis zudem, dass in ihr gefordert ist alles nur relational zu verste-
hen — also eine Art strukturalistischen Standpunkt —, dann bildet die Graphik die innere Struktur der
beiden Ideen ab. Diese wire essentiell selbstbeziiglich. Ein rein strukturalistischer Standpunkt ist hier
aber wiederum nicht moglich, weil Sein und Einheit strukturell isomorph sind und damit identisch
waren. Zwar werden in der Mathematik auch viele symmetrische Strukturen, d.h. Strukturen, deren
eine ,Halfte’ isomorph ist zur anderen und auf denen deshalb mehr Automorphismen als die Iden-
titat existieren, betrachtet, das Problem, wie man in diesen dann eindeutig auf ein Strukturmoment in
der einen Hilfte referieren konnen soll, wurde bereits von Frege erkannt und wird auch aktuell noch
diskutiert (siehe Abschnitt 2.4). Vom Gesichtspunkt aus, was bei einer Uberlegung gedanklich voraus-
gesetzt wird, ist es so, dass man bei dem Gedanken an zwei isomorphe Strukturen, die nicht identisch
sind, noch etwas dazugedacht haben muss, um sie voneinander unterscheiden zu kénnen, im Unter-
schied zum Durchdenken einer einzelnen dieser Strukturen. Die eine Struktur muss demnach erst fiir
sich durchdacht werden kénnen, bevor sie durch weitere gedankliche Zusitze ,vervielfiltigt’ wird. Die

43 Eine im folgenden ausgeklammerte Eigenschaft, weil mengentheoretisch nicht direkt gegeben im Unterschied zur Teil-
Beziehung in der Mereologie, ist, dass Teile eines Ganzen auch Teile des Ganzen sind, von dem das erste Ganze Teil ist.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 4.4.3 MULTIPLIKATION IN «PARMENIDES» 143A-144A 129

Einheit mit reinem Selbstbezug zu denken, ist aber nicht moglich, einmal aufgrund der Ganzes-Teile-
Relation, die mehrere Teile verlangt, aber vor allem auch weil die Ganzes-Teile-Relation keinen direkten
Selbstbezug zuldsst (z. B. im Gegensatz zur Idee von In-sich-selbst-sein Parm 138ab). Faillt aber das Sein
als anderes Strukturmoment weg, gibt es kein seiendes Eines, das vom Einen als anderem Strukturmo-
ment ersteinmal unterschieden wire. Zum Aufbau der verwendeten Struktur von seiendem Einen oder
eins Seiendem sind also zuvor unterschiedene — und méglicherweise inhaltlich bestimmte — Ideen von
Einheit und Sein nétig.

Das entspricht der allgemeinen These (aus Abschnitt 1.3.9), dass die Spiegelungen und Urbild-Abbild-
Beziehungen als Wechselspiel der Bestimmung von Einzelnen durch Relationen und von Relationen
durch Einzelne zu interpretieren ist. Die Ideen der ersten hypothesis dienen in der zweiten zur Setzung
der Strukturmomente der jetzt zu untersuchenden Beziehungen zwischen den dann auch (zum Teil)

relational gefassten Ideen.**

Das seiende Eine ist begrenzt, insofern seine zwei Teile seine zwei Grenzmomente sind und es selbst
das Begrenzte, die Mitte zwischen den Grenzen, ist. Als zirkuldre Struktur zweier austauschbarer Mo-
mente ist das seiende Eine unbegrenzt, da ein drittes Moment, dass das sein konnte, was begrenzt
wird, fehlt. <Der Menge nach> unbegrenzt wird diese Struktur jedoch, wenn durch den Ganzes-Teile-
Begriff der Selbstbezug vermittelt wird. Denn mit ihm wird das erste Ganze festgehalten, das zwei
Teile hat, die, jeweils wiederum als Ganze betrachtet, jeweils zwei Teile haben und entsprechend weiter.
Dass es tatsdchlich immer entsprechend weiter geht, wird durch die oben dargestellte zirkuldre Grund-
struktur gewéahrleistet. Damit wird dhnlich der vollstandigen Induktion, bei der iiber den allgemeinen
Nachfolgerschritt und dem vorliegen eines Sachverhalts fiir den Ursprung auf die allgemeine Giiltigkeit
geschlossen wird, hier durch die Einsicht in einen zirkuldren begrifflichen Zusammenhang und dessen

schrittweise wiederholende Entfaltung eine Unendlichkeit an Teilen konstituiert.*>

4.4.3 Multiplikation in «Parmenides» 143a—144a

Das grundsitzliche Vorgehen ist nun so, aus Uberlegungen anhand von Einheit, Sein und Verschieden-
heit und einem kardinalen Zahlbegriff von 1, 2 und 3 die Multiplikation und alle Zahlen zu konsti-
tuieren. Dafiir wird zunichst, nachdem die Relation zwischen Einem und Sein insofern durchdacht
wurde als sie eine neue Idee ,schafft’ und das Eine und das Sein damit gewissermafen zu einem verein-
heitlicht, nun von Parmenides die Relation zwischen Einem und Sein betrachtet, insofern sie die beiden
Ideen einander als verschiedene gegentiberstellt.

Sieh nun auch noch dieses.
Welches?
Das Eins, sagen wir, habe Sein an sich, weil es ist.

Ja.
Und deshalb ist uns das seiende Eins als Vieles erschienen?
So ist es.

Wie nun? Das Eins selbst, welchem wir das Sein zuschrieben, wenn wir dies in unserm Verstande allein
nehmen, ohne dasjenige, was es, wie wir sagen, an sich hat, wird es uns so wenigstens nur als eins erscheinen
oder auch so an sich selbst als Vieles?

Als Eins, glaube ich wenigstens. Parm 143a

44 Es kommt hier noch eine andere allgemeine These zum tragen (siehe Abschnitt 5.6). Aus kulturhistorischer und zahlensym-
bolischer Sicht beendet die erste Spaltung die Ruhe der Einheit, zerstort die Harmonie und sédt Zwietracht und Zweifel. Diese
Kraft stellt PLATON im Denken dar, indem er durch die Vorgabe, alles relational zu denken, die Einheit als seiende Eins und
das Sein als eins Seiendes zu analysieren vorschreibt, und dadurch eine Teilung aller zunéchst als Einzelne und als einheitlich
gedachten Teile in Gedanken vollzogen werden muss. Damit verkniipft er auch in diesem Detail den nous mit der dianoia, das
Mystisch-Esoterische mit dem Gedanklich-Rationalen.

45 Vgl. Abschnitt 4.2.7.
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Das Eine wird nun fiir sich genommen, aber nicht wie in der ersten hypothesis total und ,von innen’,
sondern, wie sich durch die Weise, wie es im folgenden begrifflich behandelt wird, zeigt nur als getrennt

vom Sein und ,von auflen’.4¢

Die Frage des Parmenides ist jetzt, ob auch dieses getrennt genommene Eine irgendwie doch Vieles ist —
und ein Seitenblick auf die antike Konzeption von Zahlen als eine Art Mengen von Einheiten lédsst eine
Bejahung der Frage ahnen.

Laf3 uns also sehen. Ist nicht notwendig das Sein desselben etwas anderes und es selbst auch etwas anderes,
wenn doch das Eins nicht das Sein ist, sondern nur als Eins das Sein an sich hat?

Notwendig.

Ist nun das Eins etwas anderes und das Sein etwas anderes, so ist weder vermoge des Einsseins das Eins von
dem Sein verschieden, noch vermoge des Seins das Sein von dem Eins, sondern verméoge des Verschiedenen
und Anderen sind sie verschieden voneinander.

Allerdings.
So daf3 das Verschiedene weder mit dem Eins noch mit dem Sein einerlei ist?

Wie sollte es auch? Parm 143b

Diese kurze Passage ist — entgegen dem ersten Eindruck — zentral fiir das folgende. Zunéchst werden die
beiden Grundideen der zweiten hypothesis nicht verschmolzen, sondern gegentibergestellt als getrennt
bestimmte. Damit hat man aber im Unterschied zu Parm 142b-143a eine bestimmte Zweiheit, oder die
(Zahl)Idee der Zwei, wihrend man in der ersten hypothesis die Ideenzahl Zwei in der Ganzes-Teil-Idee
hatte.

Entscheidend ist weiter, dass diese Idee der Zwei bereits ein drittes Moment ,notig” macht. Die Idee
der Verschiedenheit macht die Trennung von Eins und Sein erst moglich und ist nicht dasselbe wie
das Eine oder das Sein. Damit hat man aber eine strukturierte erste Dreiheit, die Idee der Dreiheit.
Diese enthilt als Ideen alle ideellen Bestimmungen, die etwas anderes haben muss, um als drei und um
tiberhaupt zahlenmiflig bestimmt zu sein: Die einzelnen Einheiten sind verschieden gegeneinander.
Dass sie gegeneinander unterschieden sind, ist die Einheit der einzelnen Einheiten.

Die Gedankenfigur: Erst Eines, dann ein davon Unterschiedenes, und dann die Verbindung; dieser
Dreierschritt findet sich ofters in der Geschichte der Philosophie. Mit ihm kommt der Gedanke, dass
beim zweiten Schritt noch etwas fehlt, und der dritte Schritt dies einlst und den Vorgang abschliefst. In
dhnlicher Weise geht Parmenides hier von der Zwei zur Drei {iber, indem er nur eine bereits benutzte
ideelle Bestimmung zu Bewusstsein bringt und in die Uberlegung mit aufnimmt.

Wie nun, wenn wir aus diesen herausnehmen, wie du willst, das Sein und das Verschiedene, oder das Sein

und das Eins, oder das Eins und das Verschiedene, haben wir nicht in jedem Falle herausgenommen, was
wir mit Recht beides nennen konnen?

Wie doch?

So. Kann man sagen Sein?

Ja.

Und hernach auch wieder sagen Eins?
Auch dieses.

Ist nicht so jedes von ihnen besonders gesagt?

46 Man wiirde nach der allgemeinen These aus Kapitel 1.3 erwarten, dass hier fiir die Bestimmung des Einen als Einem auf die
erste hypothesis Bezug genommen wird. Stattdessen legt der Ausdruck «in unserm Verstande allein» (... 8wxvola. ..) nahe,
dass man das Eine zuvor im Kontext des Linienabschnittes 6 betrachtet habe, in dem es stets auch Vieles ist, es jetzt aber
im Kontext der dianoia und damit von Seinsbereich 3 bestimmen wolle. Die direkte Parallele zwischen Liniengleichnis und
Parmenides wiirde nach unserer Interpretation fiir die erste hypothesis den Ausdruck ,nous” erwarten lassen.

Allerdings ist gerade aus epistemischen Erwédgungen zu erwarten, dass hier in der zweiten hypothesis, wenn es um reine Ideen
und ihre Zusammenhénge geht, diese nur gespiegelt vermittelt werden konnen. Der inhaltliche Bezug hier in der zweiten
hypothesis auf die erste wird demgemafs inhaltlich anhand eines Bezuges aus Linienabschnitt 6 auf 3 dargestellt.
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Ja.
Wie aber, wenn ich sage Sein und Eins, ist dann nicht beides gesagt?
Freilich.

Also auch, wenn ich Sein und Verschiedenes sage oder Verschiedenes und Eins, sage ich doch auch so gewif3
jedesmal beides?

Ja. Parm 143bc

Der Aristoteles genannte Gesprachspartner des Parmenides versteht nicht, wie oder inwiefern die her-
ausgenommenen Ideen jeweils als «beide» zu benennen sind. Parmenides erklart es ihm mit Hilfe eines
Sprachbeispiels dariiber, was man sagen kann. Steht aber das, was wir sagen konnen, mit den hier
besprochenen Ideenverbindungen tiberhaupt im Einklang?

Gegeniiber den vorher inhaltlich getragenen Uberlegungen scheint hier ein willkiirliches Element ins
Spiel zu kommen, es werden zwei Ideen willkiirlich herausgenommen («wie Du willst»), und sie kin-
nen zudem beliebig ausgewihlt werden, ohne dass der folgende Gedankengang gefdhrdet wird. Das
liegt daran, dass es in diesem Zusammenhang nicht auf ihre inhaltlich bestimmte Beziehung ankommt,
sondern darauf, dass sie beide eins sind und etwas sind und verschieden sind — alle drei Ideen haben
die jeweils anderen und sich selbst an sich. Und jede ldsst sich in Bezug auf jede einzelne der anderen
betrachten, sie stehen in der Beziehung der Verschiedenheit.

Diese Verschiedenheit und Trennung bringt der dufSerliche Bezug, den die Sprache auf die Ideen hat, gut
zur Vorstellung. Einzelnen Worten sind andere Worte egal, ob sie alleine oder zusammen mit anderen
ausgesprochen werden, ist ihnen duflerlich (aber natiirlich nicht dem Satzzusammenhang).

Jetzt werden zum ersten Mal im zweiten Teil des Parmenides weitere Zahlen genannt.
Was aber mit Recht beides genannt wird, kann das wohl beides zwar sein, nicht aber zwei?
Unmoglich.

Was aber Zwei war, muf$ davon nicht jedes fiir sich Eins sein?
Das ist nicht zu vermeiden.
Da also diese je zwei zusammen sind, so mufs auch jedes fiir sich Eins sein.

Offenbar. Parm 143d

Nach den Elementen (VII D1) sind die mathematischen Zahlen Mengen von Einheiten. Rein begrifflich
genommen entsteht bei dieser und dhnlichen Bestimmungen das Problem, dass man beliebig viele Ein-
heiten hat, die nicht tiber ihr Einheiten-Sein hinaus bestimmt sind, sich aber voneinander unterscheiden
miissen, da sie mehrere sind.*” Im mathematischen Bereich (das sind die Seinsbereiche 3 und 4 nach
Abschnitt 1.3.1) gibt es sozusagen eine geometrische ,Materie’, die Ausdehung und geometrische Ob-
jekte, in deren Kontext dieser Zahlbegriff wohlbestimmt ist. Eine mathematische Zahl als Menge von
Einheiten ist ein geometrisches Ganzes mit Teilen, die nur in Hinsicht auf ihre Teilhabe am Einen be-
trachtet werden.*

Zunichst ist die Zwei selbst drei, als sie aus zwei voneinander unterschiedenen, seienden Einheiten
besteht. Wie die Einheiten weiter bestimmt sind, ist unbedeutend fiir die Frage, ob es zwei sind oder
nicht. Deswegen sind auch Sein und Verschiedenheit als durch die Verschiedenheit aufeinander bezo-
gene zusammen zwei und entsprechend alle aufeinander bezogene (Teil-) Ideen.

47 Vgl. Frege 1987, §§ 34-39.

48 Insofern die Idee der Zwei bereits konstituiert wurde, wird sie hier in ihrem Zusammenspiel mit den anderen Ideen und
sich selbst gezeigt. Wie dieses Zusammenspiel genauer zu fassen ist, wird wohl weniger durch die Teilhabe-Beziehung als
durch die Ausfiithrungen in der beriichtigten Passage in Sophistes 253d beschrieben: «Fremder: Wer also dieses gehorig zu
tun versteht, der wird eine Idee durch viele einzeln voneinander gesonderte nach allen Seiten auseinandergebreitet genau
bemerken, und viele voneinander verschiedene von einer duflerlich umfafite, und wiederum eine durchgéngig nur mit einem
aus vielen verkniipfte, und endlich viele génzlich voneinander abgesonderte.»
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Wenn aber jedes Eins ist und wir dann zu irgendeiner von den vorigen Verbindungen irgendeins hinzuset-
zen, wird dann nicht das gesamte notwendig Drei?

Ja.
Und ist nicht Drei ungerade und Zwei gerade?

Wie anders? Parm 143d

Die Verbindung von Einheit und Sein war ohne die Idee der Verschiedenheit noch unbestimmt, erst mit
ihr sind sie sauber getrennt, und jedes Paar dieser nun drei Ideen ist eine (kardinale) Zwei. Kommt dass
jeweils Fehlende hinzu ergibt sich die erste Drei. Diese unterscheidet sich um eine Einheit von der Zwei.
Wichtig ist dabei, dass die Zwei sich quasi erst durch die Drei bestimmen ldsst, insofern erst noch die
Idee der Verschiedenheit hinzukommen muss, damit sich die Zwei nicht nur unbestimmt denken lasst.
Damit hat die Drei, obwohl sie begrifflich eigentlich nach der Zwei steht, zugleich ein Ubergewicht, als
erst mit ihr die Zwei verstiandlich wird. Die Ideenbewegung lduft notwendig bis zur Drei und rundet
sich erst in ihr erstmalig ab.%’

Diese erste (kardinale) Drei und Zwei sind nun ungerade und gerade, als sie diese Eigenschaften in
paradigmatischer Weise verkorpern. Gerade bedeutet fiir Zahlen halbierbar, und ungerade sind Zahlen,
die um eine Einheit mehr sind als eine gerade Zahl.>°

Und wie wenn es Zwei gibt, muf} es nicht auch notwendig zweimal geben? Und wenn Drei dreimal? Wenn
doch in Zwei zweimal Eins steckt und in Drei dreimal Eins?

Notwendig. Parm 143de

Die Multiplikation scheint fiir PLATON in den kardinalen Zahlideen enthalten zu sein. Zunéchst unter-
scheidet man traditionell, wenn auch nicht mehr in der akademischen Mathematik, die beiden bei einer
Multiplikation beteiligten zwei Zahlen ihrer Funktion nach, wie es die deutsche Sprache auch wider-
spiegelt. Z. B. wird etwas zweimal genommen und etwas anderes dreimal. Diese beiden Multiplikationen
sind diesem Verstdndnis nach grundsétzlich verschieden, auch wenn das Ergebnis das Gleiche ist, weil
beim ersten die Zahl Drei zweimal genommen wird und beim zweiten die Zwei dreimal. Die Multipli-
kation ist — von unserem abstrakten Standpunkt aus — noch in der zweiten Zahl absorbiert. Sie ist in
dieser Form eine ,Kraft’, die auf eine Zahl wirkt.5!

Nun werden die Multiplikation mit Zwei und Drei mit sich selbst und dem Gerade- und Ungerade-Sein
verknipft.

(1) Wenn aber Zwei und zweimal ist, ist dann nicht auch notwendig zweimal zwei? Und wenn Drei und
dreimal, dann nicht auch notwendig dreimal drei?

Wie anders?

(2) Und wie wenn drei ist und zweimal und so auch zwei und dreimal, ist dann nicht notwendig auch
zweimal drei und dreimal zwei?

Gar sehr.

(3) Also ist auch Gerades gerademal und Ungerades ungerademal und Gerades ungerademal und Unger-
ades gerademal.

So ist es.

(4) Wenn es sich nun so verhilt, glaubst du, daf8 irgendeine Zahl iibrigbleibt, welche es nicht notwendig
geben mufs?

Keine gewif3.

49 Dieser Gedankengang steht im Kontext der griechischen Bewertung des Ungeraden als des Positiven und des Ungeraden als
des dazu weniger Werten. Eine ideelle Begriindung dafiir scheint PLATON hier im Parmenides anzudeuten.

50 Vgl. die Elemente (VI D6/7), Nomoi 895.

51 Man beachte diesbeziiglich, dass die frithgriechische Geometrie einen Handlungsaspekt mit einschliefit, und damit auch einen
Bezug zu Kréften und Wirkungen hat. Fiir die frithgriechische Geometrie ist das die Konstruktion (in der Welt oder in der
Phantasie) der geometrischen Objekte in den Diagrammen; siehe Catton und Montelle 2012.
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Wenn also Eins ist, so ist notwendig auch Zahl.

Notwendig. Parm 143e-144a

Die erste Interpretation ist die, der nach in (1) nachgewiesen wird, dass es die 4 und 9 gibt, nach (2)
gebe es die 6, und in (3) wird das verallgemeinert auf alle Zahlen, in deren Primzahldarstellung nur
Zweier- und Dreierpotenzen vorkommen. (3) scheint auch noch dazu dienen zu konnen, alle Zahlen,
die man durch Multiplikation erreichen kann, abzudecken, aber auf jeden Fall wird so die Existenz der
Primzahlen bis auf die 2 und die 3 nicht nachgewiesen. Der Schluss darauf, dass es damit alle Zahlen
geben muss (4), ist verfehlt.

Man kann auf verschiedene Weise versuchen, diese Liicke in der Folgerung zu schlieffen. Am plausi-
belsten erscheint mir aufgrund der vorangegangenen Erlduterungen das Folgende: Die Ideen der Zwei
und Drei sind paradigmatisch das Gerade und Ungerade, was den Ubergang von (1) und (2) zu (3)
rechtfertigt. In (3) sind nun, wenn man die entsprechenden Negationen hinzunimmt, letztlich die Arten
der Zahl niedergelegt, die inhaltlich mit der Primzahlzerlegung der Zahlen zu tun haben, wie in Ab-
schnitt 4.4.1 dargestellt, und damit tatsachlich einen mathematisch nachvollziehbaren Sinn haben. Nun
kénnte man versuchen, (4) so zu interpretieren, dass damit nur Zahlarten gemeint sind, insofern sie
sich aus Kombinationen der Moglichkeiten in (3) (und ihrer Negationen) ergeben. Dieser Interpreta-
tionsmoglichkeit steht aber entgegen, dass zuvor — wie erwdhnt — Aspekte eines Kardinalzahlbegriffs
verwendet wurden, namlich das Zahl — abstrakt gesprochen — die dufierliche Verbindung Einzelner vo-
raussetzt, und fiir die Zwei und Drei das Zutreffen dieser Voraussetzung verifiziert wurde. Deswegen
kommt m. E. im Schluss auf (4) noch das Ergebnis aus Abschnitt 4.4.2 als Pramisse zum Tragen, dass es
unendlich viel, etwas der Menge nach Unbegrenztes gibt. Damit sind nun die ideellen Voraussetzungen
fur jede natiirliche Zahl gegeben und die natiirlichen Zahl ideenméfig konstituiert, auch wenn sich aus

(4) noch nicht direkt die Existenz jeder einzelnen Zahl folgern lasst.>

Insofern es hier im Parmenides um die Konstitution von Ideen geht und keine fertigen Begriffe der nattir-
lichen Zahl vorausgesetzt werden, ist (4) keine Folgerung, sondern die Setzung der Zahlideen, indem
festgelegt wird, dass mit (3) und dem Gegebensein einer Unendlichkeit die Zahlideen soweit ideell
konstituiert wurden, wie man sie im allgemeinen konstituieren kann. In den modernen Kontext der
Diskussion um die Standardizitdt der arithmetischen Operationen iibersetzt entspricht das dem, dass
man die Multiplikation auf einer durch die Iteration der Zweierpotenz gewonnenen Menge unendlich
vieler ,Zahlen’ als total axiomatisiert.

4.4.4 Vollstandige Induktion in «Parmenides» 149a-c

Die Potenzierung und die Multiplikation sind nun im Parmenides in gewisser Weise behandelt worden,
nun stdnde die Addition an der Reihe. Tatsdchlich kommt nun in Parm 149a-c ein Argument iiber eine
vollstandige Induktion zum Tragen.

... (1) was beriihren soll, muf$ aufler, aber dicht an dem zu Beriihrenden sein, und kein Drittes darf zwischen
ihnen sein.

Wahrhaftig.
(2) Zwei also miissen aufs wenigste sein, wenn es eine Beriihrung geben soll.
Gewifs.

(3) Wenn aber zu den zwei Gliedern der Reihe nach ein Drittes hinzu kommt, so werden sie selbst drei sein,
der Beriihrungen aber zwei.

52 Man beachte die genaue Formulierung in (4). Das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten gilt in Kontexten, in denen Ideen erst
entwickelt werden, nicht grundsétzlich.
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Ja.

(4) Und so wird zu diesen immer mit einem Hinzukommenden auch eine Beriihrung hinzukommen, und es
folgt, (5) daf8 die Beriihrungen der Zahl nach um Eins weniger sind als die Menge. (6) Denn um wieviel die
ersten zwei die Beriihrungen tibertrafen, so dafl sie der Zahl nach mehr waren als diese, (7) um ebensoviel
wird auch die ganze folgende Zahl [der Dinge die Zahl] alle[r] Beriihrungen {ibertreffen. (8) Denn wenn
fernerhin Eins zu der Zahl hinzu kommt, dann auch eine Beriihrung zu den Berl’ihrungen.53

Richtig.
(9) Wieviel also die Dinge (das Seiende) der Zahl nach sind, stets sind die Beriihrungen um eine weniger.

Wahrhaftig.

‘O, papev, To weANov aveobar xwpig ov ededne Set ekelve givar ob wedel amTeobal, TpiTov 8t auTwV &v
. = \ 14 ~TUA, o R e A~
Héow undev fival. - AAnTh. - Avo dpa 8€1 To oOMyioToV gival, € weAAer avig sivar. - A€, - Eav 8t Tov
Suolv Spov TpiTov TpooyivnTal 8¢, alTa wiv Teia toTal, ai 8t dveg Slo. - Nal. - Kal oUtw 81 del
£voC Trpocrylyvop.évou wa kal a\lflg TPOTYIYVETAL, KAl O'U}.LBCL{VEI TAg fi\l/ﬂg Tou Tf)xﬁ"roug TGOV dplep&v p.la_
s>\o:r'roug fivar. @ yap Ta 'rrpw'ra Svo sw%sovswrno*sv ToOV avewv €¢ TO TAeW gival Tov apilbuov 1 n Tag
o.\l/slg, T low ToUTe KAl 6 fTaTa aplep.og -rrou; TAcQV TOV a\[/swv TEOVEKTED n&] Yap TO NOITTOV dpa €v
Te TR aple},up TpooyiyveTal kal pia dyic Taic dveov. - Opbd. - “Oca dpa toTiv Ta dvTa Tov apiBudv,
s At -~ NP -
as wad ai aveg eAATTOUC So1v AUTOVY. - AANTY. Parm 149a4-c4

In (1) wird ,bertihren’ durch zwei notwendige Bedingungen nédher bestimmt. Damit eine Bertih-

rung erfolgt, muss es (I) ein aktives Beriihrendes getrennt von einem passiv Beriihrten geben, A
und darf es (II) dazwischen nichts anderes Drittes geben. Aus (I) folgt direkt, dass es fiir eine
Beriihrung immer zwei sein miissen, also (2) (das bereits in 14942-3 begriindet wird). Mit (II) Abb. 4
folgt (3), dass, wenn ein Drittes angefiigt wird, es nur eines der beiden bertihrt. Denn wiirde es beide be-
rithren (s. Abb.4), befande sich das jeweils andere zwischen ihnen, da es von beiden beriihrt wird. Dies
schlieft (II) aber aus. Allgemeiner: Fiigt man zu einer miteinander verbundenen Vielzahl, in der jedes
mittelbar {iber andere mit jedem verbunden ist, ein weiteres hinzu, entstinde, wenn es mehr als eine
Beriihrung hinzubrachte, (mindestens) ein Beriihrungszirkel, der durch (II) ausgeschlossen wird. Damit
lasst sich (3) verallgemeinern zu (4), ndmlich dass gerade eine Bertihrung mit jedem Weiterem, dass ja
die bereits Vorhandenen beriihren soll, hinzukommt. Daraus folgt, so wird mit (5) behauptet, dass die
Anzahl der Beriihrungen stets um eins kleiner ist als die Anzahl der Dinge. Denn, so die Begriindung
des Schlusses von (2)—(4) auf (5), jeder beliebige Unterschied in der Anzahl der Dinge und der Beriihrun-
gen, der zu Beginn feststand, bleibt nach (7) bei allen folgenden Anzahlen erhalten. Denn es kommen
jedesmal eine gleiche Zahl an Dingen und Beriihrungen, wie (8) festhilt und damit (4) wiederholt. In
(9) wird das Ergebnis in Wiederholung von (5) in seiner Allgemeinheit abschliefSend statiert.

Parm 149a-c ist damit die erste nachweisbare bewusste Anwendung der vollstandigen Induktion tiber
die natiirlichen Zahlen,> insofern sie den dafiir notwendigen und hinreichenden Bedingungen geniigt:>
Erstens wird der Induktionsanfang gemacht, indem fiir die Félle mit zwei Dingen gezeigt wird, dass
die Beriihrungen eine weniger als die Dinge sind (siehe (2)). Zweitens wird der der Induktionsschritt
zundchst an einem Beispiel vollzogen (siehe (3)), nimlich, wenn zwei Dinge sich einmal bertihren, so
beriihren sich drei Dinge zweimal, weil mit dem Dritten Ding auch genau eine Beriihrung hinzukommt.
Diese letzte Begriindung des konkreten Induktionsschrittes wird in (4) bzw. (8) verallgemeinert und bie-
tet damit den Beweiskern des (allgemeinen) Induktionsschrittes. Drittens wird der Induktionsschritt in
(6) und (7) als unabhéngig vom konkreten anfdnglichen Unterschied erkannt und dargestellt. Viertens
wird das Resultat in seiner Allgemeinheit behauptet (siehe (9)).

53 Die folgende Ubersetzung orientiert sich an der von Acerbi 2000, S.64. Siehe dort (Acerbi 2000, S.65ff.) die Diskussion der
sprachlichen Schwierigkeiten.

54 Es ist aber nicht nur die erste tiberlieferte Quelle, sondern fiir die Antike auch die einzige (ausfiihrliche) (siehe Acerbi 2000,
S.64).

55 Siehe Acerbi 2000, S. 60, 65ff..
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Was in Parm 149a-c zum ersten Mal auftritt ist die Wiederholung einer +1-Operation. Im vorausge-
henden Text bereits enwickelt sind die kardinalen Zahlen als Anzahlen von Mengen, Beriihrung als eine
duflerliche Verbindung zwischen Dingen, zwischen denen sich nichts anderes befindet, und Seiendes
(Dinge oder etwas), das sich der Menge nach unbegrenzt gezeigt hat.

Als erstes ist offensichtlich, dass die hier angewandte Induktion sich von der modernen stark unter-
scheidet. Der Induktionsschluss nach (3) bzw. Ind ist

P(0)

Fiir alle natiirlichen Zahlen 1 gilt: Wenn P(n) dann auch P(n’)

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: P(n)

Hierbei lduft die vollstindige Induktion tiber die natiirlichen Zahlen, beweist Eigenschaften von ihnen
und hat als zweite Pramisse, dass die Eigenschaft von der Nachfolgerfunktion ' ,respektiert’ wird. In
Parm 149a-c dagegen erfolgt die Induktion {iber sich beriihrendes Seiendes, wahrend die Differenz ihrer
zahlenméfiigen Bestimmung — die Differenz zwischen der Anzahl der Dinge und der Berithrungen —
betrachtet wird, und zwar unter einer nicht weiter bestimmten Operation des Hinzufiigens eines weite-
ren Dings. Vorausgesetzt wird dabei, dass sich die beriihrenden Dinge jeweils zahlenméfSig bestimmen
lassen und somit eine Art kardinaler Zahlen. Die Induktion wird in Parm 149a-c demnach nicht be-
nutzt, um die (kardinalen) Zahlen tiberhaupt mit zu bestimmen (wie in Abschnitt 4.2.1), sondern es
garantiert gerade umgekehrt die zahlenméfsiige Bestimmbarkeit des Seienden und der Beriihrungen die
Durchfiihrbarkeit dieser Induktion.®

Als zweites fdllt auf, dass hier andererseits geordnete Zahlen bestimmt werden. Es wird dabei nicht
eine Struktur charakterisiert, in der die Zahlen Strukturmomente sind, sondern die Zahlen fiir sich als
einzelne Strukturen, insofern mit den Beriihrungen von Seinendem in diesem Kontext etwas dhnlich
Abstraktes angesprochen wird wie mit Strukturen als Relationen auf Leerobjekten. Die Peano-Axiome
als Aussagen tiber die Beziehungen zwischen den einzelnen Zahlen miissten sich ableiten lassen. Zum
Teil ist das moglich: Die Nachfolgerfunktion ’ mit ihren Eigenschaften ldsst sich daraus konstruieren,
dass die Beriihrungen um jeweils eins weniger sind als die Glieder: Der Nachfolger einer Zahl hat
soviele Beriihrungen, wie die vorhergehende Zahl Glieder. Da das Seiende unbegrenzt ist, gibt es jeweils
einen Nachfolger. Die Eindeutigkeit von Vorganger und Nachfolger ist auf dieser begrifflichen Stufe
(zweite Hypothese im Parmenides) nicht problematisch. Die Eins hat keine Bertthrung und damit keinen
Vorgénger.

Wie verhilt es sich aber mit der Induktion? Zunéchst ist zu bemerken, dass die hier durchgefiihrte
Induktion tiber die Zahlen nicht eine duflerliche Eigenschaft der Zahlen betrifft, sondern gerade eine
wesentliche, ndmlich

(B)  eine Beriihrung weniger zu haben als sie selbst der Anzahl nach sind.

Damit kann vor 149a-c aber weder ein allgemeines Induktionsprinzip formuliert werden, noch kann es
sich in 149a-c um eine Anwendung des Induktionsprinzips handeln. Denn das Induktionsprinzip setzt
die Nachfolgerfunktion bzw. im Kontext des Parmenides die zu zeigende Eigenschaft (B) voraus.

Aber auch danach scheint ein Prinzip der vollstindigen Induktion nicht aufstellbar zu sein. Denn es
werden die einzelnen ordinalen Zahlen entwickelt und nicht erst ein Begriff der geordneten Zahl (als
linearer ,Struktur” z. B., deren Beriihrungen um eins weniger sind als die Glieder) und dann die einzel-
nen Zahlen daraus spezifiziert. Denn in ihrer Entstehung wird (B) von ihnen gezeigt und nicht voraus-
gesetzt. Das bedeutet aber, dass es zwar eine eindeutige Kennzeichnung der geordneten Zahlen gibt,
aber keine Idee. Diese Uberlegungen mit den aktuellen Erkenntnissen (aus 4.2.1 und 4.2.2) in Beziehung
zu bringen, steht noch aus. Dafiir miisste aber die Funktion der formalen Logik gekldrt werden, wozu
in Kapitel 5 ein Anfang gemacht wird.

56 Ahnlich wie man in der Mengenlehre die (trans-) finite Induktion beweist und nicht voraussetzt.



«Philosophers in this century have suffered more than ever from the dicta-
torship of definitiveness. The illusion of the final answer, what two thousand
years of Western philosophy failed to accomplish, was thought in this century
to have come at last within reach by the slavish imitation of mathematics.

In one area of philosophy the program of mathematization has succeeded.
Logic is nowadays no longer part of philosophy.

Very few logicians of our days believe that mathematical logic has anything
to do with the way we think.

Mathematicians are therefore mystified by the spectacle of philosophers pre-
tending to re-inject philosophical sense into the language of mathematical
logic.

The fake philosophical terminology of mathematical logic has misled
philosophers into believing that mathematical logic deals with the truth in
the philosophical sense. But this is a mistake.»

Rota 1997, S. 92f.

Formalisierbarkeit — die moderne Aussprechbarkeit

Thematische Einordnung

Will man eine Briicke von der modernen Mathematik zurtick zur frithgriechischen und einem antiken
Verstandnis von Mathematik schlagen, so steht einem die symbolisch-formale Betrachtung des zwan-
zigsten Jahrhunderts als Hindernis oder - je nach Sichtweise — als Aufgabe zur Bewiltigung an. Die
heutige Weltmathematik wird in moderner mengentheoretischer und damit letztlich in der Sprache
einer formalen Pradikatenlogik erster Stufe betrieben; ihre Vertreter tendieren dazu, in allen dlteren ma-
thematischen Arbeiten Vorstufen der aktuellen Priazision und Wissenskumulation zu sehen, und so nur
den bereits weitgehend formalisierten oder zumindest formalisierbaren Anteil ernst zu nehmen. Eine
genauere Bestimmung, was Formalisierung ist, leistet und leisten kann, wie sie im folgenden skizziert
werden soll, ist im Zusammenhang dieser Arbeit jedoch vor allem wichtig, um die aktuelle Diskussion
fiir platonische Uberlegungen zur Fundierung der Mathematik aufzuschliefen und in ihrem Sinne eine
Grundlegung moderner Gebiete versuchen zu kénnen. Zudem wird sich daraus auch ganz anfanglich
ein differenzierterer Blick auf die Versuche vor allem der analytischen Philosophie ergeben, die formalen
Methoden auf PLATONs Dialoge anzuwenden.

Nachdem im ersten und dritten Abschnitt die Formalisierbarkeit und ihre Grenzen etwas allgemeiner
dargestellt und diskutiert wurden, widmen sich die Abschnitte 5.2, 5.4 und 5.5 einzelnen Formalisie-
rungsaufgaben und ihren Problemen. In Abschnitt 5.6 werden die Erkenntnisse daraus zusammenge-
fasst und noch recht anfanglich in Bezug zu PLATON gesetzt. Im letzten Abschnitt wird versucht
Husserls Phantasievariation gegen Einwande zu verteidigen, sie als eine Methode platonischer Begriff-
sexplikation zu validieren und ihr Verhéltnis zur modernen formalen Logik zu bestimmten. Sie wird
fur ein Argument in Kapitel 7.3.1 benétigt.

5.1 Formalisierung und ihre Grenzen

5.1.1 Logik und Logistik

In der ersten Halfte des zwanzigsten Jahrhunderts unterschied man ihm Deutschen noch regulir zwi-
schen der Logik als der Lehre vom richtigen Schlieffen und der Logistik als der symbolischen Logik,
bestehend aus der Syntax und Semantik einer formalen Sprache und eines bestenfalls addquaten Kalkiils,
d.h. eines korrekten und vollstindigen formalen Ableitungsverfahrens mit entscheidbarem Ableitungs-
begriff, fiir die formale Sprache. In diesem Text werden dafiir die Ausdriicke (informale) Logik und



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 5.1.1 LOGIK UND LOGISTIK 137

formale Logik gebraucht.! Dieser Sprachgebrauch, der die formale Logik als eine Unterart der Logik
darstellt, wird durch folgende Beobachtung gerechtfertigt: Jeder Aufbau einer formalen Logik setzt eine
Metalogik voraus, insofern die formale Logik logisch aufgebaut wird. Um z. B. die zwei Zeichen — und
A zu unterscheiden, wendet man identitétslogische Gesetzméafigkeiten an, schon in einfachsten Uber-
legungen beim Aufbau einer formalen Logik wird intuitiv gefolgert (vgl. Abschnitt 5.1.2). In den dazu
vollzogenen Denkakten wird zwar kein Wissen um eine Metalogik vorausgesetzt, sondern anscheinend
logische Gesetze intuitiv vollzogen, diese intuitive (Meta-) Logik ist aber stets Ausgangspunkt fiir eine
Begriindung der formalen Logik (mehr dazu in Abschnitt 5.4). Diese in der Denkpraxis aufscheinende
logische Intuition kann geschult und entwickelt werden. — Die Metalogik ist praktisch immer zweiwer-
tig in Bezug auf die behandelte formale Logik, Aussagen in ihr entweder wahr oder falsch, denn eine
formale Logik wird praktisch immer als eine mathematische Theorie behandelt und somit die Metalogik
in bezug auf die formale Logik als klassische zweiwertige Logik. Wiirde man tatsichlich eine Logik vor
einer z. B. mehrwertigen Hintergrundlogik formalisieren,? so dass es einen nicht mehr exklusiv wahren
oder falschen metatheoretischen Satz dariiber geben wiirde, ob etwas Bestimmtes ein formal-logischer
Satz oder Satzbestandteil ist, oder ob etwas eine formal-logische Interpretation ist, so wiirde man eine
Unbestimmtheit dort mit hineinbringen, wo es (mit einer zweiwertigen Hintergrundlogik) auch anders
ginge. Das widerspriache dem wissenschaftlichen Anspruch nach moglichst grofser Bestimmtheit und
Eindeutigkeit. Im folgenden soll ,formalisieren” stets formalisieren in einer bestimmten formalen Logik
bedeuten.

Die wichtigsten Ergebnisse der Logik im zwanzigsten Jahrhundert sind Ergebnisse tiber formale Lo-
giken. Ihre Bedeutung fiir die grundlegende Logik ist abhidngig vom genauen Verhiltnis von Logik
und formaler Logik. Eine Kldrung dieses Verhéltnisses ist auch eine Forderung aus der Philosophie
der Mengenlehre. Denn in der mathematischen Mengentheorie wie in dem gesamten mathematischen
Gebiet der Grundlagen der Mathematik existiert ein extensiver Gebrauch formaler Logik im objekt-
sprachlichen Bereich. Dieser ist moglich, da eine Pradikatenlogik erster Stufe mit mengentheoretischer
Semantik eine mathematische Theorie ist. Insofern besteht rein funktionell kein Problem, es bleibt nur
die Frage, was man da genau macht, wenn man die formale Logik als Objekt mit anderen mathemati-
schen Objekten in Verbindung setzt.

Bedeutsam fiir die Bewertung der Ergebnisse formaler Logiken ist der Standpunkt, den man zu ih-
nen einnimmt. Der Mathematiker Paul Finsler betrachtete formale Logiken im Hinblick auf die Grenze
der Formalisierbarkeit, daraufhin, ob es nicht formalisierbare, ausdriickbare mathematische Gedanken-
zusammenhénge gebe. Dazu begriff er unter formaler Logik meist die umfassende, nicht mehr erweit-
erbare formale Logik. Seine (notwendig) informelle Argumentation in Finsler 1926a, antizipiert zwar
Godels ersten Unvollstandigkeitssatz («a remarkable, if far from adequate, anticipation»®), kommt aber
zu einem anderen Ergebnis: Es gibt einen formalisierten Satz, der in der formalen Logik unentscheid-
bar ist, informell aber als falsch eingesehen wird; unentscheidbar und doch entschieden, das ist insge-
samt ein Widerspruch, zu dem die Benutzung der formalen Logik fithre.* Eine wesentliche Pramisse
fiir Finsler um zu diesem Ergebnis zu gelangen war die Uberzeugung, dass die Logik das Denken in
seiner Gesetzmaéfigkeit isomorph, d.h. in seiner Struktur exakt, abbilden miisse. — Diese vermutlich
hdufiger von nicht hauptberuflichen Logikern geteilte Auffassung lehne ich als unangemessen ab. Die
modernen formalen Logiken sind mathematische Theorien, die als solche (nicht notwendig aufier-ma-

1 Fir eine knappe Ubersicht iiber die Gebrauchsweisen des Ausdrucks ,informal logic” siehe Johnson 1999.

2 Wie in Blau 1978, S. 142, noch vorgeschlagen, spéter revidiert (vgl. Blau 2008, S. 33f./42f.) im Horizont des Prinzips, dass sich
Praxis und Theorie nicht widersprechen diirfen, und einer Charakterisierung der synthetischen, apriorischen Aussagen als
derjenigen, denen nachzukommen praktisch unvermeidlich ist.

3 Church 1938, 5.165.

4 Die allgemeine Einschitzung der Finslerschen Arbeiten zur Unentscheidbarkeit ist — beginnend mit Godel — negativ; siehe
Dawson 1984, S. 259f..
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thematischen) Sachverhalte mit ihren eingeschriankten, ndmlich mathematischen, Mitteln modellieren.
Ein struktur-addquates mathematisches Modell eines in seiner GesetzmafSigkeit so komplexen Phino-
mens wie dem Denken zu erwarten ist demnach unangemessen. Praktisch benutzt wird die formale
Logik (wobei dies eine Behauptung ist, die hier empirisch nicht weiter belegt werden kann) dagegen
in erster Linie nur, um Argumentationen in spezifischen Sachzusammenhingen pur, d.h. im Detail und
ihrer Struktur nach, darzustellen, und das ein ein Grundsatz der im folgenden zugrunde gelegten Theo-
rie der Formalisierung. Fiir die Mathematik leistet eine Formalisierung demnach eine pure Darstellung
der Beweise innerhalb der axiomatisierten Struktur des Gegenstandbereiches.

Praktisch geht es (zumindest Mathematikern) nicht um eine vollstindige Formalisierung, sondern um
die Darstellung einzelner Argumente und Argumentationen in einer formalen Logik. Entsprechend liest
sich von hier aus Godels Ergebnis, dass ein formalisiertes, angebbares und widerspruchfreies Axiomen-
system (ab gewisser Stirke in einer Pradikatenlogik erster Stufe) unvollstdndig ist, als Bestatigung fiir
diese mathematische Arbeitsweise. Finslers Kritik trifft deshalb auf den tiblichen Gebrauch formaler
Logik in der Mathematik nicht zu.

Bei Wissenschaftlern, die nicht hauptberuflich der formalen Logik verpflichtet sind, ist das Vorurteil
haufiger anzutreffen, es gibe die formale Logik, in die unser ganzes Denken oder nattirliches SchliefSen
zu Ubertragen ,Formalisieren’ genannt wird; eine Auffassung, die unter Logikern eine exotische Po-
sition darstellt. Zuweilen wird auch die Differenz von grammatikalischer Oberflachenstruktur natir-
lichsprachlicher Sdtze mit ihrer logischen Tiefenstruktur unterschitzt; aber gerade die Falle, wo diese
beiden auseinander fallen, machen den Einsatz formaler Logik wertvoll.” Die moderne Logik bietet ein
weites Feld unterschiedlicher Logiken, die man auch in unterschiedlicher Weise fiir unterschiedliche
Zwecke nutzen kann. So ist der Mathematiker i.a. nicht an dem exakten SchliefSen interessiert, sondern
an einem préazisen Fassen von dem, was er voraussetzen muss, und dem, was er ableiten kann; wéahrend
jemand anders den Begriff der Moglichkeit mittels einer Reihe von verschiedenen Modallogiken un-
tersucht und wieder jemand anders PLATONs sogenanntes Dritter-Mensch-Argument in einer Pradi-
katenlogik formalisiert, um es auf seine Giiltigkeit zu tiberpriifen. Wichtiger als ein vom Computer
,auszurechnendes’ Ableitungsverfahren, das mit dem Kalkiil der Logik bereitgestellt wird, ist dabei der
Vorgang, durch den etwas in die formale Sprache ,iibersetzt’ wird, der selbst nicht formalisierbar und
so grundsitzlich anfillig fiir Fehler und Diskussion ist.

5.1.2 Formalisierung

In diesem Kapitel werden nur rationale Argumentationen ins Auge gefasst, die aus logischen Schliissen
bestehen. Bestandteil von Schliissen sind Aussagen. Wahrend man die Schliisse von Argumenten

5 So meint Schmitz 2008, S. 50f., ein gutes Gegenbeispiel gegen die Identifikation von Existenz mit der Existenzquantifikation zu

haben: Daraus, dass der Untergang der Menschheit im dritten Jahrtausend noch verhindert werden kann «folgt ganz richtig
der partikuldr quantifizierte Satz: ,Mindestens ein Ereignis kann noch verhindert werden.” Wenn man diese partikulire
Quantifizierung als Existenzbehauptung auffasst, wird daraus der Satz: ,Es gibt ein Ereignis, das noch verhindert werden
kann.” Das kann nicht sein: Was es gibt, kann nicht verhindert werden, denn es ist schon da. Etwas verhindern, besteht
darin, Nichtseiendes am Eintritt ins Sein zu hindern.» Ein nutzen der Formalisierung besteht aber darin, die impliziten Vo-
raussetzungen offen zu legen, die sich auch bei scheinbar einfachen Sétzen als recht kompliziert ergeben kénnen. Hier sind es
temporale Aspekte, Modalitaten und Ansichten iiber die Handlungsfreiheiten der Menschen und die momentane Verfassung
der Welt. Eine angemessenere Explizierung und Strukturierung des ersten Satzes ist: ,Wenn das Ereignis zu einem Zeitpunkt
t eintritt, dann haben gewisse Handlungen zu seiner Verhinderung nicht stattgefunden; aber es ist jetzt noch moglich, dass
diese Handlungen stattfinden werden.” Und noch ein wenig formaler: ,,(Wenn es ein x gibt mit x ist das Ereignis E(t) und ¢
ein Zeitpunkt (und ¢ > 2008), dann existiert kein y und s mit y ist eine Handlung H(s) und s ein Zeitpunkt mit s < t) und
es ist jetzt (und jetzt ist 2008) moglich, dass ein ¥ und s existiert mit s > 2008 und y ist eine Handlung H(s).”
Im Symposion 200cd findet sich ein einfaches Beispiel einer Explizierung: «...Sondern wenn einer sagt, ich, der ich gesund
bin, will gesund sein, und ich, der ich reich bin, will reich sein und begehre also das, was ich habe, so wiirden wir ihm sagen:
Du, der du Reichtum besitzt und Gesundheit und Stirke, willst eben dies auch in der folgenden Zeit besitzen; denn in der
jetzt gegenwirtigen, magst du es nun wollen oder nicht, hast du es schon. Uberlege also, wenn du sagst, ich begehre das
Vorhandene, ob du etwas anderes meinst als dieses, ich will, daf8 das jetzt Vorhandene mir auch in kiinftiger Zeit vorhanden
sei.»
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mit formalen Ableitungen modelliert, deren Schlussweisen je nach Wahl des Kalkiils vorgegeben sind,
miissen zuvor die einzelnen Aussagen als jeweils Ganzes formalisiert werden. (Wir betrachten hier und
im weiteren nur Gedanken und Begriffsinhalte, insofern sie in konkreten natiirlichsprachlichen Satzen
formuliert werden.)® Wir orientieren uns an Blaus Modell der Formalisierung.” Er unterscheidet drei
Stufen in diesem Prozess der logischen Sprachanalyse und bezeichnet in einem eingeschrankten Sinn
nur die letzte als Formalisierung:®

Aussage A Kontextsprache K
1. Schritt: \ /
Explikation explizite Aussage
2. Schritt: l
Strukturierung

strukturierte Aussage

3. Schritt: / \

Formalisierung | Jogische Form, oder Konstanteniibersetzung,
Struktur A oder Lexikon A

Im ersten Schritt werden Prasuppositionen, unausgesprochene Vergleichsbeziige und dhnliches aufge-
deckt, sowie Ambiguititen entfernt, im zweiten die explizite Aussage ihrer Struktur nach geordnet und
schlieBlich in einer bestimmten formalen Sprache ausgedriickt.”

Eine Formalisierung (im weiten Sinn) tiberfiihrt also eine Aussage A (aus einer Kontextsprache) in
einen Ausdruck A (einer formalen Sprache) mit abgestimmten Lexikon A. A ist eine Funktion, die
die nicht-logischen Konstanten von A auf die entsprechenden Ausdriicke der Kontextsprache abbildet.
Eine beliebige Aussage, z.B. Es regnet, kann in einer Aussagenlogik durch eine beliebige Satzkonstante g
formalisiert werden, mit A(q) = Es regnet. Um festzustellen, ob man iiberhaupt eine sinnvolle Forma-
lisierung von A, in A, A vorliegen hat, muss man Kriterien entwickeln, die die Beziehung zwischen
dem konkret Formalisierten und zu Formalisierenden ins Auge fassen. Um beliebige Abstufungen tref-
fen zu konnen, nennen wir ein Tupel A, A eine Formalisierung von A, K bereits dann, wenn A alle nicht-
logischen Konstanten in Ausdriicke gleichen Typsin K abbildet. Eine semantisch korrekte Formalisierung
ist genau dann gegeben, wenn informell gilt, dass .A den gleichen Wahrheitswert hat wie A unter jeder
geeigneten Interpretation ¢. Eine geeignete Interpretation ist dabei eine tiber den vom K intendierten
Universum, die jeder nicht-logischen Konstante a aus A genau die Extension zuweist, die A(a) gemaf
K haben sollte.l? Damit ist die obige Formalisierung von Es regnet trivialerweise semantisch korrekt.
Semantische Korrektheit ist demnach relativ schwach, weil sie nichts dariiber aussagt, wieviel von der
logischen Form von A expliziert wurde. Andererseits ist sie relativ stark, da das nattirlich-sprachliche
,wenn ... dann” in einer allgemein genug gefassten Kontextsprache K nicht einmal semantisch kor-
rekt durch die Implikation — formalisiert wird. (Analog erweitert wire ,wenn ... dann” mit £ genau
dann semantisch korrekt formalisiert durch —, wenn alle ,,Wenn A;, dann A, “ aus K mit A;, A, aus

6 Mit ,Formalisierung” benennt man in anderen Kontexten Spezifischeres, z. B. in der Ethik eine Art Idealisierung (vgl. Hansson
2000), da man anzunehmen scheint, dass eine prazise Fassung von Grundsitzen dieses Gebiets nur eine vereinfachende
Modellierung eines in Wirklichkeit zu komplexen Sachverhalts sein kann; z. B. die Extrahierung des mechanisierbaren Anteils
eines Vorgangs (vgl. Kramer 1988, S.3). Im Vergleich damit ist hier die logische Formalisierung gemeint, mit der die (fiir die
Argumentation hinreichende) logische Tiefenstruktur einer natiirlichsprachlichen Aussage gehoben werden soll.

7  Siehe fiir das folgende Blau 2008, S. 141ff..
8 Die Abbildung des Schemas findet sich bei Blau 2008, S. 43.
9 Dieser idealen Einteilung werden wir in 5.5.4 nicht folgen kénnen.

10 Siehe Blau 2008, S. 146, Brun 2004, S. 210, wobei sich Brun (nach eigener Angabe, sieche Brun 2004, S. 209a2) an der Darstellung
in Blau 1978, S. 6ff., orientiert.
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K durch A1 — A; mit A(A1) = A; und A(A;) = A, semantisch korrekt formalisiert werden.) Aber
die sogenannten Paradoxien der materialen Implikation verhindern im allgemeinen eine semantisch ko-
rrekten Formalisierung. Zum Beispiel wird die Aussage A ,Wenn a b kiisst, dann kiisst b a” durch
A als P(a,b) — P(b,a) (P: kiissen) nicht korrekt formalisiert, da, wenn 4 und b Abstand halten, A
falsch sein kann, A aber auf jeden Fall wahr ist, da die entsprechende geeignete Interpretation ¢ P eine
Extension zuteilt, in der weder a,b noch b, a enthalten sind, |P(a,b)|y = F und |P(b,a)|y = F gilt und
A damit unter ¢ wahr ist. Wenn A beziiglich einer geeigneten Interpretation wahr ist, dann ist nicht
unbedingt auch A wahr. Aber immer wenn A wabhr ist, dann ist auch A unter der entsprechenden
geeigneten Interpretation wahr, denn wenn A falsch ist, dann ist auf jeden Fall auch A falsch.!!

Blau verallgemeinert diese Beobachtung mit Riicksicht darauf, dass gerade stets informell gefolgert
wurde: Eine Formalisierung ist stark genug genau dann, wenn fiir jede geeignete Interpretation ¢ gilt,
dass, wenn A wabhr ist unter ¢, dann folgt (informell) A. Eine Formalisierung ist schwach genug genau
dann, wenn fiir jede geeignete Interpretation ¢ gilt, dass, wenn A, dann folgt (informell), dass A unter
¢ wahr ist. Das nattirlich-sprachliche ,wenn ... dann” wird demnach zwar schwach genug durch —
formalisiert, so dass die Wahrheit der natiirlich-sprachlichen Aussage stets auf die formal-sprachliche
tibergeht; aber nicht stark genug, denn die Formalisierung in A ist nicht stark genug, dass die Wahrheit
von A auf A ,zuriickwirkt’.

Damit lassen sich nun Theoreme tiber die Anwendung formaler Logik (informell) beweisen (s. Blau
2008, S.148-51), denn um eine formale Folgerung ins Informale zu iibertragen, werden keine semantisch
korrekte Formalisierungen bengtigt: Wenn in P! gilt, dass Ay, ..., A, - B, dann gilt fiir alle Aussagen
Ay, ..., Ay, B, falls Aq, ..., Ay Formalisierungen sind, die schwach genug sind, und B eine gentigend
starke Formalisierung von B, dass B aus Aj,..., A, informell folgt.12 Damit hat man das Riistzeug
um langere oder kompliziertere informelle Folgerungen auf ihre Richtigkeit und auf problematische
Teilschliisse zu iiberpriifen: Man formalisiert die Pramissen schwach genug (in PL}), die angestrebte
Konklusion stark genug und versucht die formalisierte Konklusion aus den Pramissen abzuleiten. Ist
man erfolgreich, hat man die Moglichkeit einer informellen Folgerung nachgewiesen. Schafft man es
nicht, wird man auf schwierige Argumentteile aufmerksam, entdeckt vielleicht implizite Annahmen
oder neue Schlussweisen.

Je weniger man nun aber von der logischen Struktur der Pramissen in der Formalisierung expliziert hat,
desto ,weniger’ wird man logisch aus ihnen ableiten konnen. Je ,weniger’ man von der Aussage in das
Lexikon steckt, desto mehr wird die Formalisierung die ganze logische Struktur fassen, und semantisch
vollstindig ist eine Formalisierung, wenn das zugehorige Lexikon leer ist. Eine tatsdchlich addquate, d.h.
semantisch korrekte und vollstindige, Formalisierung — bei der dann auch nichts mehr Unformalisiertes
,zuriick bleibt’ — ist demnach nur fiir letztlich rein formale Aussagen und damit fiir formale Theorien
erreichbar, die von formalen Objekten handeln. Nur wenn die Ontologie eindeutig und vollstindig
bestimmt ist, konnen auch alle Aussagen iiber die nicht vagen Gegenstidnde nicht intensional offen sein
und damit semantisch vollstindig formalisierbar.

Ein kleines Beispiel:

Es regnet.

Es regnet aber nicht irgendwann und irgendwo, sondern gerade vor dem Gebédude der juristischen
Fakultit in Miinchen. Zudem ist nicht irgendein Regnen gemeint, sondern ein relativ starker Regen,
was daran gemessen wird, dass ,ich’ einen Regenschutz benotige.

Es regnet jetzt am Prof.-Huber-Platz, weswegen ich jetzt einen Regenschutz brauche.

11 Siehe Blau 2008, S. 147, fiir eine ausfiihrlichere Argumentation.
12 Siehe Th1 in Blau 2008, S. 148.
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Anscheinend befinde ,ich” ,mich’ irgendwie in der Ndhe. Wir explizieren weiter und strukturieren die
Aussage gleichzeitig:
Es regnet jetzt am Prof.-Huber-Platz, und immer wenn es dort regnet, wo ich mich

im Freien befinde, brauche ich einen Regenschutz, und ich befinde mich jetzt im
Freien am Prof.-Huber-Platz.

Wir strukturieren weiter:

Es regnet jetzt am Prof.-Huber-Platz, und wenn es der Fall ist, dass es einen Ort gibt,
an dem ich gerade im Freien bin und an dem es gerade regnet, dann brauche ich jetzt
einen Regenschutz, und ich befinde mich jetzt im Freien am Prof.-Huber-Platz.

Wenn uns jetzt eine formale Logik zur Verfligung stinde, die die Indikatoren ,ich” und ,jetzt” bertick-
sichtigt, konnten wir die strukturierte Aussage in eine Formel mit Lexikon tiberfiihren.

Es ergibt sich eine Reihe, nach obigem Schema von drei, verschiedenen sich mehr oder weniger dhneln-
der Aussagen. Dass diese aber tatsdchlich eine Explizierung, Strukturierung und (im engen Sinne) For-
malisierung der Ausgangsaussage sind, hangt neben unseren Begriffen von Explizierung etc. von un-
serem (informellen) Verstdndnis dieser Aussage ab. Dieses informelle Verstindnis verdandert und ver-
schirft sich wihrend dieser logischen Analyse, kann aber letztlich nicht durch die formalisierte Aussage
ersetzt werden, denn es entscheidet ja selbst dartiber, ob diese formalisierte Aussage eine Formalisie-
rung gerade dieser nicht-formalisierten Aussage ist.'>

Dieses Argument gilt auch fiir die logischen Grundbegriffe selbst: Die informellen (mehr technischen)
Begriffe der Regel, Substitution, Anfithrung u.d.m. werden durch ihre ,Prizisierung’ in formalen Lo-
giken nicht tiberfliissig,'* wie auch die informellen Grundbegriffe der Folgerung, Giiltigkeit, Wider-
spruchsfreiheit und Bedeutung.'®

Der Nutzen einer Formalisierung wird traditionell darin gesehen, dass durch die Extrahierung der lo-
gischen Form die informellen Schliisse formal auf ihre Giiltigkeit tiberpriift werden konnen. Der fehler-
anfillige, weil nicht formale Teil der Uberpriifung, ist die Formalisierung der Aussagen.

In manchen Problemstellungen dieser Arbeit wird eine spezifische Art der Formalisierung betrachtet,
ndmlich die von mathematischen Aussagen. Dies fiihrt zu einem verdnderten Begriff der Formalisie-
rung, weil mathematische Aussagen in moglichst pridikatarmen und zum Teil vorgegebenen formalen
Sprachen formalisiert werden sollen. Besonders ist hierbei, dass die mathematische Fachsprache selbst
von einer formalen Sprache nicht zu unterscheiden ist, weil in der modernen Mathematik nur Beweis-
relevantes, und somit in Formeln Ausdrtickbares, sprachlich vorkommt. Die Mengentheorie z. B. wird
fur gewohnlich wie in der Sprache einer Pradikatenlogik erster Stufe mit einer einzigen, zweistelligen
Pradikatkonstanten (neben der Identitit) behandelt. Damit stellen sich allerdings weitere Erfordernisse
an eine Formalisierung. So muss sie jetzt auch die Analyse nicht direkt {ibertragbarer Pradikate leisten.
Man wiirde z. B.

(1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.
unbedarft formalisieren zu etwas wie
1) Ax (M(x) — teil (@, x))
M(x): x ist eine Menge @: leere Menge teil(x,y): x ist Teilmenge von y

Steht nun aber nur eine Pradikatkonstante ,, € “, die als Elementschaft interpretiert wird, zur Verfiigung,
so muss die Teilmenge mittels der Elementschaft analysiert und interpretiert werden. Das geschieht fiir

13 Siehe dazu auch Abschnitt 5.4.3.
14 Vgl. Tucker 1963. Seine Argumentation scheint zwar korrekt, wenn auch sehr ungenau.

15 Vgl. Blau 2008, S.149ff.. Blau spricht deswegen auch von einer «Selbstexplikation» informeller Logik. Siehe dazu etwas weiter
in Abschnitt 5.4.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 5.1.3 NICHT-FORMALISIERBARES 142

gewohnlich durch die Definition x Cy:= Az (z€x — z€y). Da in mengentheoretischen Aussagen fiir
gewOhnlich auch nur iiber Mengen quantifiziert wird, wéare folgendes eine addquate Formalisierung
von (1):

(1" Axy(ye@ — yex) (bzw. abgekiirzt Ax @Cx).

Komplizierter wird es, wenn die Axiome einer mathematischen Theorie formalisiert werden sollen und
die undefinierten Pradikate dabei erst festgelegt werden miissen (s. Abschnitte 5.2 und 5.5).

Das oben angefiihrte Modell einer Formalisierung steht bei Blau im Kontext der logischen Analyse
nattirlichsprachlicher Satze. Pragmatisch aufgefasst legt es einen aber nicht daraufhin fest, dass Sitze
die Ausgangsobjekte der Formalisierung sind. Denn wenn auch die eigentlichen Formalisierungsob-
jekte Propositionen, Auflerungen oder anderes sein sollten, so ist es naheliegend, bei natiirlichsprach-
lichen Sétzen, die dann eine Art erster (vortheoretischer) Formalisierungsversuch darstellen, zu be-
ginnen. Wenn man Formalisierung fiir ein vollig mechanisierbares Verfahren ansieht, das nattirlich-
sprachliche Satze in semantisch korrekte (und ,moglichst’ semantisch vollstindige) Sétze einer formalen
Sprache ,tibersetzt’, dann hat man keinen Grund, hinter den Sédtzen noch die eigentlichen Objekte der
Formalisierung zu suchen.!® Bei Blau ergibt sich ein Spielraum durch die weitere Unterscheidung zwi-
schen Oberflachen- und Tiefenstruktur und der Einbeziehung des Kontextes. Je nach Kontext(sprache)
haben die gleichen Worte verschiedene Bedeutungen, und auch bei gleicher grammatischer Form (Ober-

flache), kann ihre (grammatisch-) logische Struktur differieren.!”

5.1.3 Nicht-Formalisierbares

Betrachten wir mit Finsler unter dem Aspekt, dass etwas in etwas anderem ausgedrtickt oder dargestellt
wird. Dabei kann es durch die Darstellung in einer bestimmten Darstellungsform zu Problemen kom-
men. Ein Gedanke kann zum Beispiel durch seine Versprachlichung widerspriichlich werden, wenn er
sich geschickt verneinend auf die Sprache bezieht. Finsler erldutert das zunédchst an konkreten Beispie-
len:

Ich schweige.

Ein Satz, der aufgeschrieben oder gedacht wahr sein kann, sobald ausgesprochen aber falsch ist, und,
insofern er behauptend ausgesprochen wurde, insgesamt widerspriichlich ist. Etwas interessanter:!®

(A) Diesen Satz kann Frege nicht beweisen.

(A) ist wahr, falsch oder etwas anderes. Wenn er falsch oder etwas anderes als wahr oder falsch ist,
dann ist er nicht wahr, somit kann man ihn (bzw. seine Wahrheit) auch nicht beweisen — auch Frege
nicht. Das behauptet aber (A) gerade, also ist (A) wahr — ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass
(A) falsch oder etwas anderes als wahr oder falsch sei. Da er folglich nicht falsch oder weder wahr
noch falsch sein kann, ist er wahr. Wir haben also bewiesen, dass er wahr ist. Wenn nun aber Frege
diesen Beweis vollzieht, beweist er (A) und damit, dass er ihn nicht beweisen kann. Ein Widerspruch.
Der fiir uns korrekte Beweis wird — von Frege gedacht — inkorrekt, da er zu einem Widerspruch fiihrt.
Oder pointierter: Er kann unseren Beweis gar nicht denken, fiir ihn ist es kein Beweis mehr. Allerdings
hat Frege gute Griinde, an die Wahrheit von (A) zu glauben. Denn er weif3, wenn er nicht Frege ware,
konnte er (A) beweisen, da alle anderen ihn beweisen konnen.

16 Brun 2004 geht davon aus, dass etwas an sich Bestimmtes Ausgangspunkt einer Formalisierung ist, auch wenn er sich spéter
nicht mehr auf eine eindeutige Antwort festlegt; sieche Brun 2008.

17 Da es im weiteren um die Anwendung und Anwendungen der modernen Logik gehen wird, ist hier leider kein Platz, um
auf die mehr ,theoretische’ aktuelle Diskussion zur logischen Formalisierbarkeit einzugehen; vgl. Brun 2004, Baumgartner
und Lampert 2008, Lampert und Baumgartner 2010, Baumgartner 2010, Brun 2012. Wahrend Blau 1978 in die Diskussion
Eingang gefunden hat, scheinen die Ausfiihrungen zur logischen Formalisierbarkeit in Blau 2008 mit ihren Revisionen und
Erweiterungen noch unbekannt zu sein.

18 Siehe Finsler 1944, S.318.
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Analoges kann nun nach Finsler in der formalen Logik passieren.!” So ist der Beweis des Godelsatzes,
der von sich selbst behauptet nicht formal beweisbar zu sein, informell korrekt; in einem vollstdndigen
formalen Kalkiil wiirde er eigentlich zu einem Widerspruch fiihren, wenn nicht schon i.a. die formalen
Mittel so beschrankt wéren, dass man ihn gar nicht direkt ausdriicken konnte.

Waihrend Finslers Uberlegung fiir die Existenz nicht-formalisierbarer Beweise spricht, gibt Blau einen
nicht-formalisierbaren Satz an. Der nicht-formalisierte Satz>°

(1)  Dieser Satz ist nicht zugleich strukturell und ontologisch korrekt formalisierbar.

ist wahr. (Man konnte mal prézisieren, ob mit® genau das dort ganz stehend

ist, oder ein Type, das Ganze: «also mit: Dieser Satz ist nicht zugleich s urell und ontologisch korrekt
formalisierbar. identisch ist.) Der er wiirde ein formalisierter Satz ¢ nur

tz-Token gemeint

ist wahr, denn
behaupten, [1.] dass (1) nicht formalisierbar ist, oder [2.] nur dass ¢ nicht formalisierbar ist, dass [3.]
beide nicht formalisierbar sind, oder [4.] ¢ wiirde beziiglich keinem von beiden dieses behaupten. Ist
[1.] oder [4.] der Fall, verweist ¢ nicht wie (1) auf sich selbst, ist [2.] der Fall, so behauptet ¢ nicht von
(1) die Nicht-Formalisierbarkeit. (Bei [2.] konnte ¢ eine strukturell korrekte Formalisierung von (1) sein,
bei [1.] eine ontologisch korrekte Formalisierung.) Im Fall von [3.] ist zu beachten, dass (1) auf einen
Satz, namlich sich selbst, verweist, wahrend sich ¢ auf zwei verschiedene, einen formalisierten und
einen nicht-formalisierten, bezieht. Somit ist ¢ auch unter [3.] keine strukturell korrekte Formalisierung
von (1).

Das gegebene Argument fiir die Nicht-Formalisierbarkeit benttigt nur den Bezug auf den nicht-for-
malisierten Satz in diesem selbst. Demnach sind in diesem Sinne alle nicht-formalisierten Satze mit
Selbstbezug nicht formalisierbar; wie auch:

(3) Dieser Satz ist nicht wahr.

Es gilt aber mit dem gleichen Argument auch umgekehrt, dass der ,formalisierte’ Liigner (der ja wie
gerade gezeigt ein wesentlich anderer, weil nicht korrekt formalisierter Liigner ist) nicht entformalisiert
werden kann.

Blau nennt (1) den «Godelsatz der logischen Formalisierung».?! Der Godelsatz

(G) Dieser Satz ist nicht beweisbar.

ist — strukturell formalisiert in einer formalen Logik (und beziiglich einer widerspruchsfreien Theorie)
—nicht ableitbar. Ansonsten wire er wahr und damit, wie Godel im Detail zeigt, nicht beweisbar, dann
wadre aber der Kalkiil nicht addquat oder die Theorie nicht widerspruchsfrei.

Wire er beweisbar, dann wire er auch falsch, weil er das Gegenteil von sich behauptet. Obwohl er
aber formal nicht beweisbar ist, ist er informell gefolgert gerade deswegen wahr. Ahnlich miifite eine
korrekte Formalisierung ¢ von (1) den Wahrheitswert falsch erhalten, weil ¢ ja eine korrekte Formali-
sierung von ¢ (und von (1)) ware. Informell ist (1) aber, wie gezeigt, wahr, auch wenn das nicht formal
bewiesen werden kann.

Allerdings scheint die Argumentation in Anschluss an (1) tiber ontologisch korrekte Formalisierung fiir
mathematische Zusammenhénge nicht sehr relevant zu sein, da es bei mathematischen Gedanken allein
auf die Struktur anzukommen scheint. Genauso haben wir zwei Liigner, einen formalisierten und einen
nicht-formalisierten, beide haben aber die gleiche Struktur.

19 Siehe Finsler 1926a.
20 Vgl. Blau 2008, S.509, 444.
21 Blau 2008, S.444.
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5.1.4 Zur Prézisierung durch Formalisierung

Die Formalisierung der ZFC-Axiome in einer Pradikatenlogik erster Stufe wird in den Standard-Lehr-
btichern mit der Notwendigkeit eines genauen Begriffs von Eigenschaft fiir die Schemata der Ersetzung
und Aussonderung begriindet.??

The Axiom Schema of Separation as formulated above uses the vague notion of a property. To give the axioms
a precise form, we develop axiomatic set theory in the framework of the first order predicate calculus.?®

Kunen verweist sogar auf die durch einen ungenauen Eigenschaftsbegriff enstehenden Widerspriiche.

Formal logic is needed to state the axioms of set theory precisely. ...The fact that an imprecise notion of
property can lead to trouble is illustrated by the following "paradox” in ordinary reasoning: Let n be the
least positive integer not definable by an English expression using forty words or less. But I have just defined
it in forty words or less.?*
Das Problem wiére bei einem «imprecise notion of property», dass die ZFC-Axiome inkonsistent wéren.
Mit Aussonderung und Unendlichkeit diirfte man die Menge

v = {x | xisteine natiirliche Zahl und x kann mit weniger als 40 Wortern definiert werden. }

bilden. Dann gelte fiir die nattirliche Zahl

n = die kleinste natiirliche Zahl, die nicht mit weniger als vierzig Wortern definiert werden kann,

sowohl n ¢ v, nach der Definition von n, wie auch n € v, weil n offenbar mit weniger als vierzig
(deutschen) Wortern definiert wurde. Das wiére aber ein Widerspruch, der das ganze Axiomensystem
nutzlos macht, denn, da aus einem Widerspruch alles beweisbar ist, wiare ZFC durch ein einziges inhalts-
leeres Axiom Vxy (x€y A x¢y) und damit insbesondere durch endlich viele Axiome ausdriickbar.

Versteht man unter zuldssigen Eigenschaften nur Formeln ¢ mit einer freien Variable x einer (standar-
disierten) Pradikatenlogik erster Stufe (mit € und =), dann kann dieser Widerspruch nicht auftreten,
weil die Restriktion , kann mit weniger als 40 Wortern definiert werden” nicht formalisiert werden kann.
Dies liegt allerdings an den sprachanalytischen Ausdrucksmitteln dieser formalen Logik. In einer aus-
drucksstarkeren Logik kann man es formalisieren. Damit wird aber offensichtlich, dass der Widerspruch
nicht durch eine Formalisierung, sondern durch eine Begrenzung verhindert wird. Was als Eigenschaft
zéhlt, wird durch die Ausdrucksmittel der (standardisierten) Pradikatenlogik beschrinkt. Diese Be-
schrankung kann man nun aber versuchsweise entformalisieren mit

(1)  Eine Eigenschaft ist zuldssig, wenn sie nur Gleichheits- und Enthaltensbeziehungen zwischen

Mengen thematisiert und auf keine anderen Entitédten, insbesondere nicht auf ihre eigenen Aus-
drucksmittel, Bezug nimmt.

(1) ist allerdings eine inexakte und damit falsche Entformalisierung, weil sie die zulédssigen Eigen-
schaften nicht tiber die Syntax der Sprache definiert. Formalisiert, so fallt hierbei auf, heifst immer
in einer bestimmten formalen Logik mit genau umrissenen Ausdrucksmitteln dargestellt. Damit ist die
benutzte Sprache eindeutig festgelegt, wiahrend informelle mathematische Gedanken von der konkre-
ten Sprache, in der sie gerade ausgedriickt werden, unabhédngig sind. Das fiihrt aber dazu, dass formale
Axiomensysteme, die letztlich auf die eigene Sprache bezug nehmen, so direkt nicht entformalisiert
werden konnen und somit moglicherweise auch keine Formalisierungen sind. Dann wurde durch sie
aber auch nichts prazisiert.?>

Um diesen Einwand gegenstandslos zu machen, miisste das Verhéltnis von formaler Axiomatik mit we-
sentlicher Bezugnahme auf die eigene Syntax zur formalen Axiomatik ohne diese Bezugnahme genauer

22 Zu den ZFC-Axiomen s. S. 159-160.
23 Jech 2003, S.4.
24 Kunen 1983, S.2. Ahnlich Fraenkel 1928, S.323.

25 Es handelt sich um eine Phantomprazision.
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bestimmt werden. Dass es sich nur sehr schwer, wenn tiberhaupt, bestimmen ldsst, dafiir sprechen
ein paar Umstidnde aus der Mathematik: In der von Quine entworfenen Mengenlehre New Foundations
(NF) wird das sogenannte allgemeine Komprehensionsprinzip (alle {x | ¢(x) } sind Mengen), das
mit x ¢ x zur Antinomie der Russell-Menge fiihrt, durch eine syntaktische Mafinahme eingeschrankt.
Als Eigenschaften ¢ sind nur noch stratifizierte Formeln zugelassen, die Formelteile wie x; € x1 aus-
schlieRen.2® Die dadurch konstituierte mathematische Theorie ist fiir sich ohne Fehl, nur ist bis heute
nicht klar, zu was dieser sprachliche Trick eigentlich fiihrt. Das zeigt sich u.a. daran, dass noch immer
vollig unklar ist, in welchem (mathematischen) Verhéltnis NF zu ZFC steht. — Ein dhnlich geartetes
Problem ergibt sich fiir die Einbettung von ZFC in das Mengenuniversum von Finsler. Eine informelle
Version?” der ZFC-Axiome wie vermutlich auch die formalen sind in einer bestimmten Finsler-Menge
erfiillt.?® Thr genaues Verhaltnis, d.h. mathematisch u.a. das Verhiltnis ihrer minimalen Modelle im
Finsler-Universum, ist vollig ungeklart.

Die Argumente in diesem Abschnitt sollten zeigen: 1.) Dass das Genaue der ZFC-Axiome im be-
haupteten Fall nicht an der Darstellung in einer formalen Sprache liegt; 2.) dass vermutlich wider den
Anschein gar keine Prazisierung vorliegt, weil es nichts gibt, was prézisiert wurde; 3.) es soll nun kurz
daran erinnert werden, dass es einfache, prazise und nicht-formalisierbare Satze geben konnte:

(1) in Abschnitt 5.1.3 ist ein Beispiel fiir einen informellen Satz, der «wabhr, logisch verstiandlich, aber
nicht formalisierbar»?’ ist. Daraus ist aber zu folgern, dass die Moglichkeit der Formalisierung keine
notwendige Bedingung fiir einen Satz ist, um prézise sein zu konnen. Allerdings ist dieses Resultat
relativ schwach, da Formalisierung hier insbesondere die ontologische Formalisierung einbegreift.

5.2 Reine Strukturen ohne Weltbezug: Ein Beispiel

Stellen Sie sich vor, sie schlagen ein mathematisches, rein formalistisches Werk auf, dessen Titel Sie nicht
verstehen, und lesen dort:

A8 AtxyzuVow (B(xut) A B(yuz) A (x #u) — B(xzv) A B(xyw) A B(vtw)).
Die logischen Symbole sind bekannt (siehe S.5), 8 ist offenbar eine dreistellige Relation. Aber kommt Ih-

nen dieser Typ ,Struktur’ bekannt vor? Kennen Sie Umstédnde, die sich so verhalten? Ist es ein wichtiger
Zusammenhang aus der Arithmetik, Geometrie oder Mengenlehre?

Sie lesen weiter und der strukturalistische Formalist gibt Ihnen mehr Informationen: A8 ist ein Axiom,
und B bestimmt sich weiter durch seine Verwendung in den restlichen Axiomen.

Al Axy (B(xyx) — (x=y))

A2 Axyzu (Blxyu) 1 Blyzn) — B(xyz))

A3 Axyzu (B(xyz) r Blxyu) A (x£y) — Blxzu) v Bxuz))

A4 Axy (6(xyyx))

A5 Axyz (6(xyzz) — (x=y))

A6 Axyzuvw (8(xyzu) A d(xyow) — §(zuvw))

A7 AtxyzuVo (B(xtu) A B(yuz) — B(xvy) A B(ztv))

A9 Axx'yy'zz'uu! (6(xyx'y') A 6(yzy'z') A S(xux'u") A S(yuy'u') A B(xyz) A B(X'y'Z') A (x#y) — Szuz'u'))

26 Vgl. Abschnitt 7.4.1.6 ab S.225.

27 Das Problem der Entformalisierung bleibt bestehen, wir nehmen hier an, dass eine informelle Version mindestens genauso
stark in ihrer Existenzgarantie fiir Mengen ist.

28 Vgl.S.162.
29 Blau 2008, S.444.
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A10  AxyuoVz (B(xyz) A é(yzuv))

A1l Vaxyz (-B(xyz) A —B(yzx) A —p(zxy))
A12  Axyzuo (8(xuxv) A S(yuyo) A 8(zuzo) A (u#v) — B(xyz) v B(yzx) v B(zxy))
A13 Alle Sitze der Form

Aox... (VzAxy (pap — B(zxy)) — Vulxy (pryp — B(xuy)))

mit ¢, ¢ beliebige Formeln, wobei in ¢ y, z, u nicht frei vorkommen und in ¢ x, z, u nicht.

Die Theorie dieser Axiome, in die sich eine weitere, vierstellige Relation J einschleicht, ist in einer Pré-
dikatenlogik erster Stufe, so erfahren Sie weiter, vollstindig, entscheidbar, nicht endlich axiomatisierbar,
und ihre Modelle lassen sich vollstindig angeben. Aber was damit machen?

Die Axiome A1-A13 sind eine Formalisierung der Grundannahmen der elementaren Geometrie von
Tarski®® B(xyz) kann man sich verstandlich machen als 'y liegt zwischen x und z' und é(xyovw) als
'der Abstand von x zu y ist der gleiche wie der von v zu w'. Objekte, iiber die quantifiziert wird, sind
Punkte. A8 kann man sich in diesem Sinne mit Hilfe nebenstehender Abbildung nahebringen.

Die entscheidende Frage ist, ob die Informationen des letzten Absatzes wesentlich zur Mathematik (re-
spektive Geometrie) gehoren, und die formalaxiomatische Darstellung damit nicht vollstandig ist, oder
ob sie mehr padagogische und anwendungsbezogene Zwecke erfiillen, indem sie ein konkretes Modell
vor Augen stellen.

Zunéchst sei noch festgehalten, dass diese Axiome nicht die einzig mogliche Formalisierung der ele-
mentaren (euklidischen) Geometrie sind.3! Zum einen ist nicht vorgegeben, wie stark die formalisierte
Theorie sein muss. So ist zum Beispiel eine Ersetzung von A13 durch

A13 Axyzx'z'uMy' (§(uxux’) A 6(uzuz') A B(uxz) A B(xyz) — 6(uyuy’) A B(x'y'zZ")).

niher an EUKLIDs Elementen und ergibt eine schwichere Theorie, weil weniger Existenzsidtze beweisbar
sind. Zum anderen sind auch andere Grundprédikate, mit denen sich dann alle iibrigen gewiinschten
Eigenschaften definieren lassen, moglich. So benoétigt man z. B. nur ein dreistelliges Pradikat, um die

euklidische Geometrie der Ebene zu axiomatisieren.3?

Man kann grob zwei Ebenen zur Festlegung der geometrischen Axiome unterscheiden. Auf der héheren
wihlt man unter mathematisch unterschiedlichen begrifflichen Zugangen oder Charakterisierungen der
geometrischen Gebilde und des Raumes. So kann man die Geometrie 4quivalent neben der ,gewhnli-
chen’ Axiomatisierung z. B. auch durch ihre Gruppe der kongruenten Transformationen kennzeichnen,
sie topologisch fassen, oder auf grundsitzlich anderem Verstindnis der Geometrie aufbauen.3® Hat
man sich diesbeziiglich entschieden, tritt auf einer niedrigeren Ebene eine Spannung auf: Zum einen
sollte man mit moglichst wenig Pradikaten und Individuengattungen auskommen, zum anderen ist es
je nach Gesichtspunkt niitzlich unterschiedliche natiirliche Pradikate getrennt in Axiomen zu fassen,

um Abhingigkeiten in den geometrischen Folgerungen genauer studieren zu kénnen.34

30 Siehe Tarski 1959, auch fiir die metatheoretischen Behauptungen und ihre Beweisskizzen.

31 Die elementare Geometrie ist fiir Tarski der Teil der Euklidischen Geometrie, der ohne Bezugnahme auf Mengentheoretie for-
muliert und aufgebaut werden kann; s. Tarski 1959, S.16. Es werden im folgenden keine unterschiedlichen Moglichkeiten
berticksichtigt, wie sie sich z. B. in Bezug auf den Drehsinn ergeben; vgl. Hilbert 1962, S.75.

32 Siehe Bernays 1959, S. 8ff..
33 Siehe z. B. Kowol 2009, Kap. 2, fiir verschiedene axiomatische Zugange.
34 Vgl Bernays 1959, S. 4f..
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Dass die gezeichneten oder vorgestellten geometrischen Gegenstdnde sich gegentiber manchen anderen
Verbildlichungen mathematischer Objekte, wie z. B. Zahlen, auszeichnen, ist allgemein anerkannt. Par-
sons nennt die abstrakten Gegenstinde, die im Konkreten unmittelbar instantiiert sind, quasi—konkret.35
Und denkt dabei neben (elementar-euklidischen) geometrischen Objekten an konkrete Kollektionen &
Folgen konkreter Dinge und an Zeichentypen mit physikalisch beschreibbaren Tokens.

Ein Problem konnte sich fiir die Strukturalisten daraus ergeben, dass die quasi-konkreten Objekte keine
reinen Strukturen bzw. Strukturmomente, d.h. Pldtze in einer tibergeordneten Struktur, sind, weil sie
ein Mehr haben, dass sie mit ihren speziellen Reprédsentanten verbindet. Das ist eine Leistung, die
eine Struktur ihren Strukturmomenten grundsétzlich nicht bieten kann. Der Strukturalist kann quasi-
konkrete Objekte nicht als mathematische Objekte in seine Theorie einbinden. Allerdings konnte er
plausibel argumentieren, dass diesen quasi-konkreten Objekten durch ihre besondere Beziehung zu
konkreten Objekten die Rolle zukommt, mathematischen Theorien ein Fundament zu verleihen, ihre
Entstehung zu motivieren und ihren Ausbau und ihre Anwendbarkeit zu rechtfertigen. Sie wiirden
historisch und bei einer Formalisierung mathematischer Uberlegungen einen Zwischenschritt bilden zu
den reinen, formal gefassten Strukturen.

Allerdings ist dieser Fundierungsanspruch praktisch relativ schwach, wie ein Mathematikstudent, der
sich mit dem Argument, sie sei nicht mit quasi-konkreten Objekten zu rechtfertigen, weigern wiirde,
eine mathematische Theorie zu lernen, bei seinen Professoren nur ein starkes Befremden auslosen wiirde.
An der Oberfliche der mathematischen Praxis wiirde man wahrscheinlich eine Art Konventionalismus
beziiglich der verwendeten Axiomensysteme finden, etwas tiefer wahrscheinlich neben anderen ein Kri-
terium der mathematischen Fruchtbarkeit und irgendwo wahrscheinlich auch den Reiz, der durch das
Wechselspiel zwischen dem anschaulich Vorstellbaren & Ublichen und dem nicht-mehr-Vorstellbaren &
Paradoxen entsteht.3

Diese Einstellung ist genauso wie strukturalistische und formalistische Standpunkte nicht viel dlter als
etwa 150 Jahre. Eine dhnliche Reaktion wie unser Student wiirde Frege hervorrufen, wiirde man fol-
gende antiquiert klingende Meinung von ihm tiber das Verhiltnis von euklidischer zu nicht-euklidi-
scher Geometrie ernst nehmen, die auf Freges Ansicht beruht, dass die Axiome einer mathematischen
Theorie selbst wahr oder falsch sind:
Niemand kann zwei Herren dienen. Man kann nicht der Wahrheit dienen und der Unwahrheit. Wenn die
euklidische Geometrie wahr ist, so ist die nichteuklidische Geometrie falsch, und wenn die nichteuklidische
wabhr ist, so ist die euklidische Geometrie falsch. ... Jetzt handelt es sich darum, die euklidische oder nicht-

euklidische Geometrie aus der Reihe der Wissenschaften zu streichen und der Alchemie und Astrologie als
Mumie anzureihen.?”

Hierbei wiirde der letzte Satz befremden, der den Leser zwingt, die ersten Satze wortlich zu nehmen.
Frege scheint der Meinung zu sein, die Wahrheit einer mathematischen Theorie betréfe nicht blof ihre
auflermathematische Beziehung zu konkreten Gegenstdnden und Phinomenen, sondern sei mafigeblich
ftir ihren Status als wissenschaftliche Theorie. Der formal-deduktive Aufbau wiirde sie nicht davor be-
wahren, mit der Astrologie gleichgesetzt zu werden. Entscheidend scheint die Rechtfertigung der The-
orie und vor allem ihrer Axiome im Fall der Geometrie durch die Anschauung zu sein. Insofern Frege
meint, die geometrischen Axiome an die Wirklichkeit zurtickbinden zu miissen, diese Riickbindung
aber keine offensichtliche, unmittelbar entscheidbare zu sein scheint, ist er mit seiner Auffassung wieder
naher bei PLATON.

35 «Pure mathematical objects are to be contrasted not only with concrete objects, but also with certain abstract objects that I call
quasi-concrete, because they are directly ,represented’ or ,instantiated” in the concrete.» (Parsons 1990, S.304.)

36 Um diese Aussagen zu validieren, brauchte es allerdings empirische Studien. Hier, und wenn nicht anders angegeben auch
anderswo, stiitzen sich die Aussagen tiiber die mathematische Praxis auf die Erfahrung und Beobachtung einer einzelnen
Person.

37 Frege 1983, S.183f..



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 5.2 REINE STRUKTUREN OHNE WELTBEZUG: EIN BEISPIEL 148

In der alten Akademie hitte sich das Problem der quasi-konkreten Objekte wohl umgekehrt darge-
stellt. Es wire die Frage gewesen, was ein geometrisches Objekt hitte sein sollen, das man sich nicht
(vollstdndig) anschaulich vorstellen kann. Denn Geometrie war gerade (und das auch noch bis vor
wenigen Jahrhunderten) die Wissenschaft der ausgedehnten Korper oder der Raumverhaltnisse, und
im Sinne PLATONs konnte man (vgl. Abschnitt 1.3.2) sie kennzeichnen, als die dianoetische Wissenschaft,
die sich in ihrer praktischen Ausiibung mit den klarsten anschaulichen Vorstellungen beschiftigt. Die klarsten
anschaulichen Vorstellungen sind dabei gerade die Vorstellungen traditioneller geometrischer Objekte,
da sie die einzigen sind, die als reine (extensive) Groflen ohne ihnen fremde Qualititen anschaulich
vorgestellt werden kénnen. Dass die frithgriechischen Geometriker (nach Politeia 510cd) dabei weitge-
hend ohne exakte Definition ihrer Grundbegriffe (und wahrscheinlich auch ihrer Grundoperation, d.h.
Postulate und Axiome) arbeiteten, war insofern angemessen, weil die Zeichnungen und Vorstellungen
einen relativ festen Grund abgeben. Die genauere Bestimmung der unreflektierten Voraussetzungen
wurde von PLATON (s. Politeia 511d) aber zumindest nicht nur deswegen gefordert, um einwandfreie
deduktive Ketten bilden und eine streng wissenschaftliche Theorie formen zu konnen, sondern um die
Grundlagen u.a. der Geometrie zu verstehen und dartiber auch die Grundlagen eines Teiles der Welt.
Fiir seine Auffassung von Geometrie bedeutet das wiederum, dass die geometrischen Objekte keine rein
abstrakten Objekte sein konnten, sondern eher entweder als quasi-konkrete Abstrakta bzw. als Zwitter-
Objekte mit einem bildlichen und einem gedanklichen Anteil. Die These aus Abschnitt 1.3.11 war sogar,
dass das gewohnliche Geometrisieren mit PLATON nominalistisch interpretiert werden sollte: Die beim
Geometrisieren benutzten geometrischen Bilder sind nicht der Gegenstand des Wissens, das sind viel-
mehr die Ideen, die sie vermittelt abbilden. Zwar existieren tatsichlich mathematika, auf die die dianoia
beim Mathematisieren ausgerichtet ist, fiir gewohnlich tdusche man sich aber tiber diese wahren Ver-
héltnisse.

Jedenfalls ist fiir PLATON die Struktur der iiblicherweise unter den geometrischen Objekten verstande-
nen Gegenstdnde nicht von ihren Instantiationen zu trennen. Deswegen bieten Tarskis Axiome in
PLATONs Sinne keine vollstindige Geometrie an, weil sie nur eine Struktur angeben, die nicht aus-
reicht, um die traditionellen geometrischen Gegenstidnde zu identifizieren. Dartiberhinaus entspricht
sie auch nicht dem platonischen Ideal einer Aufschliisselung der unhinterfragten Annahmen, da sie
nicht nach inhaltlichen, sondern nach rein formalen und duflerlich-traditionellen Aspekten gewonnen
und gegeneinander ungewichtet aufgelistet werden.

Kehren wir zuriick zur Frage, von der wir ausgegangen sind, ndmlich ob Geometrie eine reine Struk-
turtheorie ist. Mann kann einen rein strukturellen Standpunkt einnehmen und eine Mathematik, wahr-
scheinlich auch konsistent, als reine Strukturtheorie konzipieren. Aber die Vorfithrung am Beginn dieses
Abschnitts gibt den Ansatz fiir eine differenziertere Antwort. Wenn man Axiom 8 nicht kannte und
keine spontane Eingebung hatte, hat man es entweder:

(1) durch die Abbildung auf S. 146 begriffen. Dann trdgt man aber erst einmal die mit dem Axiom in-
tendierte geometrische Vorstellungen (oder abstrak-geometrische Ordnungsvorstellungen) mit sich.
Oder man hat es

(2) bereits zuvor durch die formalsprachliche Darstellung begriffen. Dann hat man es aber wiederum
iiber quasi-konkrete Objekte, diesmal nicht iiber geometrische Verhiltnisse, sondern iiber Zeichen be-
griffen. Dann weifs man aber nicht, dass es sich um ein geometrisches Axiom handelt, aufSer man kennt
die entsprechende formalaxiomatische Darstellung einer Geometrie und hat damit die Strukturen der
beiden Gebiete bereits aufeinander bezogen.?® Damit ist natiirlich noch nicht ausgeschlossen, dass man
Axiom 8

(3) rein strukturell begreifen kann (siehe dazu weiter in Abschnitt 7.2). Aber genauso betreibt man dann

38 Von Gebieten zu sprechen ist hier etwas irrefithrend, denn ein Gebiet in den Zeichen wird erst durch die Axiome geschaf-
fen. Weil die Zeichen willkiirlich aufeinander bezogen werden konnen, eignen sie sich als Material fiir die Darstellung sehr
beliebiger Strukturen.
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keine Geometrie, wenn man (wie moglicherweise auch in (2)) seine mathematische Titigkeit letztlich nicht auf
intendierte geometrische Vorstellungen zuriickbezieht. Reine Strukturtheorie ist ganz unentschieden gegen-
iiber moglichen Modellen, muss sich nicht mit Modellen befassen, wobei ihre Ergebnisse natiirlich fiir
geometrische Untersuchungen relevant sein kénnen.

Die Behauptung, fiir die hier argumentiert wird, ist demnach, dass Tarskis Axiome alleine noch nicht
geometrisch sind, sondern erst wenn sie auf geometrische Vorstellungen, d.h. Vorstellungen von Aus-
dehnung, riickbezogen werden. Dieser Geometriebegriff bezieht sich stark auf die Tatigkeit des Math-
ematikers, denn ohne einen Mathematiker, der die Axiome oder andere Momente seines Tuns mit in-

tendierten geometrischen Vorstellungen unterlegt, gibt es keine Geometrie.>

Die Stiarke dieses Geometriebegriffs liegt darin, dass er auf die historischen Gestalten der Geometrie
anwendbar bleibt. Der strukturalistische Standpunkt scheint sich in den zwei letzten Jahrhunderten
parallel dazu entwickelt zu haben, dass man immer stirker dazu kam, die strukturellen Gegeben-
heiten von ihren traditionellen Modellen abzutrennen und frei zu variieren. Dass man die mathe-
matischen Beziehungen aber auch frei von ihren einmal intendierten Modellen betrachten kann und
auch betrachten sollte, ist weniger als die Meinung, dass die moderne Mathematik immer nur Struk-
turen untersucht oder untersuchen sollte. Dies ist das strukturalistische Missverstindnis, dass dazu
anleitet, manche éltere geometrische Arbeiten als ungentigend reine Formen einer Strukturtheorie zu
interpretieren und damalige Geometriebegriffe als verfehlt abzulehnen.*

5.3 Die Grundlegung der Mathematik in der Geometrie und modernen
Logik

Euklidischer Geometrie und moderner Logik sind gemein, dass sie beide zu unterschiedlichen Zeiten
als die in im zeitabhidngigen Sinn grundlegende Wissenschaft der Mathematik galten bzw. gelten, beide
selbst mathematische Theorien sind und ihr Gegenstandsbereich nur quasi-konkrete Objekte beinhal-
tet. Heutzutage schreibt und denkt jeder Mathematiker, will er etwas exakt betrachten, — auch wenn
er keine speziellen Kenntnisse in formaler Logik besitzt — nach Vorgabe der modernen formalen Logik
und der Mengenlehre. Man kann sich streiten, wieviel mengentheoretisches Riistzeug zum eigentlichen
Bereich der Logik noch hinzukommen muss wie durch die Modelltheorie, damit die Logik abgeschlos-
sen werden kann, oder wieviel Mengentheorie die Logik als Logik bereits enthélt — einigen scheint
man sich auf jeden Fall zu konnen darauf, dass die syntaktische Seite einer Pradikatenlogik erster Stufe
die sprachliche Seite des Mathematikbetreibens abdeckt und damit die grundlegenden Denkschritte in
ihr darstellbar sind. Das, was ein Mathematiker sagt, will er keine Intuition, sondern etwas Genaues

aussprechen, kann er mittels der Syntax von P! sagen.*!

39 Damit soll die mathematische Fruchtbarkeit einer axiomatisch-strukturellen Arbeitsweise nicht in Frage gestellt werden. Eine
rein strukturelle Betrachtung kann z. B. die Ahnlichkeit entfernter mathematischer Gebiete sichtbar machen, z. B. die der Logik
und Topologie; siche Schlimm 2009. Uberraschend und faszinierend sind diese Ahnlichkeiten aber gerade darum, weil die
Gebiete unterschiedliche Grundlagen haben.

40 Ein Strukturalist miisste sich im tibrigen gegen die formalistische Tendenz bewahren, die die Zeichen der formalen Sprache
als die grundlegenden Objekte der Mathematik nimmt und Mathematik als die Manipulation von Zeichenketten nach ein-
deutigen und festgelegten Regeln. Denn damit ist er nur (wieder) bei quasi-konkreten Objekten angelangt. Die Parallele
zwischen der Systematisierung der Geometrie in den Elementen EUKLIDs und der Entwicklung der formalen Logik in Freges
Begriffsschrift ist tiberraschend. Beide Male wird der Umgang mit quasi-konkreten Objekten durch Formierungsprinzipien,
Fallunterscheidung und Angabe von Manipulationsvorschriften geregelt. Nur erfolgt dies in der formalen Logik nicht im
Hinblick auf Eigenschaften der Zeichen, sondern daraufhin, diese Zeichen und Zeichenkombinationen als etwas anderes zu
interpretieren, dh. als Medium zu nutzen.

41 Fir die gewohnliche Mathematik gilt sogar von einem inhaltlichen Standpunkt aus, dass ihre Theoreme mit relativ schwachen
Theorien bewiesen werden kénnen, und nicht nur ontisch selten tiber die ersten Potenzmengen der natiirlichen Zahlen hin-
ausgehen. In der von Harvey Friedman begriindeten Forschungsrichtung der reverse mathematics ist es gelungen aufzuzeigen,
dass die meisten bertihmten Sétze der gewohnlichen Mathematik sogar dquivalent sind zu einer von fiinf Systemen, die alle
schwiécher als die zweitstufige Arithmetik sind (siehe Simpson 2009).
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Das Maf an mathematischer Komplexitit, das sich in der Syntax und einem Kalkiil von P! befindet,
wurde bestimmt als ein wenig unter der gewohnlichen Arithmetik PA liegend.*? D. h. in PI! kénnen die
Axiome von PA (rekursiv) angegeben werden, und in dieser formalen Theorie wiederum die Syntax von
PI! und ihr Beweisbegriff rekonstruiert werden, indem die formalen Zeichen ,godelisiert’ werden und
ihr Aufbau zu formalen Worten und die Beweisbarkeit mit rekursiven Funktionen beschrieben wird.

Unter der allgemein akzeptierten Annahme, dass sich jede verstandliche mathematische Theorie rekur-
siv axiomatisieren lassen muss in PLL, erhilt das Theorem eine die Mathematik umfassende Bedeutung,
das besagt, dass sich jede rekursiv axiomatisierbare Theorie T in PAl, das sind die Axiome PA plus
ein arithmetischer Satz, der im gewissen Sinne die Konsistenz von T ausdriickt, interpretieren lasst.*3
Auch das sogenannte Hilbertsche Programm baute darauf auf, alle mathematischen Theoreme als aus
grundlegenden Axiomen formal ableitbare Satze zu betrachten. Es war in ihm intendiert, mit mathe-
matischen Methoden zu zeigen, dass sich formal aus den grundlegenden formalen Axiome mit den
festgelegten formalen Ableitungsregeln keine sich widersprechenden Satze ableiten lassen.

Jede mathematische Theorie ist also in PI darstellbar und deshalb in gewissem Sinne formal reduzier-
bar auf PA. Die Zeichen der Logik fiir relativ Beliebiges und als Medium zu verwenden stattet dieses
Vorgehen mit einer grofien Allgemeinheit aus, wihrend die Kodierung der Logik in PA als mathemati-
sche Reflexion auf die Voraussetzungen von PI! verstanden werden kann. Diese Reflexion ist aber nicht
vollstindig, da mit ihr nicht auf die lebensweltlichen Umstinde und Voraussetzungen Bezug genom-
men wird, sondern nur auf die implizit enthaltenen mathematisch-strukturellen Gegebenheiten. Nun
sind uns die Elemente der formalen Sprache nicht direkt als Zahlen, Godelmengen oder anderes ohne
Zeichen gegeben und kommunizierbar.

Tatsdchlich haben die Zeichen einer formalen Sprache einen quasi-konkreten Charakter, da sie in der
dufleren Welt verwirklicht dort wahrnehmbar sind, sie in der Vorstellung konstruiert und wiederum
in der Welt so hervorgebracht werden konnen, dass sie eindeutig sind, weil sie eine eindeutige ma-
thematische Struktur haben.** Diese konkreten und idealen Ausdriicke haben aber eine geometrisch
beschreibbare Gestalt und setzen insofern etwas Geometrisches voraus.

Nun gibt es eine notwendige Bedingung jeder angemessenen formalen Sprache, ndmlich dass die einzel-
nen Zeichen ihres ,Alphabets’ mehr als einmal in ihren Formeln, tatsdchlich sogar beliebig oft, vorkom-
men diirfen.®® Die Geometriekonzeption Platons kann nun in einem Aspekt gerade als ein Versuch
angesehen werden, die Moglichkeit dieser Type-Token-Unterscheidung anzugeben. Der Ubergang von
den Ideen, die fiir sich keine Entzweiung zulassen, zu den mathematischen Ideen und dann zu den
unabhédngig voneinander gegebenen mathematischen Objekten gelingt in der Geometrie, die deshalb
durch sich das typisch Mathematische bzw. die Form des Mathematischen ist.*® Damit griindet sich in
einer platonischen Mathematikkonzeption auch die moderne Logik auf die Geometrie, wenn man auf
ihre Grundlagen reflektiert.

Diese Abhdngigkeit ist nun — koénnte man einwenden — nur duflerlich, da sie nur die moderne Logik

42 Wir verwenden aber weiter PA, weil es aus Abschnitt 4.2 bekannt ist, und verstehen es im folgenden als erweitert durch
beliebig viele Funktionssymbole.

43 Siehe Feferman 1960, insb.S. 72.

44 Vgl. Blau 2008, S.401ff.. «Wenn wir von formalen Ausdriicken reden, meinen wir zuletzt Godelmengen, verwenden konkrete
Ausdriicke und denken wohl an, und in idealen Ausdriicken ... » (S.404). Denn abstrakte Objekte konnen wir nicht verwenden,
konkrete Ausdriicke (als Token) sind uns nicht allgemein genug, und die mentalen Konstrukte werden nur im Hinblick auf
ihre mathematische Struktur benutzt. Was Pleitz 2010, S.214a74, gegen Blau einwirft, geht daher an Blaus Uberlegungen
vorbei.

45 Das stimmt so nicht ganz. Natiirlich kann man z. B. fiir jedes nicht-logische und logische Zeichen eine unendliche grofie
Zeichenmenge bestimmen, aus der man jedes Zeichen nur einmal verwendet, die aber alle gleich interpretiert werden. Diese
wird man aber tiber die Grundelemente der euklidischen Geometrie wie gerade Linie, Winkel, Halbkreis, Vieleck etc. oder
tiber anderes sich Wiederholendes bestimmen mdiissen; und damit hat man ein anderes, was beliebig oft vorkommt.

46 Fiir ein paar Einzelheiten siehe die Abschnitte 1.3.11 und 1.3.8.
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als mathematische Theorie betrifft und nicht die logischen Bestimmungen an sich, die umgekehrt jeder
rationalen Geometrie zugrunde liegen und die auch unabhéngig von jeder Raumvorstellung untersucht
und gerechtfertigt werden miissten, sofern man dies tiberhaupt kann. Aber dieses Vorurteil, nachdem
die Logik ,tiefer’ im Denken liegt als das Raumliche, weniger duflerlich und auch unbestimmter und
damit allgemeiner ist, konnte sich als falsch herausstellen. Zumindest ist die erstaunliche, gegenseitige
Interpretierbarkeit der intuitionistischen Typentheorie und Homomorphietheorie (zugespitzt: die struk-
turelle Gleichheit von Logik und Raum) momentan ein Gebiet tiefliegender mathematischer Forschung,
die in ihrer Bedeutung fiir das Verhltnis von Logik und Geometrie erst noch zu bestimmen ist.*”

5.4 Hegel und die Begriindung der logischen Bestimmungen

Im vorletzten Abschnitt 5.2 wurde bereits ein prinzipielles Problem deduktiver Theorien angesprochen,
ndmlich die Begriindung der nicht abgeleiteten Voraussetzungen, der Axiome. Innerhalb einer for-
malen Logik sind Axiome, da sie per definitionem auch keine Tautologien dieser Logik sind, nicht weiter
zu rechtfertigen, insofern ,rechtfertigen’ dort bedeutet, sie aus anderen Sétzen oder ohne Vorausset-
zungen im Kalkiil abzuleiten. Will man, wie im letzten Abschnitt diskutiert, eine bestimmte Theorie
(d.h. eine unter Ableitung geschlossene Menge von Sitzen) formal axiomatisieren, konnen metalogische
Kriterien wie Einfachheit (z. B. geringste Anzahl an Grundprédikaten, kiirzeste insgesamte Satzlange
(bei endliche vielen Axiomen), Unabhéngigkeit der Axiome untereinander) oder Verstandlichkeit (z. B.
durch die direkte Ubernahme informeller Grundsitze) als Leitlinien gewéhlt werden. Formalisiert man
dagegen direkt einzelne Satze, die sowohl informell wie auch formalisiert als Axiome dienen sollen, so
scheint eine Begriindung dieser informellen Axiome nicht mehr formalisierbar zu sein. Augenscheinlich
ist dies beim Rekurs auf die Erfahrung, die Form der Anschauung oder beim Hinweis auf die unmittel-
bare Evidenz der Axiome. Ahnlich verhilt es sich mit ad hominem Argumentationen, der philosophische
Gegner konne seine Position nicht sinnvoll vertreten oder seine Theorie stimme nicht mit seiner Praxis
tiberein, die manchmal auch metalogische Behauptungen tiber die Moglichkeit der Folgerung und der
Konsistenz enthalten, sich im Ganzen aber trotzdem nicht zu allgemeingiiltigen Argumenten gegen die
objektivierte, gegenteilige These umwandeln lassen.

Ahnlich gebraucht die Position, Axiomensysteme wiirden durch ihre Kohédrenz begriindet, weil durch
sie z. B. die Existenz und der epistemische Zugang zu den behandelten mathematischen Objekten gege-
ben ist, mit der Konsistenz als notwendiger Bedingung fiir Kohédrenz einen Begriff der (formalisierten)
Metalogik. In der formalisierten Metalogik sind Konsistenzbeweise allerdings Beweise der Konsistenz
relativ zu einer stirkeren Theorie, d.h. man zeigt mit ihnen, dass eine bestimmte Theorie, falls konsistent,
bereits die Konsistenz einer anderen Theorie voraussetzt. Dieser Konsistenzbegriff hilft demnach i.a.
nicht dabei, tatsdchlich kohdrente Axiomensysteme zu identifizieren, und ein Vertreter dieser Position
muss seinen Kohdrenzbegriff wesentlich auf etwas anderes griinden und ihn z.B. zu einem Grund-
préadikat erklaren, dessen Zuschreibung weitgehend der mathematischen Intuition {iberlassen wird.*®

Verschirft wird diese Problematik noch, wenn man die ,Axiome” der Logik selbst betrachtet. Denn for-
malisiert man sie, so setzt man schon eine Logik mit ihren ,Axiomen’ voraus; will man sie begriinden,
muss die Begriindung bereits praktisch von den ,Axiomen’ Gebrauch machen, damit sie logisch ein-
wandfrei ist. Dass die nicht weiter zurtickfiihrbaren logischen Gesetze als wahr anzuerkennen sind,
kann nach Frege die Logik nicht weiter begriinden, da sie ihre Wahrheit nur relativ zu anderen weiteren
logischen Gesetzen zeigen kann. In diesem Sinne findet fiir Frege eine Grundlegung der Logik nur im
Bereich des Fiir-Wahr-Haltens statt.*’

47 Vgl. www.homotopytypetheory.org.
48 So z.B. Shapiro 1997, S.135.
49 Siehe Frege 2009, S. 11[XVII].
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Zudem trennt man fiir gewohnlich die mathematischen Voraussetzungen, die fiir den Aufbau einer
formalen Logik notwendig sind, von der eigentlichen Logik ab, so dass eine iibliche Pradikatenlogik
nicht in einer Pradikatenlogik fiir sich formalisiert werden kann, sondern erst in einer (in ihr formali-
sierten) ausreichend starken Arithmetik oder Mengentheorie. Fiir den Mathematiker ergibt sich daraus
folgender Zirkel: Zum Aufbau der formalen Logik braucht er bereits mathematische Werkzeuge, wie
z. B. mathematische Induktion fiir den Gebrauch der Definition einer Formel, die er wiederum in der
Sprache einer Pradikatenlogik erster Stufe fasst.?9 Nun muss dieser Zirkel kein schlechter sein, er ist
aber nicht voraussetzungslos, weil die wechselseitige Begriindung keine vollstindige ist. Und tiber das
Vorausgesetzte erhdlt man keine tiber das mathematisch und logisch Fassbare hinausgehende Rechen-
schaft.

Dem aristotelisch-fregeanischen Typ formaler Logik kann der Idee nach ein alternativer Typ Logik an
die Seite gestellt werden, die sich vollstandig selbst begriindet bzw. der Teil einer umfassenden Logik ist,
der die vollstindige Begriindung seiner selbst und des formalen Teils leistet.’! Diese miisste sich u.a.
dadurch auszeichnen, dass sie alle Voraussetzungen der formalen Logik und ihrer selbst vollstandig be-
griindet und somit das, was wahrheitsfahig ist, erst konstituiert. Weil sie sich selbst begriindet, miisste
sie auch diese ihre Selbstbeztiglichkeit im Aufbau reflektieren und benutzen.

5.4.1 Hegels Logik

Es scheint HEGELSs Intention gewesen zu sein, mit seiner WISSENSCHAFT DER LOGIK eine derartig al-
ternative, voraussetzunglose Logik zu gewinnen, die vollstindig selbstbegriindend arbeitet. Da we-
sentliche Griinde einer Sache stets notwendig fiir eine Begriindung dieser Sache sind, muss eine solche
Logik alle ihr wesentlichen Begriindungen enthalten. Somit betreibt man diese Logik, oder man steht
auflerhalb und bildet sich hochstens (im strengen Sinn einer derartigen Logikkonzeption) unbegriin-
dete Vorstellungen von ihr. Dazu gehort auch eine Vorstellung der Methode der Logik, die erst in der
Logik selbst begriindet wird. Die Methode der Logik muss weder vor Beginn noch am Anfang der
HEGELschen Logik selbst dargestellt und gerechtfertigt werden, da die Methode so konzipiert ist, dass
«sie von ihrem Gegenstande und Inhalte nichts Unterschiedenes ist; — denn es ist der Inhalt in sich, die
Dialektik, die er an ihm selbst hat, welche ihn fortbewegt.»*? Es existiert demnach weder eine Metalogik
der HEGELschen Logik noch scheint der logische Fortgang in ihr irgendwo willkiirlich zu sein.

Im allgemeinen gilt: Die Methode seiner Logik «ist das BewufStsein tiber die Form der inneren Selbstbe-
wegung ihres Inhalts [d.h. des Inhalts der Logik].»>* Die Form des Fortgangs in der HEGELschen Logik
ist die bestimmte Negation.

Wir gehen davon aus, dass die Negation nicht nur negativ, sondern auch positiv ist.>* Es widerspricht
sich allerdings, dass das Negative auch positiv ist, es muss also negiert werden, dass das Negative so-

50 Vgl. Ebbinghaus et al. 1996, S. 120ff., fiir die wechelseitige Abhéngigkeit von Mengenlehre und formaler Logik. Fiir die zwi-
schen Arithmetik und formaler Logik siehe Lenski 2010, S. 2f., der zurecht darauf hinweist, dass die durch diese Abhangigkeit
entstandene Selbstbeziiglichkeit der iiblichen formalen Logik wesentlich ist fiir die Existenz eines wahren Satzes, der unbe-
weisbar ist; in der formalen Logik kann auf sie selbst reflektiert werden, diese Reflexivitit ist aber keine bereits im Aufbau der
Logik berticksichtigte Eigenschaft.

51 Siehe Lenski 2010, S. 3.
52 Hegel 1986b, S. 50.
53 Hegel 1986b, S. 49.

54 Und interpretieren mit einer Art Paraphrase die Erlduterung der bestimmten Negation: «Das Einzige, um den wissenschaftlichen
Fortgang zu gewinnen — und um dessen ganz einfache Einsicht sich wesentlich zu bemiihen ist —, ist die Erkenntnis des logischen
Satzes, daf3 das Negative ebenso sehr positiv ist oder daf§ das sich Widersprechende sich nicht in Null, in das abstrakte Nichts
auflost, sondern wesentlich nur in die Negation seines besonderen Inhalts, oder daf$ eine solche Negation nicht alle Negation,
sondern die Negation der bestimmten Sache, die sich auflost, somit bestimmte Negation ist; daf3 also im Resultate wesentlich
das enthalten ist, woraus es resultiert, — was eigentlich eine Tautologie ist, denn sonst wére es ein Unmittelbares, nicht ein
Resultat.» Hegel 1986b, S.49.
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wohl positiv, wie auch negativ ist. Aber das ist keine Negation eines beliebigen Widerspruchs, woraus
der Zusammenbruch von allem folgt, sondern es ist die Negation eines «besonderen Inhalts»>®, namlich
davon, dass die Negation sowohl negativ wie positiv ist. Diese Negation ist also auch keine beliebige,
sondern die einer «bestimmten Sache»°®, eine bestimmte Negation. Dieses Ergebnis ,enthalt’ die Voraus-
setzungen, insofern es Ergebnis gerade dieser Voraussetzungen ist.

Waihrend man in der aristotelisch-fregeanischen Logik schliefSt, negiert man in der HEGELschen. Man
beachte allerdings, dass die bestimmte Negation keine Regel an die Hand gibt, mittels der sich aus
einem gegebenen Anfangspunkt, den Pramissen, mechanisch etwas produzieren liefse, wie eine Kon-
klusion mittels Schlussregeln. Denn die Gedankenbewegung fliefSt zumindest der Konzeption nach,
wie oben erwidhnt, aus der Sache, und die Form ist ein spédteres Reflexionsprodukt, das bereits den Un-
terschied zwischen Form und Inhalt voraussetzt. Damit ist der Gedankengang aber nie vorhersagbar
und deswegen alleine schon nicht formalisierbar als eine neue formale Logik. Denn in einer formalen
Logik ist die rein syntaktische Seite mit der Semantik so eng verbunden, dass es keinen semantischen
Zwang geben darf, der eine syntaktische Willkiir darstellt.

Fakt scheint es jedenfalls zu sein, dass die zahlreichen Versuche, die HEGELsche Logik zu formalisieren,
bisher alle erfolglos waren.”” Dem steht gegeniiber, dass die Hegelforschung bis heute nicht kliren
konnte, was so wichtige Ausdriicke wie die bestimmte Negation in der WISSENSCHAFT DER LOGIK be-
deuten®® — Puntel® behauptet sogar, dass HEGELs Dialektik iiberhaupt nicht zu begreifen sei, weil es
nichts zu begreifen gédbe. Wir werden uns im ndchsten Abschnitt einem Projekt zu, das grundlegende
Ideen zwar aufgreift, aber unabhingig von HEGELs Werk weiterverarbeitet.

5.4.2 Hegel <formalized>

Uwe Petersen ist der Auffassung, dass man HEGELs Dialektik nicht formalisieren konne, weil es noch
gar keine fertige (informelle) Theorie der HEGELschen Dialektik gebe (und nur Theorien formalisier-
bar seien).’ Vielmehr sei die Hegelforschung gescheitert: «Weder Hegel noch seine Exegeten kon-
nen einen Inhalt vorweisen, an dem sich die Anspriiche der spekulativen Logik und Philosophie auf
eine besondere Art der Erkenntnis, die sich dem klassischen Denken entzieht, messen lassen.»®! Sein
Projekt zielt darauf, die Moglichkeit einer formalen dialektischen Logik zu ergriinden. Fiir den Auf-
bau einer formalen dialektischen Logik, zieht er mehrere Uberlegungen hinzu, die er in der spekula-
tiven Philosophie verortet: (1) Eine Begriffsintension besteht fiir sich, auch wenn die Extension wider-
spriichlich bzw. unbestdndig ist. Sind unbestidndige Begriffsumfange aber Objekte der Logik, dann
kann nicht mehr allen Aussagen ein eindeutiger Wahrheitswert zugeordnet werden. Das Prinzip der
Wahrheitsdefinitheit muss aufgegeben werden. (2) Dies ist insofern unproblematisch, als Aussagen mit
dem Vollzug von Uberlegungen ihre Bedeutung dndern kénnen. Damit steht eine einmal gemachte
Annahme nicht an anderen Argumentationspunkten weiter zur Verfiigung, sondern muss neu gesetzt

55 Hegel 1986b, S. 49.
56 Hegel 1986b, S. 49.

57 Fiir einige der Versuche, die HEGELsche Dialektik zu formalisieren, siehe die Verweise in Petersen 2009, S. 143f.. Zur Verwen-
dung parakonsistenter Logiken beziiglich HEGELS Dialektik siehe Bremer 2012.

58 Siehe Sparby 2012.
59 Siehe Puntel 1996, S. 131f.,152.

60 Siehe Petersen 2010, S. 6. Die Darstellung der Leitlinien seines Projekts in Petersen 2010 wurde von ihm nicht revidiert, s.
Petersen 2002, S. 6. Siehe auch Petersen 2009, S. 127,140ff..

61 Petersen 2007, S.96. Anderswo: «Was Hegel im einzelnen sagt, ist logisch unhaltbar und wird an Unsinnigkeit nur von dem
ubertroffen, was seine Interpreten sagen.» Petersen 2009, S. 143.
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werden.®? (3) Die Begriffsbildung wird nicht (kiinstlich) beschrankt.®® (4) Widerspriiche, die aus einer
unbeschriankten Begriffsbildung entstehen, sind eine treibende Kraft zur Explikation der Denkbestim-

mungen (Kategorien).t*

Diese von HEGELs Werk angeregten Ideen entfalten ihre Wirkung, so Petersen, aber erst im Kontext
der mathematischen Logik.®® In dieser Kombination sollte es moglich werden 1.) die «grundlegenden
Denkbestimmungen» in «rein logischen Termen» zu definieren; und 2.) ihre Gesetzmissigkeit durch
«rein logische Mittel» abzuleiten.®®

Petersens Projekt ist eine Art ungewdohnlicher Fregeanischer Neologizismus, insofern es eine logische
Begriindung der Arithmetik wie auch der Modalitit, Temporalitidt, Lokalitdt, Kausalitdt und anderer
Denkbestimmungen betreibt. Im Anschluss an Frege benutzt er eine typenfreie Logik mit unbeschrank-
ter A-Abstraktion, das Axiom der unbeschrankten Abstraktion formalisiert sozusagen (3). Da die un-
beschrénkte Abstraktion in Form des Grundgesetzes V,%” zu der fiir Frege verhdngnisvollen Ableitung
eines Widerspruchs fithrte, muss etwas anderes gedndert und die Ableitungsstiarke im Kalkiil abge-
schwicht werden, um einen Widerspruch zu verhindern. Wenn man darauf verzichtet, dass man eine
einmal gemachte Annahme 6fters gebrauchen darf, dann wird der Kalkiil tatsachlich konsistent. Dieses
Vorgehen wird durch (2) begriindet und bietet im Ergebnis die Moglichkeit modale Operatoren rein
logisch zu definieren. Die Idee dazu: Haben gleiche Annahmen A, 4, ... nicht notwendigerweise den
gleichen Wahrheitswert, so sind beliebig lange Konjunktionen (gewisser Art) ANA, ANAAA, ... nicht
aus A ableitbar, weil i.a. gerade nicht gilt A — AAA. Die Notwendigkeit von A, symbolisch LA,
konnte dann vielleicht als eine Art unendliche Konjunktion AAAA ... definiert werden®® (was tech-
nisch um einiges komplizierter ist als es hier erscheinen mag, weil u. a. nur endliche Konjunktionen zur
Verfiigung stehen; um wichtige Eigenschaften der Modalkonstanten zu erhalten, erweitert Petersen die

Schluannahmen um sogenannte Z-Schliisse).*’

Das Projekt nochmal anders dargestellt: Eine dialektische Logik ist weniger Schlusslehre als vielmehr Be-
griffstheorie. Die unbeschriankte Komprehension als Axiom zu setzen, sei nicht Freges Fehler gewesen,
vielmehr sind die in seiner Logik ableitbaren Widerspriiche Anzeichen dafiir, dass mit den zugrunde
gelegten theoretischen Konstanten etwas nicht stimmt. Als Kern der Logik in dialektischer Hinsicht
macht Petersen die sogenannte Strukturschlussregeln (s.u.) aus, von denen er eine aufgibt, um die
Konsistenz des Kalkiils herzustellen und um ihren Gehalt untersuchen zu konnen, indem man sie ,der
Inkonsistenz annéhert’; das Weglassen der Kontraktionsregel macht erst die Definition der Notwendig-
keit moglich.

Technisch betrachtet arbeitet Petersen in Gentzens intuitionistischen Sequenzenkalkiil und lasst (begriindet durch

(2)) die Kontraktionsregel weg, dasist A, A, I' = C. Die Schlussregeln:70
AT =C

62 Siehe z. B. Petersen 2009, S. 173.
63 Siehe z. B. Petersen 2009, S.129,191.
64 Vgl. Petersen 2009, S.127.

65 Entsprechend seine biographische Selbstauskunft: «Meine Arbeit war vorrangig durch den Versuch bestimmt, in der mo-
dernen Logik — also wesentlich der Logik im Anschluff an Frege — ein Moment zu finden, das der Hegelschen Vision einer
Entwicklung von Denkbestimmungen im und aus dem reinen Denken entgegenkommt, und zwar in einer Form, die den
Anspriichen an Exaktheit der mathematischen Behandlung der Logik geniigt.» Petersen 2009, S.125. Dabei ergibt sich der
natiirliche Ankntipfungspunkt durch die Antinomien in den modernen Formalwissenschaften, die sozusagen eine Dialektik
herbeirufen; vgl. Petersen 2009, S. 159.

66 Petersen 2007, S.96.

67 in Frege 2009, (§ 20).

68 Zur Verwendung des Konjunktionszeichens hier beachte man die Anmerkung in Petersen 2010, S. 96.
69 Vgl. Petersen 2007, S. 143ff.,152f..

70 Vgl. Petersen 2007, S. 114f..
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Fiir e: 3, T=C, T = [t . FirC: TI'sres ret, I1—C, acs, I = act.
teAxg[x], T = C I = t€AxF[x] sCt, I, II=C I'=sCt
Schnitt: T = C TII[C] = B. Verdiinnung: T'=C. Vertauschung: T, A, B,I1=C
I, 1] =B AT=C T,B, A Il=C

Diese Schlufiregeln, quasi eine Erweiterung des Sequenzenkalkiils ohne Zusammenziehung durch SchlufSregeln
fur € und C, ergeben mit einer entsprechenden Sprache, die als logische Konstanten nur die Elementschaft €,
die Inklusion C und den A-Operator hat, die Logik LD A 71 Die iiblichen logischen Konstanten kénnen definiert
werden. Ohne die Kontraktionsregel ist keine vollstindige Induktion tiber die nattirlichen Zahlen ableitbar oder
auch nur die natiirlichen Zahlen als Gesamtheit zufriedenstellend definierbar. LD, ist unentscheidbar — im Un-
terschied zur intuitionistischen Logik erster Stufe ohne Kontraktion — und ihre Konsistenz mit wenigen Mitteln
beweisbar. Sein Kalkiil ist von einem herkémmlichen substanziellen Logikbegriff aus betrachtet exotisch. So fallen
extensionale Gleichheit und Identitdt auseinander, somit verandern sich auch die Beschreibungsmoglichkeiten und
das Auswahlaxiom ist nicht vertraglich mit der unbeschrénkten Abstraktion. Charakteristisch sind fiir LD, die di-
rekten Fixpunkttheoreme. Aus ihnen ergeben sich unmittelbar kontraintuitive Sétze, z. B. die Existenz eines Satzes
A mit A > - A, eines Terms t (S die gewdhnliche Nachfolgerfunktion) mit S(¢) = ¢, fiir das Komplement ¥ einer
Extension x: f = t. Sozusagen ,alles’ hat einen Fixpunkt, auch wenn es keinen haben ,diirfte’. Abseits von einer
Ausdeutung (hegelscher Art) dieser Auswirkungen der Selbstbeziiglichkeit in Form der Fixpunkttheoreme ist es
technisch das Fehlen der Kontraktionsregel, die die Ableitung eines Widerspruchs ,kurz vor knapp’ verhindert.
Die Geltung der direkten Fixpunkttheoreme desavouieren L'D, unter Philosophen weitgehend, auch wenn in der
Informatik aus technischen Griinden ein groReres Interesse an L'D) besteht.

Gegen Petersens Projekt konnte eingewendet werden, es wiirde keine Letztbegriindung der Logik lie-
fern: (1.) weil die Syntax von LD, ohne Semantik bleibt, und nicht zu sehen ist, wie tiberhaupt eine
passende und integre Semantik beschaffen sein konnte; (2.) weil er zum Aufbau von LD, eine klassi-
sche (Meta-) Logik mit mathematischer Induktion benutzt, um z. B. zu definieren, was eine Formel ist,
und Beweise fithren zu konnen; (3.) weil man manche grundlegende Voraussetzungen der modernen
formalen Logik nicht in ihr selbst reflektieren kann.

Zu (1.): Dem ersten Einwand kénnte man mit dem Gedanken entgegentreten, dass Form und Inhalt
noch nicht getrennt sind. Durch die Erklarung und Begriindung des Aufbaus des Kalkiils von LD,
ist bereits eine Bedeutung mitgegeben, die sich mit der Erweiterung des Kalkiils und der Anwendung
in einer ndher anzugebenden Weise entwickelt, und wieder gestaltend zurtickwirkt. Tatsdchlich scheint
Petersen etwas dhnliches zu vertreten.”? Jedenfalls verwirft er fiir die dialektische Logik jede modellthe-
oretische Semantik, die die Syntax in einer (dufieren) Realitdt interpretiert und vermeidet jede Bezug-
nahme auf auflertheoretische Gegenstinde. Dies gelingt dadurch, dass er das Modell selbst als Theorie
auffasst, als addquates Modell seiner intendierten Logik die (formalisierte) Metatheorie nimmt und die
Représentierung der ,Gegenstinde’ als eine Art Godelisierung zu betreiben scheint.”3

Zu (2.): Petersen geht es nicht um eine absolute Letztbegriindung. Die Klarheit, die mit der mathe-
matischen Behandlung der Logik verbunden ist, geniefst Vorrang. Deshalb kann erst dann in klarer
und praziser Weise ,philosophiert’ werden, wenn eine mathematische Theorie bereit steht, innerhalb
der mathematisch gearbeitet werden kann. Indem im Rahmen umfassenderer mathematischer Theo-
rien gerade eine (der Konsistenzstidrke nach) sehr schwache Logik mit ungewohnlichen Eigenschaften
wie LD, zur Untersuchung gewshlt wird, konnten durch ihre schrittweise begriindete Erweiterung
grundlegende Gesetzmaéssigkeiten unterschieden und bestimmt werden. Erweitert durch die oben er-
wihnten Z-Schliisse zu LiD? ist sie allerdings stark genug, um ihre eigene Sprache und ihren Ablei-
tungsbegriff zu reprasentieren. Insofern begriindet sie sich selbst. Die prasupponierte Aussage (2.), er
wiirde eine klassische Metalogik verwenden (miissen), ist also falsch.

71 Und die Semantik von L'D, ? Siehe dazu weiter unten.

72 Z.B.merkt er an: «... die dialektische Logik betrachtet Form, insofern diese fahig ist, sich aus sich selbst heraus einen Inhalt
zu geben.» Petersen 2009, S.135. Oder: «All das bedeutet aber nicht, daf3 es keine Semantiken fiir die zusammenziehungs-
freie Logik mit uneingeschrankter Abstraktion gidbe — nur, dafl ich sie fiir einen philosophischen Hintergrund wie den der
Grundlegung einer Theorie der Dialektik ungeeignet halte.» Petersen 2009, S. 174, s. a. Petersen 2002, S. 320.

73 Fiir Details siehe Petersen 2002, Kapitel 28, insbesondere §111.
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Zu (3.): Petersen scheint auch nicht die formale Logik begriinden, sondern umgekehrt, die (noch) un-
klaren Kategorien rein logisch definieren und ihre Gesetze untersuchen zu wollen. ,Rein logisch’ heift
hier ,mit rein logischen Ausdriicken’, und dazu gehoren — man beachte — in L'D, auch beliebige Ab-
straktionsterme. Dialektische Logik beinhaltet fiir ihn, wie die Logik fiir Frege, eine einfache Begriffs-
theorie, d.h. eine einfache Mengentheorie, die heute tiblicherweise nicht mehr zum Grundbestand einer
Logik zdhlt. Mit dieser rudimentiren Begriffstheorie schliefst er zumindest duflerlich an HEGELs WIs-
SENSCHAFT DER LOGIK an, ohne andererseits das moderne Verstdndnis von Logik als wahrheitserhal-
tendem Schlieflen abzuwerfen. Wahrend bei HEGEL der Satz eine spekulative Form inne hatte und das
Ganze eine Begriffsbewegung und -explikation darstellte, begreift Petersen in der dialektischen Logik
das Schlieflen als das Zentrale, insbesondere wegen des Fehlens der Kontraktionsregel.

Petersens Ansatz besteht demnach in einer Erneuerung des HEGELschen Projekts, die Grundbestim-
mungen der Logik zu explizieren, jetzt allerdings im Rahmen einer formalen Logik. Fiir ein besseres Ver-
standnis der WISSENSCHAFT DER LOGIK dient er (zumindest zunéchst) nicht. Die entscheidende Liicke
der bisherigen Durchfiihrung des Projekts besteht m. E. in der Interpretation der Ergebnisse. Wenn z. B.
die modalen Operatoren rein logisch definiert werden kénnen, und mit einer konkreten Definition und
der Ergianzung durch sogenannte Z-Schliisse wesentliche Gesetze {iber sie abgeleitet werden kénnen,
stellt sich die Frage, ob man dadurch Notwendigkeit und Moglichkeit besser verstanden hat. Kann
man dieses bessere Verstindnis auf andere Gebiete {ibertragen, miissen bisherige Ansichten revidiert
werden? Problematisch scheint mir hier wieder die Entformalisierung zu sein.

Soweit Petersens umfangreiche Ausfiihrungen im Rahmen dieser Arbeit beriicksichtigt werden kénnen,
zielen sie nicht direkt darauf ab das Verhiltnis zwischen dem Informellen und Formalisierten zu 19sen,

sondern sind selbst auf eine Klarung dieser Beziehung angewiesen.”*

5.4.3 Formale versus intuitive Logik

Es scheint nach den letzten beiden Abschnitten ein fundamentales Problem der philosophischen Praxis
zu geben, ndmlich dass eine formale Logik, die in ihren Bestimmungen klar umrissen ist, diese nicht
selbst begriinden kann, wahrend eine Logik, die dies wiederum zu leisten vorgibt, selbst unklar und
unformalisierbar bleibt. Ob die HEGELsche Logik vielleicht eine positive Ausnahme ist und die intu-
itive Logik informell begriinden kénnte, kann hier nicht gezeigt werden; der aktuelle Forschungsstand
bietet hierzu keine Antworten an. Wir kehren zu dem praktischen Problem des Verhiltnisses zwischen
formaler und intuitiver informaler Logik zuriick (s. Abschnitt 5.1.1).

Verhilt es sich denn wirklich so, dass, wie dort gesagt, die informale der formalen Logik vorsteht? Denn
eigentlich dienen ja Formalisierungen auch dazu die Giiltigkeit von informell durchgefiihrten Schliissen
zu liberpriifen und zu korrigieren. Blau meint:

. so stellt sich die Frage, wer hier wen kontrolliert, die intuitive Logik die formale, oder die formale die
intuitive? Mir scheint, die Kontrolle ist wechselseitig. Oder um es etwas genauer zu sagen: Letzten Endes ist
es die intuitive Logik, die sich selbst kontrolliert, notfalls auch revidiert, und sich dazu gewisser Formalismen
bedient oder bedienen kann, wobei natiirlich auch diese revidierbar sind.”®

74 Wahrend Petersen in der modernen Logik verbleibt und sich von Hegelschen Uberlegungen anregen lésst, nimmt Hans-Peter
Falk die Pradikatenlogik (erster Stufe) und die moderne sprachanalytische Diskussion als Ausgangspunkt um HEGELs Logik
zu betrachten: «Unbedenklich ,vorausgesetzt’ werden kann offenbar die Struktur der Pradikatenlogik erster Stufe, wie sie im
gewohnlichen Sprachgebrauch présent ist, d.h. in einer Weise, die eine Reflexion {iber sie (logischer oder semantischer Art)
nicht beinhaltet. Es handelt sich hier um etwas im strengen Sinn Unbezweifelbares. ... Konkret schliefit sie nichts ein als
die angemessene Verwendung der logischen Zeichen des Pradikatenkalkiils der ersten Stufe bzw. ihrer umgangssprachlichen
Aquivalente (nicht’, ,und’, ,alle’ etc.), also z. B. das Wissen darum, daf} eine Aussage falsch ist, wenn ihre Negation wahr ist,
und Ahnliches.» (Falk 1983, S. 18) Aber gerade mit dem letzten Satz — setzt man die so verstandene Pradikatenlogik absolut —
wird man dem Hegelschen Ausgangspunkt im reinen Denken nicht gerecht.

Letztlich wird man den Zusammenhang zwischen HEGELs Logik und moderner Logik wohl erst in einem zweiten Schritt
erkennen, indem man sich in einem ersten Schritt an den ,inhaltlichen’ Fragen, was eine Zahl sei oder eine gerade Linie, die
HEGEL ja zu kldren anstrebt, orientiert und ,abgearbeitet’ hat (ein erster Ansatz dazu in Fufinote 70 auf S. 103).

75 Blau 1978, S.13, vgl. Blau 2008, S. 147
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Dagegen wendet sich Puntel:”® «...von einer >Kontrolle< kann nur dann sinnvollerweise die Rede sein,
wenn es sich um eine Instanz handelt, die klare und ganz bestimmte Konturen hat. So etwas wie eine in-
tuitive Logik besitzt aber nicht solche Konturen.» Etwas wie der tatsdchliche Gebrauch einer natiirlichen
Sprache sei zu unbestimmt hinsichtlich seiner moglichen logischen Tiefenstrukturen, um als Autoritét
fir die Begriindung logischer Gesetzmaissigkeiten zu dienen.”” Das Bestimmte miisse vielmehr das
Unbestimmtere kontrollieren, so wie man natiirlichsprachliche Schliisse formalisiert, um ihre Giiltigkeit
zu iiberpriifen.

Dieser Einwand Puntels ist korrekt, wenn die intuitive Logik etwas Festes ist und demnach etwas in
bestimmter Weise Unbestimmtes, wie die vage logische Form mancher natiirlichsprachlicher Auerun-
gen. Blau scheint unter einer intuitiven Logik aber eine Art Potential zu verstehen, das sich aktualisiert
und sich dariiber wieder selbst, d.h. in seinem Potential, verbessert. Die intuitive Logik befindet sich
demnach in einer (teilweise) selbstgesteuerten Bewegung, in der sie sich selbst immer weiter bestimmt.

Diese Auffassung besitzt Plausiblitdt, insofern sie gut die historische Entwicklung und den individu-
ellen Lernprozess zu beschreiben scheint und sensibel fiir die (in diesem Kapitel argumentierte) Bedeu-
tung des Informellen ist.

5.5 Zur Formalisierung von Finslers Mengenlehre

5.5.1 Einbettung und Rechtfertigung

Ein Resultat der vorhergehenden Abschnitte ist, dass es nicht formalisierbare Bereiche hinter und neben
dem Formalen gibt. Zu diesen Bereichen zdhlt man im allgemeinen nicht die ausgereifte mathematische
Theoriebildung. Denn wenn sich etwas addquat formalisieren ldsst, dann muss es das rein mathema-
tisch préazise Argument sein — unabhédngig davon, ob man es tatsdchlich formalisiert.

In diesem Abschnitt wird die Formalisierbarkeit der Finsler-Mengenlehre untersucht.”® Er beinhaltet
ein weiteres Beispiel fiir die Bedeutung der Grenzen und des ,Jenseits” des Formalen (wie in Abschnitt
5.1 skizziert) und wird bereits allgemeine Fragen zur Grundlegung der Mengenlehre diskutieren, die in
Abschnitt 7.4 wieder aufgegriffen werden. Dabei werden die Verstindnisprobleme expliziert (und ich
versuche sie zu 16sen), die fiir manche Mathematiker bei der Begegnung mit der Finsler-Mengenlehre
auftraten und teils zu einer harschen Ablehnung Anlass gaben. Um diesen grundséatzlichen Verstand-
nisschwierigkeiten addquat zu begegnen wird im folgenden nicht nur das kurz darstellbare und be-
griindbare Ergebnis meiner Beschiftigung mit der Finsler-Mengenlehre angefiihrt, sondern ein Grofiteil
des Weges dorthin nachgezeichnet.

Es mag ungewohnlich erscheinen, dass man meint, sich fiir die Beschéftigung mit einer mathematischen
Theorie grundsatzlich rechtfertigen zu miissen. Der Grund liegt darin, dass sich zwei schwerwiegende
Einwénde geben lassen, dass die Finsler-Mengenlehre (FM) gar keine mathematische Theorie sei, und
damit die (mathematische) Wissenschaftlichkeit des ganzen Unterfangens gefdhrdet sei. Der erste Ein-
wand ergibt sich aus der Rezeptionsgeschichte der FM. Eine der ersten publizierten Auseinanderset-
zung anderer Mathematiker mit FM ,entdeckte’ einen Widerspruch im Axiomensystem und beendete
damit so gut wie jede weitere Aufnahme in mathematischen Kreisen. Das Kuriose daran ist jedoch, dass

76 Puntel 2006, S. 115f..
77 Siehe Puntel 2006, S. 114.

78 Zu der Version der Finslerschen Axiome in Finsler 1926b wurde bemerkt: «...it is no an axiomatization at all in the modern
sense — it is unclear whether it can be formalized.» Rieger 2000, S.246. Und zu einer Form des dritten Axiom im Speziellen:
«We have struggled to understand what is meant by this axiom and how Finsler could draw his stated conclusions from it,
and we have been unable to come up with a coherent explanation.» Holmes 1996, S.13.
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der Beweis des Widerspruchs von Baer’” nicht nur mathematisch falsch ist, sondern sogar von Finsler

in seinem Artikel, 80

auf den Baer sich bezieht, vorweggenommen und widerlegt wurde. Die Neuauf-
nahme des Baerschen Beweises durch Holmes 1996 wiederum interpretiert das dritte Axiom Finslers
falsch. Ein letztlich korrekter mathematischer Einwand gegen FM ist mir nicht bekannt.3! Dagegen ist
aber auch nicht zu tibersehen, dass die Axiome der Finsler-Mengenlehre eher ,philosophisch’ in ihrer
Allgemeinheit anmuten, nicht so leicht auf ihren mathematischen Punkt zu bringen sind und in ihrer

Vermischung von Objekt- und Metasprache logisch naiv zu sein scheinen.

Breger®? stellt allerdings die These auf, das Finsler seine Axiome in dem mathematischen Paradigma
des 19. Jahrhunderts formulierte, und deswegen im modernen Sinne keine mathematische Theorie,
die starker formalistisch hitte geprégt sein miissen, prasentierte. Dies scheint mir nicht richtig zu sein,
denn die Verstandnisschwierigkeiten, die Baer und andere an den Tag legen, wurzeln nicht in formalisti-
schen Standpunkten, sondern in mengentheoretischen Ansichten (tiber die Existenz der Allmenge zum
Beispiel). Zudem scheint es mir plausibler, die Abwehr Finslers gegeniiber Formalisierungen durch
seine Absicht, eine tatsdchlich grundlegende (und damit seiner Meinung nach notwendig informelle)
Mengenlehre zu erstellen, begriindet zu sehen.

5.5.2 Die Axiome

Finsler modifizierte seine Axiome iiber die Zeit.8> Wir beziehen uns auf eine leichte Variante der spéte-
ren Darstellung Finslers.34

AxiomI  Fiir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen sie die Beziehung > hat.

AxiomII  Mengen sind immer dann identisch, wenn die Annahme ihrer Identitdt nicht zu einem
Widerspruch fiihrt.

Axiom III  Ein mathematisches Objekt ist eine Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine
Menge, nicht zu einem Widerspruch mit Axiom I und Axiom II fiihrt.

Bemerkungen: > (entspricht ,beinhalten”) ist das umgedrehte Zeichen € (das von ,Element von”
kommt) und betont den insgesamt stdrker intensionalen Charakter des durch die Axiome aufgestellten
Mengenbegriffs.%% Das Axiom I ,regelt’ die Menge-Element-Relation >, Axiom II die Identitétsrelation
=, und Axiom III scheint die Existenz festzulegen.

79 In Baer 1928.

80 Némlich Finsler 1926b.

81 Siehe Abschnitt 5.5.6 zu anderen Einwanden.
82 Siehe Breger 1995.

83 Namlich die aus Finsler 1926b in Finsler 1964.

84 Namlich auf die Version in Bakker und Ziegler 1996. In ihrer Erstfassung lauteten die Axiome:

L Fiir beliebige Mengen M und N ist stets eindeutig entschieden, ob M die Beziehung B zu N besitzt oder nicht.
1L Isomorphe Mengen sind identisch.
IIL. Die Mengen bilden ein System von Dingen, welches bei Aufrechterhaltung der Axiome I und II keiner Er-

weiterung mehr fahig ist.

Finsler ftigt zu III. erklarend hinzu: «dh. es ist nicht moglich, zu den Mengen noch weitere Dinge hinzuzunehmen, so daf}
auch in dem so entstehenden neuen System die Axiome I und II erfiillt sind.» (Finsler 1926b, S.691.) In Finsler 1954, S.33,
findet sich das Vorbild fiir die hier angegebenen Axiome:

1. Jede Menge bestimmt ihre Elemente, d.h. die Mengen, zu denen sie die Beziehung B besitzt.
2. Die Mengen M und N sind identisch immer, wenn maglich.
3. M ist Menge immer, wenn moglich.

Berticksichtigt man, dass fiir Finsler das Moglichsein mathematischer Gegenstande gleichbedeutend war mit dem Wider-
spruchsfreisein, ergeben sich die angegebenen Axiome.

85 Achtung: Im Kontext von FM werden die Zeichen ,>%, ,=", , A “ etc. (wie zuweilen in der Mathematik) zur Abkiirzung
nattirlichsprachlicher Sétze benutzt, wahrend sie ansonsten (z. B. in Bezug auf ZFC) Teile einer formalen Logik sind. Streng
genommen miisste man entsprechende metasprachliche Symbole einfithren, was aber den Zeichenapparat sehr vergroiern
und letztlich das Verstdandnis unnétig erschweren wiirde.
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Die Finsler-Axiome muten in einem mathematischen Kontext seltsam an. Sie scheinen mit micht zu
einem Widerspruch fiihren> etwas zu benutzen, das in ihrem Kontext nicht gekldrt wird. Weiter scheint
Axiom I eine Voraussetzung zu sein, die sowieso bei jeder Mengenlehre gegeben sein muss. Insgesamt
ist unklar wie die Axiome mathematisch zu verstehen sind, wie zum Beispiel die Existenz der leeren
Menge (=: @) mit ihnen bewiesen (oder widerlegt) werden kann. Deshalb wird in Abschnitt 5.5.3 der
mathematische Umgang mit ihnen in seinen Anfidngen dargestellt. In Abschnitt 5.5.4 wird dann die
Moglichkeit ihrer Formalisierung diskutiert.

Hintergrund fiir jede mengentheoretische Diskussion ist die mathematische Standard-Mengenlehre, be-
zeichnet durch die Abkiirzung ZermeloFraenkelChoice (ZFC). Diese Mengenlehre ist in einer Pradikatenlo-
gik erster Stufe mit den zweistelligen Relationen = und € axiomatisiert.3

Die Axiome (und Axiomenschemata) nach Zermelo, Fraenkel und Skolem sind:

Extensionalitit Axy(Az(z€x < z€y) - x=y)
Zwei Mengen sind dann identisch, wenn sie die gleichen
Elemente haben.

Paarmenge AxyVz (x €z Ay € 2)
Fiir je zwei Mengen existiert eine Menge, die beide ent-
hlt.

Aussonderung AxNuy...unVzAy(y €z < y€xndp(y))

gilt fiir jede Formel ¢ mit freien Variablen x,y,uy, ..., up.
Es existiert jede durch eine Eigenschaft ¢ bestimmte Teilmenge
einer Menge.

Vereinigungsmenge AxVulyz(z€yryex — z€u)
Fiir jede Menge a gibt es eine Menge, die die Elemente
aller Elemente von a enthlt.

Potenzmenge AWz (zCx — z€y)
Die Potenzmenge jeder Menge existiert.

Unendlichkeit Vx(@exnNyex(yuly} € x))
Es gibt eine Menge, die die leere Menge enthalt und mit
jeder Menge, die sie enthélt, auch deren Nachfolger.

Ersetzung AxAuy...upy (NzexVny ¢ — VulNvexVyeu ¢)
fiir jede Formel ¢ mit den freien Variablen x,y,z,uy, ..., Uy
Fiir jede Menge a, auf der eine eindeutige Funktion ¢ definiert
ist, existiert die Bildmenge von a unter ¢.

Fundiertheit AxMyex - Wyex rn Nzex(z¢y)))
Jede Menge a enthilt ein Element, das kein anderes Ele-
ment von a zum Element hat.

Auswahl AxVy (y ist eine Wohlordnung von x)
Fiir jede Menge existiert eine Wohlordnung(smenge).

Das Axiom der Extensionalitdt bestimmt eine selbstverstdandlich erscheinende Eigenschaft der Iden-
titatsbeziehung: Gleiche Extension impliziert Identitit. Das Fundiertheitsaxiom schliefft im Zusam-
menspiel mit den anderen Axiomen sich wiederholende Mengen (wie x > ... 3 x) und unendlich ab-
steigende Mengen (wie x1 3 x2 3 x3...) aus und griindet das Mengenuniversum auf die leere Menge.
Das Unendlichkeitsaxiom ist ein reines Existenzaxiom, das die Existenz einer bestimmten unendlichen
Menge gewihrleistet und aus dem sich zum einen tiberhaupt die Existenz einer Menge folgern ldsst, wie
auch die Existenz der leeren Menge (©@). Die restlichen Axiome (genauer: und zwei Axiomenschemata

86 Kurzerklarung der vielleicht ungewohnten Zeichen: A steht fiir V, \/ steht fiir 3, \/\; steht fiir 3! steht fiir 'es existiert genau
ein x..." a € b heiflt "Die Menge a ist Element der Menge b", @ ist die leere Menge, d.h. die Menge mit der Eigenschaft
Ax x € D. x C y heiflt "x ist Teilmenge von y" und ist die Abkiirzung fir Az(z€ x — z€y). { und } sind die
sogenannten Mengenklammern, mit denen sich direkt durch Angabe der Elemente (wie {a,b}) oder durch eine Eigenschaft
(wie {x | x€a A x€b})eine Menge darstellen ldsst. Pot(x) ist die sogenannte Potenzmenge von x, das ist die Menge aller
Teilmengenvon x: {y |y Cx}.
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— Aussonderung und Ersetzung) sind konstruktive Existenzaxiome, insofern sie auf der Grundlage der

Existenz von bestimmten Mengen die Existenz bestimmter anderer Mengen garantieren.”

In ZFC kann leicht gezeigt werden, dass keine Allmenge {x | x = x } existiert. Denn ihre Existenz
angenommen, gibe es nach Aussonderung die Russellmenge { x | x#x }.

5.5.3 Der Sinn der Axiome®®

Die Axiome der Finsler-Mengenlehre sind eine Reaktion auf die Entdeckung der Antinomien. Die
Lehre, die Finsler aus der Russell-Menge und aus der iiber die Russell-Menge zum Widerspruch fiihren-
den vollstindigen Komprehension zieht, ist die, fiir {iberhaupt keine bestimmte Menge die Existenz zu
fordern. Wahrend die ZFC-Axiome als methodische Einschrankung der vollstindigen Komprehension
gelesen werden kénnen, werden in den Finsler-Axiomen nur die minimalen der ausreichenden Eigen-
schaften, die etwas (wie ein mathematisches Objekt) mindestens besitzen muss, um eine Menge zu sein,
mit Axiom I und Axiom II festgelegt, und dieser gerade formulierte Rahmengedanke in Axiom III
festgehalten. Damit konnen innerhalb der Mengen keine Widerspriiche mehr auftauchen, da ein Wider-
spruch nur die Nicht-Existenz der angenommenen Menge anzeigt, und mit ihrer Nicht-Existenz selbst
verschwindet.

Um diese Mengentheorie methodisch klar aufzubauen, fithrt Finsler den Ausdruck , Gesamtheit” oder
,System” ein, unter einer Klasse eine Vielheit von Mengen, die, weil sie in diesem Verstdndnis keine Ein-
heit sind, in ihrer Vielheit nicht wiederum Element sein konnen, ob von einer Menge oder einer anderen
Klasse. Die Russell-Klasse { x | x  x } ist im Gegensatz zur Russell-Menge nicht widerspriichlich, denn
sie kann sich gar nicht selbst enthalten. Die durch die Axiome zu kldrende Frage ist demnach, welche
Klassen auch Mengen sind, oder vorsichtiger formuliert: Welche Klassen strukturgleiche (isomorphe,
extensionsgleiche) Mengen besitzen.

Zum ersten Axiom. Es wird eine notwendige Eigenschaft einer Menge niedergelegt, ndmlich in der >-
Beziehung zu anderen Mengen bestimmt zu sein. Erstens ist damit (im Verbund mit Axiom II und
Axiom III) die Mengentheorie auf die reinen Mengen beschrankt worden, die nur Mengen als Elemente
enthalten. Denn nur die >-Beziehung zu anderen Mengen spielt eine Rolle in ihrer mathematischen
Behandlung. Zweitens werden mit Axiom I unbestimmte Phantommengen von den Mengen ferngehal-
ten: Das sind entweder tiberbestimmte und damit widerspriichliche Phantommengen wie die Russell-
Phantommenge R = {x | x # x }, fiir die sowohl R 5 R als auch R # R gilt, oder unterbestimmte
Phantommengen wie P = {x | x 3 x} fiir die nicht bestimmt ist, ob P > P oder P # P.%° Drittens
geht aus der Formulierung von Axiom I hervor, dass die >-Relation asymmetrisch definiert ist, und sie
somit nicht notwendig symmetrisch ist.”

Wihrend Phantommengen mit zu Widerspriichen fithrenden Definitionen von den Mengen ausge-
schlossen werden, geschieht dies nicht fiir eine grofse Anzahl von méglichen Mengen, fiir die es keine
vergleichbaren Mengen in ZFC gibt. Zunichst wird eine sogenannte Allmenge {x | x > x v x Z x }

87 Siehe Abschnitt 7.4.1.2.

88 Dieser und der niachste Abschnitt bauen auf der mathematischen Darstellung der Finsler-Mengenlehre in Bakker und Ziegler
1996 auf.

89 Der Ausdruck ,Phantommenge” birgt die hier jeweils angewendete Gedankenform: Wenn man von der Klasse annimmt, sie
sei eine Menge, so zeigt sich, sie widerspricht Axiom I. Wem das zu bildlich ist, kann stattdessen die definierende Eigenschaft
betrachten. Fiir eine Formalisierung von ,annehmen” siehe Abschnitt 5.5.6.

90 Der dritte Punkt ist heute selbstverstdndlich, da die Termstellen in einem Prédikat stets geordnet sind, dh. P(x1,xp) ist
wohlunterschieden von P(xy, x1). Eine nicht-formalisierte Formulierung von Axiom I wie: Fiir beliebige Mengen M und N ist
stets eindeutig entschieden, ob zwischen M und N die €-Beziehung besteht oder nicht, dh. ob M € N oder M ¢ N wahr ist, (vgl.
Baer 1928, 5.536) legt in jhrem ersten Teil eine symmetrische Beziehung nahe, wenn man ohne Vorverstindnis an die Axiome
herangeht.
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nicht durch Axiom I verhindert. Sie hat zu jeder Menge die >-Beziehung, insbesondere zu sich selbst.
Gleiches gilt fiir Mengen knapp neben der Russell-Klasse: Ry = {x | xZx v x=R; } und Ry = {x |
xZx A x#Rp}. Ry enthilt alle Mengen, die sich nicht selbst enthalten, und sich selbst, wihrend R,
alle Mengen enthilt, die sich nicht selbst enthalten aufler sich selbst. Fiir R; und R, ist also eindeutig
bestimmt, welche Mengen sie beinhalten und welche nicht. R; hat eine Menge mehr als die Russell-
Klasse, namlich sich selbst, R, enthilt eine Menge weniger, es enhilt sich selbst nicht. Demnach gilt:
Ry CRCRjund Ry 5 Ry.

Zum zweiten Axiom. Es stellt keine Ersetzung der Extensionalitidt dar in dem Sinne, dass es die Extensio-
nalitdt negieren wiirde, sondern ist eine nétige Erweiterung. Betrachtet man ndmlich sich selbst enthal-
tende Mengen (die in ZFC durch Fundiertheit ausgeschlossen werden) wie | = {J} und K = {K} ist
die Identitatsbeziehung fiir sie durch Extensionalitit anscheinend nicht mehr entschieden. Denn wenn
fiir das jeweilige Element gilt | = K, dann gilt auch {J} = {K}. Gilt aber fiir die Elemente | # K, dann
auch fiir die Mengen {J} # {K}. In Finsler 1926b wird als Vorldufer von Axiom II folgendes formuliert:

Axiom /, Zwei Mengen sind identisch, wenn sie isomorph sind.

Ungenau gesagt bedeutet ,isomorph’ soviel wie ,strukturell gleich’ und kann hier durch Graphen ver-
anschaulicht werden:*! Wenn die Graphen zweier noch nicht identifzierter Mengen gleich sind, so sind
sie identisch. (Ein e steht fiir eine Menge, ein—fiir 3.)

O O

Ahnlich gilt fiir die Mengen A = {B}, B={C} und C = {A} \-/. die Identitat
A=B=C
und damit die Identitdt mit der gerade erwédhnten sogenannten Julia-Menge | = {]}.

Das Axiom / reicht aber nicht. An der Menge A = {A,{A} }, die dadurch eindeutig bestimmt ist,
dass sie genau sich und ihre Einermenge als Elemente enthélt, kann man die Frage aufwerfen, ob A =
{A}. Sind sie isomorph? Die Menge {A} enthillt genau ein Element, die Menge A mdoglicherweise
zwei. Enthilt sie nun zwei oder ein Element? Das war die Ausgangsfrage, zu der man in einem Zirkel
zuriickkehrt und die man so nicht entscheiden kann.

Axiom II identifiziert nun alle Mengen, bei denen das moglich ist, nach dem Minimalitdtsprinzip.
Nimmt man A={A} an (und argumentiert im folgenden iiber die Elemente), dannist A={A, {A} } =
{A}, und A und {A} sind isomorph und haben die gleichen Elemente. Wenn sie aber die gleichen
Elemente haben, dann kann in Bezug auf Axiom I kein Widerspruch an ihnen auftreten.

Aus Axiom IT kann man Axiom g und (nicht-formalisierte) Extensionalitit ableiten.”? Ein iiberleiten-
des Beispiel: Die Mengen Py={x | x>x v x=P; } und P,={x | x>x A x#P, } geniigen Axiom I, P,
enthalt alle Mengen, die sich selbst enthalten, insbesondere sich selbst, und P, enthilt alle Mengen, die
sich selbst enthalten, sich selbst aber nicht. Uberraschenderweise enthalten P; und P, aber die gleichen
Elemente, namlich genau die Mengen, die sich selbst enthalten, — und sind daher identisch. Damit gilt
aber P, > Py = P, ¢ P, ein Widerspruch. Was ist schief gegangen? Es gibt mehrere Moglichkeiten: 1)
Die Selbstzuschreibung P, Z P, wurde nicht wie bei obigem Beispiel mit den Mengen A = {B} usw.
nur als Moglichkeit angenommen, sondern als fester Teil der Definition gesetzt. Parallel zu oben wiirde
sich bei einer nur vorldufigen Annahme von P, Z P, nur die ,Reduktion’ von P, auf P; ergeben. 2) Aus

91 ZweiKlassen A und B mit zwei Relationen R4 und Rp sind isomorph, wenn es eine isomorphe Abbildung zwischen ihnen
gibt. Eine Abbildung f : A — B ist genau dann isomorph, wenn sie bijektiv ist, dh. wenn gilt: wenn f(x) = f(y) dann
x =y, und fiir alle y € B existiert ein x € A mit f(x)=y; und fir zwei n-stellige Relationen R4 auf A und Rp auf B gilt:
Ra(x1,...,xn) gdw. Rp(f(x1),..., f(xy)). Zwei transitive Hiillen heiflen dann isomorph, wenn sie beziiglich > isomorph
sind.

92 Vgl. Bakker und Ziegler 1996, S.14f..
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Axiom II lassen sich Axiom /, und (nicht-formalisierte) Extensionalitit nicht ableiten, und weil aus
der Annahme ihrer Identitat ein Widerspruch folgt, sind P; und P, nicht identisch. 3) Die in 1) und 2)
vorausgesetzte Existenz der beiden Mengen ist gar nicht gegeben. Uber die Existenz entscheidet Axiom
IIIL.

Zum dritten Axiom. Es soll die Existenz einer moglichst maximalen Zahl von Mengen erlauben. In
Finslers Formulierung lautet es: N ist eine Menge, wenn moglich. Zu Axiom III gelangt man, wenn man
sich der Meinung anschlief8t, dass etwas im engsten Sinn nur dann keine Menge ist, wenn es den Mini-
malbedingungen aus Axiom I und Axiom II nicht geniigt. Eine nach Finsler zu Axiom III dquivalente
Aussage lautet: «Die Mengen bilden ein System von Dingen, welches bei Aufrechterhaltung der Axiome
I und II keiner Erweiterung mehr fahig ist.»*> Man kann nun zeigen, dass die Vereinigung von Klassen,
in denen Axiom I und Axiom II gelten, wiederum den ersten beiden Axiomen gentigen. Dann ist aber
die Vereinigung aller derartiger Klassen die grofite Klasse (X), die Axiom I und Axiom II genfigt, da-
mit nicht mehr erweiterbar, und erfiillt auch Axiom III. Diese grofite Klasse ist nicht leer, da man die
Existenz von nicht-leeren Klassen beweisen kann, die den ersten Axiomen gentigen.

Y ist insbesondere nicht erweiterbar, weil es alle Mengen enthilt. Bildet man die Russell-Klasse { £ >
x | x # x} beziiglich ¥, ist sie auf Grundlage der Finsler-Axiome keine Menge. Es macht also keinen
Sinn, sie zu ¥ in irgendeiner Art hinzuzufiigen.?*

Ausblick. Was fiir die Sinnhaftigkeit der Axiome steht, und was hier nur anfanglich antizipiert wer-
den konnte, ist, dass auf Grundlage dieser Axiome von Mathematikern anscheinend erste Gehversuche
erfolgreich unternommen wurden. Der Begriff zirkelhaft (und zirkelfrei) erlaubt es einen ,unteren’ Men-
genbereich von zirkelfreien Mengen abzugrenzen, in dem die (nicht-formalisierten) ZFC-Axiome er-
fullt sind. Dieses ZFC-Universum in den Finsler-Mengen ist selbst eine zirkelhafte Menge, von deren
Kardinalitdt leicht gezeigt werden kann, dass sie stark unerreichbar ist (d.h. zu den kleinsten unter den
sogenannten Groffen Kardinalzahlen gehort), wahrend in ZFC die Existenz derartiger Kardinalzahlen
nicht beweisbar ist. Die Finsler-Mengenlehre ist damit allem Anschein nach umfassender als ein ZFC-
Universum. Was den Mathematiker erstaunt, den Logiker misstrauisch und den Philosophen inter-
essiert macht, sind die Beweise zur Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit der Axiome, die wir hier
nicht anfiihren.”

5.5.4 Zur Formalisierung der Axiome

In der Mathematik gilt im allgemeinen: Was nicht prinzipiell formalisiert werden kénnte, ist nicht dis-
kussionswiirdig. Denn ob nicht-formalisierte Aussagen, wenn sie einem in ihrem logischen Verstandnis
unklar sind, trotzdem einen eindeutigen Inhalt haben, wird gerade gepriift, indem man sie formali-
siert. Die Besonderheit der nicht-formalisierten Finsler-Axiome liegt darin, dass es, obwohl es ernsthaft
in Frage steht, ob sie tiberhaupt formalisierbar sind, trotzdem nicht abwegig erscheint nach Abschnitt
5.5.3, dass sie einen klaren Sinn haben konnten.

Dieser formalistische Standpunkt wurde in Abschnitt 5.1 bereits relativiert. Im folgenden wird versucht,
die Finsler-Axiome zu formalisieren.

Eine wortliche Formalisierung von

AxiomI  Fiir jede Menge ist eindeutig bestimmt, zu welchen Mengen sie die Beziehung > hat.

93 Siehe Fufinote 84.
94 Wie Baer 1928 es macht.
95 Vgl. Bakker und Ziegler 1996, S.20f..
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ergibt?
©) Axy((x3yvx#y) A -(x3ynxZy)).

(1) ist aber eine Tautologie und so in jeder Theorie ableitbar. > ist als Relation auf dem gesamten
Individuenbereich definiert und Axiom I somit scheinbar mathematisch tiberfliissig und eine metalo-
gische Festsetzung. Wenn dem so wére, dann hitte es aber in Abschnitt 5.5.3 keine Auswirkung auf die
mathematischen Uberlegungen haben diirfen, die nicht in jedem formalisierten Axiomensystem auch
vorhanden sein wiirden. Eine Auswirkung spiirte aber der Schluss

(2) Fiir eine Menge x={y |y Zy}gilt x>xAxZx

x={y|y 2y} ist keine Menge
Man konnte demnach versuchen, Axiom I (im Hinblick auf Axiom IIT) mit
€ Ax(Vy(xsy nxZFy) = -M(x))

mit einem Pradikat fiir Mengen M (das man mittels M(x) := Vyy 3 x definieren kénnte) und einem
Quantorenbereich von Klassen zu formalisieren. Mit (2) wird aber das Problem aus (2’) eher weiter
verdeckt: x 3 y A x Z y enthélt einen Widerspruch. Formal folgt aus einem Widerspruch sowieso
alles, und (2) ist damit auch eine Tautologie. Was war aber dann die Auswirkung von Axiom I auf
(2)? Sie steckt im Unausgesprochenen: Aus einem Widerspruch wie 2 > b A a Z b soll nach Axiom I
nicht beliebiges folgerbar sein, sondern gerade nur, dass a keine Menge sei. Die Funktion von Axiom
I schréankt also die logischen Schliisse und Ableitungsregeln in Bezug auf Widerspriiche der Art a >
b AaZbein.

Das Axiom zur Identitdtsbeziehung

AxiomII  Mengen sind immer dann identisch, wenn die Annahme ihrer Identitdt nicht zu einem
Widerspruch fiihrt.

thematisiert die Ableitung (zum Widerspruch) direkt. Ein erster Versuch zur Formalisierung von Axiom
ITist

3) Axy(x=y < ~(x=y — 1)),

wobei L erstmal fiir eine beliebige Kontradiktion steht. Da =(x =y — 1) dquivalentist zu x = y ist
(3) eine Tautologie und, insofern Axiom II tatsdchlich die Identitdtsrelation festlegt, damit keine richtige
Formalisierung von Axiom II

Erste Bemerkung. Hier kommt ein Problem zum Vorschein, das sich in Abschnitt 5.5.3 als ungewohnte
Stirke zeigte. Im Kontext von ZFC und einer Pradikatenlogik erster Stufe ist die Kontinuumshypothese
IBot(Rg)| =Ny unentscheidbar, der Satz |Pot(Ng)| =N, ist tatsdchlich nur fiir wenige N, widerlegbar,
so auch nicht fiir X, oder R3. Demnach, wenn sich die Ergebnisse ins Nicht-formale retten liefSen, wire
aus Axiom II folgerbar, dass sowohl Rj = [Pot(Xg)| und [Pot(Rp)| =N, gilt. Dann wire aber N; =R,
ein Widerspruch. Fast scheint es so, als kdme es auf die Reihenfolge an. Wendet man Axiom II zuerst
auf [Pot(Ng)| =Ny an und erhilt die Identitdt, dann wiirde jede Annahme [Pot(Ng)| =N, mit a #1 zu
einem Widerspruch fiihren. Aber die Reihenfolge der Beweise darf nicht entscheidend sein.

Wir verallgemeinern diese Uberlegung: Die Annahme

(A) Der Satz a=b ist nicht entscheidbar.

fiihrt zusammen mit der Annahme

(B) Der Satz a=c ist nicht entscheibar fiir ein c#b.

96 Vgl. Ziegler 1996.
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und Axiom II zu dem Widerspruch a = b # ¢ = a.”” Demnach schliet Axiom II die Existenz unent-
scheidbarer Sitze aus, wenn (A) und (B) gilt (wie in ZFC), aber nicht wie scheinbar in Abschnitt 5.5.3 auf
beweis-konstruktive Art. Damit ist gemeint, dass Axiom II im Fall von ZFC gar keine Hilfen und un-
abhédngig davon vermutlich auch keine positive Anregung zur Losung der Kontinuumshypothese und
anderer (in ZFC) unentscheidbarer Sitze gibt und nur ,abstrakt’ die Existenz unentscheidbarer Satze
ausschliefst.

Zweite Bemerkung. Streng genommen muss ZFC mit Extensionalititin der formulierten Weise zusétzlich
identitatslogische Axiome oder logische Regeln besitzen, die die Eigenschaften der Identitdtsrelation
als Aquivalenzrelation wie Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitat gewahrleisten. Oder man ersetzt
die Subjunktion in Extensionalitit durch eine Bisubjunktion, so dass gilt: x und y sind genau dann
gleich, wenn sie dieselben Elemente besitzen. Fiir Axiom II scheint die Implikationsrichtung: Wenn zwei
Mengen identisch sind, dann fiihrt die Annahme ihrer Identitit zu keinem Widerspruch entweder trivial oder
seltsam zu sein. Nach Fufinote 90 scheint die Formulierung von Axiom II eine symmetrische Relation
zu behaupten, der erste Teil von Axiom II sollte also mindestens folgendermafSen verstanden werden:

X=Yy A y=x.
Eigentlich miisste auch noch die Transitivitdt direkt gefordert werden.

Dritte Bemerkung. Ein Problem gegentiber Axiom I in Hinsicht auf Axiom III scheint die Validierung der
Existenz von Mengen darzustellen. Denn bei Axiom II miisste ausgehend von einer potentiellen Menge
im Hinblick auf die Identitdt mit jeder anderen Menge die Widerspruchsfreiheit getestet werden. Man
weifs aber zundchst (und auch spéter) gar nicht, welche anderen Mengen noch existieren.

Axiom III  Ein mathematisches Objekt ist eine Menge immer dann, wenn die Annahme, es sei eine
Menge, nicht zu einem Widerspruch mit Axiom I und Axiom II fiihrt.

Nach Abschnitt 5.5.3 gibt Axiom III auf Grundlage eines unproblematischen Klassen-Begriffs das zu be-
trachtende Universum an. Damit kann es zumindest in einer iiblichen Pradikatenlogik nicht formalisiert
werden, da es metatheoretische Aussagen iiber die Semantik leistet, indem es das intentional eindeutige
Modell kennzeichnet.

5.5.5 Vorlédufige Ergebnisse

Die Finsler-Mengenlehre konnte in Abschnitt 5.5.4 nicht formalisiert werden und ist vermutlich sogar
nicht formalisierbar. Das ist fiir eine die Mathematik grundlegende Theorie der Mengen aber nach
Abschnitt 5.1 auch nicht zu erwarten, da sie ansonsten nur mit formalisierten Begriffen arbeiten konnte.
Vielmehr scheinen die Finsler-Axiome gerade Aufgaben (vor allem mit Axiom III) zu iibernehmen, die
in einer formalen Logik bereits erledigt und entschieden wurden.

Genauer hat sich Axiom I als eine metalogische Festsetzung gezeigt, die in einer gewohnlichen Pradika-
tenlogik bereits enthalten ist. Erst der Zusammenhang zwischen Axiom I und Axiom III, aus dem sich
informell ergibt, dass aus einem Widerspruch nichts beliebiges, sondern nur die Nicht-Existenz einer
angenommenen Menge gefolgert werden darf, widerspricht explizit Folgerungsregeln der gew&hn-
lichen Préadikatenlogik.

Eine interne Schwierigkeit entsteht diesem Vorgehen durch die zweistelligen Relationen der ersten bei-
den Axiome, die Relation von Axiom II ist zudem symmetrisch, vor der Hand dadurch, dass nicht
unmittelbar entschieden wird, welche von zwei fraglichen Mengen, die zu dem Widerspruch fiihrten,

97 (B) kann unentscheidbar und nicht aus (A) ableitbar sein, ist aber sinnvoller Weise unter (A) anzunehmen, da die Negation
von (B): Fiir alle ¢ # b ist der Satz a = c entscheidbar, abhingig von der jeweiligen formalen Logik, die Negation von (A)
impliziert oder zumindest nicht ohne Widerspruch mit informellen Uberlegungen bleibt. Denn entweder ist fiir ein ¢ # b
c=a beweisbar, womit a#b oder fiir alle c#b gilt c#a. Dann folgt aber informell a=b.
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nicht existiert (und welche vielleicht doch). Ein Beispiel dafiir gaben auf den ersten Blick die beiden
(fraglichen) Mengen P; und P;.

Als technischer ,Trick’ von FM zeigt sich die Verkniipfung von Widerspruch und Existenz einzelner
Mengen: Wenn ein Widerspruch auftritt, hat das nur Auswirkung auf die Existenz einer einzelnen
Menge (oder in der Iteration und Verallgemeinerung auf mehrere), nicht auf die ganze Theorie als
solche. Finslers Entwurf ldsst sich so als eine Antwort im Sinne Cantors auf die Hysterie um die Ent-
deckung und Wiederbelebung von Widerspriichen bzw. widerspriichlichen Phantommengen lesen.”8
FM ist damit notwendig konsistent und ihr Mengenuniversum eben so klein, dass keine Widerspriiche

auftreten. Die Schwierigkeiten bei FM dagegen liegen in der Praktibilitidt der drei Axiome.

5.5.6 Nachster Versuch

Wir werfen einen Blick in die Schatulle mit den Werkzeugen der modernen Logik, aber nur kurz, um
nicht zu technisch zu werden. In Axiom I heifit es, dass Mengen in gewisser Hinsicht bestimmt sind.
Das scheint zu implizieren, dass (1.) sie in anderen Hinsichten unbestimmt sein kénnten, und dass (2.)
andere mathematische Objekte (von denen in Axiom III die Rede ist) nicht in der gleichen Hinsicht
bestimmt sein miissen. Deshalb erweitern wir den Quantifikationsbereich (auf alle mathematischen
Objekte) und arbeiten mit einem Mengenpradikat M.” Die Unbestimmtheit formalisieren wir mittels
eines dritten Wahrheitswerts Neutral N.1% Dann wire ein erster Versuch

1) Ax (M(x) = Ay (M(y) = (x3y vxZy)))

Die Negation von x > y ist dabei eine differenzierende Negation, die so interpretiert wird, dass eine
neutrale Aussage unter dieser Negation neutral bleibt (und nicht falsch wird). Anonsten wére (1)
wieder eine Tautologie, wie der Versuch in Abschnitt 5.5.4. Das Mengenpradikat sollte immer wahr
oder falsch sein, d.h. es ist etwas vorauszusetzen wie Ax (W(M(x)) v F(M(x)) ) mit W, F fiir Wahrheit
und Falschheit. Dieser Formalisierungversuch basiert darauf, dass die Ziellogik partielle Pradikate er-
laubt. Denn dann kann > dadurch herausgehoben werden, dass es auf den Mengen eindeutig bestimmt
ist. Allerdings ist auch hier nicht zu sehen, wie es mit Axiom II und Axiom III weitergehen sollte.
Man koénnte natiirlich versuchen, die Axiome zwei und drei mittels eines Beweispradikats und An-
fithrungszeichen zu formalisieren (z.B. als Axy (M(x) A M(y) A =Bews x("x=y', L) - x=y) und
Ax (=Bewa, a, k("M(x)', L) — M(x))). Dass dies in einer Logik geschehen kann, in der Bew und
"...7 einen formalen Umgang erlauben, der dhnlich ist zu dem informellen Finslers, kann hier nicht
entschieden werden.

Vielleicht waren die bisher gedufierten Behauptungen tiber Axiom III auch zu enthusiastisch und die
tiber Baer zu negativ. Tatsdchlich wurden gegen die Kohdrenz von Axiom III weitere Argumente ge-
liefert von Specker und Holmes. Zum einen wurde eingewendet, dass es zwei Mengen gibt, die, wenn
man ihre Existenz jeweils fiir sich annimmmt, konsistent sind, sich gegenseitig aber ausschliefen.!%!
Damit wire gezeigt, «dass aus der Widerspruchsfreiheit der Annahme der Existenz einer Menge nicht

auf die Existenz geschlossen werden darf.»!%> Zum zweiten funktioniere Finslers Vorgehen zum Beweis

98 Fiir Cantor warfen Widerspriiche wie die Burali-Forti-Antinomie keine Schwierigkeiten auf, da es sich bei den Mengen (an
denen die Widerspriichen zu Tage kamen) offensichtlich um keine konsistenten Vielheiten handelte; s. Cantor 1932, S. 445,
und Abschnitt 7.4.1.

99 Was ein mathematisches Objekt genau ist, muss fiir unseren Zweck nicht bestimmt werden. Es scheint auszureichen, dass
alle moglichen Mengen enthalten sind. Da aber gerade durch die Axiome festgelegt werden soll, was eine Menge ist, darf der
Bereich nicht gleich zu Beginn zu klein gehalten werden.

100 Genauer wird die dreiwertige Logik LN aus Blau 2008, Kapitel 4, verwendet.
101 Vgl. Specker 1954, S.239, Holmes 1996, 5.4.
102 Specker 1954, S.239.
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der Existenz einer eindeutigen und grofiten Klasse, die Axiom I und Axiom II erfiillt und somit alle
Mengen enthalte, nicht.!%3

Zum ersten Einwand: Die Allmenge ist konsistent definierbar, denn sie enthélt alle Mengen, auch sich

104

selbst. Aber genauso, so die Behauptung,'”* stehe es um eine Menge Q, die alle Mengen enthalte, die

sich selbst nicht enthalten, aber Element einer anderen Menge sind:

Q:={x|x3xn Vyysx}

Q kann nun nicht Element einer anderen Menge sein, sonst wiirde Q zur Russell-Menge mutieren.
Demnach gibt es keine Allmenge, wenn es Q gibt, denn sie miisste Q enthalten, und es gibt kein Q,
wenn es die Allmenge gibt. Wenn es eine der beiden Mengen geben sollte, ist es dann die Allmenge
oder Q? Die Antwort ist insofern einfach, als fiir die Allmenge eindeutig ist, welche Mengen sie enthdlt,
die Eindeutigkeit der Elementschaftsrelation fiir Q hingt davon ab, ob es eine Menge gibt, in der sie
Element sein miisste, wenn es sie gidbe. Die bestimmende Eigenschaft von Q referiert (formal durch
einen X -Satz) auf die Gesamtheit der Mengen, insofern sie die Existenz bestimmter Mengen fordert.
Es kann demnach nicht die Rede davon sein, dass Q fiir sich konsistent sei. Vielmehr folgt fiir Finsler
aus den Axiomen, dass die Allmenge existiert. Somit gibt es eine Menge, die Q enthalten wiirde, somit
sind die Elemente von Q nicht eindeutig (Q>Q A QZ Q) und Q existiert nicht.1%

Finsler argumentiert fiir die Konsistenz seiner Axiome auf Grundlage einer einfachen Klassentheorie. Er
betrachtet Klassen ¥, (bei ihm «Systeme» genannt), die Axiom I und Axiom II erfiillen. Die Elemente
dieser Klassen vergleicht man wiederum mittels Isomorphie, d.h. zwei Mengen aus den zwei entspre-
chenden Klassen X, und ¥, sind identisch, wenn sie isomorph sind. Die entscheidende Behauptung
Finslers ist, dass die beliebige Vereinigung solcher X, wieder eine Klasse ergibt, die Axiom I und Ax-
iom II erfiillt. Die Vereinigung X aller solcher Klassen wire dann nicht mehr konsistent erweiterbar
und eindeutig.

Holmes hat mehrere Einwidnde gegen diese Behauptung: 1.) Es existiere ein Gegenbeispiel, ndmlich
zwei Modelle!? (d.h. Klassen mit einer jeweiligen Elementschaftsrelation auf der Klasse), die zwar
einzeln aber nicht mehr vereinigt die beiden ersten Axiome erfiillen.!” Das erste ist einfach ein be-
liebiges Modell mit Allmenge, d.h. mit einer Menge, die alle Elemente der Modellklasse enthilt, das
zweite ein Modell, in dem eine Menge dhnlich zu Q vorkommt, d.h. eine Menge die alle Mengen der
Modellklasse enthilt, die nicht sich selbst enthalten, wobei in der Modellklasse selbst keine Menge
existiert, in der sie wiederum selbst enthalten ist.'% Das Problem mit diesem Gegenbeispiel ist, dass
Holmes die Vereinigung iiber kennzeichnende Eigenschaften folgendermafien zu verstehen scheint:
Wenn in einem der beiden Modelle eine Menge mit einer Eigenschaft E existiert, muss es in der Vere-
inigung auch eine Menge mit dieser Eigenschaft geben. Die Vereinigung der zwei Modelle miisste eines
ergeben, in dem die Allmenge und Q zusammen existieren, d.h. es miissten die Bedingungen x =x und
xZx A Vy y>x beide mittels Komprehension eine Menge konstituieren, was logisch nicht méglich ist.

103 Vgl. Holmes 1996, 5.3.
104 Siehe Specker 1954, S.239.

105 Specker hat (unveréffentlicht) Q verfeinertzu Q := { X | XBx A \/y y={x} } (s. Booth 1996, S.96f.). Ob dieses Q existiert in
FM ist wesentlich schwieriger zu entscheiden, gibt aber keinen Anlass zu neuen Einwanden gegen die Kohdrenz von Axiom
III.

106 Auch wenn im letzten Absatz nur von Klassen die Rede war, meint Finsler natiirlich Klassen mit einer Elementschaftsrelation,
allerdings nicht im Sinn der formalen Logik.

107 Siehe Holmes 1996, S.13.

108 Holmes nimmt dazu die Klasse der Mengen aller erblich-endlichen Mengen. Die Menge, die alle erblichen-endlichen Men-
gen enthilt, ist dann in dieser Klasse, enthilt selbst alle sich nicht selbst enthaltenden Mengen, die Element einer anderen
Menge sind, und wird von keiner anderen Menge dieser Klasse enthalten. Die dazugehdorige Elementschaftsrelation ist €
eingeschrankt auf diese Klasse.
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Dagegen meinte Finsler einfach die Vereinigung zweier Klassen unter der Identifizierung der isomor-
phen Mengen. Dann 16st sich das Gegenbeispiel auf, weil die Menge Q einfach die Eigenschaft verliert,
mit der sie zuvor gekennzeichnet wurde.

2.) Der zweite Einwand richtet sich gegen die Existenz eines eindeutigen maximalen Modells. Aller-
dings baut sein Argument auf der Manipulierbarkeit der Elementschaftsrelation auf, die in der iiblichen

Modelltheorie erlaubt ist, beziiglich FM aber erst nachgewiesen werden miisste.!?’

Allgemein ist bei der Bearbeitung von Finsler-Mengen stets zu beachten, dass aus Isomorphie Identitat
folgt: Zwei isomorphe Mengen sind identisch. Fiigt man zu einer Klasse von Finsler-Mengen eine
Menge hinzu, muss erst untersucht werden, ob die Menge nicht tatsdchlich isomorph zu einer bereits
enthaltenen ist.

Isomorphie allerdings ist ein Identitétskriterium, das in der Mathematik vermutlich u. a. deswegen ver-
mieden wird, weil es keine beweisrelevanten Konsequenzen hat. Eine Position der Mathematikphilo-
sophie, die von Strukturen spricht als den eigentlichen Objekten der Mathematik, muss eine Theorie
der Strukturen entwerfen, die vor allem auch die Identitdt von Strukturen festlegt. Ein Verstdndnis von
Struktur ist dabei so eng mit dem Begriff der Isomorphie verbunden, dass es zumindest hinreichend
sein muss fiir die Identitdt zweier Strukturen, wenn sie isomorph sind, wenn auch nicht unbedingt
notwendig.!1°

5.5.7 Auf dem Weg zu einer Theorie reiner Strukturen

Die sich im letzten Abschnitt andeutende These besagt zunéchst, dass Finslers Mengentheorie eine The-
orie reiner Strukturen ist oder zumindest so verstanden werden kann. Sie erfiillt nimlich zwei wesent-
liche Bedingungen dafiir: (1.) Zunédchst ist ihr Blick eingeschrankt auf Mengen in ihrem gegenseitigen
Elementsein und damit auf reine Mengen. Insofern fiir Finsler die Beziehung zu ihren Elementen we-
sentlich zu einer Menge gehoren, ist eine Menge eine Art Struktur bestehend aus einer Relation und der
Gesamtheit, auf der sie operiert, namlich der Elementschaft auf ihrer transitiven Hiille. (2.) Indem iso-
morphe Mengen identisch sind, was durch Axiom /, gesetzt oder aus Axiom II gefolgert wird, gilt ein
typisches Identitatskriterium der Objekte einer Strukturtheorie.!!! Isomorph sind zwei Mengen, wenn
ihre transitiven Hiillen isomorph beziiglich > sind (s. Fufinote 91, 5.161). Mengen bestimmen ihre
transitive Hiille eindeutig und damit ein durch > geordnetes Beziehungsgeflecht. Zugleich sind die
Mengen intensional bestimmte Einheiten und nicht beliebige Dinge, auf denen eine zweistellige -Relation
operieren wiirde. Denn in diesem Fall konnte die €-Relation mit ihren Relationselementen zu anderen
Relationen mit anderen Teilnehmern isomorph sein. Finslers reine Mengen sind aber wegen ihrer star-
ken Identitdtsbedingungen hochstens zu sich selbst isomorph. Nattirlich sind sie zu Teilabschnitten an-
derer Mengen bzw. Hiillen isomorph, aber auch das nur, insofern sie selbst diese Teilabschnitte sind. Ob
sie das sind, ist dadurch bestimmt, ob sie in der transitiven Hiille der betrachteten Menge enthalten sind.
Das Verhiltnis von reinen Strukturen zueinander ist demnach klar geregelt durch ihre >-Beziehung hin-
sichtlich der jeweiligen transitiven Hiille. Die Beinhaltens-Beziehung (>) ist einer Menge nach diesen
Uberlegungen nicht duerlich.

Damit ergibt sich direkt ein Argument gegen die Formalisierbarkeit der Finsler-Mengenlehre: Reine
Strukturen in diesem Sinn kénnen nicht in einer Logik mit modelltheoretischer Semantik formalisiert
werden, weil diese Semantik gerade auf der {tiblichen, rein extensionalen ZFC-Mengenlehre aufbaut
und damit der intensionale Charakter der Finsler-Mengen verloren ginge. Insofern die Sprache der

109 Vgl. das Theorem in Holmes 1996, S. 15.
110 Siehe Shapiro 1997, S. 90ff..
111 Vgl. Shapiro 1997, S. 91f..
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Mathematik die einer tiblichen Pradikatenlogik ist, gehort die Finsler-Mengenlehre nicht mehr zur Ma-
thematik (sondern ggf. zur Metamathematik).

Wenn Finslers Versuch am besten als eine Theorie von Strukturen zu nehmen ist, so miissten die Struk-
turen eindeutig angebbar sein, und sie sich dadurch auch von gewo6hnlichen Mengentheorien unter-
scheiden. Denn fiir gewohnlich!!2 argumentiert man im Hinblick auf eine Reduzierung/Modellierung
der natiirlichen Zahlen in die/der Mengenlehre folgendermafien: Was sind die natiirlichen Zahlen?
Zwei Kandidaten dréngen sich auf, die endlichen Ordinalzahlen von v. Neumann (0:=@, a+1:=a U
{a}) und ihre Version Zermelos (0:=@, a+1:={a}). Zum einen scheint es keine guten Griinde zu
geben, anhand derer man entscheiden konnte, ob z.B. 5 die Menge {0,1,2,3,4} ist oder doch {4}.
Zum zweiten haben diese Mengen Eigenschaften, wie in jenem Fall, dass 3 €5, wahrend in diesem 3 Z5
gilt, die tiber die grundsitzlichen Eigenschaften der Zahlen bereits hinausgehen. Dies spricht dafiir,
dass beide Versionen vielmehr nur Exemplifizierungen der Struktur der nattirlichen Zahlen sind. In
einer Strukturtheorie miisste man aber die Struktur der natiirlichen Zahlen, wie sie durch ein Axiomen-
system gefasst werden (soll), eindeutig angeben kénnen. Das soll hier versucht werden.

Die Struktur, die gesucht wird, soll den Grundsédtzen (1) und (2) (s. S.108) gentigen: Mit jedem Ob-
jekt soll sein Nachfolger bestimmt sein, keine zwei Objekte den gleichen Nachfolger haben und genau
ein Objekt kein Nachfolger eines beliebigen anderen sein. Wichtig ist nun, dass (Finsler-) Mengen nur
zweifelsfrei beziiglich der Beinhaltens-Relation () bestimmt sind und diese Relation die einzige ist,
die fiir eine Menge wesentlich ist. Soll von der 0 ausgehend der Nachfolger, die 1, eindeutig bestimmt
in einer fiir 0 wesentlichen Weise sein, so muss 0 die Menge sein, die genau die 1 enthilt. Die glei-
che Uberlegung gilt von allen anderen Zahlen. Damit wire die 0 eine unfundierte Menge der Form
0:={1}:={{2}}:= ..., oder (wenn man die metasprachlichen Zahlen 0, 1, ... nimmt) a5 > a7 3 a5 >
as > ag > ag > .... Fir diese Menge gilt: Sind zwei a,, und a, (mit n # m) identisch, dann sind sie
mit allen a, mit 0 zwischen m und n identisch und damit auch mit a5, dh. ay = {ag} ist die Julia-
Menge. Gleiches tritt ein, wenn man, weil es ja egal ist, ob man bei 0 oder 1 mit dem Z&hlen beginnt,
annidhme, dass ag isomorph zu ag ist; denn dann ist ay = {a7} = {ag}. Wie ist es aber mit a5 und {ag}?
Nach unseren bisherigen Bestimmungsversuchen spricht nichts dagegen, dass sie isomorph und damit
identisch sind. Denn jedes Element der transitiven Hiille von aj enthélt genau ein Element, das entwe-
der mit keinem anderen der transitiven Hiille von ag, die auch meherere enthilt, identisch ist oder mit
allen. Damit unsere intendierte Menge nicht zur Julia-Menge wird, miissen wir also annehmen, dass die
Einermenge von ag nicht existiert und der Isomorphiebegriff so erweitert wird, dass er dafiir sensibel
wird.

Die Menge 0 wire demnach dadurch gekennzeichnet, dass (i) die Einermenge von ihr nicht existiert!!3
und dass (ii) alle Elemente ihrer transitiven Hiille genau ein Element beinhalten. Damit unterscheidet
sich 0 von allen a,,, weil {a,} existiert, (und damit auch alle anderen a, voneinander und die Elemente
ihrer transitiven Hiille zusammen mit 0 erfiillen (1) und (2): Jede Menge bestimmt eindeutig ihren
Nachfolger, weil jede genau ein Element beinhaltet. Keine zwei Mengen haben den gleichen Nachfolger,
weil der Vorgénger, das ist die Einermenge, eindeutig ist. Und genau eine Menge hat keinen Vorgénger,
definitionsgemaf 0.

5.5.8 Abschliefendes zur Finsler-Mengenlehre

Die relativ vergeblichen Bemiithungen, FM zu formalisieren, kénnen den Blick auf einen entscheiden-
den Punkt lenken. Finslers Axiomatisierung unterscheidet sich von den frithen Formen der ZFC-Axiome

112 In der Tradition von Benacerraf 1965.

113 Es soll mindestens einen unveroffentlichten Beweis geben, dass in FM zu jeder Menge ihre Einermenge existiert (s. Booth
1996, S.97). Das wiirde die Bemiihungen hier konterkarieren.
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dadurch, dass nicht Beziehungen zwischen Mengen, die vor allem die Existenz betreffen, im Mittelpunkt
stehen, sondern in erster Linie auf Objekte geblickt wird, deren essentiellen Eigenschaften festgehalten
werden. Statt strukturelle Gesetze eines antizipierten Mengen-Universums mittels Axiomen zu pos-
tulieren, und damit mittelbar zu bestimmen, was Mengen sind und welche existieren, halten die drei
Axiome von Finsler nur fest, dass es zu den wesentlichen Eigenschaften von Mengen gehort, eindeutig
in ihrer Enthaltens-Beziehung zu anderen Mengen zu sein, ihre Identitdt unter der Minimalbedingung
der Isomorphie geklart ist, und dass dies beides alle wesentlichen Eigenschaften sind, so dass alle Ob-
jekte, die genau diese beiden Eigenschaften als ihre wesentlichen besitzen, Mengen sind.

Der ontologische Unterschied liegt darin, ob man eine (oder mehrere Strukturen) oder ob man einzelne
Objekte (Mengen) als Gegenstand des mathematischen Fachgebietes annimmt. Der Unterschied in der
Praxis wiederum findet sich nicht unbedingt in den mathematischen Resultaten und Theoremen, die ja
gleich sein konnen, sondern im Denken. Denn die priméiren Gegenstdnde des Denkens sind einmal die
strukturellen Gesetzmafigkeiten, bei denen die Mengen gegen den oberfldchlichen Sprachgebrauch die
Leerstellen bei der Anwendung der Gesetze sind, das andere Mal entstehen die GesetzméfSigkeiten erst
durch die eigenstidndige Existenz der Mengen (und ihrer Elemente).

Da mit Satzen der Pradikatenlogik aber sowieso nur strukturelle Gesetzmaéfsigkeiten ausgesagt werden
konnen erscheint jetzt der Versuch, die drei Axiome Finslers dort formalisieren zu wollen, als wider-
sinnig. Mathematischer interessanter ist es, seine darauf aufbauenden Uberlegungen in den Details zu
fassen. Dazu konnte es dienen, ein Komprehensionsprinzip aufzustellen und dieses sowie die Sprache
nach Finslers Vorstellungen zu modifizieren, um damit letztlich Schritt fiir Schritt seine Mengenbildun-

gen formal abzubilden.!!4

5.6 Zur Anwendung formaler Methoden auf platonische Dialoge

In den vorhergehenden Abschnitten dieses Kapitels haben wir gesehen, dass es erhebliche Schwierig-
keiten gibt Aussagen selbst neuzeitlicher Philosophen, scheinbar mathematische Axiome und die Geo-
metrie als mathematisches Fachgebiet zu formalisieren. Deutlich wurde zudem wie anfangs bemerkt,
dass das Entscheidende dabei der Vorgang des Formalisierens ist, da in ihm die Bedeutungszuschrei-
bungen und das Verstidndnis tiberpriift und verbessert werden kann und fiir die Verhéltnisbestimmung
von Informellen und Formalen ein Bewusstsein tiber die Art und Form des jeweiligen Wissens vorhan-
den sein muss. Man kann nur das einer informellen Aussage formal addquat ausdriicken, was man an
ihr versteht, und wird sich iiber die Bedeutung und Adédquatheit des so Formalisierten nur dann klar
sein, wenn man iiber die Unterschiedlichkeit der Aussageformen Bescheid weifs.

Fiir die Anwendung formaler Methoden auf platonische Dialoge bedeutet dies zundchst, dass man
duflerst vorsichtig dabei sein sollte. PLATON beziehungsweise den Dialogfiguren aufgrund einer For-
malisierung einen Fehlschluss zu attestieren mag zuweilen sogar an einer schlechten Formalisierung
der Pramissen und der Konklusion liegen, grundsétzlich sollte man jedoch darauf gefasst sein, dass
man das eigentlich Uberzeugende noch nicht erreicht hat, wenn der scheinbare Fehlschluss nicht in den
Dialogverlauf absichtsvoll eingebettet erscheint. Bevor wir formale Methoden in Anwendung auf den
Parmenides kurz betrachten werden, ist eine grundsitzliche Quelle von Fehlinterpretationen kenntlich
zu machen.

5.6.1 Ratio und Religion

Wenn in Texten, die als philosophische rezipiert werden, unerlautert religiose Themen aufgegriffen wer-
den in nicht explizit philosophischer Absicht, ist Vorsicht vor einer rationalisierenden Interpretation

114 Vgl. Schneider 2013a.
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geboten. In einer berithmten Passage des sogenannten Lehrgedichts des PARMENIDES, das zu den friih-
esten Zeugnissen abendlandischer Philosophie gehort, heifst es:

I will do the talking: and it's up to you

to carry away my words once you have heard them.

What I will tell you is which roads of inquiry,

and which roads alone, exist for thinking.

The one route, that is, and is not possible not to be,

is the way of Persuasion; for Persuasion is

Truth’s attendant. And as for the other,

that is not, and is necessary not to be:

this, I can tell you, is a path from which no news

returns. For there is no way you can recognize

what is not — there is no travelling that path —

or tell anything about it.'1°
Der Altphilologe und Historiker Peter Kingsley fahrt, nachdem er diese Stelle wiedergegeben hat, etwas
unsensibel gegentiber seinem wissenschaftlichen Umfeld fort:

Any sensible person who was to read this and be told that it's a foundational text for the western science of
logic would have every good reason to die of laughter. Everything about it is absurd.'1®

These lines are pure mystery, sheer obscurity. In their form of expression, their language, in what they

manage to convey without seeming to say anything specific at all, they are a classic example of a riddle.'”
Manche Interpretation sehen dort tatsichlich Thesen zu elementaren Fragen der Logik in dem wei-
teren bildlichen Kontext einer Fahrt in die Unterwelt dargestellt.!'® Ohne Vorwissen die beiden sich
gegenseitig ausschlieSenden Interpretationen vor sich gehalten, ist Kingsleys auf den ersten Blick plau-
sibler. Das allgemeine Grundproblem ist, wie weit die Geltungsbereiche von rationaler Verstiandlichkeit
gegen religiose Vorstellung (oder ,mystischer” Einsicht) reichen, wie in den platonischen Dialogen etwas
gemdfl dem Logos zum einen und zum anderen mythisch gemeint ist.

Dass in den platonischen Dialogen ofters Religioses und auch Esoterisches aus den griechischen Mys-
terien verarbeitet ist, steht auler Zweifel.'!” Die Frage ist, wie damit richtig umzugehen ist. Zwei
entgegengesetzte Positionen drangen sich auf.

Zuweilen wird diese Beriicksichtigung spiritueller Themen in den Dialogen so erkldrt, dass sie unab-
hiangig von PLATONSs eigenen Uberzeugungen bestehen. So konnte die Erwdhnung der Gotter und
anderer gottlicher Wesen dem dramatischen Setting und dem Glauben der historischen Figuren in den
Dialogen geschuldet sein. PLATON wollte ja zudem nicht nur seine aufgekldrten Schiiler iiberzeugen,
sondern auch den athenischen Adel, der den alten Gebrauchen verbunden war. Dariiber hinaus schob
er dem historisch weniger frommen SOKRATES in seinen Dialogen einen starken Hang zum transra-
tionalen Ubersinnlichen unter, damit ihm SOKRATES Schicksal erspart bleibe. Was man fiir PLATONs
Theologie halte, sei nur eine Allegorie seiner ethischen Uberzeugungen, und diese Vermischung in den

Dialogen leider verhangnisvoll fiir die Rezeption platonischer Dialoge iiber die Jahrtausende.!?

Ein vorurteilsfreier Blick vor allem auf die Dialoge Phaidon, Symposion, Phaidros und den Timaios wie
auf den kulturellen Kontext der Akademie widerlegt diese Behauptungen, vorausgesetzt PLATON ver-
leugnete sich nicht durchgehend selbst. Die nahe liegende Alternative ist es, das Ziel der platonischen
Philosophie mit einer religiosen Erfahrung zu identifizieren'?! oder ihre letzten Prinzipien fiir weitge-

115 Kingsley 2003, S. 60.

116 Kingsley 2003, S. 60.

117 Kingsley 2003, S. 61. Fiir die Referenzen, die Kingsley gibt, s. Kingsley 2003, S. 563ff..
118 Siehe z. B. Stekeler-Weithofer 1986, S. 42a54.

119 Siehe fiir diese Beztige u. a. Riedweg 1987, Burkert 1990, Schefer 2001.

120 Fiir diese Argumente siehe Herrmann 2007, S. 388f.,394-6.

121 So z. B. Schefer 2001.
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hend unaussprechbar und ohne bedeutsames rationales Abbild zu nehmen, wie es anscheinend in der
Tiibinger Schule getan wurde:

Vielleicht gelingt es aber doch, die grobsten Anstofle [der tiberlieferten Prinzipientheorie] zu beseitigen,
wenn noch einmal klar gesagt wird, daf8 unterschieden werden mufl zwischen dem, was ausdriicklich
gelehrt und weitergegeben werden kann, und der Sache, von der solche Begriffe und Sétze nur ganz vorldu-
fig Rechenschaft geben kénnen.122

Es sollte sich fast von selbst verstehen, ... daf} eine solche Unterweisung noch ldngst keine wirkliche Er-
kenntnis vermitteln kann, am wenigsten von den Prinzipien selbst, auch wenn ausdriicklich von ihnen
gesprochen wird. Was die lehrhafte Erorterung der Prinzipien zu bieten vermag, ist allenfalls ein orien-
tierender Entwurf, ein Durchblick auf das Ziel hin aus weiter Distanz, eine abbildhafte Projektion struk-
tureller Zusammenhénge oder gleichsam ein Querschnitt, der den Aufbau des Ganzen zeigt, aber fast nichts
von der Substanz enthilt. Zum Gipfel selbst fiihrt nur der lange Weg des dialektischen Prozesses, zu dem
auch eine bestimmte Art der Lebensfiihrung gehort: Das Treffen der richtigen Mitte, das Uberwinden der
subjektiven Tduschung ist fiir Platon ebenso eine ethische Forderung an den Menschen wie eine Aufgabe
der dialektischen U1r1’cersuchur1g.123

Eine dritte Position besteht in der Uberzeugung, dass PLATON Rationales und Religioses natirlich un-
terschied, aber in Vielem nicht trennte, so dass sie fiir ihn nur zwei Seiten der gleichen Medaille be-
deuteten.!?* Man hitte es dann in den Dialogen nicht mit einer durchgehenden Rationalisierung esoter-

25 sondern mit einer Verschmelzung von Ration und Religion.'?® Diese

ischer Zusammenhinge zu tun,!
Position wird durch die vorhergehenden Kapitel gestiitzt und ihre Fruchtbarkeit als Arbeitshypothese,
jeweils beides am gleichen Ort zu vermuten, aufgezeigt. So schliefit der Nachweis eines exakten mathe-
matischen Hintergrundes der mathematischen Stellen im Menon (siehe Kapitel 3) nicht eine symbolische
und esoterische Bedeutungsschicht aus (und auch nicht umgekehrt), auch wenn man vielleicht nur einer

der beiden Bedeutungsebenen nachgehen kann oder will.

Entsprechend muss man sich auch nicht zwischen einer esoterischen oder rationalisierenden Lesart des
Liniengleichnisses entscheiden, aber man hat auch zum Rationalen der mathematischen Wissenschaften

ihre esoterische Seite zu ergénzen.!?’

5.6.2 Formalisierung des «Parmenides»

Eine Besprechung von Einzelheiten der Versuche, Teile und Argumente der platonischen Dialoge — ins-
besondere des Parmenides — zu formalisieren sowie die bereits vorhandene Kritik daran muss auf ein
andermal vertagt werden.!?® Die sich aus dem Bisherigen ergebene allgemeine Sicht auf den zweiten

122 Gaiser 1998, S.581f..
123 Gaiser 1998, S. 583f..

124 Eine entspannte religionswissenschaftliche Perspektive auf die aktuelle oberflichliche Dichotomie von Wissenschaft und
(westlicher) Esoterik bietet Hanegraaff 2012, Hanegraaff 2005.

125 Wie es z. B. Kingsley 2003, S. 304ff., meint; der Tendenz nach genauso in Kingsley 2000.

126 In gewissem Sinne hétte PLATON dann in den Pythagoreern ein Vorbild gehabt, denn Netz 2005, S. 93, hilt folgende Vorstel-
lung fiir spekulativ, aber plausibel: «Pythagoras, by explicitly instituting a new mystery cult, brought the divine even nearer:
the claim was that a practice, instituted by a mortal, could reach beyond mortality. Even so, the irrationality of the origi-
nal Pythagorean practice implies that the practice is either worthless or divinely inspired. To make this claim plausibel — of
transformation to the transcendent, through human means — the transformative power should be given some rational basis.
Thus the Pythagoreans of the fifth and fourth centuries went on, to rationalize mystery — to produce a systematic philosophical
counterpart of the experience of mystery.» Und prézisiert spater (S. 94): «Their project was to offer an intellectually systematic
correlate of a mystery practice — as it were, to literalize metaphor without losing its metaphorical power. This is precisely what
proportion statements are.» Damit wiirde sich auch eine weitere Perspektive auf die Verwendung von Proportionalititsaus-
sagen in den platonischen Dialogen ergeben. Insbesondere auf das Liniengleichnis.

127 Zur esoterischen Seite der Astronomie sieche Mueller 2005, S. 114.

128 Fiir Interpretationsversuche mit starken Formalisierungstendenzen seien hier nur Pelletier und Zalta 2000 und von Kutschera
1995 genannt. Fiir den kritischen Einwand, die Priadikatenlogik hitte einen anderen Existenzbegriff und die Formalisierung
einzelner Aussagen aus den platonischen Dialogen sei damit schon problematisch, vgl. Seeskin 1978, S.247, und Hansson
2000, S.170.
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Teil des Parmenides ist aber folgende: Das logische SchliefSen mit seinen achtgliedrigen Pramissen und
seinen Schlussfolgerungen ist nur die strukturierende Oberflache, die genutzt wird, um an passenden
Orten einzelne Begriffe zu explizieren, oder aus der man zuweilen direkt, inferentialistisch, eine weitere
Explikation der Bedeutung entnehmen kann. Die Betrachtung einiger dieser Begriffe und ihrer Ab-
folge in den Abschnitten 1.3.6, 3.2 und 4.4 legt es zudem nahe, dass hinter dem logischen Ableiten der
Behauptungen eine inhaltlich geleitete Begriffsbewegung angedeutet wird, so dass man mit einigem
Recht von einer platonischen Dialektik im Parmenides verwandt mit HEGELs sprechen darf. Dann soll-
ten die massiven Schwierigkeiten, formale Methoden tiberhaupt in eine angemessene Beziehung zur
Wissenschaft der Logik zu bringen, eine Warnung sein, zu schnell im zweiten Teil des Parmenides etwas
Formales anzuwenden.

Dariiber hinaus legt die in Kapitel 1 aufgezeigte Verbindung von Linienteilen und hypotheseis im Par-
menides durchaus komplexere Beziehungen zwischen dem nicht sichtbaren und dem sichtbaren Bereich
nahe als das Gegenstand-nimmt-teil-an-Idee-Schema, da sich im eigentlich sichtbaren, gegenstdndlichen
Bereich 6 sich die Seinsbereiche 2, 3 und 5 direkt spiegeln und tiber diese Seinsbereich 1, wéhrend
Seinsbereich 4 ein spiegelungsgleiches, seelisches Gegenstiick zu 6 darstellt. Im Allgemeinen ist wohl
auch hier wie bei HEGEL das Vorgehen zielfiihrender, nicht mit einer allgemeinen, einfachen Theorie an
die Begriffsbewegung heranzutreten, sondern bei einem punktuellen begrifflichen Inhalt zu starten.

Fiir eine Diskussion der Selbstbeziiglichkeit der Ideen wére es demnach wohl fruchtbar, neben den
pathologischen Fillen unter einer allgemeinen Pramisse, die fruchtbaren Selbstbeziiglichkeiten im Par-
menides ndher zu betrachten. Zum Beispiel scheint der Begriff der Quantitit aus einer Selbstbeziiglich-
keit des Ganzes-Teile Begriffs zu entstehen, wihrend die Entfaltung der Selbstbeziiglichkeit des seien-
den Einen zu Beginn der zweiten hypothesis tiberhaupt erst den Ideenbereich ermdglicht (siehe S. 22 und
Abschnitt 4.4.2). Beides miisste noch genau herausgearbeitet und iiberpriift werden.
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5.7 Eidetische Variation als Methode platonischer Begriffsexplikation

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Explikation informeller Begriffe in und mit Hilfe der
modernen Logik untersucht. Dieses Kapitel abschlieffend wird eine Methode vorgestellt, die in platonis-
cher Tradition zum Wesen einer Sache fiihrt, dass nur in Gedanken zu ergreifen ist.

Husserl meinte eine Methode zur «Wesenserschauung»'?’ mit dem, was man Phantasievariation oder
eidetische Variation nennt, gefunden zu haben, die als eine Art nicht-sinnlicher Anschauung den direk-
ten Zugang zu abstrakten Objekten bote.!3? Das bedeutet, dass sich mittels dieser Methode allgemeine
Begriffe (oder besser Ideen) deskriptiv bestimmen lassen miissten. Dass ihre Tage noch nicht gezahlt

1

sind, mdchte ich zunichst aufweisen, indem ich die starken Bedenken Kiinnes!! auflése, und versuche,

das Potential der Methode im Hinblick auf mathematische Gegenstidnde abzuschitzen. Insgesamt soll
damit das Vorgehen in Abschnitt 4.2.7 gerechtfertigt und ein Argument in Abschnitt 7.3.1 vorbereitet
werden.

Abstrahiert man die Gemeinsamkeiten der Dinge, die einem in der Welt begegnen, erhdlt man eine
mehr oder weniger beliebige Menge von Eigenschaften, oder — wenn man vorsichtig genug ist, nur nach
Familiendhnlichkeiten zu suchen — verschiedene Mengen von Gemeinsamkeiten, die sich nur auf Un-
tergruppen der betrachteten Ansammlung von Dingen beziehen — einen empirischen Begriff. Um von
einem ideellen Wesen oder einer Idee sprechen zu diirfen, miissten die notwendigen Gemeinsamkeiten
in einer Einheit gefasst, sich diese Einheit von anderen moglichen Kombinationen von Eigenschaften
abheben und gegeniiber ihren Exemplaren unabhingig sein. Die Beliebigkeit und Zufalligkeit, wenn

man von gegebenen Dingen aus abstrahiert, muss augeschaltet werden, und Husserls Behauptung ist,

dass dies mit der Methode der eidetischen Variation erreicht werden kann:!32

[Die Leistung, das im empirisch Gegebenen zunichst sich abhebende Allgemeine vor allem von seinem
Charakter der Zufélligkeit zu befreien,] beruht auf der Abwandlung einer erfahrenen oder phantasierten
Gegenstandlichkeit zum beliebigen Exempel, das zugleich den Charakter des leitenden , Vorbildes” er-
hilt, des Ausgangsgliedes fiir die Erzeugung einer offen endlosen Mannigfaltigkeit von Varianten, also
auf einer Variation. M.a. W. wir lassen uns vom Faktum als Vorbild fiir seine Umgestaltung in reiner
Phantasie leiten. Es sollen dabei immer neue &hnliche Bilder als Nachbilder, als Phantasiebilder gewon-
nen werden, die simtlich konkrete Ahnlichkeiten des Urbildes sind. Wir erzeugen so frei willkiirlich Vari-
anten, deren jede ebenso wie der ganze Prozefi der Variation selbst im subjektiven Erlebnismodus des
,beliebig” auftritt. Es zeigt sich dann, dafi durch diese Mannigfaltigkeit von Nachgestaltungen eine Ein-
heit hindurchgeht, daf$ bei solchen freien Variationen eines Urbildes, z. B. eines Dinges, in Notwendigkeit
eine Invariante erhaltenbleibtals die notwendige allgemeine Form, ohne die ein derartiges wie

129 Husserl 1948, S. 410. Ein «terminologischer Missgriff», denn er «weckt namlich vollig falsche Assoziationen und verstellt nach
wie vor den unvoreingenommenen Blick auf Husserls Wesenslehre und die von ihm praktizierte Methode wissenschaftlicher
Aprioriforschung» (Sowa 2007, S. 6); in der zitierten Textstelle allerdings nicht durch Husserl selbst so exponiert, vgl. Husserl
1968, S.72, und Fufinote 132. Die Rede vom <Sehen> und <«Schauen> allgemeiner Gesetzmaissigkeiten sollte anscheinend
hervorheben, «daf8 ein ... Allgemeines ... uns ganz analog direkt und als es selbst zu eigen wird wie ein individuell
Einzelnes im sinnlichen Wahrnehmen» (Husserl 1948, S. 421).

130 Husserl konnte mit seiner «reien Variation> sowohl an die Variation der Experimentbedingungen in der Physik wie an die
mal mehr und mal weniger anschaulichen Variationen der damaligen Mathematik ankniipfen. Wie Tieszen 2005 die eide-
tische Variation anhand von damals und heute tiblichen Unterscheidungen und Resultaten der Geometrie erklaren mochte,
zeigt allerdings, wie wenig Husserls Methode auch von manchen Husserlforschern verstanden wird. Denn wenn das Eidos
(«essence» Tieszen 2005, S. 78) jeweils das ist, was invariant bleibt unter einer Menge beliebig zusammengestellter Verdanderun-
gen (d.h. hier mathematischer Abbildungen), dann sinkt der Erklarungswert des Eidos gegen Null.

131 Siehe Kiinne 2007, Kap.4 § 4. Die sprachanalytische Tradition scheint sich insgesamt mit Husserls eidetischer Variation schwer
zu tun. Vermutlich hat Verena Mayer recht: «In der Tat haftet[...] dem Verfahren der Wesensschau, unbeschadet der Tatsache,
dass einfache Urteile immer schon involviert sind, der Charakter des Nichtsprachlichen an, der analytische Philosophen ver-
stort» (Mayer 2011, S.186). Dessen ungeachtet dienen die Einwande Kiinnes hier als Priifstein, inwieweit die Phantasievari-
ation als philosophische Methode bereits verlasslich ist, und als Ausgangspunkt, um die eidetische Variation etwas zu ex-
plizieren.

132 Die ausfiihrlichste Darstellung der eidetischen Variation ist in Husserl 1948, S.409ff., enthalten und geht auf (Vorlesungs-)
Manuskripte von Husserl zuriick, die Ludwig Landgrebe zusammengestellt und bearbeitet hat, ohne dass Husserl das Ergeb-
nis hat abschlieffend durchsehen kénnen; s. Husserl 1948, Vorwort. Insofern eignet sich dieser Text weniger fiir eine Kritik an
Husserls Aussagen, die sich auf die Ausgangsmaterialien beziehen sollte, als vielmehr zur Hilfe fiir ein besseres Verstandnis.
Eine Einfiigung in ein Zitat aus Husserl 1948 wie «schreibt Husserl» (Kiinne 2007, S. 156) ist demnach potentiell irrefiihrend.
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dieses Ding, als Exempel seiner Art, iiberhaupt undenkbar wire. Sie hebt sich in der Ubung willkiirlicher
Variation, und wahrend uns das Differierende der Varianten gleichgiiltig ist, als ein absolut identischer
Gehalt, ein invariables Was heraus, nach dem hin sich alle Varianten decken: ein allgemeines Wesen.
Auf dieses konnen wir den Blick richten als auf das notwendig Invariable, das aller im Modus des ,be-
liebig” getibten und wie immer fortzufiihrenden Variation, soll sie Variation von demselben Urbild sein,
ihre Grenzen vorschreibt. Es stellt sich heraus als das, ohne was ein Gegenstand dieser Art nicht gedacht
werden kann, d.h. ohne was er nicht anschaulich als ein solcher phantasiert werden kann. Dieses allgemeine
Wesen ist das Eidos, die i3éo im platonischen Sinne, aber rein gefaflt und frei von allen metaphysischen
Interpretationen, also genau so genommen, wie es in der auf solchem Wege entspringenden Ideenschau uns
unmittelbar intuitiv zur Gegebenheit kommt.133

Erstens. Zunidchst wendet Kiinne ein, «daf$ man sich nicht immer mit Sinn auf die Suche nach dem
machen kann, was allen Fs gemeinsam ist.»'3* Als Beispiel nimmt er einen natiirlichsprachlichen Aus-
druck und kein konstruiertes Pradikat, wie das, dessen Extension genau den Olymp, das Schliirfen
meines GrofSvaters und dieses Marienglas umfasst, die neben allgemeinen Kategorien nur ihnen un-
wesentliche Eigenschaften gemeinsam haben wie gerade zu einer Extensionsmenge zusammengefasst
worden zu sein. Kiinne wihlt den abstrakten Gegenstand Rot, von dem man durchaus vermuten
konnte, dass seine Instanziierungen etwas in der Wahrnehmung genauer Bestimmbares gemeinsam
haben, und das Husserl explizit als Beispiel angibt.135
Ich betrachte Muster verschiedener Schattierungen von Rot, — das eine ist scharlachrot, das zweite zinnober-
rot und das dritte karminrot. Was soll hier das >das Gemeinsame sehenc« tiberhaupt heiflen? Was ist den
Farben Scharlachrot, Zinnoberrot und Karminrot gemeinsam? Die Feststellung, dafs sie alle Schattierungen
von Rot sind, ist nattirlich keine Antwort auf diese Frage, — ist sie doch in der Frage bereits vorausgesetzt.

Wenn Husserls Variationsverfahren eine Pointe haben soll, dann miifte es uns zu einer gehaltvollen Antwort
auf diese Frage fiihren. ... Und was ist das Invariante in allen Varianten von Rot?136

Die letzte Frage ist rhetorisch zu nehmen und der ganze Abschnitt ein Argument, wenn man die Be-
trachtung der Muster als eine Durchfithrung der Phantasievariation missversteht.!3” Denn dann bleibt
einem wahrscheinlich fraglich, was man da Gleiches denn gesehen haben soll, wenn man versucht die
Frage direkt durch Angabe des Gemeinsamen oder indirekt durch einen anders darstellbaren Kom-
petenzzuwachs beziiglich dem Roten zu beantworten. Eine Phantasievariation kann zumindest nicht
daran scheitern, dass drei (frei oder nach Erinnerung) vorgestellte Dinge nichts Gemeinsames hitten,
weil man nach Husserl stets nur von einem einzelnen (erfahrenen oder frei phantasierten) Vorbild aus
variiert.!3® Der Variationsprozess, soll er erfolgreich sein, ist aber nicht regellos und die Auswahl der as-
soziierten oder frei geschaffenen Nachbilder des einen Vorbilds nicht dufierlich, wie wenn z. B. durch die
offentliche Meinung vorgegeben. Der Prozess geschieht in der Spannung zwischen volliger Willkiir und
dem ideellen Vorgriff auf die Gesamtheit (alles Roten). Entscheidend ist, «daf3 der Prozefs im Bewuf3t-
sein beliebiger Fortbildung von Varianten vollzogen sei»!'3? und «da8 die Mannigfaltigkeit als solche,
als Vielheit bewusst ist und nie ganz aus dem Griff gelassen wird.»4? Auf dieser Grundlage kann dann
«in der aktiven schauenden Erfassung des Vorkonstituierten»'*! das Eidos, das Wesen, bewuf3t gewon-
nen werden und zwar, indem auf das «Kongruieren»'4?, das zur Deckung-Bringen der einzelnen Bilder
geachtet wird.

133 Husserl 1948, S. 410f..

134 Kinne 2007, S. 156.

135 Siehe Husserl 1948, S. 432f..
136 Kiinne 2007, S. 155f..

137 Vgl. Husserl 1948, S.422. «Es handelt sich nicht darum, induktiv vorgehend das {iberall Gemeinsame zu finden» (Husserl
1952, S.100).

138 Siehe Husserl 1948, S.410. Kiinnes Beispiel bewegt sich im Bereich der Bildung empirischer Begriffe durch Ahnlichkeiten.
139 Husserl 1948, S. 413.
140 Husserl 1948, S. 414.
141 Husserl 1948, S. 414.
142 Husserl 1948, S. 414.
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Im Kontext dieses Kapitels zeigt sich dieses Vorgehen als eine Explikation informeller Begriffe. Um ein
vorbewusstes Verstindnis in die Verstandesklarheit zu heben, wird zunichst mit dem Vorstellen eines
eindeutigen Beispiels begonnen. Wenn von diesem Vorbild ausgehend zu ihm dhnliche Vorstellungen
gefasst werden, so findet dies unter dem bewussten Bezug auf das Ganze statt, d.h. idealerweise unter
der Aufsicht des Vorgriffs auf den Begriff bzw. das Eidos. Im Ubergang von einer Vorstellung zur néch-
sten wird dem Vorbegriff Raum zur Entfaltung gegeben, wenn dieser Raum ganz offen gehalten wird
fiir beliebige Varianten. Dies allein muss fiir eine vollstandige Explikation noch nicht ausreichen, denn
ein weiterer Schritt ist die Zusammenschau des Invarianten in den Vorstellungen, in der vermittelt auch

143 qus den Ubergéngen zusammengebracht werden.

die moglicherweise unterschiedlichen Intuitionen
Die eidetische Variation ist eine Methode um durch eine spezielle Handlung (des freien Phantasierens)
die Konturen des im Willen anwesenden informellen Begriffes ins begriffliche Bewusstsein zu heben.
Ob dieses Verfahren erfolgreich ist — und man damit hinter diesen informellen Begriff im Willen eine

Idee vermuten darf — muss die einzelne Durchfiihrung zeigen.

Die Phantasievariation soll, auch nach Husserl, nicht die Existenz von Ideen rechtfertigen, obwohl sie
als reine Heuristik ein starkes Argument dafiir liefern wiirde, wenn sich mit ihr effektiv allgemeine
Bestimmungen extrahieren lieBen. Ahnlich iiberladen, und vielleicht angeregt durch Husserls Darstel-
lung, sind Erwartungen, eine schnell durchgefiihrte Phantasievariation konnte ans Licht bringen, was
Rote ist. Tatsdchlich bietet die <eidetische Variation> bei schwierigen Bestimmungen erstmal nur einen
Rahmen, in dem man dafiir wichtige Begrifflichkeiten schaffen und entdecken kann, wie z. B. Farbbe-
stimmungen. Damit ist Kiinnes Vorwurf an Husserl, die Bestimmung von Réte zwar ausfiihrlich als
Ziel einer Phantasievariation angefiihrt zu haben ohne das Ergebnis mitzuteilen, zwar berechtigt aber
nur insofern sachrelevant, als sich die Frage nach der begrifflichen Einheit des Roten mit Hilfe der eide-
tischen Variation entscheiden lassen miisste.

Letztlich geht Kiinne sogar davon aus, dass es gar nichts Gemeinsames in den verschiedenen Rottonen
wahrzunehmen gibt. «<Wir nennen die ... erwdhnten Muster allesamt >rot<, weil wir [auf eine bestimmte
Weise] Deutsch gelernt haben», so antwortet Kiinne selbst, «hédtten wir eine andere Sprache gelernt, so
wiirde sich vielleicht fiir uns ein Abgrund auftun zwischen dem, was wir jetzt als zinnoberrot, und
dem, war wir jetzt als karminrot zu klassifizieren gewohnt sind.»'#* Dieses kontrafaktische Konditional
ist aber nur schlecht zu begriinden, denn seit Berlin und Kay 1969 hilt sich eine gegenteilige These
erstaunlich gut in der Diskussion der color science. Es gibt, so die Behauptung, in allen untersuchten
natiirlichen Sprachen maximal 11 (bzw. 12) sogenannte basic color terms, die in einer relativ bestimm-
ten Reihenfolge in Sprachen auftreten. D. h. in Sprachen mit nur zwei Grundwortern fiir Farben stehen
diese genau fiir ,weif}’ (zusammen mit den warmen Farben) und ,schwarz’ (zusammen mit den kalten
Farben), bei genau drei basic color terms in einer Sprache ist der neu Hinzukommende immer ,rot’. Die
Terme verschiedener Sprachen treffen, so wird dabei empirisch bestatigt, auf relativ genau die gleichen

farbigen Gegenstande zu.!4

Es scheint demnach aktuell fiir alle nattirliche Sprachen zu gelten: Wenn
sich in einer zwischen karminrot und zinnoberrot «ein Abgrund auftut», dann auch in allen anderen.
Dass karminrot und zinnoberrot sowenig beides Rottone sind, weil ein ,rot” in ihrem deutschen Na-
men auftritt, und eine sorgfiltige Untersuchung Gegenteiliges zum Ergebnis haben konnte, ist so klar
wie, dass Kletterrose und Pfingstrose nicht beides Rosen sind. Gibt es jedoch keine konkrete Sprache
jener Art, dann muss man zumindest ihre Moglichkeit aufzeigen, mochte man durch ein (Meta-) Gegen-

beispiel die Existenz eines einheitlichen Verstandnisses der Rote widerlegen.'4¢

143 Intuition in einem moderneren Gebrauch, nicht in Husserls Sinne.
144 Kiinne 2007, S. 156.

145 Die Variation zwischen verschiedenen Sprachen scheint relativ gering zu sein: «Further evidence for the cross-language uni-
versality of color foci is that the location of color foci varies no more between speakers of different languages than between
speakers of the same language. In fact, in our tests, speakers of the same language show slightly more variability among
themselves than speakers of different languages do.» Berlin und Kay 1969, S.10.

146 Damit wiirde man aber gerade durch freie (weil nicht mehr empirisch fundierte) Variation der Sprache die Moglichkeit einer
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Grundsitzlich ist Kiinne zuzustimmen, dass es nicht immer etwas Wesentliches geben muss, was allen
Fs gemeinsam ist.1 Eine Methode dies herauszufinden ist jedoch die eidetische Variation, denn wenn
von einer Instantiation eines F aus frei variiert wird, und der gesamte Variantenraum durchschritten
wird, muss sich auch ergeben, wann sich die eine oder andere Instantiation eines F darin oder nicht
darin befindet. Ein spezieller Fall ist der einseitig abhéngiger Ideen, wie dass Rot stets Farbe ist, aber

nicht umgekehrt, was sich in der freien Variation zeigt.!*8

Zweitens. Mit dem zweiten Einwand#® bestreitet Kiinne, dass man mit der eidetischen Variation die
notwendigen Gemeinsamkeiten extrahieren kann. Um zu entscheiden, ob G notwendig allem, was F
ist, zukommt, miisste man sich alle mdglichen Fs vorstellen, tiberblicken und gegebenenfalls ein Gegen-
beispiel als solches erkennen. Dass etwas aber sowohl F wie auch -G zukommt, sei, so Kiinne, eine
begriffliche Entscheidung, die man auch ohne die konkrete Vorstellung treffen kann und gegebenenfalls
bereits getroffen hat. Gleiches gilt fiir die unterbestimmten, pordosen Ausdriicke des Alltags. Ob ein nur
einen Zentimeter kleines Wesen, dass ansonsten so erscheint und sich verhilt wie ein normaler Men-
sch, auch tatsidchlich ein Mensch ist, werde durch unseren Ausdruck Mensch nicht entschieden. Diese
begriffliche Unentschiedenheit tibertrage sich aber auch, so Kiinne, auf die Vorstellung eines derartigen
Wesens: Das Vorstellen helfe uns bei einer Entscheidung nicht wesentlich weiter. Die Phantasievariation
diene somit nur zur «Illustration»', liefere aber insbesondere den von Husserl versprochenen Beitrag
zu einer <Wesenserschauung> nicht.

Dagegen muss eingewendet werden, dass ein wesentlicher Unterschied zwischen Tagtraumerei und
Phantasievariation darin besteht, dass in letzterer die Vorstellungen aktiv und kontrolliert von mir her-
vorgebracht werden. Damit wird in dem konkreten Ablauf einer eidetischen Variation aber wiederholt
eine Entscheidungssituation angenommen, die Entscheidung vorldufig vollzogen, indem etwas als Vari-
ation vorgestellt wird, und darauf reflektiert, inwieweit verborgene Beziige und Annahmen Einfluss
nahmen. Die eidetische Variation dient insoweit gerade zur Bewusstwerdung des eigenen Willens bei
begrifflichen Entscheidungen und macht diese ,durchsichtig’, indem sie sie ,verfliissigt’.!>! Die eidetis-
che Variation ist damit weder darauf festgelegt, dass die erste Verbildlichung etwas ist, dass tatsdchlich
einmal von dem, der variiert, wahrgenommen wurde, noch ist mit der ersten Verbildlichung ein Begriff
fest vorgegeben, der nur noch analysiert und in seinen Einzelheiten geklart werden kénnte. Denn auch
die erste Verbildlichung hingt von der zu ihr fithrenden Intention desjenigen ab, der variiert. Wie diese
sich ausgestaltet bzw. bewusst wird, ist zum einen nicht abzusehen, zum anderen kann sie bei zwei
Personen trotz gleichem ersten Beispiel verschieden sein.

Um in einer zweiten Entgegnung zu erldutern, weshalb die Phantasievariation scheinbar schon bei ein-
fachen Beispielen versagt, betrachten wir ein einfaches geometrisches Beispiel einer beweglichen Phan-
tasievorstellung. Man nehme einen Kreis und stelle sich einen beliebigen vor (das innere Auge). Dann
stelle man sich weitere vor, grofiere und kleinere, daraufhin andere in verschiedenen Lagen, in alle Rich-
tungen gedreht, gekippt und verschoben. Und man versuche das mit einem einzelnen Kreis, den man
verandere und bewege. Wenn man dies durchgefiihrt hat, stelle man sich die Frage, was ein Kreis ist.

Sprache nachweisen, die zu anderen Farburteilen Anlass gibt. Kiinnes Argument wiirde sich also, wenn es detaillierter aus-
gearbeitet wire, methodisch auf eine Art freie Variation griinden. Er will ja auch nur die Phantasievariationen kritisieren, (s.
Kiinne 2007, S. 160).

147 Es ist ja gerade die These von Abschnitt 7.3.1, dass es keine Idee der Zahl gibt.
148 Dazu weiter in Abschnitt 7.3.1.

149 Siehe Kiinne 2007, S. 158.

150 Kiinne 2007, S.159.

151 Piazza 2007, S. 168ff., versucht das Problem, woher sich die Begriffe in der eidetischen Variation ergeben, mit dem Verweis auf
Husserls passive Synthesis zu 16sen, die der Wahrnehmung zugrunde liege und aufgrund der man ohne eigenes Zutun z. B.
einen Tisch als etwas zu allen anderen Tischen Ahnliches wahrnimmt. Das Gleiche passiere auch bei der bildlichen Vorstel-
lung eines Dinges. Aber mit dieser Argumentationsstrategie rechtfertigt man die eidetische Variation nicht als Wesensschau,
sondern hochstens als eine apriorische Begriffsanalyse.
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Wie ist die Antwort? Eine Hilfestellung:!'>2

(1) In der Variation des Kreises kamen bei der Reichhaltigkeit des Vorgestellten aller Wahrschein-
lichkeit nach auch Kreise vor, die man nicht aus der Erinnerung von Wahrnehmungen beziehen
konnte, weil man sie so nie gesehen hatte. Man selbst muss demnach (unbewusst) irgendeinem Prinzip
gefolgt sein, als man sich diese richtige Vorstellung eines Kreises geschaffen hat. Reflektiert man nun be-
trachtend auf das verwendete Prinzip in der Erzeugung der Vorstellung — vielleicht bei einer
Wiederholung der Kreisvariation — so wird sich z. B. herausstellen, dass man sich eine geschlos-
sene Linie vorgestellt hat, die in allen ihren Punkten gleich weit von einem anderen Punkt (dem
Mittelpunkt) entfernt liegt, oder eine, die gleichméfiig gekriimmt ist, oder man einer anderen
Bestimmung gefolgt ist.

(2) In gleicher Weise kann man bei einem bewegten Kreis die Aufmerksamkeit darauf richten, was
man wie konstant halt. Es kann einem bei genauerer Betrachtung auffallen, dass man sich den
Kreis nicht kontinuierlich vorstellen kann, sondern stets nur Beispiele von in der Bewegung er-
starrten Kreisen. Wahrend bei (1) die Erzeugung einer neuen Kreisvorstellung in den Blickpunkt
riickt, ist es hier der Ubergang von der einen Erstarrung in die ndchste, und genauer: wie man den
Kreis tiber diese Liicke ohne Unterstiitzung einer Kreisvorstellung  hintibertrdgt’, und welches
Prinzip man dabei anwendet.

Damit ist man aber noch nicht am Ziel angelangt, denn mit (1) erhdlt man nur eine oder wenige der
unzdhligen moglichen eindeutigen Definitionen eines Kreises. Um zu der einen Wesensbestimmung zu
gelangen, konnte man nun meinen, das Gemeinsame aller moglichen oder zumindest der bekannten
Kreisbestimmungen ermitteln zu miissen. Aber Uberlegungen und Beobachtungen in diese Richtung
haben nur heuristischen Charakter, da die Definitionen Unterschiedliches voraussetzen an geometri-
schen Begriffen, und unterschiedliche Theoreme fiir die verschiedenen Aquivalenzbeweise der Defini-
tionen benotigt werden, so dass ein direkter Vergleich vermutlich nur oberfldchliche Gemeinsamkeiten,
wie ,Definition einer einfachen geometrischen Figur zu sein’, ans Licht bringen wird. Vielmehr miisste
zundchst geklart werden, was man voraussetzen will und fiir eine Bestimmung gebrauchen darf, und
dies in der Kreisvariation verwirklichen.

Es sollte aus der bisherigen Erorterung deutlich geworden sein: Sowenig der unaufmerksamen Muse-
umsbesucher in den wenigen Sekunden seiner Betrachtungszeit eines Werkes dieses in gewissem Sinne
gesehen hat, sowenig erblickt man sofort das Wesen der vorgestellten Varianten. Eine erste eindeutige
Sinnbestimmung muss auch noch nicht das Vorhandensein anderer gleichwertiger ausschlielen und
eignet sich deswegen nicht dafiir, alle nicht zugeschriebenen Pradikate als nicht zum Wesen gehorige
zu Kklassifizieren. Erst wenn z.B. unter vielleicht mehreren minimalen Mengen von Voraussetzungen
die zur Wesensbestimmung geeignete bestimmt und angewendet wurde, ist die dann mittels (1) zu
explizierende Bestimmung die des Wesens, anhand der nicht in ihr vorkommende Pradikate definitiv
ausgeschlossen werden konnten. Die begriffliche Kldrung des Wesens konnte so im direkten Zusam-
menspiel mit dem Vorstellen erreicht werden und deshalb zurecht Phantasievariation heiffen, wobei
die Phantasievariation wie von Husserl dargestellt das als letztes zu erreichende Ideal wire. (In dem
Beispiel wurde gerade ja auch anders vorgegangen.) Auch die begriffliche Unentschiedenheit in der
Verwendung unterbestimmter Ausdriicke tibertrégt sich vielleicht auf die Vorstellung eines gewissen
Gegenstandes, ist aber zunéchst eine vor der Anwendung einer Phantasievariation.

Die eidetische Variation sollte demnach nicht verwechselt werden mit einfachen Vorstellungsbildun-
gen in der Mathematik. Z.B. kann in einzelnen Vorstellungen (einfacher) euklidisch-geometrischer
Zusammenhinge bereits die ganze mogliche Allgemeinheit ,verkorpert” sein, insofern man sich der
Beliebigkeit bewusst ist, mit der man die konkrete Vorstellung gebildet hat. (Wie wenn man eine geo-
metrische Konstruktion konkret ausfiihrt, sich ihrer Durchfiihrbarkeit fiir jedes beliebige Dreieck aber
bewusst ist.) Dies sollte aber nicht mit einer Phantasievariation verwechselt werden, die zum einen
in der Variantenbildung uneingeschrankter ist, und zum anderen sowohl von der Reflexion auf die

152 Zum Kreis weiter in 7.2.2, zu den zwei folgenden Punkten vgl. Ziegler 1992.
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Vorstellungsbildung wie auch vom eigenen Ideensystem abhidngt. Ungefihrdete Beispiele eidetischer
Variation scheinen auf den ersten Blick geometrische Grundaussagen zu sein:
Die Aussage, dass jede Gerade durch zwei auf ihr liegende Punkte eindeutig bestimmt ist, griindet in einem
Eidos, das von einer gegebenen Geraden ausgehend durch beliebige Variation jederzeit evident bestitigt
wird. Evident heifit hier immer, dass das Wesen sich in jedem Beispiel ,zeigt”. Wir kommen gar nicht

auf die Idee, jenen Satz durch konkrete Zeichenversuche bestédtigen zu wollen, weil die Beliebigkeit der
Phantasiewahl seine apriorische Giiltigkeit bereits hinreichend ausweist.!>3

Durch die (sehr kurze) Phantasievariation einer Geraden zeige sich — so Mayer — die notwendige Eigen-
schaft der Geraden durch zwei Punkte auf ihr eindeutig bestimmt zu werden.

Zundachst ist darauf hinzuweisen, dass viele Voraussetzungen (nicht nur wegen der Kiirze des Beispiels)
unhinterfragt bleiben. Geraden werden als unendlich lange gerade Linien vorgestellt, auf denen Punkte
liegen, es wird unterstellt, dass es ein Wesen der Geraden oder jener Aussage tiber die Gerade gibt, und
es wird eine Vorstellung gebildet, die keiner einzelnen moglichen Wahrnehmung entspricht, weil eine
Gerade unendlich lang ist. Ist man allerdings nicht in der Vorstellungsbildung auf mogliche sinnliche
Anschauungen eingeschrénkt, sind in dem Kontext dieses Beispiels leicht Varianten zu bilden, bei denen
die Zahl der notigen Punkte variiert. So wire es eine Variante, dass jeder Geraden noch (mindestens) ein
anschaulich unendlich ferner Punkt zukomme, der keiner anderen Geraden zukommt. Damit ist jede
Gerade durch einen Punkt eindeutig bestimmt. Eine andere Variante wire — technisch gesprochen —, die
Geraden zweier Modelle der euklidischen Geometrie paarweise bis auf einen ,unendlich fernen’ Punkt
(beztiglich ihrer Punkte) zu ,identifizieren’. Damit wére eine Gerade erst durch drei Punkte eindeutig

bestimmt.1%*

Die besprochene Aussage ist in diesem Sinne eine freie Setzung und keine anschauliche Evidenz, weil
das Unendliche mit einzubeziehen einen Spielraum lédsst, wie man die endlichen geometrischen Tatbe-
stdnde ,ins Unendliche’ erweitert. Gilt das Gemeinte, wenn man statt Geraden begrenzte gerade Linien,
d.h. Strecken, betrachtet? Wird die Aussage, dass die beiden Endpunkte einer Strecke notwendig ein-
deutig sind, in der Phantasievariation bestétigt? Dies scheint von der Konzeption des , Vorstellungraumes’
abzuhédngen, u.a. davon ob zwei Punkte am gleichen Ort, ,aufeinander’ liegen konnen. Es hingt von
den allgemeinen Identitdtsbedingungen des Vorstellungs,raumes’ beziiglich geometrischer Objekte ab.

Nun sind geometrische Figuren wie der Kreis natiirlich die mathematischen Objekte, die am engsten
mit der Imagination zusammenhangen.!> Fiir eine Betrachtung mathematischer Gegenstinde im allge-
meinen mittels der Phantasievariation ist die Frage, ob und ggf. wie sich (fiir jeden Wahrnehmungssinn)
nicht-anschauliche Gegenstidnde vorstellen lassen. Kann man sich auch nicht ausgedehnte, abstrak-
tere mathematische Objekte wie Zahlen, Funktionen oder Mengen konkret genug vorstellen? Hier trifft
Kiinnes Einwand auf einen Schwachpunkt gegenwiértiger Versuche, die Bedeutung der Phantasievari-
ation fiir die Mathematik hervorzuheben. Entweder werden sogleich geometrische Beispiele angefiihrt
(wie gerade geschehen) oder die Rolle der Phantasie bleibt unklar.

Husserls Begriff der Vorstellung in der Phantasievariation geht dariiber hinaus, was grundséatzlich
durch Wahrnehmung gegeben werden kann:

Die Wirklichkeiten miissen behandelt werden als Moglichkeiten unter anderen Moglichkeiten, und zwar als
beliebige Phantasiemoglichkeiten. Das geschieht nur dann, wenn jede Bindung an vorgegebene Wirklichkeit

153 Mayer 2011, S. 189f..

154 Diese Varianten verletzen offensichtlich andere geometrischen Eigenschaften der Geraden, wie dass zwei Punkte stets eine
Gerade bestimmen oder zwei unterschiedliche Geraden sich in genau einem (oder in keinem) Punkt schneiden.
Fiir sich genommen steht man vielleicht vor einem &hnlichen Problem, sie als notwendige Eigenschaft der Geraden
nachzuweisen. Die Fragen wiren, in welchem Verhilinis diese Eigenschaften der Geraden zueinander stehen und wie weit
(und wie abstrakt) man in der Variantenbildung (im Hinblick auf die mengentheoretische Modellbildung) gehen darf. Jeden-
falls scheinen die zwei vorgeschlagenen Varianten auszureichen, um zu zeigen, dass das Geradenbeispiel keine eidetische
Phantasievariation ist.

155 Siehe auch Abschnitt 5.2.
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in der Tat aufs Sorgsamste ausgeschlossen ist. Variieren wir frei, aber im geheimen daran festhaltend, dass
es z. B. beliebige Téne in der Welt sein sollen, von Menschen auf der Erde zu hérende oder gehorte Tone,
dann haben wir zwar ein Wesensallgemeines als Eidos, aber auf unsere tatsdchliche Welt bezogen
und an diese universale Tatsache gebunden. Das ist eine geheime, ndmlich aus begreiflichen Griinden uns
selbst unmerkliche Bindung.!

Dieser hohe Anspruch an die Variationsmoglichkeit des Einzelnen, dem kaum ohne lidngere Voriibung
gentigt wird, ist ein praktischer Grund, die eidetische Variation in nach den Variationsmoglichkeiten
geordneten Stufen einzuteilen. Das reine Wesen ergibt sich nur einer vollstindig durchgefiihrten Phan-
tasievariation, in den nicht ganz unbeschrénkten Variationen wird das Wesen dagegen nur in unauf-
gedeckten Beziigen erkannt. So ist das diskutierte Geradenbeispiel eine erste, aber nicht vollstindig
durchgefiihrte eidetische Variation.

Kiinnes zweiter Kritikpunkt geht, wie die Erlduterungen zeigen, von einer dem Vorgehen zunichst
duferlichen Fragestellung aus. Denn eine erstes Anwenden der Phantasievariation hebt zunéchst nur
einiges Gemeinsames hervor (beim geometrischen Kreis: Kennzeichnungen, die als Definitionen dienen
koénnen), nicht unbedingt oder gleich das alleinige Wesen, wofiir ein differenzierterer Begriffsapparat
benoétigt wird. Erst ein erfolgreicher Abschluss und die damit einhergehende Einsicht in den Eidos legt
auch mit Sicherheit den Umfang von F fest, so dass dann entschieden werden konnte, ob G wirklich
allem, das auch F ist, zukommt oder nicht.

Drittens. Kiinnes letzer Kritikpunkt greift danach aus, dass das in der Phantasievariation als das «not-
wendige Gemeinsame» von F nicht auch der Was-Gehalt der F-heit sein muss. Denn, so das Gegen-
beispiel: «Alles, was rot ist, ist notwendigerweise farbig, und es ist notwendigerweise ausgedehnt; doch
Rot ist zwar eine Farbe, aber keine Ausdehnung.»'>’

Der Unterschied zwischen dem Farbigsein des Rot und seiner Ausdehnung in der Phantasievariation ist
allerdings, dass die Ausdehnung des Rot in einer konkreten Phantasievorstellung weder variiert werden
muss, um eine Variation von Rottonen zu erhalten, noch um eine Variation von Rot zu Griin zu Gelb
und jeder anderen Farbe zu bewerkstelligen und die Allgemeinheit Farbe zu erhalten. Husserl scheint
diesen Umstand mit dem Begriff des abstrakten Wesens bertiicksichtigen zu wollen. Abstrakte Wesen
beinhalten ungeklirte Beziehungen zu anderen Wesen, sind daher «von einer Unvollkommenheit» und

entspringen «in einer unexpliziten Relativitit stecken bleibende[r] Wesensbetrachtung[.]»!>8

Ein abstraktes, obschon reines Wesen ist unselbstandig, es ldfst unbekannte Wesen korrelativ offen; es ist ein
Titel fiir unselbstandige Moglichkeiten, deren thematische Variation eine Sphéare unthematischer Mitvaria-
tion an sich hédngen hat, die mit sinnbestimmend ist, und doch nicht den thematischen Sinn bestimmt.%?

Will man nicht alle Abhingigkeiten explizieren und so nach Husserl zu dem obersten Wesen einer Re-
gionalontologie vorstofien, kann man sich darauf beschranken, in einer korrekten Durchfithrung der
Phantasievariation von den Eigenschaften des Mediums abzusehen, in dem sich die Idee darstellt. Die
in der Imagination explizierten Gemeinsamkeiten sind dann nur die notwendigen Gemeinsamkeiten im
Hinblick auf das Wesen des Vorgestellten.

Abseits von dieser Erwiderung auf Kiinnes Einwand, wire meine Behauptung nun sogar, dass man sich
Farben unausgedehnt vorstellen kann, wenn man ,ausgedehnt’ expliziert durch ,in mindestens zwei
Teile teilbar’. Diese Behauptung ist allerdings problematisch, weil sie sich letztlich auf ein individuell
unterschiedlich ausgeprigtes Phantasievermogen bezieht, dessen verschieden starke Auspriagung in
einzelnen Menschen in der Kunst augenscheinlich wird, aber wozu es noch keine phdanomenologisch-
wissenschaftliche Gespréachskultur zu geben scheint. Wenn jemand behauptet, er konne sich Farben

156 Husserl 1948, S. 423f..
157 Kiinne 2007, S. 159.
158 Husserl 1948, S. 441.
159 Husserl 1948, S. 441f..
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unausgedehnt vorstellen, der andere es fiir sich verneint, so konnten sie zu unterschiedlichen Resultaten
gelangen, wenn sie die eidetische Variation anwenden, und ein objektiver Standard scheint verloren.
Dies ist jedoch an sich kein Problem der Methode, sondern eines der Philosophie als Gemeinschaft von

Forschern. Also ein Problem, dass sich erst zwischen Philosophen einstellt und auch nur dort gelost

werden kann.160

Eine direkte und einfache Folge der eidetischen Variation soll fiir einen spateren Gebrauch in Abschnitt
7.3.1 herausgestellt werden. Gibt es zwischen zwei begrifflichen Allgemeinheiten eine asymmetrische
Abhingigkeit der Form, dass die eine notwendig zum Gemeinsamen der anderen z&hlt aber nicht um-
gekehrt, dann gibt es kein Eidos, das genau diese beiden Allgemeinheiten umfasst. Denn variiert man
iiber die Schnittmenge ihrer Instantiationen in der Phantasie, dann variiert man nur iiber die von der
anderen abhidngige Allgemeinheit. Die Allgemeinheiten verhalten sich dann zueinander wie Gattung
und Spezies.

Die eidetische Variation steht offensichtlich in platonischer Tradition, insofern sie die Idee als Einheit
Vieler beschreibt.!6!

In dieser Arbeit wird zwar auch die Meinung vertreten, dass sich nicht hinter jedem Praddikat eine
entsprechende Idee verbirgt (in Abschnitt 6.2 und 6.3), es wird aber weiter behauptet (und in Ab-
schnitt 7.2 hoffentlich plausibel begriindet), dass es sein konnte, dass man die mittelbar an dem Pradikat
beteiligten Ideen entdecken kann, und dass man anhand bestimmter Merkmale die direkt fiir Ideen ste-
henden (mathematischen) Pradikate von den anderen (mathematischen) unterscheiden und so klassi-
fizieren kann.

160 Rochus Sowa, angeregt von Kiinnes Kritik an Husserls eidetischer Variation (s. Sowa 2011, S.156), fithrt drei Begriffsbeispiele
an, bei denen die Bestimmung des begrifflich Allgemeinen als des Gemeinsamen von notwendig mehreren Dingen versage (s.
Sowa 2011, S.156f., fiir die folgenden Zitate): 1) Bei Begriffen «mit a priori leeren Umfingen», wie dem «Begriff ,,eine Primzahl
zwischen 7 und 11”.» 2) Bei Begriffen mit «a priori und notwendig nur eine[m] einzigen Gegenstand als Umfang [...] wie z. B.
neine zwischen 5 und 7 liegende natiirliche Zahl”.» 3) Wenn kontingenterweise schon ein Gegenstand vorliegt, auf den das
(scheinbar) begrifflich Allgemeine zutrifft, wie z. B. bei «dem Begriff , ein am 8. April 1859 im méhrischen Profinitz geborener
Philosoph”.»

Da der Begriff in allen drei Fallen nicht von mehreren Dingen ausgesagt wird, kann es sich — so Sowa — nicht um begriffliche
Allgemeinheiten handeln, sondern um Namen oder Kennzeichnungen. Zumindest die eidetische Variation hat mit konti-
genten Kennzeichnungen wie in 3) dieses Problem nicht, da sie offensichtlich frei alternative Wirklichkeiten bilden kann.
Genausowenig ist es problematisch, dass logisch widerspriichliche ,Begriffe’ keine Ideen bilden, obwohl sie aus begrifflichen
Allgemeinheiten als ihren Bestandteilen zusammengesetzt sind. Denn wenn es nicht zu jedem ,Begriff’ eine Idee gibt, dann
sind die beliebig zusammengestellten, widerspriichlichen ,Begriffe’ gemeinhin die ersten Streichkandidaten.

Sowas Gegenbeispiel in 2) hdngt nun davon ab, wie man mathematische Objekte konzipiert. Der weit verbreitete mathemati-
sche Strukturalismus wiirde 2) als eine Bestimmung eines speziellen Strukturmomentes in der Struktur der natiirlichen Zahlen
mit der grofler-kleiner-Relation interpretieren. Struktur ist jedoch bereits das (in einem gewissen Kontext) Gemeinsame vieler
,Systeme’ (dh. ganz allgemein von Ansammlungen von Dingen, die in bestimmten Beziehungen stehen), die gerade diese
Strukturen exemplifizieren. Somit wire jede in der mathematischen Sprache gehaltene Kennzeichnung (einzelner Objekte) in
ihrer Tiefenstruktur die Bestimmung eines (zumindest in gewissem Sinne) begrifflich Allgemeinen.

Generell ist das Verhiltnis der eidetischen Variation zur modernen Mathematik und ihren Gegenstanden nicht einfach zu bes-
timmen, jedenfalls, wie Kapitel 7 zeigt, nicht unproblematisch, da eine Variation tiber die Grenze zwischen mathematischen
und sinnlichen Objekten nicht mehr ohne weiteres moglich ist.

161 Siehe dazu Politeia 596a6, Parmenides 132a2f., Symposion 211b2 (Idee sei povoetdéc), Metaphysik 990b13; und Finck 2007, S. 106.



«But the question what ontology actually to adopt still stands
open, and the obvious counsel is tolerance and an experi-

mental spirit.»
Quine 1980, S. 19

Zur Existenz mathematischer Gegenstiande

6.1 Mathematischer Platonismus und Platon

Der mathematische Platonismus — und wenn der Kontext klar ist einfach nur: Platonismus — ist ein
Standpunkt in der Philosophie der Mathematik des Realismus beztiglich mathematischer Gegenstdande
und Sachverhalte. Man unterscheidet in ihm zwei Behauptungen, einmal, dass die mathematischen
Objekte tatsdchlich existieren und zwar unabhéngig von einzelnen Menschen und Menschengruppen
(Gegenstandsrealismus). Zum anderen ist nach dem Wahrheitswertrealismus jeder wahre mathemati-
sche Satz objektiv wahr.

Ein Gegenstandsrealist schliefst demnach nicht aus, dass ein Mathematiker — wie man es im Mittelalter
zuweilen ausdriickte — in seiner eigenen Seele das Mathematische kreiert (im Nachbild der Schopfung
der Welt), er nimmt aber zusatzlich an, dass die mathematischen Dinge und Sachverhalte ungestort vom
einzelnen menschlichen Geist oder einer Sprache da sind, und letztlich das sind, wovon die Mathematik
handelt. Auch was die mathematischen Gegenstidnde sind, ist damit noch nicht entschieden. Frege
spricht den einzelnen natiirlichen Zahlen eine gesonderte Existenz zu, ein strukturalistischer Realist
dagegen sieht in den Strukturen die kleinsten eigenstindigen mathematischen Gegenstdnde, wie z. B.
in der durch die Peano-Arithmetik gegebenen Struktur der natiirlichen Zahlen. Ein strukturalistischer
und mengentheoretischer Realist wie Blau wiirde behaupten, dass es eigentlich nur eine Struktur gibt,
das durch die mengentheoretischen Axiome anfanglich bestimmte Mengenuniversum.

Gegenstands- und Wahrheitswertrealismus liegen zwar nahe beieinander, es ist aber eine zusatzlicher
begrifflicher Schritt sie, wie Colyvan 2012, S. 36, zusammenzutun: «Mathematical realism or Platonism
is the philosophical position that mathematical statements ... are true and that these statements are true
by virtue of the existence of mathematical objects».!

1 Einen philosophischen Standpunkt in Bezug auf die Mathematik als ,Platonismus’ zu bezeichnen, hat, soweit man weif3, als
erstes P. Bernays 1934 in einem Vortrag getan. Er orientiert sich dabei an der mathematischen Praxis und stellt der Vorstel-
lung, dass man die mathematischen Objekte, von denen man handelt, zunichst konkret aufzeigen muss, die Vorstellung
entgegen, dass man sie schon als gegeben denken darf ohne einzelne je vor die Augen stellen zu konnen: «Man betrachtet
die Gegenstiande einer Theorie als die Elemente einer Gesamtheit und folgert daraus: Fiir jede Eigenschaft, die sich vermittels
der Begriffe der Theorie ausdriickt, steht objektiv fest, ob es in der Gesamtheit ein Element gibt, das diese Eigenschaft besitzt
oder nicht. Aus dieser Vorstellung laf3t sich auch die folgende Alternative herleiten: Entweder alle Elemente einer Menge
besitzen eine gegebene Eigenschaft, oder es gibt wenigstens eines, das diese Eigenschaft nicht besitzt.» (Bernays 1978, S. 64f.)
Nach dem Beispiel der konstruierenden Geometrie der Elemente versus die statische Geometrie Hilberts (Hilbert 1962) fahrt
er fort: «.. die Tendenz [geht in der Mathematik dahin] die Gegenstande als losgelost von aller Bindung an das denkende
Subjekt zu betrachten. Da diese Tendenz vor allem in der Philosophie Platons zur Geltung gekommen ist, sei es mir gestattet,
sie als ,Platonismus” zu bezeichnen.» (Bernays 1978, S. 65) Bernays konzipiert den mathematischen Platonismus demnach im
Gegensatz zum mathematischen Konstruktivismus und nahe an dem konkreten mathematischen Vorgehen. Der Ausdruck
des ,Existierens der mathematischen Gegenstiande’, den auch Bernays ebenda benutzt, erhélt dadurch aber eine praktische
Ausformung in der mathematischen Methode, die aktuell selbst viele Antiplatoniker, die Konstruktivisten und Intuitionisten
zum Teil ausgenommen, nicht aufheben wollen. Entsprechend hielt er bereits in seinem Vortrag fest: «Diese Anwendung
[des Platonismus in der Mathematik] ist eine so tibliche, daf8 es keine Ubertreibung ist, wenn man sagt, der Platonismus
sei heute herrschend in der Mathematik.» (Bernays 1978, S. 67) Der Konstruktivismus bzw. Intuitionismus, so Bernays aber
weiter, hat in Bezug auf die mathematische Methode eine beschrankende Funktion, die bewusst eingesetzt von Vorteil sein
kann, weil sie keine ,zu starken’, dem behandelten mathematischen Gebiet zu ,duflerlichen’ Umstdnde zulésst, indem die vom
Platonismus erlaubten Gesamtheiten von mathematischen Gegenstianden ausgeschlossen werden. Fiir jedes mathematische
Fachgebiet konnte das Verhiltnis von Platonismus und Intuitionismus feinjustiert werden, d.h. konkreter bestimmt werden,
welche Gesamtheiten zugelassen werden (eine gewisse Ahnlichkeit zur reverse mathematics ist nicht zu leugnen, siche Ab-
schnitt 5.3): «Durch diese Beschrankung gewinnt eine Theorie an methodischer Klarheit; und in dieser Richtung erweist sich
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War nun PLATON ein Gegenstandsrealist, wie oft behauptet?? Aus den vorhergehenden Kapiteln sollte
ansatzweise hervorgegangen sein, dass er an der Frage fiir sich ,Existieren mathematische Dinge?’ — wie
sie aktuell gestellt wird — kein Interesse gehabt hitte.> Nur soweit sie relevant fiir die wahre Beschrei-
bung des Kosmos oder fiir die Bildung des Menschen war, wurde sie fiir ihn bedeutsam. (Siehe auch
Kapitel 7.)

In ihren frithen Schriften, in denen sie einen naturalistische begriindeten Realismus vertritt, skizziert
P. Maddy weitere Unterschiede zwischen PLATONs Ansichten und dem modernen mathematischen Pla-
tonismus. Sie bezieht sich auf PLATON, allerdings nur auf seinen allgemeinen Ideenrealismus und nicht
auf seine Uberlegungen zur Mathematik.
Plato originated the most dramatic version of realism about universals in his spectacular theory of Forms:
Redness, Equality, Beauty, and so on, are perfect, eternal, unchanging Forms; they exist outside of time and

space; we know them by means of the non-sensory intellect; ordinary physical properties, perceived by the
usual senses, are but pale an imperfect copies.*

Sie weist darauf hin, dass der Ausdruck ,Platonismus” in der Philosophie der Mathematik aktuell so
gebraucht wird, dass seine Bedeutung in mindestens zwei Punkten von PLATON abweicht. So merkt
Maddy tiber die historische Positionierung ihres eigenen Standpunktes und ihre Intention an, nachdem
sie ihre Uberzeugung dargelegt hat, dass die mathematische ,Welt’ nicht getrennt von der physischen
sei, sondern: «everything is ultimately physico-mathematical or mathematico-physical»®.
Some will note that, strictly speaking, this view is more Aristotelian than Platonistic. They are right, in the
sense that Aristotle’s forms depend on physical instantiations, while Plato’s are transcendent. I retain the

term ,Platonism’ here, not for its allusion to Plato, but because it has become standard in the philosophy of
mathematics for any position that includes the objective existence of mathematical entities.®

Sie vertritt in der Tat die naturalistische Auffassung, dass man manche mathematischen Objekte aus
dem Kontakt mit seiner Umwelt her kennt und von ihnen weifS. Damit ergibt sich auch eine Perspektive,
wie das Erkenntnisproblem (2) 16sen kann. Wenn man z. B. Mengen als Triager von Zahleigenschaften
tatsdchlich wahrnehmen kann, dann sind Mengen vermutlich auch kausal aktiv. Maddy 1990, S.157,
gibt ein Beispiel: «...suppose you deposit three quarters in a soft-drink machine and a soda drops out.
Which properties of that which you deposited are causally responsible for the emergence of the Pepsi?
Well, the weight of the physical mass of metal, its shape and also the number property: three. (The
machine counts somehow.)»

Des weiteren wird die Bezeichnung ,Platonismus’ fiir ein Merkmal von Standpunkten in der Philoso-
phie der Mathematik, so Maddy 1990, S. 20, in Analogie zu PLATONs Universalienrealismus verwendet.
In diesem Sinne platonisch sind aber wenige der aktuell mit ,Platonismus’ bezeichneten Positionen, wie
Maddy 1990, S. 21, feststellt: «For example, though the term ,Platonism’ suggests a realism about uni-
versals, many Platonists regard mathematics as the science of peculiarly mathematical particulars: num-
bers, functions, sets, etc.» Wahrend man bei mathematischen Begriffen, die sich in irgendeiner Weise in
mehreren Sachverhalten in der Welt instantiieren, noch das Allgemeine an ihnen zu erkennen ist, so
entsteht leicht der Eindruck beim Anblick der nicht mehr instantiierten mathematischen Objekte, die
die tiberwéltigende Mehrheit der mathematischen Objekte ausmachen und die Anzahl der weltlichen

der Intuitionismus als fruchtbar.» (Bernays 1978, S.71)
Nattirlicherweise hat man schon vor Bernays Vortrag explizit Beziige zu PLATON gezogen (siehe Bouveresse 2005), auch wenn
man anscheinend noch nicht den entsprechenden Ausdruck fiir eine Position in der Philosophie der Mathematik benutzte.

2 Soz.B. Colyvan 2012, S.37, Shapiro 2000, S. 202, Bediirftig und Murawski 2010, S. 33.
3 Abgesehen davon, dass er einen anderen Existenzbegriff hatte, siehe Abschnitt 6.4 und Fufinote 70.

4 Maddy 1990, S.12. Sie verweist dabei auf Politeia Buch 5-7, Wedberg 1955, Kapitel 3, Timaios 37d-38a fiir die Bedeutung von
,zeitlos sein’ und Phaidros 247 fiir die Metapher des Himmels tiber allen Himmeln.

5 Maddy 1990, S. 158.
6 Maddy 1990, S. 158.
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Dinge bei weitem tibertreffen, dass man es hier mit Einzeldingen zu tun hat und eben nicht mit der
Menge an sich oder der Funktion als Allgemeines.

Wihrend man nun abgesehen von Maddys Bemerkungen ofters durchaus eine Kontinuitdt zwischen
PLATON und den modernen mathematischen Platonisten zu erkennen meint, so wird das, was man fiir
PLATONSs Epistemologie gerade der Mathematik hilt, weitgehend abgelehnt.”
And the original Platonist, namely Plato himself, conjectured a wholly implausible epistemology involv-
ing immortal souls that previously existed in this abstract realm, that came to know mathematical objects

directly, but forgot what they knew in the act of being born, and that now in an embodied form are recollect-
ing bits and pieces of what they forgot. We have to do better than this.8

Dies ist nattirlich eine unergiebige Herangehensweise, nur die einzelnen Behauptungen anzufiihren, die
man selbst nicht teilt, um damit die ganze Konzeption abzulehnen. Die Stelle in den platonischen Dialo-
gen, auf der das Zitat aufbauen muss, ist die Diskussion um die Mathematiklehrstunde im Menon.? Dort
widerlegt Sokrates die sophistische Behauptung des Menon, dass man das, was man nicht weif}, auch
nicht suchen kann (weil man es ja nicht kennt und damit nicht weifs, was man eigentlich sucht) (Menon
80e). Dazu fiihrt er einen konkreten Fall vor (Menon 82a-86b), ein Junge ohne geometrische Kenntnisse,
tiber den man schliellich folgendermafien tibereinkommt (Menon 85cd): «Ohne daf3 ihn also jemand
lehrt sondern nur ausfragt, wird er wissen, und wird die Erkenntnis nur aus sich selbst hervorgeholt
haben.» Im Anschluss an die daraufhin auch geduferten Uberlegungen zum Wiedererinnern und der
Unsterblichkeit der Seele, in die dieser konkrete Fall des mathematischen Lernens eingebettet wird, ftigt
Sokrates an (Menon 86b): «Aber alles in dieser Uberlegung Gesagte und Vorgebrachte freilich mochte ich
nicht behaupten.» Fiir den expliziten Argumentationsgang wichtig wird die Wiedererinnerungslehre
erst im Phaidon 72eff..

Trotzdem steht das Erinnern auch im Menon in einem inhaltlichen Zusammenhang mit dem Erkennen.
Zu versuchen sich zu erinnern ist ndmlich auch ein Akt, in dem man etwas sucht, von dem man nicht
weifs, was es ist. Das wird dann beobachtbar, wenn einem nicht gleich einfllt, an was man sich zu
erinnern sucht. Weiff man zum Beispiel partout nicht, was am vorherigen Tag alles passiert ist und man
erlebt hat, so kann man sich verschiedener Hilfsmittel wie Kalender, Freunde u. a. zu bedienen suchen.
Aber wenn einem selbst dadurch das Geschehene nicht einfillt, so kann das zu Erinnernde nicht von
auflen gelehrt werden. Genauso verhilt es sich mit einem mathematischen Verstdndnis. Die allgemeine
Kennzeichnung dessen, was man zu wissen oder sich zu erinnern sucht, enthéalt das Gesuchte nicht und
ist zu allgemein. Das, was ich gestern mittag gemacht habe, oder die Verinderung, die eine Quadratseite bei Ver-
dopplung des Flicheninhalts erfihrt, sind derartige informelle Kennzeichnungen, deren Objekte letztlich
nur durch Nachdenken und Erinnern sicher genug in ihrer Wahrheit bestimmt werden kénnen.

Wiedererinnerung ist die Erinnerung an eine Erkenntnis, die man noch nie in diesem Leben hatte. Nun
kann man sich natiirlich auch an einen Gedanken, den man hatte als man den Titel dieses Buchs las
und den man vielleicht auch fiir wahr hielt, erinnern. Oder man kommt beim Nachdenken tiber ein
Sachthema auf einen Gedanken und erinnert sich dann erst, dass man ihn schon einmal hatte, dies
einem inzwischen aber in Vergessenheit geraten war. Der hier wichtige Unterschied in diesen beiden
Beispielen ist die intentionale Ausrichtung bei diesen Bewusstseinsakten, nicht der Gedanke, der der
gleiche sein konnte. Beim Erinnern ist die Aufmerksamkeit auf etwas gerichtet, dass man selbst ein-
mal erlebt oder erfahren hat, wahrend man sich beim Nachdenken auf Fragen fokussiert, in denen man
selbst nicht unbedingt vorkommt. Mich an das erinnern, was ich gestern machte, kann nur ich selbst.
Aber eine Erkenntnisfrage stellen und beantworten, kann jeder, der tiber die dazu notwendige Informa-
tion und Konzentration verftigt.

7 Siehe Shapiro 2000, S.52.
8 Brown 2005, S.57.

9 Auf die wiederum in allgemeiner Weise in Phaidon 72¢ referiert wird.
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Nun betrachte man beim Erinnern nicht, worauf das Bewusstsein ausgerichtet ist, sondern die in diesen
Prozess verwickelten Bestandteile. Es lassen sich zwei Komponenten unterscheiden. Eine ist eine
Vorstellung im weiteren Sinn, ndmlich das ,Bild’ von dem, an was man sich erinnert. Die andere Kom-
ponente ist das Wissen darum, dass diese Vorstellung fiir einen selbst einmal wirklich war. Sich zu
erinnern ist demnach ein Akt, in dem man eine Vorstellung hervorbringt zusammen mit dem Wissen
um die Verbindung des Inhalts dieser Vorstellung mit einem selbst in der Vergangenheit.'”

Mit diesem Verstdndnis von Erinnern kénnen wir eine zeitgeméfiere Formulierung der platonischen
Wiedererinnerungslehre geben. Sie ist die Behauptung, dass erstens der Versuch eine geometrische Er-
kenntnis zu gewinnen, eine intentionale Ausrichtung des Bewusstseins auf die eigene unkorperliche
Existenz und dem, was man in dieser erlebt und erkannt hat, ist; und zweitens dass ein schlieSlich
erfolgreiches Erkennen geometrischer Sachverhalte in seinem Akt ein (fiir gewohnlich) nicht zur be-
wussten Klarheit erhobenes Wissen iiber die Beziehung der eigenen korperunabhingigen Seele zu dem
Erkannten einschliefst.

Auch diese modernisierte These zur Wiedererinnerungslehre ist nicht in erster Linie dazu gedacht, Prob-
leme in einer Epistemologie der Mathematik zu 16sen, sondern wiirde, wenn sie wahr wire, starke Aus-
sagen zum Wesen des Menschen treffen. Im Unterschied zu Browns Formulierung (siehe oben) aber
werden mit ihr Behauptungen {iber den subjektiv vollzogenen Erkenntnisakt beim Mathematiktreiben
aufgestellt, die entschieden werden kénnen, indem man sich tiber die subjektive Tatigkeit des Mathe-
matisierens aufkldrt. Der Mathematiker — und nur er — kann hier direkt an seine Arbeit ankniipfen und
diese Aufkldrung leisten.

Ohne dem Wahrheitsgehalt der These weiter nachzugehen sei zumindest darauf hingewiesen, dass dem
arbeitenden Mathematiker, der ohne philosophische Vorurteile ist, diese These oftmals sympathisch sein
wird, weil sie zentrale Punkte seines eigenen Erlebens wiedergibt, die so auch nicht von einem moder-
nen mathematischen Platonismus eingefangen werden: Mathematik sei etwas von den Widrigkeiten des
Lebens ganz Unabhingiges, in seiner Klarheit und Reinheit Einmaliges, das einen im Innersten beriihrt.
Nun verfolgen wir aber die Frage nach der Existenz mathematischer Gegenstinde weiter.

6.2 Reden tiber die Existenz

Zu den kiirzesten Fragen der Philosophie gehort: «Was existiert?»; und bekanntlich ist die Antwort noch
kiirzer: «Alles!». Dies legt schon nahe, dass es sich bei der Existenz um einen grundlegenden, bereits
vordenklich gebrauchten Begriff handelt. Jedenfalls prasupponiert man die Existenz von Dingen, tiber
die man Aussagen macht, oftmals:

(1)  Vor meinem Biirofenster steht ein Baum.

Mein Biiro hat ein Fenster und vor dem existiert ein Baum, oder es gibt einen Baum, der vor dem Fenster
steht. Ob die Existenz des Baumes vorausgesetzt wird oder (direkt) behauptet, hingt vom weiteren
Kontext ab, auf jeden Fall prasupponiere ich die Existenz des Fensters. Wenn es gar kein Biirofenster
gibt, ist die Aussage eher falsch, vielleicht aber etwas Drittes wie neutral. Jedenfalls bereitet uns der
Umgang mit mesokosmischen Dingen praktisch keine Probleme. Ob es dieses Biirofenster gibt, halt
man fiir grundsatzlich einfach entscheidbar.

Ein anderer Eindruck kann fiir die Philosophie der Mathematik entstehen. Zwei ,Intuitionen’ scheinen

tll

bei (ehemaligen) Teilnehmern ontologischer Debatten weit verbreitet'* und kénnten fiir manchen Math-

ematiker der Grund gewesen sein, sich nicht weiter mit Grundlagenfragen seines Fachs zu beschiftigen.

10 Man vergleiche zur ersten Komponente ARISTOTELES De Memoria, insb. 450b11-451a3, 451a15-16. Der Frage, inwiefern PLA-
TON dieser Analyse des Erinnerns zugestimmt hitte und tiberhaupt hitte zustimmen kénnen, gehe ich hier nicht nach, halte
die Aussage, dass er dem heute zustimmen wiirde — bei aller Vagheit dieser Aussage — aber zumindest nicht fiir abwegig.

11 Siehe als Indiz dafiir Manley 2009, S. 1ff.. Ich kenne keine soziologische Untersuchung dazu.
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1.) Es stellt sich der Verdacht ein, die Diskussion drehe sich um Worte und enthalte nur unterschiedliche
Beschreibungen bei gleichem Erfahrungshorizont. Auch jemand, der meint, dass nur Atome oder klei-
nere Elementarteilchen in Wirklichkeit existieren, sieht das Buch hier und nicht die kleinsten Teilchen
des Haufens, der diese Buchgestalt angenommen hat. Entsprechend konne ein Intuitionist statt in Ge-
bieten der konstruktiven Mathematik zu arbeiten in den hoheren Gebieten der nicht-konstruktivistis-
chen Mengenlehre z. B. messbare Kardinalzahlen untersuchen. Der Streit der philosophischen Stand-
punkte wére keiner zwischen sich ausschliefenden Methoden, sondern ein forschungspolitischer. Man
ist in der Praxis misstrauisch gegentiber Anti-Realisten, die sich um eine Umdeutung herkémmlicher
Redeweisen bemitihen, da es fraglich ist, was fiir einen Erkenntnisgewinn z.B. die Einsicht bringen
sollte, dass keine Zahlen existieren. Angenommen der Anti-Realist tiberzeugt einen praktizierenden
Zahlentheoretiker von dieser Behauptung, dann wiirde er ihm vielleicht die Arbeit vermiefsen, aber
nichts methodisch oder inhaltlich verandern.!?

2.) Zudem scheint die Frage nach der Existenz relativ leicht entscheidbar zu sein, wenn man etwas
Vertrauen in die alltdgliche Sprache oder die Praxis der Mathematik aufbringt.!3> Die Existenz von ab-
strakten Gegenstidnden iiberhaupt scheint trivial beweisbar zu sein: Meine linke Hand hat eine endliche
Zahl von Fingern, also gibt es mindestens eine Zahl.

Die moderne Debatte erscheint dagegen tendenziell theoriebeladen und dadurch realitdtsfern. Die be-
rithmteste moderne Bedingung fiir die Existenz von Dingen ist Quines dictum: <To be is to be the value
of a variable>!* Genauer: Man ist ontologisch verpflichtet, das fiir existierend zu nehmen, tiber was
man in einer Theorie, von der man iiberzeugt ist, quantifizieren muss.!> Zweifaches erscheint bei dieser
Aussage problematisch, wenn man mit ihr erkennen mochte, was existiert (anders in 6.3.3). Einmal wird
tiber ,Ort” und Weise der Existenz nichts genauer bestimmt, wenn man sich z. B. tiber dieses Kriterium
letztlich davon iiberzeugen wiirde, dass die natiirlichen Zahlen existieren. Denn die Argumentation
geht so: Wenn man von X iiberzeugt ist, dann muss man billigerweise auch von der Existenz von x
tiberzeugt sein, auch wenn x vielleicht aufser Raum und Zeit oder akausal existieren miisste. Dies ist
aber in strittigen Féllen auch deswegen unplausibel, weil zweitens das im weitesten Sinne empirische
Moment, dass man letztlich irgendwie im Kontakt mit einem Ding stehen muss, um iiber seine Exis-
tenz entscheiden zu konnen, fehlt. Rein abstrakt kann die Frage, ob dies oder das existiert, nicht gelost
werden, sondern nur durch Beobachtung (im weitesten Sinne).

Aus diesem Quineschen Ansatz entspringt das in den letzten Jahrzehnten meist diskutierte Argument
fiir den (mathematischen) Realismus, das sogenannte Unverzichtbarkeitsargument (indispensability ar-
gument). Eine Vorform davon ist der Schluss:!®

1) Genau das, was fur die besten naturwissenschaftlichen Theorien unverzichtbar ist, existiert.
2) Manche mathematischen Dinge sind unverzichtbar fiir die besten naturwissenschaftlichen Theorien.

— Alsor
3) Manche mathematische Dinge existieren.

12 Bei Philosophen wird dieser Gedanke zusammengeworfen mit Okham’s razor oder dem eleatischen Grundsatz zu einem Ar-
gument fiir den Anti-Realisten: Wenn durch die Annahme der Nicht-Existenz der mathematischen Gegensténde kein (theo-
retischer) ,Mangel’ entsteht, existieren sie nicht.

13 Wang 1977, S.311, scheint der Meinung zu sein, dass die Beschiftigung mit Mathematik ausreicht, um {iber die Existenz
mathematischer Objekte entscheiden zu kénnen: «It is only through our knowledge obtained in studying mathematics (and
in particular set theory) that the view of sets as existing independently of our knowledge is reached.»

14 Siehe Quine 1980, S. 15.

15 Kiinne 2007, S.102: «Wir legen uns genau dann auf die Annahme fest, dal es Gegenstande der Art X gibt, wenn wir solche
Gegenstiande bei der Formulierung unserer Uberzeugungen in der Sprache der Quantorenlogik zum Wertbereich unserer
Variablen rechnen miissen.»

16 Vgl. z.B. Colyvan 2001, S. 6ff., fiir einen knappen historischen Uberblick.
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Eine urspriinglichere und sehr plausible Form dieses Arguments ist der ad-hominem Einwand, man solle
doch in einer wissenschaftlichen Theorie nicht iiber Dinge quantifizieren, von denen man denkt, dass
sie gar nicht existieren. Das Problematische der in die Pramissen (1) und (2) eingehenden naturalis-
tischen und holistischen Voraussetzungen wurde und wird in der Fachwelt intensiv diskutiert. Wir
belassen es hier bei einer Abgrenzung. Da Existenzzuschreibungen letztlich in der Autonomie des Sub-
jekts stattfinden miissen, ist das Unverzichtbarkeitsargument letztlich nur fiir Naturwissenschaftler und
auch bei diesen nur fiir die von ihnen als wahr erkannten Theorien relevant. Fiir jemanden ohne jede
naturwissenschaftliche und angelologische Bildung ist damit letztlich kein Unterschied in der Existenz-
zuschreibung der Wahrsagerin beziiglich Engeln und der des gesellschaftlich anerkannten Fachmanns
beziiglich Atomen. Zum zweiten ist der implizit enthaltene Existenzbegriff zu weit von der Lebenswelt
abstrahiert. Fiir eine eingehende Untersuchung muss von da ausgegangen werden, wo man im all-
gemeinen Existenzzuschreibungen macht und sich der Existenzbegriff griindet, auch wenn sich diese
Existenzzuschreibungen spéter als relativ oder sogar illusorisch herausstellen sollten.

Der Weg, der im folgenden eingeschlagen wird, ist einer zur Suche nach epistemischen Existenzkrite-
rien, also von notwendigen und/oder hinreichenden Bedingungen, um etwas als existent zu erkennen,
und bestenfalls von einer Gruppe notwendiger Bedingungen, die zusammen hinreichend sind und da-
mit das einzige Kriterium bilden wiirden. Diese herauszubilden, nimmt dabei notwendigerweise eine
dialektische Gestalt an, insofern eine begriffliche Bestimmung stets abgelost werden muss durch eine
Uberpriifung der Kriterien an konkreten Existenzannahmen. Was damit genauer gemeint ist, wird sich
in der Durchfiihrung zeigen.

6.3 Existenzkriterien

6.3.1 Einleitende Bemerkungen und Uberblick

Der Existenzbegriff in der mathematik-philosophischen Diskussion wird i.a. weitgehend unexpliziert
benutzt und die Existenz mathematischer Objekte merkwiirdig abstrakt diskutiert, als ob man mittelbar
auf ihre Existenz schliefien konnte und miisste, wenn man ihre Existenz verteidigen mochte, und wenn
man ihr Vorhandensein negiert, dies wiederum argumentativ elaboriert tun miisste. So als ob mathema-
tische Dinge wie Sterne auf einer anderen Seite des Universum wéren oder wie elementarste Teilchen,
tiber die der Mensch nur sehr vermittelt etwas erkennen kann. Negative Existenzurteile werden al-
lerdings dadurch gerechtfertigt, dass man aufzeigt, dass die diskutierten Dinge theoretisch tiberfliissig
sind. Man setzt dabei aber auch voraus, dass die Existenz der diskutierten Dinge den anderen Diskus-
sionsteilnehmern nicht unmittelbar présent ist. Ist dies namlich der Fall, wie (wahrscheinlich) bei der
These, es gidbe nur Atome aber keine mesokosmischen Dinge wie z. B. Tische, so liegt der These ein
anderer Existenzbegriff zu Grunde. Denn dass der Tisch, den ich hier und jetzt sehe, da ist, ist mir so
unzweifelbar, dass nur verhandelbar ist, was genau das ist, was da ist, und ob es vielleicht Dinge gibt,
die in einem ,stdrkeren’ Mafle existieren als der Tisch, jedoch nicht die Existenz des Dinges dort.

Der empirisch-phdnomenologisch orientierte Grundgedanke der folgenden Abschnitte ist, dass man et-
was streng genommen als existent nur dann anerkennt (bzw. anerkennen sollte), wenn man sich selbst
von seiner Existenz durch direkte ,Beobachtung’ iiberzeugen konnte. Die Existenz eines Dings ist dem-

nach nichts, auf das man deduktiv schlieflen kann: Existenzzuschreibung ist letztlich keine Folge der

Theorie sondern einer weit gefassten Empirie.!”

17 Im (auch wissenschaftlichen) Alltag wird man aus pragmatischen Griinden diesen engen Rahmen von Existenzzuschreibun-
gen erweitern miissen, man wird sich letztlich aber immer auf den engen Existenzbegriff berufen kénnen. Die Empirie wird
hier weit gefasst, da keine Einschrankung auf die sinnliche oder materielle Welt geschehen soll, die erst Ergebnis unserer Un-
tersuchung sein kann und keine Vorannahme. Wenn also mathematische Dinge existieren, miissen sie beobachtbar sein. Der
Ausdruck ,beobachten” wird dabei leicht metaphorisch, wenn er tiber dufiere und gewohnliche innere Wahrnehmung hinaus
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Eine dhnliche Schwierigkeit wie zuvor ergibt sich allerdings auch fiir den Realisten, der eine Gruppe
,Ungldubiger’ tiberzeugen will, die den Tisch nicht sehen. Er kann ihnen nur zwei Hilfestellungen an-
bieten: Zum einen kann er ihnen eine Methode an die Hand geben, mittels der sie den Tisch beobachten
konnen. Zum anderen kann er sie dabei unterstiitzen, sich der bereits vollzogenen Beobachtung in bis-
her unbewussten Teilen bewusst zu werden. In unserem trivialen Beispiel konnte er schildern, dass
man die Augen aufmachen, ggf. eine Brille aufsetzen und in eine bestimmte Richtung blicken konnte.
Oder er kann sie darauf hinweisen, dass das von ihnen vor einiger Zeit betrachtete Buch doch auf
einem Tisch lag, und ihnen damit helfen, sich einer Wahrnehmung des Tisches nachtrédglich bewusst
zu werden. Dabei scheint diese zeitliche Differenz aber nicht von Bedeutung zu sein, auch wenn die
Bewusstwerdung fiir gewohnlich wiahrend des Wahrnehmens geschieht.

Beziiglich mathematischen Objekten ist es nun der Fall, dass nicht nur der philosophische Diskurs, son-
dern auch die Gemeinde der Mathematiker selbst nicht einheitlicher Meinung tiber deren Existenz ist.
Somit scheint die erste Moglichkeit einem Realisten nicht zur Verfligung zu stehen, da es nicht ausrei-
chen wiirde, einen Antirealisten dazu anzuhalten, selbst Mathematik zu betreiben, und es keine anderen
Methoden zur ,Beobachtung’ der mathematischen Objekte zu geben scheint. Es bliebe nun die zweite
Moglichkeit eines Diskussionsbeitrags tibrig, wenn wir einen Realisten zur Hand hitten, der sich durch
,Beobachtung’ von der Existenz mathematischer Objekte tiberzeugt hitte und anderen Hilfestellungen
bieten konnte. Da wir keinen zur Hand haben, sollen im folgenden theoretische Vorarbeiten geleistet
werden, die zu einer Bewusstwerdung einer Existenzbeobachtung mathematischer Objekte helfen kinn-
ten, und von denen sich im Nachhinein bestenfalls herausstellt, dass sie dies auch tatsdchlich leisten.

Eine gute Hilfe zur Bewusstwerdung von Existenzbeobachtungen konnten Kriterien sein, die, wenn sie
erfiillt werden, die Existenz der Dinge sichern. Denn mit ihrer Explizierung scheint eine theoretische
Vorarbeit im wesentlichen abgeschlossen zu sein, und es praktisch darauf anzukommen, ob die Krite-
rien in diesem oder jenem Mal erfiillt wurden. Somit wird es in Abschnitt 6.3.2 zundchst darum gehen,
die Moglichkeit von Existenzkriterien plausibler zu machen, um in den folgenden Abschnitten zu ver-
suchen, eines zu bestimmen. In Abschnitt 6.3.3 werden die Eigenschaften einer besten Theorie, wie
sie Quine angibt, gepriift, in 6.3.4 das Kriterium Azzounis, in Abschnitt 6.3.5 das Blaus. Dann wird in
Abschnitt 6.3.6 das Problem der Kausalitdt in der Erkenntnistheorie der Mathematik kurz dargestellt
und in Bezug auf Existenzerkenntnis diskutiert, um es in Abschnitt 6.3.7 auf etwas Grundsitzlicheres
zu reduzieren. In Abschnitt 6.4 wird schliefilich der Stand der Untersuchung zusammengefasst.

Die angestrebten Kriterien sollen Kriterien fiir die Existenz von Dingen sein — aber wovon sollen sie Kri-
terien sein, d.h. iiber was miissen Aussagen gelten, damit die Kriterien erfiillt sind? Zunachst sollen es
epistemische Kriterien sein, also nicht unbedingt Kriterien, die etwas genau dann erfiillt, wenn es exis-
tiert, sondern die unsere ,Wahrnehmung’ der Dinge genau dann erfiillt, wenn diese existieren. Die
Formulierung des letzten Satzes weist bereits auf ein Problem hin, PLATONs Bart!® in erkenntnisthe-
oretischer Variante: Was fiir eine ,Wahrnehmung’ ist es, die die Kriterien erfiillt, wenn nicht bereits
die ,Wahrnehmung’ des existierenden Dings? Von was ist das eine ,Wahrnehmung’, die kein Existen-
zkriterium erfiillt? Man scheint genétigt zu sein, in der Theorie eine mehr oder weniger unbewusste
Vorstufe anzunehmen, die die Eindriicke der ,Wahrnehmung’ ohne die Existenzzuschreibungen ent-
héilt. Damit erhalten aber auch die Formulierungen im folgenden zuweilen einen konstruktivistischen
Schein, so als ob man aus den Elementen dieser Vorstufe die Existenz von Dingen entwickelt — relativ
willkiirlich oder zumindest ohne Kontakt zu den existierenden Dingen. Das ist nicht intendiert.

Dass im Vorherigen stets von Kriterien und nicht von einem einzelnen Kriterium die Rede war, sollte
noch keine Vorentscheidung dartiber treffen, ob es tatsdchlich ein einziges (und damit notwendig und

verwendet wird. Aber hier und im folgenden wird die implizite Existenzprasupponierung fiir die technische Bedeutung von
,beobachten” eliminiert.

18 Vgl. Quine 1980, S.2,5.
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hinreichendes) Kriterium gibt, oder eben nur mehrere (damit jeweils nur hinreichende).

6.3.2 Die Kluft zwischen Innenwelt und Gegenstand

Um es etwas plausibler zu machen, dass mit den epistemischen Existenzkriterien ein Wissen um etwas
angestrebt wird, das nicht schon anderweitig verfiigbar ist, wird eine Auerung Freges interpretiert und
im entscheidenden Punkt gegen andere Interpretationen abgegrenzt.

Nachdem Frege in seinem Artikel {iber den Gedanken!® dafiir argumentiert hat, dass ein Gedanke
weder der Innen- noch der gewohnlichen Auflenwelt angehort, mochte er zum Ende hin die Bedenken
gegen eine derartige Anschauung zerstreuen, die sich auf die Meinung griinden, dass Dinge nur durch
Sinneswahrnehmung gegeben werden konnen. Er gibt zwar zu, dass Sinneseindriicke notwendig sind,
um Dinge zu sehen, argumentiert aber dafiir, dass sie nicht hinreichend sind, sondern durch etwas
«Nichtsinnliches»?? ergianzt werden miissen, das erst ausschlaggebend sei dafiir, dass man Dinge wahrn-
immt.?! Die Sinneseindriicke seien also gar nicht das entscheidende Element eines Blicks in die Aufen-
welt, und es sei vorstellbar, dass dieses <Nichtsinnliche> auch ohne Sinneseindriicke eine Briicke zu
andersartigen Dingen, insbesondere den Gedanken, schlédgt.

Frege fiihrt an, dass die Sinneseindriicke, die Teil der Innenwelt?? eines jeden Menschen sind, nicht
ausreichen, um Dinge wahrzunehmen, weil ihnen keine Referenz auf die Dinge beiwohnt, die notwen-
dig auf diese verweisen und damit die Existenz dieser Dinge sichern wiirde. Dass die Dinge nicht
direkt mit den Sinneseindriicken mitgeliefert werden, ist daran zu erkennen, dass die Sinneseindrticke
unterschiedlicher Menschen unterschiedlich sind, sie aber mittels unterschiedlicher Eindriicke trotzdem
dasselbe Ding wahrnehmen konnen.?> Frege meint vermutlich, dass zwei Menschen mit zwei Sinnes-
eindriicken, die ja als Vorstellungen in der jeweiligen Innenwelt privat und als Bewusstseinsinhalte
abhingig vom jeweiligen Trager sind, in Bezug auf ihre jeweiligen Eindriicke nur dann von demselben
sprechen konnten, wenn sie dieselben Eindriicke haben wiirden. Man koénnte auch etwas Kantischer
argumentieren, dass ein Sinneseindruck selbst nicht noch das enthélt, was den vom Sinneseindruck un-
abhidngigen Gegenstand, der auch durch andere Sinneseindriicke erscheinen kann, konstituiert, weil
dieses u.a. ein Mehr an begrifflicher Bewertung der verschiedenen Teile eines Sinneneindrucks wire,
die dieser gerade noch nicht mitbringt.

Das Wundersame der gewohnlichen Aufienwelt ist nicht nur, dass die verschiedene Menschen mit un-
terschiedlichen Sinneseindriicken dieselben Dinge sehen, sondern auch, dass sie sogar die Dinge an
denselben Orten sehen und sich damit in derselben AuSenwelt bewegen.?*

Meine These ist, dass die im folgenden angefiihrten Vorschldge, was das «<Nichtsinnliche> fiir Frege ist,
ungentigend sind, weil sie dem nicht gerecht werden, dass es das «Nichtsinnliche> ist, tiber das man
irgendwie in ,Kontakt’ mit den Dingen stehen muss, um zu gewihrleisten, dass man tatsachlich exis-
tierende Dinge wahrnimmt. Frege will ja darauf hinaus, dass das Haben von Sinneseindriicken keine
Erkldrung dafiir bietet, wie wir Dinge wahrnehmen kénnen. Denn sein Ziel ist es zu zeigen, dass die
theoretischen Annahmen eines epistemologisch harten Realisten der dufieren Welt bereits so stark sind,

19 Deas ist Frege 1918.
20 Frege 1918, S.110(75).

21 Frege 1918, S.110(75): «Das Haben von Gesichteindriicken ist zwar nétig zum Sehen der Dinge, aber nicht hinreichend. Was
noch hinzukommen muf, ist nichts Sinnliches»

22 Die Innenwelt eines Menschen ist «eine Welt der Sinneseindrticke, der Schopfungen seiner Einbildungskraft, der Empfindun-
gen, der Gefiihle und Stimmungen, eine Welt der Neigungen, Wiinsche und Entschliisse.» Frege 1918, S.98(66). Frege fasst
diese alle bis auf die Entschliisse unter dem Ausdruck , Vorstellung” zusammen.

23 Frege 1918, S.109(75): «Denselben [Sinneseindruck] haben zwei Menschen jedenfalls nicht, wenn sie auch dhnliche Sinnesein-
driicke haben mogen. Diese allein eréffnen uns nicht die Auflenwelt.»

24 Siehe Frege 1918, S.109f.(75).
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dass ein Gedankenrealismus auf den ersten Blick keine grundsitzlich schwierigere epistemologische
Probleme aufwirft.?> Es ist also nach Frege gerade nicht der Fall, dass «die kausale Rolle des Gegen-
standes nicht geheimnisvoll ist»?® im Unterschied zur Rolle des Gedankens, wenn er gefasst wird.

Dass Frege das «<Nichtsinnliche> so verstand, wird deutlich aus seiner starken Trennung zwischen Innen-
und Aufienwelt. Entweder ist etwas Bewusstseinsinhalt und Teil der Innenwelt oder ein unabhédngiger
Gegenstand in der Auflenwelt (oder wo ganz anders). Und ist man in der Innenwelt, heifst es «Kunde

zu erlangen»?’

von der Aufienwelt; diese muss <aufgeschlossen> werden, sonst «bliebe jeder in seiner
Innenwelt eingeschlossen».?® Dieser Hiatus zwischen den Welten wird durch das <Nichtsinnliche> tiber-

briickt, es stellt den ,Kontakt” zu den Dingen in der Aufienwelt her.

Frege duflerte sich nicht weiter dartiber, und so hat man das «<Nichtsinnliche>, das hinzukommen muss,
interpretiert als etwas aus der Gedankenwelt oder als eine rationale Fahigkeit und teilweise unter-
schieden, zwischen dem <Nichtsinnlichen>, das die Sinneseindriicke ergidnzt, und dem, was uns die
Gedanken fassen lasst: Zu den Sinneseindriicken muss noch, nach Kiinne, mindestens der «Gedanken-
baustein> Begriff hinzutreten, damit ein Gegenstand gesehen wird, und ein Gedanke, wenn wahrgenom-
men wird, dass so-und-so, d.h. die «Verstandestdtigkeit im Zusammenspiel mit Sinneseindriicken» er-
schlieft «die Welt der wahrnehmbaren Dinge»?’ bzw. die «reine Verstandestatigkeit> die Welt der Ge-
danken.3® Dummett®! legt sich nur darauf fest, dass die Ergdnzungen der Sinneseindriicke aus der
Gedankenwelt stammen miissen, und tippt darauf, dass das sinnliche Wahrnehmen ein Urteilen, also
die Anerkennung der Wahrheit eines Gedankens, enthilt. Rousse®? bezieht sich auf die von Frege
zuweilen erwédhnte Sprachgebundenheit des Denkens und interpretiert das «Nichtsinnliche> als eine
einfache rationale Fahigkeit, die linguistische Fiahigkeiten mit einbegreift und mittels der sprachlichen
Zeichen die Gedanken fassen lasst.>> Malzkorn®* reduziert die Relation zwischen der Person und dem
Gedanken auf die zwei Relationen zwischen einer Person & seinen Vorstellungen und einer Vorstellung

& einem Gedanken, der dnhalt> der Vorstellung ist, weil sie ihm beide unproblematischer erscheinen.?®

Diese Vorschlidge daftir, was Frege wohl unter dem (Nichtsinnlichen> verstanden haben mag, sind vor
allem deswegend ungeniigend, weil sie die {iberbriickende Funktion nicht weiter kliren.’¢ Zwar muss
zu den Sinneseindriicken noch Konzeptionelles hinzukommen, damit ein Wahrnehmen stattfinden kann,
aber damit ist weder weiter geklart, wie damit die Kluft zwischen Innen- und Aufienwelt iiberwunden
wird, noch ist es damit {iberhaupt notwendig, dass es eine Aufsenwelt gibt. Es scheint sogar grundsatz-
lich notig, innerhalb einer 3-Welten-Theorie neue Bestandteile oder Funktionen neben den Dingen der
drei Welten einzufiihren, um den Ubergang zwischen den Welten theoretisch beschreiben zu konnen.
Denn dass es die Dinge der einen Welt sein sollen, die den Ubergang zwischen den beiden anderen

25 Ein epistemologisch harter Realist ist gerade einer, der nicht nur behauptet, dass die jeweiligen Dinge existieren, sondern
auch, dass man ihre Existenz erkennen kann.

26 Kiinne 2010, S.530.

27 Frege 1918, S5.109(75).

28 Frege 1918, S.110(75).

29 Kiinne 2010, S.528.

30 Kiinne 2010, S.528.

31 Siehe Dummett 1991, S. 273.

32 Siehe Rousse 2006.

33 Siehe vor allem Rousse 2006, S. 12f..
34 Siehe Malzkorn 2001, S. 48f..

35 Allerdings behauptet er nicht, damit das zu ergdnzende (Nichtsinnliche> bestimmt zu haben, noch die erkenntnistheoretischen
Probleme hinreichend beantwortet zu haben; s. Malzkorn 2001, S.49a23. Fiir weitere Interpretationsmoglichkeiten, die aber
nichts wesentlich anderes enthalten als die angefiihrten, und ihre Schwierigkeiten vgl. Malzkorn 2001, 38ff..

36 Daneben haben sie sich individueller Schwierigkeiten zu erwehren. So kommt die Auffassung, Frege hitte unter dem Nicht-
sinnlichen> beidemale den Gedanken gemeint, in grofie Not zu erkldren, was es wohl heiflen sollte, dass man nur mittels eines
Gedanken einen Gedanken fasst; vgl. Kiinne 2010, S. 528.
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Welten gewiéhrleisten, ist fiir sich schon widerspriichlich, da die Dinge jeder Welt gerade getrennt von
den Dingen der anderen beiden sind, und gerade nicht an den beiden anderen so stark teilhétten, dass
sie sogar zwischen ihnen vermitteln konnten. So ein neues Element wiren z. B., wie vorgeschlagen,
bestimmte (rationale) Fahigkeiten, ohne dass allerdings in den Vorschldgen ihre vermittelnde Funktion
explizit gemacht oder sogar etwas weiter bestimmt worden wire.

Man beachte, dass auch evolutionistische Theorien die Richtigkeit unserer Existenzzuschreibungen nicht
erkliren. Die Annahme eines der Sache duflerlichen Mechanismus®” jeder Art (ob evolutionar entstan-
dene Gehirnstrukturen, Gott oder anderes), der einen vielleicht auch nur zu Beginn der ontogenetischen
Gehirnentwicklung oder nur beim Erblicken der ersten dufieren Gegenstiande veranlasst, die-und-die
Dinge als existierend anzunehmen, miindet streng genommen in idealistische oder parallelistische The-
orien beziiglich der dann nicht mehr ganz so duflerlichen Dinge. Denn wenn man von der Existenz
von Dingen letztlich nicht mehr deswegen tiberzeugt ist, weil sie existieren, sondern weil man von etwas
anderem dazu veranlasst wurde, fehlt einem eine grundsatzliche Korrekturmoglichkeit. Also konnten,
wenn iiberhaupt Dinge existieren, diese auch ganz andere und anders sein als die, die man als existie-
rend annimmt.

Aber man wird mit derartigen Modellen die getitigten Existenzzuschreibungen auch nicht rechtfertigen
wollen, sondern man setzt sie voraus. So kénnte man z. B. behaupten: Die Evolution der Menschheit
hat dazu gefiihrt, dass die gesunde, menschliche, befruchtete Eizelle derartig disponiert ist, dass der
Embryo in Wechselbeziehung mit seiner Umwelt sich physisch so entwickelt, dass er allein deswegen
die dufieren Dinge als duflere erkennt. Diese Idee einer (biologischen) Evolution setzt aber unsere exis-
tierende Welt bereits als existent voraus und kann so nur eine sekundére Erklarung bieten, wieso gerade
die von einem wahrgenommenen Dinge tatsachlich existieren.

Freges Nichtsinnliches> wurde also mit den angefiihrten Vorschlidgen nicht erreicht, und es steht die
Frage im Raum, wie es tiberhaupt behandelt werden konnte. Ein epistemisches Existenzkriterium
scheint somit zumindest ein Kriterium eines Vorgangs zu sein, der weitgehend unbekannt ist, und
scheint damit auch der Moglichkeit nach etwas zur Bestimmung dieses Nichtsinnlichen> beitragen zu
konnen.

Epistemische Existenzkriterien sind Bedingungen fiir das Fassen, Wahrnehmen, bewusste Haben oder
ein sonstiges Beobachten eines Dinges. Sie konnen Eigenschaften von Vorstellungen (als Teile der In-
nenwelt) sein, oder (sonstige) Bestimmungen der Relation zwischen dem Beobachter und dem vielleicht
unintendierten Objekt der Beobachtung. Thre Funktion liegt im Ubergang von den reinen und sonst eher
unzuganglichen Vorstellungen wie Sinneseindriicken zur ,Wahrnehmung’ eines Dings darin, diesen in-
dividuellen Prozess zu erleichtern und vielleicht erst zu ermoglichen. So wie die Blindgeborenen, die
erst spater in ihrem Leben erfolgreich operiert wurden und sich in einem sehr anstrengenden Prozess
aus dem Chaos der subjektiv gewahrten Sinneseindriicke bis zum Sehen der Gegenstédnde hinarbeiten
miissen, nattirlichen Richtlinien folgen.

6.3.3 Beste Theorie

Wihrend mit dem Unverzichtbarkeitsargument nach Quine diskutiert wird, inwiefern uns Theorien
auf die Existenz von Dingen festlegen, betrachten wir hier, von welchen Theorien wir uns ontologisch
verpflichten lassen. Denn die Kriterien, anhand derer die <beste Theorie> zu finden ist, umgrenzen den
Spielraum, in dem die Dinge ,entstehen’. Fiir unsere Untersuchung ist dabei wichtig, dass Quine fol-
gerichtig keinen wesentlichen Unterschied zwischen dem Akzeptieren einer grundsétzlichen Ontologie
und dem Akzeptieren einer wissenschaftlichen Theorie macht.3

37 Z.B.Malzkorn 2001, S.49, meint, dass man sich so das zu ergdnzende Nichtsinnliche> vorstellen darf.

38 Siehe Quine 1980, S. 16.
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Quine gibt mehrere Eigenschaften an, die von der Molekulartheorie erfiillt werden: Einfachheit, Be-
schrankung auf bereits verwendete Prinzipien, Reichweite, wissenschaftliche Fruchtbarkeit und der
Umstand, dass die Uberpriifung ihrer testbaren Konsequenzen keinen Grund zum Zweifel ergab.>’

Notwendig und mafgeblich scheint fiir Quine nur die Einfachheit zu sein,*’ und unterschiedliche The-
orien konnten sich in anderen unterschiedlichen Tugenden gegenseitig tibertreffen. Aber auch fiir sich
genommen ist die Einfachheit nicht eindeutig und entscheidet nicht zwischen allen, in verschiedenen
Hinsichten einfachen Theorien. Z.B. ist eine Arithmetik ohne irrationale Zahlen einfacher als eine mit
irrationalen Zahlen, weil sie weniger Entititen annehmen muss. Andererseits vereinfachen die irra-
tionalen Zahlen die arithmetischen Gesetze.*!

Das Argument gegen ein Kriterium aus den fiinf Tugenden einer guten Theorie ist jedoch, dass sie
keinen irgendwie gearteten Zugang zu den in der Theorie verwendeten Entitdten garantiert und damit
tiber die Existenz dieser Dinge nichts Verlassliches auszusagen weif3.#> Denn auch der Erfolg einer
Theorie in ihrer Anwendung und Vorhersage ist eher ein Zeichen fiir die Wahrheit ihrer Folgerungen
und weniger fiir die Existenz der von ihr postulierten Gegenstiande, weil deduktive Ableitungen zwar
die Wahrheit, aber nicht die Falschheit erhalten. Aus falschen Sétzen kann Wahres gefolgert werden.
Damit gentigt das Kriterium nicht unserer Anforderung, dass es in einem weiten Sinn empirisch zu
sein hat, auch wenn es praktisch zur Bewertung konkurrierender Theorien in den Naturwissenschaften
eingesetzt Anwendung finden mag.

Quines Kriterium fiihrt zudem zu keiner Entscheidung in jedem Einzelfall, z.B. ob ein bestimmter
Stuhl tatsdchlich existiert, sondern hilft nur beim Zulassen von Objektarten. Wenn man aber empirisch
vorgeht, muss der Einzelfall vor der Rechtfertigung allgemeiner Behauptungen erkannt und in der
Rechtfertigung verwendet werden.

6.3.4 Instrumentelle Beobachtung

Eine Vorgehensweise, um bei der Verifizierung von Existenzbehauptungen tatsdchlich empirisch vor-
zugehen, ist, das alltidgliche Beobachten daraufhin zu analysieren, was einem an ihm Anlass gibt fiir
die gewohnlichen Existenzbehauptungen des normalen Lebens. Weil dieses insgesamt ein epistemis-
ches Kriterium fiir Existenzzuschreibungen abgeben soll, formuliert man es nicht als Eigenschaften von
(existierenden) Dingen. Wenn es Eigenschaften einer Beobachtung gibt, die, wenn sie auf eine Beobach-
tung zutreffen, die Existenz des beobachteten Objekts sichern, bilden diese zusammen ein epistemisches
Kriterium fiir die Existenz. Erfiillt sie eine Beobachtung, so ist sie die Beobachtung eines wirklichen Ge-
genstands und die Eigenschaften mittelbar auf den Gegenstand bezogen. Manchen Eigenschaften von
Beobachtungen konnten dann sogar Eigenschaften des existierenden Gegenstands entsprechen. Az-
zouni 2004b, S.383, gibt vier Eigenschaften an: Robustheit («robustness»), Verfeinerbarkeit («refine-
ment»), Verfolgbarkeit («monitoring»), Erklarbarkeit («grounding»).

(1)  Die Beobachtungresultate konnen den Erwartungen widersprechen, weil sie einen eigenen

inneren Halt haben und fiir sich fest sind. Sie sind in diesem Sinne unabhéangig von dem,
was wir von ihnen glauben, meinen und prognostizieren. (Robustheit/Unabhangigkeit)

39 «One is simplicity: empirical laws concerning seemingly dissimilar phenomena are integrated into a compact and unitary the-
ory. Another is familiarity of principle: the already familiar laws of motion are made to serve where independent laws would
otherwise have been needed. A third is scope the resulting unitary theory implies a wider array of testable consequences than
any likely accumulation of separate laws would have implied. A fourth is fecundity: successful further extensions of theory
are expedited. The fifth goes without saying: such testable consequences of the theory as have been tested have turned out
well, aside from such sparse exceptions as may in good conscience be chalked up to unexplained interferences.» Quine 1976a,
S.247.

40 Siehe Quine 1980, S. 16f..
41 Siehe Quine 1980, S. 18.
42 Siehe Azzouni 2004b, S. 378,380.
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(2)  Die Beobachtung kann verfeinert und kultiviert werden auf Wegen, die unabhingig von
unseren Hintergrundtheorien und Kulturen sind, so wie man die eigenen Sinneswerkzeuge
pragmatisch benutzt, einen Gegenstand fokusiert oder um ihn herum geht. (Verfeiner-
barkeit)

(3) Die Beobachtung kann trotz Verdnderungen in der Beobachtung auf etwas Beobachtetes
fokussiert bleiben. Mit der Beobachtung kann ein Objekt {iber einen Zeitraum in seinen
Handlungen oder verschiedenen Eigenschaften verfolgt werden. (Verfolgbarkeit)

(4)  Die Beobachtung gibt Aufschluss tiber Eigenschaften des Beobachteten, mit denen man er-
klaren kann, wie man es beobachten konnte, d.h. fiir Azzouni, wie man mit ihm in kausalen
Kontakt hat treten konnen. (Erklarbarkeit)

Die ersten drei Eigenschaften formulieren aus, was es heifsen kann, sensitiv den Dingen gegeniiber zu
sein, die vierte ist eher die Reflexion darauf, ob es wirklich wahrscheinlich ist, dass man dieses oder
jenes Ding hat beobachtet konnen. (1) verbiirgt die (grundsitzliche) Unabhéngigkeit des beobachteten
Objekts vom Beobachter, (2) gewdhrleistet dann, dass man tatsdchlich das Objekt in seiner Beobachtung
erfahrt und z. B. keinem dauerhaften Sehfehler aufsitzt, und (3) bringt (1) und (2) zur Anwendung.

(1)-(4) werden von Azzouni im Kontext der Diskussion physikalischer Entititen und ihrer Realitit
aufgestellt.*> Dabei ist letztlich an ein instrumentelles Beobachten mittels komplizierter Apparaturen
gedacht, bei dem es wichtig ist, darauf zu reflektieren, ob man das, was man zu beobachten meint, auch
wirklich mit dieser Gerédteanordnung beobachten kann. (4) ist aber fiir die gewohnliche Beobachtung

nicht relevant?

und insofern nicht abstrahiert von einem alltdglichen Prozess der Existenzzuschreibung.
Aber eine schwichere Variante von (4) ist plausibel und scheint (1)-(3) erst zu einem hinreichenden Kri-

terium zu machen:

(4’) Die Beobachtungsresultate sind nicht der Art, dass sie dem beobachteten Objekt Eigen-
schaften zusprechen, die starke Zweifel an der Moglichkeit ihrer Beobachtung wecken.

(4’) trifft offensichtlich auf alltdgliche Beobachtungen zu: Ich trinke aus einem Glas Rotwein und schme-
cke im Gaumen die Siifse des Weines. Dass der Wein anscheinend siifS ist, weckt mir keine Zweifel, denn
ich bin es gewohnt, die Dinge, die ich schlucke, zu schmecken. Erst in stark vermittelten Beobachtun-
gen durch technische Gerétschaften ist ein grundséatzliches Misstrauen vorhanden, das (4) faktisch zu
(4) verstarkt. (4") kann allerdings auch als pragmatisches Postulat gerechtfertigt werden, das eine notige
Erganzung der Eigenschaften (1)-(3) darstellt. Denn die Eigenschaften (1)-(3) treffen konkret immer
nur in einem bestimmten Grad zu, und es ist dem Menschen in einer konkreten Situation iiberlassen,
abzuschdtzen, inwieweit (1)-(3) in einer idealen Situation absolut zutreffen wiirden. Sieht man z.B. in
einem Film einen Tisch, so kann mit Uberlegungen dazu, inwieweit es wahrscheinlich ist, dass er am
Computer generiert wurde oder dass er nur eine Attrappe ist, abgeschétzt werden, ob er tatsachlich
existierte. (4") ist die Minimalbedingung, dass, wenn eine Existenzzuschreibung auf Grundlage von
(1)-(3) (und auch erstmal unter 4’) stattfindet, die wiederum starke Zweifel daran weckt, dass (1)-(3) tat-
sachlich unter Idealbedingungen absolut gelten wiirden, die Existenzzuschreibung aufzuheben ist. Sie
ist eine Metabedingung, fiir die bereits eine Existenzzuschreibung stattgefunden haben muss. Damit
gewdahrt sie die Moglichkeit, dass bereits vollzogene Existenzzuschreibungen aufgrund theoretischer
Griinde revidiert werden.

Die vier Eigenschaften garantieren nun einen direkten epistemischen Zugang («thick epistemic access»),

der fiir Azzouni nur eine hinreichende Bedingung abgibt, aber nicht notwendig und damit kein allei-

.45

niges Kriterium fiir die Existenz von Dingen ist.*> Dass sie hinreichen, ist fiir ihn offentsichtlich, weil

43 Dies wird z. B. deutlich in Azzouni 1997, S.477.
44 Siehe Apel 2011, Kap. 10.1.
45 Siehe Azzouni 2004b, S. 384.
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sie das ausdriicken, was eine relativ theorieunabhingige Verbindung zwischen uns und den Dingen
ausmacht.

Zu entscheiden, ob eine Beobachtung die Eigenschaften (1) und (3) hat, scheint unproblematisch zu
sein, will man das Kriterium weiter verallgemeinern, so entsteht bei der Verfeinerung (2) die Frage,
wie weit man von dem Gebrauch der sieben Sinne abstrahieren darf. Denn neben der Herstellung und
Verdnderung ist auch der Gebrauch technischer Gerite eine Kulturtechnik — wie auch die Mathematik
— die auf Hintergrundtheorien basiert. Lidsst man beide fiir (2) zu (wie Azzouni), dann ist allerdings
nicht abzusehen, wie man (2) auf weniger als auf alle praktischen Tatigkeiten, die etwas hervorbringen,
einschranken konnte, zu denen aber auch das Phantasieren gehort.

In gewissem Sinne verfeinert und kultiviert die Mathematik nicht nur die Beobachtung mathemati-
scher Objekte, sondern kann diese tiber lingere Zeitraume fokussieren und in ihren unterschiedlichsten
Beziehungen zu anderen mathematischen Objekten erforschen. Offensichtlich sind die mathematischen
Ergebnisse auch unabhéngig (im Sinne von (1)) von unseren Uberzeugungen. Das Mathematisieren
als Beobachten erfiillt damit die Bedingungen (1)-(3). Das ist aber nicht viel, denn auch das Ausphan-
tasieren von Opa Alfred scheint (1)-(3) zu erfiillen. Opa Alfred besitzt einen Schrottplatz voller alter Au-
towracks, in der kleineren Halle lagern die Motoren, in der grofieren in hohen Stindern die Autoreifen. Seine
Sekretirin hat heute seine Lieblingstasse kaputt gemacht. Sie wird nicht mehr lange fiir ihn arbeiten. Diese
Beobachtungen tiber Opa Alfred konnen weiter verfeinert und kultiviert werden. Er wird auch nicht alle
Erwartungen erfiillen, ich glaubte z. B., er wire etwas ruppig, bis ich mich mehr mit ihm beschéftigte.*”
Auch kann man ihn iiber lingere Zeit in seinen Handlungen verfolgen. Viel scheint jetzt von der vierten
Bedingung abzuhédngen. Aber (4") selbst entscheidet nicht dartiiber, weil es geniigend subjektiven Spiel-
raum lasst fiir gegensitzliche Einstellungen. Ein Anti-Realist (wie Azzouni) wird z.B. starke und erst-
mal bleibende Zweifel daran haben, dass er die Eigenschaften der mathematischen Objekte hat beo-
bachten konnen. Ein Realist (wie Blau) nicht.

Problematisch daran ist, dass (4) und (4’) die Unternehmung ihrer Uberpriifung zu einer theoretischen
Angelegenheit machen, was dem zu Beginn formulierten Grundansatz widerspricht, dass Existenzer-
kenntnis wesentlich empirisch ist. So gentigt das Mathematisieren den Anforderungen (1)-(3), (4) ist
aber wohl nicht der Fall. Ware man sich beztiglich (4) unsicher, so hinge die Entscheidung iiber ihre
Existenz weitgehend von theoretischen Umstdnden ab und liefe damit unserer Grundannahme zuwider.
Denn zur Formulierung, Rechtfertigung und Anwendung von (4) miisste einiges an Theorie reflexiv
eingebunden werden. Entsprechend hilt Azzouni insbesondere (4) auch fiir kulturabhédngig und ist
iiberhaupt der Meinung, dass es kein alleiniges Existenzkriterium gibt, weil uns ein Kriterium fehlt, um
die verschiedenen, kulturabhédngigen Existenzkriterien gegeneinander zu bewerten.

Aber dies ist eher eine Kritik an Azzounis impliziten Voraussetzungen, als an seinen Ausarbeitungen,
denn er ist ein Nominalist (hinsichtlich mathematischer Objekte), der mit seinem Kriterium auch keinen
direkten Beweis gegen die Existenz mathematischer Objekte fithren mochte.*® Insofern er keine anderen
Dinge als die in Raum und Zeit zugesteht, ist Bedingung (4) fiir ein sicheres Wissen um die Existenz
von etwas naheliegend, und insofern es ihm in seinen Uberlegungen um die Frage nach der Existenz
von nicht direkt beobachtbaren Entititen der Naturwissenschaften geht und nicht um die Existenz der
Aufienwelt oder bestimmter mesokosmischer Gegenstinde, benotigt er auch keine Kriterien, in denen
explizit das ausgesprochen wird, was eigentlich zur Existenziiberzeugung beitragt.

46 Azzouni meint «...since thick epistemic access is a generalization of observation, it’s reasonable to take it to be a sufficient con-
dition for the existence of something: we can’t gain thick epistemic access to what doesn’t exist», und fiigt in einer Fufinote
hinzu: «Taking thick epistemic access as sufficient for existence is a linguistic stipulation on which nothing turns: worries
about whether we have thick epistemic access to something real (on a non-factive construal of ,thick epistemic access’) trans-
late cleanly into worries about whether we have thick epistemic access to anything at all.» Azzouni 2004b, S. 384.

47 Man konnte hier einwenden, dass fiktive Dinge gerade nicht unabhéngig sind, weil man sie sich auch hétte anders ausdenken
koénnen. Man beachte jedoch, dass dies auch auf alle Artefakte zutrifft.

48 Siehe Azzouni 1997, S.484.
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6.3.5 Kontinuitat und Koharenz

Blau bringt die zwei «Realitdtsboten»*® Kontinuitit und Kohirenz mit ins Spiel. Ein paradigmatisches
Beispiel fiir ihre Anwendung ist folgendes: Denken Sie sich die leere (reine) Menge, sie hat keine Elemente,
und nichts ist in ihr enthalten. Diese Eigenschaft ist klar und bestimmt. Da Mengen dadurch eindeutig
bestimmt sind, welche Elemente sie enthalten, ist die leere Menge mit dieser Eigenschaft eindeutig
bestimmt. Denken Sie wieder an die leere Menge! Sie hat immer noch die gleichen Eigenschaften, ist immer
noch die vollkommen selbe wie vor der eingeschobenen Uberlegung. Beunruhigt, dass sie mit anderen
Mengen nicht zusammen passen kénnte, betreibt man ausfiihrlich mathematische Mengentheorie und
bemerkt, dass man nichts kennt, was in sich stimmiger sein wtirde.

Blau ist anscheinend der Auffassung, dass Kontinuitdt und Kohérenz sogar die Kennzeichen fiir den
Auftritt des BewufStseins sind, weil Bewuf$tsein stets BewufStsein von efwas ist und Kohirenz und Kon-
tinuitédt dieses etwas anzeigen.

Blau behauptet sogar mehr: «Kohirenz und Kontinuitit sind die einzigen inneren Hinweise auf dufSere
Realitit. Wir vertrauen ihnen, weil wir keine besseren haben.»”? Die dufiere Realitit teilt sich dabei in
den physikalischen Aufienraum der objektiv-raumzeitlichen Konkreta und den mathematischen Aufsen-
raum V der objektiv-raumzeitlosen Formen, und fiir die Existenz der Dinge beider sind Kohirenz und
Kontinuitit praktisch notwendige Indizien.”! Die Existenz der physischen Dinge hingt aber fiir uns
nicht davon ab, dass wir die Kohdrenz und Kontinuitat ihrer Erscheinungen in uns berticksichtigen, son-
dern wurde, so Blau, durch die kausalen Beziehungen zwischen Bewufitsein und physischer Umwelt
grundgelegt: «Diesen Glauben [an die physische Realitit] hat die theoretisch unbegreifliche psychoph-
ysische Wechselwirkung sehr bald nach unserer Geburt praktisch erzwungen. Dabher ist jedes Argu-
ment fiir die physische Realitdt theoretisch wertlos und praktisch tiberfliissig.»*> Zumindest sprechen
im Nachhinein die Dauer und der Zusammenhalt der physischen Welt nicht gegen seine Realitét, son-
dern dafiir, wenn auch in Abhingigkeit vom Mathematischen und Mentalen; denn: «Ohne die perfekte
Kohérenz des Formalen und die kurzfristig perfekte Kontinuitidt des Mentalen hitten wir wenig Grund,
an physische Realitit zu glauben.»* Das Formale bietet sozusagen die Formen der Erfahrung, die man
in die physische Welt ,projiziert’, und die eine Verstindigung trotz kategorialem Riss zwischen Konkreta
und Mentalia ermoglichen: «Der mathematische Raum ist dufierst objektiv und unpersonlich, zugleich
auch innerste unbewufst-apriorische Gewifiheit fiir jedes kommunizierende Subjekt. Daher sind die for-
malen Strukturen die einzigen tragfdhigen Kommunikationsbriicken tiber die psychophysische Grenze
hinweg. Zugleich verweisen sie auf jene singulire Stelle, an der das Innerste mit dem Aufersten, das
Projektionszentrum mit dem Fluchtpunkt aller Perspektiven verschmilzt.»>*

Die beiden Bedingungen Kohédrenz und Kontinuitét sind aber auch ohne diese Rahmentheorie, in die
Blau sie einbettet, plausible Teile eines Existenzkriteriums. Denn was nicht kontinuierlich und damit
von keiner noch so kleinen Dauer und auch nicht aufler der Zeit ist, existiert offensichtlich nicht. Was
nicht konsistent ist, existiert auch auf keinen Fall, etwas muss aber auch im Zusammenhang mit dhn-
lichen Dingen stehen und mit diesen zusammenpassen, um tiberhaupt sein zu konnen; es muss kohédrent
sein.

Die ersten drei Bedingungen Azzounis an Beobachtungen entsprechen damit den Eigenschaften der
Koharenz und Kontinuitat des Wahrgenommenen. Unabhingigkeit: Wahrgenommenes, das kohdrent

49 Blau 2008, S.775.
50 Blau 2008, S.139.
51 Siehe Blau 2008, S.775.
52 Blau 2008, S.139.
53 Blau 2008, S.139.
54 Blau 2008, S.907.
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und damit konsistent ist, muss auch unabhdngig sein, weil es ansonsten der inkohdrenten Willkiir des
Subjekts ausgesetzt wire, was inkohdrente Resultate zeitigen konnte. Verfolgbarkeit: Ein kontinuierliches
Wahrnehmen bleibt auf etwas fokussiert, so dass sich etwas tiber einen langeren Zeitraum wahrnehmen
lasst, wobei sich, insofern die Wahrnehmung kohérent ist, das Wahrgenommene sich in einem weiteren
Zusammenhang mit anderen Dingen als stimmig erweist und sich bestenfalls auch unterschiedliche
Beziehungen zu unterschiedlichen anderen Dingen ergeben. Entsprechend die Verfeinerung.

Blaus Bedingungen fangen demnach die drei weniger theoriegeladenen Bedingungen Azzounis ein.
Auflen vor bleibt allerdings die recht starke Intuition, die auch deutlich schwécher als (4) ist, dass man
doch irgendwie in ,Kontakt’ mit den Dingen treten muss, um sicher zu wissen, dass es sie gibt.

Blau spricht neuerdings von einer/seiner Platonistischen Vermutung>: «Nur durch kategoriale Tren-
nung von ¥ [d.h. Psyche] und ¢ [d.h. Physis] und ihre partiell strukturerhaltende transkategoriale Ver-
bindung, die wir als kausal erleben, wissen wir von uns selbst.»*® und fiigt in einer Fuinote hervor:
«Die selbsterlebt, quantitativ gut abschitzbare Kraft und Gegenkraft bei der Bewegung eines schweren
Gewichts scheint mir der deutlichste Beleg fiir das kausale propter zu sein, das Hume angeblich nicht
finden konnte.»>® Damit beinhaltet die Vermutung in etwa das, was man traditioneller Weise als Wider-
stand und dem ,Erwachen’ am Widerstand fiir sich selbst und fiir den Gegenstand bezeichnet und auch
als Argument fiir die Existenz mathematischer Gegenstiande anfiihrt: Man konne sie nicht so denken
wie man vielleicht wolle und hitte die Empfindung eines Widerstandes, wenn man es versuche, bzw.
empfinde das Mathematisieren wie das Betasten einer Marmorstatue.

Widerstand scheint es aber nur dort geben zu kénnen, wo kausale Beziehungen bestehen, und damit
fiir den Menschen offensichtlich nicht in Bezug auf raumzeitlose Abstrakta. Das Widerstandsargument
wire gegenstandslos und wiirde sich gegen den Platonismus richten: Existieren vielleicht nur die phy-
sischen Dinge wirklich, weil nur in Bezug auf sie wir Widerstidnde sptiren (kénnen)? Es wird Zeit, die
Kausalitat ndher zu betrachten.

6.3.6 Kausalitat in der Existenzerkenntnis

Unter Kausalitédt verstehen wir im folgenden die Einheit und Relation von Ursache und Wirkung, Verur-
sachung sei die Hervorbringung der Wirkung, und A, B stehen in einer kausalen Verbindung, wenn
etwas an oder bei A oder A selbst die Wirkung einer Ursache ist, die wieder zum Teil Wirkung einer
Ursache ist und so weiter bis in dieser Kette von Verursachungen eine Ursache an oder bei B oder als
B selbst verortet werden kann, oder auch wenn aus dem Zusammenhang deutlich ist, dass derselbe
Sachverhalt umgekehrt zwischen B und A besteht.

Die moderne Auseinandersetzung mit dem Problem der Kausalitdt in der mathematischen Erkenntnis
nimmt ihren Ausgangspunkt in Benacerraf 1973. Er expliziert dort das grundlegende Problem, eine
einheitliche Wahrheitstheorie mit einer Theorie der mathematischen Erkenntnis in Einklang zu brin-
gen. Denn wenn mathematische Satze dhnlich natursprachlichen Sitzen logisch zu analysieren sind,
demnach durch sie irgendwie mathematische Dinge und Fakten bezeichnet werden und entsprechend
dhnliche Wahrheitsbedingungen wie Erfiillung o.4. aufweisen, dann mdiisste der ,Kontakt’ mit diesen
Objekten bei der mathematischen Erkenntnis irgendeine Rolle spielen. Nach damaligen allgemeinen
Erkenntnistheorien und Benacerrafs Einschdtzung hatte dieser ,Kontakt ein kausaler zu sein, damit
aus dem Glauben, dass p, ein Wissen dariiber wird. «The connection between what must be the case
if p is true and the causes of X’s belief can vary widely. But there is always some connection, and

55 Blau 2009a, S.18.
56 Blau 2009a, S.32a142.
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the connection relates the grounds of X'’s belief to the subject matter of p.»>’ Und eine kausale Ver-
bindung zu einer Tatsache ist auch eine zu den entsprechenden Gegenstianden. Das Problem ist aber
offensichtlich, dass man mathematischen Objekten eher keine kausale Aktivitidt zuschreibt und selbst,
wenn man von einem kausalen Kontakt ausgeht, damit noch keine addquate Erkenntnistheorie entwor-
fen werden konnte. Denn von der Wahrheit mathematischer Aussagen tiberzeugt man sich gemeinhin
durch das (aktive) Durchdenken eines (deduktiven) Beweises, nicht dadurch, dass man z. B. von einer
Zahl (passiv) ,kontaktiert’ werden wiirde.

Dieses Problem wurde vor allem rezipiert als Einwand gegen den Platonismus: Er konne die mathema-
tische Erkenntnis nicht erkldren, da der Mathematiker mit den mathematischen Gegenstidnden kausal
interagieren miisste, dies aber, da sie aufSer Zeit und Raum und damit akausal seien, grundsatzlich
nicht kénne. Die Stichhaltigkeit dieser Uberlegung wurde ofters angezweifelt, insbesondere von Hale
1987 mit dem Argument, dass gar nicht alle wahren und gerechtfertigten Uberzeugungen («justified
true belief») mit ihrer Tatsache kausal verbunden sind, und zu diesen ja die mathematischen zdhlen
koénnten (ohne allerdings darauf aufbauend eine alternative Erkenntnistheorie fiir die Mathematik zu
sl<izzieren).58 Damit ist der pauschale Einwand entkréftet. Cheyne 2001, S.95ff., versucht den Ein-
wand zu retten, indem er die spezielle Gruppe mathematischer Einsichten auswéhlt, die etwas tiber die
Existenz mathematischer Gegenstdnde aussagen: Wenn schon nicht fiir alle mathematische Einsichten
ein kausaler ,Kontakt’ notwendig ist, so doch nach Cheyne fiir alle mathematischen Existenzaussagen.
Aber auch das ist nur plausibel, weil Cheyne die einheitliche Semantik mit einer einheitlichen kausalen
Kontakttheorie verbindet, indem er den (philosophischen) Satz

(i)  Es gibt die Zahlen wirklich!

als eine Art Verallgemeinerung des (mathematischen) Satzes

(ii)  Es gibt eine vollkommene Zahl groger 1010,

versteht. Denn fiir ein Wissen um die Wahrheit von (i) scheint prima facie die Notwendigkeit einer
kausalen Verbindung plausibel, fiir ein Wissen um (ii) dagegen kann man sich leicht auf die Position
zuriickziehen, dass dieses Wissen erreicht wird, indem man etwas Mathematik betreibt; ob man in
kausaler Verbindung mit einer vollkommmenen Zahl stand, so die Antwort aus der mathematischen
Praxis, wiirde dann davon abhdngen, ob man zur Erlangung des Wissens mit einer in kausaler Verbin-
dung hat stehen miissen; denn die Wahrheit von (ii) stehe fest. Cheynes Einwand, wenn erfolgreich,
wendet sich aber nicht nur gegen (i), sondern auch gegen die Wahrheit von (ii) und fangt sich damit das
notorische Problem des mathematischen Nominalismus ein, erkldren zu miissen, inwiefern (ii) falsch
sein soll.

Umgekehrt darf man allerdings vom Platonisten erwarten, dass er erklart, warum ein Wissen um die
Existenz mathematischer Gegenstande keine kausale Verbindung benétigen sollte, wihrend sie fiir das
Wissen um andere Dinge (wie Stiihle) doch notwendig sein sollte.>

Man hat prinzipiell drei getrennte Moglichkeiten das Problem anzugehen ohne eine einheitliche Seman-
tik in Frage zu stellen: Man findet einen kausalen Kontakt zwischen den mathematischen Objekten und
dem erkennenden Subjekt,®’ oder man widerlegt die mit Kausalitit arbeitenden Erkenntnistheorien,
oder man lehnt sich mit Putnams obigen Zitat im Kopf entspannt zurtick.

57 Benacerraf 1973, S.414.

58 Ahnlich W. Kiinne in einem allgemeineren Kontext: «Anti-Partikularisten sollten sich durch die legitime Frage, wie wir zu
einem abstrakten Gegenstand, der weder lokalisierbar noch datierbar (und deshalb kausal impotent) ist, kognitiven Zugang
erlangen konnen, nicht ins Bockshorn jagen lassen. Wenn eine Explikation des Wissensbegriffs eine Kausalbedingung ein-
schliefst, die so stark ist, dass sie den Anti-Partikularismus epistemologisch desavouiert, dann ist sie Einwanden ausgesetzt,
die nichts mit einer ontologischen Kontroverse zu tun haben: sie schliefSt namlich Wissen in diversen Bereichen aus, in denen
es gar nicht um abstrakte Gegenstidnde geht.» Kiinne 2007, S. 327.

59 So zumindest Cheyne 2001, S.122.

60 Und widerspricht damit der Grundannahme Cheynes, dass mathematische Dinge akausal sind.
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Blau wiéhlt den zweiten Weg:®! Wie mein Bewuftsein im ,Inneren’ etwas von dem Bleistift hier im
Aufien mitbekommt ist v6llig unbekannt, denn die nachvollziehbare kausale Verbindung vom Bleistift
ausgehend endet im Gehirn, eine weitergehende kausale Verbindung zum mentalen Bild des Bleistifts
kann vermutet werden, bleibt aber wegen der kategorialen Spaltung von Physis und Psyche unbegreif-
lich, auch wenn die eigene Lebenspraxis Verursachungen tiber diese Grenze hinweg bestitigt und auch
andere Argumente fiir diese sprechen.®> Die Notwendigkeit einer kausalen Verbindung zu Bleistiften
kann demnach zumindest nicht bestitigt werden. Halt man trotzdem an ihr fest, so wird jedoch der
Kausalitdtsbegriff entscheidend geschwécht. Denn wenn ein physischer Gegenstand (vermittelt) auf
ein Bewufitsein wirken kann, konnte ein mathematischer Gegenstand unter Umstdnden auch auf dieses
einwirken.®® Fiir den Urplatonisten> Blau stellt sich das Problem eher umgekehrt, weil die physischen
Dinge weniger scharf individuiert, starker kontextabhidngig und verdnderlicher sind im Vergleich zu
mathematischen Objekten, die alleine die Bedingungen der Identititslogik voll erfiillen, womit die phy-
sischen Gegenstdande graduell weniger existent sind. Wie ich an etwas partizipieren konnen sollte, das gar

nicht ganz etwas ist, scheint ein grundlegenderes Problem zu sein.®*

Diese Argumentationsstrategie scheint mir gegentiber naturalistischen Einwédnden recht wirkungsvoll,
16st aber das eigentliche Problem nicht. Im folgenden soll versucht werden, die erste Moglichkeit im
Kontext unserer Suche nach epistemischen Existenzkriterien stark zu machen.

6.3.7 Man selbst ist involviert

Von der berechtigten Uberlegung und Intuition, dass man mit etwas irgendwie in (kausalem) ,Kontakt’
stehen muss, der wiederum ausschlaggebend fiir die Anerkennung der Existenz dieses Dings sein muss,
um die Existenz dieses Dings erkennen zu kénnen, wird jetzt abstrahiert.®®

Die fundamentale Abhdngigkeit der Gegenstdnde des raum-zeitlichen Seinsbereichs ist die kausale Ver-
bindung. Die Aufgabe der Naturwissenschaften ist es, die Dinge im Raum-Zeitlichen und die Regelma-
figkeiten ihrer kausalen Verbindungen zu entdecken und zu charakterisieren. Die Intuition, dass man
notwendigerweise irgendwie in kausalem ,Kontakt’ mit dem beobachteten Ding stehen muss, wiirde
dann allgemeiner gefasst lauten:

(W) Man kann nur dann von etwas wissen, dass es existiert, wenn man am gleichen Seinsbereich
teilhat und dartiber mit ihm in einer diesem Seinsbereich spezifischen Verbindung steht.

Diese Verallgemeinerung fasst die eigentliche kausale Intuition m. E. besser und formuliert sie als Ar-
gument: Mathematische Objekte existieren nicht, weil man offenbar an ihrem aufier-raum-zeitlichen
Seinsbereich nicht teilhat, wenn es ihn denn geben sollte, und man offenbar auch keine Vorstellung von
einer spezifischen Verbindung hat, die die Objekte dieses Seinsbereichs (und einen selbst) miteinander
in ,Kontakt’ bringen kénnte.

61 So auch Frege nach der Interpretation in Abschnitt 6.3.2.
62 Wie z. B. das evolutionsbiologische Argument bei Blau 2008, S. 671f..

63 Aber ist ein mathematischer Gegenstand nicht in der Zeit und kann allein deswegen nicht an einer Verursachung, welche
einen zeitlichen Vorgang umfasst, beteiligt sein? Sein wesentlicher Gehalt ist zeitlos, aber in einem ihm selbst unwesentlichen
Teil konnte eine Struktur ja Ursache sein, sowie man sie ja auch in den physischen Gegenstanden vorfindet. (Fiir eine dhnliche
Vorstellung des im Denken zu einem bestimmten Zeitpunkt erfassten Gedankens vgl. Frege 1918, S.111(76).) Blau selbst
erklart es anders: «Wie ist es moglich, dass zeitlos-objektive Wahrheit zeitlich-subjektiv bewusst wird? Sehr einfach: weil das
Bewusstsein seine reine Mechanik beobachten kann. Die Evolution der Formalwissenschaft ist die Selbstexplikation dieser
Bewusstseinsmechanik — ein unverstandenes Stiick Transzendentalphilosophie.» Blau 2009b, S. 37, erweitert und deutsch Blau
2009a, S. 1.

64 «Der Platonist hilt seine mentale Partizipation an einem physischen Bleistift fiir das tiefere Rétsel.» Blau 2008, S. 108.

65 Ein Analogon zur ,Néhe’ («proximity»; vgl. Azzouni 2008, S. 398f.) - wenn man einen Berg sehen will, muss man nah, némlich
in Sichtweite sein — wird dabei nicht geboten.
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(W) ist eine schwer zu erfiillende Anforderung an jede platonistische Theorie mathematischer Gegen-
stinde. Da hier jedoch keine Metaphysik angestrebt wird sondern epistemische Existenzkriterien, legt
(W) vielmehr nahe, dass jedes epistemische Existenzkriterium so sein muss, dass es praktisch Anlass
gibt, von (1) tiberzeugt zu bleiben, auch wenn vielleicht (noch) nicht theoretisch eingeholt wurde, was
der spezifische Seinsbereich, die Teilhabe und die Verbindung sind. Die minimale Bedingung fiir ein
Existenzkritierum als Eigenschaften von ,Beobachtungen” ist dann, dass die rudimentéarste Struktur, die
den Bedingungsteil von (W) erfiillt, gegeben ist, ndmlich dass bei einer ,Beobachtung’ fiir mindestens
eine minimale Zeit der Beobachter und das beobachtete Ding in einer auch nur minimal zu differen-
zierenden Verbindung stehen. D.h. dass die ,Beobachtung’ einen Akt enthilt, in dem Betrachter und
Ding in Bezug aufeinander gesetzt sind, aber als unabhéngig von ihrem Gesetztsein.®® Ein Kandidat fiir
einen notwendigen Teil eines Existenzkriteriums ist demnach:

(5) Die Beobachtung ist nicht nur Beobachtung des Beobachteten, sondern auch Beobachtung des
Beobachters.

D.h. eine Beobachtung, insofern sie auf die durch sie erfolgenden Existenzzuschreibungen betrach-
tet wird, muss gegen den tiblichen Sprachgebrauch das beobachtende Subjekt auch als (zusétzliches)
Objekt im Blickfeld seiner Beobachtung haben, wenn auch nicht immer oder oftmals sogar nicht be-
wusst. Denn nur und genau dann existiert das beobachtende Subjekt fiir es selbst, wenn das eigentliche
Beobachtete fiir uns existiert, namlich, wenn die Beobachtung auch noch die restlichen Teile des Exis-
tenzkriteriums erfiillt.

Allerdings schliefit sich gleich der Einwand an, dass die Selbstempfindung mit einer Eigentatigkeit
einherzugehen scheint, man bei der Wahrnehmung aber gerade bewusst passiv bleibe und das an-
dere auf sich wirken lasse. Die Wahrnehmung als Paradigma genommen folgt deshalb, dass Existenz-
zuschreibungen nur gute Griinde finden in Prozessen, denen sich das Subjekt passiv gegentiber verhalt.
Sinnliches Wahrnehmen vollzieht sich (wesentlich) ohne Eigentatigkeit, Denken ist reine Eigentitigkeit,
zuweilen sehr anstrengend. Somit konnte durch Bezug auf aktiv ausgefiihrte kognitive Tatigkeiten
letztlich oder im strengen Sinn keine Existenzzuschreibung begriindet werden.®” Dagegen wird mit (5)
behauptet, dass reine Passivitdt Existenzzuschreibung sogar verhindere, und es auf eine im Sinne von
(5) geregeltes Auftreten von passiven und aktiven Elementen ankomme.

Ist (5) demnach iiberhaupt plausibel fiir einfache Existenzzuschreibungen mesokosmischer Dinge? Man
sieht z. B. etwas, vielleicht diesen Tisch. In diesem Sehen sind aber mindestens zwei verschiedene Kom-
ponenten enthalten: Einmal Farbe aufierhalb von einem zu sehen, zum zweiten das Scharfstellen auf
den Gegenstand. Das Scharfstellen ist jedoch keine direkt auf ein Aufleres bezogene Titigkeit, son-
dern eher eine selbstbeziigliche Tatigkeit die von einem dumpfen Selbstempfinden begleitet wird. Weil
die andere Komponente ein Sehen von etwas aufserhalb meiner selbst ist, scheint im gewohnlichen Se-
hen bereits Bedingung (5) erfiillt zu sein. Jedenfalls konnte man damit auch erkldren, warum, wenn
die Schirfeneinstellung nur eingeschrankt stattfindet, das Wahrgenommene illusionér wie in Film und
Fernsehen oder bei Bildern ist. Insofern zwischen passiver Wahrnehmung und aktiver Beobachtung
(i.a.) nur ein gradueller Unterschied in der Stirke der Eigentatigkeit besteht, wird (5) nicht durch den
Einwand widerlegt.

66 Dass diese Idee wesentlich mit dem, was Existenz ist, zusammenhéngt, ist nicht neu und noch aktuell. Siehe z. B. Spaemann
2010, S. 15ff..

67 In der Frithantike lagen die Dinge anders. Denn wie Frede 1987, S. 3f., meint, war die Verwendung von ,wahrzunehmen”
(ic9&veodar) im allgemeinen Gebrauch gerade nicht auf die sinnliche Wahrnehmung beschrénkt, sondern schloss auch Félle
des Bewusstwerdens oder Begreifens mit ein. In diesem Rahmen stellen sich Formulierungen wie die ,Schau’ der Ideen u.4.
als gerade nicht metaphorisch dar. Wahrend man mittlerweile ein sinnliches Wahrnehmen als eine passiven Akt erfahrt und
eine denkerische Leistung als etwas durch Eigenaktivitat zustande gebrachtes, war fiir PLATONs Zeitgenossen die Trennung
moglicherweise nicht (so stark) vorhanden, das eine starker mit einer Tétigkeit verbunden, oder das andere passiver. Der
Clou PLATONS scheint es in diesem Zusammenhang gerade gewesen zu sein, diesen Unterschied von aktiv/passiv neben
anderem zu benutzen, um im Theaitetos 184-7 sinnliches Wahrnehmen vom Erkennen zu unterscheiden; s. Frede 1987, S. 4f..
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Fasst man im allgemeinen den direkten Wissenserwerb durch Wahrnehmung im Sinne des <elf-con-
scious power accounts>*® auf, so liegt in dem Akt etwas durch Wahrnehmen zu wissen selbst das Wis-
sen, dass man etwas wahrnimmt. Die Kraft’ ist insofern ,selbstbewusst’, als jede ihre Auﬁerung in
einem konkreten Akt ein Wissen um ihre Auerung notwendig begleitet. Demnach wire es so: Wenn
ich denke, dass sich dort ein Bergkristall befindet, und ich dass denke, weil ich sehe, dass dort ein
Bergkristall ist, dann kann ich mir zugleich im selben Vorgang bewusst sein, dass ich sehe, dass dort ein
Bergkristall ist. Ich ,beobachte’ mich damit selbst im Akt des erkennenden Wahrnehmens. (5) ist nur
eine undifferenziertere Zuspitzung dieses Umstands auf die Existenz eines Objekts.

6.4 Existieren sie nun oder nicht?

Aus der Diskussion ergeben sich Kohdrenz, Kontinuitdt bzw. (1)—(3) jeweils zusammen mit (5) als Vorschlag
fiir ein Existenzkriterium.®” Dass sie fiir Existenzzuschreibungen hinreichend sind, muss letztlich die
Erfahrung zeigen.”’ Die Anwendung dieses Existenzkriteriums ist fiir sich ein Prozess, an dem zum
Ende hin eine Erfahrung der Existenz mathematischer Gegenstdnde stehen konnte, weil durch die ver-
suchte Anwendung des Existenzkriteriums eine Bewusstwerdung stattfindet dariiber, was man eigent-
lich beobachtet und beobachtet hat (siehe Abschnitte 6.3.1 und 6.3.2). Fiir den Beginn des Prozesses bi-
eten sich (1)—(3) an, da sie ,du8erlich’ zu verifizieren sind, wéhrend (5) ja eine diffizile Selbstwahrnehmung
einschliefst.

Diese Selbstwahrnehmung wiirde — um das hervorzuheben — bei erfolgreicher Durchfiihrung dieser
Bewusstwerdung zu einer Erkenntnis iiber sich selbst fithren, ndmlich dass man mit einem Teil seiner
selbst gleicher Art mit den mathematischen (abstrakten) Objekten ist. Und das wére damit die Er-
kenntnis eines selbst als etwas auch Unkorperlichen und damit nicht Materiellen. Damit schliefSen wir
wieder zu einem gewissen Grad an die Wiedererinnerungslehre PLATONSs an, insofern ihre moderne Re-
formulierung (s.S.184) auf das strukturell gleiche Resultat aus ist: Das Erkennen eines selbst als eines
auch unkorperliches Wesen mittels der Mathematik.

Existieren demnach einige oder sogar alle mathematischen Objekte wie z. B. die mathematischen Men-
gen? Die Antwort sei hier wie die praktische Ausfithrung, ndmlich dass man das Existenzkriterium
anwendet, dem Einzelnen iiberlassen. Falls sich das Existenzkriterium fiir eine einzelne Menge erfolg-
reich anwenden ldsst, so kann man weiter auf die Existenz aller mathematischen Mengen schliefien,
ohne dass man jede einzelne ,in den Blick’ genommen hat. Da der ,Ort’ der Anwendung das mathe-
matische Denken ist, bringt diese mogliche Existenzerfahrung allerdings auch — zumindest zun&chst
— keine weitere Kompetenz mit sich, mathematische Aussagen tiber die mathematischen Objekte und
ihre ,Welt’ zu treffen. Die ,Wahrnehmung’ der mathematischen Objekte geschieht mittels des mathe-
matischen Denkens und hangt von diesem ab: Die Identitdt und Bestimmtheit mathematischer Objekte
muss sich aus dem Umgang mit ihnen im mathematischen Denken ergeben. Entsprechend ist diese Exis-
tenzbeobachtung wie die sinnliche Wahrnehmung fallibel, eine mathematische Definition kann sich als

68 Rodl 2010.

69 Was hitte PLATON zu einem Existenzkriterium gesagt? Zumindest scheint er viel an der naiven Wahrnehmung letztlich dem
rein Seelischen zuzurechnen: «Sokrates: Halt! Wird [die Seele] nicht die Harte des Harten und die Weichheit des Weichen
vermittelst des Getastes wahrnehmen? — Theaitetos: Ja. — Sokrates: Aber das Sein von beiden, und (die Tatsache), dass sie
beide sind, und ihre Gegensetzung gegeneinander und das Wirklichsein dieser Entgegensetzung, dies versucht also unsere
Seele selbst durch Betrachtung und Vergleichung zu beurteilen.» (... Tév 8¢ ye odolov not 81t oTOV %ot THY EVavTLOTNTH TEOS
&AW xod Ty obolay ob TH dvavtidTog adth 1 Yuyd Emavioboo ol cuuBdihovoo mEOG EAAnhe xpivety melpdToL TTV.)
Theaitetos 186b.

70 Jedenfalls bietet dieses vorldufige Existenzkriterium geniigend Raum fiir eine objektive Beurteilung der ,Existenzbehauptun-
gen’ PLATONSs. Denn ,sein” wird in den Dialogen nicht existential sondern pradikativ verwendet. ,Zu sein’ bedeutet immer
,etwas zu sein’. Der (moderne) Begriff der Existenz fehlt fast vollstandig in der griechischen Antike. (Siehe dazu u.a. Kahn
1986, insbesondere S. 18ff..) Damit ist jede Aussage, dass etwas ist, eine Aussage, dass etwas etwas inhaltlich Bestimmtes ist,
so dass man etwas hat, namlich die irgendwie gegebene inhaltliche Bestimmung, an deren ,Beobachtung’ man das Kriterium
anlegen kann.
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logisch widerspruchsvoll und damit unerfiillbar herausstellen. Auch ist mit einer mathematischen Ex-
istenzerfahrung keine Art ,absolutes’ Wissen mitgegeben, das Objekt kann zum Teil ,unscharf’ bleiben,
weil es wie zum Beispiel die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ,uniibersichtlich” ist, weil mathema-
tisch unterbestimmt (zum jetzigen Zeitpunkt der Entwicklung der Mengenlehre).

Diese mathematischen Objekte sind nun aber nicht mit den Ideen PLATONSs zu verwechseln, da diese
einen fiir die Welt so konstitutiven Platz einnehmen, der bei den mathematischen Objekten nicht zu
sehen ist. Hierzu ware das Existenzkriterium wohl auf das sich in der eidetischen Variation ergebende
Wesen anzuwenden.”! Insgesamt wire in einem nichsten Schritt das Vorgehen in diesem Kapitel durch
die traditionelle Phanomenologie zu tiberpriifen oder zumindest auf Unterschiede hin zu vergleichen,
was hier nicht geschehen kann.

71 Zur eidetischen Variation siehe Abschnitt 5.7. Die hier aufscheinende Differenz zwischen diesen mathematischen Objekten
und den Ideen macht auf ein grundlegendes Problem aufmerksam: Die in diesem Kapitel diskutierte Existenzzuschreibung
schliefSt nicht den Fall aus, dass die als objektiv existent erfahrenen Gegenstande von einem selbst generiert wurden. Die
beobachtete Zahl Zwei wire, tréte dieser Fall ein, zum Zeitpunkt der Beobachtung zwar objektiv vorhanden, aber nicht die
Zwei, von der in der Mathematik die Rede ist und die man intersubjektiv meint, und vor allem wiére sie in diesem Sinne nicht
unabhéngig von den Erkenntnisbemiihungen des einzelnen Menschen.



Platons Platonismus und die %nbestimmtheit des
mathematischen Mengenbegriffs

Ubersicht

Der platonische Erkenntnisweg {iber die Mathematik zur Philosophie kann aktuell alleine deswegen
nicht mehr erfolgreich gegangen werden, weil die moderne mathematische Methode das verhindert
(Abschnitt 7.2). Aber auch deswegen nicht, weil zu (mindestens) zwei der zentralen Objekte der mo-
dernen Mathematik — Zahl (Abschnitt 7.3.1) und Menge (Abschnitt 7.3.2) — nach PLATON keine Ideen
existieren, und ein tiber das Mathematische hinausgehendes Erkenntnisinteresse ins Leere lauft (Ab-
schnitt 7.3). Eine Analyse der bekannten Mengentheorien (Abschnitt 7.4.1) zeigt, dass die ihnen zu-
grundeliegenden Intuitionen (Abschnitt 7.4.2) diese Unbestimmbarkeit des Mengenbegriffs bereits zum

Teil explizit verwenden.!

Mit den modernen Mengentheorien wird demnach eine Grundlegung der
Mathematik nach PLATON nicht widerlegt, insofern in ihnen zur formalen Bestimmung der Mengen
der Umstand benutzt wird, dass Mengen letztlich an sich unbestimmt sind, sondern mathematisch aus-

gefiihrt.

7.1 Einleitung

Die Frage nach der Existenz mathematischer Gegenstiande ist — auch wenn sie bereits viel friiher for-
muliert wurde — eine Frage des zwanzigsten Jahrhunderts. Erst wenn ein allgemeiner Ideen-Realismus
aus dem Blick gerédt und die inzwischen vervielfaltigten mathematischen Objekte nicht mehr zwischen
Begriff und Vorstellung aufgelost werden kénnen, spitzt sich die Situation auf das Problem zu, ob zu-
mindest diese mathematischen Objekte existierten. Es mag tiberraschend sein, wie wenig doch die An-
lage der Werke von Kant und anderen grofien Philosophen, die von der Mathematik fasziniert waren,
heute fiir die Klarung der Existenz mathematischer Gegenstidnde beitrdgt. Bereits bei PLATON, dessen
Name im zwanzigsten Jahrhundert fiir eine mehr oder weniger bestimmte Position, oftmals durch die
einigermafien dunkle Annahme einer irgendwie gearteten Existenz (mancher) mathematischer Dinge
von anderen Standpunkten unterschieden, in der Philosophie der Mathematik herhalten musste, findet
man dort, wo man aus systematischen Uberlegungen eine Aussage iiber die Existenz erwarten wiirde
(Politeia 509d-511e), eine Liicke, die tiblicherweise analog zum Kontext gefiillt wird, so als ob PLATON
die Existenz eines eigenen Bereichs in dem die mathematischen Gegenstidnde existieren wiirden, ange-
geben hitte. Dass PLATON hier scheinbar absichtlich schwieg, mag einen darauf aufmerksam machen,
dass fiir ihn anscheinend nicht viel daran hing. Fiir ihn bestand die grofse Bedeutung der Mathematik
wohl in ihrer anagogische Funktion fiir den Menschen. In den geometrischen Gebilden, den Zahlen
und Zahlverhiltnissen und ihren mathematischen Verbindungen hat man eine tiber das tibliche hin-
ausgehende Klarheit und Wahrheitsnéhe, die einen von den sinnlichen Verhaftungen loseist, die Seele

1 Die Intention war, mit der Erkenntnis, dass es keine Idee der (mathematischen) Menge gibt, zu versuchen, metamathematische
Probleme der modernen Mengenlehre zu l6sen. Auch wenn das fiir andere Problemfelder immer noch ein neuartiger Ansatz
sein sollte, fiir die grundlegende Axiomatisierung der Mengenlehre stellte sich heraus, dass die (meta-) mathematische Praxis
schlauer ist und mit dieser Erkenntnis bereits umgeht. Ein Fortschritt ware demnach nur durch die explizite Reflexion darauf
zu erhoffen.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 7.2 DER AUFSTIEG UND DIE MODERNE MATHEMATISCHE METHODE 202

umwendet und in die Hohe zieht (Politeia 521c ff.). In den mathematischen Dingen und Zusammenhén-
gen hat man die Schatten und Spiegelbilder der (hoheren) Ideen vor sich, auf deren Anblick man sich
durch das Mathematisieren vorbereiten kann. Zur Philosophie nur tiber die Mathematik!? Fiir diese zur
Dialektik tiberleitende Funktion scheint die Existenz von mathematischen Dingen nicht nétig zu sein,
vielmehr ist die besondere Art der Betdtigung zentral.

Will man gegenwirtig den Wert der Mathematik fiir das Leben im Allgemeinen und die Philosophie
im Speziellen benennen, so wird man vermutlich die Ubung in genauem und klaren Denken, dem
Denken in Strukturen, in den Mittelpunkt stellen. Das ist es aber nicht — oder zumindest nicht nur —
was PLATON in ihr sah. Fiir ihn ist sie die Wegbereiterin zum FEintritt in das Gebiet der Ideen, das
Geistige, dessen Erkenntnis und die Erkenntnis eines selbst als ein dem Gottlichen verwandtes Wesen
auch grundsatzlich salutogenetische, heilende Wirkung insbesondere fiir psychische oder psychisch
induzierte Krankheiten hat.> Wenn die Mathematik dies tatsichlich leistet, sollte es an den grofiten
(mathematischen) Platonikern zu beobachten sein. Allerdings ist genau das Gegenteil der Fall. Gerade
durch die Betrachtung der Biographien der groffen Mathematiker und ausgewiesenen Platonisten — dem
Begriinder der Mengenlehre Georg Cantor und dem Mengentheoretiker und Logiker Kurt Godel — kann
fiir diese beiden eine Erfiillung des platonischen Versprechens scheinbar weitgehend ausgeschlossen
werden.* Cantor wurde in der zweiten Halfte seines Lebens psychisch krank und beendete es in der
psychiatrischen Klinik von Halle am 6. Januar 1918,° Godel, Zeit seines Lebens paranoid, wartete in
spédteren Jahren vergeblich auf seine ,Erleuchtung’ und bekam auch seine Krankheit nicht in den Griff;
durch duflere Umstande verschlimmert verhungerte er aller Vermutung nach aus Menschenscheu und
Angst vor einer Vergiftung sechzig Jahre nach Cantors Tod. Das platonische Versprechen ging bei ihnen
nicht in Erfiillung. Die These der ndchsten Abschnitte ist, dass es sich mittels der modernen Mathematik
gar nicht erfiillen kann.

7.2 Der Aufstieg zu den Ideen und die moderne mathematische Methode

7.2.1 Das platonische Curriculum

PLATON beschreibt ihm siebten Buch der Politein das mathematische Curriculum der idealen Wachter
des Staates. Nach einer typisch griechischen Erziehung durch Musik, Literatur und Sport bis zu einem
Alter von zwanzig Jahren beschéftigen sie sich zehn Jahre lang intensiv mit den mathematischen Wis-
senschaften, danach fiinf Jahre mit philosophischer Dialektik und arbeiten daraufhin fiinfzehn Jahre
in gehobenen Positionen im Staat. Mit fiinfzig Jahren wiren sie dann fiir eine Schau des Guten an
sich bereit und wiirden dann ihr restliches Leben mit Philosophie und der Leitung des Staates verbrin-
gen (Politeia 536dff.). Die mathematischen Wissenschaften sind nach PLATON dabei die Arithmetik, die
ebene und korperliche Geometrie, die Astronomie und die (musische) Harmonielehre (Politeia 522-31).
Obwohl dieses Quadrivium weitreichende historische Wirksamkeit entfaltete, und trotz aller detailliert-
eren Hinweise in der Politeia selbst, ist unklar wie die mathematischen Wissenschaften nach PLATON zur
«Umwendung der Seele» beitragen sollen, und wie sie dafiir betrieben werden miissten.

2 Und nur tiber die Mathematik zurtick zur sinnlichen Welt, ist hinzuzuftigen.

3 Fiir PLATON bewirkt das Philosophieren eine Annédherung an die Gotter, eine Vergottlichung des Menschen (vgl. Theaitetos
176bd, Timaios 90cd, Nomoi 716cd, Symposium 209eff.). Indem sie die Denkbewegungen den harmonischen Bewegungen der
Himmelskorper angleicht, kehrt die Seele zu ihrem Ursprung zurtick und nimmt die ihr bestmogliche Gestalt an. Fiir die
Vorstellung einer heilenden Wirkung des Philosophierens auf Kopfschmerzen siehe den Anfang des Charmides.

4  Die psychische Verfassung von Logikern, Mengentheoretikern und Mathematikern im allgemeinen ist ein heikles Thema, zu
dem oft mehr behauptet wird, als die Faktenlage hergibt (ein Beispiel ist Doxiadis et al. 2009).

5 Siehe Cantor 1932, S.474. Ein erster Ausbruch der Krankheit war 1884, was es genau war, ist nicht bekannt. Es ist die Rede
vom Rezidiv einer «zirkuldren Manie», dh. einer manischen Depression, (Tapp 2005, S.122), er sei ein «cyclothymer Typ»
(Meschkowski 1983, S. 174) gewesen.
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Wie der Aufstieg tiber die Mathematik im allgemeinen nach PLATON vorzustellen ist und wie das Kreis-
beispiel im Konkreten zu verstehen und nachvollziehen ist, ist unbekannt.

7.2.2 Das Kreisbeispiel: Struktur und Modell

Das Erstaunlichste in Betrachtung der modernen Platonforschung ist, dass das einzige explizite und
methodisch erlduterte Beispiel fiir eine Ideenschau von keinem Forscher naher ausgefiihrt, weiter dif-
ferenziert oder auch nur als solches in den Fokus der Aufmerksamkeit gebracht worden wére als etwas,
das man konkret ausfiihren und so durch eigene Erfahrung bestitigen oder in Frage stellen kénnte. Mir
ist nur eine Durchfiihrung einer erkenntniserweiternden Betrachtung des Kreises bekannt, die zwar im
Geiste des Siebten Briefs 342a-344d durchdacht ist und PLATON neben anderen Philosophen auch einge-
hender erwihnt, sich aber keineswegs den Einzelheiten des platonischen Programms verpflichtet fiihlt,
sondern auf dem Boden moderner Metamathematik steht. Wir nehmen von ihr unseren Ausgangs-
punkt.

Ziegler beginnt seine Untersuchung mit konkreten, skizzierten Kreisen.® Das ihnen als Kreise Gemein-

same, ihre Gesetzmaéfsigkeit, ist von ihnen, in denen es zur Erscheinung kommt, zu unterscheiden. Die

nur durch den Verstand zu erfassende GesetzmafSigkeit erhdlt ihren teilweisen Ausdruck in den Defini-

tionen. Eine fiir einen Kreis naheliegende ist:

(1)  «EinKreis ist der geometrische Ort aller Punkte innerhalb einer Ebene, die von einem festen Punkt
dieser Ebene, dem Mittelpunkt, einen festen Abstand haben.»”

Der sprachliche Ausdruck ist nicht fest, sondern kann durch Ubersetzung in andere Sprachen oder

durch andere Worte ausgedriickt werden. (1) bedeutet soviel wie z. B.:

(1)  «Ein Kreis besteht aus der Menge aller Punkte einer Ebene, deren Radiusvektor von einem festen
Punkt derselben eine konstante Lénge hat.»8

Aber auch die in dieser Definition zum Ausdruck kommende Teilgesetzméfligkeit kann variiert werden,

weil ein Kreis durch unterschiedliche Teilgesetzmafligkeiten gekennzeichnet werden kann. So sind die

folgenden Definitionen eindeutige Kennzeichnungen des Kreises von unterschiedlichen Gesichtspunk-

ten aus:

(2)  «Ein Kreis ist der geometrische Ort aller LotfuSpunkte der Lote aus einem beliebigen Punkte auf
die Geraden eines Geradenbiischels.»’

(8)  «Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstdnde von zwei festen Punkten einen
konstanten Quotienten haben.»1?

(4)  «Ein Kreis ist eine (geschlossene und singularitdtenfreie) Kurve, die auf allen Geraden eines Ge-
radenbiischels senkrecht steht.»!!

(5)  «Ein Kreis besteht aus der Menge aller Zahlenpaare (x,y) fiir welche x2+y? einen konstanten
positiven Wert annimmt.»!?

Die Aquivalenz von (1)-(5) muss allerdings durch Beweise aufgezeigt werden. Die durch die Aquiva-
lenzbeweise aller Definitionen zum Vorschein kommenden Zusammenhénge der Teilgesetze machen

zusammen mit diesen die GesetzmaBigkeit des Kreises aus.'?

Siehe Ziegler 1992, S. 14ff..
Ziegler 1992, S.15.

Ziegler 1992, S. 16.

Ziegler 1992, S.21.

10 Ziegler 1992, S.24.

11 Ziegler 1992, S.27.

12 Ziegler 1992, S.200.

13 Siehe Ziegler 1992, S.23f..

O 0 NN O
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Der ,Absprung’ vom durch Anschauungselemente Durchsetzten zum rein Begrifflichen wird von Ziegler
an drei Ubergéingen vollzogen: 1.) Anhand des Unendlich-Fernen in der Geometrie.'* 2.) Mittels der
kontinuierlichen und mathematisch kontrollierten Variation des Kreises in der Vorstellung.!> 3.) Durch
die Variation der Modelle, die die geometrischen Axiome erfiillen, und damit auch durch eine grundle-

gende Variation der Erscheinung der Kreisgesetzmagigkeit.'®

Der letzte Punkt hebt darauf ab, dass die mathematischen Beziehungen von unterschiedlichen Zusam-
menhédngen erfiillt werden. Ein einfaches Beispiel ergibt sich aus den zwei folgenden Axiomen der
projektiven Geometrie.

(Al) Zwei Geraden inzidieren (schneiden sich) in genau einem Punkt.

(A2) Zwei Punkte inzidieren (bestimmen) mit genau einer Geraden.

Wenn man annimmt, dass sich unsere parallelen Geraden im anschaulich Unendlich-Fernen schneiden,
so ist eine Ebene mit diesen Geraden und Punkten ein Modell der Aussagen Al und A2. Deutet man
aber die , Geraden” zu Punkten und die ,Punkte” zu Geraden um, so ergeben sich wieder Zusam-
menhinge, die Al und A2 erfiillen. Das gilt fiir jedes Modell von A1l und A2, weil Al und A2 dual
zueinander sind, d.h. sie sind strukturell eigentlich identisch, haben aber in Bezug aufeinander die Ge-
genstandstypen oder Objektausdriicke vertauscht.

Ziegler geht nun weiter hinter die vorliegende Form der Kreisgesetzmifigkeit zuriick in dreifacher
Weise: 1.) Durch Variation der Bestimmungen in den Kreisdefinitionen. Z.B. ergibt die Definition
(3), wenn man den Quotienten durch das Produkt ersetzt, die Definition der Cassinischen Kurven, die
nicht mehr alle Kreise sind.!” 2.) Durch die Fokussierung auf die Tatigkeit bei der Herausformung
der einzelnen TeilgesetzmaRBigkeiten oder der Bildung konkreter Vorstellungen in der Phantasie.!® 3.)
Durch die Reflexion auf allgemeinere Kategorien, die beim mathematischen Denken benutzt werden,

ohne Inhalt des mathematischen Denkens zu sein.!?

Dies ist aber — so die Behauptung — nicht mit PLATONs Intention zu verwechseln. Indem Ziegler die
rein mathematischen Relationen in den Mittelpunkt stellt und auf die moderne Unterscheidung zwi-
schen Struktur und Modell rekuriert,?’ verliert er einerseits den Bezug zu den vorgestellten Kreisen
und gewinnt keine reine Idee des Kreises, weil er im begrifflichen Riickgang nach 1.)-3.) nur zu an-
derem gelangt.

7.2.3 Hilberts Axiomatik
7.2.3.1 Implizite Definition

Diese Idee einer strikten Unterscheidung von Struktur und Modell trat in prominentester Form erstmals
in der Axiomatisierung der elementaren Geometrie durch Hilbert auf.2! Das neue an Hilberts Axio-
matik war, auf Definitionen im strikten Sinn zu verzichten, den Gebrauch der Ausdriicke durch ihre

14 Siehe Ziegler 1992, Kapitel 3.

15 Siehe Ziegler 1992, Kapitel 5.

16 Siehe Ziegler 1992, Kapitel VII, S. 192ff..

17 Siehe Ziegler 1992, Kapitel IX, XL

18 Siehe Ziegler 1992, S. 277ff..

19 Siehe Ziegler 1992, Kapitel VII, insbesondere S. 181.
20 Vgl. Ziegler 1992, S. 152ff..

21 Um prézise zu sein: Es ist hier und im folgenden mehr eine Dedekindsche Deutung der Hilbertschen Axiomatik gemeint und
keine formalistische des spateren Hilbert. Dedekinds «structural style of reasoning» (Reck 2009, S. 162) scheint zumindest fiir
unsere Zwecke weit genug mit der Mathematikauffassung tibereinzustimmen, die heutzutage — soweit man das verallgemein-
ern kann — im Mathematikstudium vermittelt wird. Diese der zeitgentssischen mathematischen Praxis inharente schwache
Strukturalismus liegt dieser Arbeit auch an anderen Stellen zugrunde.
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Benutzung in den Axiomen festzulegen und die Ausdriicke so durch ihre Relationen zu den anderen

vorkommenden Ausdriicken zu bestimmen.??

Die Axiome der Verkniipfung:?3
«1. Zu zwei Punkten A, B gibt es stets eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A, B zusammengeh'c’)rt.>>24

«2. Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Gerade, die mit jedem der beiden Punkte A, B zusam-
mengehort.»

«3. Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte. Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer
Geraden liegen.»

«4. Zu irgend drei nicht auf ein und derselben Geraden liegenden Punkten A, B, C gibt es stets eine Ebene «, die
mit jedem der drei Punkte A, B, C zusammengehort. Zu jeder Ebene gibt es stets einen mit ihr zusammengehori-
gen Punkt.»

«5. Zu irgend drei nicht auf ein und derselben Geraden liegenden Punkten A, B, C gibtesnicht mehr als
eine Ebene, die mit jedem der drei Punkte A, B, C zusammengehort.»

«6. Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene « liegen, so liegt jeder Punkt von a in der Ebene «.»

«7. Wenn zwei Ebenen «, B einen Punkt A gemein haben, so haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B
gemein.»

«8. Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte.»

Hilberts Grundlegung der elementaren Geometrie war nicht nur besonders in ihrer tibersichtlichen
Vollstandig- und Genauigkeit, sondern auch in ihrer neuen Weise der Axiomatisierung einer mathe-
matischen Theorie. Hilberts Axiome bestehen nur aus Aussagen, die in ihrer Gesamtheit die in ihr
auftretenden Objekte und Zusammenhinge implizit definieren. Hilbert selbst benutzte den Ausdruck im-
plizite Definition nie, im Fachdiskurs setzte er sich, obwohl historisch falsch gebraucht, letztlich durch.?

Hilberts Axiomatisierung ist ein Ausfluss seiner mathematischen Praxis, und so auch gegeniiber den
Einwdnden Freges als die Axiomatik des mathematischen Puristen zu bewerten, der sich auf das fiir
seine Praxis notwendig Vorauszusetzende beschrinkt. Die mathematische Praxis ist bei Hilbert bereits
die des Beweisens, und die Fragen, die sich auch in Hinblick auf eine Axiomatisierung stellen, sind: Was
bendtigt man, um etwas wie beweisen zu konnen.

Was man nicht in vollem Umfang benétigt, sind Definitionen und Axiome a la Frege.?® Dieser teilte
noch traditionellere Ansichten: «Von alters her nennt man Axiom einen Gedanken, dessen Wahrheit
feststeht, ohne jedoch durch eine logische Schlulkette bewiesen werden zu kénnen.»?” Und definierte
die ,Definition’ so: «Definitionen nennt man in der Mathematik wohl allgemein die Festsetzung der

22 Was Hilbert und viele Kommentatoren vergessen zu erwahnen ist das zweite Element, ndmlich die Existenz, die von einzel-
nen Sorten bzw. geometrischen Objekten durchgehend gefordert wird, und von der es der formale axiomatische Rahmen es
zuldsst, dass sie ohne Bezug auf andere Sorten gefordert werden konnten. Wie z. B., dass mindestens zwei Geraden existieren,
als Ersatz fiir den zweiten Satz von Axiom 3.

23 Folgende Zitate stammen aus Hilbert 1962, S.3ff.. Neben den hier angefiihrten Axiomen der Verkniipfung, bildet sich das
vollstindige Axiomensystem durch Hinzufiigung der Axiome der Anordnung, Kongruenz, Stetigkeit und des Axioms der
Parallelen.

24 «Hier wie im Folgenden sind unter zwei, drei, ... Punkten bzw. Geraden, Ebenen stets verschiedene Punkte, bzw. Gera-
den, Ebenen zu verstehen.»

25 Insofern hier mit impliziter Definition die gegenseitige Charakterisierung der Definienda alleine durch ihre Relationen zu den
anderen Definienda gemeint ist, bezeichnet man sie in anderen Bereichen der Philosophie als funktionale Definition; vgl. Shapiro
1997, 5.130a15. Historisch ist eine Verwendung des Ausdrucks , implizite Definition” nicht korrekt (worauf mich Andreas Erz
mit der folgenden Literatur aufmerksam gemacht hat), denn Jose Diez Gergonne (1771-1859), der den Ausdruck einfiihrte,
gebrauchte in erkennbar anders; s. Otero 1970. Aber auch Moritz Pasch verwendete ihn in Bezug auf seine Grundlegung der
Geometrie in wieder einem anderen Sinne; s. Gabriel 1978, S.422. Als erstes scheint ihn Moritz Schlick (Schlick 1918, S. 30ff.)
in der jetzt populdren Bedeutungsvariante gebraucht zu haben.

26 Frege und Hilbert fiihrten einen kurzen Briefwechsel ohne sich einigen zu kénnen (abgedruckt in Frege 1983), und Frege
verdffentlichte seine Ansichten in ein paar Artikeln (in denen er bedauert, dass Hilbert dies seinerseits ablehnte; Frege 1903,
Frege 1906). Zu beachten ist bei Freges Kritik, dass er sich zundchst nur auf die erste, 1899 erschienene, Version von Hilbert
1962 beziehen konnte, die noch wesentlich verdndert und erweitert wurde.

27 Frege 1903, S.319.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS —  7.2.3 HILBERTS AXIOMATIK 206

Bedeutung eines Wortes oder Zeichens. Die Definition unterscheidet sich von allen andern mathemati-
schen Sitzen dadurch, daf sie ein Wort oder Zeichen enthilt, das bis dahin keine Bedeutung hatte, nun
aber durch sie eine bekommt.»?® Dem reinen Mathematiker liegt die Diskussion der nicht beweisbaren
Wabhrheit einer mathematischen Aussage jedoch jenseits seiner Disziplin. Er wird vielleicht auch mehr
nach einfachen Aussagen Ausschau halten, die nicht mehr in mehrere einfache und zugleich math-
ematisch interessante Aussagen zerlegbar sind. Auch die Festlegung eines Gegenstandbezugs durch
eine Definition gehort nur so weit zur reinen Mathematik, als sie fiir die Praxis relevant ist. Der ma-
thematische Purist beschrankt sich demnach auf die Bestimmungen, die den Ausdriicken notwendig
zukommen, insofern sie Bestandteil der im Beweisgang vorausgesetzten Sétze sind. Was fiir den ma-
thematischen Puristen die Loslosung von aller nicht-mathematischer Ungewissheit ist, war fiir Frege ein
Graus: «Herr Hilbert hackt Definition und Axiom beide ganz fein, mengt sie sorgfiltig durcheinander

und macht eine Wurst daraus.»?’

Eine Folge dieser Beschrankung auf das mathematisch Wesentliche ist, dass durch die nun vorausge-
setzten Bestimmungen die traditionellen mathematischen Gegenstidnde nicht eindeutig definiert wer-
den. Die Axiome bestimmen vielmehr eine Struktur oder eine Sammlung von Strukturen, die auch auf
die traditionellen Gegenstdande, wie hier den Geraden und Punkten, passen, aber von den rein mathe-
matischen Zusammenhé&ngen her nicht auf diese beschrankt sind. Eine erfiillbare Struktur hat viele ver-
schiedene Modelle. Die Reichweite der bewiesenen mathematischen Zusammenhéange kommt dadurch
zum Vorschein; sie gelten fiir alle und nur die Modelle jener Struktur.

7.2.3.2 Hilberts Axiomatisierung zwischen Vorstellung und Begriff

Wie stellt sich diese Art der Axiomatisierung und ein Mathematisieren auf dieser Grundlage im Licht
von PLATONs Aufstiegsplan dar?

Kurt von Fritz ist der Meinung, dass Hilberts Ansatz nah verwandt ist mit der Intention des Autors des
Siebten Briefs.’* Beide seien sich der Inaddquatheit der sinnlichen Dinge wie ihrer Definitionen und der
Willkiir der Namengebung bewusst. Hilbert wiirde den geometrischen Objekten gerne andere Namen
geben, auch wenn er letztlich darauf verzichte, weil auch neue Namen wieder auf die vorgestellten oder
sichtbaren Objekte verweisen konnten. (Vielmehr wird durch die implizite Bestimmung die Referenz
eines Ausdrucks {iberfliissig, und jeder Ausdruck kann durch jedes beliebige Wort, das nicht bereits
in den Axiomen verwendet wird, substituiert werden.) Ahnlich problematisch seien auch die (platoni-
schen) geometrischen Definitionen, die durch die impliziten ersetzt wurden.3!

Die hier vertretene These ist gerade umgekehrt, dass bereits durch diese Methodik, die beispielhaft fiir
das ganze moderne Mathematisieren ist, der Aufstieg zur Schau der Ideen verhindert wird, so wie er
PLATON vorschwebte. Das geschieht dadurch, dass durch diese Art der Axiomatik sich die Mathematik
sowohl von den Vorstellungen wie auch von den allgemeinen Begriffen abtrennt und ein eigenstandiges
Gebiet der mathematischen Zusammenhinge und Objekte begriindet.

1.) Durch die Unterscheidung von Struktur und Modell wird die vormals eindeutige Beziehung der
mathematischen Untersuchung zu den Objekten der Vorstellung und der Wahrnehmung aufgelost,
denn eine Struktur hat stets unterschiedliche Modelle. Die iiblichen geometrischen Objekte erfiillen

28 Frege 1903, S.319f.. «Die Definition eines Gegenstandes sagt als solche eigentlich nichts von ihm aus, sondern setzt die
Bedeutung eines Zeichens fest.» (Frege 1987, §67).

29 Frege 1906, S.297.
30 Siehe von Fritz 1971, S. 418f..

31 Hoffmann versucht im Sinne der implizten Definitionen ein modelltheoretisches Verstandnis von Epinomis 990e-991b plausibel
zu machen und schldgt davon ausgehend eine dem entsprechende Interpretation der Idee des Guten vor; sieche Hoffmann 2004
und Hoffmann 2006.
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die Axiome der Verkniipfung, ganz andere Objekte allerdings auch. Damit féllt aber der vormals in-
tendierte Objektbereich weg, und es bleiben letztlich nur die Strukturen — oder die in den Strukturen
festgelegten Strukturmomente — als Objekte der Mathematik {ibrig. Dadurch ist aber auch jede Unter-
suchung und Fundierung der Voraussetzungen der Axiome keine philosophische Analyse dessen, was
die vormals intendierten Objekte ihrem Wesen nach sind. Vielmehr wird man dazu tendieren, auf die
formalen und nicht die inhaltlichen Voraussetzungen zu reflektieren, z. B. was eine eindeutige Bestim-
mung ist (s. Abschnitte 7.2.2), oder was die formal-logischen Eigenschaften der jeweiligen Theorie sind.
Damit wird jedoch auf die Kette der Abbilder, ndmlich dass z.B. der Kreis in ganz unterschiedlicher
Weise in Zeichnungen, Definitionen, Worten und Gedanken auftritt, kein Bezug genommen und so ge-
rade der Konzeption des Aufstiegs nach dem Siebten Brief nicht gefolgt (Siebter Brief 342a-344d).

2.) Die Klarheit der Axiome bei Hilbert ist zum einen damit erkauft, dass es keine weiter zu klarenden
inhaltlichen Voraussetzungen gibt, hinter die man philosophisch zuriickgehen kénnte. Zum anderen
damit, dass die Axiome der Verkniipfung keine reinen Begriffszusammenhénge darstellen, sondern (bis
auf Axiom sechs) Existenzsitze sind (bzw. Existenzsidtze enthalten). So konnte man die Axiome eins
und zwei zusammenfassen zu: Zu zwei Punkten existiert genau eine Gerade, auf der beide liegen. Ohne Exis-
tenzbehauptung formuliert: Zwei Punkte auf einer Geraden bestimmen diese eindeutig. Bei EUKLID wird
das m. E. zu einer in der Vorstellung vollzogenen Ableitung mittels der Definitionen 3 und 4 und Pos-
tulat 1. Definition 3 bestimmt dabei rein begrifflich: Die (zwei) Enden einer (endlichen) Linie sind Punkte.
Wihrend in der Axiomatik der Elemente die begrifflichen und die mehr auf die Vorstellung und die
Anschauung bezogenen Voraussetzungen (durch die Teilung in Definitionen & Axiome und Postulate)
getrennt dargestellt werden, wird in Hilberts Axiomatik durch die Existenzbehauptungen der Vorstel-
lungsbereich, durch den die einzelne Idee eines geometrischen Objekts vervielfiltig wird, mit den rein
begrifflichen Zusammenhingen verschmolzen. Dadurch sieht man der Geometrie nicht (mehr) ver-
mittels der Axiome die allgemeinen Begriffe oder Ideen an, die sie (zumindest aus platonischer Sicht)
wesentlich voraussetzen miissen.

Durch 1.) werden die modernen mathematischen Objekte von der Vorstellung abgeschnitten, durch 2.)
— zumindest soweit sichtbar — von den allgemeinen Begriffen oder Ideen. Damit kann die Mathematik
ihrer Briickenfunktion nicht mehr gerecht werden.?

7.3 Gibt es Ideen der Menge und Zahl?

Was man versteht, wenn man etwas versteht, sind Ideen. Folglich gilt auch etwas abgeschwiécht, dass,
wenn es keine Idee von etwas gibt, dieses letztlich auch nicht verstanden werden kann (Parmenides
135bc).3® Wenn es demnach keine Idee der Zahl und keine der Menge gibt, sind Zahl- und Mengenbe-
griff letztlich unbestimmt und unbestimmbar.

Um zu zeigen, dass keine Idee der Zahl oder Menge existiert, wird i. f. weiter vorausgesetzt, dass Ideen
,starke’ Einheiten sind, d.h. weniger Teil eines anderen tibergeordneten Ganzen, sondern autonome, sich
selbst begriindende Einzelne.>* Aus den zwei Voraussetzungen folgt, dass das, was man versteht, Ein-

32 Insofern die Platonexegeten weitgehend die friithgriechische Mathematik von der modernen Mathematik her verstehen,
wodurch die Briickenfunktion der Mathematik gekappt wird, haben sie massive Schwierigkeiten, etwas exaktes und de-
tailliertes tiber die Bedeutung der mathematischen Wissenschaften fiir die Dialektik zu sagen. So z.B. Frede 2006, S.143,
die im Bewusstsein der Problematik resiimiert: «Es scheint, als habe PLATON jedenfalls davon getrdumt, dass letztlich alle
guten Dinge auf mathematisch geordneten Verhiltnissen beruhen.» Was aber mit «mathematisch geordneten Verhéltnissen»
gemeint sein soll, insofern jener Traum etwas anderes ist, als das moderne Ideal der Physik, die ganze Natur mit mathe-
matischen Gesetzen zu begreifen, bleibt in Frede 2006 unklar, und damit auch inwiefern die Ubung in den mathematischen
Wissenschaften {iber eine «mathematisch orientierte Schulung im methodischen Denken» (S.144) hinausgeht. Ich hoffe, mit
meinen Ausfithrungen die Verwurzelung dieser Schwierigkeiten in der Methodologie der modernen Mathematik angedeutet
zu haben.

33 Angenommen muss werden, dass Ideenverkniipfungen wieder Ideen ergeben.

34 Siehe Abschnitt 1.3.9.
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heiten sind, man etwas also nicht aus seinen unverstandenen einzelnen Teilen versteht. Diese Folgerung
ist fiir PLATON in Theaitetos 206b nachweisbar, insofern ,starke’ Einheiten nicht ,lose’ zusammengesetzt
sind und damit elementar.3®

7.3.1 Zu einer Idee der Zahl

PLATON hétte direkt gefragt wohl behauptet, dass zwar hinter jeder einzelnen Zahl® sich eine dieser
entsprechende Idee verbirgt, aber nicht hinter allen eine Gattung, eine Idee der Zahl. Zumindest soll
dies in diesem Abschnitt etwas wahrscheinlicher gemacht werden.

Nimmt man die Behauptungen des ARISTOTELES {iiber die Pythagoreer, dass fiir sie die (natiirlichen)
Zahlen das Fundament der Wirklichkeit bilden, und tiber PLATON, dass fiir ihn den Zahlen bereits in der
Ideenwelt eine dhnlich fundamentale Rolle zukommt, als wahr an, dann scheinen bereits hier die einzel-
nen Zahlen gegeniiber einer umfassenden Zahlidee in den Vordergrund geriickt.” In einem Ideenkos-
mos miisste die Zahlidee zudem den einzelnen Zahl(ide)en tibergeordnet sein, was sich bei PLATON
nur dann ergibt, wenn man die Uberidee der Einheit (vielleicht zusammen mit dem zweiten Prinzip
der unbestimmten Zweiheit) als die allgemeine Zahlidee ansetzt. Dies entspriache der traditionellen
Anschauung, dass in der Eins bzw. Einheit bereits alle anderen Zahlen ,prinzipiell” eingeschlossen sind,
die Eins Prinzip der Zahlen sei und deshalb selbst mehr als eine einzelne Zahl.>® Aber bereits PLATONs
Konzeption der Einheit als tiber allen Ideen stehend ist ein Indiz, dass es sich bei dem Verhiltnis von
Zahl zu Zahlen nicht um eines von Gattung zu Arten, oder vom Allgemeinen zum Besonderen handelt
(dazu mehr weiter unten).

Zu den éltesten iiberlieferten Fragmenten der Pythagoreer gehoren die Aussagen PHILOLAOS iiber die
zwei Prinzipien der Begrenzung und Unbegrenztheit. PLATON greift sie im Philebos auf und versucht
mit ihnen die Tonleiter und die Buchstaben zu begreifen.? Ein Merkmal des Begrenztseins ist es dort
und expliziter in Parmenides 137d zwei Grenzen zu haben oder von zwei ,Seiten’ begrenzt zu werden. Ein
Beispiel dafiir ist die Bestimmung eines Begriffs durch Oberbegriff und Spezifikum, wie die Linie durch
das Geradesein zur geraden Linie spezifiziert wird. Jedenfalls scheint in einer begrifflichen Struktur erst
durch ein drittes Strukturmoment das Verhdltnis des zweiten Moments zum ersten genauer bestimmt
zu werden.

Dies ist gegen den Anschein auch in anschaulichen elementargeometrischen Zusammenhéngen der Fall.
So ist es im Rahmen der Euklidischen Geometrie begrifflich nicht korrekt oder zumindest verkiirzt,
davon zu sprechen, dass die Kreislinie die Kreisflaiche begrenzt. Tatsachlich teilt die Kreislinie die Ebene
in zwei Teile, die begrifflich und anschaulich die Kreislinie begrenzen. Um festzulegen, welcher dieser
beiden Teile der Ebene das Innere ausmacht, womit man auch festlegt, welcher das Auflere, muss ein
Teil gegentiber dem anderen durch ein weiteres begriffliches Moment gewichtet werden, z. B. dadurch,
dass in ihm der Mittelpunkt liegt. Damit wird die Kreisfliche aber begrifflich (und in diesem Fall auch
anschaulich) durch zwei Elemente begrenzt, den Mittelpunkt und die Kreislinie.

Sind die Definitionen der natiirlichen Zahlen zweiseitige Begrenzungen? Die Bestimmung der natiir-
lichen Zahlen durch die Peano-Axiome (s. S. 108) deutet sich bereits bei ARISTOTELES an:

35 Vgl. dazu Horn 2005, S. 308. Eine systematische Begriindung dieser epistemologischen Voraussetzungen und ihre Beziehung
zu den impliziten Definitionen kann hier nicht gegeben werden.

36 Gemeint sind in diesem Abschnitt nur die natiirlichen Zahlen, die spatestens bei der 3 beginnen.

37 Fir die These, dass ARISTOTELES bereits pythagoreische Auffassung interpretierend zusammenfasst, wenn er behauptet, sie
wiirden meinen, dass alle Dinge aus Zahlen seien, siche Huffman 1988.

38 In der gewohnlichen friihgriechischen Mathematik nimmt die Eins eine Sonderstellung, nach der ungeschriebenen Lehre
,erzeugt’ sie zusammen mit der unbestimmten Zweiheit die Zahlen; siehe Anhang von Gaiser 1998.

39 Siehe Philebos 16¢ff. und dazu Bohme 2000, S. 128ff..
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. notwendig mufs man doch die Zahlen durch Hinzuftigung bilden, z.B. die Zweiheit, indem man zum
Einen ein anderes Eines hinzusetzt, und die Dreiheit, indem man zu der Zwei ein anderes Eines hinzusetzt,
und die Vierheit auf dieselbe Weise.40

Diese Bestimmung der Zahlen dartiber, dass es zu jeder Zahl ausgehend von einer ersten immer noch
eine neue gibt, besteht gerade darin, die Begrenzung (durch Zahlen) konsequent zu hintergehen. Be-
trachtet man die Zahlen zwischen 1 und 4, oder die 4, insofern sie die Zahlen 1, 2 und 3 voraussetzt,
dann besagt eine Bestimmung der Zahlen, dass dies noch nicht alle Zahlen sind, sondern noch eine
weitere ,nach’ der 4 existiert. Diese ganz einfache Einsicht in die Natur des Zdhlens wird bedeutender,
wenn man berticksichtigt, dass ein Bestimmen stets ein (zweiseitiges) Begrenzen ist, das in diesem ite-
rativen Bestimmungsversuch der Zahlen performativ negiert wird. Dann kénnte man, dass es immer
noch eine grofiere Zahl gibt, interpretieren als, dass, immer wenn man ein(ig)e Zahl(en) bestimmt hat,
man noch nicht alle Zahlen bestimmt hat. Also ist dieser Bestimmungsversuch der Zahlen gerade so
gebaut, dass er selbst verhindert, dass man mit ihm (allein) die Zahlen ndher bestimmen oder sogar
definieren konnte.

Dass diese iterative Bestimmung der Zahlen nicht ausreicht, um die Zahlen zu definieren, schlieft die
Moglichkeit einer ideenméfSiigen Bestimmung nicht grundsétzlich aus. Das folgende Argument mochte
dies leisten in Anlehnung an eine Bemerkung des ARISTOTELES in der Nikomachischen Ethik:

Diejenigen, die diese Lehre [von den Ideen] aufgebracht haben, haben {iberall da keine Ideen angenom-

men, wo sie von einem Frither und Spéter redeten (darum haben sie auch keine Gesamtidee der Zahlen
aufgestellt).*!

Mit «Friither und Spéter» ist eine begriffliche Abhédngigkeit in eine Richtung gemeint, das «Spétere> setzt
das fiir es <Friihere< voraus.*? Eine asymmetrische Abhingigkeit besteht tatsichlich zwischen einer
Zahl und ihren Vorgingern, wie eine Phantasievariation zeigt.*> Eine Variation von z.B. vier Dingen
schliefft immer eine gleiche tiber drei, zwei und ein Ding mitein. Denn dafiir muss nur eines (oder
mehrere) der Dinge weggelassen werden. Eine Zahl setzt also notwendig alle ihre kleineren Zahlen
voraus. Diese Bestimmung miisste somit in der allgemeinen Zahlidee berticksichtigt sein. Jede wirkliche
Definition der allgmeinen Zahl ist dann aber zirkuldr, weil sie die Zahlidee bereits voraussetzt, wenn
sie die Vorgidngerzahlen thematisiert, und die Zahlidee wére inhaltlich selbstbeziiglich. Da die Idee
aber gerade den Was-Gehalt ihrer Instantiationen ausmacht, miisste somit jede einzelne Zahl inhaltlich
selbstbeztiglich sein, was nicht der Fall ist. Es gibt demnach keine allgemeine Zahlidee.

Dieses Argument ldsst sich fiir beliebig asymmetrisch abhédngige Ideen verallgemeinern, womit ver-
standlich wird, warum die Zahlen von PLATON nicht durch eine Dihairese, die von einem allgemeinen
Begriff ausgehend immer weiter moglichst zweiteilige Unterscheidungen einfiihrt, bis das zu bestim-
mende getroffen wurde, bestimmt werden, sondern einfach in der Reihenfolge ihrer Abhidngigkeit ange-
fithrt werden.** Dazu passt die indirekt iiberlieferte Vorstellung PLATONS, dass die Zahlen aus den zwei
Prinzipien des Einen und der unbestimmten Zweiheit ,hervorgehen’,45 also nicht dihairetisch abgeleitet

werden. Entsprechend sollte man Kennzeichnungen der Zahlen durch ihre ,Erzeugungsmethode’ in

40 Metaphysik 1081b14ff., vgl. Metaphysik 1080a30ff..

41 ARISTOTELES Nikomachische Ethik 1096a. Stenzel 1924, S. 6, versteht die Stelle noch falsch, so als ob PLATON gar keine Ideen
von Zahlen angenommen hitte.

42 Vgl. Topik 141b.

43 Zur Erlauterung der Phantasievariation und ,inwiefern ihr Gebrauch im Sinne Platons ist, sieche Abschnitt 5.7. ARISTOTELES
ist gleicher Meinung in Kategorien 14a: «Im zweiten Sinn [wird das frither genannt], was sich in der Abfolge des Vorkommens
nicht umkehren 146t, zum Beispiel ist die eins friiher als die zwei. Wenn die zwei ist, folgt sogleich, daf8 die eins ist, wen die
eins ist, ist es nicht notwendig, dafd zwei ist. Daher 14ft sich von der eins her die Abfolge des Vorkommens des tibrigen nicht
umkehren. Derartiges scheint frither zu sein, von dem her die Abfolge des Vorkommens sich nicht umkehren laf3t.»

44 Siehe Abschnitt 1.3.6. Zu der Vorstellung, dass die Ideenzahlen mittels einer Dihairese bestimmt werden, vgl. Gaiser 1998,
S.363f..

45 Vgl. Metaphysik 1081a14f. und Kapitel 4.
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Abhingigkeit von den zwei Prinzipien nicht mit einer ideenmafiigen Bestimmung verwechseln. So
z.B. die Aussage: «der primére Begriff von ,Zahl’ ist der einer geeinten Vielheit, die ihre eigene Form-
und Wirkursache ist.»*® Der «primire Begriff» ist keine Idee und die «Vielheit» in den Ideen genau
die Zahlideen. Man beachte dabei, dass die unbestimmte Zweiheit ein Derivat der Zweiheit ist, weil
die Zweiheit das Bestimmtere und Einheitsgeméfiere ist. Das stimmt mit der Darstellung im Parme-
nides iiberein, insofern mindestens die ersten zehn Ideenzahlen zum hoheren Seinsbereich der Ideen

47 wahrend man die unbestimmte Zweiheit plausibel mit dem seienden Einen der zweiten hy-

.48

gehoren,
pothesis verbinde

7.3.2 Zur Idee der Menge

,Menge” kann als Ubersetzung folgender altgriechischer Ausdriicke dienen: , 10 nA80¢”, ,# edmopia”,
1 &pSovia” oder ot molol”. Aber auch der Ausdruck fiir Zahl (6 &pt3pdg) wurde in der voreuklidis-
chen Zeit oftmals in der Bedeutung von Menge von etwas gebraucht.*’ Allerdings wurden diese Men-
gen als geordnete Vielheiten aufgefasst.”® Der moderne Mengenbegriff ist dagegen der einer moglicher-
weise ungeordneten Zusammenfassung beliebiger Dinge. Eine ideenmifige Bestimmung der Menge
scheitert nun daran, dass die zusammengefasste Vielheit grundsatzlich beliebig ist (siehe ndchsten Ab-
schnitt). D.h. aber insbesondere auch, dass eine konkrete Menge nicht ideenméfsig zusammengestellt
sein muss, sondern es auch zuféllig oder irgendwie anders sein kann. Um dies addquat zu fassen, miisste
die Idee der Menge auf den sinnlichen Seinsbereich oder dessen Abstraktion Bezug nehmen und damit
auf etwas verweisen, was auflerhalb der Ideen liegt. Damit wére sie aber nicht mehr autonom und auf
sich selbst gegriindet, also keine Idee mehr. Auch die Idee der Einheit leistet diese Inkorporation des
,beliebig’ nicht.

Eine Menge ist demnach nur insofern die Einheit einer Vielheit und hat platonisch gesprochen an der
Idee der Einheit teil, als auch jedes andere Einzelne an der Idee der Einheit teilhat. Eine Menge ist
insofern eine Einheit als ich von ihrer Vielheit als Einzelnes spreche.>!

46 Radke 2003, S.555. Die <Vielheit> steht hier fiir das Prinzip der unbestimmten Zweiheit oder ist mit ihm verwandkt.
47 Vgl. Abschnitt 1.3.6.

48 Siehe Horn 1995, S. 99ff..

49 Vgl. Pritchard 1995, Kapitel 2.

50 In den Elementen wird z.B. erst Zahl als Menge von Einheiten definiert in (VII D2), aus dem folgenden (VII D3) wird aber
deutlich, dass eine Ordnung der Einheiten mitgedacht wurde. Siehe ansonsten auch Pritchard 1995, S.29, und Boshme 2000,
S.47ff..

51 Ein nattirlicher historischer Ankniipfungspunkt dieser asketischen Argumentation sind die Arbeiten von Husserl zum Zahl-
und Mengenbegriff. Wenig bekannt scheint zu sein, dass Husserl gerade zu Beginn seiner philosophischen Laufbahn tiber ein
Jahrzehnt lang ein Kollege und enger Freund von Georg Cantor, dem Begriinder der Mengenlehre, der den mathematischen
Gehalt Husserls Habilitation begutachtete, an der Universitit Halle war (siehe Hill 1997). Hier ist leider kein Raum, um auf
den Erkenntnisgewinn dieser Verbindung einzugehen.
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7.4 Zur Grundlegung der Mengenlehre

Der Mengenbegriff ist der allgemeinste und grundlegendste Begriff der modernen Mathematik. Denn
Mengen sind die abstraktesten mathematischen Objekte, einerseits durch ein Minimum an Bestim-
mungen festgelegt, andererseits vollig beliebig in ihrer individuellen Ausformung: Einzig durch eine
zweistellige Relation des Enthaltens ( €) aufeinander bezogen, soll ein Mengenuniversum, der Konzep-
tion der Mengen nach, alle moglichen — und damit auch beliebig ausgeformten — Mengen enthalten.>?
Dadurch kénnen aber alle anderen mathematischen Objekte durch Mengen simuliert, d.h. strukturglei-
che Mengen und Mengenbereiche gekennzeichnet werden, und — wie manche meinen - eigentlich die
ganze Mathematik auf Mengenlehre reduziert werden. Ein Argument fiir die letzte Behauptung er-
wadchst allein schon aus dem Umstand, dass die mathematische Sprache praktisch die Sprache der Men-
gentheorie ist.

Zu bestimmen, was eine (mathematische) Menge ausmacht — was vor allem auch heifit, grundsatzlich
festzulegen, welche Mengen es gibt und welche nicht - setzt sich durch die genannten Eigenschaften des
Mengenbegriffs in der modernen Mathematik® von der Bestimmung der meisten anderen mathemati-
schen Begriffen ab. Zur Erlduterung der Menge bzw. der Enthaltensbeziehung konnen keine anderen

mathematischen Begriffe verwendet werden, weil der Mengenbegriff zu den grundlegendsten gehort.>

t,55

Als Quelle unserer Mengenbegriffe muss deshalb etwas dienen, das nicht-formalisiert,”™ und damit

(noch) nicht in scharfe Begriffsform gebracht wurde; es wird im folgenden Intuition genannt.

Intuitionen (in diesem Sinne) sind per definitionem schwer zu greifende ,Dinge’, da sie nicht formalisiert
sind, d.h. hier (noch) nicht in einer mathematischen Sprache klar gefasst wurden (s. Abschnitt 5.1.2).
Insofern sie die Quelle der Mengenbegriffe bilden, ist ihnen die Autoritét eigen, ihre Formalisierun-
gen zu kontrollieren und zu korrigieren. Denn eine Mengentheorie in einer Pradikatenlogik erster
Stufe ist ein festes Gebilde von Zeichenmengen im Kontext einer bestimmten Sprache und zugehoriger
Ableitungskalkiile, die dies selbst nicht leisten kann. Andererseits sind Intuitionen nicht zu verwech-
seln mit absolut vortheoretischen, sogenannten ,naiven’ Mengenvorstellungen des mengentheoretis-
chen Laien. Die Mengenintuitionen — d.h. Intuitionen, die Mengentheorien begriinden —, verandern sich
nédmlich, wenn man sie formalisiert, sie werden durch die mathematische Arbeit in einer Mengentheorie
geschult und verfeinert. Ein vortheoretisches Problem kann es zum Beispiel sein, keinen Unterschied
zwischen einem Gegenstand und seiner Einermenge, d.h. der Menge, die genau ihn als Element hat
und sonst nichts, festmachen zu kénnen. Jemand heutzutage mengentheoretisch Geschultes hat dieses
Problem nicht (mehr), diese Einermenge ist eine Menge und hat genau ein Element, der Gegenstand hat
keine Elemente und ist keine Menge, sondern ein sogenanntes Urelement. Wiirde die Mengentheorie
auflerdem eine Rechtfertigung durch vortheoretische Mengenvorstellungen bendtigen, wire sie nicht
mehr so autonom und von aufiermathematischen Umstidnden eingeschrankt, wie es die Mathematik

52 Dass das Mengenuniversum alle mdglichen Mengen enthilt, scheint eine tautologische Aussage zu sein, zumindest ist sie
zirkuldr. Damit ist jedoch bei den grundlegendsten Begriffen zu rechnen, da sie nicht durch grundlegendere Begriffe bestimmt
werden konnen. Diese zirkuldre Bestimmung nimmt in der mengentheoretischen Praxis die Form eines Postulats an, das
auffordert, das Mengenuniversum zu maximieren, und so z.B. in der Diskussion um die These V = L eine wichtige Rolle
spielt; vgl. das Prinzip «MAXIMIZE» bei Maddy 1997, S.210.

53 Die antike Mathematik, insbesondere PLATON, hatte einen anderen, viel eingeschrénkteren Mengenbegriff. Man kann speku-
lieren, was fiir eine mathematische Bedeutung EUKLID dem modernen Mengenbegriff zugesprochen hitte; meine Antwort:
keine; vgl. Abschnitt 7.3.2. Auch heute ist die Bedeutung des Mengenbegriffs in der Mathematik nicht unumstritten, aller-
dings, was die Praxis der Mathematik angeht, nur durch den Imperativ infrage gestellt, es doch anders zu machen, z. B. die
Kategorientheorie als Rahmen zu wahlen.

54 Dies galt nach Hallett 1984, S. 304, bereits fiir Cantor. Fiir Frege dagegen scheint die (mathematische) Funktion das Grundle-
gende gewesen zu sein, denn fiir ihn waren Begriffe Funktionen und Funktionen so undefinierbarer Teil der Logik und schein-
bar grundlegender als die natiirlichen Zahlen, die aus seiner Logik herzuleiten eines der Ziele Freges war.

55 Wir verwende hier einen spezielleren Formalisierungsbegriff. Formalisierung bedeutet in diesem Abschnitt stets Formalisie-
rung in einer Pradikatenlogik erster Stufe mit den zweistelligen Pradikatkonstanten € und = und méglichst wenig weiterem.
Siehe Abschnitt 5.1.2.
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tatsdchlich vor der Moderne gewesen ist. Die Mengenlehre ist aber gerade ein Fachgebiet der moder-
nen Mathematik ohne historische Vorlidufer, die fiir sie eine Autoritit darstellen wiirden.

Genauer sollen Intuitionen Nicht-Formalisiertes sein, ein noch nicht vollstandig expliziertes Verstand-
nis, das man versucht zu formalisieren, um es begrifflich schirfer zu fassen. Erschopft sich eine Intuition
in dem semantischen Gehalt eines Satzes der gewihlten formalen Sprache, so spricht nichts dagegen,
sich in diesem Fall nur noch auf die Aussage des Satzes zu beziehen. Aber oftmals ist dies nicht der
Fall und die Intuition wird nicht ganz eingefangen von ihrem Formalisierungsversuch. Als Nicht-For-
malisiertes und vermutlich oftmals nicht vollstindig Formalisierbares ist eine Mengenintuition eine Art
Vorbegriff einer Menge, der bestenfalls als ein Leitprinzip zur Aufstellung immer neuer Axiome dienen
kann. Aber nicht jedes derartiges Leitprinzip muss eine Mengenintuition sein, da Leitprinzipien auch

rein technischer Natur sein kénnen.>®

Im folgenden werden zum einen nur axiomatisierte Mengenbegriffe im Abschnitt 7.4.1 behandelt, damit
eindeutig ist, wodurch die jeweilige Mengentheorie festgelegt ist. Dies ist hilfreich, weil ja noch nicht
deutlich ist, was eine Menge letztlich ist, und erst tiber die Axiomatisierung zurtickgeschlossen wer-

1'57

den soll.”” Zum anderen werden nur in einer Pradikatenlogik erster Stufe mit den beiden zweistelligen

Pradikatkonstanten € und = (wenn nicht anders angegeben) formalisierte Mengenbegriffe herangezo-

gen, um von dem {iblichen Rahmen mathematischer Arbeit ausgehen zu kénnen.58

Die Mengentheorien werden im folgenden anhand ihrer Axiomensysteme dargestellt. Dabei werden
die Axiome ,ontologisch genommen’, d.h. es wird betrachtet werden, was durch sie und den logischen
Folgerungen aus ihnen als Menge semantisch bestimmt wird. Denn sie sollen ja im Hinblick auf die
ihnen zugrunde liegenden Mengenintuitionen betrachtet werden. Im Unterschied dazu kénnte man in
anderen Kontexten die Axiome z. B. nur als reine Formeln auffassen und das Axiomensystem auf seine
metalogischen Eigenschaften hin untersuchen, oder man kénnte nach informellen Definitionen suchen,
mit denen die in den Axiomen verwendeten Ausdriicke klar definiert werden. Die moderne mathema-
tische Axiomatik lehnt letzteres Ansinnen ab, weil sie der Hilbertschen Auffassung folgt, dass die nicht
notwendigerweise formalisierten Axiome keine Erlduterung ihrer Ausdriicke durch zuséitzliche Defini-
tionen bediirfen, wenn auch vielleicht zusitzlicher Axiome. In dieser Tradition stehen (bis auf Finslers
Versuch) alle wichtigen Axiomatisierungen der Mengenlehre.>

Zunachst werden die vorhandenen Mengentheorien zumindest in ihren grundlegenden Typen darge-
stellt (Abschnitt 7.4.1),°0 um dann ihre Intuitionen, soweit noch nicht geschehen, darzulegen, zu hinter-
fragen und miteinander im Hinblick auf einen einheitlichen Mengenbegriff zu vergleichen (Abschnitt
7.4.2). Dabei ist noch zu beachten, dass eine Theorie unterschiedlich axiomatisiert werden kann und
darum auch aus unterschiedlichen Intuitionen die gleiche Theorie hervorgehen konnte, wie auch, dass
eine Mengenintuition nicht notwendig historisch frither sein muss als ihre formale Theorie, die z.B.
auch aus mathematisch-technischen Griinden aufgestellt worden sein konnte.

56 So kann man z. B. rein ,technisch’ versuchen, die Moglichkeiten elementarer Einbettungen auszureizen in Anndherung zu
Kunens Entdeckung, dass es keine elementare Einbettung von V in sich gibt; siehe Kanamori 2003, S.319.

57 Anders verhilt es sich mit den nattirlichen Zahlen, die man durch ihre eindeutige Axiomatisierung nicht besser begreift. So
auch Hallett 1984, S.300: «Unlike the case of natural number, this is largely why set theory is axiomatized, because we do not
understand the set concept well.»

58 Welche Probleme entstehen konnen bei der Formalisierung einer informellen Mengentheorie und die damit zusammenhén-
genden Schwierigkeiten, mit einer derartigen Theorie mathematisch umzugehen, dafiir siehe Abschnitt 5.5.

59 Hinsichtlich Zermelo vgl. Hallett 1984, S.304.

60 Die Darstellung der Mengentheorien folgt nicht ihren historischen Gestalten, sondern dem, wie man sie heute fasst. Die
Entwicklung der modernen Mengenlehre ist viel facettenreicher und komplizierter, als eine mehr systematische Darstellung
es nahelegt (vgl. Kanamori 2009). Streng geurteilt wére es sogar gerechter, nicht Cantor, sondern Zermelo zum Griinder
der modernen Mengenlehre zu erklaren (vgl. Kanamori 2009, S.409). Aber auch Zermelos Axiome waren (noch) in keiner
formalen Logik erster Stufe eingetragen.
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7.4.1 Mengentheorien

Es scheint neben dem Axiomensystem ZFC und seinen auch klassentheoretischen Erweiterungen vor
allem zwei Ansétze zu geben, die in der aktuellen Forschung beriicksichtigt werden.®! Beide begegnen
dem Problem, die unbeschriankte Komprehension (s.u.) einzuschranken, mit syntaktischen Regeln fiir
die Satze, die bei der Komprehension benutzt werden diirfen. Zu den wesentlichen Ingredienzen einer
semantischen Paradoxie gehoren Selbstbeziiglichkeit und Negation,®? in den Positiven Mengentheorien
wird die Negation aus den Formeln verbannt, wihrend in NF-artigen versucht wird, die Selbstbeziig-
lichkeit mittels einer syntaktischen Stufung zu verhindern.

Die Entstehung der axiomatischen Mengentheorien wird zuweilen so erzihlt, dass Russells Entdeck-
ung eines Widerspruchs in Freges Grundgesetzen eine Krise in der Grundlagenarbeit der Mathematik
zur Folge hatte, und man, um Antinomien in mathematischen Theorien zu vermeiden, vor allem fiir die
Mengenlehre versuchte Axiome aufzustellen, aus denen die bekannten Antinomien nicht direkt ableit-
bar waren. Bei Frege galt etwas Ahnliches wie die allgemeine Komprehension, die ein Satzschema ist,
das festhilt, dass zu jeder Eigenschaft auch ihre Extension existiert:%3

AXVyNz(zey <> ¢(%,z))  mit y nicht freiin ¢(¥,z)

Russells Eigenschaft des Sich-nicht-selbst-enthaltens (x ¢ x) ergibt dann eine Menge, die sich nicht
enthélt, genau dann wenn sie sich enthélt (x € x gdw. x € x). Da eines von beiden der zugrunde gelegten
Logik nach aber gelten muss, folgt ein Widerspruch. (Anders in Logiken mit nur partiell definierten
Préadikaten, fiir die dann z. B. nichts dartiber aussagbar sein muss, ob x €p,,+x oder nicht.)

Dass die Axiome nahezu aller Mengentheorien im zwanzigsten Jahrhundert im Bewusstsein der Rus-
sellschen Antinomie ausgewdhlt wurden, trifft zu. Dass die sogenannten ZFC-Axiome aber ihrer Idee
nach Einschrankungen der naiven Komprehension seien, ist weitgehend falsch und wird im restlichen
Abschnitt anhand einer leicht mifiverstandlichen Textstelle bei Zermelo diskutiert. Denn wiren die
Intuitionen der ZFC-Axiome erst spater gefunden worden, wére das ein starkes Argument gegen die
Nattirlichkeit der Intuitionen.

7.4.1.1 Exkurs: Zermelo und die naive Komprehension

Wihrend der Begriinder der Mengenlehre, Georg Cantor (1845-1918), noch ohne Axiomatisierung aus-
kam, stellte Zermelo 1908b als erster eine Reihe von Axiomen auf (in ihrer modernen Form Z genannt),
die spéter von Fraenkel und Skolem erweitert wurden (zu ZF).%* Das C in ZFC steht fiir das Auswahla-
xiom (Axiom of Choice), das aber bereits unter den Axiomen Zermelos enthalten war. Die Einleitung in
Zermelo 1908b legt nun selbst den Anschein nahe, dass es sich bei seiner Axiomatik um eine Begrenzung
der unbeschrankten Komprehension handelt:

Angesichts namentlich der ,Russellschen Antinomie” von der ,Menge aller Mengen, welche sich selbst

nicht als Element enthalten” scheint es heute nicht mehr zuldssig, einem beliebigen logisch definierbaren

Begriffe eine ,Menge” oder ,Klasse” als seinen ,,Umfang” zuzuweisen. Die urspriingliche Cantorsche Defi-

nition einer ,Menge” als einer ,, Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen” bedarf also jedenfalls einer Einschrankung, ohne daf3

61 Mehr oder weniger vollstandige und fundierte Uberblicke des Spektrums an unterschiedlichen bekannten Mengentheorien
bieten Holmes 2009, Apostoli et al. 2009, Hinnion 2003 und Fraenkel et al. 1973.

62 Die dritte ist ein reflektierbares Wahrheitspradikat, die Selbstreferenz kann durch einen Referenzregress ersetzt werden; vgl.
Blau 2008, S. 548.

63 Fiir eine Erlauterung der vielleicht ungewohnten Zeichen siehe S. 5.

64 Zermelos Axiome: Extensionalitit, Elementarmengen (das die Existenz der Nullmenge, aller Singleton und Paarmengen
garantiert), Aussonderung, Potenzmenge, Vereinigungsmenge, Auswahl, Unendlichkeit.
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es doch schon gelungen wire, sie durch eine andere, ebenso einfache zu ersetzen, welche zu keinen solchen
Bedenken mehr Anlaf gibe. ... Diese Aufgabe muf$ in der Weise gelost werden, daff man die Prinzipien
einmal eng genug einschrankt, um alle Widerspriiche auszuschlieflen, gleichzeitig aber auch weit genug
ausdehnt, um alles Wertvolle dieser Lehre beizubehalten.
In diesem Sinne scheint er mit seinem dritten Axiom, dem «Axiom der Aussonderung»®®, die allgemeine
Komprehension einzuschrianken, denn es garantiert nur die Existenz der durch eine definite Eigenschaft
bestimmten Teilmenge einer bereits bestehenden Menge. In einer Anmerkung dazu weist Zermelo auf
den «Ersatz» hin, den dieses Axiom fiir die «als unhaltbar aufgegebene allgemeine Mengendefinition»

bildet, und das die bekannten Antinomien sich aus ihm nicht ableiten lassen.®®

Um die These zu widerlegen, dass die Russellsche Antinomie unter der Voraussetzung der naiven Kom-
prehension Anlass fiir die Axiomatisierung der ZFC-Axiome in ihrer ersten Form war, werden zunéchst
die ndheren Umstédnde ausgefiihrt, um dann eine andere konsistente Lesart des Zitats vorzustellen. Fiir
letzteres Ziel wird der Zitattext vor der Auslassung als Darstellung oberfldchlicher Verhiltnisse gelesen,
ndmlich, dass man die unbeschrankte Komprehension nicht als Axiom nehmen und deswegen Cantors
Erldauterung prazisieren muss, weil sie den Anschein erweckt, etwas wie die unbeschréankte Komprehen-
sion zu enthalten. Dazu wird gezeigt, dass weder Cantor seine ,Definition’ im Sinne der unbeschrankten
Komprehension verstanden wissen wollte, noch dass Zermelo dies nicht bekannt gewesen ist. Der Text
bietet in dieser Interpretation eine historisch-metamathematisch verquere Bezugnahme auf Cantor in
der Einleitung eines mathematischen Fachartikels.®” Der Satz nach der Auslassung zeigt sich dagegen
in einem ganz anderen Licht, wenn die Auslassung berticksichtigt wird.

Im Widerspruch zu der These, die widerlegt werden soll, steht der Kontext, in dem Zermelo die Axioma-
tisierung vornahm. Infolge von Kritik an seinem Beweis des Wohlordnungssatzes von 1904, begann er
ab 1905 die fiir die Mengenlehre und insbesondere fiir seinen Beweis benétigten Prinzipien herauszuar-
beiten und erstellte parallel zur Darlegung seiner Axiomatisierung (Zermelo 1908b) eine neuen, auf
Grundlage der Axiome ausgefiihrten Beweis des Wohlordnungssatzes (Zermelo 1908a), der als erster
publiziert wurde.®® Demnach scheint (1) weder Russells Antinomie der Anlass fiir die Axiomatisierung
gewesen zu sein, (2) noch die unbeschrankte Komprehension der Ausgangspunkt fiir die Erstellung der
Axiome. Es gibt weitere gute Griinde fiir diese beiden Behauptungen.

(1) wird dadurch erhirtet, dass Zermelo unabhingig von Russell dessen Antinomie bereits Jahre vor
ihrer Publikation im Jahr 1903 entdeckte, sie aber im Unterschied zu Russell nicht wichtig genug nahm,
um sie zu verdffentlichen.®” Zermelos Anliegen war, wie schon seine Beschiftigung mit dem Wohlord-
nungssatz zeigt, eine Ausarbeitung und genauere Bestimmung der mengentheoretischen Begriffe Can-
tors.

(2) wird plausibel, wenn man bemerkt, dass Frege kein Mengentheoretiker war und seine widerspruchs-
volle Theorie keine Mengenlehre, sondern eine um eine Begriffstheorie erweiterte Logik. Zermelo ar-
beitete dagegen in einem etablierten Fachgebiet der Mathematik und musste sich von einem bedeuten-
den Kollegen wie Hausdorff vorwerfen lassen, seine mathematische Arbeitskraft an unwichtige Fra-
gen zu verschwenden.”? Die unbeschrinkte Komprehension wurde, wenn iiberhaupt, so tiblicherweise

65 Zermelo 1908b, S. 263.
66 Zermelo 1908b, S. 263f..

67 Vergleicht man z. B. Boolos 1971, S. 13f., mit Ackermann 1956, S. 336f., so scheint jeder ihm gefallige und ganz andere Ideen in
Cantors Erldauterung hinein zu interpretieren.

68 Siehe Moore 1982, S.158, vgl. Kanamori 2009, S. 407.
69 Siehe Zermelo 1908a, S. 118f., Moore 1982, S. 159.

70 Hausdorff bemerkt in der Einleitung zu einer frithen Darstellung der Mengenlehre: «Dafi eine Untersuchung wie diese,
die den positiven Bestand der noch so jungen Mengenlehre im Sinne ihres Schopfers um einen, wenn auch nur bescheide-
nen, Zuwachs zu vermehren trachtet, sich nicht prae limine damit aufhalten kann, in die Diskussion um die Prinzipien der
Mengenlehre einzutreten, wird vielleicht an den Stellen Anstof3 erregen, wo gegenwirtig ein etwas deplaciertes Maf$ von
Scharfsinn an diese Diskussion verschwendet wird.» Hausdorff 1908, S. 436.
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nicht als Prinzip den mathematischen Untersuchungen zugrunde gelegt.

Wie aber sind dann Zermelos Auflerungen, nicht zuletzt {iber Cantors Erlduterung des Mengenbe-
griffs, zu verstehen? Versuchen wir zuerst zu begreifen, was Cantor eigentlich gemeint hatte mit seiner
,Definition’, die zu Beginn des ersten (1895 veroffentlichten) seiner beiden abschliefenden Abhandlun-
gen iiber die Mengenlehre statiert:

Unter einer ,Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-

jekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente” von M genannt werden) zu

einem Ganzen. In Zeichen driicken wir dies so aus: M = {m}.”!
Diese Erlauterung ist offensichtlich nicht rein mathematisch gehalten.”? Aber sie scheint zwei Gedanken
zu beinhalten, die fiir die moderne Mengenlehre grundlegend sind. (1) Erstens, dass Mengen durch ihre
Elemente eindeutig bestimmt werden, (2) zweitens, dass die Elemente einer Menge in irgendeinem Sinn
der Menge vorhergehen.”? Gegen diese Auffassung spricht aber schon, dass Cantor in Bezug auf eine
Menge von «der Ordnung ihres Gegebensein[s]»”* schreibt, also dass manche Mengen bereits eine Ord-
nung ihrer Elemente ,in sich’ tragen, weshalb sie gerade nicht durch ihre Elemente allein bestimmt wer-
den. Berticksichtigt man weiter, dass Cantor sich vor allem mit transfiniten Zahlen beschaftigt hat, dann
wird auch (2) fraglich, wenn nicht noch weitere Griinde angefiihrt werden. Denn (Kardinal-)Zahlen
sind fiir Cantor etwas, was gerade nicht voraussetzt, dass genau diese oder jene Elemente in irgen-
deinem wesentlichen Sinne friiher sind. Dieses legt zumindest folgende Erklarung nahe, in der fiir eine
Kardinalzahl nicht die Elemente wichtig erscheinen, sondern ihre Anzahl, d.h. ihre Kardinalzahl und
damit ihr Einheitscharakter: «die Kardinalzahl [einer Menge ist] selbst eine bestimmte aus lauter Einsen
zusammengesetzte Menge>>.75

Cantors ,Definition” als eine Vorform der unbeschridnkten Komprehension zu lesen, wird durch eine
altere Erlduterung Cantors bestdrkt, wenn man dort unter «Gesetz» eine definierbare Bedingung, also
eine formale Aussage, begreift:
Uner einer ,Mannigfaltigkeit” oder ,Menge” verstehe ich ndmlich allgemein jedes Viele, welches sich als
Eines denken ldft, d.h. jeden Inbegriff bestimmter Elemente, welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen
verbunden werden kann[.]7°
Boolos 1971, S.14, nennt vor diesem historischen Hintergrund die unbeschrédnkte Komprehension in
der Ausformung <Jedes Pradikat hat eine Extension> die naive Konzeption der Menge. Dass Cantor dieses
Prinzip nie vertreten hat, ist alleine dadurch schon offensichtlich, dass er nie die Existenz einer Allmenge
befiirwortete — ihre Existenz ist eine direkte Konsequenz der unbeschrankten Komprehension. Vielmehr
unterschied er die drei Bereiche: endlich/transfinit/absolut. Das Absolute ist unerreichbar.””

In einem spéteren Brief an Dedekind riickt Cantor den Ausdruck «zu einem Ganzen verbinden> in die
Aufmerksamkeit und bemerkt zu den ihm bekannten Antinomien an, dass manche Vielheiten gerade
nicht zu einem Ganzen verbunden werden konnen, sondern «absolut unendliche oder inkonsistente Viel-
heiten» darstellen.”® Er nennt ihm gleichen Brief ein paar seiner Voraussetzungen:”’

71 Cantor 1932, S.282.

72 Wie spétestens nach einer halben Seite Lektiire bewusst wird, denn dort heifit es: «,Michtigkeit” oder , Kardinalzahl” von M
nenne wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven Denkvermaogens dadurch aus der Menge M hervorgeht, daf von
der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird. ... so ist die Kardi-

nalzahl M selbst eine bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als intellektuelles Abbild oder Projektion
der gegebenen Menge M in unserm Geiste Existenz hat.» Cantor 1932, S. 282f..

73 So Boolos 1971, S.13.

74 Cantor 1932, S.282.

75 Cantor 1932, S. 283.

76 Cantor 1932, S.204.

77 Vgl. Cantor 1932, S.295, Hallett 1984, S. 40ff..
78 Siehe Cantor 1932, S. 443,448.

79 Cantor 1932, S.444.
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Zwei dquivalente Vielheiten sind entweder beide ,, Mengen”, oder beide inkonsistent.
Jede Teilvielheit einer Menge ist eine Menge.

Jede Menge von Mengen ist, wenn man die letzteren in ihre Elemente auflost, auch eine Menge.

Das sind Varianten der hier spéter erlduterten Axiome der Grélenbeschrinkung, Aussonderung und
Vereinigungsmenge. Auch wenn Zermelo im Jahr 1908 Cantors zitierten Brief noch nicht gekannt ha-
ben sollte®’ — spiter wird er ihn mit den mathematisch-philosophischen Arbeiten Cantors (in Cantor
1932) herausgeben — ist es nicht vorstellbar, dass Zermelo annahm, dass Cantor eine Art unbeschrankte
Komprehension mit der obigen ,Definition” andeuten wollte, da diese so stark mit Cantors Praxis kon-
fligiert hatte.

Was Zermelos scheinbare Fehlinterpretation der ,Definition” Cantors angeht, ist meine Vermutung, dass
sich Zermelo der Fragwiirdigkeit seiner impliziten Behauptung bewusst war und sprachlich bewusst
mittels den relativierenden Ausdriicken «...bedarf also jedenfalls einer Einschrankung...» (m.Herv.)
und «...welche zu keinen solchen Bedenken Anlaf gibe...» auf Distanz geht zu einer Identifizierung
der ,Definition” Cantors mit der naiven Komprehension. Zudem spricht er zunédchst zwar von der «Can-
torschen Definition», aber gerade nicht von der Definition Cantors>, um daraufhin gar nicht mehr auf
Cantor zu verweisen («allgemeine Mengendefinition»5!).82

Wichtiger als diese sprachlichen Spekulationen ist Zermelos eigene Aussage tiber seine Methode, Axiome
zu extrahieren, ndmlich «ausgehend von der historisch bestehenden ,Mengenlehre”, die Prinzipien

aufzusuchen, welche zur Begriindung dieser mathematischen Disziplin erforderlich sind.»% Damit

meint er vermutlich auch sein eigenes Vorgehen hinsichtlich des Beweises des Wohlordnungssatzes,

ndmlich die Beachtung der Aussagen, die in mengentheoretischen Beweisen unbewiesen benutzt wer-

den. Eine Schwierigkeit dieses Vorgehens liegt darin, dass einem nur konkrete Anwendungen vor-

liegen, denen dann ein Prinzip untergeschoben werden soll. Die Frage ist, wie allgemein dieses Prinzip

gefasst wird. Wenn einem z.B. verschiedene Félle vorldgen, in denen die Existenz der Potenzmenge

von einzelnen und konkreten Mengen unbewiesen benutzt wird, so konnte man alle historischen Félle

direkt als Axiome nehmen, oder man konnte ein Axiom wéhlen, das die Potenzmenge jeder Menge

garantiert, oder man konnte die unbeschrankte Komprehension als dahinterliegendes Prinzip ansetzen,

da auch aus ihr die Existenz der Potenzmenge jeder Menge folgt. Die beiden Pole, zwischen denen

eine Axiomatisierung nach Zermelo erfolgen sollte, sind die Antinomien und die historisch gegebene

Mengentheorie. Er fahrt ja nach dem letzten Zitat fort:

Diese Aufgabe muf8 in der Weise geldst werden, dafl man die Prinzipien einmal eng genug einschrankt, um
alle Widerspriiche auszuschliefien, gleichzeitig aber auch weit genug ausdehnt, um alles Wertvolle dieser
Lehre beizubehalten.8

Das Vorgehen wird also so beschrieben, dass die hier gemeinte Beschrankung nicht die allgemeine Kom-
prehension betrifft, sondern die zu extrahierenden Prinzipien. Die unbeschrankte Komprehension ist
nur ein zu vermeidender Grenzpunkt.

80 Vgl. Cantor 1932, S.451.
81 Zermelo 1908b, S. 263.

82 Die Ubersetzung von Zermelo 1908b in van Heijenoort 1967 hat vermutlich ihren Teil zu der Meinung, Zermelo hitte Cantors
Definition als unbeschrankte Komprehension interpretiert und versucht diese mit seinen Axiomen sinnvoll einzuschranken,
beigetragen zusammen mit den einleitenden Worten Heijenoorts (van Heijenoort 1967, S.199f). Dort werden die hier relevan-
ten Kleinigkeiten im Ausdruck zurechtgekammt: «Die urspriingliche Cantorsche Definition» wird tibersetzt mit «Cantor’s
original definition», die holprige Doppelung «also jedenfalls» zu «therefore certainly» geglittet.

83 Zermelo 1908b, S. 261.
84 Zermelo 1908b, S. 261.
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7.4.1.2 ZFC

Mengen haben zwei Seiten. Insofern sie Dinge enthalten, sind sie Vielheiten, insofern sie einzelne Ob-
jekte sind, die von anderen enthalten werden, sind sie Einheiten. Es ist dieses Gegensatzpaar, das man
an den beiden Variablenstellen der Elementbeziehung ... € ... festmachen kann, das, indem man es in
einer Menge zu vereinigen sucht, die Antinomien erst moglich macht, dadurch, dass sich die eine Seite
der Menge durch die Elementschaftsbeziehung auf die andere Seite bezieht.

Man kann die beiden Seiten auch gegeneinander ausspielen. Das eine wére dann ihre ,Lasso’-Seite:
Dadurch, dass manche Dinge Element derselben Menge sind, bindet man ein Lasso um sie herum;
die Menge besteht aus ihren eingefangenen Mengen, dndern sich diese, dndert sich die Menge mit, es
muss Strick nachgegeben oder eingeholt werden. Das andere ist die Schachtel-Seite: Man sieht der
(undurchsichtigen) Schachtel nicht direkt an, was in ihr steckt, und, was sie enthalt, ist ihr als Schachtel
auch gleichgiiltig; sie bleibt, was sie ist. Diese beiden Seiten kénnen je nach Menge und Mengentheorie
in Graden unterschiedlich gewichtet sein.

In diese allgemeine Unterscheidung von Einheit und Vielheit fallt auch der spezifischere Gegensatz von
extensionalem und intensionalem Aspekt einer Menge. Die Extension einer Menge sind ihre Elemente, die
Intension ist eine genau diesen Mengen zukommende Eigenschaft, insofern man eine Menge extensional
definiert, indem man ihre Elemente aufzihlt, und intensional definiert, indem man eine Eigenschaft an-
gibt, die — extensional betrachtet — genau auf die Elemente dieser Menge zutrifft. Dabei kann es fiir eine
extensional gegebenen Menge mehr als eine Eigenschaft geben, die genau ihre Elemente gemein ha-
ben, wie einer intensionalen Bestimmung einer Menge in unterschiedlichen Kontexten unterschiedliche
Extensionen zukommen konnen.

Die Verbindung dieser beiden Aspekte einer Menge kann recht unterschiedlich sein. So ist die leere
Menge, also die Menge, deren Elemente alle z. B. die Eigenschaft x # x besitzen, extensional eindeutig,
wiéhrend die Allmenge, die Menge, die alle anderen Mengen als Elemente hat und mittels der von allen
Mengen erfiillten Eigenschaft x = x definiert werden kann, intensional eindeutig, extensional aber vol-
lig unklar sein kann. Denn wéhrend es der leeren Menge ,fiir sich egal ist’, was fiir andere Mengen
existieren, so miisste man fiir eine extensionale ,Konstitution” der Allmenge angeben, welche Mengen
sie jetzt genau enthilt. (Die leeren Mengen unterschiedlicher Mengentheorien sind strukturgleich, die
Allmengen/-klassen nicht unbedingt.) Wiisste man aber die Extension der Allmenge, wiirde man wis-
sen, was fiir Mengen es gibt und hdtte damit alle Informationen tiber Mengen zur Verfiigung. Die
extensionale Unbestimmtheit beruht demnach nicht darauf, dass es zuviele Elemente sind, als dass man
sie alle einzeln angeben konnte, sondern darauf, dass fiir einzelne Mengenkandidaten nicht geklart ist,
ob si Mengen sind — und damit Element der Allmenge.

Von einem stdrker extensionalen Standpunkt aus ist dies aber ein Problem des Betrachters, nicht der
(All-)Menge, die extensional bestimmt ist, wenn sie existiert. Von einer mehr intensionalen Sicht aus
wiirde jene allgemeine Bestimmung der Allmenge ihren Gehalt ausmachen, und eine intensionale Men-
genauffassung in eine Begriffstheorie tibergehen. Die Mengenlehre unterscheidet sich von einer zu star-
ken intensionalen Sicht dadurch, das Mengen mit gleicher Extension identisch sind. Dieses Prinzip der
Extensionalitit ist unbestritten, und wird meistens als einzelnes Axiom zu den anderen Axiomen einer
Mengentheorie hinzugefiigt.

Wie eine mehr intensionale Mengentheorie einen rein extensionalen Standpunkt erweitern kann, ohne
ein Extensionalitdtsaxiom aufzuheben, wurde in Abschnitt 5.5 zur Formalisierung der Finsler-Mengen-
lehre dargestellt. Die einzige Einschrankung der Extensionalitit, die bei den folgenden Mengentheo-
rien stattfindet, geschieht hinsichtlich sogenannter Urelemente, die alle keine Elemente besitzen, somit
extensional ununterscheidbar sind, aber als mogliche Elemente von Mengen Teil des Universums der
Theorien sind.



MATHEMATISCHER PLATONISMUS — 7.4.1 MENGENTHEORIEN 218

ZFC® ist eine rein extensionale Mengentheorie, d.h. jedes Objekt in ZFC ist eine Menge, es gibt keine
Urelemente. Es gilt:

Extensionalitit Nxy(Nz(zex <3 z€y) = x=y)

Zwei Mengen sind dann identisch, wenn sie die
gleichen Elemente haben.

Die folgenden sechs Axiome postulieren die Existenz bestimmter Mengen, fiinf von ihnen in der kon-
struktiven Form ,Wenn Mengen 4, b etc. existieren, dann existiert eine Menge ¢ mit der Eigenschaft
...”. Um Mengen mit anderen Mengen mathematisch in Beziehung zu setzen, muss man in der Men-
genlehre wieder Mengen benutzen. So sind zwei Mengen gleichmichtig, wenn es eine Menge von
geordneten Paaren gibt, die eine ein-eindeutige Abbildung der einen Mengen auf die andere Menge
darstellt. Deswegen hingt viel davon ab, wie gut man Mengen umformen und verdndern kann. Die
néchsten drei Axiome (bzw. Axiomenschemata) dienen vor allem dazu. Das erste bringt zwei beliebige
Mengen in einer Menge zusammen:

Paarmenge NAxyVz (x €z Ay € 2)

Fiir je zwei Mengen existiert eine Menge, die beide
enthalt.

Das néchste garantiert die Existenz der definierbaren Teilmengen einer Menge:

Aussonderung AxPNuy...unVz Ny (y €z < yexndy))
gilt fiir jede Formel ¢ mit freien Variablen x,y,uy, ..., uy.
Es existiert jede durch eine Eigenschaft ¢ bestimmte Teil-
menge einer Menge.

Wihrend Paarmenge zwei existierende Mengen ,manipuliert’ und Aussonderung auf den Elementen
einer gegebenen Menge operiert, macht das néchste Axiom die Gesamtheit der Elemente der Elemente
einer gegebenen Menge verfiigbar:

Vereinigungsmenge  AxVulAyz(zeyryex — z€u)

Fiir jede Menge a gibt es eine Menge, die die Ele-
mente aller Elemente von a enthlt.

Die folgenden drei Axiome bergen — soweit man das trennen kann — den Kern der Mengenlehre, nimlich
die Sicherung der unendlichen Mengen.8¢ Zunichst folgt aus den anderen Axiomen nicht die Existenz
einer unendlichen Menge, die demnach in irgendeiner Form gefordert werden muss:

Unendlichkeit Vx(@exnNyex(yu{y} € x))

Es gibt eine Menge, die die leere Menge enthdlt und

mit jeder Menge g, die sie enthilt, auch deren Nach-

folger {a}.
Die Existenz verschiedener Unendlichkeiten erhdlt man erst dadurch, dass man die Potenzmenge einer
unendlichen Menge existieren ldsst, das ist die Menge aller Teilmengen dieser Menge. Denn die Potenz-
menge einer Menge a ist echt grofer als a.

Potenzmenge AxVWyNz(zC x — z€y)
Die Potenzmenge jeder Menge existiert.

85 ZFC ist oben bestimmt worden als Reihe von Axiomen. Wir folgen dem tiblichen Gebrauch, indem wir die Bezeichnung im
Sprachgebrauch normalerweise nicht von der Theorie und sogar der Ontologie unterscheiden.

86 Das Gefiige der ZFC-Axiome ist komplizierter als es unsere Diskussion darlegt. Z.B. sind Extensionalitit, Paarmenge und
Vereinigungsmenge Gesetzmafligkeiten, die auch fiir die Identitét gelten, was man direkt erkennen kann, wenn man € durch
= ersetzt. Es ist hier auch keine vollstindige Unabhéngigkeit der Axiome voneinander angestrebt oder ein genauer Vergleich
ihrer ,Stirke’ und Funktion, denn dazu wire viel zu beriicksichtigen. Fiir die ,Starke’, die ZFC durch Vereinigungsmenge
erhilt, siehe z. B. die Details in Oman 2010.
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Das grundsitzliche Problem des Potenzmengenaxioms ist, dass die ZFC-Axiome kaum festlegen, um
wieviel grofier die Potenzmenge einer unendlichen Menge als diese selbst ist, d.h. wieviele andere
,Unendlichkeiten’ sich dazwischen befinden. Ihre Anzahl ist nicht beschrankt.

Die Potenzmengenbildung kann man ausgehend von der mittels Unendlichkeit garantierten unendli-
chen Menge iterieren, die Potenzmenge der Potenzmenge bilden etc.. Auf diese Weise allein kommt man
aber nicht weit, und es bleibt ein Missverhdltnis zwischen der Anzahl der Wiederholungen der Potenz-
mengenbildung und der bereits als Mengen vorliegenden ,Unendlichkeiten’. Das folgende Axiomen-
schema erlaubt es, die vorhanden ,Unendlichkeiten’ in die fortschreitende Mengenbildung einzubrin-
gen, indem es garantiert, dass Folgen der Art a,Bot(a),Rot(Pot(a)),... wieder eine Menge bilden:¥”

Ersetzung AxNuq . .ouy (NzexVay ¢(x,z,y) — VulzexVycu ¢(x,z,y))

fiir jede Formel ¢ mit den freien Variablen x,y,z,uy, ..., Uy

Fiir jede Menge 4, auf der eine eindeutige Funktion ¢ definiert ist,

existiert die Bildmenge von a unter ¢.
Die letzten beide Axiome betreffen eher die Struktur der Mengen. Das erste ist von geringerer Bedeu-
tung, da es die Existenz von Mengen ausschlief$t, die sich auf eine Weise selbst enthalten (x > ... 3 x),
oder unendlich absteigende Ketten bilden (xp > x1 2 xp 3 ... 3 x; 2 ...). Es hat den Charakter nicht
bendtigte Arten von Mengen auszuschliefSen: <Wir betrachten jetzt nur die die fundierten Mengen, die
anderen ignorieren wir.>

Fundiertheit AVy(yex n Nzex(z¢y))
Jede Menge a enthilt ein Element, das kein anderes
Element von a zum Element hat.

Das letzte Axiom aus ZFC wird bei Gebrauch in Beweisen oftmals extra gekennzeichnet, weil es eine
besondere Gedankenoperation verallgemeinert, und es mathematisch interessant sein kann, zu wissen,
ob sein Gebrauch notwendig ist fiir ein Resultat oder nicht. Denn es ist u.a. fiir die Ableitung ein
paar paradoxer Resultate notwendig, wie z. B. fiir das Banach-Tarski-Paradox. Obwohl das Axiom auch
die Form der konstruktiven Axiome hat® (,wenn eine Menge a existiert ..., dann existiert auch eine
Menge b mit ...”), ist seine Funktion eine ganz andere, da die ,neue’ Menge vor allem fiir die bereits
bestehende und die Ordnung des Mengenuniversums von Bedeutung ist. Die Frage, die das Axiom
entscheiden soll, ist, ob man eine gegebene unendlich grofie Mengen in bestimmter Weise ordnen kann.
Endliche Mengen kann man ,vollstindig’ ordnen: Man wahlt willkiirlich ein erstes Element aus, dann
willkiirlich ein zweites etc., bis man alle n Elemente analog der Reihe der natiirlichen Zahlen geordnet
hat. Hat man aber wiederum unendlich viele endliche Mengen, die noch ungeordnet sind, stellt sich
ebenfalls die Frage, ob man sie alle zusammen ordnen kann. Russell entwarf ein eingangiges Bild dazu:
Man stelle sich einen Haufen unendlich vieler Schuhpaare vor, der in zwei Haufen geteilt werden soll
so, dass sich in jedem Haufen genau nur ein Schuh jedes Paares befindet. Die Losung aus der Ferne:
Man bilde einen Haufen mit den Schuhen fiir den rechten Fufs, einen Haufen mit den Linken. Man
stelle sich nun wieder einen unendlich groffen Haufen mit Sockenpaaren vor (wobei die beiden Socken
eines Paares nicht unterscheidbar sind). Wie sollten jetzt die beiden Haufen gebildet werden? Man
konnte sich bei jedem Paar willkiirlich entscheiden, miisste dies aber unendlich oft tun, was nicht geht.
Behauptet man trotzdem, dass es zwei derartige Haufen geben kann, dann sind diese grundsitzlich
etwas unzugénglich, da man nicht weif, welcher Socken eines Paares in welchem Haufen ist.

Diese zwei Fragen entscheidet das sogenannte Auswahlaxiom positiv:

Auswahl AxVy (y ist eine Wohlordnung von x)
Fiir jede Menge existiert eine Wohlordnung(smenge).

87 Diese Funktion kommt in der Tat auch schon im Endlichen zum tragen, s. Kanamori 2009, S. 424.

88 Es existieren einige unter ZF zum Auswahlaxiom dquivalente Aussagen, von denen jede anstelle des Auswahlaxioms genom-
men werden kann.
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Das Mengenuniversum, das sich aufgrund dieser Axiome ergibt, ist ein in Stufen gegliedertes, das

man sich als von der leeren Menge mittels immer weiter iterierter Potenzmengenbildung entfaltendes

vorstellen kann. Es wird die Potenzmenge der leeren Menge gebildet (V; = {@}), dann die Potenz-

menge dieser Potenzmenge (W, = {@, {@}}) etc.; dann werden diese Potenzmengen zusammengenom-

men (zu V,,) und davon die Potenzmenge gebildet etc. (V) =0; V11 =Pot(V;); V, = ﬁU V;, fiir jede
<wa

Limeszahl «). Diese mit den Ordinalzahlen indizierten immer grofier werdenden Anfangsabschnitt V,
enthalten alle Mengen. Da das Mengenuniversum V kein V, ist, existieren in V keine ,grofien’ Men-
gen, wie die Allmenge oder die Menge aller Ordinalzahlen, diese konnen aber immer besser angendhert
werden, denn das Mengenuniversum ist nach ,oben’ offen. Man stellt sich den sogenannten V-Trichter
oftmals folgendermaflen vor:

Vi

Mit Auswahl sind die Axiome von ZFC komplett, aber nicht vollstandig. Jedes ,angebbare’, wider-
spruchsfreie und stiarkere Axiomensystem in einer Logik erster Stufe ist nach Godels erstem Unvoll-
stindigkeitssatz grundsétzlich unabgeschlossen, da in ihm nicht die Wahrheit aller Sédtze entscheidbar
ist, und nicht entschiedene Sitze als neue Axiome hinzugefiigt werden konnen.

Eine bedeutende Richtung, die ZFC-Axiome zu ergénzen, ist die Postulierung immer ,grofierer’ Kar-
dinalzahlen mit den sogenannten GROSSEN KARDINALZAHLAXIOMEN. Es wird mit ihnen die Exis-
tenz von Kardinalzahlen behauptet, die Das hierbei wichtigste Ergebnis der Forschung des zwanzig-
sten Jahrhunderts ist, dass sich diese GROSSEN KARDINALZAHLAXIOME linear ihrer (Konsistenz-)Starke

nach anordnen lassen.8?

89 Siehe die Abbildung von Peter Krautzberger in Zusammenarbeit mit dem Autor und nach Kanamori 2003, S.472, zur Veran-
schaulichung, was hier mit ,linear” gemeint ist. Durchgehende Pfeile stehen fiir die direkte Implikation, gestrichelte fiir die
Implikation der Existenz einer kleineren Kardinalzahl des entsprechenden Typs und die gepunkteten Pfeile fiir die relative
Konsistenz.
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Mengenintuitionen, die nicht nur ZFC begriinden, sondern auch die eine oder andere Erweiterung, sind

fruchtbarer als Intuitionen, die dieses nicht leisten. Wir nennen das die relative Stiirke einer Mengenintu-

ition und werden es spéter als Vergleichskriterium gebrauchen.

7.4.1.3 Varianten von ZFC mit Klassen

Es bietet sich an, den mit dem Mengenbegriff nah verwandten Begriff der Klasse hinzuzunehmen, um

Mengen im Vergleich mit Klassen zu bestimmen.”® Bereits Cantor unterschied zwischen den <Vielhei-

terv, die nicht zu einem «Ganzen> zusammengeschaut werden koénnen und denen, die wieder eine Ein-

heit bilden.”! Mengen sind demnach die Klassen im weiten Sinn, die wieder Element (von anderen

Mengen oder Klassen) sein kénnen, und reine Klassen sind Klassen, die keine Mengen sind, weil sie

nicht wieder eine Einheit bilden: «inkonsistente Vielheiten»”?. Die unbeschrankte Komprehension ist

90 Fiir einen mehr historisch-philosophischen Uberblick {iber die Genese der Klassentheorien siehe Roth und Schneider 2013.

91 Cantor 1932, S.282,443; vgl. S.215.
92 Cantor 1932, S. 443.
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demnach nicht falsch, sie gilt allerdings nur fiir Klassen im weiten Sinn und nicht, wenn eingeschrankt
auf Mengen.

Fiigt man reine Klassen auf vorsichtige Weise zu ZFC hinzu, dndert sich fiir die Mengen fiir sich betrach-
tet nichts. Genauer: Nimmt man eine formale Sprache mit zwei Sorten von Variablen, GrofSbuchstaben
fur Klassen, Kleinbuchstaben fiir Mengen, so kann man ein préadikatives Komprehensionsaxiom zu ZFC
hinzuftigen der Art

priadikative Komprehension AXy..XaVZAy(yeZ « ¢(y))

gilt fiir jede Formel ¢ mit freien Variablen y, Xy, ..., Xy, in der

nicht tiber Klassen quantifiziert wird.

Es existiert eine Klasse Z, die genau die Elemente x ent-

halt, fur die ¢(x) gilt, und in ¢(x) wird nicht auf die

Gesamtheit der Klassen Bezug genommen.
sowie ein Extensionalitdtsaxiom fiir Klassen, und man kann die Satzschemata der Aussonderung und
Ersetzung durch ensprechende, zusammenfassende Satze mit Klassenvariablen austauschen. Dieses
Axiomensystem nennt man NBG (nach von Neumann, Bernays und Godel). Wichtig ist nun, dass sich
in NBG zwar Sétze ¢ formulieren lassen, zu denen es in ZFC keine Aquivalente gibt (d.h. zu denen es
keine Sitze in der einfacheren Sprache von ZFC gibt, von denen einer genau dann wahr ist, wenn ¢ es
ist), in NBG aber keine Sitze der rein mengentheoretischen Sprache beweisbar sind, die es nicht bereits
in ZFC wiren (NBG ist eine konservative Erweiterung zu ZFC).”> Uber Mengen fiir sich betrachtet sagt
NBG nicht mehr als ZFC.

Ahnlich sind die Klassentheorien von Bernays und Quine. Bernays verzichtet auf Klassenvariablen und
fithrt stattdessen Klassenabstraktionen der Form { x | ¢(x) } (mit beliebigem ¢, das nur die freie Vari-
able x besitzt) als primitive Symbolik ein und dndert daraufhin die Axiome von NBG. Quine dagegen
verlegt sich nur «virtuell> auf Klassen, indem er ,Abkiirzungsregeln’ zur einfachen mengentheoretis-
chen Sprache hinzunimmt: Statt ¢(x) darf man kiirzer’ x € {y | ¢(y) } schreiben, und Groflbuch-
staben als Metavariablen fiir die Klassenabstrakta benutzen, d.h. x € A ist zu lesen als ein Satzschema
x€{y | ¢(y) }. Beide Klassentheorien bringen keine Neuigkeiten beziiglich Mengen.?*

Stiarkere Klassentheorien erhélt man, wenn man die Quantifikation tiber Klassen in den Komprehen-
sionssatzen erlaubt. Dazu kann man wieder eine formale Sprache mit einer Sorte von Variablen wéhlen,
die geméfs der Einteilung des ersten Absatzes statt blof3 tiber Mengen jetzt tiber Klassen laufen, und
Mengen als die Klassen definiert, die Element einer beliebigen Klasse sind. Das Axiomenschema lautet
dann:

impridikative Komprehension Auj...u, VzAy(yez < ¢(y))

gqilt fiir jede Formel ¢ mit freien Variablen y, uy, . .., uy.

Es existiert eine Klasse z, die genau die Elemente x enthalt,

fiir die ¢(x) gilt.
Ergénzt man die an die klassentheoretische Sprache angepassten ZFC-Axiome durch die impriadikative
Komprehension, so erhilt man eine Klassentheorie, die iiber Mengen mehr aussagt als ZFC. Wieviel
mehr? Alle neu beweisbaren mengentheoretischen Sitze sind auch in einer reinen Mengentheorie be-
weisbar, wenn man ZFC um das Grofle Kardinalzahlaxiom erweitert, dass die Existenz einer sogenann-
ten Mahlo-Kardinalzahl garantiert.

Interessanter als diese ZFC ergdnzenden Theorien sind Klassentheorien, deren Axiome manche ZFC-
Axiome ersetzen, und damit alternative Axiomatisierungen bieten. Von Neumann versuchte, die soge-
nannte Jimitation of size>-Doktrin direkt mit einem klassentheoretischen Axiom zu formalisieren. Eine

93 Siehe Fraenkel et al. 1973, S. 131f..
94 Vgl. Fraenkel et al. 1973, S. 146ff., Quine 1969, S. 15ff..
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ZFC-nahe Reaktion auf die Russell-Antinomie war es, den Fehler darin zu sehen, dass man zu grofie
Mengen zugelassen hat. Nur kleine Klassen diirfen Mengen sein (dimitation of size>). Es ergibt sich
eine konservative Erweiterung von ZFC, wenn man zur Extensionalitit fiir Klassen, Potenzmenge, Un-
endlichkeit und Fundierung noch folgendes Axiom hinzufigt:

Groflenbeschrinkung Ax (Vyxey « Vz(zist Bijektion A dom(z)=x A ran(z)=))
Eine Klasse x ist genau dann eine Menge, wenn x kleiner als die All-
klasse (d.h. nicht gleichméchtig zu der Allklasse) ist.
Damit werden Vereinigungsmenge, Paarmenge und Aussonderung, Ersetzung, Auswahl in ihrer klas-
sentheoretischen Formulierung tiberfliissig gemacht.

Einer ganz anderen Idee folgt Ackermann 1956, indem er Finslers Begriff der zirkelfreien Menge als
Klassentheorie AK formalisiert. In seiner Axiomatik wird der Gedanke zentral, dass der Unterschied
zwischen Klassen und Mengen nicht angebbar ist, und somit auch die reinen Klassen nicht definier-
bar sind. Reine Klassen konnen in AK auch Elemente anderer Klassen sein. Wir fiigen ein primitives
Pradikat M (mit M(x) zu lesen als ,x ist Menge’) zur einsortigen klassentheoretischen Sprache von AK
hinzu, und fithren zundchst die zwei Standardaxiome der bisher dargestellten Klassentheorien an:

Klassenextensionalitit Nxy(Nz(zex <3 z€y) » x=y)

Zwei Klassen sind dann identisch, wenn sie die glei-
chen Elemente haben.

Klassenkomprehension ~ Auj...u, VzAy(y €z < M(y)r¢(y))

gilt fiir jede Formel ¢ mit freien Variablen y, uq, ..., uy,.

Es existiert eine Klasse z, die genau die Mengen x enthilt,

fur die ¢(x) gilt.
Nun folgen noch drei Axiome, die das Mengenpradikat weiter bestimmen. Die ersten beiden sollen
verhindern, dass eine reine Klasse ,unter’ einer Menge steht, d.h. dass eine reine Klasse existiert, die
Element oder Teilmenge einer Menge ist. (Wir nennen diesen Leitgedanken das Prinzip der Scheidung,
PDS).
Mengenelemente Axy (yexaM(x) — M(y))

Alle Elemente einer Menge sind Mengen.

Mengenteilklassen Axy (yCxaM(x) — M(y))
Alle Teilklassen einer Menge sind Mengen.

Der Kerngedanke wird im folgenden Axiomschema formalisiert, das angibt, welche mittels Klassenkom-
prehension ,gebildeten” Klassen (mindestens) zu den Mengen gehoren. Eine reine Klasse soll etwas
sein, dass nur durch den expliziten Bezug auf das, was Mengen sind, bestimmt werden kann. Eine
Menge ist demnach jede Klasse, deren Elemente durch eine Bedingung bestimmt werden konnen, die
sich nicht auf den Mengenbegriff bezieht und die das PDS nicht verletzt; die also das Mengenpradikat
nicht benutzt und trotzdem eine Eigenschaft nur von Mengen ist.
Mengenkomprehension ~ Auy...uy, (M(ug)A. .. AM(uy) ANz ((¢(z) = M(z)) —
V2 (M) A Ay (yez & ¢1)))))
gilt fiir jede Formel ¢ mit genau den freien Variablen y,uy, ..., uy, in
der das Mengenpridikat M nicht vorkommt.

Es existiert eine Menge z, die genau die Mengen x enthilt, fiir
die ¢(x) gilt, falls ¢(x) nur fiir Mengen gilt, deren Parameter nur
Mengen sind und in ¢(x) nicht das Mengenpradikat verwendet
wird.

Diese Axiome erganzt durch Fundierung fiir Mengen und Auswahl sind das axiomatische Fundament
einer Theorie, die eine konservative Erweiterung von ZFC ist.”

95 Siehe Fraenkel et al. 1973, S. 151.
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7.4.1.4 Reflektionsaxiomenschemata

Ein sehr interessanter weiterer Ansatz zur Axiomatisierung beruht auf dem Gedanken, dass sich das
gesamte Universum in den Anfangsabschnitten der Mengenhierarchie spiegeln miisste. Bereits in ZFC
kann man ein einfaches Reflektionsprinzip®® beweisen, namlich:

Reflektion Ist ein Satz ¢(x) wahr, so ist er bereits in einem Anfangsabschnitt V, wahr.

Somit ist ein erststufiger Satz, der nicht schon eingeschrankt auf ein V, wabhr ist, nicht wahr. Dabei
bedeutet es, einen Satz in einer Menge zu betrachten, seine Quantoren auf diese Menge einzuschranken,
sowie die Parameter aus dieser Menge zu beziehen. Man nennt das die Relativierung von ¢ auf (eine
Menge) A (in Zeichen: 4¢).

Umgekehrt nun stiarkere Reflexionsaxiome zur Fundierung der Mengentheorie zu gebrauchen, ist in
unterschiedlichen Weisen moglich, und die Axiomenschemata werden schnell sehr technisch. Es wird
deswegen ausgehend von einem ersten und einfachen Axiomenschema nur eine mégliche Richtung
angedeutet.”’

Fiigt man zu einer imprédikativen Klassentheorie mit Extension, Klassenkomprehension, Fundierung
und Auswahl (fiir Mengen) noch das folgende Reflektionsschema hinzu, dann gelten in ihr nicht nur
die ZFC-Axiome, sondern es lasst sich auch die Existenz der kleinsten der GROSSEN KARDINALZAHLEN

beweisen.”8

Reflektion1 Auy...uy (p(A) — Vz(Vy (z€y) Az ist supertransitiv A ¢pF°Z) (ANz)))
gilt fiir jede Formel ¢ mit genau den freien Variablen y, u4, ..., uy.
Wenn ¢ fiir eine Klasse A wahr ist, dann gibt es eine Menge z, die dhnlich
einem Anfangsabschnitt der Mengenhierarchie ist (supertransitiv), und rela-
tiviert zu ihrer Potenzmenge ¢ von dem Teil der Klasse A gilt, der in z liegt.
Die Relativierung findet hier nicht zur Menge z, sondern zu ihrer Potenzmenge statt, weil Klassen A
Jhinunter” reflektiert werden. Die Elemente von Pot(z) sind die reflektierten Klassen, z das reflektierte
Universum.

Reflektion1 wurde durch Marshall 1989 in systematischer Weise verstédrkt, wodurch sich GROSSE KAR-
DINALZAHLEN bis zu I3 beweisen liefen,” wihrend Koellner 2009 zeigte, dass eine andere systematis-
che Verstarkung nicht tiber relativ kleine GROSSE KARDINALZAHLEN hinausfiihren kann. Allerdings
ist bisher weder die Frage zufriedenstellend beantwortet worden, ob sich diese stdrken Reflektionsax-
iomenschemata noch als Formalisierung der Grundidee rechtfertigen lassen, noch, ob sie sich so weiter
variieren lassen, dass sie letztlich die ganze ,Hohe” des Mengenuniversum ausschopfen.

7.4.1.5 Typentheorie

Der Ausweg der vereinfachten Typentheorie (<simple theory of types>) aus der Russellschen Antinomie
besteht darin, die Sprache so einzuschranken, dass schon rein syntaktisch kein Selbstbezug erlaubt wird.
Dazu werden die Variablen (und Konstanten) in abzdhlbar unendlich viele Typen eingeteilt: xq, yo, zo, - . -
; X1,Y1,21, .-+ ; X2,Y2,22,... ; ... . Formeln der Sprache der Typentheorie mit den zwei zweistelligen
Priadikaten €, = sind nur dann Formeln, wenn ihre Formelatome die Gestalt x; € y;;; oder x; = y;

96 In der deutschen Sprache gab es nur den doppeldeutigen Ausdruck ,Reflexion”, sowohl im Sinne des Uberlegens als auch
der (Licht-) Spiegelung, wéahrend im Englischen beide Formen (,reflection” und ,reflexion”) korrekt sind und das gleiche
bedeuten. In der deutschen mathematischen Fachsprache hat sich seit laingerem (s. z. B. Ebbinghaus 1994, S. 170ff.), vermutlich
durch Ubernahme des englischen ,reflection principle”, der Ausdruck ,Reflektionsprinzip” mit seinen Abarten eingebiirgert.

97 Fiir einen groBeren Uberblick siehe Roth 2003, Kap. 2.
98 Siehe Krautzberger 2005, S. 16ff..
99 Fiir eine detailierte Ausarbeitung von Marshall 1989 siehe Krautzberger 2005.
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haben. Die Identitdt muss nun fiir jede Variablenstufe (ausgenommen die unterste) explizit festgelegt
werden, so dass die Extensionalitdt durch ein Axiomenschema (unendlich vieler einzelner Axiome) for-
malisiert wird. Dazu kommen noch ein Axiom, das garantiert, dass auf der untersten Stufe unendlich
viele Urelemente vorhanden sind, und ein Axiomenschema der jetzt automatisch beschrankten Kom-
prehension:

Komprehension Wi 1A\x; (xi€yiv1 <> ¢(x;))
Extensionalitit Axiyi (Nzi_1 (zi_1€x; <> zi_1€Y;) = Xi = V)
Unendlichkeitsaxiom fiir die die unterste Stufe

Das Mengenuniversum, das man mittels der Theorie und Sprache der Typentheorie erhilt, ist ein streng
geschichtetes. Die unterste Schicht'?? besteht aus nicht weiter durch € aufschliisselbare Teilnehmer, d.h.
Urelementen, die jeweils ndchste Schicht besteht aus den préadikativen Teilmengen ihrer Vorgangerin.

7.4.1.6 NF

Quine stérten an der Typentheorie nach eigener Aussage drei Dinge, und wir sind seiner Meinung.!%!
Erstens die grammatikalischen Ausnahmen: Formeln, die nicht die entsprechende Form hatten, wur-
den gar nicht erst als Formeln zugelassen, auch wenn sie zweifelsohne Sinn hdtten haben koénnen.
Dadurch war es zum Beispiel nicht moglich, Mengen verschiedener Stufen miteinander zu vergleichen,
weil sie durch die strenge Schichtung weder direkt wie z. B. mit x; = x;;1, noch indirekter durch Ver-
schachtelungen mit € und = in Beziehung gebracht werden kénnen. Zweitens storte ihn die Wieder-
holung unendlich vieler mathematischer Objekte auf den einzelnen Stufen. Wenn ¢ eine Formel der
Typentheorie ist, und ¢ aus ¢ entsteht, indem die Stufe jeder Variable um eins erhtht wird, und man
entsprechend fiir Variablen (x;)™:=x;; definiert, dann existieren {x|¢}, {xT|¢pT}, {xTT|pTT}, ...,
nebeneinander. Kardinalzahlen zum Beispiel, definiert nach Frege als Mengen gleichméachtiger Men-
gen, existieren auf jeder Stufe erneut, sind aber weder einheitlich noch jeweils universal. D.h. in jeder
Schicht (auer der untersten) existiert zwar eine Zahl 2; das ist in diesem Fall eine Menge aller zweiele-
mentigen Mengen. Aber jede 2 hat (von aufien betrachtet) andere Elemente als alle anderen 2en, und
es gibt keine 2, die (von auflen betrachtet) die Zwei des ganzen Mengenuniversum wire. Komplement-
mengen gibt es ebenso nur in Bezug auf die jeweilige, auf ihre Schicht eingeschridnkte Allmenge und
damit auch keine ,groffen’ Mengen wie zum Beisiel die Allmenge selbst. Sogar von den Nullmengen
der verschiedenen Stufen ldsst sich in der Theorie nicht zeigen, daf sie identisch sind. Drittens gefiel es
Quine nicht, dass man ein Unendlichkeitsaxiom hinzuftigen muss, um Arithmetik betreiben zu konnen.

Sein Trick, um die genannten Schwierigkeiten zu l6sen, bestand nun darin, die Begrenzung der Sprache
aufzuheben und nur fiir die Komprehensionssétze eine entsprechende Typisierung zu verlangen. D. h.
als formale Sprache dient die tibliche mengentheoretische, aber eine Eigenschaft ¢(x) muss eine korre-
spondierende Formel in der Sprache der Typentheorie besitzen, um Bedingung einer giiltigen Kompre-
hension sein zu diirfen.!%? Sie muss geschichtet, mit einem anderen Wort: stratifiziert sein.

Quines New Foundations (NF) besteht aus nur einem Axiom zur Extensionalitdt und dem Axiomenschema

der stratifizierten Komprehension.'3

100 Soweit mit den nattirlichen Zahlen geschichtet wird. In Varianten, wenn man z. B. mit den ganzen Zahlen typisiert, gibt es
keine unterste Schicht, und das Unendlichkeitsaxiom ist ableitbar.

101 Vgl. Quine 1993.

102 Genauer definiert: Sei ¢ eine Formel und V(¢) die Klasse der in ¢ vorkommenden Variablen. ¢ heift stratifiziert, wenn
eine Abbildung v: V() — IN existiert, so daf fiir alle Unterformeln von ¢ x'cy’*! und »/ = yf gilt, fiir z! = 2 (und im
Hinblick auf die in NFU hinzugefiigten zweistelligen Pradikate 711 und 7, erweitert gilt: x'7r1y* und x'moy’).

103 Vgl. Quine 1937a.
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Extensionalitt Axy(Nz(zex <> z€y) - x=y)

Zwei Mengen sind dann identisch, wenn sie die
gleichen Elemente haben.

stratifizierte Komprehension AXVyNz(z € y < ¢(X,2)))

fiir stratifizierte Formeln ¢ mit einzigen Parametern X, in denen
die Variable y nicht frei vorkommt.

Wenn ¢(z) eine stratifizierte Formel ist, existiert eine

Menge y, die genau die Mengen z enthilt fiir die ¢(z) gilt.
Der Preis, den man fiir diese Weise der Verhinderung der Antinomien zahlt, zeigt sich in der technis-
chen Besonderheit, dass eine Menge x nicht im allgemeinen Fall mit ihrer Einermenge {x} effektiv in
Verbindung gebracht werden kann. So ergibt sich die Existenz von {x, {x}} nicht einfach aus der strat-
ifizierten Komprehension, weil keine stratifizierte Formel ohne Konstanten existiert, die i.a. genau die
Elemente der Menge aller {x, {x}} bestimmt.!%4

Es ist unbekannt, wie stark NF im Vergleich zu ZFC ist. Man weifs auch nicht, wie man sich diese NF-
Mengen genau vorstellen muss, d.h. man kennt kein nattirliches Modell dieser Axiome.

Fiir NF spricht seine elegante Kiirze. Die Existenz einer unendlichen Menge ist beweisbar, allerdings
nicht so einfach, wie Quine 1937a dachte. Der erste Beweis'? benutzte den Umstand, dass wegen der
Extensionalitit jede Menge Teilmenge der Allmenge V ist und damit alle Teilmengen der Allmenge
wieder die Allmenge ergeben, dh. (V) = V.1% Zusammen mit der Annahme, dass das Auswahla-
xiom gilt, folgt ein Widerspruch; also gilt das Auswahlaxiom in NF nicht, fiir alle endliche Mengen ist
es aber beweisbar; folglich existiert eine unendliche Menge.

7.4.1.7 NFU

An diesem Beweis in NF entstand die Idee fiir eine kleine, aber wirkungsvolle Anderung der Axiome.
Man nimmt ein Auswahlaxiom hinzu und schwicht stattdessen die Extensionalitdt ab, so dass auch
unterschiedliche Objekte zugelassen sind, die die gleichen Elemente haben.!” Dann zeigt Speckers
Beweis, dass es in dieser Mengentheorie Objekte geben muss, die nicht Teilmenge der Allmenge sind
(B(V) #V), sogenannte Urelemente. Tatsdchlich gibt es dann sogar mehr Urelemente als Mengen. Es
stellte sich im folgenden heraus, dass sich NFU (NF mit Urelementen) von NF deutlich unterscheidet.

Der Einfachheit wegen fiigen wir ein Mengenpradikat set und zwei zweistellige Pradikate 7r; und 7,
zur Sprache hinzu. Dann sind die drei Grundaxiome/axiomenschemata:

schwache Extensionalitit AyNz(set(y) nset(z) A (Ax(x ey <> x €y)) > y=2)

Zwei Mengen sind dann identisch, wenn sie die glei-
chen Elemente haben.

stratifizierte Komprehension AxVy(set(y) nNz(z € y < ¢(%,2)))
fiir stratifizierte Formeln ¢, in denen die Variable y nicht frei
vorkommit.
Wenn ¢ stratifiziert ist, bestimmt es die Elemente einer
Menge.

104 Soist z.B. Vxi(y=x'v (x' ey n NZi(z' €y — z' = x'))) offensichtlich nicht stratifiziert, weil y sowohl die relative Stufe
i wie i+ 1 besitzt, und somit nicht das Axiom der stratifizierten Komprehension angewendet werden kann. Gébe es eine
stratifizierte Bedingung ¢, die genau die Elemente der Menge P aller {x, {x}} bestimmt, wire NF inkonsistent, denn dann
wire = Nz (z€P & ¢(2)) A Vz(z€Pax€z — Vy(yezay#xny={x'} nx' ¢x)) stratifiziert, ¢ ist aber dquivalent
Zu XE€X.

105 Siehe Specker 1953.
106 P(x) ist die Potenzmenge von x, das ist die Menge aller Teilmengen von x.

107 Vgl. Jensen 1969.
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Auswahl Die Allmenge ist wohlgeordnet.

Diese Form des Auswahlaxioms benotigt geordnete Paare, deren Existenz hier mittels 71y und 7,
gesichert wird:

geordnete Paare Ax(Mz(xm112) A VMw(xmow)) A NzAw(Mx(x7t1z A xmow))

Jedes Objekt der Theorie ist unter 71 und 71, ein geord-
netes Paar und eindeutig, und 71y bzw. 715 sind die Pro-
jektionen auf das erste bzw. zweite Objekt des Paares.

Mengen und Urelemente werden abschliefend danach unterschieden, ob sie auch Elemente besitzen
oder nicht.

Mengen AxVy(y € x — set(x))
Objekte, die Elemente haben, sind Mengen.

Im Gegensatz zu NF ist NFU gut mit ZFC vergleichbar. Mit NFU-eigenen Erweiterungsaxiomen er-
hilt man Theorien, in denen Mengenbereiche gekennzeichnet werden kénnen, die die ZFC-Axiome
erfiillen und die vor allem in die Ordnung der ZFC-Erweiterungen durch GROSSE KARDINALZAHLAX-
IOME eingepasst werden konnen. Die Verstirkungen von NFU beruhen auf der genaueren Bestim-
mung des Verhiltnisses zwischen einer Menge und ihrer Einerpotenzmenge, d.h. zwischen einer Menge
{a,b,c,...} und {{a}, {b},{c},...}. Wenn es eine Abbildung einer Menge M auf ihre Einerpotenz-
menge gibt derart, dass a auf {a} abgebildet wird, dann ist fiir diese Menge die technische Beschran-
kung durch die Stratifizierung praktisch aufgehoben und die Menge heifst streng cantorsch. Nicht jede
Menge kann streng cantorsch sein, weil sonst gerade die Stratifizierung der Formeln in der Komprehen-
sion hintergangen werden wiirde und die Theorie inkonsistent ware. Eine schwéchere Aussage tiber
eine Menge M ist es, nur eine bijektive Abbildung zwischen M und ihrer Einerpotenzmenge zu be-
haupten, die nicht unbedingt jedes Element auf ihre Einermenge abbildet. Diese Mengen nennt man
cantorsch. Eine erste Verstirkung erfolgt einfach dadurch, dass man alle endlichen Mengen fiir ,normal’
erklart:

AXIOM DES ZAHLENS: Alle endlichen Mengen sind cantorsch.!%

Stdrker als das AXIOM DES ZAHLENS ist es, die Extensionen von cantorschen und streng cantorschen
Mengen gleich ganz zu identifizieren:

AXIOM DER CANTORSCHEN MENGEN: Alle cantorschen Mengen sind streng cantorsch.

Das Mengenuniversum teilt sich dann in den Bereich der ,normalen’, streng cantorschen Mengen, und
in den der nicht cantorschen, groffen Mengen. Diese grofien Mengen kénnen darin, eine Art Klassen
tiber den ,normalen” Mengen zu sein, durch eine Art Klassenkomprehension in bezug auf die streng
cantorschen Mengen weiter verstarkt werden:

AXIOMENSCHEMA DER NIEDRIGEN ORDINALZAHLEN: Fiir jede Formel ¢(x) existiert eine Menge A,
so dass fiir alle streng cantorschen Ordinalzahlen a gilt: a € A gdw. ¢(a).

Das bisher letzte Axiom zur Verstiarkung von NFU ordnet das Verhaltnis nicht-cantorscher Kardinalzah-
len. Wenn man mit T'(x) die Kardinalzahl der Einerpotenzmenge von « bezeichnet,'* so gilt T(x) <x,
wenn x nicht-cantorsch ist. Entsprechendes gilt fiir die Ordinalzahlen. Die Frage ist, wie ,tief’ T eine
Ordinalzahl transportiert. Da man mit T in NFU nicht arbeiten kann (da die Definition nicht stratifizier-
bar ist), liegt es nahe, mit der einfachsten metatheoretischen Mitteln auszukommen, d.h. dass man mit

108 Die Systeme, die man aus den Erweiterungen zusammenstellt sind NFUR = NFU + A.d.Zihlens; NFUA = NFU + A.d. can-
torschen Mengen; NFUB = NFUA + A.d. niedrigen Ordinalzahlen; NFUB- = NFU + A.d. Zahlens + A.d. niedrigen Ordi-
nalzahlen; NFUM = NFUB + A.d. grofien Ordinalzahlen.

109 Woértlich genommen ist das in NFU falsch, da dort Kardinalzahlen nach Frege als Mengen gleichméchtiger Mengen definiert
werden, und die Definition von T fiir Kardinalzahlen lautet T(|A|) := |Pot; (A)].
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endlich vielen Anwendungen von T beliebig ,tief’ kommt. Bezeichnet man die grofite Ordinalzahl mit
() so kann das folgendermafien formuliert werden:

AXIOM DER GROSSEN ORDINALZAHLEN: Sei & eine Ordinalzahl und nicht cantorsch. Dann existiert
eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft « > T"(Q)).

Die dieses Axiom einbindende stérkste bisher bekannte Erweiterung von NFU (das ist NFUM) reicht in
etwa an die Starke von ZFC + "es existiert eine messbare Kardinalzahl" heran.

Der Grund, warum neben NF auch NFU trotz aller inhaltlichen Koharenz nicht als Alternative zu ZFC
gilt, liegt darin, dass der Geburtsfehler, die Theorie auf einen syntaktischen Trick aufzubauen, ndmlich
nur stratifizierte Formeln fiir die Komprehension zuzulassen, sich durchweg in technischen Schwierig-
keiten niederschlégt, fiir die eine Rechtfertigung mittels einer Mengenintuition fehlt.!1?

7.4.1.8 Topologische Mengentheorien

Die unter den Positiven Mengentheorien mathematisch wichtigste scheint GPKJ, zu sein. In ihr kon-
vergieren zwei auf den ersten Blick unterschiedliche Ansétze, die Mengenantinomien zu verhindern.

Skalas Idee!!! war es, dass es, auch wenn eine Eigenschaft keine Menge festgelegt, es doch die zwei di-
rekt ,angrenzenden’ Mengen geben sollte. Wenn es die Russell-Menge nicht gibt, so sollte es doch etwas
wie die Menge geben, die alle Mengen enthilt, die sich nicht selbst enthalten, sich selbst aber nicht, und
es sollte eine Menge wie die geben, die alle Mengen enthilt, die sich nicht selbst enthalten, sich selbst
aber auch. Dafiir wird das Komprehensionsaxiomenschema in zwei Axiomenschemata aufgeteilt:

von unten W (Ax (xey — ¢(x)) ANz (Ax(x€z = ¢(x)) = z2Cy))
mit y in ¢(x) nicht frei.
Es existiert eine grofite Menge, die Teilmenge der durch ¢(x)
bestimmten Klasse ist.

von oben Wy (Ax (p(x) = xey) ANz(Ax (¢(x) = x€2z) - y Cz))

mit y in ¢(x) nicht frei.

Es existiert eine kleinste Menge, von der die durch ¢(x) bes-

timmte Klasse eine Teilmenge ist.
Dazu kommt die Extensionalitdt und ein Metaaxiom, das die Existenz von Komplementen, Schnitt-
und Vereinigungsmengen betrifft. Zusammen bilden sie die Skala-Mengenlehre. In ihr existieren offen-
sichtlich die leere Menge und die Allmenge. Die Skala-Mengenlehre hat einen engen inhaltlichen Bezug
zu Topologien.'!'? Eine mathematische Topologie ist eine Art abstrakter Raum, der nur einige grundle-
gende Eigenschaften des anschaulichen Raumes konserviert, ndmlich die, die gegentiber , Verzerrungen’
invariant sind.

Eine dhnliche Ndhe zu Topologien haben die positiven Mengentheorien, die auf der Idee aufbauen,
nur Formeln ohne Negation zur Komprehension zuzulassen. Positive Formeln konnen dann definiert
werden als Formeln ohne Negations- und Implikationszeichen, aber mit Falsum (das ist eine immer
falsche Aussage: L ).113 Die relative starke Mengentheorie GPKZ, (vergleichbar mit ZFC mit schwach
kompakten Kardianlzahlen) besteht neben Extensionalitit und Positiver Komprehension aus einem
Unendlichkeitsaxiom und einem zu von oben parallelen Abschlussaxiom:

110 Dazu weiter in Abschnitt 7.4.2.5.
111 Vgl. Skala 1974.
112 Vgl. Libert und Esser 2005.

113 Vgl. Holmes 2009, Abschnitt 7. Wiirde man das Implikationszeichen nicht auch weglassen, kénnte man die Negation einer
Aussage definieren: —A:= L —A.
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Unendlichkeit Vx (x£@ A x wohlfundiert A Ayex {y}€x)
Abschluss AjVx (Az (¢(z,7) — z€x) Ao ((Az (¢(z,7) — z€0v)) = x C o))

In GPKZ; findet sich wieder ein Bereich in dem die ZFC-Axiome gelten, die grofen Mengen in GPKJ
verhalten sich topologisch. Ein gutes Argument, das fiir oder gegen GPKJ, als die Mengentheorie
spricht, ist mir nicht bekannt.

7.4.1.9 Doppelmengen

Es gibt weitere Axiomatisierungen der Mengenlehre. Axiomatisierungen von Mengentheorien in an-
deren Logiken werden in dieser Arbeit genausowenig bertiicksichtigt wie intuitionistische Mengenthe-
orien, weil die Unterschiede hierbei mehr in den logischen Grundlagen und der Auffassung mathe-
matischer Gegenstandlichkeit liegen als in der reinen Mengenintuition. Von den anderen Mengenthe-
orien, die m.E. in ihrer aktuellen Darstellung nichts Fruchtbares zu einer Diskussion des Mengenbe-
griffs beitragen, sei die neuere Doppelmengentheorie von Andrzej Kisielewicz erwahnt.!1* Die Idee ist,
den Antinomien durch eine Aufspaltung der Elementschaft in zwei Pradikate € und €’ zu entgehen.
Bei den ,unproblematischen’ Mengen koinzidieren die beiden Préddikate, bei der Russellmenge und an-
derens fallen sie auseinander.!’® Eine Kuriositit scheint zu sein, dass sich die Ordinale beztiglich den
Elementschaftspradikaten markant unterscheiden, obwohl die Pradikate in den Axiomen symmetrisch
behandelt werden.

7.4.2 Mengenintuitionen

Liegt ein Axiomensystem vor, das mehrere einzelne Axiome enthilt, so kénnten die einzelnen Axiome
durch unterschiedliche Intuitionen gerechtfertigt werden. Anzustreben wire allerdings eine moglichst
einheitliche Begriindung. Die zu erwartende Grenze dieser Einheitlichkeit ist zum einen die Unterschei-
dung der Axiome in die, durch die die Identitdtsbedingungen der Mengen festgelegt werden, und die,
die angeben, was Mengen sind. Zum anderen scheint sowohl ein Axiom, das festlegt, ob Mengen sich
selbst enthalten oder absteigende Ketten bilden diirfen, von den anderen Bestimmungen der Menge
unabhéngiger zu sein, dhnlich wie ein Axiom, das tiber die Wohlordnung aller Mengen entscheidet.

Die Extensionalitdt der Mengen, namlich dass sie identisch sind, wenn sie die gleichen Elemente ent-
halten, ergibt sich durch die abhingige Verbindung des Einheits- und Vielheitsaspekts der Menge. Eine
Diskussion von Fundierungs- und Wohlordnungsaxiom wird auf ein anderes Mal verschoben.

7.4.2.1 <Limitation of size»

Das bei der Aufstellung der ZFC-Axiome verwendete Prinzip zur Verhinderung der historischen Anti-
nomien - so wurde oftmals behauptet — sei das der Grofenbeschrankung:!'® Mengen diirfen nicht ,zu
grof$’ sein. Wir versuchen zunéchst das Prinzip zu kldren, um dann zu untersuchen, ob es eine den ZFC-
Axiomen unterliegende Mengenintuition ist.

Dieses Prinzip der Grofienbeschriankung griindet sich auf die Beobachtung, dass die antinomischen
,Mengen’ alle ,groff’ sind. Fasst man nur die Elemente einer gegebenen Menge mit der Eigenschaft

114 Vgl. Apostoli et al. 2009, S. 476f., Holmes 2009, Abschnitt 10.

115 Die Extensionalitit wird gesetzt durch Axy(Az(z € x < z € y) — x = y), die Komprehension mit in etwa der
Bedingung, dass sich bei den Parametern die beiden Extensionen nicht unterscheiden, durch Az ( Vo (v; reguldr A x; Cpe
v;) = Vy(Nz(zey & ¢(X,2)) A Nz(z€'y < ¢*(#,2)))) fiir Formeln ¢, die €' nicht erwihnen, und ¢* aus ¢ entsteht,
indem € iiberall durch €’ ersetzt wird.

116 So Quine 1969, S. 278,284, Fraenkel et al. 1973, S. 32,135. Siehe Hallett 1984, S. 198f., fiir weitere Referenzen.
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x ¢ x zusammen, so ist diese Zusammenfassung eben kein Element der Menge, aber z. B. Element der
Potenzmenge jener Menge, falls diese existiert. So ergibt die Bedingung x ¢ x nur dann eine wider-
spriichliche ,Menge’, wenn {iber das ganze Universum, oder zumindest einen grofien Teil, quantifiziert
wird. Was bedeutet hier aber wieder ,grofler’ Teil? Es bedeutet, dass die Russellmenge dieser Teilklasse
keinen Platz im restlichen Mengenuniversum findet, es sie also nicht gibt. Dies wiederum aber besagt
nicht mehr, als dass die Existenz ,grofier’ Mengen mit dem Axiom der Aussonderung zum Widerspruch
fiihrt. Es gibt meiner Einsicht nach vier sinnvolle Versuche, zu bestimmen, wann eine Menge nicht ,zu
grofs’ ist:

1. Eine Menge ist genau dann nicht zu grof§, wenn sie nicht genauso grof§ ist wie das Mengenuniversum. Das ist
die Groflenbeschrinkung von von Neumann (s. S. 223).

2. Eine Menge ist genau dann nicht zu grof3, wenn sie in bestimmter Weise in Bezug auf eine gegebene, nicht zu
grofSe Menge bestimmt wird. Die Idee ist hierbei (wie bei 3.), dass die neue Menge durch ihre Verbindung
mit der gegebenen Menge klein gehalten wird. Nimmt man die kleinste’ Menge, was die leere Menge
in vermutlich jedem Fall ist, als einzige von Beginn an gegebene, so hat man einen Anfang, der in 3.
prasupponiert wird. Offen und problematisch allerdings bleibt hierbei, wie diese Abhédngigkeit zu der
gegebenen Menge genauer ausformuliert werden soll.

3. Eine Menge ist genau dann nicht zu grofs, wenn sie durch bestimmte Operationen auf einer gegebenen, nicht
zu groflen Menge ,erzeugt’ wurde, die sich auf allen nicht zu grofien Mengen ausfiihren lassen, und somit auch
auf die neue Menge angewendet werden konnen. Die Idee hierbei ist genauer, dass die neue Menge durch
die wiederholte Anwendung begrenzt und klein gehalten wird. Die Einschrankung ist die gleiche wie
bei 2.. Die hier verwendete Vorstellung, dass man manche Mengenoperationen stets noch einmal auf
die bereits durch sie erzeugte Menge anwenden kann, hdangt mit der iterativen Mengenvorstellung des
nédchsten Abschnitts zusammen, indem durch die wiederholte Anwendung der Operationen eine noch
recht vage stufenweise ,Bildung’ des Mengenuniversums geschieht. Allerdings ist diese Intention in
der Lage das Ersetzungsschema wie auch das Potenzmengenaxiom zu rechtfertigen, was dem iterativen
Mengenverstdndnis nicht gelingt. Die grofSen Kardinalzahlaxiome haben aber oftmals keine konstruk-
tive Form und sind somit nicht konstruktiv begriindbar.

4. Eine Menge ist genau dann nicht zu grof3, wenn sie sich nicht indirekt auf sich selbst bezieht. Die Idee scheint
vielversprechend zu sein, die zu grolen Mengen als die zu bestimmen, die widerspriichlich werden
konnten, weil sie sich irgendwie auf sich selbst beziehen. Ihr intensionaler Aspekt wiirde auf sie selbst
mit verweisen. Was das etwas genauer bedeuten kénnte, wird in Abschnitt 7.4.2.3 ausgefiihrt. Die ,zu
groflen” Mengen wiéren die zirkelhaften Mengen, die auch zirkelhaft wéren, wenn sie sich nicht selbst
enthalten wiirden. Dieser Ansatz scheint aber weniger von der GrofSenmetapher abzuhédngen.

Wird ZFC nun durch die dimitation of size> festgelegt? Das Axiom der Gréflenbeschrankung liefert
keinen Ersatz fiir das Potenzmengenaxiom (s. S.223). Die Punkte 2. und 3. dagegen bieten eher eine
Begriindung der Form der konstruktiven ZFC-Axiome als dass sie Anlass fiir ihren spezifischen Inhalt
waren. Der vierte Punkt dagegen fiihrt letztlich vielleicht zu einer Theorie, in die sich ZFC einbetten
lasst, bietet aber keine direkte Begriindung der einzelnen ZFC-Axiome.

7.4.2.2 Iterative Mengenbegriff

Der oft diskutierte iterative Mengenbegriff hat im Kern die Vorstellung, dass durch eine immer wieder-
holbare ,Erzeugung’ von neuen Mengen sich alle Mengen ausgehend von der leeren Menge nach ver-
schieden vielen Wiederholungen der konstruktiven Operationen das erste Mal ergeben. Dem liegt
wiederum die Idee zu Grunde, dass die Elemente einer Menge der Menge in irgendeiner ndher zu

117

spezifizierenden Weise vorausgehen."” Wir tiberspringen eine Diskussion mit dem Hinweis darauf,

117 So dhnlich Parsons 1975, S.503f.: «sets form a well-founded hierarchy in which the elements of a set precede the set itself.»
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dass sich die ZFC-Axiome damit nicht direkt begriinden lassen, wenn nicht eine weitere Uberlegung
wie Punkt 3 wesentlich mit eingeht.

7.4.2.3 AK und zirkelfreie Mengen

Das entscheidende Axiom der Mengenkomprehension der Ackermannschen Klassentheorie (s. S.223)
wird von ihm anscheinend folgendermafien gerechtfertigt:''® Mengen werden konstruiert, es ergeben
sich immer neue Moglichkeiten der Zusammenfassung, so dass der Mengenbildungsprozess nie zu
einem Ende kommt. Deswegen ist nie ganz klar, was alles eine Menge ist, weil nicht vorhersehbar ist,
was alles sich noch als Menge herausstellen wird. Das Mengenpréadikat ist darum nicht ,wohldefiniert’,
eine Bedingung, die es benutzt, damit auch nicht, und deshalb darf diese nicht zur Mengenkompre-
hension gebraucht werden. Entsprechend sind auch als Parameter keine Objekte zugelassen, zu deren
Bestimmung moglicherweise das Mengepradikat gebraucht wurde.

Ein naheliegender Einwand ist, dass diese Begriindung im Widerspruch dazu steht, dass in den Be-
dingungen zur Mengenkomprehension tiber alle Klassen quantifiziert werden darf.!!® Warum diirfen
keine (reinen) Klassen als Parameter eingebracht werden, wenn die Gesamtheit aller Klassen dagegen
ein legitimer Bereich ist, in dem aber auch alle Klassen liegen, die explizit mit dem Mengenpradikat
bestimmt wurden?

Ackermann prasentiert seine Theorie als eine Formalisierung der ,Definition’ Cantors (s. Zitat S. 215 und
Ackermann 1956, S. 336f.), wahrend es tatsdchlich (auch) eine klassentheoretische Formalisierung einer

Unterscheidung Finslers zu sein scheint, namlich die zwischen zirkelfreien und zirkelhaften Mengen.'2

Eine zirkelfreie Menge sollte:'?! (1.) sich weder selbst enthalten, noch sollte sie Element eines ihrer Ele-
mente, noch sollte sie Element eines Elementes eines ihrer Elemente sein etc.; (2.) sollte entsprechendes
fiir jedes ihrer Elemente, fiir die Elemente ihrer Elemente etc. gelten.!?? Die entscheidende Bestimmung
ist aber: (3.) Eine zirkelfreie Menge ist, wie jedes ihrer Elemente und die Elemente ihrer Elemente etc.,
unabhédngig vom Begriff zirkelfrei.

Fiir Finsler ist die Extension eines Begriffs diesem nicht wesentlich; welche Stiihle tatsdchlich existieren,
ist dem (intensional gefassten) Begriff Stuhl gleichgiiltig. Er kann sich daher vorstellen, dass die Exten-
sion eines Begriffs variiert, wahrend der Begriff gleich bleibt. Damit, dass eine Menge «unabhéngig vom
Begriff zirkelfrei> sei, ist nun gemeint, dass unter jeder beliebigen Variation der Extension des Begriffs
der Zirkelfreiheit (im Rahmen von (1.) und (2.)) die Menge gleich bleibt.1?? Die Abhéangigkeit einer
Menge von einem Begriff wird demnach dadurch getestet, ob sie sich auch verdndern wiirde, wenn das,
was unter den Begriff fillt, etwas anderes wire. Z.B. wire die Menge aller zirkelfreien Mengen nicht
unabhédngig vom Begriff zirkelfrei, weil sie sich mit jeder Variation der Extension des Begriffs zirkelfrei
verandert. Die Stdrke dieser ,Definition’ liegt (vor dem informellen Rahmen der Finsler-Mengenlehre)
darin, dass mit der Menge aller zirkelfreien und fundierten Mengen ein Bereich innerhalb der Mengen
abgegrenzt wird, in dem tatsdchlich die ZFC-Axiome gelten.

Durch (1.) und (2.) enthilt eine zirkelfreie Menge keinen direkten Zirkel (wie a € a), durch (3.) bezieht
sie sich nicht darauf, keinen direkten Zirkel zu enthalten und sich nicht darauf zu beziehen, dass sie

118 Siehe Ackermann 1956, S. 336f., Fraenkel et al. 1973, S. 150.
119 Siehe Fraenkel et al. 1973, S. 150.

120 Vgl. Holmes 2009, 5.2, Holmes 1996, 5.5, Booth 1996, S. 101f..
121 Vgl. Bakker und Ziegler 1996, S. 33.

122 Wenn es etwas technischer definiert wird mit transitiven Klassen und Hiillen, dann fillt die umstindliche Iteration und das
Lete.” weg.

123 Eine entfernte Ahnlichkeit besteht mit der von Tarski angeregten Bestimmung der logischen Begriffe durch Invarianz; vgl.
Feferman 2010 fiir Uberblick und Diskussion.
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keinen direkten Zirkel enthilt und sich nicht darauf bezieht, dass ... . Der Begriff der zirkelfreien Menge
ist unfundiert, weil eines seiner zwei Merkmale direkt auf den Begriff Bezug nimmt. Die Unfundiertheit
scheint sogar notwendig zu sein, damit jede zirkelfreie Menge tiberhaupt nicht abhéngig ist vom Begriff
zirkelfrei. Definiert man z. B. eine zirkelfreie* Menge als eine Menge, die (1.) und (2.) gentigt und sich
nicht darauf bezieht, dass sie (1.) und (2.) geniigt, dann wire auch die Menge Zx aller zirkelfreien*
Mengen eine zirkelfreie*, denn sie bezieht sich tiber die Bestimmung ihrer Elemente als zirkelfrei* nur
darauf, dass diese sich nicht auf (1.) und (2.) beziehen. Zx wire also zirkelfrei*. Als zirkelfreie* Menge
wiirde sie sich nach Definition selbst enthalten und wire damit wegen (1.) gerade keine zirkelfreie*
Menge mehr. Wire Z+ damit zirkelhaft*, wire sie kein Element von sich selbst und somit doch wieder
zirkelfrei*. Die Annahme einer Menge aller zirkelfreien* Mengen ist also widerspriichlich.

Damit gilt fiir zirkelfreie* Mengen nicht, was auf den zirkelfreien (im Rahmen der Finsler-Mengenlehre)
gilt: die unbeschriankte Komprehension. ,Zu grofie’ Mengen auf den zirkelfreien, wie die dortige Rus-
sellmenge aller zirkelfreien Mengen, die sich nicht selbst enthalten (das ist in der Tat die Menge aller
zirkelfreien Mengen), scheinen keine Probleme zu bereiten, weil sie selbst zirkelhaft sind.

AK stellt nun eine Formalisierung des Begriffs zirkelfrei dar. Ackermann interpretiert die zirkelhaften
Mengen als reine Klassen und zirkelfreie Mengen als Mengen. (3.) setzt er in der Mengenkomprehen-
sion derart um, dass eine Bedingung das Mengenpradikat weder enthalten darf, noch sich tiber den
Umweg von Klassenparametern darauf indirekt beziehen darf. Dass allerdings tiber alle Klassen quan-
tifiziert wird, was oben kritisiert wurde, ist vor Finslers Begriff der Zirkelhaftigkeit kein Problem, da
jener allgemeine Bezug auf alle Klassen nicht dazu fiihrt, das es moglich wird, das Mengenpradikat zu
extrahieren und zu verwenden.

Das Axiom der Mengenelemente kann man als Formalisierung der Bestimmung in (3.) rechtfertigen,
dass auch alle Elemente einer zirkelfreien Menge zirkelfrei sein miissen. Mengenteilklassen bestimmt
einen Teil der informellen Rahmentheorie genauer, Klassenkomprehension und Klassenextensionali-
tat sind die Standardaxiome der Klassentheorie.

7.4.2.4 Reflektionsprinzip

Das grundlegende Prinzip der mengentheoretischen Reflektion besteht in der Behauptung, dass jede
(strukturelle) Eigenschaft der Gesamtheit aller Mengen bereits Eigenschaft einer (anderen) Menge ist.
Plausibel wird es u. a. unter den Annahmen, dass zwar keine Allmenge existiert, und dass jede Struktur
in einer Menge ,verwirklicht’ ist, da es alle moglichen oder ,denkbaren’ Mengen geben soll (s. S.211).
Jede strukturelle Eigenschaft der Gesamtheit der Mengen muss demnach in einer Menge ,verwirklicht
sein. Da sich strukturelle Aussagen iiber die Gesamtheit der Mengen nur auf Mengen beziehen kénnen,
bedeutet ,Verwirklichtsein in einer Menge’ fiir diese Eigenschaften, dass es eine Menge gibt, die genau
diese Eigenschaft hat. (Eine Aussage tiber das Verhiltnis von Tischen zu Tischlampen kann in Mengen
nur strukturell durch Beziehungen zwischen Mengen modelliert werden. Eine astrukturelle Eigenschaft
der Gesamtheit aller Mengen ist z. B. die, eine Klasse zu sein oder absolut unbeschreibbar zu sein.) In
diesem Sinne ist die Gesamtheit aller Mengen nicht eindeutig von jeder Menge zu unterscheiden, oder:

RP1 Die Gesamtheit aller Mengen ist strukturell absolut unbeschreibbar.

Die Intuition hinter RP1 ist, dass das Mengenuniversum theoretisch nicht zu fassen ist, und damit jedes
mengentheoretisch ,denkbare’ bereits in einer einzelnen Mengen ,zum Tragen’ kommt. Arbeitet man
innerhalb eines formalen Axiomensystems wie ZFC, so hat das zur Folge, dass man jede Arbeit an
Eigenschaften, die man interpretieren kann als eine Beschiftigung mit der Allklasse der Mengen, auch
als eine Beschiftigung mit einer hinreichenden grofien Stufenmenge YV, interpretieren kann. Das Men-
genuniversum spiegelt sich auf diese Weise in der Mengenhierarchie und wird in den Mengenstufen
reflektiert.
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Eine Prézisierung dieser noch vagen Grundidee besteht in der Explikation des Begriffs der strukturellen
Eigenschaft. Als erstes sind strukturelle Eigenschaften von Komprehensionsbedingungen zu unterschei-
den. Komprehensionsbedingungen legen die Eigenschaften der Mengen fest, die in die Gesamtheit
fallen, die man betrachten will, wéhrend eine strukturelle Eigenschaft einer Gesamtheit eine Eigenschaft
der Beziehung dieser Mengen auf sich und aufeinander ist. So kann die Allklasse mittels der Bedingung
x=x definiert werden, jedoch ist es eine strukturelle Eigenschaft jeder Gesamtheit, dass jede ihrer Men-
gen mit sich selbst identisch ist (in Formeln fiir eine Gesamtheit/Klasse A: Ax € A (x=x)). Ein Satz
der formalen mengentheoretischen Sprache (erster Stufe) muss demnach, um eine strukturelle Eigen-
schaft einer Gesamtheit zu formalisieren, seine Quantoren auf die Mengen der jeweiligen Gesamtheit
eingeschrédnkt haben.

7.4.2.5 Syntaktischer Selbstbezug

NF, NFU und Varianten scheinen durch einen syntaktischen Trick zustandezukommen. Fiir Holmes
aber wird die stratifizierte Komprehension durch folgende Intuition gerechtfertigt:'2* Mengen sind ei-
gentlich blofSe Extensionen (Klassen), die in eine neue Umgebung gesetzt werden. Sie erhalten dort ein
Etikett, das Mitglied weiterer und auch der gleichen Extension sein kann. Nun scheint es plausibel zu
sein, dass bei der Bearbeitung einer Menge nur auf Eigenschaften zuriickgegriffen werden darf, die ihr
wesentlich, d.h. ihr als blofier Extension zukommen. Denn ob eine blofie Extension z.B. das ihr zuge-
sprochene Etikett enthilt ist so willkiirlich wie die Verteilung der Etikette. Wiirde man ihr ein anderes
Etikett verleihen, wire es vielleicht kein Element mehr von ihr. Es diirfen also die beiden Rollen, die eine
Menge einnehmen kann, von ihr nicht zugleich eingenommen werden. Damit wéaren Eigenschaften wie
x € x davon ausgeschlossen, als Bestimmung von Mengen zu dienen, weil die gleiche Menge in beiden
Rollen auftritt.

Eine Menge kann also mindestens zwei Rollen einnehmen, sie kann betrachtet werden als reine Exten-
sion oder (insofern sie ein Etikett hat) als undifferenziertes Objekt. Diese Doppelgestalt kann beliebig
iteriert werden. Eine Menge kann z. B. als Extension von Extensionen von undifferenzierten Objekten
untersucht werden. In so einer Kette von Enthaltensbeziehungen darf sie aber wieder nicht in mehreren
Rollen auftreten, da sie sonst letztlich wieder sich selbst in einer anderen Rolle gegentiber stehen wiirde.
Bezieht man noch mit ein das Mengen beziiglich =, 711 und 71, nur in gleicher Rolle verglichen werden
diirfen, hat man damit genau das Merkmal stratifizierter Formeln begriindet.

Problematisch an dieser Vorstellung ist, dass sie weniger von Mengen handelt, als von einer Art Klassen,
die ihre eigenen Namen enthalten kénnen. Denn zur Menge gehort die Verbindung von Extension und
Einheit, die hier getrennt wurde.

7.4.2.6 Zusammenfassung und Vergleich

Zunichst sei auf die Schwierigkeit aufmerksam gemacht, die sich beim Ubergang von (in erster Stufe)
formalisierten Axiomatisierungen zu den ihnen zugrunde liegenden Mengenintuitionen einstellt. Tat-
sachlich konnte eine vollstindige Mengenintuition von uns nur von der Ackermannschen Mengenthe-
orie aufgeschliisselt werden, und auch dass nur, weil es eine unabhéngige Uberlieferung informeller
Uberlegungen dazu gab. Ein Weg von den mehr technischen Produkten wie NF, NFU oder Positiven
Mengentheorien ,zuriick’ zu Intuitionen scheint problematisch, zu Mengenintuitionen nicht in Sicht zu
sein.

124 Siehe Holmes 1998, S. 51ff..
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Welche Intuition oder Intuitionen stehen hinter den ZFC-Axiomen? Die Moglichkeit der Iteration der
Mengenoperationen ist zwar in der Form der ZFC-Axiome verwirklicht, aber sie scheint sie nicht in-
haltlich zu bestimmen. Aus der Diskussion iiber den Ursprungsartikel Zermelos (s. S.213ff.) und wegen
der Erfolgsgeschichte der Axiome liegt die Vermutung nahe, dass ZFC eine gelungene Axiomatisierung
der mengentheoretischen Praxis darstellt, und die Axiome sich damit letztlich auf die in der (damali-
gen) mathematischen Praxis zum Ausdruck kommenden Intuitionen griinden, was eine mathematisch
handhabbare Menge sei.

Damit sind diese Mengenintuitionen zwar jedem Mengentheoretiker ,intuitiv’ verfiigbar, aber auch
diesem noch nicht deutlich vor Augen gestellt. Dass sie einer philosophischen Kldrung und Zurtick-
fiihrung auf grundlegendere Intuitionen, wie z. B. der in Ackermanns Theorie ausgedriickten, bedtirfen
koénnten, wird plausibel, wenn man sich an die Empfindung erinnert, die man beim ersten Blick auf
die Axiome hatte. Quine schilderte 1993 seinen Eindruck aus dem Jahr 1936 von dem, was wir heute
mit Z (und erweitert mit ZFC) bezeichnen: «in it’s multiplicity of axioms it seemed inelegant, artificial,
and ad hoc.»'?® Dariiberhinaus missfalle ihm, da8 es keine groen Mengen, keine Allmenge und keine
universalen Komplementmengen gébe. Eine einheitliche und klare Intuition scheint in ihnen nicht zum
Ausdruck zu kommen.

Vergleicht man die hier dargestellten Mengenintuitionen auf ihre relative Starke (s. S.221), so sind sie
alle etwa gleich stark und befinden sich alle in etwa auf der Hohe von ZFC. Nur die Reflektionsaxiome
basieren auf einer einheitlichen Intuition, die um einiges stéarker ist als ZFC, weil sich aus ihr die GROS-
SEN KARDINALZAHLAXIOME zu ergeben scheinen.!20

7.4.3 Resultat

Aus den letzten beiden Abschnitten 7.4.2 und 7.4.1 ldsst sich ein Resultat fiir den weiteren Kontext dieses
Kapitels ziehen. Die dargestellten Mengenintuitionen beinhalteten entweder direkt, dass ihr Mengen-
begriff nicht (auf nicht zirkuldre Weise) bestimmtbar ist, wie das Reflektionsprinzip und die Mengen-
konzeption von Ackermann bzw. die zirkelfreien Mengen bei Finsler. Oder sie haben einen iterativen
Aspekt, dass man eine bestimmte Operation zur ,Erzeugung’ neuer Mengen stets erneut anwenden
darf, der bereits implizit eine Unvollstindigkeit enthdlt. Denn wie bereits in Bezug auf die natiirlichen
Zahlen argumentiert (s. S. 209), lasst eine Bestimmung durch ,es gibt zujedem ... noch einneues ..." den
Gesamtbereich der jeweiligen Objekte unbestimmt. Dariiber hinaus scheint die mathematische Arbeit
mit dem iterativen Aspekt (und d.h. mehr oder weniger der Arbeit in ZFC) diese Mengenintuitionen zu
erweitern, so dass sie eine Idee davon einschlieflen, dass die Extension des Mengenbegriffs unbestimmt
ist.'?” Bei dem Reflektionsprinzip dagegen wird das Mengenuniversum und somit die Extension des
Mengenbegriffs direkt als theoretisch unfassbar konzipiert, bei Ackermanns Formalisierung das nicht
definierbare Mengenpradikat hinzugefiigt bzw. bei Finsler mittels des Begriffs der zirkelfreien Mengen
der Bereich der absolut selbstbezugsfreien Mengen abgegrenzt.

Das Ergebnis von Abschnitt 7.3.2, dass dem Mengenbegriff keine Idee entspricht, und er (deshalb) ab-
solut unbestimmbar ist, wird durch die vorliegenden Mengenintuitionen bestitigt, insofern diese auf
diese Unbestimmbarkeit (zum Teil sogar explizit) Bezug nehmen.

125 Siehe Quine 1993.
126 Vgl. Roth 2003.

127 «Moreover ... it becomes an almost evident truth that the totality of all sets is open-ended relative to our possible knowledge.»
Wang 1977, S. 311.
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