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Einleitung.

Bei den mannigfachen Bestrebungen, das weitverzweigte geistige Leben unserer Tage zu-
sammenzufassen und, wenigstens in seinen Haupterscheinungen, geschlossen und tibersicht-
lich darzustellen, liegt es fiir jeden mathematisch Interessierten auf der Hand, daf in einer
solchen Ubersicht der kulturbildenden Faktoren der Jetztzeit unsere Wissenschaft nicht
fehlen darf. Vielmehr muf} versucht werden, auch der Mathematik die Stellung einzurdum-
en, die ihr als einer der &ltesten und edelsten Betétigungen des menschlichen Geistes und
als einer der richtunggebenden Kréfte in seiner Entwicklung gebiihrt, — die sie aber im
Bewufitsein der Gebildeten, wenigstens in Deutschland, leider nur selten einnimmt. An die-
sem nicht erfreulichen Verhéltnis tragt wohl vor allem ein Umstand Schuld, welcher auch
der Losung dieser Aufgabe grofie Schwierigkeiten entgegensetzt. Wie keine andere Wissen-
schaft, ist die Mathematik ein auf wenigen Grundprinzipien nach zwingenden Gesetzen
aufgerichtetes Gebilde. Der Charakter der Ausschliellichkeit, der ihre Entwicklung vor der
anderer Gebédude des Geistes auszeichnet und ihr die vielgeriithmte ,,Klarheit” verleiht,
bringt es mit sich, daf} sie auch die am schwersten zugéingliche aller Wissenschaften ist.
Denn wer in sie eindringen will, muf3 in sich durch eigene Arbeit die ganze Entwicklung
Schritt fiir Schritt wiederholen; es ist doch unmdoglich, auch nur einen mathematischen
Begriff zu erfassen, ohne all die davorliegenden Begriffe und ihre Verbindungen in sich
aufgenommen zu haben, die zu seiner Erschaffung fiihrten.

Diese schroffe Abgeschlossenheit der Mathematik macht sie begreiflicherweise sehr we-
nig geeignet fiir das nur aufs Allgemeine gerichtete Interesse des Laien; denn sein Ziel ist
nichts weiter, als in groflen Ziigen das Wesen des ihm fremden Gebietes ungefihr zu er-
fassen und etwas von seiner Eigenart und Schonheit zu ahnen. Soll trotzdem etwas diesem
Zwecke Dienendes zustande kommen, so muf} jedenfalls eine starke Beschrankung des an
sich Wiinschenswerten eintreten. Es kann sich nur darum handeln, ein Bild von dem zu
geben, was die Mathematiker etwa treiben, von der Unbegrenztheit der Probleme, die un-
sere Wissenschaft in stetem Vorwértsschreiten allméhlich in den Bereich ihrer Herrschaft
einzubeziehen versucht. Ohne eine gewisse ,,pia fraus”, mochte ich sagen, geht es dabei
nicht ab. Alles Systematische, dessen Verstéindnis eigene Arbeit erfordern wiirde, mufl auf
ein Minimum beschrénkt werden. Dagegen muf} die historische Entwicklung in den Vorder-
grund gestellt werden. Denn durch das natiirliche Interesse am Werden einer Sache wird
der Leser unwillkiirlich mitgezogen; dafi er dabei den Dingen ndher zu kommen glaubt,
wahrend er nur ihre duflere Form erfafit, darin liegt eben jene ,,pia fraus”, ohne welche
eine populidre Darstellung dieses streng abgeschlossenen Gebietes kaum wird auskommen
konnen. SchliefSlich wird die Betonung der Einwirkung der Mathematik auf ihre Nachbarge-
biete und eine lebendige Darstellung ihrer Beziehungen zu unserem gesamten Kulturleben
fiir jeden gebildeten Leser irgend einen Ankniipfungspunkt bieten.

Eine Darstellung der Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert begegnet er-
heblich grofleren Schwierigkeiten als dies etwa fiir Altertum und Mittelalter oder fiir das
16., 17. oder 18. Jahrhundert der Fall ist. Denn wéahrend eine Geschichte der Mathematik
des Altertums und des Mittelalters noch relativ elementare Gegensténde zu behandeln hat
und das 16., 17. und 18. Jahrhundert eine Epoche bildet, die im wesentlichen einheitlichen
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Charakter tragt, und deren Ergebnisse durch ihre Beziehungen zu den Nachbargebieten
der Mathematik auch den Auflenstehenden leicht erfafSbar sind, so wird uns ein Vergleich
mit dem 19. Jahrhundert sogleich lehren, wie sehr hier die Verhéltnisse anders liegen.

Jene frithere Epoche umfafit als Wichtigstes die um 1700 beginnende Entwicklung der
Differential- und Integralrechnung, die ganz neue Mdoglichkeiten zur Beherrschung von Me-
chanik und Astronomie gewéhrt. IThren Hohepunkt erreicht sie in zwei Werken franzosischer
Mathematiker, die, obwohl erst im 19. Jahrhundert abgeschlossen, nach Inhalt und Form
dem 18. Jahrhundert angehéren. Es sind dies:

LAGRANGE: Mécanique analytique. 2 vol. 1811-15%.

LAPLACE: Mécanique céleste. 5 vol. 1799-1825.

Jeder Mathematiker, der sich fiir die Entwicklung seiner Wissenschaft interessiert, muf3
noch heute diese Werke kennen. Vielleicht darf ich daneben noch nennen:

LEGENDRE: Exercices de calcul intégral. 3 vol. 1811—19,
weil hier das Ertrédgnis der Untersuchung der Integrale, soweit sie damals gediehen war,
zusammengestellt und vor allem nach Seite der numerischen Exekutive ausgefiihrt ist.
(Tafeln der elliptischen und der Eulerschen Integrale; man erinnere sich, daf§ von 1500 an
die Verbreitung der Dezimalbriiche Platz gegriffen hatte und um 1600 die Erfindung der
Logarithmen erfolgt war.)

Neben diesen groflen Leistungen der angewandten Mathematik fehlt natiirlich auch im
18. Jahrhundert nicht die reine. Ich erinnere an NEwTONs Werk: Enumeratio linearum
tertii ordinis, an KULER und LAGRANGE, denen wir grofie Fortschritte bei den algebrai-
schen Gleichungen, sehr viel Zahlentheoretisches und das Additionstheorem der elliptischen
Integrale verdanken, um nur einige wichtige Punkte hervorzuheben. Im ganzen tritt aber
doch die unabhéngige Bearbeitung der reinen Mathematik zuriick hinter den gewaltigen
Schopfungen, mit denen die reine und die angewandte im Bunde den Forderungen der Zeit
gerecht wurden.

Das 19. Jahrhundert zeigt nun einen génzlich anderen Charakter. Die angewandte Ma-
thematik bleibt zwar nicht in ihrer Entwicklung stehen. Vielmehr erfafit sie immer weitere,
neue Gebiete, wofiir nur die Erinnerung an die Erschaffung der gesamten ,,mathematischen
Physik”, d. h. unseres theoretischen Riistzeuges in allen physikalischen Gebieten aufler der
Mechanik, zeugen moge. Daneben tritt nun aber die reine Mathematik méchtig hervor, und
zwar gleich bedeutsam in zweifacher Weise: Ganz neue Gebiete werden geschaffen, so die
Theorie der Funktionen komplexen Arguments und die projektive Geometrie; die {iberkom-
menen wissenschaftlichen Giiter aber werden einer kritischen Durchsicht unterzogen, wie
es dem wiedererwachten Gefiihl fiir Strenge entsprach, das in dem an neuen Erfindungen
iiberreichen 18. Jahrhundert etwas zuriickgedréngt war.

Neben diesen neuen Gedankenrichtungen machen ferner die starken sozialen Verschie-
bungen, wie sie die franzosische Revolution und die anschlieflenden geschichtlichen Ereig-
nisse mit sich brachten, ihren Einflul auf das wissenschaftliche Leben geltend. Die Demo-
kratisierung aller Anschauungen fiithrt zu einer Verbreiterung der Kultur und innerhalb
derselben zur strengen Spezialisierung der einzelnen Zweige der Wissenschaft. Der Forde-
rung der Zeit entsprechend gewinnt die Lehrtétigkeit eine groffe Bedeutung. Das nicht mehr
durch Standes- und Klassenunterschiede gehemmte Berufsleben schafft einen Andrang zu
wissenschaftlichen Studien, wie er frither undenkbar gewesen wire, ndmlich unter dem
ganzlich neuen Gesichtspunkte der Ausbildung zu dem nun so bedeutungsvoll gewordenen
Lehrerberuf. Damit beginnt eine Verschiebung des Hauptgewichts wissenschaftlichen Le-
bens; seine Tréiger sind nun nicht mehr die Akademien, sondern die Hochschulen. In Frank-
reich nimmt diese Entwicklung nach ersten Anfingen in der Ecole normale ihren Ausgang
von MONGE und der Begriindung der Ecole Polytechnique (1794), in Deutschland von

'Erste Auflage in einem Bande 1788.



Jacobi, der 1827 in Kénigsberg Ahnliches ins Leben rief.

Unter dem Druck der an Ausdehnung so sehr gewachsenen und so mannigfaltigen Auf-
gaben beginnt nun die schon angedeutete Spezialisierung der Wissenschaften. Die Mathe-
matik trennt sich von der Astronomie, der Geodisie, der Physik, der Statistik usf. Die
Zahl der Fach- und Spezialfachmathematiker wichst ins Ungemessene und verteilt sich
tiber die entferntesten Nationen. In dieser iiberreichen Entwicklung der Einzelforschung ist
es auch fiir den universalsten Kopf nicht mehr mdéglich, innerlich eine Synthese des Ganzen
zu vollziehen und nach auflen fruchtbar zu machen. An Stelle dieses lebendigen Zusam-
menhalts entstehen eine gewaltige Literatur — insbesondere Zeitschriften umfassend —,
grofle internationale Kongresse und andere Organisationen, die mit Miihe einen dufleren
Zusammenhang aufrechtzuerhalten streben.

Es unterliegt keinem Zweifel, dal dem wissenschaftlichen Leben in dieser gedréngten
neuzeitlichen Entwicklung viele wertvolle Ziige verloren gegangen sind. Welche Bewunde-
rung erregt nicht in uns die kleine Schar auserlesener Ménner, die im 18. Jahrhundert unsere
Wissenschaft vertraten! In akademischer Stellung, ohne nationale Schranken, in stédndigem
Gedankenaustausch durch eine personliche Korrespondenz verbunden, vereinigten sie das
fruchtbarste wissenschaftliche Schaffen mit einer idealen, nach allen Seiten ebenmé&fliigen
Ausbildung der eigenen Personlichkeit. In diesem Bilde ist es nur ein Zug, daf§ der Gelehrte
dieser Zeit die reichsten Kenntnisse auch auflerhalb seines eigenen Gebietes besafl und sich
standig in lebendigem Zusammenhang mit der Entwicklung der Wissenschaft, als Gan-
zes gesehen, wufite. Man bedenke, dal Newtons Gravitationstheorie in Frankreich durch
Voltaire zur Geltung gebracht wurde. Aber das universale Streben der Zeit geht auch
iiber das Reich der Wissenschaft noch hinaus und sucht den Zusammenhang mit allen
kulturellen Werten, mit Religion, Kunst und Philosophie. Die grofle Aufgabe der Mensch-
heitsvervollkommnung ist iiberall durchzuspiiren. Ein Zeugnis dafiir ist die Tendenz, jede
wissenschaftliche Einzelarbeit zusammenhéngend und abgerundet darzustellen und so als
ein in sich geschlossenes Ganzes dem gebildeten Publikum vorzulegen. Laplace begleitet
seine ,,Mécanique céleste” durch die fiir das allgemeine Publikum bestimmte ,,Exposition
du systeme du monde”, seine ,,Théorie analytique des probabilités” durch seinen ,,Essai
philosophique sur les probabilités”. Freilich werden die groflen Schonheiten dieser kristall-
klaren, abgeschlossenen, klassischen Darstellungsweise nicht ohne Einbufle erkauft. Es ist
némlich diesen Meisterwerken kaum mehr ihre Werdegeschichte zu entnehmen. Dadurch ist
dem Leser die eigentiimliche und fiir einen selbstéindigen Geist gréfite Freude versagt, unter
der Fiihrung des Meisters die gefundenen Resultate selbsttétig gleichsam noch einmal zu
entdecken. In diesem Sinne mangelt den Werken der klassischen Zeit das eigentlich erzie-
herische Moment. Der Gedanke, den Leser nicht nur zu erfreuen und zu belehren, sondern
in ihm iiber das Werk hinausgehende Krifte zu wecken, zur eigenen Titigkeit anzuregen
— eine Wirkung, wie sie etwa von Monges, von Jacobis oder auch von Faradays Schriften
ausgeht — gehort durchaus dem 19. Jahrhundert an?.

Haben wir so aus vielen Griinden das Universalitiatsideal des 18. Jahrhunderts verlas-
sen und verlassen miissen, so scheint es doch angebracht, sich zuweilen an seine Vorziige
zu erinnern, wenn wir den heute {iblichen Wissenschaftsbetrieb betrachten. Da gibt es in
jedem Kulturland Hunderte von produzierenden Mathematikern, von denen jeder nur ei-

’Die in diesem Absatz geschilderten Verhiltnisse treffen genau genommen nur fiir das Ende des 18.
Jahrhunderts zu. So fiihrt z. B. EULER den Leser genau den Weg, den er selber gegangen ist, warnt auch
vor den Irrungen, die zu vermeiden sind und erzéhlt oft genug von den eigenen vergeblichen Versuchen,
die er vor Auffindung des richtigen Weges unternommen hat. Auch von noch ungeldsten Schwierigkeiten
berichtet er und weist, soweit er vermag, den Weg, den man nach seiner Ansicht versuchen sollte, und
bemiiht sich eben dadurch, die eigene Tétigkeit des Lesers anzuregen. — Daf} Klein diese Stellung Eulers
nicht gewiirdigt hat, erklart sich einfach dadurch, dafl er, wie er selbst gelegentlich sagte, niemals zu einer
eingehenden Beschiftigung mit den Schriften Eulers gekommen ist. Anm. d. Herausg.[Richard Courant und
Otto Neugebauer]



ne ganz kleine Ecke seiner Wissenschaft beherrscht, die ihm dann begreiflicherweise an
Wichtigkeit alles andere zu iiberragen scheint. Die Friichte seiner Arbeit publiziert er in
abgerissenen Einzelaufsitzen in mehreren, womdoglich verschiedensprachigen, weitverstreu-
ten Zeitschriften. Die Darstellung, nur fiir wenige Spezialkollegen berechnet, enthilt sich
jeder Andeutung eines Zusammenhangs mit grofleren allgemeinen Fragen und ist dadurch
vielleicht schon einem etwas anderweitig interessierten Kollegen schwer zugénglich, einem
grofleren Kreise aber géinzlich ungeniefibar.

Nun, es kann hier nicht unsere Aufgabe sein, einmal Verlorenes zuriickzuwiinschen oder
die Vorziige aufzuzihlen, die den Verlust etwa ausgleichen méchten. Auch um Besserungs-
vorschldge handelt es sich hier nicht. Vielmehr ergibt sich aus diesen Verhéltnissen fiir
uns nur die Frage: wie sollen wir uns durch diese verwickelten, uniibersichtlichen Zusténde
durchfinden? Wie muf} eine Darstellung angelegt sein, die eine solche, der Einheit und des
Zusammenhangs mangelnde Entwicklung fiir ein weiteres Publikum klarlegen soll?

Ich mochte hier folgende Gesichtspunkte geltend machen. An sich ist es gewifl eine
wichtige Aufgabe, das Wesentliche erst einmal zu sammeln. Das ist jedoch die Aufgabe
unserer groflen ,,Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften”, gegen deren Arbeits-
feld wir uns hier von vornherein abgrenzen miissen. Denn das hier angestrebte Ziel wére
keineswegs erreicht, wenn wir etwa nur eine gekiirzte Umarbeitung der Enzyklopéddie geben
wiirden. Aber auch den an sich naheliegenden Gedanken, die Hauptgebiete herauszugreifen
und systematisch darzustellen, mochte ich ablehnen. Vielmehr will ich nur ausgew&hl-
te Skizzen aneinanderfiigen, in denen ich bald das Lebenswerk einzelner hervorragender
Personlichkeiten, bald die Ziele und Ergebnisse bestimmter Schulen zur Darstellung brin-
ge. Dabei erhebe ich keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit irgendwelcher Art und verzichte
von vornherein auf minutiose vorbereitende Studien meinerseits. Nur darum wird es sich
handeln, den allgemeinen Charakter und Sinn einer Leistung leidlich getroffen zu haben.

An den Beginn meiner Ausfithrungen habe ich jedenfalls einen ersten grofien Abschnitt
zu stellen, der sich ausschliefilich mit GAUSS beschéftigt. Gaufl steht nicht nur zeitlich an
der Spitze des 19. Jahrhunderts, sondern er bildet auch den Ausgangspunkt fiir die mannig-
fachen neuen Entwicklungen der Wissenschaft, die es umfafit. Die Betrachtung der grofien
Personlichkeit von GAUSS ist um so mehr geeignet, in den hier darzulegenden Gegenstand
einzufiithren, als uns in diesem Manne eine einzigartige, sehr gliickliche Verbindung des
Geistes der beiden Epochen entgegentritt, an deren Wende er steht.

In seiner dufleren Erscheinung, d. h. in der Art seiner Einwirkung auf seine Zeitgenossen
ist Gaufl noch durchaus ein Typ des 18. Jahrhunderts. Gerade bei ihm findet sich der wis-
senschaftliche Verkehr in Form einer ausgiebigen Korrespondenz mit wenigen auserlesenen
Ménnern; die klassische Form seiner Werke zeichnet ihn aus wie nur irgendeinen seiner
Vorgianger. Mit diesen Ziigen verbindet sich eine ausgesprochene Abneigung gegen den
Lehrbetrieb, den er allerdings nur als Elementarunterricht verstand; gegen die Unterwei-
sung einzelner hervorragend begabter Schiiler und Jiinger hat sich Gaufl nicht ablehnend
verhalten. Gerade hierin zeigt er sich aber konservativer als etwa der dltere Monge, der
durch die schon erwihnte Begriindung der Ecole Polytechnique (1794) der Entwicklung
des 19. Jahrhunderts Vorgriff. Wihrend aber Monge in seinem mathematischen Ideenkreis
noch mehr im Rahmen des 18. Jahrhunderts blieb, eréffnet Gaufl durch seine ganz neuar-
tigen Gedanken in Wahrheit die neue Zeit.



Kapitel 3

Die Griindung des Crelleschen
Journals und das Aufbliithen der
reinen Mathematik in

Deutschland. Seit

93-96

Allerlei Pline in Berlin

Das neue Deutschland des 19. Jahrhunderts, das sich allm&hlich aus den Napoleonischen
Kriegen heraus entwickelt, ist in seinem Wesen bestimmt durch die von Frankreich kommen-
den Anregungen, die im Sinne des deutschen Geistes verarbeitet werden. Wie auf anderem
Gebiet Goethe, so steht in unserer Wissenschaft Gaufl aulerhalb der von der Zeitstréomung
getragenen Entwicklung. Diese Entwicklung setzt in Berlin ein, aber, wie schon friiher
bemerkt, fiir die exakten Wissenschaften etwas spéter als auf anderen wissenschaftlichen
Gebieten. Fiir die Geisteswissenschaften bildet die Griindung der Universitidt Berlin 1810
den Ausgangspunkt. Sie blithen auf, gestiitzt auf die neuhumanistische Lehre von der freien
Bildung der Personlichkeit, die sich vom Interesse fiir die exakten Wissenschaften direkt
ab wandte.

Hier macht sich die neuzeitliche Regung erst von 1820 ab bemerkbar, wesentlich durch
die Initiative ALEXANDER VON HUMBOLDTs, wie ich es frither ja bereits dargelegt habe.
In enger Verbindung mit diesem anregenden, unternehmenden Geiste steht der General
VON MUFFLING, der seit 1820 Chef des Generalstabes war. Wir finden hier die Napoleo-
nische Tradition einer Wertschéiitzung der Mathematik von militérischen Gesichtspunkten
aus fortgesetzt, wie sie durch Scharnhorst fiir Preulen von Einflufl geworden ist. Aus die-
sen Kreisen entsteht nun, unabhéngig von den gleichzeitigen Bestrebungen, die iiberall zur
Hebung des Gewerbes einsetzen, und aus denen unser technisches Fach- und Hochschulwe-
sen entstanden ist, der Gedanke, ein umfassendes polytechnisches Institut von vornehm-
wissenschaftlichem Charakter nach dem Muster der Ecole Polytechnique zu griinden. Man
versuchte, Gaufl als Direktor dieser Neuschépfung zu gewinnen, der er ohne jede Lehrver-
pflichtung — abgesehen von der ihm selbst erwiinschten Heranbildung von Spezialschiilern
— nur durch seine wissenschaftliche Personlichkeit und seine organisatorischen Gaben die-
nen sollte. Alle wissenschaftlichen Institute (z. B. Sternwarten) des Staates sollten ihm
unterstehen, und ein bestimmter Einflufl auf die Gesamtentwicklung des Unterrichtswe-
sens in Preuflen ward ihm eingerdumt (Bruhns: Briefe zwischen A. von Humboldt und
Gaufl. 1877). Aber GauB} lehnte den Vorschlag Ende 1824 ab. Von dieser Zeit an gerét der
grofziigige Plan ins Stocken. Auch die Militdrbehorden ziehen sich zuriick. Es wird der Ver-
such gemacht, das Projekt in die Griindung eines besonderen Oberlehrerbildungsinstituts



umzuwandeln, und in dieser Form wird der Plan noch jahrelang vom Kultusministerium
verfolgt. Als schlieffilich auch die Berufung von Abel 1829, die wenige Tage nach seinem
Tode in Kristiania eintraf, zu keinem Erfolge fiihrte, wurde der Plan endgiiltig fallen gelas-
sen. Diesem Umstand ist es zuzuschreiben, dafl die mathematisch-naturwissenschaftliche
Lehrerbildung in Preufien schliellich doch den Universitéten als eine betréichtliche, fiir ihre
Entwicklung sehr wesentliche Aufgabe zufiel. Der heutige Zustand, den man zuweilen als
aus dem Begriff der Universitdt mit logischer Notwendigkeit folgend hinzustellen beliebt,
verdankt also zufilligen Ereignissen seine Entstehung.

Crelle

Bei der Betrachtung dieser Entwicklung méchte ich eines Mannes gedenken, der zwar nicht
selbst in produktiver Hinsicht von Bedeutung war, der Wissenschaft aber durch seine viel-
seitigen Interessen, seine vermittelnde Natur und seine organisatorischen Fahigkeiten grofie
Dienste leistete, des Oberbaurats CRELLE (1780-1855). Crelle ging von der Technik aus,
fiir deren Unterrichtswesen er sich lebhaft interessierte. Von 1824 an wirkte er allgemein fiir
die Hebung der exakten Studien, bis er 1828 als Referent in das preuflische Kultusministe-
rium eintrat. Auch zum Mitglied der Berliner Akademie wurde er gewéhlt. Seine eigenen
mathematischen Arbeiten, die er neben vielen anderen Interessen nie ganz liegen 1é8t, sind
zahlreich, aber nicht bedeutend. Sie tragen den damals in Deutschland vielverbreiteten
enzyklopéddischen Charakter — eine Tradition des 18. Jahrhunderts —, indem sie viele
verschiedenartige Gebiete beriihren, ohne irgendwo in die Tiefe zu gehen. Hervorragende
Dienste aber leistete Crelle der Wissenschaft durch seine organisatorischen Gaben, durch
seine liebenswiirdige, vielseitige Personlichkeit, die iiberall junge Talente erkannte und an
sich zog. Vielen verhalf er durch Schaffung einer Universitatsstellung zu einem Wirkungs-
kreis und zu freier Entfaltung ihrer Kréifte. Am meisten aber ist ihm unsere Wissenschaft
verpflichtet fiir die Anregung und den Zusammenschluf3, den er ihr gab durch die Griindung
des Journals fiir die reine und angewandte Mathematik (1826).

Nimmt man heute einen Band dieser Zeitschrift zur Hand, so mag der Titel vielleicht
Verwunderung erregen. Er erklért sich zunéchst historisch, denn er wurde von Gergonnes
Annalen heriibergenommen, wie er sich auch spéter noch, lingst inhaltslos geworden, auf
Liouvilles Journal (1836) tibertrug. Es unterliegt aber keinem Zweifel, daf Crelle mit die-
sem Titel die ernste Absicht verband, eine die ganze Mathematik umfassende Zeitschrift ins
Leben zu rufen. Wie die Vorrede zu Band I zeigt, beabsichtigte er nicht nur dem Wachs-
tum, sondern auch der Verbreitung der Wissenschaft zu dienen. Er wendet sich darum
an einen ,ausgedehnten® Leserkreis, nicht nur an die Spezialfachvertreter, den er durch
Ubersetzungen fremdsprachlicher Werke, durch Biicherbesprechungen, durch Aufgaben, in
Zusammenhang mit allen Quellen wissenschaftlichen Lebens zu bringen beabsichtigt. So
beginnt der erste Band des Journals mit der Bestimmung der Wassermenge eines Stromes
durch Eytelwein, woran sich die erste Abhandlung von Abel schliefit, eine Zusammenstel-
lung, die den heutigen Leser des Journals wohl iiberraschen mag.

Daf die tatséchliche Entwicklung so ganz anders gegangen ist, als es in Crelles Absicht
lag, hat seine Ursache in dem herrschenden Geist der Epoche. Der neuhumanistische Un-
tergrund des neuen wissenschaftlichen Lebens, dessen vornehmstes Organ die Zeitschrift
bald werden sollte, erwies sich stirker als das mehr schematische Denken ihres Begriinders,
der eher eine vermittelnde als eine fithrende Natur war. Das neuhumanistische Ideal der
reinen Wissenschaft als Selbstzweck, das die Verachtung aller Niitzlichkeit im gemeinen
Sinne in sich barg, fithrte bald zu einer geflissentlichen Abkehr von allen der Praxis zuge-
wandten Bestrebungen. Diese Geistesrichtung ergriff auch das urspriinglich allen Zweigen
der Wissenschaft gewidmete Journal und stempelte es zu einem Organ abstrakter Spe-
zialmathematik von strengster Auspriagung, die ihm den Scherznamen ,,Journal fiir reine,
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unangewandte Mathematik® eingetragen hat.

Crelle, der dem Strom der Entwicklung nicht entgegenzutreten vermochte, ist darum
doch sich selbst treu geblieben; es war ihm jedoch nur in der Form moglich, daf§ er die
beiden Sphéren, in denen er heimisch war, nach auflen trennte. Von 1829 an gibt er, seinem
technischen Interesse folgend, ein besonderes ,,Journal fiir Baukunst“ heraus. Was Crelle
nach dieser Seite bedeutete, beleuchtet die Tatsache, dafl der 1838-40 erfolgte Bau der
wichtigen Eisenbahn Berlin—Potsdam nach seinen Pldnen ausgefiihrt wurde. Die Mehrzahl
der ,, Kunststrafien“ waren in Preuflen schon in fritheren Jahren ebenfalls auf Grund seiner
Entwiirfe entstanden.

Crelles Journal fiir Mathematik hingegen entwickelt sich, wie schon angedeutet, trotz
aller anfianglichen finanziellen Schwierigkeiten zum wichtigsten Organ der fortschreitenden,
reinen Mathematik, die nun in einseitiger aber glinzender Ausbildung an den deutschen
Universitdten ihren Siegeszug antritt.

Der erste Band enthélt nicht weniger als fiinf Abhandlungen von ABEL; daneben eine
Abhandlung von JACOBI und verschiedenes von STEINER. In Band 3 (1828) erscheinen die
Namen: DIRICHLET, MOEBIUS und PLUCKER.

Damit sind die Namen der sechs Forscher aufgezihlt, die wir nun zunéchst zu besprechen
haben. Ich nehme die drei ,, Analytiker* Dirichlet, Abel und Jacobi voran und lasse die drei
,,Geometer“ Moebius, Pliicker und Steiner folgen.

Analytiker des Crelleschen Journals.

Geometer des Crelleschen Journals.

Gegensatz der Richtungen

Auch auf geometrischem Gebiete nimmt die modern-mathematische Entwicklung in
Deutschland ihren Ausgang von dem Einfluf3 der Franzosen. Es ist aber nicht etwa die
Differentialgeometrie, deren Fortbildung sie unternimmt — von Gauf}’ grundlegenden ,,Dis-
quisitiones circa superficies curvas“ 1827 soll hier abgesehen werden —; vielmehr richtet
sich das Interesse auf die algebraische Geometrie, insbesondere die der linearen und
quadratischen Gebilde.

Ehe ich des ndheren auf diese Entwicklung eingehe, méchte ich zwei Gegensétze andeu-
ten, die von entscheidender Bedeutung fiir sie gewesen sind.

Da ist erstens die Trennung der Auffassungen, die uns schon an der Ecole Polytechni-
que entgegengetreten war, nach Seite der analytischen oder der synthetischen Behandlung
der Geometrie. Dieser Gegensatz wird nun in der Folgezeit von schérfster prinzipieller Be-
deutung; die Anhéinger beider Richtungen suchen ihre Ehre darin, nur mit dem einmal
erwihlten Werkzeug zu arbeiten. Die Vorziige und Nachteile zeigen sich um so prégnanter,
je einseitiger die Methoden ausgebildet werden. Die analytische Geometrie hat den beque-
men Algorithmus fiir sich, der die hochsten Verallgemeinerungen ermdglicht, der aber auch
leicht dazu verfiihrt, das eigentliche Objekt der Geometrie: die Figur und die Konstruktion,
aus dem Auge zu verlieren. Bei der synthetischen Geometrie wiederum droht die Gefahr,
dafl der Geist am einzelnen angeschauten Fall oder doch nur einer beschrankten Zahl von
Moglichkeiten haften bleibt; die Lage wird wenig gebessert, wenn, um ihr zu entgehen, ein
neuer Algorithmus ad hoc erfunden wird, der schwerfillig bleibt, solange er sich nicht in die
einfachsten Ansétze der analytischen Geometrie verwandelt. Zu begriilen ist bei der syn-
thetischen Behandlung das deutliche Bewuf3tsein der lebendigen Wurzel aller Geometrie,
der Freude an der Gestalt.

Eine gesunde Entwicklung wird sich beider Methoden bedienen und die Friichte ihrer
wechselseitig anregenden Einwirkung auf einander genieflen.
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Der zweite Gegensatz, von dem ich sprechen mochte, ist weniger sachlicher Natur,
jedoch wegen der groflen Bedeutung, die er in der Folgezeit gehabt hat, nicht zu {ibergehen.
Wenn er auch im allgemeinen in der Kunst eine weitaus lebhaftere Rolle spielt, so hat sich
doch selbst unsere, die ,,objektivste“ Wissenschaft, nicht frei davon halten kénnen in dem
Mafle, wie sie an Verbreitung und Organisation zunahm. Ich meine den Gegensatz der
Schulmeinungen, der Cliquen, das ganze grofle Gebiet der wissenschaftlichen Polemik, die
denn oft ins Personliche entgleitend zum Austausch stark subjektiv gefarbter Meinungen
wird, die sich auf die folgenden Generationen weiter vererbt.

In unserem Falle handelt es sich um den Streit des von Jacobi und seinem Anhang
gestiitzten Synthetikers Steiner gegen Pliicker. Moebius steht in seiner stillen Art mehr au-
Berhalb dieser Kdampfe, die zudem auch durch den Gegensatz von Hauptstadt und Provinz
verschéarft werden. Noch heute sind ihre Spuren nicht selten zu entdecken, so etwa, wenn
noch bis vor kurzem in gewissen Kreisen Steiner als der unvergleichliche, grofite Geometer
der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts gefeiert wurde.

Es gibt ein gutes Mittel, um sich vor der Gewalt solcher Schulmeinungen, denen sich
der einzelne, besonders als junger Mensch, schwerlich entziehen kann, zu schiitzen, und das
mir einst der Leipziger Physiologe Ludwig empfahl: man entferne sich 600 km von ihrem
Heimatsorte und sehe sich von dort die Verhéltnisse an; gewifl wird man {iber das Wegfallen
mancher bereits fiir selbstverstindlich gehaltener Ansichten erstaunt sein.

Es ist kein Zweifel, dafl die folgende Entwicklung, wie sie die personlichen Verdienste
vielfach an ihren rechten Platz hat riicken lassen, so auch den sachlichen Kampf entschieden
hat, indem sie der analytischen Geometrie nach allen Richtungen das Ubergewicht sicherte.
Ich erinnere nur an die Beziehungen der Lehre der algebraischen Kurven zur héheren Funk-
tionentheorie, an die Beziehung zur Mengenlehre, an den Ausbau der Differentialgeometrie,
wo iiberall die ,synthetische“ Richtung nicht mitgekommen ist. Im {ibrigen halte ich an
der These fest, die Jacobi 1831 bei seiner Disputation zum Eintritt in die Konigsberger
Fakultat aufstellte: ,,Principium methodi geometricae et analyticae idem est“.

Nach der Zeit des Erscheinens ihrer ersten grofieren Werke ordne ich die drei grofien
Geometer in der Reihenfolge: MOEBIUS, PLUCKER, STEINER.

Moebius

AucusT FERDINAND MOEBIUS war wie Gaufl und viele andere, denen die Mathematik
in jener Zeit Forderung verdankt, urspriinglich Astronom. Die astronomische Stellung gab
jenen Forschern die gesicherte Existenz, welche die Voraussetzung ihres mathematischen
Schaffens war. Auch Hamilton wére hier zu nennen. Moebius war in der Tat wéihrend des
grofften Abschnittes seines stillen Lebens astronomischer Direktor auf der Pleilenburg in
Leipzig. Hier hat er ruhig seine Gedanken reifen lassen, um sie dann in vollendeter Klarheit
vorzutragen, um nichts anderes bemiiht, als um die Ausgestaltung der Ideen, die sich sei-
ner geometrischen Erfindungsgabe beim Studium der verschiedenen an ihn herantretenden
Gebiete aufdrangten.

Er wurde am 17. November 1790 geboren in der Fiirstenschule zu Schulpforta. Wenn
man den schlichten, stillen Mann vor Augen hat, muf} es einen einigermaflen in Erstaunen
setzen, dafl sein Vater an der besagten Schule den Beruf eines Tanzlehrers ausiibte. Um
die Verschiedenheit der Generationen vollends vor Augen zu fiihren, erwéhne ich, dafl ein
Sohn des Mathematikers der bekannte Neurologe ist, der Verfasser des vielbesprochenen
Buches ,,Vom physiologischen Schwachsinn des Weibes*.

Moebius verbrachte 181314 eine langere Lehrzeit bei Gauf, der ihn aber, wie auch
andere Schiiler, wesentlich zu astronomischen Beobachtungen und Rechnungen anleitete.
Damit sicherte er ihm zwar die spéitere Anstellung, traf aber nicht den Kern seiner Bega-
bung, die sich erst an dem Studium der franzosischen Geometer entwickelte. Seit 1816 war
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Moebius erst Observator, dann Direktor auf der Pleilenburg, spéter auch Professor der
Mathematik an der Universitét. In diesen Stellungen blieb er bis zu seinem Tode (1868.)

Seine Werke wurden gesammelt herausgegeben seitens der Konigl. sidchsischen Gesell-
schaft der Wissenschaft in vier Banden, 1885-87. Am Schlusse des vierten Bandes findet
sich eine Besprechung des Nachlasses, aus welcher die ganze Genesis von Moebius’ wis-
senschaftlichen Gedanken klar wird. Mehr persoénliche Ziige finden sich in der Schrift von
Bruhns: Die Astronomen der Pleiflenburg.

Unter den Werken von Moebius steht zeitlich und inhaltlich als sein Fundamentalwerk
«Der barycentrische Calcul" von 1827 voran, eine wahre Fundgrube neuer Ideen in
wunderbar abgeklédrter Darstellung.

Der Name ist abgeleitet von der Grundidee des Buches, den Begriff des Schwerpunktes
geometrisch zu verwerten. Um in der Ebene zu bleiben: als Koordinaten eines Punktes P
werden diejenigen Gewichte p1, po, ps gewihlt, die man in die Ecken eines bestimmten fe-
sten Dreiecks legen muf3, um den Schwerpunkt nach P fallen zu lassen. Es ist dies das erste
Beispiel homogener Koordinaten, d. h. solcher, die ihr Objekt allein durch ihr Verh#ltnis
bestimmen (Ap1, Ap2, Ap3 geben denselben Schwerpunkt). Indes sind es noch nicht die ho-
mogenen Koordinaten allgemeinster Art, wie sie durch Pliicker eingefiihrt wurden. Es ist
dazu noch eine kleine Erweiterung notig, die gewonnen wird, wenn man jede der Koordi-
naten mit einem willkiirlichen Faktor A1, Ao, A3 versieht, also etwa die Vorstellung einfiihrt,
dafl die in den drei Eckpunkten lagernden Gewichte mit verschiedenem Mafle gemessen
werden. Die Gleichung der Ponceletschen unendlich fernen Geraden, die auch bei Moebius
schon eine handgreifliche Realitdt bekommt durch die Darstellung p; + p2 + ps = 0, lautet
dann A1p; + Aeps + Agps = 0, und es ermoglicht sich, durch Grenziibergang, den Fall des
Parallel-Koordinatensystems als Spezialfall unter dem allgemeinen Fall der Dreieckskoor-
dinaten zu begreifen, ein Gedanke, der Moebius noch ganz fern lag.

Ist nun dies neue Koordinatensystem schon viel schmiegsamer als das tibliche, weil es
sechs wéhlbare Konstanten besitzt (das Pliickersche hat acht), so gewinnt es doch erst
dadurch seinen Wert, dafl Moebius nun mit seiner Hilfe eine ganze Reihe neuer Gedan-
kenginge herausstellt.

1. Moebius benutzt als erster ganz konsequent das Prinzip der Vorzeichen in der Geo-
metrie, und zwar nicht nur beim Messen von Strecken, sondern auch von Fldchen- und
Rauminhalten, bei deren Ausmessung er einen ,,,Umlaufungssinn®“ unterscheidet.

2. Indem die Koordinaten p1, p2, p3, p4 eines Punktes im Raum rationalen Funktionen
von Parametern gleich gesetzt werden, gelingt Moebius eine neue Darstellung der Kurven
und Fléchen, die zu einer ganz anderen Anordnung der Gebilde fiihrt als {iblich war. Hierbei
entdeckt Moebius die Raumkurve dritter Ordnung.

3. Moebius fafit klar den Gedanken einer Punkt fiir Punkt sich entsprechenden Be-
ziehung von zwei RAumen und schafft damit den Begriff der einfachsten, systematisch
abgestuften ,, Verwandtschaften*: Gleichheit, von uns jetzt gewohnlich Kongruenz genannt,
Ahnlichkeit, Affinitéit (eine von Euler stammende Bezeichnung), Kollineation, mit welch
letzterem Ausdruck er die allgemeinste Verwandtschaft bezeichnet, welche gerade Linien
in gerade Linien iiberfithrt!.

4. Mit dieser Klassifizierung verbindet er nun sogleich die Idee, nach den Ausdriicken
oder Gebilden zu fragen, die bei irgend einer dieser Verwandtschaften ungeédndert blei-
ben. Hier wird zum ersten Mal eine ausfiihrliche Theorie des Doppelverhéltnisses von vier
Punkten auf einer geraden Linie gegeben, wie es nun erst nach Einfithrung der Vorzeichen
moglich war.

5. Die Herstellung der Kollineation gelingt ihm ohne jede metrische Bestimmung allein

"Wenn auch Moebius noch nicht den modern formulierten Gruppenbegriff besitzt, so bietet doch der
Begriff der ,, Verwandtschaft“ ein Aquivalent; Moebius wird dadurch genau zu einem Vorldufer des ,,Erlanger
Programms*.
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durch die Annahme von vier sich entsprechenden Punkten in den aufeinander zu bezie-
henden Ebenen (fiinf im Raum) und ihre entsprechende Verkniipfung durch Geraden. An
dieses sog. ,,Moebiussche Netz“ hat VON STAUDT spéter die Grundlage seiner synthetischen
Entwicklung angekniipft.

Diese Stichproben mogen die aulerordentliche Bedeutung des Buches erweisen. Trotz
seines Ideenreichtums ist es erst sehr langsam zu der ihm zustehenden Wirkung gekom-
men, teils weil viele neue, besonders geartete termini das Eindringen erschwerten, teils weil
Moebius’ bescheidene Art ihm nicht den nétigen Nachdruck zu geben wufite. Nicht anders
ging es mit seinem zweiten hochbedeutenden Werk, dem Lehrbuch der Statik, das 1837
in zwei Bénden erschien (Wiederabdruck Werke Bd. 3, S. 1 ff. bzw. S. 272ff.).

Es enthélt eine geometrische Entwicklung der vielen Beziehungen, die beim Zusammen-
wirken von Kréften an starren Kérpern oder auch Korperketten statthaben, und bildet eine
Weiterfithrung der Betrachtungen, die Poinsot von 1804 an in seinem bekannten Lehrbuch
»,Eléments de statique“ verfolgt hat, indem er neben die Einzelkraft das ,Kréaftepaar®
stellte. Dem Buch gehen einige einzelne Arbeiten (Crelle, Bd. 10, 1833 = Ges. Werke, Bd.
1, S. 489 ff.) voran, in denen Moebius den Begriff des , Nullsystems* ausgestaltet, d. h.
des Inbegriffs von Geraden im Raume, um welche ein gegebenes Kriftepaar das Moment
Null hat. Durch die sich hier ergebenden dualistischen Beziehungen der ,,Null-Punkte“ und
»,Null-Ebenen“ gelangte Moebius zu sehr schénen Theoremen; so entdeckte er z. B. dafl
Tetraeder einander zugleich eingeschrieben und umgeschrieben sein kénnen.

Die einzelnen, hervorragend schéonen Entdeckungen, durch die Moebius’ Schaffen auf
allen Gebieten ausgezeichnet ist, charakterisieren nun auch die vielen Einzelaufséitze, die er
bis ins hohe Alter hinauf in den Berichten der Konigl. séchsischen Gesellschaft veroffent-
lichte; Moebius ,, Gesammelte Werke“ umfassen vier Binde. Als Mann von 68 Jahren gelang
ihm noch eine kapitale Entdeckung, die dann freilich, als Preisarbeit 1861 nach Paris ge-
sandt, unter den Papieren der Akademie schlummerte, bis Moebius sie 1865 bekanntgab:
von den einseitigen Flichen und Polyedern, fiir die das ,, Kantengesetz“ nicht gilt und die
keinen definierbaren Inhalt haben?. Das ,Moebiussche Band", fiir dessen Anstrich man
doppelt soviel Farbe braucht, als man zunéchst vermutet (diese Veranschaulichung steht
bereits bei Moebius), ist ja jetzt hinlénglich bekannt. Merkwiirdigerweise wurde es im sel-
ben Jahr 1858 auch von LISTING entdeckt und 1862 im ,,Zensus rdumlicher Komplexe*
bekanntgegeben — wieder ein Beispiel fiir den zwangldufigen Charakter der Entwicklung
der Wissenschaft.

In Moebius begegnet uns ein seltenes Beispiel spét reifender Genialitidt — der bary-
centrische Calcul ist mit 37 Jahren geschrieben —, gesegnet mit einer, bis ins hohe Alter
anhaltenden, ungebrochenen Produktivitdt. Wenn man der Ostwaldschen Einteilung der
Mathematiker in Romantiker und Klassiker folgen soll, so mufi man Moebius als den typi-
schen Vertreter der zweiten Gruppe ansprechen.

Pliicker

Mit JuLius PLUCKER treten wir nun schon in die Periode ein, der wir selber durch viele
Beziehungen verbunden sind. Ich selbst verehre in ihm meinen Lehrer, dessen physikalischer
Assistent ich von 1866 bis 1868 gewesen bin, und dem ich auch durch Heimatsbeziehungen
nahe stehe.

Pliicker war eine viel weltlaufigere Erscheinung als Moebius; er pflegte besonders leb-
hafte Beziehungen zu Frankreich und England, wihrend sich das Verhéltnis zu Berlin,
wie schon angedeutet, unfreundlich gestaltete. Pliicker bildet einen ungewdhnlichen Ent-
wicklungstypus. Vom fiinfunddreifligsten Lebensjahr ab vereinigte er die mathematische
und physikalische Professur in Bonn und wurde durch diese Umsténde allméhlich seiner

2Uber die Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders, Werke, Bd. 2, S. 472 fF.
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bisherigen mathematischen Arbeit entzogen, um sich ganz experimentalphysikalischen For-
schungen hinzugeben. Erst gegen Ende seines Lebens kehrte er zur Geometrie zuriick, ein
Umstand, der fiir meine eigene Entwicklung (Herausgabe der Pliickerschen Werke) ent-
scheidend wurde.

Die Familie Pliickers, der niederrheinischen Industrie angehorig, war in der Zeit der Re-
ligionswirren aus Aachen verbannt und nach Elberfeld iibergesiedelt. Hier wurde Pliicker
am 16. August 1801 geboren. Er besuchte das Diisseldorfer Gymnasium, studierte in Bonn
und Paris 1823/24 und habilitierte sich 1825 in Bonn, wo er 1828 auflerordentlicher Pro-
fessor wurde. 1832-34 war er auflerordentlicher Professor in Berlin, zugleich am Friedrich-
Wilhelm-Gymnasium tétig. Auch auf ihn fiel voriibergehend die Wahl zum zukiinftigen
Direktor des geplanten polytechnischen Instituts, das damals freilich schon als Ober-
lehrerbildungsanstalt gedacht war. Aus Pliickers Berliner Zeit her schreibt sich wohl die
Verschirfung des Konflikts mit dem Jacobi-Steinerschen Kreis. Steiner selbst kam 1835 als
Extraordinarius an die Berliner Universitét, als Pliicker bereits seit einem Jahr Ordinarius
in Halle war. 1836 wurde er nach Bonn berufen, wo durch von Miinchows Tod drei Pro-
fessuren: Mathematik, Physik und Astronomie verwaist waren. Die letztere fiel Argelander
zu, die beiden anderen hatte Pliicker bis zu seinem Tode (22. Mai 1868) inne.

Physik

Bei der Besprechung von Pliickers Werken mdochte ich zunéchst auf seine physikalischen
Leistungen eingehen wegen der personlichen Beziehungen, die uns Gottinger damit verbin-
den. Pliickers physikalische Abhandlungen sind zusammengefafit im zweiten Band der von
der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften gesammelten Abhandlungen, versehen mit
einer Vorrede von Riecke.

Obwohl von der Mathematik ausgehend, war Pliicker nichts weniger als ein mathema-
tischer Physiker. Thn reizte vielmehr die rein experimentelle Forschung, mit der er, dem
Beispiel Faradays folgend, am liebsten in ganz unbekanntes Gebiet eindrang. So gelangen
ihm eine ganze Reihe von Entdeckungen. 1847 bemerkte er die Erscheinung des Kristall-
magnetismus an einer zwischen den Polen eines Elektromagneten aufgehidngten Turmalin-
platte, die sich, je nach ihrer Aufhingung axial oder transversal einstellt?. Von 1857 an
beobachtete er die Einwirkung des Magneten auf die elektrische Entladung in verdiinnten
Gasen, insbesondere auf die positive Entladung und das negative Glimmlicht; bei diesen
Beobachtungen gelangte er bis dicht an die Erkenntnis der Kathodenstrahlen heran, die
dann sein Schiiler HITTORF vollendete. Auch das Ausziehen der Geillerschen Réhren zu
Kapillaren und die dadurch ermoglichten ersten Beobachtungen der Entladungsspektra
wurden 1857 (Bd. 2, S. 502) von Pliicker ausgefiihrt. Er erkannte die Spektra als Attribute
der Gase und beobachtete insbesondere die drei ersten Wasserstofflinien. 1864 erreichte
er mit Hittorf (Bd. 2, S. 665 ff.) viel genauere Ergebnisse und entdeckte insbesondere die
durch die Natur der elektrischen Entladung bedingten Doppelspektra (Linien resp. Ban-
denspektra). Die abschlieenden Arbeiten iiber diese Dinge finden sich sdmtlich in den
Philosophical Transactions. Aber auch diese Dinge fanden in Deutschland, gehemmt durch
den Berliner Einfluf}; keine Anerkennung. In Heidelberg begannen KIRCHHOFF und BUN-
SEN 1858 mit der Spektralanalyse, beobachteten aber zunéchst nur die einfachen Spektra
der Metalldampfe. Eine verschiedene Natur des Spektrums ein und desselben Gases bei
verschiedenen Bedingungen des Leuchtens ist ihnen nicht entgegengetreten. Beildufig ge-
denke ich der Ablehnung, welche Hittorf noch spéter, als er seine groBartigen Entdeckungen
betreffend die Kathodenstrahlen den Berliner Physikern Magnus, Poggendorff u. a. vorfiihr-

3Diese Untersuchungen sind zu einem gewissen Abschlu gebracht in dem Buche von A. BEER: Ein-
leitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und die Elektrodynamik, Braunschweig 1865,
herausgegeben von Pliicker.
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te, in Berlin erfuhr. Die Gegensétze, welche wir hiermit beriihren, reichen ziemlich bis zur
Gegenwart heran.

Geometrie

Ich komme nun zur Fortfiihrung unseres eigentlichen Gegenstandes, indem ich mich
Pliickers geometrischen Arbeiten zuwende. Fiinf grofle selbsténdige Publikationen verdan-
ken wir ihm aufler den in Bd. 1 der gesammelten Abhandlungen abgedruckten Arbeiten:

1. Analytisch-geometrische Entwicklungen, Bd. 1 u. 2. 1828, 1831.
2. System der analytischen Geometrie (der Ebene). 1834.

3. Theorie der algebraischen Kurven. 1839.

4. System der analytischen Geometrie des Raumes. 1846.

5. Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als
Raumelement. 1868, 1869 (Teil II posthum von mir herausgegeben).

Uber das letzte Werk, das Pliickers zweiter geometrischer Periode entstammt, werde ich erst
im spéteren Verlauf dieser Vortriige sprechen. Als einen bemerkenswerten Zug aber mdchte
ich anfithren, daf§ der Wiederbeginn von Pliickers geometrischen Arbeiten mit Steiners
Todesjahr 1863 zusammentfillt. Ob hier ein Zusammenhang vorliegt, kann natiirlich nicht
entschieden werden.

Pliickers Ziel in der Geometrie und seine Leistung ist der Neuaufbau der analytischen
Geometrie. Er verfolgte dabei eine aus der Mongeschen Tradition weitergebildete Methode:
das vollige Zusammenwachsen von Konstruktion und analytischer Formel. In der Vorrede
seines ersten Werkes, S. IX, sagt er: ,Ich mochte mich zu der Ansicht bekennen, daf} die
Analysis eine Wissenschaft ist, die, unabhéingig von jeder Anwendung, selbstéindig fiir sich
allein dasteht, und die Geometrie, so wie von einer anderen Seite die Mechanik, blof} als
bildliche Deutung gewisser Beziehungen aus dem grofien, erhabenen Ganzen erscheint.“ In
diesen Worten klingen deutlich Auffassungen von Monge nach, die wir in anderer Form bei
Gauf} kennen lernten.

In der Pliickerschen Geometrie wird die blofle Kombination von Gleichungen in geo-
metrische Auffassung iibersetzt und riickwérts durch letztere die analytische Operation
geleitet. Rechnung wird nach Moglichkeit vermieden, dabei aber eine bis zur Virtuositét
gesteigerte Beweglichkeit der inneren Anschauung, der geometrischen Ausdeutung vorlie-
gender analytischer Gleichungen ausgebildet und in reichem Mafle verwendet.

Zum Pascalschen Satz Als Beispiel fiir die Pliickersche Denkweise gebe ich seinen
Beweis des Pascalschen Satzes.

Es handelt sich um zwei Tripel von Geraden p, ¢, und
p',q',r’, von deren neun Schnittpunkten sechs auf einem
Kegelschnitt liegen (vgl. Fig. 5). Es wird behauptet, daf
die iibrigen drei auf einer geraden Linie liegen. Wir betrach-
ten p,q,r,p’,q,r" als lineare Ausdriicke, deren Nullsetzung
die Gleichungen der sechs in Frage kommenden Geraden
ergeben. Dann ist die Kombination pgr — up'q’r’ = 0 die
Gleichung eines Biischels von Kurven dritter Ordnung, die
samtlich durch die neun Schnittpunkte der beiden Gera-
dentripel gehen. Da nun von den neun Punkten sechs auf
dem Kegelschnitt liegen und in dem g noch eine Konstante
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zu freier Verfiigung steht, so kann ich durch geeignete Wahl von p eine Kurve herausgreifen,
die noch einen siebenten Punkt mit dem Kegelschnitt gemein hat. Eine C3 und eine C5 ha-
ben aber im allgemeinen nur sechs Schnittpunkte. Besitzt die Gleichung sechsten Grades,
die ihren Schnitt bedingt, mehr als sechs Wurzeln, so ist sie identisch Null. Folglich muf} die
Cs5 zerfallen in den Kegelschnitt selbst und einen linearen Restbestandteil, der notwendig
die drei anderen Schnittpunkte der beiden Geradentripel enthalten muf. Also liegen diese
drei Punkte auf einer Geraden.

Dieser Beweis, der bei einiger Ubung so einleuchtet, daf er sogar noch kiirzer gefafit
werden konnte, zeigt gleich noch zwei andere Pliickersche, sehr wertvolle Eigenheiten. Das
eine ist die ,,abgekiirzte Bezeichnungsweise“, die sich mit der Benennung einer Gleichung
begniigt, ohne sie explizite hinzuschreiben; das zweite ist der von Pliicker bei jeder Ge-
legenheit verwendete unbestimmte Koeffizient, ,,das Pliickersche u“. Dies p findet sich hie
und da auch schon in Gergonnes Annalen. (Auch Steiner war es bekannt, aber nur von Ja-
cobis Seite, weshalb er das p als ,,,Judenkoeffizienten® bezeichnete.) Aber erst bei Pliicker
wurde es zu einem wesentlichen Werkzeug, das ihm grofle Hilfe leistete in seiner Kunst,
,,,in den Gleichungen zu lesen“.

Dreieckskoordinaten, beliebiges Raumelement

Zu der charakterisierten, allgemeinen Methode Pliickers treten nun die Fortschritte im ein-
zelnen. Von der Einfithrung der allgemeinsten homogenen Dreieckskoordinaten und
ihrem Vorzug wurde bereits gesprochen — sie werden im ,,System* 1834 definiert als die
mit willkiirlichen Konstanten multiplizierten Abstéinde des Punktes P von den Dreiecks-
seiten; in Crelle, Bd. 5, 1830, sind noch die Absténde selbst als Koordinaten eingefiihrt,
wodurch eine dhnliche Beschrankung resultiert wie bei Moebius. Durch diese Einfithrung
werden nun sdmtliche Gleichungen der geometrischen Gebilde homogen, was infolge des Eu-
lerschen Theorems {iber homogene Funktionen sehr elegante Darstellungen erméglicht, die
von Pliicker in der weitestgehenden Weise ausgebildet werden. Insbesondere die Tangenten-
und Polarenlehre erfahrt eine vollige Umbildung, Wenn f = 0 einen Kegelschnitt bedeutet,
der den Punkt z,y, z enthélt, so stellt ndmlich die Gleichung
je nach Auffassung der 2/,v/,2’ oder der z,y,z als laufende Koordinaten, entweder die
Tangente der Kurve f = 0 in dem festen Punkte z,y, z dar, oder die Polare des festen
Punktes 2/, %/, 2’ in Bezug auf die Kurve f = 0. Der Wechsel dieser Auffassung wird bis zur
Virtuositéit ausgebildet und zu eleganten Beweisen aller Arten von Theoremen verwendet.
Durch die homogenen Koordinaten gelingt nun auch eine glinzende analytische Reali-
sierung der kiihnen Ponceletschen Konzeptionen der unendlich fernen Geraden, der Kreis-
punkte usw. Die Kreisgleichung (z — a)? + (y — b)? = r? geht durch Einfithrung von

T = ﬂ, Yy = T2 iiber in (z1 — ax3)? 4 (x2 — bag)? = r2a2.
T3 T3
Die Gleichung der unendlich fernen Geraden xs = 0 ergibt nun in der Tat fiir jeden be-
liebigen Kreis das Durchschnittsgebilde 22 + 23 = 0, d. h. das Punktepaar, das durch die
Koordinaten x1 : x9 : 23 =1:+i: 0und =1 : 2 : x3 = 1 : —¢ : 0 gegeben ist; das sind aber
gerade die sog. Kreispunkte.

Nicht minder wichtig als die Einfiihrung der homogenen Koordinaten ist folgende neue
Gedankenwendung. Die Gleichung der Geraden uixi + usxs + uzzrs = 0 ist in den Koeffizi-
enten u und den Koordinaten x vollig symmetrisch. Pliicker fa3t nun die u als veréinderliche
Groflen auf, deren jedes System eine Gerade durch den festgehaltenen Punkt 1, x9, z3 be-
zeichnet. Er nennt die w1, w2, us ,Linienkoordinaten"; in ihnen driickt die obenstehende
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Gleichung das durch den Punkt gehende Strahlbiischel, d. h. diesen Punkt selber aus. So
gut wie ich die lineare Relation als Gleichung einer Geraden in Punktkoordinaten auffassen
kann, so berechtigt bin ich auch, die Gleichung eines Punktes in Linienkoordinaten in ihr
zu sehen.

Mit diesem Gedanken des beliebigen ,Raumelements", das zum Ausgangspunkt der
Geometrie gewahlt werden kann, ist nun eine vollige Kldrung des Poncelet-Gergonneschen
Prinzips der Dualitdt gegeben: Weil die Gleichung fiir die vereinigte Lage von Punkt und
Gerade (im Raume von Punkt und Ebene) in den zweierlei Elementen symmetrisch ist,
kann man in allen Sétzen, die auf bloffle Verkniipfung der beiden Elemente begriindet sind,
die beiden Worte vertauschen!

Dies sind die wesentlich neuen Gedanken, die Pliicker in das vielbebaute Gebiet der
Geometrie der linearen und quadratischen Gebilde hineintrug. Dariiber hinaus ergreift er
nun ganz neue Objekte der Untersuchung. Wiahrend die franzosischen Geometer sich auf
das angegebene Gebiet meist beschrinkt hatten, Poncelet bei den ersten weitergehenden
Versuchen auf Schwierigkeiten geraten war, gelingt nun Pliicker der erste erfolgreiche Vor-
stof} auf die allgemeine Theorie der algebraischen Kurven der Ebene.

Pliickersche Formeln

Als Hauptleistung mochte ich hier die ,Pliickerschen Formeln' nennen, welche die Ord-
nung einer Kurve n (Grad der Gleichung in Punktkoordinaten) mit der Klasse k£ (Grad
der Gleichung in Linienkoordinaten) und den einfachen (sog. notwendigen) Singularititen
verkniipfen?. Sie finden sich am Schluf des ,,Systems“ von 1834. Zunichst fand Pliicker die
Beziehung k = n(n —1) — 2d — 3r, wo d die Anzahl der Doppelpunkte, r die der Riickkehr-
punkte der Kurve bezeichnet. Diese Gleichung liefl sich nicht ohne weiteres, etwa durch
Vertauschung von n und k dualisieren. Dem Prinzip der Dualitidt wurde erst Geniige getan
durch die Entdeckung und Einfithrung der sog. ,,Liniensingularitéiten®. Den Doppelpunkten
d entsprechen dualistisch die Doppeltangenten ¢, den Riickkehrpunkten r die oskulieren-
den; d. h. die Kurve durchdringenden Wendetangenten w, deren Beriihrungspunkte man als
Wendepunkte bezeichnet. Fiir die Anzahl dieser Wendepunkte fand Pliicker die Beziehung
w = 3n(n — 2), die sich im Falle des Auftretens von Punktsingularitéten in

w = 3n(n —2) —6d —8r

verwandelt. Damit ist nun das Material gewonnen, aus dem durch Dualisieren das volle
Formelnsystem der Singularitéiten hervorgeht:

k=n(n—1)—2d—3r, n=k(k—-1)—2t— 3w,

w=3n(n—2)—6d—8r, r=3kk—2)—06t—8uw.

Im Falle n = 3,d = 0,7 = 0 ergibt sich w = 9. Bis dahin waren nur drei Wendepunkte
der allgemeinen Kurve dritter Ordnung C3 bekannt gewesen, und Pliicker beweist, dafl
sechs von den neun immer imaginér sein miissen. Es war nun schon im 18. Jahrhundert
von Maclaurin bewiesen, dafl die drei reellen Wendepunkte der C3 auf einer Geraden, der
,, Wendelinie“, liegen. Da die reellen Wendepunkte keine ausgezeichnete Eigenschaft vor den
iibrigen besitzen im Sinne der allgemeinen Lagengeometrie, mufl dieser Satz auch fiir jedes
andere Tripel von Wendepunkten gelten. Der Beweis 148t sich, ganz &hnlich wie oben der
des Pascalschen Satzes, durch abgekiirzte Bezeichnung fithren. Die C3 besitzt folglich zwolf
Wendelinien, deren einfachstes Schema spéter von Hesse gegeben wurde. Dies Beispiel moge
zeigen, welche Bereicherung die Geometrie der Kurven durch Pliickers Entdeckung erfuhr.

“Poncelet hatte sich nicht erkliren kénnen, warum man nicht die Beziehung k = n(n—1) in n = k(k—1)
dualisieren durfte (,,Ponceletsches Paradoxon®).
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S. VI des ,,Systems® von 1834 duflert er sich selbst: ,,Es ist ein neuer Flug der Anschauung
notig, um das zu ergreifen, was in allen Féllen imaginir ist und imaginér bleibt.“

Daf} die Trainierung der Anschauung notig sei, um in dieser neuen Geometrie sicher zu
gehen, zeigt Pliickers Beispiel selbst, der sich bei der Anordnung der 28 Doppeltangenten
der allgemeinen Cy in Irrtiimer verstrickte (Algebraische Kurven, 1839). Aus der Zahl der
willkiirlichen Konstanten der allgemeinen Cy schliefit er — auch eine spezifische Pliickersche
SchluBweise — mit Recht, daf ihre Gleichung sich in die Form 9?2 — upgrs = 0 setzen laft,
wo ) = 0 einen Kegelschnitt, p = 0,¢ = 0,7 = 0,s = 0 Geraden bedeuten, die dann
Doppertangenten der Cy sind. Aber irrtiimlicherweise leitet er hieraus den Satz ab, daf die
Beriihrungspunkte von je vier Doppeltangenten auf einem Kegelschnitt ldgen, wihrend die
Behauptung nur fiir eine bestimmte Auswahl und Zusammenstellung von vier Tangenten
richtig ist. Die p, ¢, r, s sind ndmlich nicht alle vier frei wihlbar, sondern nach Auswahl von
zweien sind die beiden anderen auf fiinffache Weise bestimmt. (Dieser Fehler wurde spéter
von Steiner nachgewiesen.)

Nach einer Seite freilich lassen die Pliickerschen Formeln trotz ihrer grofien Lei-
stungsfihigkeit noch Probleme offen; sie liefern nichts zur Trennung des Reellen und Ima-
gindren. Wenn auch dem abstrakten Denken diese Fragen jahrzehntelang gleichgiiltig wa-
ren, so haben sie doch das grofite Interesse fiir den, der die wahre geometrische Gestalt
des Gebildes zu erforschen sucht, und es ist entschieden als ein Auswuchs der modernen
Geometrie zu betrachten, wenn das Gewicht dieser Frage iiberhaupt geleugnet wird. Diese
Probleme des Verhaltens geometrischer Gebilde nach Seite ihrer Realitédt liegen im all-
gemeinen sehr tief und fordern weit in die algebraische Natur der Gleichung eindringende
Forschungen. Um so lieber nenne ich hier eine 1876 von mir gefundene Formel (Math. Ann.
Bd. 10 = ges. Abh. Bd. 2, S. 78ff.), die allein mit den Pliicker zu Gebote stehenden Mitteln
auf elementarem Wege abzuleiten ist, und seine Formeln nach dieser Seite wenigstens zu
einem gewissen Teil erginzt. Bezeichnet w’ die Zahl der reellen Wendepunkte, ¢’ die der
reellen isolierten Doppeltangenten, 7’ und d” entsprechend die der reellen Riickkehrpunkte
und reellen isolierten Doppelpunkte, so ist

n+w +2t" =k+r" +2d".

Durch diese Formel ist z. B. die Frage nach der Realitit der Wendepunkte der Cs erledigt.
Aus

34w +0=64+04+0

ergibt sich w’ = 3. Der Satz von der Realitéit der Wendepunkte der Cj5 tritt also aus seiner
isolierten Stellung heraus.

Daf§ Pliicker diese Formel, die auf seinem Wege lag, nicht gekannt hat, ist um so be-
dauerlicher, als sie bei seinem groflen Interesse an der wahren geometrischen Gestalt der
Kurven ihm gewifl willkommen gewesen wére. Pliicker war bei all seinen Leistungen zum
Ausbau der projektiven Geometrie kein Projektiviker im eigentlichen Sinne. Im Stile der
alten Geometer des 18. Jahrhunderts haftete er am Konkreten, richtete sein Augenmerk
auf das Verhalten der Kurve im Unendlichen, widmete z. B. ausfiihrliche Untersuchungen
der Frage nach den Asymptoten usw., alles Dinge, deren Bedeutung vom rein projektiven
Standpunkt aus verschwindet. Die konsequente Durchbildung des projektiven Denkens und
damit die Ausgestaltung der Invariantentheorie blieb einer spéteren Generation vorbehal-
ten.

Steiner

Ehe wir auf sie niher eingehen, haben wir uns nun mit dem Neubegriinder der synthetischen
Geometrie in Deutschland zu beschéftigen, mit JACOB STEINER.
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Steiner, der Schweizer Bauernsohn, der bis zum 19. Jahr den Acker pfliigte und sich
dann, von seiner groflen Sehnsucht nach dem Lehrerberuf getrieben, der Pestalozzischen
Ausbildung widmete, ist, soviel ich weif3, das einzige Beispiel in unserer Wissenschaft fiir
eine Heranbildung mathematischer Fihigkeiten erst im reifen Mannesalter, die trotzdem
noch bis zur Meisterschaft fithrt; einzigartig diirfte er auch dastehen als ein fithrender Geist
und bedeutender Universitéitslehrer, der aus der methodischen Zucht des Volksschulbetrie-
bes hervorgegangen ist.

Steiner wurde am 18. Mérz 1796 in Utzendorf bei Solothurn geboren. Als Bauer aufge-
wachsen, trat er 1815 zunéchst zur eigenen Weiterbildung, spéter als Lehrer in das padago-
gische Institut ein, das Pestalozzi zu Iferten gegriindet hatte, um seine reformatorischen
Ideen auf dem Gebiet der Erziehungskunst in die Praxis umzusetzen. So schépferisch und
belebend auch Pestalozzis Ideen waren, wie ja ihre Nachwirkung nach vielen Seiten beweist,
so fehlte es ihm offenbar selbst doch an Geschick, ihnen durch die Tat zum Durchbruch
zu verhelfen. Sein Unternehmen in Iferten scheiterte, vor allem an finanziellen Schwie-
rigkeiten. Steiner, den es michtig nach wissenschaftlicher Weiterbildung verlangte, verlief3
ihn 1818, um bis 1821 in Heidelberg, kiimmerlich durch Privatstunden seinen Unterhalt
verdienend, sich vor allem durch eigene Studien der franzosischen Geometrie weiter zu
entwickeln. Dennoch verhalf ihm seine frithere Lehrertéitigkeit zuerst vorwérts. In Berliner
ministerialen Kreisen war ndmlich ein Interesse an der Pestalozzischen Methode lebendig,
und so wurde Steiner nach Berlin gezogen, wo er zunéchst verschiedene Lehrerstellungen
inne hatte. Der Zutritt zum Hause Wilhelm von Humboldts, des fritheren Ministers, des-
sen Sohn er unterrichtete, verhalf ihm zum Anstieg. 1834 wurde, als letzter Auslaufer der
Bestrebungen nach Griindung einer polytechnischen Schule, ein Extraordinariat an der
Berliner Universitét fiir ihn errichtet; zugleich wurde er Mitglied der Akademie. Er starb
am 1. April 1863.

Es mag auffallen, daf§ Steiner ein Ordinariat in Berlin versagt geblieben ist. Offenbar
hielt man dafiir, dafl es ihm fiir eine solche Stellung an der gesellschaftlichen Befihigung
mangele. Und in der Tat wiirde Steiner sich in die offiziellen Kreise auf eine seltsame Weise
eingefiigt haben, zumal in spéteren Jahren, als der alternde Mann, mit Gott und der Welt
zerfallen, seinen Argumenten im Gesprich héufig durch eine nicht leicht zu iibertreffende,
urwiichsige Grobheit Nachdruck zu verleihen pflegte. Uber seine Persénlichkeit und seine
Entwicklung finden sich viele interessante Notizen in der Schrift seines Neffen C. F. Geiser:
Zur Erinnerung an Jacob Steiner (Verhandlungen der Schweizerischen naturforschenden
Gesellschaft 1872-73, 56. Jahresversammlung. Schaffhausen 1873, S. 215ff.).

Nach allem, was Geiser iiber Steiners Entwicklung erzihlt, und nach der Art, wie sich
Steiners Gaben duflerten, miissen wir sein Talent, das von der anschauungsméfligen Erfas-
sung der Raumformen ausgeht, und eben darum die Analysis verschméht, als ein durch-
aus urspriingliches ansehen. Die Riickfiihrung seiner Anschauungskraft auf Pestalozzischen
Einflufl muf} jedem als unhaltbar erscheinen, der einmal das in diesem Zusammenhang oft
genannte Pestalozzische Buch ,,ABC der Anschauung* in der Hand gehabt hat. Das Buch
ist von einer inhaltlichen Armut, die einen wahrlich erschrecken und in dem Verfasser den
Begriinder der auf Anschauung gerichteten neuen Pidagogik nicht ahnen 1ift. Einzig und
allein die Zerlegung von Strecken in gleiche Teile, von Quadraten in gleiche Quadrate, wird
in immer neuer ansteigender Anzahl bis zum UberdruB geiibt. Welch sonderbare Vorstellun-
gen diese ersten Pidagogen, die doch wirklich eine neue, duflerst fruchtbare Idee lebendig
gemacht haben, von der Ausfithrung ihrer Pline hatten, geht auch aus dem Kommentar
hervor, den der grofle Philosoph und Pidagoge HERBART zu dem Pestalozzischen Werk ver-
fafite. Herbart entwirft fiir die Pflege der Anschauung eine Tafel mit lauter rechtwinkligen
Dreiecken verschiedener Gestalt und Grofle, durch deren stdndigen Anblick er eine lebhafte
Vorstellung der rechtwinkligen Dreiecksgestalt in seinen Zéglingen erwecken wollte; ja, zur
dauernden, unvergefilichen Einpriagung empfiehlt er, diese Tafel bereits neben der Wiege des
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Séduglings aufzuhingen! Um den richtigen Kern aus diesen piddagogischen Monstrositéiten
herauszuschélen und die Erziehungskunst in verniinftigere Bahnen zu lenken, bedurfte es
erst eines FROBEL. Er, und mit ihm HARNISCH, stellte die korperliche Gestalt, also das
Dreidimensionale, bei der Erziehung des Kindes voran. Bei beiden Padagogen macht sich
der eigene Bildungsgang, namlich das Ausgehen von Mineralogie und Kristallographie,
geltend.

Seine anschauliche Kraft hat also Steiner gewifl nicht aus dieser Quelle geschopft; aber
etwas anderes verdankte er fiir sein Leben der eigenartigen Ausbildung: die Kunst des
Unterrichtens. Die Pestalozzische Richtung pflegte das liebevolle, sorgfiltige Eingehen auf
den Standpunkt des Lernenden, zu dessen Forderung sie die sog. Sokratische Methode an-
wandte. Alle Erkenntnis soll von dem Schiiler selbst erarbeitet, entdeckt, produziert werden;
nur eine Anleitung fiir die einzuschlagende Richtung soll der Lehrer dem selbstdenkenden
Schiiler geben. Steiner verwendete aus diesem Prinzip, das er mit groffem Geschick und
Erfolg ausbaute, in seinen Vorlesungen keine Figuren; das lebendige Mitdenken des Hérers
sollte ein so deutliches Bild in seiner Vorstellung erzeugen, dafl er das sinnlich Angeschaute
entbehren konnte. (Noch weiter geht spéter, beim Unterricht seiner Seminarkandidaten in
Mors, Diesterweg, indem er beim Geometrieunterricht die Stube auch noch ausdriicklich
verfinsterte!)

Steiners Arbeiten sind als gesammelte Werke in zwei Bénden von der Berliner Akademie
herausgegeben (1880/82). Sie zerfallen in zwei recht scharf getrennte Gruppen.

Die erste umfafit die Periode von 1826 (Crelle, Bd. 1) bis etwa 1845. Sie enthilt die
eigentlich originalen Konzeptionen Steiners, freilich an relativ elementaren Gebilden durch-
gefiihrt.

Die zweite Periode enthélt Arbeiten iiber hohere algebraische Gebiete, oft nur Ankiindi-
gungen von Resultaten ohne Beweis. Leider geht aus dem von Graf 1896 herausgegebenen
Briefwechsel Steiners mit SCHLAFLI aus den Jahren 1848 bis 1856 mit Deutlichkeit hervor,
dafl Steiner sich hier in ausgiebiger Weise englischer (und anderer) Quellen bedient hat, die
er nicht zu kennen vorgab. Es ist die Tragik dieses an sich gewifl ungewohnlichen Mannes,
daB er nach einem selten ruhmvollen Aufstieg, von seiner Umgebung mit Verehrung und
Bewunderung iiberschiittet, das Schicksal der im Alter versiegenden Produktivitédt nicht
ertrug und, verbittert, wie er war, sich mit verzweifelten Mitteln dagegen wehrte, indem er
vor sich selbst und anderen den Glanz fritherer Tage zu erhalten suchte. Wieweit hier wirk-
liche Tauschung vorliegt, wieweit Steiner selbst das Opfer einer durch lebhaften Wunsch
getriibten Beurteilung der eigenen Erfindungskraft war, wer will das entscheiden?

Jedenfalls beschranken wir uns hier im Zusammenhang mit den Betrachtungen, die
uns z. Zt. beschiftigen, auf die fritheren Steinerschen Arbeiten. Das Hauptwerk ist
die ,Systematische Entwicklung der Abhidngigkeit geometrischer Gestalten von
einander", von dem aber statt der geplanten fiinf Teile nur der erste Teil, Berlin 1832,
erschienen ist.

Projektive Erzeugung

Der Plan eines rein synthetischen Aufbaues der Geometrie ruht auf der Grundidee der
projektiven Erzeugung. Ausgehend von der Projektivitiat der ,Grundgebilde“ — in der
Ebene: Gerade, Strahlbiischel, die Ebene selbst; im Raume: Gerade, ebenes Strahlbiischel,
Ebenenbiischel, Strahlbiindel und Ebenenbiindel, der Raum selbst — soll das Lehrgebdude
der Geometrie durch sukzessive Erzeugung hoherer Gebilde aufgefithrt werden. Die Grund-
gebilde werden projektiv aufeinander bezogen und die Erzeugnisse dieser Beziehungen als
die néchstwichtigen hoheren Gebilde untersucht.

Ausgefiihrt ist diese Untersuchung im vorliegenden Teil I nur fiir Kegelschnitte und ein-
schalige Hyperboloide, die als Durchschnitt der entsprechenden Ebenen zweier projektiver
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Ebenenbiischel erzeugt werden. Etwas weiter fithren die von Schréter 1867 herausgegebenen
Vorlesungen.

Das Neue und Wichtige an diesen Ausfithrungen liegt nach Seite der Systematik; stoff-
lich ist in ihnen nicht wesentlich Neues enthalten. Die Strenge der Durchfithrung des einmal
gefaliten Planes aber, die sich mit einer glinzenden Diktion verbindet, zwingt durch ihre
Finseitigkeit und Originalitdt den Leser in ihren Bann. Es kommt bei Steiner neben dem
Interesse der Forschung immer auch der Sinn fiir Darstellung und Unterricht zur Geltung.
Welchen Wert er selbst seinen Untersuchungen beilegte, geht aus der Vorrede hervor:

,Gegenwirtige Schrift hat versucht, den Organismus aufzudecken, durch welchen die
verschiedenartigen Erscheinungen in der Raumwelt mit einander verbunden sind ... Es tritt
Ordnung in das Chaos ein, und man sieht, wie alle Teile naturgeméf ineinandergreifen, und
verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen sich vereinigen.“

Die Mittel, mit denen Steiner dieses Ziel erreichen wollte, sind heute bekannt genug,
aber wir wissen auch, daf} sie nur einen Ausschnitt der Geometrie beherrschen, und dafl
andererseits Steiner selbst sie nicht bis zur vollkommenen Durchfithrung brachte.

Das ,,Steinersche Prinzip“ der sukzessiven Erzeugung hoherer Gebilde aus niederen
entspricht analytisch der Nullsetzung von Determinanten gewisser Matrices. So wird etwa
die projektive Erzeugung der Regelfliche zweiten Grades gewonnen durch Nullsetzung der
aus den Ebenengleichungen gebildeten Determinante in zweifacher Anordnung;:
p—pg =0 p=Ap" = 0

=0 ergibt oder
& pP—pgd =0 g—A/ = 0

/ /

‘p q
Y oq

als die zwei Scharen von Erzeugenden. Ahnlich fithrt nun die Weiterbildung des Steiner-
schen Prinzips, wie sie von REYE, von SCHUR und STURM vollzogen ist, auf die systema-
tische Kombination von Determinanten aus einer Matrix,

o Y X
¢ X

durch deren Nullsetzung immer neue geometrische Theoreme entstehen. So iibersichtlich
dies Prinzip scheint, so tragt es doch nicht weit genug, um einem Aufbau der gesamten
Geometrie als Grundlage zu dienen. Es erschopft sich bereits bei den Problemen dritten
Grades.

Steiner bleibt jedoch auch innerhalb des von ihm ausgefiihrten Gebietes hinter seinem
Ziel zuriick, indem er, Moebius’ Fortschritt riickgéngig machend, das Prinzip der Vorzeichen
nicht in die synthetische Geometrie aufnimmt und sich dadurch einer Méglichkeit allgemei-
ner Formulierungen beraubt. So ist er gezwungen, bei dem Doppelverhéltnis immer noch
besonders die Reihenfolge der Elemente zu nennen; vor allem aber fehlte ihm die Handhabe,
das Imaginére zu bewéltigen. Er hat sich nie damit auseinandergesetzt und es bei Bezeich-
nungen, wie ,,,das Gespenst* oder ,,das Schattenreich der Geometrie“ bewenden lassen. Daf
durch diese Selbstbeschriankung auch die Vollsténdigkeit seiner Systematik Mangel leidet,
liegt auf der Hand®. So gibt es, projektiv gesehen, zwei Kegelschnitte, 2% + 3 — :c% =0 und
23 + 23 + 23 = 0; fiir die Einordnung des zweiten Falles ist in dem Steinerschen System
kein Raum. Von diesen und anderen Unvollkommenheiten ist die synthetische Geometrie
erst durch VON STAUDT befreit worden, wie wir noch ausfiihrlich besprechen werden.

Neben Teil I der systematischen Entwicklungen stellt sich noch als selbstédndig erschie-
nenes kleines Buch 1833: ,Die geometrischen Konstruktionen ausgefiihrt mittels

SWeitere Unvollkommenheiten haften den Grunddefinitionen von Steiner an, so daf noch viel mehr
Sétze Ausnahmen erleiden als ihm bewufit war. VgL dariiber eine Arbeit von R. BALDUS: Zur Steinerschen
Definition der Projektivitidt, Math. Ann. Bd. 90 (1922/23), S. 86ff.

22



der geraden Linie und Eines festen Kreises (als Lehrgegenstand auf hoheren Schu-
len und zur praktischen Benutzung)“. Der Grundgedanke ist von Poncelet entlehnt, die
Ausfithrung wieder besonders anregend. Der Untertitel verrét, dafl Steiner sich damals
(wie anderweitig bekannt) fiir die Leitung des geplanten polytechnischen Instituts emp-
fehlen wollte. Es ist auch charakteristisch, dafl Steiner sich nach 1835, wo er die ersehnte
Anstellung an der Universitdt erreicht hatte, nicht mehr zur Fertigstellung der doch ge-
planten zusammenfassenden Darstellungen entschlieen konnte.

Isoperimetrisches Problem

Von den verschiedenen Einzelabhandlungen der frithen Steinerschen Periode erwéhne
ich eine kleine Schrift, die durch ihren nach vollig anderer Seite liegenden Inhalt
zeigt, wie umfassend Steiner trotz seiner FEinseitigkeit im rein Geometrischen war,
und die sich durch ihre hervorragend klare und gldnzende Darstellungsweise auszeich-
net: Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan, et sur la sphére
dans 1’espace en général (Crelle, Bd. 34. 1842). Sie enthélt eine Behandlung zahlrei-
cher Probleme der Maxima und Minima mit elementargeometrischen Methoden. Bekannt
ist z. B. die Aufgabe, einem Dreieck eine Figur von vorgeschriebenem Umfang (grofer als
der des einbeschriebenen Kreises) einzubeschreiben, so daf ihr Inhalt ein Maximum wird.
Sie setzt sich aus drei Kreisbogen von gleichem Radius und Stiicken der Dreiecksseiten zu-
sammen. Besonders berithmt aber ist der darin enthaltene Beweis, dafl beim Wegfall aller
Nebenbedingungen der Kreis die ebene Figur sei, die bei kleinstem Umfang den grofiten
Inhalt besitzt. Die mit elementaren Mitteln glénzend durchgefiithrten Untersuchungen iiber
diese und andere Fille der ,isoperimetrischen“ Aufgabe enthalten freilich eine logische
Liicke, die erst eine spétere Zeit zu empfinden imstande war: den Existenzbeweis fiir die
Auflésung der Aufgabe. Diese Liicke wurde von Weierstraf}, bei den speziellen Beispielen
von H. A. Schwarz ausgefiillt.

Fassen wir das iiber Steiner Gesagte zusammen, so miissen wir zu dem Schlufl kommen,
daf} auch er noch nicht der einseitige und in sich systematische Projektiviker ist, auf den die
Entwicklung dieser Jahre hinzielt. Wie in seinem Hauptwerk das Doppelverhéltnis, ebenso
wie bei Poncelet und Moebius, auf metrische Weise definiert wird, so bleibt auch in dem
ganzen Gebédude die Beziehung der metrischen Geometrie zur projektiven unaufgeklért.

Wie die Folgezeit dieses Problem l6ste, das wird uns die Betrachtung der Entwicklung
nach 1830 lehren, der das folgende Kapitel gewidmet ist.
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Kapitel 4

Die Entwicklung der algebraischen
Geometrie iiber Moebius, Pliicker
und Steiner hinaus.

Einleitung

Unter ,,algebraischer Geometrie* verstehe ich hier, wie es allméhlich in dieser Zeit iiblich
geworden war, die Theorie der niedrigsten algebraischen Gebilde (zunichst die der Ge-
bilde vom ersten und zweiten Grade), im Gegensatz zur Infinitesimalgeometrie. Es wird
sich also um die von Monge und Poncelet begriindete, von Moebius, Pliicker und Steiner
ausgebildete Disziplin und ihr Wachstum wéhrend der folgenden Zeit handeln. Dabei ver-
zichte ich auf die iibliche Trennung der Geometrie in analytische und synthetische, die, wie
wir gesehen haben, eine unwesentliche Seite des methodischen Verfahrens zum wichtigsten
Unterscheidungsmerkmal macht, und méchte vielmehr das Interesse auf die Frage lenken:
Welche Férderung wurde bei Fortentwicklung dieser Disziplin einerseits den geometrischen,
andererseits den algebraischen Grundgedanken zuteil, die in ihr enthalten sind? Es wird
uns also, ohne damit eine erschépfende Disposition geben zu wollen, beschéftigen:

1. Die Herausarbeitung einer rein projektiven Geometrie, die sich, auf die von Ponce-
let stammende projektive Denkweise gegriindet, nachdem Steiner durch Einfithrung
seiner Grundgebilde den Anfang einer Systematik gemacht hatte, zu einem véllig in
sich geschlossenen, streng systematischen Bau entwickelt.

2. Die  Ausbildung einer parallellaufenden  algebraischen  Disziplin:  der
Invariantentheorie, d. h. der Lehre von den Eigenschaften der homogenen,
algebraischen Formen ersten, zweiten und hoheren Grades, welche bei beliebiger
linearer Substitution der Variabeln unverédndert bleiben.

Die Herausarbeitung einer rein projektiven Geometrie.

Die parallellaufende Entwicklung der Algebra; die Invarian-
tentheorie.
Anfinge und Hauptlinien der Entwicklung

In dem von uns verfolgten Zusammenhang stellt sich das Thema der Invariantentheorie
dar in der Frage: wie finden die projektiven Eigenschaften der Figuren — die sich bei
beliebiger Kollineation nicht &ndern — ihr Gegenbild in der algebraischen Rechnung? Es
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handelt sich also nicht mehr, wie bei Pliicker, um eine Vermeidung der Rechnung, sondern
um ihre Durchfithrung in einer systematisierten Form, welche die Unabhéngigkeit von be-
liebiger linearer Substitution der Variablen von vornherein hervortreten lét. Wer aber den
historischen Werdegang und schliefSlich auch die Bedeutung der Invariantentheorie allseitig
erfassen will, muf} sich auf einen weiterblickenden Standpunkt stellen. In ihrer préizisen,
noch erst darzulegenden Gestalt ist die Invariantentheorie zunéchst aus der Zahlentheorie
entstanden. Von hier aus miissen wir in sie einzudringen suchen.

Um nicht noch weiter zuriickzugehen, kniipfe ich an Gauf}’ Disquisitiones Arithmeticae
an. Wie wir in Kap. 1 bereits gesechen haben, ist dort einer der Hauptgegenstinde der
Zahlentheorie das Studium der bindren quadratischen Formen

f = ax? + 2bxy + cy?
und die Frage, wie sich f umsetzt, wenn x,y linear substituiert wird
J:Zax/+ﬁy/, y:vx’+5y’, wo ad—fBy=r,

Es entstehe
f/ — CLI.T/2 + 2b/x/y/ + C/y/2-
Die Frage nach den Groflen, die sich bei dieser Umsetzung nicht oder in {ibersichtlicher
Weise éndern, fiihrt in erster Linie auf die Diskriminante — , Determinant®, wie Gaufl
sagte —:
D' =bv?—-dd =r*D.

In der Zahlentheorie kniipft sich, wie wir gesehen haben, hieran das besondere Interesse,
a,b,c,a, 3,7, ganzzahlig, r = 1 zu withlen und das Aquivalenzproblem zweier Formen zu
studieren, fiir welche D’ = D eine notwendige, keineswegs hinreichende Bedingung ist.

Die Invariantentheorie, wie wir sie hier meinen, kehrt sich hingegen von der Zahlen-
theorie ab und stellt sich ein rein algebraisches Problem: wenn irgendwelche Formen

f=ax" +bz" 4" 24+ 4 py,
g = apx" +box™ P 4 cor™ E - 4y

gegeben sind, so sollen solche in ay, by, ..., p1 eventuell ag, ba, ..., p2 homogene Polynome
aufgestellt werden, die sich bei linearer Substitution der Variabeln bis auf eine Potenz der
Substitutionsdeterminante reproduzieren. Um ein Beispiel zu nennen: Gegeben seien die
Formen

arx1 + bixe, asw1 + bawo.

Dann ist die Determinante Zl bl eine sog. simultane Invariante der beiden Formen.
2 02
Der Quotient
|ab| |ed]|
lad| |cb|

wére eine simultane Invariante von vier derartigen Formen, und zwar eine absolute Inva-
riante, da sie sich bei der verlangten Substitution gar nicht &ndert (das Doppelverhéltnis
von vier Punkten).

Es fragt sich nun, wie weit die Geometrie fiir diese Einengung des Anwendungsbereiches
der Invariantentheorie, fiir ihre Abtrennung von der Zahlentheorie verantwortlich gemacht
werden kann. An sich brauchte sie eine solche Entwicklung nicht herbeizufiihren; denn
wir sahen ja schon, wie man z. B. die Gaufische Theorie der bindren quadratischen Formen
durch geometrische Betrachtungen von Gittern, weiterhin durch die Modulfigur, sehr schén
stiitzen und erldutern kann. Die Zahlentheorie ist also gewifl nicht ungeometrisch. Insoweit
sich aber die Geometrie auf Kurven, Flichen usw. im kontinuierlichen Raume beschrinkte,
mufBte sie auch eine Einengung der Invariantentheorie herbeifiihren.
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Historischer Verlauf

Der historische Verlauf ist nun der, daff nur wenige Forscher imstande waren, die sehr
umfassende Disziplin auch nach allen Seiten gleichméfig zu verfolgen. JACOBI, der sich noch
ganz im Gaufischen Geiste hilt, gehort zu diesen, und nach ihm EISENSTEIN und HERMITE.
Dann aber tritt eine Spezialisierung ein; die folgenden Forscher sind durch die formal-
algebraischen Probleme und ihre Benutzung in der Geometrie vollig hingenommen und
kehren sich von der Zahlentheorie ab, dem Geist der Zeit folgend, der auf Spezialisierung
drangt.

Weiter macht sich als neuer Zug im nun einsetzenden wissenschaftlichen Leben die durch
die gebesserten Verkehrsmittel immer lebhaftere internationale Bezugnahme geltend, die
sich zu fortwihrender eifriger Zusammenarbeit steigert. Im Zeichen dieses Wissenschaftsbe-
triebes erfolgt 1868 die Griindung der Mathematischen Annalen, die nun das Hauptorgan
fiir die in dieser Richtung liegenden Arbeiten werden.

Von den Forschern, die hier hervortreten, méchte ich nennen:

a) HESSE, ARONHOLD, als hervorragende Vertreter der Konigsberger Schule; etwas
spater
CLEBSCH, GORDAN USW.;

b) das englische Kleeblatt: CAYLEY, SYLVESTER, SALMON;

c) schliefflich die Italiener: BRioscHI (Lehrbuch der Determinanten) und die Geometer
CREMONA und BELTRAMLI.

Die Entwicklung, welche die Theorie in den Hénden dieser Forscher genommen hat,
kann ich natiirlich wieder nur an einzelnen Stichproben darlegen. Um so lieber verweise
ich auf die von M. Nother verfafiten Biographien, welche in den Annalen diesen Ménnern
gewidmet sind.

Bd. 7 (1874) Clebsch (von einigen seiner Freunde),

Bd. 46 Cayley,

Bd. 50 Sylvester, Brioschi,

Bd. 55 Hermite,

Bd. 61 Salmon,

Bd. 53 Lie,

Bd. 59 Cremona,

Bd. 74 Gordan,
welch letztere freilich bereits weit iiber die hier behandelte Zeit hinausgreift. Diese Nother-
schen Biographien bilden ein vortreffliches Hilfsmittel zum Studium der ganzen Epoche
und dieser eigenartigen ausgedehnten Welt interessanter Beziehungen, die sie pflegt wie
die schonen Blumen eines Gartens, nicht dufleren Nutzens wegen, sondern um ihrer selbst
willen.

Jacobi

Die unmittelbare Vorstufe zu der modernen Invariantentheorie bildet die Lehre von den
Determinanten. Dieses urspriinglich von LEIBNIZ ersonnene, im 18. Jahrhundert von VAN-
DERMONDE, im 19. von CAUCHY vervollkommnete mathematische Instrument, wurde von
JACOBI zu voller Ausbildung gebracht und in alle Zweige der Wissenschaft, vor allem
auch in den Unterricht iiberall eingefiihrt. Seine beiden hierhergehorigen Abhandlungen
aus Crelle Bd. 22, 1841 sind:

De formatione et proprietatibus determinantium, Werke Bd. 3, S. 355-392.

De determinantibus functionalibus, Werke Bd. III, S. 393-438".

'"Deutsch von P. Staeckel in Ostwalds Klassikern (Nr. 77 u. 78).
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Heute gehoren die Determinanten — die Jacobi durch ) 4ajjags ... an, bezeichnet,
wir heute kiirzer durch |a;;| —, ihre einfachen Umformungen und die dabei auftretenden
Rechenregein, in die man sich hineinarbeiten muf}, um sie mit Vorteil zu gebrauchen, zu
dem selbstverstdndlichen Besitztum jedes mathematisch Gebildeten. Ich brauche darum
auf diese Dinge nicht ndher einzugehen, und deute hier nur noch einmal das Auftreten
der Determinanten bei der Lésung linearer Gleichungen an, wie ich es oben im Falle zweier
Gleichungen mit zwei Unbekannten ausfiithrte. Die Determinante

aj; aip ... QAin
= |ak|

anl1 QApr2 ... Qpn

ist eine simultane Invariante der n Linearformen

n n n n
E A1;%4, E 27, E a3;T;, 75 Qs
i=1 i=1 i=1 i=1

Das soll heiflen: Setzt man hierin xz; = Z?:l agyr, und verwandeln sich dadurch die n

Linearformen in
n n n n
a1;Yi, a9;Yi, as;Yi, - - -, ApiYis
=1 =1 =1 =1

so ist die neue Determinante D' = |a,,| mit der alten D = |a;| durch die Gleichung
verbunden: D' = r-D, wo r = || die Substitutionsdeterminante bedeutet, eine Beziehung,
die sich aus dem fundamentalen Theorem der Determinantenlehre, dem Multiplikationssatz
ohne weiteres ergibt.

Als Verallgemeinerung dieser Ansétze wird nun die sog. Funktionaldeterminante ge-
wonnen. Hier handelt es sich nicht mehr um Linearformen und die Zusammenstellung ihrer

Koeffizienten; vielmehr werden ganz beliebige Funktionen von zi,xs,...,z, — wie man
frither zu sagen pflegte! Heute miifite ich wohl sagen: irgendwelche differenzierbare Funk-
tionen — f, g, h,... in Betracht gezogen und aus ihren partiellen Differentialquotienten
fi = % wird die Determinante

fi ' fo fs oo I

g1 92 93 ... On

hi ha hy ... hy,

aufgebaut. Dies Gebilde ist dann in hoherem Sinne invariant, ndmlich gegeniiber belie-
bigen Transformationen der Variabeln z; — immer mit der, Jacobi noch unbewuften,
Einschrinkung, daf3 die Differentialquotienten der neuen Variabeln nach den alten, und
umgekehrt, existieren —. Die Beziehungen

of _ ¢ Oz Oxo Ox: . Ozn
oy = N ay1 +f28y1 +/s a‘”r + fny,

5L = f g”“ +f2§§2 + f3 gm?’ +o ot fo

09 __ . Oz Oza Oz3 Oz
ayr — oy +g23y +g36y1 T TGy,

1
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o1 _h18y1 +h28y1 +h38y1 + +h”3y1

und der Determinantenmultiplikationssatz liefern hier die erforderlichen Beweismittel. Wir
gewinnen hier den Ausblick auf eine allgemeinere Invariantentheorie, welche die Gruppe
beliebiger Substitutionen der Verdnderlichen zugrunde legt. In sie gehort als ein anderes
— wesentlich komplizierteres — Beispiel die Invarianz des Kriimmungsmafles hinein, die
wir oben erwihnten.

Hesse

Diese Ansiitze Jacobis hat nun HESSE insbesondere nach der analytisch geometrischen Seite
ausgebaut. Wie schon frither bemerkt, wird nun der Zusammenhang mit der Zahlentheorie
ganz aufgegeben.

HESSE wurde 1811 in Ko6nigsberg geboren. — Bei dieser Gelegenheit méchte ich nicht
versdumen, auf eine merkwiirdige Tatsache aufmerksam zu machen, das ist die aufler-
ordentlich grofle Zahl beriihmter Mathematiker, die aus Ko6nigsberg stammen, wie denn
tiberhaupt die ostpreuflische Rasse mit besonderer Begabung in der Richtung unserer Wis-
senschaft gesegnet zu sein scheint. Rechnet man den Philosophen und Mathematiker Kant
mit zu den Unsrigen, so ergibt sich folgende denkwiirdige Liste: Kant 1724, Richelot 1808,
Hesse 1811, Kirchhoff 1824, Carl Neumann 1832, Clebsch 1833, Hilbert 1862. —

Hesses Talent fand eine langsame Entwicklung an verschiedenen Schulen. 1840-55 war
er Dozent in Konigsberg, 1855-56 in Halle, 185668 in Heidelberg, schlieflich 1868-74 in
Miinchen an der technischen Hochschule. Die Konigsberger Zeit bedeutet seine eigentliche
Schaffensperiode. In Heidelberg schrieb er das weitverbreitete Lehrbuch: Vorlesungen iber
analytische Geometrie, durch welches der Sinn fiir elegante Rechnung mit symmetrischen
Formeln in weite Kreise getragen wurde. Im {ibrigen war Heidelberg fiir Hesses Entwicklung
nicht giinstig. Er erlag dem Reiz der Neckarstadt, die zwar ein Platz geistiger Anregung,
sehr viel weniger aber der angestrengten Arbeit ist. In dem durch den Dichter Viktor Schef-
fel bekannten Kreise verlebte Hesse wohl manche vergniigte Stunde — ist er doch in dem
Gedicht ,,beide auf Nr. 8¢ in ,,Gaudeamus® verewigt worden —, aber seine mathematische
Produktivitat ging dariiber in die Briiche. So fand Hesses Leben einen gewissermaflen tra-
gischen Abschluf; in Miinchen wandte er sich wieder der schaffenden Té#tigkeit zu, aber nur
mit geteiltem Erfolg. Die Sicherheit, Richtiges und Falsches zu scheiden, war ihm abhanden
gekommen.

Von Hesses Errungenschaften will ich hier nur diejenige nennen, durch die sein Name
dauernd weiterlebt, das ist die sog. Hessesche Determinante, gebildet aus den zweiten
Differentialquotienten einer homogenen Funktion f :

fir fiz fis oo fin

for fe2 fo3 ... fon

H=| . . R
fnl fn2 fn& o fnn

die in der Geometrie eine vielfache Anwendung gefunden hat. Bei linearer Transformation

wird H' = r?H, wie sich ergibt, wenn man H einmal nach Horizontalreihen, einmal nach

Vertikalreihen mit der Substitutionsdeterrninante » multipliziert. H ist also eine Invariante,

oder — da es selbst die Variable noch enthéilt, sowie f von hoherem als dem zweiten Grade

ist — eine Kovariante von f.

Welchen Wert diese Kovariante bei geometrischen Betrachtungen besitzt und welcher

Fortschritt fiir die Behandlung solcher Probleme iiber Pliicker hinaus durch sie erreicht ist,
das mochte ich an einem ganz einfachen Beispiel darlegen.
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Beispiel: Wendepunkte einer ebenen Kurve n—ter Ordnung

Es handelt sich um die Bestimmung der Wendepunkte einer ebenen Kurve n-ter Ord-
nung mit der Gleichung f(z,y) = 0. Pliicker hatte die Bedingung 327% = 0 in der in allen
Lehrbiichern der Differentialrechnung auseinandergesetzten Weise in partielle Differential-
quotienten von f umgesetzt. Er erhielt als Bedingung, in Jacobischer Schreibweise, das
Nullsetzen der ,,gerdnderten“ Determinante

fxz facy fﬂc
fym fyy fy = 0.
fo fy O

Dieser Ausdruck stellt eine Kurve (3n — 4)-ter Ordnung dar. Es kénnte also scheinen, als
ob die Kurve C,, gerade n(3w — 4) Wendepunkte hitte. Pliicker stellt nun die Uberlegung
an, daB die durch die Determinante gegebene Kurve mit jedem der n unendlichen Aste der
vorgelegten C,, im Unendlichen eine Beriihrung habe, so daf§ also 2n Schnittpunkte, die
keine Wendepunkte sind, abgezogen werden miissen; auf diese Weise erhélt er die richtige
Anzahl der Wendepunkte, ndmlich 3n(n — 2).

Hier greift nun Hesse ein und zeigt, wie durch konsequenten Gebrauch homogener Va-
riabler der Sachverhalt viel klarer herausgebracht werden kann.

Er setzt x = %, y = % und wandelt die von Pliicker angewendete Determinante, die
nun heif3t:
fuu fiz f
Jar fe2 f2 | =0
fi 20

um, durch Anwendung des Eulerschen Theorems {iber homogene Funktionen:
fiz1 + faze + fszg =n- f,
fuizr + fizze + fiszzs = (n—1)f1  usw.

Die mit (n — 1) multiplizierte Pliickersche Gleichung wird nun :

fir fiz fuxn + fiaze + fizzs
for fa2  farx1 + foowo + fozxs | = 0.
fi  fo 0

Nun kann man die beiden ersten Vertikalreihen, mit x1 resp. xo multipliziert, von der
dritten subtrahieren. Dann hebt sich der Faktor z3 heraus, und man erhélt:

fir fiz fi3
23| for fa2 fo3 | =0.
h o fs

In derselben Weise kann man jetzt mit der letzten Horizontalreihe verfahren. Nach Unter-
driickung des Zahlenfaktors ﬁ ergibt sich

fir fiz fi3
23| fa foo fo3 |=23-H=0.
f31 f32 f33

Der Faktor 2% = 0 bezieht sich nun auf die beim Pliickerschen Ansatz kiinstlich durch
Uberlegung ausgeschiedenen, der vorliegenden Frage fremden Schnittpunkte, die Gleichung
H =0, die von 3(n — 2)-tem Grade ist, bestimmt hingegen die gesuchten Wendepunkte als
vollstandigen Schnitt mit der vorgelegten C,.
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Wir sehen aus diesem Beispiel den Fortschritt der Methode und begreifen nun, daf
Hesse es sich als eine Art Ideal aufstellte, durch homogenen symmetrischen Ansatz von
vornherein alle Rechnungen so anzulegen und zu einem solchen Ende zu fiihren, dafl der
algebraische Prozef das reine Gegenspiel der geometrischen Uberlegungen wiirde. Seine
besondere Aufmerksamkeit wendete er der Theorie der ebenen C5 und Cj4 zu, worauf wir
noch zuriickkommen werden.
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Kapitel 5

Mechanik und mathematische

Physik in Deutschland und
England bis etwa 1880.

Mechanik.

Mathematische Physik.

Allgemeines

Die Er¢rterungen iiber die analytische Mechanik in England und Deutschland haben uns
bereits hiniibergeleitet zum zweiten Teil des vorliegenden Kapitels, welcher die Entwicklung
der mathematischen Physik in Deutschland und England von 1830 bis etwa 1880 umfassen
soll.

Unter ,,mathematischer Physik“ mochte ich hier moglichst das ganze Gebiet der mit
Differentialgleichungen arbeitenden ,,phédnomenologischen* Physik verstehen, wie sie durch
Franz Neumann usw. und die Englénder entwickelt worden ist und in den Maxwellschen
Gleichungen gipfelt, d. h. derjenigen Physik, die mit der Idee kontinuierlicher Medien arbei-
tet — im Gegensatz zu der neuerdings wieder in den Vordergrund getretenen atomistischen
Physik. Sowohl iiber diese sachliche wie iiber die nationale Begrenzung des Themas werde
ich aber hinausgreifen, wo der historische Zusammenhang es verlangt. Unter den iibrigen
Gebieten der Anwendung beansprucht die mathematische Physik insofern unser besonde-
res Interesse, als sie am meisten in lebhafter Wechselbeziehung zur reinen Mathematik
geblieben ist.

Wir hatten schon die Entwicklung in Frankreich besprochen (bis etwa 1830), die
allméhlich aus der atomistischen Auffassung von LAPLACE (punktformige Kraftzentren)
zur phdnomenologischen fiihrte, wie FOURIER und CAUCHY sie vertraten (vgl. S. 69, 73).
Das Ziel ist die Schilderung der Vorgédnge durch Differentialgleichungen, die sich auf die
als kontinuierlich vorausgesetzte Materie beziehen. Dann hatten wir die Weiterbildung
in Deutschland betrachtet durch GAuss und WEBER, welch ersterer mehr den Phéno-
menologen, letzterer — seines elektrischen Grundgesetzes wegen — mehr den Atomisten
zuzuzihlen ist (vgl. S. 23). SchlieBlich hatten wir die rein mathematische, ganz auf phéno-
menologischer Basis ruhende Betrachtungsweise verfolgt, die sich an DIRICHLETS Namen
kniipft, und die wesentlich auf Klarstellung der mathematischen Schwierigkeiten und ihre
Uberwindung im einzelnen Fall gerichtet war (vgl. S. 98fF.).

Als Fortsetzer der hiermit gegebenen Anfinge hétten wir jetzt vor allen Dingen RIE-
MANN (1826-66) zu betrachten. Die hervorragenden Leistungen dieses aufierordentlichen
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Geistes auf allen Gebieten der Mathematik wollen wir jedoch erst spiter (Kap. 6) im
Zusammenhang einer eingehenden Wiirdigung unterziehen. Hier wollen wir zunéchst die
Entwicklung ins Auge fassen, die mit der naturwissenschaftlichen Beobachtung in ndherem
Zusammenhang steht und die in erster Linie vertreten ist durch FRANZ NEUMANN und die
Konigsberger Schule.

Franz Neumann und die Konigsberger Schule

FrANZ NEUMANN wurde 1798 auf einer Oberforsterei in der Uckermark geboren; er starb
1895, also im Alter von 97 Jahren. Schon in dieser Langlebigkeit erscheint er als der echte
Vertreter der zdhen preuflischen Art, die er durch unentwegte Pflichterfiillung in seinem
ganzen Leben betétigte und der er wohl in erster Linie seine grofle Wirkung und seine
auflerordentlichen Erfolge verdankt.

FEinen lebhaften Eindruck der personlichen Art Neumanns geben die Erinnerungs-
blatter, die ihm seine Tochter Luise Neumann 1904 gewidmet hat; seine wissenschaftli-
che Leistung findet in den Monographien von Volkmann (1896) und von Wangerin (1907)
Wiirdigung.

Als Gymnasiast mit 17 Jahren trat Neumann in das Bliichersche Heer 1815 ein, voll
Begeisterung fiir die Sache der Freiheitskriege. Am 16. Juni wurde er bei Ligny durch einen
Kieferschufl schwer verwundet. Trotz der mangelhaften Wundpflege der damaligen Zeit und
groflen personlichen Migeschicks setzte sich seine zdhe Natur durch. Er wurde geheilt und
kehrte auf das Berliner Gymnasium zuriick, das er 1817 im Herbst erfolgreich absolvierte.

Neumanns Kristallographie, Optik und Elektrodynamik

Seine Studien in Jena und Berlin fithrten ihn zunéichst zur Mineralogie, die in den 20er
Jahren durch die Entwicklung der Kristallographie — die sich schliellich zu einer rein geo-
metrischen Disziplin auswuchs — bei uns besonderen Aufschwung nahm. Den Anstofl zu
dieser Entwicklung gab HAUY (geb. 1784) in Paris, dessen berithmte Kristallsammlung lei-
der durch das Bombardement von 1870 zerstort worden ist. In Berlin wurde das Fach von
WEISS vertreten, als dessen Assistent Neumann seine ersten, gleich sehr hervorragenden
Entdeckungen machte. Von 1823 an beschéftigte ihn das sog. Zonengesetz, ein rein geo-
metrischer Satz iiber die Stellung der bei einem Kristall auftretenden Begrenzungsebenen.
Sind eine Reihe von Kanten und Ebenen des Kristalles bekannt, so sagt der Satz, dafl jede
zu zwei Kanten parallele Ebene ebenfalls als Grenzfliche des Kristalls auftreten kann. Aus
vier bekannten Begrenzungsebenen und dem von ihnen gebildeten Tetraeder sind also alle
weiteren durch progressive Konstruktion zu finden.

Der wesentliche Inhalt dieses Satzes — den Neumann wohl als selbstverstédndlich ange-
nommen und nicht besonders betont hat — ist der folgende, dafl unter den durch Konstruk-
tion gefundenen Ebenen diejenigen am haufigsten in praxi auftreten, welche sich aus den
vier Grundebenen — die selbst natiirlich die am meisten beobachteten sein sollen — bei
dem Prozef} zuerst ergeben. Ohne diesen Hinweis auf die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
einer Ebene hitte der Satz ndmlich gar keine praktische Bedeutung, da die Konstruktion
schliefllich alle denkbaren Ebenen von ,rationalem* Index liefert. Nur durch die Reihen-
folge sind gewisse Stellungen vor anderen ausgezeichnet. —

Dieses ,,Zonengesetz“ — die Gesamtheit paralleler Ebenen einer Stellung nennt Neu-
mann eine Zone — wurde nun von seinem Entdecker in besonders hiibscher Weise geo-
metrisch interpretiert. Werden néamlich die Kristallkanten ersetzt durch ihnen parallele
Gerade, die ein von O ausgehendes Biischel bilden, und wird nun die Konstruktion des
Zonengesetzes in einer das Biischel schneidenden Ebene entsprechend wiederholt, so er-
gibt sich aus dem das Tetraeder abbildenden vollstéindigen Vierseit genau die bekannte

32



Moebiussche Netzkonstruktion! Es besteht hier also ein inniger Zusammenhang mit der
projektiven Geometrie, und Neumann (1823) hat als direkter Vorldufer der Arbeiten von
Moebius (1827) und Grafimann (1844) zu gelten, die beide ebenfalls auf die Bedeutung ih-
rer Theorien in der Kristallographie hinweisen (vgl. das Referat von Liebisch, Enzyklopédie
V7).

Wie hier auf der einen Seite mit der projektiven Geometrie, so beriihrt sich das Problem
auf der anderen mit der Gittertheorie, wie sie auf Grund einer rein molekularen Auffassung
des Kristalls angewendet werden kann. Hier wiirde der Satz besagen: jede Ebene ist moglich,
die drei und damit unendlich viele Gitterpunkte enthilt, wobei wiederum die sich zuerst
ergebenden Ebenen den Vorzug der Wahrscheinlichkeit des Auftretens besitzen.

1826 begab sich Neumann nach Konigsberg, zunéchst als Privatdozent fiir Mineralogie
und Physik, von 1828 ab als auflerordentlicher Professor. Neumanns Tétigkeit in Konigs-
berg erstreckte sich iiber 50 Jahre und verbindet sich mit der JACOBIS (bis 1843), dann
RICHELOTS (1 1875) zu ungewdhnlicher Wirksamkeit. 1875 zog sich Neumann vom Am-
te zuriick; experimentelle Physik wurde nach ihm von Pape vertreten, die mathematische
von seinem letzten Schiiler W. Voigt, welcher von seinem Lehrer das besondere Interesse
fiir Kristallographie und die (von ihm selbst weitergebildete) Art der Ansétze als Erbteil
iibernahm.

Bei Neumann erfolgte die Wendung zur mathematischen Physik unter dem Einflul der
Arbeiten Fouriers. insbesondere beschiftigte er sich von 1832 an mit der Optik, die er von
der Elastizitétslehre ausgehend, zu beherrschen suchte, eine Theorie, die dann 60 Jahre
lang bis zum Auftreten der elektromagnetischen Lichttheorie die herrschende blieb. Die
Schwierigkeiten einer solchen Auffassung wurden gelegentlich der Cauchyschen Arbeiten
bereits erwdhnt. Die Frage nach der Existenz longitudinaler Wellen bei Brechung, nach der
Ebene der Transversalschwingungen und ihrer Stellung zur Polarisationsebene konnte erst
durch die elektromagnetische Theorie geklart werden.

Zehn Jahre spéter erschienen Neumanns wichtige Arbeiten iiber das Gesetz der indu-
zierten elektrischen Strome, wobei das ,,Potential zweier Stromkreise aufeinander*:

// dsds' cos(dsds’)
r

im Mittelpunkt des Interesses steht.

Neben diesen Publikationen hat aber Neumann durch eine intensive Lehrtatigkeit, die
einen zahlreichen Kreis spezieller Schiiler um ihn sammelte, nach allen Richtungen sei-
ner Wissenschaft eine starke, anregende Wirkung ausgeiibt. In seinen wiederholten, immer
wieder neu ausgestalteten Vorlesungen ist durchweg ein inniges Zusammengehen der ma-
thematischen Betrachtung mit der physikalischen Messung zu bemerken. In langer Liste
liegen diese Darstellungen jetzt in der Bearbeitung vor, die sie seitens seiner Schiiler ge-
funden haben. Da sind zu nennen: Magnetismus (C. Neumann 1881), Elektrische Strome
(von der Miihll 1884), Optik (Dorn 1885) Elastizitdt (O.E. Meyer 1885), Potential und
Kugelfunktionen (C. Neumann 1887), Kapillaritét (Wangerin 1894).

Die Gesamtwerke sollen drei Béande umfassen, von denen jedoch der erste nicht erschie-
nen ist.

In diesem Lebenswerk zeigt sich Neumann als der vorziigliche uneigenniitzige Lehrer,
der viele seiner Resultate den Schiilern iibergab, ohne sie selbst zu vertffentlichen. Er
pflegte zu sagen, dafl man die Schiiler leiten miisse, ohne daf} sie es merken, so daf} sie das
Ziel durch eigene Kraft erreicht zu haben glauben.

Die beiden von ihm gepflegten Richtungen — nach physikalischer und mathematischer
Seite — finden jede unter den Schiilern ihre besonderen Vertreter. Zur ersten Gruppe gehort
als bedeutendste Erscheinung wohl KIRCHHOFF, zur zweiten sein Sohn CARL NEUMANN
(geb. 1832), CLEBSCH (1833) und HEINRICH WEBER (1842). Clebsch und Weber kommen
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hier nur mit einzelnen Arbeiten in Betracht. Clebschs Dissertation 1852 iiber ein ,,Ellipsoid
in einer Fliissigkeit“! gehort hierher, ferner sein Lehrbuch der Elastizitit von 1862, das an
den franzosischen Ingenieur SAINT-VENANT ankniipft. H. WEBER zeigt sich in der hier zu
nennenden Arbeit {iber

A+ku=0

(erste Abhandlung der mathematischen Annalen, Bd. 1, 1868) bereits wesentlich von Rie-
mann mit beeinflufit.

Kirchhoffs Spektroskopie, Mechanik und Wirmestrahlungstheorie

Ausfiihrlicher haben wir nun von Kirchhoff zu sprechen: GusTAv ROBERT KIRCHHOFF
gehort zu der groflen Zahl der in Konigsberg geborenen Mathematiker und Naturforscher
(1824), mit welcher Stadt er durch seine Frau, eine Tochter Richelots, noch enger verkniipft
war. Er habilitierte sich 1848 in Berlin, war 1850-54 in Breslau als auflerordentlicher Pro-
fessor, wo er mit dem Chemiker BUNSEN zusammentraf, der ihn dann 1854 nach Heidel-
berg nach sich zog. Bis 1875 war Kirchhoff dort ordentlicher Professor fiir theoretische
und experimentelle Physik; dann wurde er Akademiker in Berlin, wo er sich nur mehr der
mathematischen Physik zuwandte. Er starb 1887.

Der Name Kirchhoffs ist allgemein bekannt durch die glinzenden, mit Bunsen gemein-
samen Arbeiten iiber Spektralanalyse, die um 1860 beginnen und in der grofien Abhand-
lung der Berliner Akademie 1861: , Untersuchungen iiber das Sonnenspektrum und die
Spektra der chemischen Elemente" ihren Schwerpunkt haben.

Daneben ist Kirchhoff beriihmt durch sein weitverbreitetes Lehrbuch der Mechanik,
das 1874 zuerst erschien. Es zeichnet sich aus durch seine grundsétzliche Auffassung, nach
der es das Ziel der Wissenschaft sei, ,,die Naturerscheinungen nicht zu erkléren, sondern
vollstdandig und in der einfachsten Weise zu beschreiben®, wie Kirchhoff in der Vorrede
sagt. Diese Formulierung hat bis auf den heutigen Tag in ausgedehnten Kreisen, besonders
bei den positivistisch gerichteten Philosophen, z. B. ERNST MACH, viel Beifall gefunden.

Zu dieser abstrakten, sich selbst beschrinkenden Auffassung vom Wesen der Wissen-
schaft tritt als weiteres Charakteristikum des Buches eine bis zum &duflersten getriebene
Knappheit der Darstellung, die nur mit Raumgréfien und Zahlgréfen operiert unter Beisei-
telassung aller die Anschauung ansprechenden, ,,anthropomorphen® Vorstellungen. So wird
etwa ein Appell an unser Muskelgefiihl bei der Begriffsbildung , Kraft“ streng vermieden,
die Masse als ein Zahlenfaktor definiert usw. Von Kirchhoff schreibt sich wesentlich der
Stil her, der mehrere Jahrzehnte die mathematische Physik beherrschte: als vornehmstes
Gesetz das Vermeiden voreiliger Hypothesen oder gar Fehler anzusehen und jede personli-
che Anteilnahme, Entdeckerfreude oder staunende Bewunderung vor der unerschopflich
geheimnisvollen Welt der Erscheinungen zu unterdriicken. Wir wiirden Kirchhoff Unrecht
tun, wenn wir ihm eine solche Beteiligung des Affekts und der Phantasie ganz absprechen
wollten; dagegen zeugt seine geniale und erfolgreiche Forschertatigkeit. Der Lehrer durf-
te jedoch keine Uberraschung oder Selbstbescheidung verraten, um seinem System nichts
an Uberzeugungssicherheit und Liickenlosigkeit zu rauben. Auch sein Vortrag entsprach
diesem Ideal; das glatt ausgearbeitete Manuskript wurde von Kirchhoff auswendig vorge-
tragen, und eher hielt er mitten im Wort einen Augenblick inne, als daf§ er sich ein kleines
Versprechen hétte zuschulden kommen lassen.

Sehr merkwiirdige Beispiele fiir diese schroffe Haltung Kirchhoffs lassen sich im einzel-
nen anfiihren. So wurde ihm bei der Untersuchung iiber die Fortpflanzung der Elektrizitét
in Dréhten (1857, Poggendorff Ann., Bd.100 = Ges. Abh. S. 131 ff.) beildufig die Ent-
deckung zuteil, (Ges. Abh. S. 147), dafl die Konstante ¢ des Weberschen Grundgesetzes

'De motu ellipsoidis in fluido incompressibili viribus quibuslibet impulsis, Regiomonti 1854.
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dividiert durch v/2 die Lichtgeschwindigkeit ergibt! Aber kein Wort verrit die Maglich-
keit eines ungeheuren Fortschrittes unserer Naturerkenntnis, wie er von hier aus durch
Maxwell geleistet wurde. Ganz auf die Verwaltung des Vorhandenen gerichtet, scheinen
Kirchhoff neue Entdeckungen unbequem oder doch von geringem Interesse gewesen zu
sein. So erzahlt man sich, dafl er geduflert habe, als KERR 1877 das nach ihm benannte
Phénomen der Drehung der Polarisationsebene bei Reflexion des Lichtes an dem polierten
Ende eines Magnetstabes entdeckte: Gibt es denn iiberhaupt noch etwas zu entdecken?

Ich kann nicht verhehlen, dafl mir diese Auffassung der Naturwissenschaft duflerst anti-
pathisch ist, weil sie die Freude des Lernens und den Trieb zur Weiterforschung unterbindet.
Die jiingere Generation der Physiker hat sich denn auch davon abgewandt und eben durch
ihre génzlich anders gerichtete Arbeitsart ihre groflen Erfolge erzielt. Es lag mir jedoch
daran, die Richtung, deren typischer Vertreter Kirchhoff ist, hier zu kennzeichnen, um nun
sagen zu konnen, dafl die mathematische Behandlung der Physik jedenfalls nicht verant-
wortlich ist fiir diese zur Schau getragene Verstandeskilte; denn Mathematik ist nicht blof3
Verstandessache, sondern ganz wesentlich eine Sache der Phantasie.

Wie schon bemerkt, ist aber diese unfruchtbare Einstellung fiir Kirchhoffs eigene wis-
senschaftliche Leistung nicht von Einflu gewesen. Vielmehr schitzen wir in ihm einen
derjenigen Forscher, die in der mathematischen Durchdringung der Physik die wichtigsten
Fortschritte errungen haben.

Als grofite Leistung in dieser Hinsicht hat wohl zu gelten, dafl Kirchhoff — in Zu-
sammenhang mit seinen spektralanalytischen Arbeiten — als erster die Gesetze der
Warmestrahlung mathematisch in Angriff nahm. Er stellte das Grundgesetz auf, dafl das
Verhéltnis von Emission und Absorption fiir alle Kérper gleich derselben Funktion der ab-
soluten Temperatur sein mufl, und bewies es auf Grund von Gedankenexperimenten und
spezifisch mathematischen Schliissen, wie z. B., dafl das identische Verschwinden Fourier-
scher Integrale das Verschwinden des Integranden bedinge. An der hierin liegenden Lei-
stung wird nichts geéindert, wenn auch die heutigen Mathematiker zur Kritik an Kirchhoffs
Schliissen Anlaf fanden (Hilbert in Miinster, Jahresbericht der D. Math. Ver., Bd. 22, S. 1
ff., 1912). Diese Arbeiten, in denen sich zuerst der Begriff des ,schwarzen Korpers“ findet,
wurden ver6ffentlicht in den Berliner Monatsberichten 1859 (= Ges. Abh. S. 571 ff.).

Neben dieser Fundamentalleistung findet sich die glénzende Erledigung wichtigster Pro-
bleme der Elastizitétslehre, der Hydrodynamik, der Elektrizitétslehre usw.

Wie tief Kirchhoffs mathematische Erfassung das bereits bekannte Material ergreift
und umgestaltet, mége man an einem Beispiel sehen. In seinem Fundamentalwerk von
1827: ,Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet®, hatte Ohm noch von einem un-
bestimmten Begriff der elektrischen Spannung Gebrauch gemacht, wobei er von der Vor-
stellung ausging, dafl der ruhende Konduktor von Elektrizitit konstanter Spannung, die er
mit ,Dichte* proportional setzt, gleichméBig erfiillt sei. Kirchhoff erst findet (Poggendorff
Ann., Bd. 78, 1849 = Ges. Abh. S. 49), daf} diese Spannung das elektrostatische Potential
ist, und daf} die ruhenden elektrischen Massen auch bei den galvanischen Ketten ihren Sitz
nur an der Oberfliche, bezugsweise an den Trennungsflichen der Leiter haben.

Als eines der schonsten derartigen Ergebnisse ist mir immer Kirchhoffs Parallelisierung
der Biegung und Drillung eines unendlich diinnen homogenen Drahtes mit der Rotation
eines schweren Korpers um einen festen Punkt erschienen (Crelle, Bd. 56, 1858 = Ges. Abh.
S. 285 ff.), ein selten wunderbares Beispiel, dafi dieselben Formeln so ganz verschiedene Pro-
bleme zu beherrschen vermogen. Der Zusammenhang ist wohl am einfachsten einzusehen,
wenn man beide Aufgaben als Variationsprobleme formuliert.
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Die Entwicklung in Berlin
Allgemeines, die Physikalische Gesellschaft

Wir wenden uns nun einem neuen Zentrum mathematisch-physikalischer Entwicklung zu,
das sich im Laufe der 40er Jahre in Berlin bildete.

Wie wir schon berichteten, begann das Leben unserer Wissenschaften in Berlin nicht
gleich 1810 mit der Griindung der Universitidt. Vielmehr wurde es durch die herrschenden
Stromungen des Neuhumanismus und der Hegeischen Philosophie zuriickgehalten, und erst
ALEXANDER VON HUMBOLDTs Tatkraft brachte es Anfang der 20er Jahre zur Entfaltung.
Die Mathematik fand ihren umsichtigen Forderer in dem Baurat CRELLE; fiir die Na-
turwissenschaft, soweit sie uns hier interessiert, bildet die Ubersiedlung des ostfriesischen
Chemikers MITSCHERLICH nach Berlin, die 1822 erfolgte, den Ausgangspunkt. Seine be-
deutsame Wirkung wurde von der Universitit geehrt durch Errichtung seines. Standbildes
im Universititsgarten.

Mitscherlich arbeitete auf dem Grenzgebiet der Chemie und Physik. Aus seiner Schule
stammen die ersten Berliner Physiker, die aber, in bewufitem Gegensatz zu der spekulati-
ven Richtung der herrschenden Philosophie, blole Empiriker sind. In erster Linie sind hier
MAGNUS und POGGENDORFF zu nennen, beide aulerordentliche Professoren seit 1834. Der
Name des letzteren ist bekannt durch die von ihm herausgegebenen Annalen der Physik.
Poggendorff war urspriinglich Apotheker und ist seiner aufs Praktische gerichteten Natur
immer treu geblieben. Magnus’ Lehrtétigkeit kam vor allem in seinem ,,Kolloquium* zum
Ausdruck — dem auch ich noch 1869/70 angehérte —, das nun in der folgenden Zeit in ho-
hem Mafle Pflanzstétte fiir die nachfolgende physikalische Generation wurde. Auch fiir das
Bediirfnis nach praktischer Betétigung seiner Schiiler trug Magnus Sorge, indem er in die-
ser Zeit, die offentliche physikalische Institute noch nicht kannte, sein Privatlaboratorium
zu allgemeiner Verfiigung stellte.

Der hohere Aufschwung der Naturwissenschaften in Berlin wurde indes doch von ande-
rer Seite herbeigefiihrt, und zwar durch den rheinischen Physiologen JOHANNES MULLER,
der nach seiner Bonner Tétigkeit 1824-33 in Berlin eine groflie Wirksamkeit entfaltete. Er
war ein Forscher, der bei vorsichtiger Beschrankung des eigenen Arbeitsgebietes zahlreichen
Schiilern starke Anregungen zu geben verstand. Da er gegen eine rein empirische, nur am
Experiment interessierte Richtung zu kdmpfen hatte, so liegt seine Einwirkung wesentlich
nach Seite der exakten, theoretischen Begriindung.

Unter diesen Einfliissen wuchs nun eine neue Generation von Naturforschern heran,
von denen sich sechs junge Leute 1845 in der Berliner Physikalischen Gesellschaft
zu engerer Arbeitsgemeinschaft zusammenschlossen. Den Anstofl zu diesem Unternehmen
gab der Physiologe EMIL DU BO1s-REYMOND (geb. 1818), organisiert wurde es durch G.
KARSTEN (geb. 1820), Privatdozent der Physik in Berlin, der spéter (von 1848 ab) auch in
Kiel durch Einrichten des Wetterdienstes und anderer Arbeitssysteme seine Fahigkeiten in
dieser Richtung auswirkte.

Unter Karstens Leitung unternahm die junge Gesellschaft folgende Arbeiten: Zunéchst
die Herausgabe der ,Fortschritte der Physik", d. h. von Jahresberichten iiber die phy-
sikalische Literatur, die als Repertorium seitdem unentbehrlich geworden sind; nach ihrem
Vorbilde wurden spéter die , Fortschritte der Mathematik®* geschaffen. Dann die Ausar-
beitung einer allgemeinen , Enzyklopédie der Physik*, die freilich nicht zu Ende gefiihrt
worden ist. Sie umfait Finzeldarstellungen von recht verschiedenem Wert, in denen aber
u. a. auch Helmholtz” Physiologische Optik enthalten ist.

In diesen Kreis treten nédmlich nun bald weitere junge Forscher ein, deren Namen in der
Physik fithrend geworden sind. An erster Stelle ist HELMHOLTZ zu nennen, der, damals Mi-
litdrarzt in Potsdam, 1847 zuerst in der physikalischen Gesellschaft seine Theorie von der
Erhaltung der Kraft vortrug. Zu ihm gesellte sich der Ingenieuroffizier WERNER SIEMENS
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(geb. 1816 in Hannover), der 1848 den dénischen Krieg mitmachte und dabei durch das
Aussetzen elektrischer Minen im Kieler Hafen hervortrat. 1849 begriindete er mit HALSKE
zusammen die elektrotechnische Firma, die nun bald zu Weltruf gelangte. Sehr interes-
sant ist diese Entwicklung wiedergegeben in Siemens’ lesenswerten ,,Lebenserinnerungen*
(Berlin 1893). Von nicht minderer Bedeutung ist ein weiteres Mitglied der physikalischen
Gesellschaft, der damalige Oberlehrer CLAUSIUS (geb. 1822 in Pommern), dessen Grofitat,
die Begriindung des zweiten Wirmesatzes, wir bereits besprachen. In seiner Arbeit ,, Uber
die bewegende Kraft der Warme* (Poggendorff Ann.,Bd. 79, 1850) trennte er die bei Sa-
di Carnot vorhandenen richtigen Ansétze von der falschen, unvollkommenen Einkleidung,
eine Tat, die Mach in seiner Geschichte der Wirmelehre? als ,bedeutende intellektuelle
Leistung® rithmt. Clausius wurde ferner durch seine Arbeiten iiber kinetische Gastheorie
ein Hauptvorkdmpfer des Atomismus.

Auch KIRCHHOFF gehorte diesem Kreise aufstrebender Talente an, der durch die ent-
schlossene Selbsthilfe eines freiwilligen Zusammenschlusses, in seiner weiteren Entwicklung
getragen durch den Aufschwung der grofistidtischen Umgebung, eine Stétte schuf, an der
sich durch lebhafte, anregende Wechselbeziehung nun eine seltene Bliite geistigen Lebens
entfaltete.

Als iiberragende Gestalt aus dieser Gemeinschaft tritt uns Helmholtz entgegen, von dem
ich nun eingehender reden méchte. Seine auflerordentliche Stellung in der Geschichte der
Naturwissenschaften beruht auf einer ungewohnlich vielseitigen, eindringenden Begabung,
innerhalb deren die mathematische Seite eine wichtige, fiir uns natiirlich in erster Linie in
Betracht kommende Rolle spielt.

Helmholtz

HErRMANN HELMHOLTZ wurde 1821 als Sohn eines Oberlehrers in Potsdam geboren. Auf
Rat seines Vaters entschlof er sich, Arzt zu werden, um, moglichst bald zu einer selbstandi-
gen Lebensstellung zu kommen. Er studierte also an der sog. ,,Pepiniere®, der militararzt-
lichen Hochschule in Berlin, promovierte 1842 mit einer Arbeit ,,De fabrica systematis ner-
vosi evertebratorum“ und wurde, entsprechend der damit iibernommenen Verpflichtung,
Militdrarzt in Potsdam. Alle mathematischen Kenntnisse erwarb sich Helmholtz durch pri-
vates Studium. Wie wenig Versténdnis er mit diesen Neigungen in seiner beruflichen Umge-
bung fand, beleuchtet folgende kleine Geschichte, nach welcher ein Vorgesetzter, als er von
Helmholtz’ Schrift ,, Uber die Erhaltung der Kraft® vernahm, zu diesem &uBerte: Endlich
einmal etwas Praktisches! Er hatte namlich geglaubt, dafl es sich um die Erhaltung der
militérischen Leistungsfihigkeit seiner Mannschaften handelte.

Durch Humboldts Vermittlung wurde Helmholtz 1848 Assistent am anatomischen Mu-
seum in Berlin, ein Jahr spéter Professor der Physiologie und Anatomie in Konigsberg,
welche Ficher er auch in Bonn (1855) und Heidelberg (1858) vertrat. Die Heidelberger
Zeit bedeutet vielleicht die Hohe des Helmholtzschen Schaffens. Hier wandte er sich mehr
und mehr physikalischen Interessen zu, die ihn 1871, also mit 50 Jahren, als Hauptvertreter
der Physik nach Berlin fithrten. 1888 trat er von seiner akademischen Tétigkeit zuriick und
verwaltete als Président die durch Siemens’ Initiative gegriindete Physikalisch-technische
Reichsanstalt. Er starb 1894.

Schon diese duflere Laufbahn kennzeichnet Helmholtz’ iiberragende, nicht auf ein einzel-
nes Fach beschréankte Bedeutung. Er war bis zu seinem Tode der eigentliche Représentant
der exakten Naturwissenschaften vor der Offentlichkeit, um so mehr, als es ihm gelang,
auch gesellschaftlich eine einzigartige Stellung zu gewinnen. Seiner zentralen Bedeutung
entsprechend, finden wir sein Denkmal als Mittelpunkt vor der Universitdt in Berlin auf-

2E. MacH: Die Principien der Wérmelehre, Leipzig 1896. — Poincaré, Thermodynamique p. 114, sagt
iibrigens, da Clausius das Carnot’sche Prinzip unabhéngig wiedergefunden habe.
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gestellt, gegen die Strafle zu flankiert von Wilhelm und Alexander von Humboldt, weiter
riickwérts von Mommsen und Treitschke.

Ein lebendiges Bild von Helmholtz’ Wesen und Wirken gibt die grofle Biographie von
Leo Koenigsberger, erschienen in drei Bénden bei Vieweg (1902-03). Seine wissenschaftliche
Leistung liegt vor in den gesammelten wissenschaftlichen Abhandlungen in drei Bénden,
1882-95 herausgegeben bei Barth.

Das Charakteristische in Helmholtz’ wissenschaftlicher Begabung ist ihre Mannigfaltig-
keit bei grofler Intensitit nach jeder Seite. Eine besondere Gabe des quantitativen Experi-
ments, des Beobachtens und Messens, die er durch selbsténdige Arbeit bis zur Virtuositét
entwickelte, verband sich bei ihm mit einer ebenfalls aus eigener Kraft geschulten Féahigkeit
der mathematischen Formulierung. Beides errang ihm die Herrschaft iiber die aus einem un-
gewoOhnlichen Schatz eindringender Kenntnisse im Gebiet der gesamten Naturwissenschaft
geschopften Probleme. Dariiber hinaus aber erméglichte ihm die Fahigkeit philosophischen
Denkens und die Empfinglichkeit fiir alle Gebiete des Lebens die Erschaffung eines um-
fassenden, zum Ganzen gerundeten Weltbildes, in das sich die Resultate seiner Forschung
organisch einordnen. Im ganzen iiberwiegt das begriffliche Denken gegeniiber anschauli-
cher Erfassung oder schopferischer Phantasie. Helmholtz ist kein Biologe, der die breite
Mannigfaltigkeit der Lebewesen umspannt und in eine Ordnung zwingt, wie Darwin; er
ist kein Entdecker physikalischer Erscheinungswelten wie Faraday, auch kein Mathemati-
ker um der Mathematik selbst willen. Alle Dinge reizen sein Interesse nur im Rahmen des
groflen naturwissenschaftlichen Ganzen.

Dementsprechend verzehrt sich sein Talent nicht in stiirmischer Jugendproduktion; nur
auf reicher Erfahrung und in langsamer Entwicklung konnte es reifen, erhélt sich dann aber
frisch und lebendig bis ins hohe Alter hinein. In anderem Sinne wie Franz Neumann mdéchte
ich auch Helmholtz als einen durchaus preuflischen Typ bezeichnen, der in deutlichem
Gegensatz steht zu dem siiddeutschen oder auch niederséchsischen, wie ihn Gauf3, Riemann,
Weierstraf vertreten.

Wir kénnen hier nur Helmholtz’ mathematische Arbeiten verfolgen und auch bei ihnen
nur das Wichtigste hervorheben. Dem Gesagten entsprechend, liegt Helmholtz” Leistung
auch hier nicht im Erwerb neuer mathematischer Gedankenansétze, sondern in der Ausdeh-
nung der Herrschaft schon vorhandener auf neue Gebiete. Besonders dankbar wollen wir
betonen, dafl Helmholtz, gegeniiber anderen Stréomungen seiner Zeit, die auflerordentlichen
Leistungen hervorgekehrt hat, welche das mathematische Denken im Dienste allgemeiner
Fragen vollbringen kann.

Naturphilosophie, Satz von der Erhaltung der Energie
An erster Stelle nenne ich die kleine Schrift von 1847, die Helmholtz” Ruhm begriindete:
Uber die Erhaltung der Kraft,

Mit heutiger Terminologie wiirden wir von einer ,Erhaltung der Energie* reden. Helm-
holtz entwickelt den Gedanken, dafl eine Grofle, eben die von uns jetzt als ,, Energie“ be-
zeichnete, erhalten bleibe, dafl darum ein perpetuum mobile —welches durch blofle An-
ordnung seiner Teile Arbeit aus ,Nichts* erzeugt — undenkbar sei. Dieser Gedanke lag
damals in der Luft. Ich will die geschichtlichen Verhéltnisse, die wir an vielen Stellen be-
sprochen finden, hier nicht ausfithren, sondern nur dies sagen, daf} es sich, wenn wir uns
auf Mechanik beschréinken, um den Satz T'+ U = h = const. handelt, wo T die kinetische,
U die potentielle Energie eines betrachteten mechanischen Systems ist. Nimmt man nun
an, wie es zuerst bei Boscovich 1758, bzw. Laplace ca. 1820, und noch in den 40er Jahren
allgemein geschah, dafl schliefllich alle Naturerscheinungen auf dem Spiel punktférmiger
Massen beruhen, die sich wechselseitig in Richtung ihres Abstandes r nach irgend einer
Funktion f(r) anziehen, so ist die Allgemeingiiltigkeit eines entsprechenden Theorems fiir
das gesamte Gebiet der Naturgeschehnisse selbstverstédndlich.
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Es war also Helmholtz’ Aufgabe weniger, diesen allgemeinen Gedanken zu finden, als
vielmehr ihn durch alle ihm zuginglichen Naturerscheinungen hindurch, soweit Messungen
vorlagen, mathematisch zu verfolgen. Diese Aufgabe 16ste er in der Schrift von 1847 ins-
besondere fiir die Phanomene der Wérme, der Elektrostatik und Magnetostatik, sowie der
Elektrodynamik; er schloff mit Andeutungen {iber die Geltung desselben Gesetzes fiir die
Lebenserscheinungen.

Spéter (1887) hat Helmholtz im Anschlufl an die noch erst zu nennenden Ar-
beiten der Englinder dem ganzen Gedankenansatz eine viel weitere Form gegeben.
In der Arbeit ,Uber die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten
Wirkung" spricht er die Behauptung aus, dal nicht nur das eine Integral 7'+ U = h,
sondern die gesamten Entwicklungen, die sich an die Differentialgleichungen der Mechanik
anschlieflen, auch fiir alle Erscheinungen der Natur verbindlich sein miissen. Offenbar war
diese Erweiterung der schon 1847 begonnenen Ubertragung mechanischer Betrachtungen
auf physikalische Erscheinungen fiir Helmholtz kein erzwungener oder auch nur deduzierter
Gedanke. Wie er mir in personlichem Gespréch versicherte — die Reise zur Weltausstellung
in Chicago 1893 fiihrte mich auf Hin- und Riickweg fiir lingere Zeit mit ihm zusammen
—, war ihm der allgemeine Ansatz in beiden Féllen vollkommen selbstverstéindlich.

Dennoch ist auch schon in der ,Erhaltung der Kraft“ dieser allgemeine Ansatz eine
grofe spezifische Gedankenleistung. Vor Helmholtz schrieb man némlich (obwohl dies be-
reits Lagrange in seiner mécanique analytique getan hatte) nicht

T+ U =h,

sondern T' = U + h oder T'— U = h. Hierin war U die sog. ,Kréftefunktion“, nicht aber
T, sondern 27 — im elementaren Fall mv? — die ,,lebendige Kraft“. Der Satz hie also in
Worten: Die halbe lebendige Kraft, vermindert um die Kréaftefunktion bleibt konstant. Erst
durch Helmholtz, der U an Stelle von —U setzte, erhielt er die so viel mehr bedeutende,
die Vorstellung fixierende und zugleich viel handlichere Form einer konstanten Summe, bei
der die aufbauenden Teilgroflen T' und U vollig symmetrisch und innerlich gleichwertig
auftreten. Erst jetzt kann man von dem ,Satz der Erhaltung der Energie“ sprechen.

Der Erfolg der Helmholtzschen Schrift war durchaus nicht ein unmittelbarer. Die phy-
sikalische Zeitstromung, die im Widerspruch gegen die vorschnellen Schliisse der Natur-
philosophie entstanden war, hegte die starkste Abneigung, ja selbst Mifitrauen gegen alles
deduktive Denken. So lehnte Poggendorff die Aufnahme der Helmholtzschen Arbeit in die
Annalen ab, und erst du Bois-Reymonds Bemiihungen gelang es, ihr einen Verleger zu
verschaffen. Von den Akademikern Berlins hat nur Jacobi sofort ihre Bedeutung erkannt.
Dirichlet ist in allen diesen Auseinandersetzungen nicht hervorgetreten.

Die in den Zeitverhéltnissen begriindete Ablehnung wird auch den heutigen Leser der
Schrift nicht wundernehmen. Schon die Terminologie ist uns befremdlich. Wir sind gewthnt,
nur das Produkt aus Masse und Beschleunigung als ,, Kraft“ zu bezeichnen. Helmholtz hin-
gegen spricht von der ,lebendigen Kraft“ 7" und der ,,Spannkraft* U, woraus sich auch der
Titel der Abhandlung erklért. Ferner geht der eigentlichen Untersuchung eine apriorische
Betrachtung voraus, die der strenge Naturforscher nur mit Widerstreben studiert und als
zwingend gewifl nicht anerkennen kann. In ihr spiegelt sich Kantischer Einfluf}, der Helm-
holtz das Ideal einer reinen Deduktion aus obersten Grundsétzen vorsetzte. Schlielich sind
auch die Einzelausfithrungen vielfach tastend und unvollstéindig, dem liickenhaften Lite-
raturstudium entsprechend, wie es sich Helmholtz in seiner Potsdamer Abgeschiedenheit
ermoglicht hatte.

Diese Erstlingsarbeit 148t sich stilistisch also nicht etwa vergleichen mit der klassischen
Vollendung und Unnahbarkeit, die Gaufi von Anfang an besafl und die Helmholtz auch
in seinen spéteren Arbeiten, welche wir nun betrachten wollen, weder erreichte noch auch
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nur anstrebte. Es sind dies die grofien, gerade fiir die Mathematik bedeutungsvollsten
Schopfungen der Heidelberger Zeit.

Sie beziehen sich in erster Linie auf die Lehre von den Sinnesempfindungen, auf Auge
und Ohr, welche Helmholtz, unterstiitzt von einer selten feinen, kiinstlerischer Erfassung
fahigen Sinnesorganisation und geleitet von starkem, erkenntnistheoretischem Interesse, zu
schaffen ganz besonders befiahigt war. Zwei grole Werke kommen in Betracht:

1. 1863: Die Lehre von den Tonempfindungen, als , physiologische Grundlage fiir die
Theorie der Musik®;

2. 1867: Handbuch der physiologischen Optik, woran sich noch

3. 1865-70 die erste Ausgabe der weitverbreiteten ,populdren wissenschaftlichen
Vortrige" schlieit. Die letzteren, entstanden aus dem , naturhistorisch-medizinischen
Verein“, enthalten schwierigste Probleme in einer auch dem Nichtspezialisten
verstdndlichen, durchsichtigen Form.

Hydrodynamik, Wirbeltheorie
Fiir uns ist das erstgenannte Werk besonders wichtig, aber mehr noch die mathematisch-
physikalischen Arbeiten, die bei den Vorstudien dazu entstanden. Wir nennen die beiden
Abhandlungen zur Hydrodynamik:

1. 1858, Crelle Bd. 55: Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche
den Wirbelbewegungen entsprechen.

2. 1860, Crelle Bd. 57: Luftschwingungen in RShren mit offenen Enden.

Die erste enthilt die berithmten allgemeinen Sétze tiber Wirbelbewegung und die be-
sondere Lehre von den Kreiswirbeln. Wihrend man sich bis dahin mit dem Studium sog.
Potentialbewegungen begniigt hatte, bedeuten diese Sitze einen grofien Fortschritt der
hydrodynamischen Theorie der sog. idealen Fliissigkeiten in Richtung auf die Erfassung
der wirklichen Erscheinungen hin. Lianger als andere Gebiete ist ja die Hydrodynamik der
mathematischen Behandlung unzugénglich gewesen, weil ihre Differentialgleichungen nicht
linear sind. Auch die Helmholtzsche Behandlung lieff noch Verbesserung und Vervollkomm-
nung zu. Wie ich gleich hier bemerken will, wurden seine Sétze weit einfacher abgeleitet
von W. THOMSON 1868-69 in einer grolen Abhandlung ,0n Vortex Motion". In ihr tritt
als neues wichtiges Moment der Begriff der Zirkulation der Fliissigkeit léings einer Kurve
hervor. Auch in Hinsicht auf Strenge lassen die Helmholtzschen Ausfithrungen manches
vermissen. Dieser Mangel jedoch, der vielen mathematischen Physikern eignet, soll hier
nicht betont werden, da er gegeniiber dem positiven Wert der Untersuchungen nicht ins
Gewicht fallt.

Die zweite Helmholtzsche Abhandlung enthélt die ersten, den Greenschen Entwicklun-
gen zur Potentialtheorie entsprechenden Sitze iiber Au + k?u = 0, — die Behandlung von
Randwertaufgaben dieser Differentialgleichung, wie wir heute sagen wiirden. Auch diese
Untersuchungen sind nicht etwa streng im Sinne der heutigen Mathematik, sondern durch-
setzt mit ungeklidrten Anschauungsmomenten, und — eben darum — bahnbrechend.

Im iibrigen wurde Helmholtz Ende der 60er Jahre mit Riemanns Schriften bekannt, die
sein lebhaftes Interesse erregten, so dafl er sie auf allen Reisen mit sich zu nehmen pflegte.
Sie waren es vor allem, die Helmholtz allm&hlich immer mehr von der Physiologie fortfiihr-
ten und fiir mathematisch-physikalische Fragen gewannen. Die beiden Verdffentlichungen
von 1868 geben davon Zeugnis:

3Dieselben Wirbelsitze hat ungefihr gleichzeitig auch DIRICHLET gefunden. Dirichlets Untersuchungen
wurden unmittelbar nach seinem Tode von Dedekind herausgegeben (vgl. Dirichlets Werke, Bd. 2, S. 3631f).
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1. Berliner Monatsberichte: Diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen;

2. Gottinger Nachrichten: Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde
liegen.

Die erste Abhandlung bedeutet wiederum einen groflen Fortschritt auf eine der Wirk-
lichkeit entsprechende Hydrodynamik hin. Sie behandelt die freie Strahlbildung bei Poten-
tialbewegungen und erledigt in der von Riemann eingefithrten Weise die einfachsten Fille
des ebenen Problems durch die Mittel der konformen Abbildung. Das Problem wurde bald
von Kirchhoff weitergefiihrt.

Auch zu der zweiten Abhandlung, die zwar, aus Helmholtz’ philosophischem Bediirfnis
entspringend, lange in ihm vorbereitet gelegen haben mag, gab Riemann den Anstof}; und
zwar durch seine Untersuchungen ,,Uber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde
liegen“, die 1854 bereits als Habilitationsvortrag gehalten, aber erst 1868 verdffentlicht
wurden. Wie schon bei fritherer Gelegenheit erwéhnt, denkt sich Riemann das Bogenele-
ment des Raumes durch eine quadratische Form ds® = > aijpdx;dry, gegeben, und schlieBt
daran eine Klassifikation der verschiedenen quadratischen Differentialformen und der ih-
nen entsprechenden Geometrien. Helmholtz greift noch eine Stufe weiter zuriick, indem er
von der Existenz frei beweglicher starrer Kérper ausgeht und zeigt, dal die Gleichsetzung
des ds? mit einer solchen quadratischen Form — die dann aber gleich spezieller Art ist —
bereits notwendig aus dieser Tatsache folgt.

Offentliche Stellung

Wir haben uns nun schlieflich mit Helmholtz” Tétigkeit als Physiker in Berlin zu beschéfti-
gen. Wie wir bereits erwdhnten, nahm Helmholtz dort eine grofie représentative Stellung
ein. Seine wissenschaftlichen Verpflichtungen bestanden in der Leitung des nun erst ein-
gerichteten physikalischen Instituts und in dem Halten der allgemeinen Vorlesung iiber
FExperimentalphysik nebst Spezialvorlesungen iiber die verschiedensten Teile der mathe-
matischen Physik. Diese wurden spéter von Koénig, Krigar-Menzel, Runge und Richarz
herausgegeben und enthalten in vorziiglich lesbarer Darstellung fast alle Gebiete der theo-
retischen Physik: Dynamik diskreter Massenpunkte und kontinuierlich verbreiteter Massen,
Akustik, Elektrodynamik und Magnetismus, elektromagnetische Lichttheorie, Warme.

In dieser Form haben die Vorlesungen jedenfalls eine ihrem reichen Gedankeninhalt ent-
sprechendere Wirkung als beim miindlichen Vortrag. Helmholtz behandelte ndmlich diesen
Teil seiner Lehrtétigkeit (iiberhaupt seine Vorlesungen) recht stiefmiitterlich, indem er sich
so gut wie gar nicht auf sein Kolleg vorbereitete, wihrend er doch andererseits nicht zu
improvisieren verstand. Der Grund fiir dies Verhalten ist in der ungeheuren Uberlastung
zu suchen, der er in Berlin mehr als je ausgesetzt war. Grofie repriisentative Pflichten nah-
men ihn fortwahrend in Anspruch. Er war Berater des Ministeriums in allen einschliagigen
Fragen, hatte Vertretungen offizieller Art auf internationalen Kongressen zu iibernehmen
usw. und widmete nebenbei noch einen Teil seiner Zeit und Kraft populidren Vortrégen,
die ihn im In- und Ausland auf Reisen fiihrten.

Dennoch gelang es Helmholtz durch private Anleitung in seinem Laboratorium eine
ganze Reihe wirklich hervorragender Schiiler zu erziehen mit freiem Umblick und experi-
menteller Selbstdndigkeit, unter denen als der Bedeutendste nur HEINRICH HERTZ genannt
sein moge.

Von den groflen Kongressen, auf denen Helmholtz eine Hauptrolle spielte, ist der
beriithmteste der wesentlich von ihm und William Thomson gefiihrte , elektrische Kongref3“
1881 in Paris, auf dem unter dem Vorsitz des Verkehrsministers Cochery die internatio-
nalen Mafle: Volt, Coulomb, Ohm, Ampere, Farad festgelegt wurden. Sehr bedauernswert
ist, daB Helmholtz hier die Namen Gaufi und Weber, an die sich doch die Entstehung
des absoluten Maflsystems auf elektromagnetischem Gebiete wesentlich ankniipft, nicht
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zu geniigender Geltung hat bringen kénnen. Die Bezeichnung ,,Gau“ fiir die Einheit der
magnetischen Feldstidrke wurde erst spéter auf englischen Vorschlag durchgesetzt.

Neben den nationalen Gegenséitzen mag hier noch ein anderer Umstand hemmend ein-
gewirkt haben, das ist der schon mehrfach erwiahnte grofle Streit um das Webersche elek-
trodynamische Grundgesetz, in den Helmholtz Anfang der 70er Jahre hineingezogen wurde.
Die z. T. sehr heftige Polemik, die auf der Gegenseite von C. Neumann gefithrt wurde,
hat — wie man jetzt wohl sagen darf — als einziges Ergebnis die nicht neue Einsicht gezei-
tigt, dafl derartige Fragen nicht durch Dialektik entschieden werden kénnen, sondern allein
durch das Experiment. In dem Augenblick, wo Hertz durch den Versuch nachwies, daf die
elektrische Kraft zur Fortpflanzung im leeren Raume Zeit gebraucht, daf} sie sich in Wellen
ausbreitet, war Webers Gesetz, welches instantane Fernwirkung voraussetzt, iiberwunden.

Helmholtz hat in seinen Berliner Jahren fast alle Gebiete der mathematischen Phy-
sik Revue passieren lassen und, indem er hier und dort eingriff, vielseitige Anstéfle gege-
ben. Am merkwiirdigsten in dieser Hinsicht ist mir immer seine 1882 in London gehaltene
«Faraday-Lecture" erschienen, in der klar herausgearbeitet vorliegt, dafl wir der Elektri-
zitdt — iibrigens genau wie Weber es wollte — wegen der elektrochemischen Tatsachen
atomistische Struktur beilegen miissen, und sie also nicht mit dem Ather, den wir uns kon-
tinuierlich denken, identifizieren diirfen. Diese Leistung von Helmholtz, die den Ausgangs-
punkt der heutigen Elektronentheorie bildet, ist um so bewundernswerter, als Helmholtz
in seinen ausgefithrten Arbeiten immer Phinomenologe geblieben ist.

Ich kann diese hervorragende Personlichkeit nicht verlassen, ohne auch ihrer Wirkung
Grenzen abzustecken, indem ich wenigstens erwdhne, dafl selbst dieser vielseitigen Auffas-
sung einiges versagt blieb. Ich nenne nur einen Punkt: Seiner begrifflichen, dem eigentlich
technischen Geist abgewandten Natur entsprechend pflegte Helmholtz eine fast mifitraui-
sche Zuriickhaltung gegeniiber jungem stiirmischem Erfindergeist. Dieses Verhalten mufite
bei seiner ungewohnlichen Stellung und seinem Einfluf auf die leitenden sowohl als auf die
finanziell leistungsfihigen Kreise von grofler Wirkung sein. Und in der Tat hat der jiing-
ste Zweig unserer Technik deutlich darunter zu leiden gehabt: die Fliegerkunst. In einer
— {ibrigens in den Einzelresultaten selbstverstéindlich richtigen — Arbeit von 1873 war
Helmholtz auf Grund von Betrachtungen {iber mechanische Ahnlichkeit zu einer geringen
Einschatzung der Moglichkeiten des mechanischen Fluges gelangt. Entstellt durch die lai-
enhafte Auslegung der Offentlichkeit hat dieses Urteil ganz sicher die Entwicklung linger
hintangehalten, als es ihr natiirlicher Verlauf verlangt hétte.
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Kapitel 6

Die allgemeine Funktionentheorie
komplexer Verdnderlicher bei
Riemann und Weierstrai3.

Gegeniiberstellung

Wir kehren nun zur reinen Mathematik zuriick und wenden uns der allgemeinen Theo-
rie der Funktionen komplexer Verdnderlicher zu. Die weitere Entwicklung und Forderung
dieses Kernstiickes unserer heutigen reinen Mathematik verdanken wir in erster Linie zwei
deutschen Gelehrten, RIEMANN und WEIERSTRASS. Thre Hauptwirksamkeit fillt in die Zeit
von etwa 1850 bis 1880.

Indem wir die Theorie der komplexen Funktionen voranstellen, erschépfen wir das Le-
benswerk der beiden Forscher nicht im entferntesten. Wir werden auch in den folgenden
Kapiteln wiederholt auf die beiden Méanner zuriickkommen, die auf den verschiedensten Ge-
bieten grundlegend gearbeitet haben. Doch wird es richtig sein, gleich an dieser Stelle ihrer
sehr verschiedenartigen Personlichkeiten und ihrer allgemeinen Wirksamkeit in Umrissen
zu gedenken.

RIEMANN ist der Mann der glidnzenden Intuition. Durch seine umfassende Genialitit
iiberragt er alle seine Zeitgenossen. Wo sein Interesse geweckt ist, beginnt er neu, ohne sich
durch Tradition beirren zu lassen und ohne einen Zwang der Systematik anzuerkennen.

WEIERSTRASS ist in erster Linie Logiker; er geht langsam, systematisch, schrittweise
vor. Wo er arbeitet, erstrebt er die abschliefende Form.

Was aber die &uflere Wirksamkeit angeht, so ist zu bemerken: RIEMANN tritt nach stiller
Vorbereitung wie ein heller Meteor hervor, um nur zu bald wieder zu erléschen; beschréankt
sich seine Wirksamkeit doch nur auf 15 Jahre: 1851 Erscheinen seiner Dissertation, 1862
Erkrankung, 1866 Tod.

Weierstrafl konnte sich langsam auswirken. Er beginnt schon 1843 mit einigen Be-
merkungen iiber die analytischen Fakultdten (Gymnasialprogramm, Deutsch-Crone); 1897
stirbt er hochbetagt nach einem reichen Leben.

Bernhard Riemann.
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Karl Weierstraf.

Verbreitung der Weierstraflschen Theorie.

Nun will ich einiges von der Verbreitung und Wirkung der Weierstrafischen Funktionen-
theorie erzahlen.

Wie wir schon sahen, wurden Weiesstraf3’ Ideen zunéichst durch die nachgeschriebenen
und abgeschriebenen Kolleghefte seiner Horer einer grofieren, aber immerhin noch recht
beschriinkten Offentlichkeit zuginglich. Erst ganz allméhlich entstehen Lehrbiicher, die
aber nur z. T. von unmittelbaren, insbesondere deutschen Schiilern von Weierstrafl verfa3t
wurden. Das erklirt sich so, dafi Weieerstraf3’ unmittelbarer Unterricht die Spontanitét
der Horer zu sehr unterdriickte und in der Tat nur fiir den voll verstindlich war, der
schon anderweitig mit dem Stoff sich vertraut gemacht hatte. Die grofleren Werke sind
von Ausléandern geschrieben oder geradezu im Ausland erschienen. Dieselbe, auf den ersten
Blick befremdliche Tatsache werden wir auch finden, wenn wir uns mit der Weiterbildung
der von Weierstrafl begriindeten Theorie beschéftigen.

Sonja Kowalevsky.

Zuletzt mochte ich Weierstraf’ vielgenannter Schiilerin SONJA KOWALEVSKY ein paar Wor-
te widmen.

Sie ist 1850 in Moskau geboren und studiert — wir kénnen nur ihre mathematischen
Schicksale verfolgen — zuniéchst als Privatschiiler von Koenigsberger in Heidelberg, dann
ebenso bei Weierstrafl in Berlin, dem sie sehr nahe trat. An den 6ffentlichen Vorlesungen
konnte sie aber nicht teilnehmen, weil die Anwesenheit von Hospitantinnen damals noch
nicht erlaubt war. 1874 wird sie auf Empfehlung von Weierstrafl in Gottingen in absentia
promoviert auf Grund ihrer Arbeit iiber lineare partielle Differentialgleichungen: Crelle,
Bd. 80; sie kommt da zu dem Resultat, dafl eine lineare partielle Differentialgleichung mit
analytischen Koeffizienten analytische Losungen hat, eine Ausfithrung der Ideen, die Wei-
erstraf in einer Jugendarbeit, welche jetzt in Bd. 1 der Werke veroffentlicht ist, niedergelegt
hat!. 1883 wird sie auf Betreiben von Mittag-Lefler Privatdozent, 1884 Professor an der
von Mittag-Leffler geleiteten Privatuniversitit in Stockholm. Seitdem ist sie eine interna-
tionale Berithmtheit, die 1889, ebenfalls durch Verwendung von Mittag-Leffler, fiir ihre
Untersuchung iiber die Rotation des schweren unsymmetrischen Kreisels den grofien Preis
der Pariser Akademie erhielt. Sie starb 1891 in Stockholm.

Threm Wesen nach ist sie durch ihre mathematischen Arbeiten keineswegs erschopfend
charakterisiert. Vielmehr schrieb sie u. a. Romane und erlebte sie; sie stand schliefflich im
Mittelpunkte des Interesses der Frauenemanzipation?. Es ist deshalb sehr schwer, ein klares
Urteil iiber ihre wissenschaftliche Personlichkeit zu gewinnen. Auf der einen Seite stehen
die Enthusiasten, die ihre Heldin rithmen und preisen, auf der anderen Seite die Zweifler,
die eher geneigt sind, ihr Leben und ihre Arbeiten zu verurteilen. Sicherheiten bietet uns
keine der beiden Parteien, denn wir wissen ja alle, wie sehr Reklame und zu grofies Lob
und wieder zu herber Tadel das wahre Bild eines Menschen verzerren. Vielleicht ist am
wertvollsten der Nachruf, den ihr Mittag-Leffler in den Acta math., Bd. 16, gewidmet hat.

'Dies ist nicht das erste Mal, da8 eine Frau in Gottingen den Doktortitel erwarb; 100 Jahre vorher
promovierte Dorothea Schlézer mit einer Arbeit iiber russische Finanzwirtschaft, betitelt De re metallica
im Alter von 17 Jahren. — In dem Diplom der D. Schlézer finde ich die schone Bezeichnung virgo erudita,
die spater leider durch das unsinnige domina doctissima abgelost wurde.

2Uber ihr Leben vgl. die in Reclams Universalbibliothek erschienene Biographie von A. Ch. Leffler, der
Schwester Mittag-Lefllers.
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Wir kénnen uns hier natiirlich nur mit einem kleinen Bruchstiick ihrer Lebensschicksale,
und mit diesen nur in aller Kiirze befassen. Es handelt sich fiir uns um die Bedeutung
ihrer mathematischen Arbeiten. Das erste, was uns auffillt, ist, dafl ihre Arbeiten in enger
Anlehnung und ganz im Stil von Weierstrafl geschrieben sind, so dafl man nicht sieht, wie
weit sie unabhingige, eigene Gedanken enthalten3. Auch sind Zweifel an der Zuverlissigkeit
ihrer spiteren Resultate gedufert worden; vgl. Volterras Kritik der Arbeit iiber doppelt
brechende Kristalle, ihrer Habilitationsschrift (verdffentlicht Acta math., Bd. 6, 1883), wo
ihr ein prinzipieller Fehler nachgewiesen wird?®; ebenso ist man mit der Arbeit iiber die
Rotation nicht durchweg zufrieden.

Wie dem auch sei, eins ist sicher: Sonja Kowalevsky verband mit einem glithenden
Interesse fiir die Mathematik eine grofle Auffassungsgabe und ebensolches Anpassungs-
vermogen. Es ist zu bewundern, dafl sie trotz ihrer vielen Interessen auf andersgearteten
Gebieten und trotz ihres wechselvollen Lebens so viel in der Mathematik geleistet hat. Und
jedenfalls konnen wir ihr dafiir dankbar sein, daf sie es vermocht hat, Weierstraf3 aus seiner
Verschlossenheit, die er gegen jedermann sonst in menschlichen Dingen zeigte, herauszu-
locken und dafl uns der Lehrer im Briefwechsel mit seiner vertrauten Schiilerin persténlich
ndhertritt.

Nach diesem singuléren Fall ist das Frauenstudium der Mathematik bei uns in Deutsch-
land in sehr viel klarere Bahnen gelenkt worden, seit von Herbst 1893 an die preuflische
Regierung, zunéchst in Gottingen, Hospitantinnen zuliel. Die erste Doktorin der Mathe-
matik auf Grund reguléren Examens 1895 war Grace Chisholm, jetzige Frau Young.

So haben wir nun mit der Darlegung der Theorie der komplexen Funktionen bei Rie-
mann und Weierstrafl und deren Weiterbildung einen Abschluf} erreicht. Im iibrigen wollen
wir den letzten Bemerkungen entnehmen, wie die Mathematik in alle Probleme der mo-
dernen Kulturentwicklung hineingezogen wird. Wir hier in Gottingen strduben uns nicht
gegen das Moderne, aber wir wollen unseren Schwerpunkt in unserer eigenen Arbeit haben
und festhalten.

3Die Briefe, welche Weierstral anlifilich des Promotionsgesuches an die Gottinger Fakultét schickte,
und in denen er sich néher iiber ihre damaligen mathematischen Leistungen duflerte, sind neuerdings von
Wentscher und Schlesinger in Bd. 18 der Jahresberichte der D. M. V. (1909, S. 89 ff., S. 93ff.) abgedruckt
worden.

4 Acta math., Bd. 16 (1892/93), S. 153 ff.
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Kapitel 7

Vertiefte Einsicht in das Wesen
der algebraischen (ebilde.

Weaiterfiihrung der algebraischen Geometrie.

Theorie der algebraischen ganzen Zahlen und ihrer Wechsel-
wirkung mit den algebraischen Funktionen.

Die Anfange der Theorie, Einheiten, ideale Faktoren, Kummer

Unter einer algebraischen ganzen Zahl verstehen wir eine Wurzel x einer Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten, deren hochster Koeffizient 1 ist:

"+ a4+ ap_1 + a, = 0.
Ist der letzte Koeffizient dieser Gleichung
ap = *1,

so ist auch % eine ganze Zahl. Die Zahl x nennt man dann eine Einheit.

Die ,Einheitswurzeln® ¢ (fir die (" = 1 gilt) sind ganz spezielle Fille dieser zahlen-
theoretischen Einheiten.

Es ist nun zweckmifig, diejenigen algebraischen Zahlen zusammenzufassen, die sich
durch einander rational (mit ganzzahligen Koeffizienten) ausdriicken lassen. Sie bilden einen
Organismus, fiir den die Dedekindsche Benennung Kérper allgemein geworden ist (es soll
das an ,Korperschaft* erinnern). Im Koérper bilden dann die in ihm enthaltenen ganzen
Zahlen einen ,,Integritétsbereich®.

Diese ganzen Zahlen brauchen nicht duflerlich als solche zu erscheinen, z. B. sind {; =

1+\\éj57 §2 = 1_\‘//5_75 ganz, denn sie geniigen der Gleichung

(E—&)(E—&) = -V2-6+3=0
und somit der ganzzahligen Gleichung vierten Grades
(E+3)72 -2 =¢*+48+9=0.

Ich werde nun dem historischen Entwicklungsgang folgen.

Den Grund zur Theorie der ganzen algebraischen Zahlen legte GAUSS in seiner
beriihmten Abhandlung, Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio II, die
erst 1832 herauskam, in welcher er die Zahlen a + bi (i = /—1) betrachtet (Werke, Bd. 2,
S. 93 ff.).
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In diesem Zahlkorper gibt es speziell vier Einheiten :
it (A=0,1,2,3),

welche ersichtlich Potenzen einer einzigen sind.

GauBl wendet sich gleich der Frage zu, welche fiir alles Folgende mafigebend geblieben
ist: Gilt der Satz von der eindeutigen Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren auch fiir den
erweiterten Bereich? Das ist in der Tat der Fall, abgesehen davon, dafl die einzelnen Fak-
toren mit beliebigen Einheiten multipliziert werden diirfen, falls nur das ganze Produkt
ungeéndert bleibt. Ist z. B. A = A"- A” so kann man auch schreiben A = (4") - (—iA”).

Gaufl verschméht dabei nicht die geometrische Deutung durch das quadratische Zah-
lengitter, welche zugleich fiir den Zusammenhang mit den doppeltperiodischen Funktionen
die Briicke schliagt. Auf dieses Zahlengitter bin ich schon in Kap. 1 (S. 35 ff.) eingegangen.
Ich habe dort im AnschluB an GauB gezeigt, wie sich die Zahlen des Kérpers v/—D immer
als Gitterpunkte eines Parallelogrammgitters interpretieren lassen, und wie diese Darstel-
lung mit der sog. komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen zusammenhéngt.
Ich kann das leider hier nicht wieder aufnehmen, da ich zuerst eine Reihe von Hilfsvorstel-
lungen erneut entwickeln miifite. Ich verweise lieber auf meine autographierten Vorlesungen
iiber Zahlentheorie (1895/96), wo ich diese Darstellung genauer ausgefiihrt habe. Auch die
hoheren Fille lassen sich so sehr anschaulich fassen. Vergleiche meine Andeutung von der
Liibecker Naturforscherversammlung 1895 (Jahresberichte der DMV., Bd. 4!) und fiir ku-
bische Irrationalitéiten die Dissertation von Furtwéngler, wo Gitter im dreidimensionalen
Raume betrachtet werden und an ihnen alle Beweise gefiihrt werden?.

Hier liegt der Grund zutage, weshalb die hoheren Zahlkérper mit den mehrfach-
periodischen Funktionen zusammenhéngen.

Doch ich kehre zuriick zum historischen Berichte. Indem KUMMER sich mit dem
Fermatschen Satze von der Unlosbarkeit der Gleichung

="+ y" flirn>2
in ganzen Zahlen befafite, den man auch schreiben kann
ME (@ ty)atey) - (@te"Ty)  e=en,

wurde er naturgemifl dazu gefiihrt, sich mit der Faktorenzerlegung derjenigen Zahlen zu
beschéftigen, die sich aus n-ten Einheitswurzeln aufbauen.

Er gelangt (Crelle, Bd. 35, 1847) zu dem Resultat, das seinen Ruhm begriindete: Der
Satz von der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren gilt fiir die Zahlen des Korpers
K (€) nicht mehr; er kommt aber wieder zum Vorschein, wenn man geeignete algebraische
Zahlen, die dem K () nicht angehéren und die Kummer darum ideale Zahlen nennt,
hinzunimmt.

Kummer selbst hat schon bemerkt, daf das gleiche bereits bei dem Korper K(v/—D),
d.h. bei einem quadratischen Korper der Fall ist.

Das niederste Beispiel dafiir liefert der Korper K(y/—5). Hier handelt es sich um die
Zahlen a + by/—5. In ihrem Bereiche sind 2 und 3 unzerlegbar. Denn angenommen z. B. 2

wére zerlegbar, also
2= (a+bv-5)(c+dv-5);

dann wire 4 = (a? + 5b%)(c? + 5d?) also 2 = a® + 5b?, d. h. 2 wiire quadratischer Rest
modulo 5, was nicht der Fall ist. Also ist 2 (und ebenso 3) eine ,,Primzahl®; trotzdem ist

1vgl. auch KLEIN: Ges. Abh. Bd. 3, Nr, XCIV.
2Vgl. auch KLEIN: Ges. Abh. Bd. 3, S. 8, sowie FURTWANGLER, Punktgitter und Idealtheorie, Math.
Ann. Bd. 82 (1920).
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die Zerlegung von 6 keine eindeutige, denn es ist
6=2-3=(1++v-5)(1—+v-b).

Dieses Paradoxon wird nun beseitigt, wenn man geeignete ideale Zahlen adjungiert.
Man kann dies auf verschiedene Weisen machen, denn die Faktorenzerlegung 148t sich ja
immer durch Einheiten modifizieren.

In meiner Gittertheorie adjungiert man v/2. Wie wir gesehen haben (S. 320), ist Lﬁ
eine algebraische ganze Zahl. Wir haben dann die Zerlegungen

- 14V 1-V55
2=v2-V2, 3= NG NG

und es ist gar nicht mehr verwunderlich, dafl
14++vV- 1—+v/—
2.3 = (\/5""5) <\/§5>
V2 V2
ist!

In der Theorie der sog. Klassenkdrper, wie sie HILBERT vertritt, adjungiert man statt

dessen 7. Es ist
1 +v-5 ' 1—+-5

2=(14+1)(1—1 3
(1491 -0, T

was wieder zwei ganze Zahlen sind, an die sich dieselbe Uberlegung wie vorhin kniipft.
Diese Adjunktionen kénnen so verschieden sein, weil aus v/2 eine Zahl des Kérpers K (4)
wird, wenn man sie mit einer geeigneten Einheit, ndmlich mit

1+
V2

multipliziert. Beildufig bemerkt, ist dies sogar eine algebraische Einheitswurzel, indem
w® =1 ist.

Ich habe das so ausfiihrlich erklirt, weil sich mit dem Begriffe der ,,idealen Zahl“ vielfach
eine mystische Unklarheit verbindet. Kummer selbst ist daran schuld (so gut er die Sachlage
kannte), da er sich an verschiedenen Stellen beinahe so ausdriickt, als handle es sich um
Faktoren, die gar nicht in concreto vorhanden sind, sondern nur symbolisch gedacht werden.
FEr macht dabei ein ungliickliches chemisches Gleichnis, indem er sich auf das Fluor beruft,
welches die Chemiker als ein Gas bezeichnen, trotzdem es sich nie selbstdndig habe isolieren
lassen. — Da sieht man, was es mit der dialektischen Logik auf sich hat. Langst ist Moisson
gekommen und hat das Fluor in Flulspatgefdfien mit Platinelektroden wirklich isoliert!

w

Verallgemeinerung bei Kronecker und Dedekind, Ideale

Die Theorie der Zerlegung in Einheiten und reale oder ideale Primfaktoren wurde dann
von KRONECKER und DEDEKIND auf beliebige algebraische Zahlen ausgedehnt.

Es ist nun schwer, einen historisch zutreffenden Bericht zu machen, weil Kronecker seine
Ideen oder doch das Vorhandensein seiner Resultate von 1858 an gespréichsweise verbrei-
tete, aber seine Abhandlung dariiber: ,Grundziige einer arithmetischen Theorie der
algebraischen GréBen", erst 1881/82 in Crelle, Bd. 92, der Festschrift zu Kummers gol-
denem Doktor Jubildum, veroffentlichte, wihrend Dedekind die zweite Auflage der von ihm
herausgegebenen Dirichletschen Zahlentheorie (1871) benutzte, um in einem Supplemente
seine Theorie zu entwickeln.

Dedekind nimmt dabei eine Wendung zum Abstrakten, welche die Sache im Prinzip
sehr vereinfacht und daher fiir die Denkweise und Darstellungsweise der Jiingeren vielfach
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vorbildlich geworden ist, wihrend die dlteren Forscher, z. B. Kronecker (in Crelle, Bd. 99,
S. 336) sich damit nicht befreunden konnten.

Statt nédmlich vom (realen oder idealen) Faktor zu sprechen, redet er von der
Gesamtheit der ganzen Zahlen des vorgelegten Korpers, die durch den Faktor teilbar sind.

Statt des Faktors 2 wiirde er bei der natiirlichen Zahlenreihe alle Zahlen 2m betrachten,
statt des Faktors v/2 oder 1+ im Korper K (y/—5) die Zahlen 24+ (1 ++v/—5)v, wo u und
v selbst beliebige ganze Zahlen des Korpers K (1/—5) sind.

Der Vorteil dabei ist, dafl man von den willkiirlichen arithmetischen Einheiten frei wird,
der Nachteil, dafl man sich daran gewohnen muf}, das Produkt zweier Zahlen durch das
Verhalten der korrespondierenden Gesamtheiten auszudriicken.

7Z.B. 2 -3 = 6 heif}t jetzt: die Gesamtheit der durch 2 und die Gesamtheit der durch 3
teilbaren Zahlen haben die Gesamtheit der durch 6 teilbaren Zahlen gemein.

Unangenehm ist mir nur immer Dedekinds Terminologie gewesen, welche aller An-
schaulichkeit entbehrt. Er nennt diese Gesamtheiten Ideale, und wenn ein , wirklicher®
gemeinsamer Faktor vorhanden ist, Hauptideale! (z. B. ist 2u + 2v1/—5 ein Hauptideal,
da hier der wirkliche Faktor 2 auftritt). Er héitte von ,,Realen“ sprechen sollen. Denn es han-
delt sich um Zahlenaggregate,. die in dem gerade vorgelegten Integritatsbereich tatséchlich
vorhanden sind.

Es ist mir hier unmdoglich, auf diese rein zahlentheoretischen Untersuchungen naher
einzugehen. Zusammengefafit, aber gleichzeitig auflerordentlich weiterentwickelt und ver-
einfacht finden sich diese in HILBERTS ,,Zahlbericht* in Bd. 4 der Jahresberichte der DMV.
(1897): ,Die Theorie der algebraischen Zahlkérper." Auf die Gesichtspunkte, wel-
che Hilbert dabei leiteten, kommen wir noch spéter zuriick. Diese Theorie ist auch wieder-
gegeben im zweiten Bande von Webers Algebra (2. Auflage 1899).

Analogie der algebraischen Funktionen einer Verinderlichen; Dedekind,
Weber, Weierstrafl

Nun kommt eine neue Gedankenwendung, die durch Kronecker vorbereitet und von DE-
DEKIND und WEBER ganz klar herausgearbeitet wurde (Crelle, Bd. 92, 1882 , Theorie der
algebraischen Funktionen einer Verédnderlichen®). Es zeigt sich ndmlich, dafl man eine weit-
gehende Analogie zwischen der zahlentheoretischen Betrachtung (der ganzen Zahlen eines
Zahlkérpers) und der funktionentheoretischen (der algebraischen Funktionen auf einer iiber
der z-Ebene ausgebreiteten Riemannschen Fliche) herstellen kann.

Am besten erkennt man die Vergleichspunkte an Hand einer Tabelle, wihrend man
wegen des daraus folgenden methodischen Verfahrens bei Dedekind-Weber nachsehen mag.
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Arithmetisch Funktionentheoretisch

Ausgangspunkt eine ganzzahlige irreduzible | Ausgangspunkt eine irreduzible Gleichung
Gleichung f(z) = 0. f(¢, z) = 0, welche z rational enthiilt (deren Ko-
effizienten also nach Heraufmultiplizieren mit
dem Generalnenner ganze rationale Funktionen
von z sind, mit irgendwelchen Koeffizienten, die
hier nicht interessieren).

Korper aller R(x). Korper aller R((,z), d.h. aller algebraischen
Funktionen, die auf der Riemannschen Fliche
eindeutig sind.

Herausheben der ganzen algebraischen Zahlen | Herausheben der ganzen algebraischen Funktio-
des Korpers. nen des Korpers, d. h. derjenigen Funktionen
G(¢, z), die nur fiir z = co unendlich werden.

Zerlegung in reale und ideale Primfaktoren bzw. | Ideelle Zerlegung der Funktionen G((, z) in sol-
Einheiten. che Faktoren, deren jeder nur in einem Punkte
der Riemannschen Fléiche verschwindet bzw. in
Bestandteile, die nirgends verschwinden.

Besonders deutlich tritt diese Analogie hervor, wenn wir die Diskriminanten betrach-
ten. Diese zerfallen im funktionentheoretischen Falle in zwei Teiler, in einen ,,wesentlichen
Teiler”, der den Verzweigungspunkten der Riemannschen Fléche entspricht, und einen ,,au-
Berwesentlichen Teiler*, der solchen Stellen entspricht, wo die Kurve f((,z) = 0 einen
Doppelpunkt hat (wo zwei Verzweigungspunkte sich aufheben). Dieser zweite Bestandteil
heiflt auflerwesentlich, weil er sich dndert, wenn man das anféngliche ( durch eine andere
Funktion des Korpers ersetzt.

Genau so ist es im zahlentheoretischen Falle. Dabei sind es die Primfaktoren des
wesentlichen Teilers der Diskriminante von f(x) = 0, die den Verzweigungspunkten von
f(¢, z) = 0 entsprechend gesetzt werden koénnen.

Ich will nun die ideelle Zerlegung einer G((, z) entsprechend dem fritheren arithmeti-
schen Beispiel, an einem Beispiel erértern, das uns unmittelbar zur Hand ist.

Wir nehmen als Ausgangsgleichung

(2 =42 —goz — g3 = 4(z — e1)(z — e2)(2 — e3).

Wir betrachten nun die ganze Funktion (, gewifl das einfachste Beispiel. Der we-
sentliche Teiler der Diskriminante (einen auBerwesentlichen gibt es hier nicht) ist:

(z—e1)(z —e2)(z —e3). ?
Die Punkte z = ejq,es,e3 sind in der Tat
die Verzweigungspunkte der Riemannschen
Flache, denn die Tangenten in diesen Punkten
und nur in ihnen sind parallel zur Ordinaten-
achse (vgl. Fig. 31). Die ganze Funktion ¢ ver-
schwindet in ej, eo, e3 je einfach. Wir konnen
aber keine ganze Funktion des Koérpers bilden,
die nur in e; bzw. eg oder e3 einfach verschwin-
det. Die ganzen Funktionen z—ej, 2 —eg, 2 —e3
verschwinden dort nédmlich, weil sie gleich Null Fig. 81. >
gesetzt, Tangenten der Kurve vorstellen, doppelt. Wohl aber kénnen wir den idealen Fak-
tor realisieren, wenn wir aus dem Koérper R((, z) heraustreten; wir brauchen nur die auf
der Riemannschen Flidche zweiwertigen ,, Wurzelfunktionen®, /z — e, v/z — €2, /2 — €5 ins
Auge.zu fassen. Es ist dann

(=2Vz—e1vVz—ex/z —es,
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womit wir die idealen Faktoren von ¢ vor Augen haben.

Eine noch weitergehende Adjunktion, die iiber die Analogie mit der Zahlentheorie hin-
ausgeht, ist es, wenn ich das zugehorige Integral erster Gattung u heranziehe und mit seiner
Hilfe mir die Funktion o(u—wuy) bilde, die auf der Riemannschen Flidche zwar unendlichwer-
tig ist, aber nur an der einen Stelle, der die Parameterwerte ug + miwi + mowe zugehoren,
verschwindet. In demselben Sinne wiirden o(u — %) (i = 1,2,3) drei Primfaktoren sein,
den Punkten e, eq,es entsprechend. Aber da sie gar keinen Unendlichkeitspunkt haben,
mufl man jeden noch mit dem Nenner o(u) versehen, der bei z = oo einfach verschwindet.
Solcherweise kommt

o3 (u)

unter E eine nirgends verschwindende Funktion, d. h. eine ,,Einheit“ verstanden. Es erweist
sich, daf} diese Einheit gleich einem Ausdruck C'e® ist. Indem wir ihn auf die drei Faktoren
des Zahlers in geeigneter Weise verteilen, bekommen wir die iibliche Produktformel:

1oy 501(u) oa(u) o3(u)
& (u) =2 Ug(u) :

In dieser transzendenten Weise dachte sich WEIERSTRASS die Ubertragung der zahlentheo-
retischen Grundbegriffe.

Ich kann leider hier nicht ausfiihren, wie sich das fiir hohere Fille gestaltet. Man ver-
gleiche u. a. meine Arbeit in den Math. Ann., Bd. 36 (1889), wo die Sache fiir hoheres
Geschlecht auf ihren einfachsten Ausdruck gebracht ist3. An Stelle von o(u) tritt meine
,Primform“. (Es ist das dieselbe Arbeit, die ich schon S. 312 zitiert habe.)

Weitere Schicksale der Theorie Dedekind-Weber

Ich habe nun den Bericht iiber die algebraischen Zahlkorper zu Ende zu fithren, und zwar
mochte ich wieder die Analogie, die zwischen Zahlkorper und Funktionenkorper besteht, be-
sonders beleuchten, um dadurch die gegenseitige Stellung grofler Gebiete der modernen Li-
teratur klarzumachen und insbesondere, um das innere Versténdnis fiir das Lehrbuch der
Algebra von H. WEBER (2. Auflage, drei Binde, 1898, 1899, 1908) in seinen Hauptziigen
zu wecken.

Ich habe zunichst noch auf die grundlegende Arbeit von DEDEKIND und WEBER in
Crelle, Bd. 92, zuriickzugreifen.

Man kann sich denken, wie auch hier der ,ideale Faktor“, der nur in einem Punkte
der Riemannschen Fliche (einfach) verschwindet, durch das korrespondierende ,Ideal* er-
setzt wird, d. h. durch die Gesamtheit der ganzen Funktionen des Korpers selbst, die im
betreffenden Punkte der Riemannschen Fliche verschwinden.

Die Einfithrung dieses Begriffes ist nur etwas AuBerliches. Viel wichtiger ist dagegen der
Fortschritt, den die Verfasser machen, indem sie auch die Beweismethoden der Arithmetik
auf die Behandlung des Korpers der algebraischen Funktionen iibertragen. Da ist keine
Rede mehr, wie bei Clebsch und seinen Schiilern, von einer Kurve und allerlei geometrischen
Hilfsvorstellungen, ebensowenig von einer Riemannschen Fliche oder auch nur von einer
z-Ebene, sondern es wird rein arithmetisch mit einem Polynom f((, z) operiert, das nach
Potenzen von ¢ und z geordnet ist. Mit Hilfe von arithmetischen Schliissen gelingt es den
Verfassern z. B. ziemlich rasch, bis zum Riemann-Rochschen Satze vorzudringen.

Der Fortschritt ist, dal diese Behandlungsweise, welche der Phantasie keinen unbe-
stimmten Spielraum l48t, alle Félle von Singularitéiten, welche die Gleichung f((,z) = 0

SKLEIN: Ges. Abh. Bd. 3, S. 388 f.
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besitzen mag, mit Sicherheit beriicksichtigt. Bei Riemann ist das im Prinzip auch so, und
Noether insbesondere hat fiir die ,Kurven® f(x1,z2,23) = 0 alle Mittel gegeben, um
geometrisch-algebraisch dasselbe zu leisten, aber man mufl bei diesen Autoren doch et-
was zwischen den Zeilen lesen.

Nun hat in der Folge eine Teilung der Geister stattgefunden. Die einen, die wir oben
genannt haben — insbesondere die Italiener —, halten an dem Bilde der algebraischen
Kurve, oder der algebraischen Fléche, oder was es nach der Zahl der Parameter sein mag,
fest und iiben das geometrische Denken nach der méthode mixte bei beliebig vielen Di-
mensionen. Die anderen, wie HENSEL und LANDSBERG und fiir zweidimensionale Gebiete
JUNG, ziehen das arithmetische Verfahren vor. Es geht dann wie bei dem Turmbau von
Babel, dafl sich die verschiedenen Sprachen bald nicht mehr verstehen. Und man will,
weil es so unbequem ist sich umzugewohnen, sich vielfach nicht mehr verstehen. Jedenfalls
haben wir bei der Enzyklopédie der mathematischen Wissenschaften zwei Referate neben
einander ansetzen miissen. Das ,, geometrische“ Referat von Castelnuovo-Enriques liegt in
Bd. III (C 6b) vor. (Die Bemerkungen iiber Jung in dem Inhaltsverzeichnis sind nur mit
grofer Miihe von mir durchgesetzt worden.) Das ,,arithmetische® Referat ist von Hensel?;
eine gute Einleitung ist das von Landsberg in Bd. 1 der Enzyklopéadie (I B 1c).

Diese Tendenz, die Wissenschaft nicht nur in immer zahlreichere Einzelkapitel zu zer-
legen, sondern Schulunterschiede nach der Art der Behandlung zu schaffen, wiirde, wenn
sie einseitig zur Geltung kdme, den Tod der Wissenschaft herbeifiithren. Wir selbst haben
immer das Umgekehrte angestrebt. In unserer Generation haben wir 1. Invariantentheorie,
2. Gleichungstheorie, 3. Funktionentheorie, 4. Geometrie und 5. Zahlentheorie mehr oder
weniger in Kontakt gehalten, und das war unser besonderer Stolz.

HEINRICH WEBER, der seine besten Jahre (von 1875-83) in Konigsberg verlebte, ist
wohl der vielseitigste Vertreter dieser Tendenz. Und gliicklicherweise findet sich um 1885 fiir
fast wieder ein Jahrzehnt, eben auch wieder in Kénigsberg, ein Dreibund junger Forscher
zusammen, welche diese Tendenz in neuer Weise in die Tat umsetzen und damit denjenigen
Standpunkt schaffen, von dem aus die Neuzeit, wenn sie es vermag, weiterzugehen hat. Es
sind dies HURWITZ, HILBERT und MINKOWSKI.

Hurwitz, Hilbert, Minkowski

HurwiTZ, geb. 1859, hat urspriinglich bei mir studiert, in Miinchen und Leipzig, dann in
Berlin und sich in Go6ttingen habilitiert. Von 1884-92 war er in Konigsberg Extraordinarius
und dann Ordinarius in Ziirich am Polytechnikum®.

HILBERT, geb. 1862 in Konigsberg, hat dort, mit kurzen Unterbrechungen, die wesentli-
chen Stufen seiner Entwicklung durchlaufen: Student, Dozent, Extraordinarius, bis er 1895
als Ordinarius nach Go6ttingen kam.

Auch MINKOWSKI, geb. 1864, hat in Koénigsberg studiert und ist von 1888-96 dort
Privatdozent und Extraordinarius gewesen. Dann war er in Ziirich und von 1902-09 (bis
zu seinem frithen Tode) in Gottingen.

Ich will meinen Bericht an die Hilbertschen Untersuchungen anschlieflen, die ich nicht
nur deshalb bevorzuge, weil sie uns hier am n#chsten liegen, sondern weil sie am durch-
greifendsten sind. SchlieBlich gehéren die Arbeiten der drei aber doch zusammen, und so
mochte ich iber Hurwitz und Minkowski hier vorweg ein paar Worte sagen, welche deren
Arbeitsweise charakterisieren sollen.

Man hat HURWITZ einen Aphoristiker genannt. In voller Beherrschung der in Betracht
kommenden Disziplinen sucht er sich hier und dort ein wichtiges Problem heraus, das er

411 C 5; erschienen 1921.
®Gest. 1919.
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jeweils um ein bedeutendes Stiick fordert. Jede seiner Arbeiten steht fiir sich und ist ein
abgeschlossenes Werk.

MINKOWSKIS hier in Betracht kommende Arbeiten beruhen zumeist auf der Verbindung
durchsichtiger geometrischer Anschauung mit zahlentheoretischen Problemen. Der Zusam-
menhang dieser Gebiete wird wieder durch das Zahlengitter hergestellt. Minkowski hat die
Theorie der Raumgitter nach vielen Richtungen weiter ausgebildet. Es finden sich bei ihm
eine innere Verwandtschaft mit Dirichletscher Denkweise. Vergleiche seine mehr padago-
gisch gehaltenen Vortrége iiber ,Diophantische Approximationen", 1908. Andererseits
will ich hier erneut auf meine eigenen zahlentheoretischen Vorlesungen und auf das, was
ich schon oben in Kap. 1, S. 35 ff., {iber Gitter in der Ebene sagte, verweisen. Ich selbst
habe mich seinerzeit darauf beschriankt, gewisse schon bekannte Grundlagen geometrisch
klarzustellen, wihrend Minkowski Neues zu finden unternahm. Diese Untersuchungen zei-
gen deutlich, dal Geometrie und Zahlentheorie keineswegs einander ausschliefen, sofern
man sich in der Geometrie nur entschlie3t, diskontinuierliche Objekte zu betrachten.

HILBERTS rastloser Geist hat im Laufe der Jahre wechselnd sich auf den verschiedensten
Gebieten der Mathematik betétigt. Die Arbeiten, die uns gegenwértig interessieren, und
die man die Gedichte erster Periode nennen kénnte, gehen von 1883 bis etwa 1898. Hilbert
hat, seitdem er in Goéttingen wirkt, immer zahlreiche Schiiler angezogen (in Kénigsberg war
dazu noch wenig Gelegenheit, zumal in den damaligen Jahren die mathematische Frequenz
unserer Universitédten auf ein Minimum herabgesunken war). Aber die Schiiler beherrschen
immer nur das eine Gebiet, das sie gerade bei Hilbert gelernt haben, und kennen wohl
meist nicht die Zusammenhinge, die uns hier in erster Linie interessieren.

Hilbert, Theorie der algebraischen Formen

Wir werden hier zwei Arbeiten von Hilbert charakterisieren. Zunéchst die Arbeit iiber
die Theorie der algebraischen Formen, Math. Ann., Bd. 36 (1890), wo Kroneckersche
Ansitze mit Dedekindscher Denkweise zum Abschlufl gebracht und davon eine glinzende
Anwendung auf die Probleme der Invariantentheorie gemacht wird.

Wir erwiéhnen vor allen Dingen den Satz, dafl jedes algebraische Gebilde beliebiger
Ausdehnung in einem Raume von beliebig vielen homogenen Variablen 1, ..., z, immer
so durch eine endliche Anzahl homogener Gleichungen

FL=0,FR=0,.,F=0

dargestellt werden kann, daf§ die Gleichung F' = 0 jedes anderen durch das Gebilde hin-
durchgehenden Gebildes in der Gestalt angeschrieben werden kann:

MFy + ...+ M,F, =0,

wo die M beliebige homogene (rationale, ganze) Formen sind, deren Grade nur so gewéhlt
werden miissen, dafl die linke Seite der Gleichung selbst wieder homogen ist.

Nach der in der Zahlentheorie von Gauf} herriihrenden Ausdrucksweise wird man sagen:
Jede Form F', die unser Gebilde enthilt, ist modulis Fy, Fs,. .., F}, kongruent Null. — Im
tibrigen schliefit sich Hilbert der Dedekindschen Denkweise so weitgehend an, dafl er die
Gesamtheit unserer Formen selbst einen Modul nennt! Der Hilbertsche Satz heifit dann:
Jedes algebraische Gebilde des R,, bedingt das Verschwinden eines ,,end1ichen Moduls“S.

5In neuerer Zeit nennt man in Anlehnung an Dedekind die im Texte besprochene Gesamtheit ein Ideal
und wendet die Bezeichnung ,,Modul“ fiir allgemeinere Gesamtheiten an. Anm. d. Herausg. [Richard Courant
und Otto Neugebauer]
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Beispiel: Raumkurve dritter Ordnung

Als Beispiel wihle ich die Raumkurve dritter Ordnung. Diese wird durch den par-
tiellen Schnitt zweier Fy erhalten. Man sieht das folgendermafien ein: Wir denken
uns die gegebene (3 wieder auf einem einschaligen Hyperboloid liegen (vgl. oben
S. 317 und Fig. 28, S. 319) und projizieren sie auf die Ebene. Die entsprechende
ebene Kurve dritter Ordnung moge im Punkte Oy einen Doppelpunkt haben (vgl.
Fig. 32). Ziehen wir nun durch den anderen Fundamentalpunkt O; eine Gerade, so
konnen wir diese Gerade und die (3 zusammen als Cj erster Spezies auffassen.
Dieser (4 entspricht im Raume der volle Schnitt einer Fy mit
dem Hyperboloid. Eine F5, die das Hyperboloid in einer Cj
schneidet, hat also mit diesem auflerdem noch eine Erzeugende
gemein. Durch beide geht natiirlich ein ganzes Biischel von
Fléchen zweiten Grades, ndmlich A\Fy + pH = 0 (unter H =
0 die Gleichung des Hyperboloids verstanden). Entsprechend
dem Geradenbiischel durch O; gibt es eine einfach-unendliche
0, 0, Schar von Biischeln AFs + uH = 0, die das Hyperboloid in
der C3 und je in einer Erzeugenden schneiden, womit ich oco?
Flidchen zweiten Grades erhalte A\Fy+\ Fy+pH = 0, die durch
die C3 gehen. Es fragt sich nun, wieviele Fliachen Fi,..., F},
mufl man durch die C'5 legen, damit jede andere durch die C

gehende Flidche F' in der gewiinschten Gestalt

F=MZF +MFo+...+M,F, =0
Fig. 32.
erscheint? Es zeigt sich, dafl dazu die drei Flidchen zweiten
Grades Fy, F) und H geniigen.
Den zugehorigen dreigliedrigen Modul erhalten wir am einfachsten, indem wir die drei
Unterdeterminanten einer Matrix von 2-3 linearen Formen gleich Null setzen. Diese Matrix

q1 q2 g3
rnore r3 )’

Fn:CI)\m—TAqu:O (Hv)‘7/f6:17273)

sel

Dann sind

Flachen zweiten Grades, die nur eine C3 gemein haben, und die zugleich den zugehétrigen
Modul definieren.

Der Beweis des Hilbertschen Satzes und anderer Sétze ist sehr abstrakt, aber an sich
ganz einfach und darum logisch zwingend. Eben darum leitet diese Arbeit von Hilbert eine
neue Epoche der algebraischen Geometrie ein.

Ebenso einfach ist dann auch die Anwendung auf die Invariantentheorie, die ich hier
noch weniger zergliedern kann. Die ganze Frage der Endlichkeit der Invarianten, welche
GORDAN seinerzeit nur mit umfangreichen Rechnungen fiir bindre Formen hatte erledigen
konnen (vgl. oben S. 308), wird hier mit einem Schlage fiir Formen mit beliebig vielen
Veranderlichen gelost.

Threr Eigenart entsprechend wurde diese Arbeit zunéchst mit sehr verschiedener Stim-
mung aufgenommen. Mich hat sie damals bestimmt, Hilbert bei néchster Gelegenheit nach
Gottingen zu ziehen. Gordan war anfangs ablehnend: ,,Das ist nicht Mathematik, das ist
Theologie.“ Spiter sagte er dann wohl: ,,Ich habe mich tiberzeugt, dafl auch die Theologie
ihre Vorziige hat.“ In der Tat hat er den Beweis des Hilbertschen Grundtheorems selbst
spater sehr vereinfacht (Miinchener Naturforscherversammlung 1899).
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Hilberts Zahlbericht

An zweiter Stelle nennen wir den schon (S. 324) angefiithrten Zahlbericht von 1897, der
sich duflerlich als ein Referat {iber die vorhandene Literatur gibt, aber nicht nur diese
tiberall auf einfachere Grundlagen zuriickfiihrt, sondern weitgehend in neue Fragestellungen
vorstoit.

Ich mochte von dem inneren Gedanken, der Hilbert dabei geleitet hat, ndmlich der
Analogie der Zahlkorper mit den Funktionenkorpern, einen Begriff geben, und zwar um
so lieber, als sich Hilbert selbst hieriiber erst spéter und nur beildufig ausgesprochen hat,
namlich in seinem Vortrag tiber ,,Mathematische Probleme® auf dem Pariser Internationa-
len Mathematiker-Kongref3, 1900 (Bericht S. 58 ff.; Gottinger Nachrichten 1900; siehe Nr.
12 daselbst).

Exkurs iiber Galoissche Theorie

Aber um hier versténdlich zu reden, muf ich (unter Berufung auf Kap. 2, S. 89 ff.) eine
FEinschaltung machen iiber die Galoissche Theorie der algebraischen Gleichungen. Ich
resiimiere die Hauptpunkte.

Die Grundlage der Galoisschen Theorie ist, wie ich damals schon ausfiihrte, der Begriff
des Rationalitdtsbereiches. — Als rational konnen angesehen werden: zunéchst entwe-
der nur die Zahlen *, wo m und n gewdhnliche ganze Zahlen sind, oder alle rationalen
Funktionen irgendwelcher Parameter r(z1, 29, .. ., z,) mit rationalen oder auch beliebigen
Koeffizienten. Ferner kann man den Rationalitdtsbereich noch erweitern, indem man ir-
gendwelche feste algebraische Irrationalitéiten, z. B. bestimmte Einheitswurzeln, adjungiert
und alle Funktionen, die aus solchen Irrationalitdten rational aufgebaut sind, zum Bereiche
zéhlt. Endlich kann man noch den Rationalitdtsbereich relativ zu einer {iber der z-Ebene
ausgebreiteten Riemannschen Fldche definieren.

Der zweite Grundbegriff ist der der Irreduzibilitdt einer Gleichung. Es sei eine
Gleichung

f(z) =0

vorgelegt, deren Koeffizienten rationale Zahlen oder rationale Funktionen irgendwelcher
Parameter oder auch adjungierter Irrationalitéiten sein mégen. Die Gleichung ist ,reduzi-
bel“, wenn sie sich im vorgegebenen Rationalitdtsbereiche in Faktoren spalten 148t. Z. B.
ist die Gleichung

> +5=0

sirreduzibel” im gewo6hnlichen Rationalitdtsbereiche der Zahlen 7. Adjungieren wir v/—5,

so wird sie reduzibel:
2+ 5= (z+vV=5)(z —vV-5).

Die , Irreduzibilitdt“ einer Gleichung ist also ein relativer Begriff, sie ist immer bezogen auf
den vorher definierten Rationalitéitsbereich.

Die Gleichung f(z) = 0 sei nun im gegebenen Rationalitétsbereiche irreduzibel. Thre
Wurzeln seien 1, ..., x,.

Dann gibt es eine Gruppe von Vertauschungen der x1,...,x,, welche die Galoissche
Gruppe genannt wird und die folgenden zwei Eigenschaften hat:

a) Jede Funktion R(z1,...,x,), welche bei den Vertauschungen der Gruppe numerisch
ungeéndert bleibt, ist rational bekannt.

b) Umgekehrt bleibt jede rationale Funktion R(z1t...,z,), die einen rationalen Wert
hat, bei den Vertauschungen der Gruppe numerisch ungeéndert.

95



Von der Struktur dieser Gruppe (ihren Untergruppen usw.) héngt es ab, was man iiber die
Auflosbarkeit der Gleichung, iiber die Art ihrer Resolventen usw. sagen kann. —

Das Wesentliche fiir uns ist hier, daf§ die Galoissche Theorie sowohl fiir numerische
Gleichungen f(z) = 0, die einen Parameter enthalten, als auch fiir Funktionenkérper gilt.

Betrachten wir zunéchst den letzteren Fall. Rational soll also heiflen, was eine rationale
Funktion von z ist, wobei wir von der numerischen Natur der in diesen rationalen Funk-
tionen vorkommenden Koeffizienten ganz absehen wollen. In diesem Falle haben wir eine
anschauliche Art, den Begriffen , Irreduzibilitéit® und ,,Gruppe® nahezukommen :

Wir konstruieren uns zunéchst iiber der z-Ebene die zu { gehorige Riemannsche Fléche.
Wenn diese Fliche aus einem Stiicke besteht, so ist die Gleichung irreduzibel und umge-
kehrt!

Wir wollen uns jetzt die Verzweigungsstellen a, b, .. ., k der Gleichung f({, z) = 0 in der
z-Ebene markieren und durch eine beliebige Kurve ohne Doppelpunkte verbinden. Schnei-
den wir nun ldngs dieser Kurve alle Blétter der Riemannschen Fliache zugleich durch, so
zerfillt diese in n getrennte Blitter, die wir mit (i, ..., ¢, bezeichnen wollen. Uber den
Verzweigungspunkten konnen natiirlich gewisse Blatter der Riemannschen Flédche schlicht
verlaufen. Wir schreiben uns fiir jedes Stiick des Schnittes zwischen zwei Verzweigungs-
punkten auf, wie dort die Blétter an einander geheftet sind, d. h. wir stellen eine Tabelle
des Blatterzusammenhanges auf. So oft wir unseren Schnitt {iberschreiten, so findet eine
Vertauschung der Bléitter statt, die wir aus unserer Tabelle ablesen kénnen.

Indem wir z alle moglichen geschlossenen Wege durchlaufen lassen, erhalten wir eine
Gruppe von Vertauschungen, die wir sonst die Monodromiegruppe der Gleichung nann-
ten. (Diesen Ausdruck gebrauchten wir schon in dem allgemeinen Falle der linearen Dif-
ferentialgleichungen vgl. S. 268.) Diese Monodromiegruppe ist bei Zugrundelegung des
von uns verabredeten Rationalitatsbereiches die Galoissche Gruppe der vorgelegten Glei-
chung. Denn es ist klar

1. daB jede Funktion R((,z), die dabei ungeéndert bleibt, eben deshalb, eine rationale
Funktion von z allein ist (eine algebraische Funktion von z, die eindeutig ist, ist
rational),

2. daB jede rationale Funktion r(z), weil sie eindeutig ist, bei den Uml&ufen der z gewif3
ungedndert bleibt.

Wir sehen, wie unsere Riemannsche Fliche, wenn eben wir den Parameter z der Defini-
tion des Rationalitdtsbereichs zugrunde legen, mit den Galoisschen Ideen zusammenhéngt,
und wie diese wiederum mit Hilfe der Riemannschen Fléiche veranschaulicht werden kénnen:
Statt die Riemannsche Fliche zu geben, kann ich die Verzweigungsstellen a,b, ..., k vor-
schreiben und angeben, welche Vertauschungsgruppen durch deren Umlaufung zustande
kommen. Damit gehen wir sozusagen von Riemann zuriick zu Puiseux, der schon 1851
solche Gruppen aufgestellt hat”.

Ubertragung auf die Zahlkérper

Hierin aber liegt die wunderbare Moglichkeit, nicht die Riemannsche Flache selbst, aber
die aus ihrer Betrachtung folgenden Theoreme oder wenigstens die Fragestellungen auf
Zahlkérper zu {ibertragen. Denn an Stelle der Verzweigungsstellen a,b, ..., k treten, wie
wir bereits wissen, die Primfaktoren des ,, wesentlichen“ Teilers der Diskriminante, und der
Galoisschen Gruppe im algebraischen Funktionenkorper entspricht natiirlich die Galoissche
Gruppe im Zahlkorper.

"Vgl. Enzyklop. I B 3¢, d S. 487.
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Dieses Entsprechen wird nun dadurch fiir die Zahlentheorie sehr fruchtbar, dal man fiir
die Riemannsche Fléache Satze kennt, die iiber unsere algebraischen Hilfsmittel hinausliegen,
und deren Analogie fiir den Zahlkérper man nun suchen kann.

Da ist vor allen Dingen der Riemannsche Existenzsatz, den wir hier so aussprechen:
Zu jeder iiber der z-Ebene vorgegebenen algebraischen Riemannschen Fliche gehort ein
Korper R((, 2).

Ferner kann man fragen: Was entspricht im Zahlkorper den einfachen Formulierungen,
die durch Betrachtung der Abelschen Integrale gewonnen werden, dem Abelschen Theorem
usw. 7

Hiermit haben wir nun den eigentlichen Schliissel zu den Neuentwicklungen in Hilberts
Zahlbericht und seinen zugehorigen spéteren Arbeiten resp. denjenigen seiner Freunde und
Schiiler. Hilbert wollte, die zahlentheoretischen Entwicklungen moglichst dahin bringen,
dal der Zahlkorper durch seine Diskriminante und die zugehorige Galoissche Gruppe defi-
niert erscheint und sédmtliche in der Funktionentheorie bekannten Satze sich wiederfinden!
(vgl. das zwolfte der Probleme von 1900). Er hat dieses Ziel allerdings nur in einigen Féllen
voll erreicht. Insbesondere beim sog. ,Klassenkdérper", der zu einem Rationalitéitsbereich
K(v/—D) gehort. Die Galoissche Gruppe ist hier eine Abelsche Gruppe, d. h. sie besteht
aus lauter vertauschbaren Operationen, und die Diskriminante (relativ zu dem Korper
K(v/—D) ist 1. Die vollen Beweise hat erst Furtwiingler gegeben. Es ist unmdoglich, daf
ich hier mehr ins Einzelne gehe. Aber es ist doch, denke ich, einiges gewonnen, wenn wir
solcherweise den leitenden Grundgedanken kennen.

Schluf3, Ausblick auf weitere Aufgaben.

Nun ist es Zeit, unser Kap. 7 zu schlieflen. Ich beschrinke mich darauf, noch einmal das all-
gemeinste Problem, welches hier vorliegt, im Anschlufl an Kroneckers Festschrift von 1881
(Crelle, Bd. 92) zu charakterisieren. Es handelt sich nicht nur um die reinen Zahlkérper oder
Korper, die von einem Parameter z abhingen, oder um die Analogisierung dieser Korper,
sondern es handelt sich schliellich darum, fiir Gebilde, die gleichzeitig arithmetisch und
funktionentheoretisch sind, also von gegebenen algebraischen Zahlen und gegebenen alge-
braischen Funktionen irgendwelcher Parameter algebraisch abhéngen, das selbe zu leisten,
was mehr oder weniger vollsténdig in den einfachsten Féllen gelungen ist.

Es bietet sich da ein ungeheurer Ausblick auf ein rein theoretisches Gebiet, welches
durch seine allgemeinen Gesetzméfligkeiten den grofiten dsthetischen Reiz ausiibt, aber, wie
wir nicht unterlassen diirfen hier zu bemerken, allen praktischen Anwendungen zunéchst
ganz fern liegt. Damit ist natiirlich nicht gesagt, dafi das immer so zu bleiben braucht.
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