UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
HEIDELBERG

Heidelberger Texte
zur Mathematikgeschichte

Autor: Moritz Cantor (1829-1920)

Titel: Ueber ein weniger gebriuchliches
Coordinaten-System

Diss.- Heidelberg, Univ., Diss., 1851

Vermerk:
Signatur UB Heidelberg: Haeusser Brosch. 18

http://www.ub.uni-heidelberg.de/archiv/16468



Heber

e weniger gebrindifidies

Jnaugural-Dissertation

Dr. Movig Gantor,

P — — g

RS e

Lrankfurt am Main,
Drund von J I Shnultheia &
1857,

®

e — e

Gom LEVI




Weber e weniger gebraudylides Coorvinatenfyftem.

——

§. 1.

Dus Mefes ber Gutjtebung ciner frummen Linde wivh in ber
analvtifben Geometric durd) cine Gleidung bavgejtellt wifchen ge-
wiffen Gréfien, bdoren gegenfeitiges Abbdngigkeitsrevhdltnifp man Be-
frimmt. Diefe RVergleidungdgrdfen nennt man Goorbdinaten bder
frummen e Weldve Grifien g Goorbinaten gewddlt werden, ift
in perfdichenen Fallen verjdichen, je nadv der Befdyafenbeit und bden
Grgenfcbaten der frummen Qinde, Me fidh duvdy eine Gleichung ifdyen
aowiifen Grdfen clufacher und leidvter darfteflen lajfen, al@ burdy cine
andere Gleichung grvifden andern Grifen. Daf bdie cinfadvite Blrichung
auch ald bie naturgemaficfte betvadtet werben miiife, lendhtet von felbit
tin, unb wenn man trogdem de Gleichungen oftmald in anbere com=
plicivteve ummwanbdelt, o qefcbicht dicfed nur- aug dem Grunde um
Bevvandtidhaften wnd Achnlichfeiten au entbecen, deren Machivetfung
nicdit qut anterd qgelingem modte. Das am Hanfigiten  angewandte
Goorbinateniyftem ift bad fegenannte vechtwinflige, wo bie Gleidang
gwifdhen gwoei gu cinanber fenfvechten inien, dev Abjciffe und Orbi-
nate gegeben it ; ferner das Polavcoordinatenjyjtem w. {. .

8. 2.

Gintge Sdwiftfteller Baben jtvar allen biefen Goordinatenfhftemen
den Vovwurf gemadst, fie feien mit der Mangelbaftigteit bebaftet, bafy
fic auferbalb Bev 3u betraditenben Guree cine ober mebrere Grofen
ald feft im Raume voraudfepen und fo cinen Ueberfluf an willtir-
lichen Gonjtanten in bic Gleichung Bincinbringen, wag e elgentlidye
Yatur ber Guroe nur vevberge, Ron diejer WA ihteit miiffe man
fidy befreien wnd ald Vergleichungsalicher nur von der Guroe felbft
abbingige Gréfen nebmen.  Um vicfen Bwedt qu erveichen jhlug
i 8. Carnot (géometric de position. §. 430 frlab.) ein neues
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Goovbinatenjoftem vor, wo alé erfie Goordinate dber Kriimmungshalbs
meffer angenommen ift, al$ jwweite: ber MWinfel, weldhe die Tangente
mit der Linie bildet, weldhe Ddie in ber Nabe des Bevfihrungspunkices
ber Tangente parallel gesogene Secanten halbivt. So finbet eor
3 B. als Gleidung der Pavabel: , — — a (cosec. ¢) 3.
Gin_anbered @ombmatcnmﬁem toelched benfelben Jwed erfiillen
foIIte, fdﬂug Rraufe vor (Novae theoriae linearum curvarum
originariae et vere scientificae specimina). Bei ihm find bie
beiben Goordinaten: erftend bie Linge eined Bogenfiicded und geitend
ber Duvd) bie Tangenten Der Cnﬁpunﬁe biefed Bogenitiicfes gebilbete
Winfel, angulus flexus, bei Hnberen Gontingengroinkel genannt.

Diefe beiben (Snorbmatmfnﬁmu febeinen ben pon Dent %uf«mﬂc‘m

© Dbeabfidytigten Swoed3u erfiilfen, unb. fiibven, tie tenigftend Kvaufe
geseigt- bat, ju newen, mitunter widt uninterefjanten Linien, von deunen
id) nuv - bie- von Kraufe @mgmﬁnme »Antiloga™ erwdbmen. will,

: bte bﬂ‘ @Ictd)ung s—f; enn‘wmﬁﬁ

Q)arm Tiegt inbeffen amdfv oy @w@mmh bzefem @aarbmutmfg\,
fffme, inbein. bie Umgehung ber Willthelichfeit mur cine fdjeinbave.ift;
denn bie Confirriction einer gwifthen G arnot’jden -Coovbinaten gege-
benen Gleichung-ift obne Suridfiibrung auf-¢in anbered Sypftem wohl
nidht miglidy, und et den Goorbinaten Kraunfe’'s fommt bingn, bof
et oo - born” herein jeden. Bogen als in Langeneinbeiten gegeber an-
mimnit, twdbrend bie Ringe eines %nqem‘% mmm;ttemmr Gm: md;t gw—
meffer werben- futm o ‘ ,

§ 3.

Wenn aber, twie fdon bemerft, cine verfdhicdbene WLabl ron Go-
‘:arbmatmft)ﬂemm nur - ben Jued - bat gewifie Gigenfbaften einfacher
wmdgubriicfen , bmm ift auih jebes Syftem  gleich. bevedptigt, weldhes
biefe. %’Wﬁerung exfiilit- unb  wurde- durdy cin foldes Syfrem bie
_ Gleidung einer Qinie leicht bavgefellt, fo ift 8 wenigftend bed Bor-
"o fudjed. werth, nadizuforfhen; was anbere: ﬁnf@dyc @Ie@dmngm bnr elben
g;@t)ftemé bebeuten. .

~ Yuf ‘biefe Betradytungen miﬂ) ﬁﬁﬁwmb nebme idy um @egemmmbe
xbmfer %ﬁ)amblung bie Tideufiion von Gleidhungen, bie jwifchen: ben -
unﬁefanntwm s, X gegeben find; wo s bie Vinge eined Bogend, x
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basd- qugehovige Abfeiffeniiitt . bebeirtet , beibe von’ géﬁeb;‘i;en"%infang§=
punften: an -gevedynet, - Die. FWahl bicjer Anfangspuntte und ob Ab-
jeiffen und Bogenlinge nady einerlei ober verjdyiebener Richtung ge-
nommen twerben, lafic i unbeftimmt, da jebe fefte Annafme in biefer
Begichung bdie Algenmeinbeit ber Betradtungen febr Yemmt.

Wiirde 3. B. angenommen, Bogen und Abfciffenanfanggpuntt
Lagen fn einer Ovbinate, unb bie Réngen wirden nady derfelben Rih-
tung ge3ablt, fo wdaven afle Bleidyungen von ber Unterfuchung aug=
geichloffen, bie nicyt- ben gmei Bebingungen - gendigen , baf erftens s
nic Heiner al§ x fein barf, imd Jveitens, dag bei s — g auh x =0
werbe wnd umgefelnt.  Unftatthaft wiven alio @leidungen  thic:
L T | E
=Ty s=logx; x =as. bei a>1uw ff

- Die Unterfuciung 8l fo gefithet werden, baf bie Gleidpungen
woifdhen & unb X in folge groijchen: redytwinfligen Goorbinaten ver-
wanbdelt werben. €8 it baper gunddyit bavauf anfommen, Formeln
gu finben um bicfe Umwandlung in aflen Falten vornehmen gu Fnnen,
Ald Anfangdpuntt bes rechtwintligen Gnorbimuﬁmm)ﬁfmé néiymc idy
ben Anfangdpuntt dber Abfeiffen im exjten ©yfteme, fo baf bie Abiciffe
x Dicfelbe bleibt, und’ niw béf;:‘Bogwm 5 burdy bie Orbinate .j,r: qu ers
fegen-ft. Feener nehme idy beibemal, " in> bor gefuchten wie in ber
gegebenen Gleidung, x qls Unabbdngige, y und s ald abhingige

Benbeclidhe. G foll bie Hirere Begeidynung ‘Fattfinden:

e ody o d2ye d“__, dﬁs_g Fe O

'bf‘éitf?“Rri’“i't-ri,m.mingﬁp&%mﬁﬁ1'”?"19'6%@@?' e, unb = ber Winfel, bem die Be-
' ‘,riiiytungﬁlinie mit ber Abfeiffenachfe bilvet, - - e

Befanntlidy ife: ds2=dy? 4 dx, Sbamué folgt: wéﬁ‘pﬂ;@i I

b P=V I, o bie_gefiudyte Gleidyung aivsifehen ’i:edfytmmfs
ftgem@ﬂmbmafen AR R e
oo permittelR ber gegebenen: Bleidyung ‘F (s, x) — 0 ale Funtion
o x barguftellen ijt. o R
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- 9Bird bdie. Gleidung ds*—=dy? +dx?2 nodmald in Bejug
auf X Dbiffeventizt, fo ift: 2ds. d2s=2dy. d?y, v ]l q xmb

. T
q_.._ }—)' ober:

p— G¥T
o =1 |

2
Eft'mf ﬂf _i-qi)—*—z-, bie obigem &Eeﬁm bafwr mtgefﬁw
giebt : 5 ,
‘5?¥/ 2 —.—1

o=
' SDtc qeomctmtbe Bebeutung b:é 4 1ﬂz Teidbt cingufchen. EDmm
ba p—tge, fo ijt; P2+1——02—] -{-1Ig°l2““'ﬂ€,3(,ﬂa und
g— xeca P, I\
Dev. evfte Differentialquotiont von s ‘nady x ift bie tri=
gonometrijde Sccante bed Winfeld, den bdie Berithrungs-
.. linie mit ber Hbiciffenachic bilbet.
Daraus folgt, bag jobald ¢<T1 wicd, bie @Iﬂd}ung feine
;gcomttmd;e Bebeutung mebr bat, ebmﬁewwg wic eine algebrai M&
Glcidyung 1 mit imagindren Grofen.

§. 5.
@‘}5 {et bm @Indmmg bes n’ftm @mbcé gwgebm
—ax + h
_dﬂa, =8, e._CO jeigen, baf bie &abumd; auégebvﬂ&te finie
eine grabe fein muf, bie fo gegem bie Abfciffenachie geneigt ift, bap
bic Secante bed Neigungéwinfeld = a ift.
Nun ift aber sec « — sec (360° — =), bie Gleidung
s—ax+b Eegctdﬁmt alfo mn Qinien AB, AB' bie einen Tinkel
BAB —2atifben, ber durdy bie %ﬂﬁmm&;fa AX in gwe gleiche
Theile getheilt wird. @aﬁ'@%e geigt ﬁ@ﬂ; bei Mbleitung der Gleiding
pwifden x, y:
0‘2'—'32 1)2—'&2—-1' y= J"*’\/a?—a]{dlﬂ“’*‘t/a ——'1 Z{+C
‘ %A@ bem Auftveten bev willtiivlichen Gonftante C geigt fich fiber=
bieé, baf nicht blof fie beibem grabem Qinien AB, AB' ber geg,eiaemu '
~ Bleidyung entfpreden, fonbern bag gange Spfem von benfelben pa-
j:mﬂehm Linien, nbem ber %nfamg;@mm& bw&mm e ber ﬂé’imﬂdym
Orbinate legt. ’
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~ ©oll bie finie s=max +b ber Abjciffenade pamﬂel aljo
m—ﬂ" \ch, fo muf a —sncﬁ*ﬁ’gl jeim, unb o
- "_*m+b R '
@Dﬂ Bie Emm bingegen auf ber %fmﬂ'madﬂc fmftcd)t ﬁ‘emu
ﬁ, q,?t a—-QW a":sec%@“’—(;@ unb .
S 8= Q0 ober x*@
@mb gwﬂ @Imbwngm** o
e s-ax-%-b s ax+b
gegeben, und bctmd;tm tir britemal nur bic - Eime, beren ?ﬁ‘exgmngé—
winfel gegen bie Abjciffenadyfe fleiner ald 1800 ift, fo fann nad)
pem TRintel o gefmgt m.wrl‘m , b bm bnbm ﬂmtm xmt emanbrer
bilben. AR %
Sft a — secaj a, — Sec &, fo tft 3umdft d—a —a
cos¥ —cosa, cosa, 4 sine, smm ober: .
B ' vV (a —] (a,2—1
aa,+"( ' a)a,,' )
gind —sin&, cosa, — cosa. sine, cbﬂ’. i
\/a —1 ——x/ a, — 1

aa

cos ¥ —

sin & —
unb bavaud: - : ‘_
al?- 'l—azu/a*_"’———P

@mﬂ y— 9@“ fein, fo tft CO8 B‘"@ unb a2—— 1 =57
, : St By e

%@Z%

_ a
&'“\/az——]l R
Eﬂte @ﬂlmé;ung cifter’ @,m: Qinte: . |
) soax + b
fcnfrcd)tm ‘E{mt tl’t aIfm,_,” .
a

x+lb

- S Vari_1
@Ieiﬁ;ungnm, bte gtwifchen wﬁptmmﬂngm (ﬁnnrbmutmx gegeben fmb
pflegt man - in ber : analptifhen Geometrie Laufig: bﬁbmrdg ouf eine
einfadyeve Form qu bringen, Paf man den memxg@@unﬂ ber” Goorbiz -
natent verlegt.  Yudy bier wird biefes fiir ben %{c:ﬁmﬁmfaﬂﬁ@mnﬁ”
geftattet fein, - So  qgebt 3 B, bie- @Iﬂmé;mmg f=ax b, inbem




x::x,——%: gefest, d. B. Dber ‘%Tnfﬂﬁgépunﬁ»bﬁ X um — -2 verlegt

with, in bdie Gleidung s — ax, dber. Dic Berlegung bes Anfangs:
_ punfted ber s hingegen- um ein @Glicd ber Gleihung u entfernen,
fann nicht allgemein geftatiel werben, inbem febr Leidht: ber Fall ¢ine
tveten fanm, bafi Die Detvachtee Frumme Rinie eine gefdhloflene ift,
alfo von gany befimmier ange, und baf biefe Range vou ber cone
ftanten 2dnge, um welde ber Bogenanfangdpunft verlegt twerden
miifite, nody dbertroffen twivh. . y

. §. 6. .
Die @Im[;ung bed jweiten Grabes in nbter al[gcmemﬂm
Form ift: , )
a‘sﬂ—%—bx‘2+cx-s+fs+gx+h::ﬁ ; :
« oobel abfichtlich - burdy feinen ber Goefficienten, alje ctiva burdh u
buvchbivibivt wurbe, um fie nacbber nadh Bebirfnif und gur nnbmm
@mcialtfatim afle gleidhy RNull jegen ju Emmm ;
Durd) Differentiation wird davaus: ‘
2nsds+ 2bxdx4cxds4csdx 4 f'ds +unl\:ﬂ’
2bx 4 s +g ‘ R
| Jagsd cx + f “
o2— c2s52 4 (ﬁhb‘i-‘&-g@w'}s:ﬁp#h \9+““)"’\ +“’Q
4a?s 2+=ﬂfacxc+—£af sdelix?42 1ix+“
aber fa?s 2+4acxs+4afsﬁ4a(—- M 2=ag\-—h)
wich diefer Werth in ben obigen Menner eingeflibrt und bemmrit, daf
pi—o2—1, fo finbet man:

lmb : 0= — 5

pr=—1+ {c? —4ab)x9+(2f1¥——%aﬂ}\—kfﬂ«--ﬂm]

| um 8 «mﬂy ‘aué dbem Sabler u entjernen, ﬂme man

Gx*f bx? +gx+h
— 8=

+ 1nb Bamu@

e —_——-@—:—f___,%— (c L—ﬂab}x% (%f'sss% &g} x + M@-»MM

i biefer e exblidy i ben i @ﬁhmbmm mmmm
1’9 mgt fich- nady . leidyter %sm B

0292+(4bcx1-2eg)ﬂ+45”x“+ Jﬂbgwﬂ{—i o




Y =

A)l)E‘“:—E;]l'l‘ 2]1;}-&@24-')1“ Liéu—iﬂb}) :
a af(c —T—iab)\2+(24,f—4aw)\+(f3 4&!1)]

. (Jabc—cah+(gam——c3ﬂ

T 2a?V(c?—dab)x T4 (2¢ F—fag)x+(f2— fah)

weldyed alfo bie Diffevential; Sleicdhung swifdyen vedhitvintligen Goordi-
naten ift, dic dber Gleicdhung vom' weiten Grape swifdhen ben Bicr be-
tradteten Goovbinaten entfpricyt. Die Suthmtmn berfelben  Faun
jebody nicht allgemein andgefiihet werben, wnd wir miiffen ung damit
begniigen, cingelne Fille aufpufudien, in denen fie miglichy ift. Su
piefem Bwede werden nad) und nady alle Cocfficienten gleidy Rul 3
feben - fein. Wirh a =@, fo qeht bie Gleidung A in ble unbeftimmtc
Form p2=00— QO iiber, bdeven walve | “wi}mhm ~tucit llfid)ﬂ:t
gefunben wivd, wenn vov ber @mmxmtmhmx fchon u—ﬂ anqummmm
.wu'b RWir Bﬁmltcn nné Mm‘r bu:pcn Tall 1od) mm umb f»agu:n

1L.b=9¢ -
N 14 o '2]:+ag“_’--biﬁ o
P =g a2y 2+‘(ch—4“ u)x-;-u-! ~fal 1)]
J&ccabgf—u x

= 2a2/c? x2+(m—4ag)x +(f'2~—~ﬂﬂ]h) |
Die Smcqrafmm tﬂ biex mumd\, 'um::m audy c-—*ﬂ Denn baui{if‘t

_ g?
pi= —]+' —dah—Jagx

y,:JdX\/ﬂ'g-!-iah——i A+4ag:&.

+

f2— $ah—14 Ag X
b bamu@'
:lf g2+ W’n Ph—éf“——g —] ﬁwi’h—FJ i

2‘) o s w——
=16 Mc[me ‘ T
.Sw..an,ll"*—IZSaﬂ;h-—le‘rz - 64a
+ — rEN X 0,2‘-‘( )-

;({'Eg +8qu h ——-f"’—— %ag”x—] ﬁa2h ) +
4_
(HM ggm.ﬁéagéh——qﬂﬂga)\ 1 bnzuz
wenn bic wiilfurhd)r Gonftante, bie nody [wmgugn ehen todue, g‘lﬂd\
Rule an@mmmm with, wag fidy tn Smfunﬂ Bon foloft mrﬂﬂ)m
mag; und biefe Glelchi ng entfpridit dor as? 4o s gx+h=9
2
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"Gt ferner aucy nody =96, h—0, a=1 und wird g negativ ge-

nommen, alfo dic Gleidung s 2 = gx betvadhtet fo ift
(¢ —+x)dx
[

-ﬂn\——l%\g

ober endlidy:

'—g &= _.?_& _.1 vy — 16 '.:2
yﬁ_gﬁuu(m 1 - ) 3 Viiex—16x%

Dabei darf, wic man ficbt, niemals 1c>‘§ 1Tcin.;
%éfamﬂidy ift aber bdic Gleidumg der Gyeloibe x = r Are
(coq—l — _) V2ry—yiwor Dben Dalbmefjer bed evzeugen=
r

ben Kreifed bebeutet; unb biefe Gleichung entitcht offenbar aus bev
unimgcn Emr&; %ntauidmmg bon x undb y, wenn aufierbem nmm

g_..Bx gefent mmb ©o erfliet fih aud), warum x pocdftend = ﬂ,
b. . bem Durchmeffer bded ergemgenden Rmfc@ gleich fein barf, obne
baf y imagindr wird, Bei x = 9‘ it y= —_‘—gz—, wo n jebe be=
Iieﬁi.g\; pzﬁfcﬂ ober negative gange Sahl bebeutet.

b , sw9+hf2— $ubh
1’2"""3,_ ]<+ a{—4abx?—Jfagx 4+ 12— MM
ober gufammengezogen:
Pz_—g2+ jdah—(24 (HJM-F fag)u 4+ (4b2 4+ 4ab)x
igmixlx—idgw—4nln" -
Mufier dem Falle b=40, der jbon sub. 1. vorfam, faun bie
Sntmmtmm audy nods audgefribrt werden, wenn a =¥ bmm alg=
bann ift:

i :
‘]yhT\/g —£2+4bg1« -g-M;ﬂmﬁ

2bx+b

V= —a2 b7 v’4b2x +H}gx+wz=—fﬂ

| N )
-4%100’ 8'>2x+~wg+4l bv"&bﬂ' 2+Jﬂbrrx+v2——i2¥

EDaﬁ h i btr %ﬁluﬁgiﬂnq @;M nicht vorfommt, it bajer, bdof

m bcr Gleichung, welder fie entfpridgt (b x 2 4Fs + gx+h=M,*

IR L . 3
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nicht mit x burd) Multiplication verbunden ift, baf alfo, wenn x
um cine Gonftante vevdnbert wivd; diefed auf s feincrlei Ginflup vt
nody auf die Geftalt der gangen Gleidung; bdaf vielmehr nur die Gocf=
ficienten bex Glicher , die Fein s cnthalten, verdudert werben; und
bicfe Goefficienten find ja gang allgemetn angeviommen; mast Fann § fich
piefelben baher - burcy cine bevavtige BerAnbevung bed x  entftanben
penfen, dafi vorher fdon dad h wegfallt. : :

Eﬁr auper a—@ nod) g=—40, ferner h'—l umb f ucgatw
alfp x2 4+ h="{s, {o wirb

-ﬂm +§—l;¥g (8x4 4m

Sft £=0 wibrenb a it =9, biugegen  aber Fr—qah
ift, fo wich p*‘-——-g——l wo nur dann fein mmgmare@ El‘tfutmt
erfdeint, -tvenn b und a verfdyicdene Seichen Imbm, und b nidyt
fleiner al8 a ift. B3 fei b negativ, alfe bic @Im[mm qmrﬁm

p
—bx 2+fc4-{=47—; , To entfpridht il bemtmd; y=x \/ b — 1

ift a= b fo Ecbmtrt as?—ax? +1 +$wﬂ wmau@ p lZi
folgt, eine ber %Ibfﬂﬁmadyfc parallele qmbr Linie.
3. =@ |
2‘_;;(,27_']}3'& 3 c211+n03 -4abh
P T 2a?! a l[(‘g——iﬂl)}xﬂm—-la"\h:ﬁah]
+ [4ahu—c3)x+2am

Eagv/rz-m-lab)xg-—éagx—4ah ,

Der E?a{l ; bafp audy b=0, h=40, a=x1 toar, Tam fhon
sub. 1. vov. 8 tft nody der Fall su beviickfichtigen, wenn ¢ 2 4al, —p,
Dann verwandelt fich bdie Gleidung in folgende:

3 . - 2 |

-—4 ' qﬂajgx-g..‘ilah xW’-—%Lﬂ»gh——i&h

- Damit’ Nﬁc feine imagindren Srdfen enthalte , muB 8, g ober
lh negatty fein. @8 fei a negatio, Nt gﬁgvbme @!mdyung alfo

P
82+rx?“exa+gx+h tnb




¢ ? 2 g
1)2__ 14 —5 — = o6
fa? dagx4+4ah—av—4agx 4 d4ah

WNm bie Gntegration audgufibren, et man am Bogquemften

' _1 G 1 dz
fagx+dah=;7 Pigid »= Teesgdan R FYTE
Durd) bdicfe Subftitution finbet man aber:

d dz c?2 _ ¢ ‘2-—!-;77 , ;72 2
y—i_az‘.’.?g\ 2’ dacgz4+4a’glz
unb bamué.

“'( L : ) 2 T incw 72,8
y=— Balgz? +la(c—1a?)7 Viel—4aTdacgz4 talp?s

- 2a%g
(P—1a%)

mgzc‘ﬂ——'s a?Fdacgr— 2V —Jal/c? _Tal 7 facant dalgls?
t ‘E’ e— - . ; - e
. Z

obev enblich nady Wicdeveinfibrung bed Werthed von 2

y=( gx4+h__ cw/wx-{—ah aarﬂ L Zacg
ag +)H(q \/02.—43.3-{'%.‘4?% ""\/nﬂ\-f.-a]h

2a’y .
T (c2—1a%)7, l”g;
—2Ve?—4atfagx—dahv/e? —dal4 ag? Zm-,;g_g_
| gx+h7Vagx+ah
wobei voraudgefest ift, daf 2 —4a? eine pofitive Grofe. It I}itv
gogen $a2>c¢? fo fritt bei der Jntegration, wfrend bev crfic
Theil, den bie Turjelgrofe bildet, unvevdnbert bleibt, im groeiten

an bie Stelle ded Logarithmus ein Hvcus Toamgens:
=( 0x+h Vagxal-&h) _4912% ag? + 7 Zacg 7
ug “Za{f}ag——cg) gx+h"Vagxtah

2
a8 4+2¢2—Ba?

(Tﬁﬁp—g';WA"‘(fg- *gxtoh
, - Viia? c? c?_4a?p

«hu g 4 ( ¢ 2__xa Y Aagx +"4ii1h'

—

g x+h j"vﬁi agx-a h

’ga Eﬁﬁg':‘“
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4. g=4¢. ‘
2 b ¢?h4+hf2—4abh
L SN | +
Pr=9n2 ’+a[(cg—4ab)hé+"cf\+f2 4&]1]1—"
, Xt
-3 —

—2a%V(c?— -I;xb)x -}-&cf’x-ﬂ-fz —1ah
Aucy Piev ift, wie sub. 3. die Integration nu@fﬁfywm, Yoenn
¢c2—4ab—0 if. 3" bicfem Falle gef;t bie Gleichung in folgende
m I
et BPS ¥ c?f

pz:‘———!1+ :
: 4a2 4a2(lcix+12—4all)+2a2\/&oix+iz 4ah

@cgt man biev 2cfx + f?—4ah—= 2, folglidy
1
b= Tty + f 2—4&]1
Gubftitution :

ud dx=—

dz /

dy:—zacfzs\/(*"-f"*‘&g'Zu?f‘/,-{—Lg -i-a2

unb bavaud:

(1 _ o . : ST
y_Q(éhwf'z.g_""la[(,‘-’__,.jtaz)&)' cgf2Z2—202f7+02_4a2
+ 2(; (‘E a/u ol 2¢2-8at 522 2-2v" c -4@3\/{ 23 20 at o-da?

(¢2-4a%) 7

ober burd) Wicbeveinfiihrung des Werthes vou 2
. (Zch +f2—4ah__cvZclix+12—4ah)
Y= facf $a(c?—4a?) )
c?l? — _4021 —

;«,M+13 43~h+\/2cf:‘x+,f2 Ta h+c@_4az+

o
+ ( ‘ _&iae)*] Dg)+2(,2f+(2c, —8a? )\/ Cfx+i‘gf4a]1 .
— 2V c?_4a¥\ /¢© —--}32-}- c?f? 2c2f

Zelx 412 4ah+\/%fx+f2 —4ah)
mnlﬂﬂ toteber Mlﬂli@m‘mt ift, baf n2>4ﬂ inbem, wenn ¢2—4a2

cine negative Grife {ft, wie sub. 3. ftatt- bc@ ﬂugmﬂ}mu@ etn Yrcud
mmgmé erjdeint :

T - T T VT I T




_ ( cfx+{2—+4ah w/)(.f\+t2—h4\h)

Y= fact T ta(da?—c?)
| 7774 2  ezf? _ 2c?f +
. ot Tetx+f2—4dah T Vv2clx+{2—dah
acf
——— Arc(tg =
+Ha"”—-@"‘)"/a bre(tg
¢2-—4an? — c?f _ )
+ V2etfx 12— tah

‘/sz_(? i c2f? Ze zﬁ - ‘
\ to? +’oh+f2‘—-£ah 2chx+12_fah)
@tefe beiben Gfeidhumgen  mtjprechén bemnady dev Gleichung :

q_s”'a +4_ﬂx +exs4{s4+ h—=0a

Wird 5. h—=2@ gefest, fo findet jidy Midytd RNewes.
(553 fet- alfo enbh&y
.a—P :
D. [) 516 @[exdmmg bx? + cexs+4 fé + gZx + h—@ Qfﬁ,ﬂ[\m.
B8 evglebt fidy:
' ‘ bx24gx+h

_ 2hx4osqg  IP¥FETO—T
- ex+f T cx
_box242bfxrfg—ch
- (Lx+f)2
und barausd: ‘ o
_(4b%of—4 cﬂf)xumbﬂfﬂ Jmfg?.i,czh-Gcﬂrmx%%
(cx 4 )*
b2 9 xé+(4bf2g-dbefh-ef?)x+2gl4c?h® f*-2cfy {:'
(cx J—f)”* .

dx

y“'f(«-x+f)z\// axtfBxd4rx?tex g
eun gur Abficgung einfadye Budgftaben fiiv dle Coeficienten gefiebt
werden. Die Jntegration ift nur banm ausfiihrbar, wenn « — =40 ift.
Diefes findet. einmal fratt bei ¢ =9, ein Fall, ber sub. 2. bisoutirt
wurbe, - Ferner with aber aud) m’*—@ =0 wenn b—=c. Dam
bte geht Gletchung in folgenbe fiber : '




y:'fm\/[[ll)afg—“ ;hgf 2—2bqh)\'2+
(4‘ b f?‘g—M 2fh—4b ﬂ'3‘)3;; + (f2g9+b2h 2_2b fgh—f'i)r]

Wird Jegt bx + =2 gefet. alfo X“:_‘Z—T—f, d x :dTZ—, f@
, )

b
v A% Jre (b — 27 ) n ¥ (PP 52 BT
1'ty_t/bzﬂ\/ o Jbg( 'T+ o E),

Sy weiteren Nbtiivaung fcigwc i EWE =2fg —2f2 2 b h :;é

unb ferner

ey 4 bh2x —bhfe BT A SR EPA

a H’bBZ f ”E:”_mg+Zbf"’h+fﬂg3~+2-bfg(lx+lh2m:v;
b da be—2fr=0 o ‘I;c'if;ﬂt jeit bic S'nt‘égmlg(eid)hng:‘i |
o dw /- - Vizdta o o
y:‘fb—?? pz iy i‘/:——%l—ﬂ"‘\l/ Mug Z\/H'"'\’/“Za-l-lj‘

d. i nady Wirbereinfehung bder Rerthe von z, p und v -
_ V@b 2D 3 P (T — I L — b,

y= ‘ _ ‘ \+
(PP + 02220 fgh— )

* hix 4 hi + |
+/sz 21 b}hlng’m\/zbaté mev_).b3h+fv’gfg-3t2-&[f}7+

\/(Z‘b 2fg—2h2{2IL%h) x 2 (4bf2g— 4L °TheY, £3) X

A (F2gPbho— 2bfghpy

“GQft in cinem nody fpeciclicren Falle £= g und h =0, §o wiib
aug ber gefunbenen Gleichung: die unbeftimmte Form R
y=0.logh=2. - c0.

Die Gleichung, von ber ausgegangen wurde, war aber aldbann
bx2+4bxs+ x4+ f5=0, weldye tued) bx [ Dbividirbar i,
unb badurdy tn ¥ + =@ fbevpeht, roeldhes nady, § 5 bie,i’lbfcimm:
adsfe unb ihr pavallele Rinien Sebeutet. Wit ohue vori;rrige fbuiniﬂm
piffeventivt, o unb bavaud 1 gefudyr, fo aelangt man su- bemfelben
Refultate; man findet ndmlidy p — . T

e
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Wied =g =0 gejett, aljo bx2 4 bxs+h=4», jo licfrt
die oben gefunbene Fovmel cin bnaginfred Refultat, roeldyed durd)
Ginfiibrung cines Avcud Cofinud verjdyvindet. Alddann entfteht néms
lid) bte Gleidung

v'h? ——..bh b\c?)

: ] 2 h
y = + T Arc(cos = 1 —
iz

Ginen tociteren ﬁnﬂ ber ble 3mmrahon geftattet, wird man
md)t woll finben fimmen. Demn damit ju gleicher Jeit die Cocffi-
cienten von x 3, x !, x@, aljo 8, &, = u ﬂhmﬂ werden, worauf ber

actor x 2 lofgetvennt und tmter bem Wurgelyeiden mur x 2 und x&

blieben, miifte nothioendig f==@ und h =9 fein, damn ginge aber
bie Gleidung in bdie burd) x bividitbare bx? 4 cxs+gx—4a
fiber, b B. toive feine Gleidung bed jwciten Graded mebr. Und
bafiie, baf 7, ¢, = gu RNull werden, fo daf nady Lodtrenmung ded
x 2 unter bem Turjelzeidhen nody x2 umb x ! blichen, g,wbt ¢8 chen=
fallg feine Gombination.

@elbﬁ bie cmfa&w Form ¢ X8 +h=—0 gicht ald .i{w eut-
fpeechende  Differentialgleichung  Fwifdben  vedytmwinfligen Goordinaten
dx

c2x?

dy—=— c2h?—c*x*, beren Sntegration in gefdloffener

Gorm nidyt angeht.

§. 1.

fble Glefdung s2=—gx bic im vovigen Pavagraphe sub. 1.
alé Gleichung dex @gcmibe nadgetvicfen wurde, und ferner dic in
~bemfelben Paragraphen sub. 2. bebandelte Gleidung x 2=1Is find
mur fpecielle Flle dev veinen hiheven Gleichung, die in ibver allges
weinften Form _ | ,

| m m*n
e X —ag :
Wﬁfa “WD bttienige Form, recldye bei mﬁ;tn’rmﬂzgm [ umrb naten bhr
pm‘abnlifdbe Gurven mﬂdmgt.

m—l : . m""‘n_.][ xm.
@8 {ft mx 3 .._..(m""n) as | ds::(mf_’:n)-;mdﬁ

-




3
alfo -
p—_ M s m 1 n

TmEnx Tmta o n7"m -

‘ a X
' 2 2n

(~ m )2 m=*n ntm
pi—ot—]= L= —a a
‘ 2 2n

mIn n’rm

und enblich

/ Ty

: : 2 2n
y=Sax\ /(™ ), — ~ 2
— a mtn ntm
m>n X ]

68 fallt augenbliclich anf, bdaf bier x einen @rcngm‘crt_lylbut,
ben 8 nidht tiberfdhreiten darf, ohne daf y imagindr yoiirde,
. Dicfre Grengwerth. ift burdy die Gleicpung

(‘ m )z’ﬂvminx—‘“im—] —g gegeben; Felglid
m_n ntm 1
x:( m ) n a"’"ﬁ-
m>*n

8 ift-gu wnterfuchen, untr welchen Debingungen die Sntegration
augfibrbar ift.

, n T gth
[N W % + £ s d 1! o .
Bu bicfem Jroede werbe x ™ —" <z gefept, folglidyx=7 D
m . : o -
, 4=t . - :
nrm — . e L . e
und d x ==z dzj ed wirh durd) bdicfe Subjtitution
n"m —nX*tm / ( 2

1 , C —

o n n dz\_ m }-_“dlll.;”j,;iﬁ

dyj..._ 1 m C

I | '_' ; ‘miﬂ .

: —ntm.. .

BDic Sutegration ift thunlidy, o oft z n cine vationalé

3
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Grifie, b. b fo oft —n 2 m, und jemit audh m cin Nielfaded von
noift. S odicfem Ralfe wivd man aber aug der Gleichung
1 mo_n
X —as bic nic Wursel gicken Formen, und badurd vevein:
fadit fich ble Bebingung felgentermagon:
Dic Gntegration Tann andgefibet werben, wenn n==1 ijr, alje

bie gegebene Gleidung

m m 1
X —ax
]
Bl wrald b e oM
peifit, tooranf bann tweenn z = x ur,
. . ! By
ITTm —17m m i
(i)':-———'—?, (IZ\ : 2 1]111 .
__]__ S m~l - oa 7 *
m_ ]
a ’

B3 mdgen jest nedy cinige {peciclle Folle unterfudt wrrten.

Pon den gioct fden befprodienen Fallew teire bev cine auf wenn
m=—1 ijt, ber anbere, werm m =2, ribrent vad negative Jeichen
genotimen wivh, Wirh kel m =2 tag obere Jeicben qowemmen, aljos

g .- " qr!
x?f=—asd {o it v= x((__._. ..... ])
* Ja‘i,;x,

Femmer fel m=—3, alic x3=as2uup x3—asx* Jm erfiven
et e
Salle ijtebet

. X3I:_ﬂ-"2, }:_“j_“j' (_‘;_‘; o })?:
: -4a

Wird bier ber Abjcijfenanfangdpuntt jo vevlegt, Bafi ¥ ==X,

+ %ﬁ jo gebt de Gleidbung in felgende fber:

3 =ay?
dle ber Neilifdben Parabel angebért wad i vou bev anfdnglichen
Gleidung nuv burd %crmufc‘ﬁ)uﬁq ven y mit s und  bann  badurds

. — , E T
unterfcheidet, bap bie Abeiffen von elnem um ~W—zwnxd"tcn Mufangd-

punfte augerednet werben, wibrend ugleid bic gamge Abiciffenadbie
um cine willfiiclide Gonftante parallel mit ibver Anfangdlage vev:
foben ijt; benn genaw genemmen muf bie Gleidyung x, 3 —=» y+C) *
hetfen.




S anbeven Salle it bei:

. w Uy, 9
vAd—as!, ‘\:( ) 4 '".—'.viluo L
a 3 4 a lu'., \'/ 16 faX e +

g R
01) \u'u)h__\ / 1 ]_(.) alfy x 1,

Gudlich jellen wody de Fille x == a ¥ yup x4
fucht werden, we m—+ it
Man fndet bei:

I a7 e

320 6
5T IR \/W(_;) T+

g |

T Teties [;( )" \/"sTG)”‘ ']

o e K] —
'z as?, vy =

nud fevner bet

(204 25 2y
Y kL c— | 3 ‘ ( 2
Y= 375 l_?.)(q") {1 - gty \
Wiv feben, dad die Gleidung x s o (et ey Wers

wandhmg i rechhoinflidee Coorbinaten entweder blofi 2 Wuryelgrifien
qictt, obev nelben denjelben nedy cin jicited Glied, weldied bald cin
gogqavithbmus, balt e Avens Cofinud ift. Vel pey Verwandlung von

m m 4+ | " c . .
« —as fommien blof Wargelgrifien vov, fo oft m gerade

- . , m m— ]
ift, bei bev ertvanbdlung von x —as bingegen trift diefek

ein, fo oft m ungevade ift; ober beive Fille gufammengefagt: wenn

) X , e m m*tn |
per niederere © rpenent mpey Oeidung x - = A« e gerade

Jabl ift, fo treten bei der Umwanbhung in vedtiwintiiqe Coovdinaten
nur %lubclgwﬁm auf.

§. 8.

Hiheve nureine alyebraifde Gleichungen woerden aud dem Grunde
pidt gu betvadten fein, weil aud ibmen nidht allgemein s iy Bunction
pont x Davqefiellt werben fami, was Umtvandlung unentbebrlid
ift; und felbit bei benen, o bicjes miglicy ift, wic bei den Glei
chungen ded britten (éilabm, jcheint de Unmvandhg nicht audfiifnbar
e

e
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N machen paber ten Hebergang jur Retraditung einiger trands
cendenten Gleichungen und madpen ben Anfang mit dben Gleichungen
s —logx wb x = logs. Aus

s log x
i dx ] dxv'l —x 2 :
folgt — —=ds, 2——, dy=—=———"—— unbd taraud cubdlid
X X ? x
S PRV R

y= V] —x? ]ng’

4 <
& 4 . ~ . 3
Smsteetten Falle felgr aus

S

x =log

P

d

T
‘Q

n

burdy Differentiation o x = ¢—s.  Tic SJntegration (Gft fidy
bequenmer ausfithren, twenn ecine Gleichung 3wivden y, s aufgejeelt
und dbann cryt s—e ]ubmhmt wird; aljo

dy=dxv's?2 — [ = —d= s2—1 und bdaraus

S

y=V's2— 1 + Arc (cos = o) bad it

1,:\/ —~1+4\rc(ms::(~—x)

Hicvan tuiipfe idy die Gleidung

X X
2a Za
s—af(c —¢
welde Oefanntlich die Gleichung dev Kettenlinie it
X X X LY
Za  Z2a Ao
Qe 6 =e ¢ , pi=e +ec —2 =
2 {
X X X X
24 Za dxf 2a 2a
—\e =2 ) ,(h_.—,)—' e —e unb

R .

/



Von  tranfeendenten Gleidungen  mit trignometrijden Functionen
ijt dle cinfacbie

X = =sinx
1 | .2
dx=cossds, 62— S ———, i r
coss 2] — y 2 —1
xd x

und wenn die willfivlide Gonftante,  die bigher  {fmmer weggelafien
wurde, gleid) Null gefest wivd: x2 4+ y2—=1 bas ift dic @!ﬁridmnq
ped Kreifed.  Dajjellbe Rejultat giebt die Gletdyung -
X T CO8S
Hingegen baben die Gleidyungen :
sTmsiny und s —eosx
feinen geomervijden i, wie fidy badbeedy ergiebt, baf aug {huen
],‘2_—:(:053\'2-% und pP=sinx?—] folat, weldyes wie fatt-
finben fann bet veellen v, v Ba fowebl coxx2— 1 ql8 sinx2— ]
negative Grefien find, und als foldye dem Quabrate p? mdyt gleidh
finaen. o
Glenjorveni 18t fich cin geemeteijher Sinn der Gleichung:
XZIigs
x4 2x2 , ,
N 2xir] finbet. Die Gleicyung
X "SI S, ¢os s

aber gicbt wieder der Kreidgleidung, Do

7

unterlegen, aud der man p 2 = —

dx—=(coss?—sins?)ds 72— J

sins 4 coss *—2sing 2eos  7;

mun iff sins? 4+ cosst—2sins 2eoss 2= (sins 2 4 coss?) 2

— fsins?cos s?2=1—4x? alfp « Q:ﬁ_l_hi})2~£
) l—4x 20 7102
2xdx T ——
dv = v—_._\/l—ixz.
) \/]v»h:}—_
§. O

(S‘I;u“ l?hu'rrwd_\'mm,‘ Wdev unjere Goordinaien (cidyt  Fitbeen,
ift bic Frage nady den Gooluten dey (Suwm, G foi die Gﬁlvimunq
per Gurve F(x,€) =0 geqeben, aus weldyer duech Diffeventiation




¢ wnb banm audy ¢ folat; unb jomit aud o, indem nach § 4
— 0 2 \/"G 2—41
Q U —— e —

T
E3 ijt aber Befanntfich dev Kvimmungsbalbureffer nur wme cine
Gonjtante von dem Bogen ber Grelute vevjdbicden, Nennen wir aljo

.. 62\/62_]
bicfn s, fo fftr s =— = 4 C

Alfein dabel ift s bemevfen, taf de in tev Sleidung vevtoms
mende Abjcifie nieht die 3u cinem Punfte ber Gvolute gebévige i,
fondern gu bem Punfte ber Eoolvente, beijen Rriommungdmittelpuntt
ber Betreffonde Punft tev Geolute i, ol taber bie Gleidwung dev
Guofute goijden ibrem Bogen undibrer Abjcifje aujgeirellt werden, jo
muf man diejed berddfidtigen. DHeifen aljo bie Ceorbinaten bev Gool=
pente s, x fo mbgen gur Unterideitung vie Coordinaten bev Grelute turdy
&, x, begeichnet werben.

G8 Deife M cin Punlt per Goolvente und m befjen Keimmungs=
mittelpunft, durd) weldben wiv und de Abeifonadic aclegt denfen, fo
baf alfe Am = x, Dic Abjciffe von M et AP =Am — mP=x.
Um m P durdy befannte Girdpen audjueviiden, dent dov Umjtand, dafi
m [ mit M P, ber Cedinate vou M, und mit dem KReiimmungahalbs
meffer o ein rechiwintliged Tveied bilver, taf alje
mP = 5. cos Mm P ift, wibrent Mm P dadwed betannt it
baf o8 bor Complanentoinlel dedjeniqen MWinkels {ji, den bdie Veviib=
rungdline, de in M an be Grolvente geogen wicd, mit ey Ab-

: . _ ) dy
feifienadyfe bilbet, und befen trigenomehrife Tangenten alje :1—1 ift,
b MmP =900 — Arc (1ig = p) untcos MmP = \/"_A_j

ag

folgliy m P — Q\/‘i_____..].; burdd Ginfiibrung tes Werthed ven o
[

finbet man demnach.

¢d — &
N, TN+ ———
T

melches nebit den Gleidnmgen :




o3 -
o2\ a2 __] ,
. s, T p + C

und
F(x,s)=¢
geniigt, um X, & g climintven und jo die Gleicgung der Geolute
poifden x, s, aufjujtellen.
Oft wmgefebet bic Gleidmg der Gyelute
¢ ('\-N ‘QI) =0
gegeben, o twivd aud ibr in Verbindung mit den Gleichungen

63 g
X, 7=y 4
T
G 2\/16713*]
s, = + 0O
T

purdy Glimination ven x,, =, pic de Differentialgleidung vev Gyol-
penfe vijden X, = fith uufrﬂlcn fafjen.

5. 10.

LBeginmen wiv wieder mit dor Veradbtuny der cinfachiten (ci-
dyung, alfe ber vem evfrn. Grad: sc=ax 4 b, el dev v—a, =}
i, fo finben wiv £, =03, x, = 2O, dn dor That iyt de Guelute
bev graben Yinie eine wnendlich entfernte Yinie, dic bder erjteven pa=
rallcl 1duft.

Gheben wir ju dev Geidhung pes jociten. Graded

as? byt oxs+fepoxt+ =0 dber:
) 2hx 4 ox4 o 1 2a624 2¢0 4+ 21
[ I . " —

Jastoex 4+ 10 T as4cex f

aber
Nabh®x 24+ Rabhexs42ac02:0 -{—w“m]u*\-{-l 'H‘ne.}_)aw-
{...ﬂ\-}w( \—{-—{)

, hey® + (2t 4 Sabe)xs +!M-<~+ nf+)(~rr)\
D T 3

’ 2 —
é’ﬂ« g =

i{-lm-u el s 2oty
(Zas4 cx 4 1)2 -
2be?x? 4+ Rabexs 4+ Ra2be? 4 fhefy 4 Rahfs 4 2b {2

w) ——— e
2h = (Zas+ex +0)2

i :—.;.,;' .




S Y

Werben defe Werthe in dic Gleidbung Fliv 7 eingefitbrt und ber
per Sujammenjiehungy beviiciichtingt, dagp
bx24cexs4as?4 s poex——h
iir, Jo vevdndert fich jener Werth in Felgenten:

Rabhi4 2y~ 2c2h— 2ag? 202

i (,25‘:-{-1:_.\;-{——1')3A

Fernev {jt :

Nh3xd4 12h2ey 2eq 1 2L 20x346be2x 4
(2as+cx 4+ 1H)?
+(]2}7;(-gxg+6}}ggx+ ('3-‘3-!"‘3“2\‘_"92'%3";&‘{2-"-{’;."“
(Ras+ ox41)?

folglidy jind die brei Gleidungen gegeben

g3—

]

x = ! (4afc—od)s g (Ra2h 4
T Rabh42efg—2¢?h-2ag?-2 L 4+dac2—Ghe?)xs? 4
- +(Rabeged- 121 20)xs 4
F{(2he2—NhM A (dafe4-
Hazg—3c2u)e?4(Nabl4
(422t facg1 2heg)x s

(4hel4e2g-12h20 )24
+(dafgc+c (':93-31';;'-’ )5+

+(Rabh 4 4efo-2e2h- 4
420t (b ?)x {2yt |
+ -t
11
o IAbExtg dhexs et dhav 4 2egs4a?]
BV — Hal3]1+2rf'§’” 2e2h—Zag? —2h{?

\/(4‘)_62)'\‘24-(4])0—4'3(3)XS+(452»— ~1;}2)52+
| + (4bg—2ef)s +( 2eg—Haf)s (g2 —1F)

I11.
as?4hbx24cxs+fet+egx4+h=0.
woraud x, s eliminict werden fellen; cine Anfgabe bic in diefor Al
gemeinfeit mit vielen Sdyvievigleiten verfuipfe it Wic beguiqen




und bamit, bic MoglichEeit der Anufidfung gegeben 3u baben, wnd
yoollen nody eindge fpeciclle Falle ndber ('8 Auge faffen.

N 1L
Wirr 2e =2h=¢, fo verwandelt fidy Gleichung 1. in:

l ! al i .
’:_-_-*—ZH(f—“g)Z;HH2{i~g)‘<2+ 1 ()ﬂ‘z“ g}\\_{._

N

1 Z(f‘———g)\ 2+2!L(f2+2f{_§:—4&g2)5+8ag(f__g)x_*_f‘ilg___”:; {

bl
ober .
{24 2fodg? foga?
Ny —dnela-Navsddax 24 4oy ~la4g . 18+
1(g1)x,=das?+Naxs+dax*+fgx 4 r— s4 2;’

anb bfe Gleidpmg HI
2. asf4ax?+2axs+ ety +hi=0
wieend dle Gleidhung 11 folgrube Geftalt annimm

ag
=,

3 = Zu\ﬂ_ﬂ_ﬂﬂ\\-{-lnq-.{_a"\_*_z S 4
o (f—g)?

\/ (g —1) (ax+das+ g4 t)

N
=

Aug 1. und 2. folgt inbem 2. mit 4 multipliciet, bas Probuct

von 1 abgegogen unbd bic tibrig bleibenbe Gleidyung nady « goldft wind:
(f—9)?y,  (I—g)(fg+g?—8ah,
4u9+312-——-bf" 2a(4gd+ 312 —61w)

Ferner ift aus 2.

R - S g—1 g? b

= Zn \/ a +4a2 A
/ (é— '_3' IS

“\ a(ig? +df2—~f)lcr

,4__”‘u"+ 12n2 )13(,_gﬂf;"{';&&1(dzh
+ 4&‘3(40,—2_*_3‘2__{){(7){3

worauf dirfer Werth von x4+ i ple Gleidiune 3. ringefibet werden
gann, welde taburd e Gejralt erbélt :
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P_[4a(f—g)3x,+Zg"—ﬂw—?-f”“‘gzﬂ-2”%*‘
= 2a(f—g)2(dg?+ 317 —6fy)
+ Bafgh—4al2h —4ug3 =312 4+60g2]
2a(f—g)2(dg?+ 42— 6tg)

» o (g—1)%x
—(f—eY2 1T 4afe — = : : Y
\/ (t—g)?*THa(g ”\/ n(1g? 4317 —6ry)

gt—4lgd3 4 512¢2 — 213 —Safgh + {af?h
fa2(1g?+ 317 —6fy)

wud damit die Gleidhung dev Govolute giebt, die bei Gutfermumg bder

Wangelgeidhen ctne algebraiiche Gleichung bes fimfren Grabes ift.

St b—me=f=h=0, o wiffen wir, bafi bic Gleidyung
as?4ogx—§ cine Gocloide bedeutet, beren Guolute tieder cine
Gycloide 1f. :

Durd) Einfiibrung der betreffenben Wertbe n unfeve Gleidhungen
exhalten toir:

+

1 “ 2a u

X, — — 49520,;2“)&02\__0.3 — E 84 =S

[ Zaﬂz( ) X+ Da 0_“‘ 5\ 2a
g &
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s, —0=5 V—atsltgl g s'_ agx+g?
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weldges wenn G == @ gefest twive, nad Megfdbaffung des Wargek
s,ctchcng bie Gleidung <, 2=

g )cr2
]\2 X, + )4 qttbt

Unbererfeits fei a = ¢ = ¢ = h = @b b bic Gleichung

. 4h2+3 f2 g
bx24fs=@ gegeben.  Hier wird x,:%z—x—,xa_ T \)/3
2bx % /qRe 2 g2 7

5z g und folglid: s, — C =

2\ Y _— S
Zzi'Q) VEH s ) g2 obers, — C :\/:\'2_, (%{)%

bie,Gletchung der Goolute.

ferner 8, —C = 2
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Sit a=b—{=g—=0 alfo bic Gletdung ¢cxs + h— B gegelben,
deren Umandlung i cine: Gleicdyung nvijcen rechtvinfliden Goordi-
naten (§ 6 am @nbe) nur in fo weit gelang, dafi dic entfpredyende
Differentialgleichung aufgejtellt werden fonnte, jo felgt aug ihr:

¢ exd /o o2 1
J— 3 o N — s X [ |
X, 53R SN 5+\ G_—‘———, i K=
"—2h )} P 2h e ¢X ot

2¢2 _\"—]hz' e h vz o ex?

P TS und durdy Divi-
~
—C VP = ohEt
Xy h2—3e¢2x

(S’)Ieidmnq in'g Quabrat crboben, und gur Hivgeren Begeidung

«,—C e e e e h#— ch2x4
( = @ gefegt, fo 1it: q’—h“——ﬁc”\?x"‘+ Je2xs nd

fion bev Geiben Tegten Gleidnmgen . o Tivb bicfe

paraug;
ﬂ
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G h 3 : 1
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, ) ht—ch2x4 -
Iber ¢8 it (s, — C) :W , alfe durdy Subjtitution

per TWerthe von x* umd xS=x4x 2
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weldyes die Gleidpmg dev Gvolute ijt.
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Wir fragm weitee nad ver Gleidung dev Goolute berfenigen
i , - , , m m>*n
frummen Linte poclde (¢£§7) bued die Bleidung x = as

S

" ' v e - m ng
andacbrnctt Ut Bet thr it o — ——,, —3r — — ﬂ————bmrmw
A I Me—n +ny T (nT—m)x

folgt ferner:
_2nEm) (nETm) x2—m?2s?

l. x, =
’ n(nm)x
unb
9 C— I ! N - 7,, 2
i-- ‘i - T e ——e e ‘ a
. n(n‘f‘mﬁ;\/ m —{(mZn)-x

Aug 1. iftmz‘q2 (m=*n)2x2=n(n*m(x—x,)x;
wivd biefer Werth n 2 fubjtituirt, bann dicje Gleidung quabrivt,

v

) = ®qefest, und bic auf dicfe Weife

per Riivge balber micbn*(

!

entjtehenbe Gleidpung nady x gelojt, fo ift

mx,s?

Jox= —
m2sf —(nTm)nodx,?

Diefer TWerth nird jegt toicder in 1. cingefibrt, toburd) nad
ciniger Umformung dle Gleichung entfieht:
(Zno4+nTm)(nFm)x,? <2 n2(n+tm)2(t—9Hx,?

i, st — g% —
- 3

m 2 m’

daber ift:

_(nm)x,?
2m?

«2

Znp 4 n Imi\/l n(2ntm) 4+ (nm)?

unb duvdy Ginflifrung diejed %m'i[;cé‘ in 3. findet man fogleid)
2no X,
n+m+\/4n¢(2n+rn)+(n ) ?

und 1“[‘1ﬂﬂlll‘f man endlidy die o gefunbenen Werthe ven s, X in die

gegebene Anjangdgleidung ¥ Mg L fo finbet fich ald Glei-

diung ibver Guoolute fdlicflid:

XX, +
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‘ 2nox, qm fnXm)x,
H X ! + s ) - - - : a‘ ) 2
| nTmVInd(2n I m) 4 (nZ ) 2| f m

m_ it

{
[ZnCD-l,—n ‘_i‘m_‘t\/ 4n¢>(2n‘_tm)+(nj_'nn)?]{‘ 2

A fpeciclle Falle diefer Anuflofung findet man cinmal die im
porigen Pavagrapben bebanbelten Gleidungen as2 4 gx =0 und
bx24 {'s==0.

Sft bic gegebene Gleidung ¥ 2—=as3, fo witd dic Gleichung

per Gvolute:
29x, AN I 5o /M
(\+£_'_\/ b§b+") V( X, (29 + \lh‘i’—%—())

ober nady Ieidbter Nmformung :

;;X,i\/m b ('ﬁ,——ﬂ)l_*_g\' 25‘1*‘ ] —;;‘;+

y12 x a o
zv'Ef\v/lh(&"‘b)2+-9XF

Qit bic gegebene Gleidung x¥==as?, fo nird b Gletcyung
pey Gvolute: '

(X,+ 29x, )q:_“ﬂ\z

VG (2e—2v1—19)

ober umgeformt:
R1(s,— V8 (162x,2—36ux, —4a?)(s, —C)* 4
4+ (R1x, 4+ 252ax,9) (5 — )24+ 16a2x, ' —¢
Sft bic gegebene Gleidung x*=as*, fo itk bic Gleichung
per Goelute:
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. | R
20442V 206+ 6= x, (4 =200 F 15

oY énb(idw :

]gi‘]ill\ 0 5(5,-C)2 4 £y )3_(~ -C)24 25,2 x5 (5,2 0) 2 A,

weldyed durd) Wegfdaffung der Wurgelzeidhen tn folgende Gleichung
bed vicvten (Brabed dbergeht :

_— vl 12800 25600 ,\
J2{)(8/-_(/)44—(5/“—()2)1100-*- 8 1" a— -;:;9 nl ‘\IZ +
320 102 128
(T 50) ’+1£ 0 4() <lﬁa }\ ( - k1)‘\.’37_,‘.’2
‘ \

- Jft bie gegebene Gleidung x*=—ns?, jo witd bdic Gleidhung
pev Eoolute :

(x,+__31_:’;9'_8 ):af—p (2 p— 3+\/(’ q:)) 2

W §. ., wobet dic Mmformung natirlidy defto weitlauftiger undfdyvie-
viger - mwb, je qrifier bic Werthe jind, die fitr m unbn m‘fcgt erben,

§. 13.

Jun migen noch bel ben oben (§ 8) behanbelten tranfeendenten
Gleichungen die entfpredyenden Gleichungen ber Gvoluten gefuchyt werben,

Die crfte Gleidung ijt « = log x baraus folgt:

1 1
"=t =— und daher:
3 __ 92,2 __
x,=x + 2 o= 2X !
T x
(5, — ()= Ve?—1_ VI—x
T - X
] —x2 1
(5, —=C)2 = :
x? ¥ \/]+(S—G)2

unb burd (Smrubmnq biejed TWerthes won x in Mc ®leidung 3wi-
jchen x und x,:
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X, = ]f(sr—C)g‘ ;
V14 (s,— C)
bic gefuchte Gleidung der Gvolute.

Ferner {ft dic Gleidung x = log s gegeben
Aug biefer folgt e =8, + = c und baer:
XNy =X + s 2 — 1
(¢, = C) = s vgz ]

(s, —0)2=st—ctqs?

1.1
2=V T+IG =0y

| , 1_1
alfox =, -+ 1= =x + 535V T 1 —0)
aber 2 x = log (= ?) alfe durdy Ginfiifrung dev betveffenden Wertle:

1.1 —_—
log (Ziz\/l + 4 (S,—C)z) =2x, +1 V] + 4(5;—*0)2

bie geiudite Gleidung der Eoolute,
( X X :
YRpttpy s O 2_;1 o :*—) l
Weiter wurde = = a \e 8 — ¢ 2n alé Gleidhung der

X X
Rettenlinte vovgefabrt. Man Hat: ,,—-—l(\ Ta _2_&) '
J qeruy ) AN +c ‘ unb

X X
(5
r — — U—lﬂ__ o anJ — 8

7——‘{“, 4“2

3x X 3 )
l( 5= 5= —5=  —ae X X
-\ 2a 2a 2n gn) Al = e
—x 48 —C e — —x 4t T
] \,.——-\+ X X +2((} — )
l 2“ Z,a
{a e —e
[ X X » EE
}'( ! )/\/l 8 ) vouX
. (_,""4 L& +(\ +._ 4\(\ +O __2 ﬂl a " \
2, s,—U= X X :—z-(e 4+e +2)
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us ber leten Gleidung folat:
X
o ;: (5—L) =2 V(s —C) 2= 2u(s,— )
’ 8

Dicfes wird tn dic Gleidung 1. jubftituivt, und fo ber LWerth
yon x gefunben:

x=x, TV (s, — O 2—2a(s, ()
Wivd diejer Werth jest wicder i dic Gleidung 2. elugefihet,
fo crhdlt man folgende (Sleichumg yroijden =, x,:

x, TV, — )T =2Za(s,— ()

n

(SI_C)‘:BL'*' g—C‘

— %, V(5= C)F=Ta(s,— )

a

. a \
+TL

-

weldyes bemmadh bie Gleihung ber Goolute bev Rettenlinic ift.

~ x=sins mwar ble Rrcisgleidhung. Die Goolute beffelben it
abev befanntlid) dev Mittelpuntt felot, Wemden wiv unfeve Fornueln

= ‘ 1 sin s sins
an, fo finbet fih: 0 = —— b r—= — o= — -
: COS § cos s 2 cos s
1 1
~coss3 cos Ccoss?— | :
X, TX+—— "X —o— —x—sinsT ¥
sIn 8 sin &
rog gd
uttd
s, — L=~ 1

!

§. 14.

Rody cine neitere Unterjudyung fudet bier cinen gecigneten Plag,
ndmlidg die Unterfudyung fiber den Parallelismus Frummer Yinten.
giiv den Fall, dap bie Gleichungen Jwijden rechtwinfligen Coordinaten
gegebent find, 1t die Unterjudung bodit elegant von Grelle gefiitut,
im pweiten Banbe Yeiner , Sammlung mathematijdyer Abhanblungen”
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and dicfom Auffate find audy dic biev 3u benutenden Vedmiffen ent-
pommen.

Pavalclidmus nemnt man defamtlidy e Gigenfehaft, daf bdic
Gtiicte dev Tovmallinien, weldye jreifden den gegebenen Yinden: tegen,
cinanber gleidy find.

Gbenfo Defannt ift bev Gat, bap bie Novmale anf bic cine Linie
andy guv anbeven novial fteht; daf alje, wemn eiue Qinie einer gociten
pavallel ift, audy die goctte dev erfren pavallel fein muf; obder Fury
audgebriidt s der Sag con ber Gegenfeitigeit des Paraliclisnus,

Wir wollen die gegebene Gleichuny £(x, 8) =0 nehmen mnd
pavaud bic @leidung der fhr paralliden Linte T (X, S)=0 fudyn.

. . ds d2y
Nnalog mit dev Vewidmma — —o md —— =7, ety e
: 1] A Y T L , Iehen ton
as _ < dzy T
e =2 = L
dX d A

Fun wiffen wiv, dafi, twenn cine Gleidung oijdyen x, y gegeben

ijt, dbic Gleidpmg dev Pavallelen swifden X, Y tuvd) die Bedingungen
Cp . C

X=x+ ot 3 EERVIprane:
qefumden wird, o G ben Abftand der beiden pavallelen Linien be=
peutet.

Dicfes tft auf wifer Goorbinatenfyjeem u dbertragen. Mun ifi:
= VT 1dx; V= v ST foo

A

P — C oo
, _|{\/~2—— I dx — 2 alfe die dref Ve
fe]

bingumgﬁﬂlcidyungm aegeben:
1. f(x,s}Y—=#@

2. N—x +gv"n 2]

3. '['\/'}S TN = (VeI Ty ~,_9
[

porand N, & u climiuiven find.

Gtatt ber Gleidung 3. fonmen wiv nd andy cine anbere Re-
pingungdgleidung verfdiaffen.

,
P
e

am b

P Bt

T i A




34—

- Durd) Diffeventiation von 3. witd namlidy:
dx

%erﬁet wird buvdy Differentiation von 2.:

. G
'dﬂX‘:‘ d‘{ [\/02_—1+ T

unb bet %crglteidmng ber I‘mbm Berthe von dl X geigt ﬁd) bct
widjtige Sai:

4, 2—0a

§ 15.
Yudy von biefen allgemeinen Formeln foll die erfie Amwenbung
auf bie Gleidhung bes erfien Grabed gemadht wevben.
s:ax+b; S—a—a folgli) adX=dS und
: S—aX +C
meber ele grabe Lirie, wie befﬁmnt

Bur nidyften Antendung biene dle Gleidung bes jweiten Grabes.
Dann find bdie brei %ebmgungégl[m@mgm, aud benen x. 8 mmmm
werden follen s - |

I as2+bx2+cxs+fs+gx+h ﬂ

N _Zbxfostg
2as4cx 4+ f
IL X= , ______C’l‘ I(cﬂ"‘ﬂ&glg +(4«bc-—4ab)f1-(3+
. 2 +‘(4bﬁ—c2)x2+(2c —d4a )q+
| bx+cs+g +(4bg— 5cf)x+(g T
Aus I {ft:
cx+f

\/(‘t‘:2 4ab)xz+(29f - 4ag)x+(f2—4ah)

%erncr mﬂt aug 1L :

(cx-%flg-i-gbx-%g
2a2+c ‘

SDm:d) @Ietcbfegxmq bufmt beiben Lerthe ﬁmm 8 fn!ﬂt
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+(2a 3+ QVi(e?—4ab)x?+ el —4ag)x+ (f2—1ah)
—(ch+D)(2aZ+c)-Zallex+ )3 +2bx+g)=(c-Lab)x4-{cf-2ag)
@a"[;n‘: R

(4222 + JacZ 4+ c)[(c?—4ab)x2 4 2ef—4ag)x+
(f2—4ah)]=[(c?—tab)x + (cf—2ag)]?

und davaud:

2¢f—4ag __dah—1f? agl4ce?by-bfz—dabh—{eg
- X = e :

* e dab c?—4ab ~ (c?—4ab)(asi4cs+ b

folglich djt: | o |
. 2ag—cf . 1 peryry 2‘3+ ,,-2+ S‘ ‘
x:c"“’iJub—‘(cﬁ-l&Ll))(ﬂ§2+-cz+bz)\/aS 2 2l >

- a:{km”g?——%a%fg+iﬂ%2h=—16a%h+4‘m-3bf'3‘
o ‘5':_8a%g2'——8a9‘«32fg+8&2‘03]11*32421%@]’14!8&%cf"-’
=5 ag‘czgﬂ-— Sacig+ 4‘n31bg@——4a2’hcfg_+ Hacth-16a2bhc?h4-
+5abe?2{?2—16a3b?h4 4a2b2f?
. g—4a?beg?—16a?b2ch+4abicff—4abecifg+
 4acdgi—{fctg+cSh4bedf?
x':_-:abp‘?gﬁ—f{abﬂﬂ?h+\‘th==hc3£g+ b2c2f2
unb enblicy bie Gleidhung ber gefudgten %chtﬂwﬂm’:f -

x 2

2ag—cf__ 1 T
X =3 Jab+ (c*—dab)(aSi+ oo+ b)\/mEH- BS3 4y St S+«
| Cvsi—i
+ovEi—1

b}
weldyes tmbeffen elne Differentialgleichung i, bie fidh i bicfer AN-
gemelnfiit nid inteqriven (Ggt.  Wollte man unterfuchen in toeldyen
pefondeven Fillen die Jntegrivbarfeit ftattiinbet, fo wiven unddit
purdy wicberfolted Quabviven bie Murgelgeichen  wegguidhafien, wnbd
pann nody weiter nadguichen, wnter tocldn Bedingungen dle Hiheren
otengen von s veridivinbende Gocfficienten erbalten u. §. w.
Qft ferner bdie gegrbene Gleidjungy:

m m n
1 x = as

fo ift:




- m 8 m

I 8=———-=-= :
. m_Tn x 1 n
=+ ntm

. . m*n _
(min}n X

und -
M X=x 4 0321
2
fug 11 finbet man |
n T m
Tt
X = m 1
m ¥ 41 Fm
-n n
a -

nTm- 1 . m
H:—n In/

X z (m i
unb bmrdp ﬁucﬂmmng

, Sy nfFm
- .om 4 n’”
02)22::% m*_tn) e Xs 4
) Zu""Zm 2 2m S
- Fn oTa |
) a3 +0C2=§
m *n o .

3t wieder n = 1, fo memmd)t fidy dle Gleidung fnlgﬂt’
| bwmaﬁm o -
L ' liim I]X ITm
e : ‘ : ,S; : ! +
B
-+ (m+1) I + G::E :

Um audy m wody gu fpecialifiven fei gumachft m = 1 und bie
oberen Seichen gelten, alfo x = as~; und bie Pavallele
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_ 1 '
(K2 =03 — o+ pprm + 00

ober

V.S 1

XT:ZT@ZE”W a ﬁ(c - )

24

unb davoud:
4 + C 9

2aC?—X +\/ $all
= 4a(C2—X 72
_ Qft m=2 unb Bie unteven Seichen gilten, alfo x 2=a s., fo

iﬁ‘ dte Glethung der Parallelen: . |
54_ailﬂxza+i(xz_’_ga), 52 ﬁ_’;:g

a?

;—43,‘32)&

@t[tcn bingegen bei m=2 die oberen Scwf)en, cﬂin x3~ ;‘s.i‘,
o {ft e Gleichung der Pavallelen : '

C? = 16 X - ’6 4

2+ 2‘7&()&? G%E T29a%(X2— Gﬂ) =1

n fow Die Snttgmhgn ift in aﬂm _hwﬁc‘n Fallen md)t mx@gu:

M;ren.. S e
fAudy su den oben bmnfﬁdyﬂgtm tmmfcmbmtm @mdnmqm

wollen wir ble gugchivigen Gleichungen der Rarallelen imd en,
Bunddft it :

1: by ..,_lﬂ‘gx

T, Jx—-;,_+vc"’ 1 10V
ﬁnl_gﬁd): I » }. RN
X L 1 :

gz}kzncz*xz_c ,\/C"‘”‘-F‘Ug‘—ﬂ?}i?
unb i
XdX dX I
S=Somoat gVt oo

Dasd cerjte btc-fw beiden Jntegrale ift ;
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L~ XdX
L/“S 2__ ‘Qﬁ 2‘
Nm audy dbad gweite Integral aufiufinden, worbe X2 —C2= 2
S ' dz
y fett; 2XdX=dz dX = c——=—
gefetit; ( dz, Vel
Cv'14C2—X2 CV1—z daz o C(l—-z)dz
dX—= e — e
X2_(C¢2 z Az (P ZZY/@2+(1_02)Z_Z£
" b bas Sutegral davon : SRR
log')('z-l—(l —CHz420VC2 4 (]l--—(ﬁ) Z—17°2
z .
CA _ 2z + CE — 1
T2 m—\/m_mu T+402
bafer: o ‘ .
S‘ﬁ%hg Zih@g%zﬂl—ﬁ% +2@w/(§f ¥ (1—=C0?%)z—2?
' Z

g (X2 — )

aljo:

1
-T2

2z 4021
+-2-Arc(sm—-'gz+] )

ober wenn bie Iogantbmnf&;en Glicoer guimmmmge@ogm uub hn‘ Z
mu-bn: fein %ﬂ‘ﬂ) gefest wirh:

| ’ S"Eulg x2+m_x=='m+m+zoxm +1—~U¢
. Cy . _2X2—02_]
2 .—— 72}\10(5111 = TTF] )\

X444 (Cr—2C2X? ,
+C2 X%ﬂ-n-(,w ZGkv/wHﬂ -—M}
2X2—-0G2—1]
C? + l )
je" nacydem dag obere ober unteve Seichen genommen wird.
Die nidyfte Gleichung’ ift:
I x = log s
II. ==

ober S—=2 [logg,\ »

+ ZA m(&;im

G570

>
it

G2zl

—

M X=x+ =log3 +

tvo feine Jntegration mbglicy ift.
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_ 9us ber weiteren Gleidung ber Rettentinie folgt ald Differen-
tialgleidiung ihrer Pavallclen '
Xx—027—1 _ Xsx—-CvZiz
22=¢ 2a3 + e 7 2a % ]

und aud der Kreidgleidumg folgt alé  Diffeventialgleichung  ihrer
Pacallelen | ) | |
g (O F I 2CT_CIXT_XTE3I0Xe

T+ 1—2C?—2C°XT—_2XffX*

peives Differentialgleidungen, mit benen weiter Nichts angufangen ift.

. 16.

Fum Sdluf foll nody angebeutet twevden, toeldyes Berfabhren
cingufdlagen {ft, um cine gifdben s, x gegebene Gleichung in cine
swifdhen PRolarcoorbinaten umguwandeln,  Wan nehme ben Anfangs-
puntt ber Abfeiffen jum Pole ber Polavcoorbinaten und jur Achie
perfelben bie bfeiffenadsfe. Forner Geifie dev Rabius vecter u, dev
qRinfel, den cv mit ber UAchfe biidett,umb t fet bie unabhingige Ber-
nberlidye.

Swet Formeln fommen bier in Betvacdptung:

X == u. cost

ds " du
e, 2 ——
dt""\/“ by

9ug bev erfieven findet fich:

ﬁx‘é"ﬂf‘u u.sin
T T

anb aud Ddiefer in Rerbinbung mit ber rociten:

du?
\/ R TES
G‘— 2

- gt du. in t

cos . (TE—-— U st

Wird feht o wicder vermdge dev exften Fovmel tu Berbinbung

mit ber gegebenen Anfangdgleidnmg als Function von ¢, u dargeftellt
fo entfteht ple Differentialgleichung spwifden €, u. - J
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