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5. Isolator-Metall-Ubergiinge

Vanadiumdioxid durchliuft bei 68°C einen reversiblen Isolator-Metall-Ubergang. Die Physik
dieser Ubergiinge ist bis heute im wesentlichen unverstanden. Zahlreiche Ansitze und Theo-
rien wurden in der Vergangenheit zur Erklirung herangezogen, wobei jedoch keines dieser
Modelle in der Lage war alle experimentellen Befunde einheitlich zu integrieren. In den fol-
genden Kapiteln werden die wichtigsten Modelle vorgestellt.

5.1 Band-Isolatoren (Bloch-Wilson-Isolatoren)

Die Existenz eines elektrisch nichtleitenden Zustandes wird hierbei durch das Vorhandensein
einer ausreichenden Energieliicke zwischen Valenz- und Leitungsband begriindet.

Das Modell basiert auf der Annahme eines idealen Kristallgitters ohne jegliche statische De-
formation oder Fehlordnung. Des weiteren werden Elektron-Elektron Wechselwirkungen aus-
geschlossen, damit das Problem als Ein-Elektron-Problem diskutiert werden kann.
Mathematisch liegt dem Modell das Bloch’sche Theorem zugrund. Hiernach haben alle Lo-
sungen der Schrodingergleichung (GIn.36) die sogenannte Blochform (GIn.37), und uk(x,y,z)
besitzt die selbe Periodizitdt wie das Gitterpotenzial V(x,y,z).

D2w+2h—T{E—V(xa%Z)}=0 Gln. 36

W, = exp(ik F)u, (x,y,2) Gln. 37
Unter Beriicksichtigung der Gitterperiodizitdt muss gelten:
u, (F) = u, (7 + R) Gln. 38
wobei R der Translations- bzw. Gittervektor ist.

Transformation in den k-Raum und detaillierte Rechnungen ergeben fiir die Energie im perio-
dischen Potenzial des Festkorpers, in Abweichung zum freien Teilchen (gestrichelte Parabel
in Abb. 29), Energieliicken an den Réndern der Brillouin-Zonen. Nihern sich néchste Atome
auf einen kritischen Abstand an, so iiberlappen die Bénder schlieBlich und es tritt metallische
Leitfdhigkeit auf (Abb. 30).
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Abb. 29: Modell zur Band- Abb. 30: Nimmt der Abstand zwischen den
aufspaltung [14]. Atomen den Wert R=Ry an , so findet der

Isolator-Metall-Ubergang statt [15].

5.2 Peierls Isolator-Metall-Ubergang

Der Peierlsformalismus korigiert einen offensichtlichen Mangel der Bloch-Wilson-Theorie,
indem er berticksichtigt, dass auch am absoluten Nullpunkt, ohne das Vorhandensein stati-
scher Deformationen, Fehlordnungen und ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkungen, eine
Riickkopplung zwischen Elektron und Ionenriimpfen auftritt. So kann das Elektron beispiels-
weise eine Gitterdeformation hervorrufen, wodurch sich ein neues Potenzial einstellt, das
wiederum das Elektron beeinflusst. Bei ausreichend niedrigen Temperaturen kann die zur
Deformation aufzubringende Energie durch den Energiegewinn der Elektronen {iberkompen-
siert werden (Peierls Effekt). Genauso kann natiirlich umgekehrt ein neues Potenzial den
Elektronentransport beeinflussen und einen Isolator-Metall-Ubergang auslésen. Der Peierls-
Ubergang ist also direkt an eine Symmetriebrechung des urspriinglichen Gitters gekoppelt.

5.3 Anderson Isolator-Metall-Ubergang

Auch die Wechselwirkung von freien, unabhdngigen Elektronen eines Elektronengases mit
zufillig verteilten Gitterfehlern kann einen nichtleitenden Zustand hervorrufen. Nach
Anderson beruht die Lokalisierung von Elektronenwellenfunktionen im wesentlichen auf
quantenmechanischer Kohirenz (Memory-Effekt). Die klassische Bolzmann'sche Transport-
theorie fiir unabhéngige, freie Elektronen in nicht reinen Systemen beruht im wesentlichen auf
der Vorstellung, dass das Ergebnis der n-ten Streuung eines Elektrons nur von den herrschen-
den Bedingungen unmittelbar vor der Streuung abhingig ist, also vom Ergebnis der (n-1)-ten
Streuung. Diese Vorraussetzung ist quantenmechanisch allerdings nicht korrekt, da Elektro-
nenwellen bei elastischer Streuung kohédrent bleiben und zu Interferenzerscheinungen fiihren
konnen.
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5.4 Mott Isolator-Metall-Ubergang

Das Mott-Modell beriicksichtigt die Wechselwirkung der Elektronen untereinander.

Den Ausgangspunkt bildet ein wechselwirkendes Elektronengas der Dichte p am absoluten
Nullpunkt, dass iiber einen positiv geladenen Hintergrund verschmiert ist, so dass nach auflen
Ladungsneutralitdt herrscht. Fiigt man jetzt zusétzlich eine Punktladung Ze ein, so dndert sich
die Elektronenenergie im Abstand r um die neue Ladung um &U(r) (Vgl. Abb. 31).

Andarung in der Elakironendichta
ki Funktr

Abb. 31: Verdnderung des Elektronenpotenzials und der Ladungsdichte
beim Einbringen einer zusitzlichen Punktladung Z-e

Ep(®)—&,(r)=0U(r) Gln. 39
on(r) _ D(&;),

on(r) D5£F(r) == (—0U(r)) Gln. 40

N = fD(s)ds Gln. 41

n : Elektronendichte, &r : Fermienergie

Mit Hilfe der Poisson-Gleichung lisst sich schreiben :
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Unter der Annahme, das die Losung nah bei der Ladung Coulombgestalt besitzt, gilt:

op =28 o Gln. 43
4T v
2

y = DEr) Gln, 44
g, V

Es ergeben sich hieraus fiir das Potenzial und die Ladungsdichte Oszillationen — die soge-

nannten Friedel-Oszillationen (Abb. 32).
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Abb. 32: Friedel-Oszillation

Fiir ein freies Elektronengas mit periodischen Randbedingungen ergibt sich die Zustandsdich-

te :

(2m)3/2\/E
ATTH

Gln. 45

D'(E)= v

Unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips, kann jeder Zustand mit zwei Elektronen besetzt

werden, gilt:

D) @m)JE Gln. 46
v 2 H '

oder am Ferminiveau mit:

2
E,.= ;’_(3772,1)2/3 Gln. 47
m
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1/3
D(Ey) _ (2’”)3/2\/ E. _(@2m)™" /i(?)n_zn)m — (37-[2) mn'”
V 21T H 2R’ \ 2m Th*
also fiir A:
1/3 )
_Bmr) met
g, TH
und mit:
(37_[2)1/3
=1
T
hz
a, = e 41,
ergibt sich:
Az _ 4n1/3
aH
Nach Mott [16] erfolgt ein Isolator-Metall-Ubergang, wenn:
1 _~ /3
3 a, U n"”=4a,
5.5 Hubbard Isolator-Metall-Ubergang
Der Hubbard Hamilton Operator :
H= UZ C}C[TC[ZCI_T —t Z (c;;cjo +C;Gcio)
i (i,j)o

Erlduterung und Motivation der Terme:

i: Gitterplatz
o: SpinT,Spind
c; . Erzeugungsoperator fiir Spin g am Ort i

Gln. 48

Gln. 49

Gln. 50

Ghn. 51

Gln. 52

Gln. 53

Gln. 54

33
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Die Wirkung des Erzeugungsoperators auf einen Zustand[0>;, bei dem urspriinglich keine
Wahrscheinlichkeit dafiir besteht ein Elektron am Ort i zu finden ist in Abb. 33 veran-
schaulicht.
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Abb. 33: graphische Veranschaulichung der Wir-
kungsweise des Erzeugungsoperators flir den Spin

¢,,- Vernichtungsoperator fiir Spin 0 am Ort i

Die Wirkung des Vernichtungsoperators ist entsprechend:
€| 0), =¢,4|0). =]0).  beachte: ¢,|0) =0

i

+

¢,C,: Besetzungszahloperator fiir Spin 0 am Platz i

O'ZT ciWLTCiT| 0>1 =0 I:I:[)>l
C;TCI'T|T>[ = 1|:|]T>1
ciwLTciT| \L>l =0 I:|]T>z
C;TCI'T| T \L>l =1 I:PT \L>l

ol analog

chcqcl ¢, : Messung der Doppeltbesetzung
c[‘;c[Tciicil| O>[ = ciwLTciT 0 I:IJO>1 =0 I:I:[)>l
ci‘;“c[Tc;lcil| T>l = ciwLTciTO I:|]T>l =0 I:|]T>l
ci‘;“c[Tc;lcil| 1’>l = ciwLTciT 1 I:IJ\L>I =0 I:I:LL>I

ci‘}ciTcilcil| T l’>l = ciwLTciT 1 |:|]T l’>l =1 I:PT \L>l
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Z cheqc e, . Anzahl aller doppelt besetzten Gitterplitze

U : das sogenannte ,,Hubbard U*
CoulombabstoBBung zweier Elektronen auf dem selben Platz

5 2

U = [dn [drjw(r -x) = [w(n-x) Gln. 55
1=

Der erste Teil des Hubbard-Hamilton-Operators (Gln. 54) behandelt demnach statisch die

Coulombwechselwirkungen der Elektronen an den jeweils verschieden besetzten Gitterplit-
zen. Er stellt also die potentielle Energie des Systems dar:

OuU Z c/hcqc; cqt potentielle Energie aufgrund der CoulombabstoBung der Elektronen

betrachtet man nun den zweiten Teil des Hubbard-Hamilton-Operators:

g: Summe iiber benachbarte Plitze
.

Es sei beispielsweise ein Zustand realisiert, bei dem sich das Elektron am Ort i befindet und
einen nach oben gerichteten Spin besitzt, wihrend sich zur gleichen Zeit am Ort i+1 kein
Elektron befindet. Die Gesamtwellenfunktion fiir dieses bindre System ist in Abb. 34 sche-
matisch dargestellt.

Jop0)[?

[ i+1
Abb. 34 : Schematische Darstellung der Gesamtwellenfunktion flir zwei Gitterplétze i und i+1

Die Anwendung des Besetzungszahloperators wirkt nun so, dass die Wahrscheinlichkeit das
Elektron mit Spin nach oben am Ort i zu finden verschwindet, und sich dieses nun am Ort i+1
befindet. Abb.35 veranschaulicht dieses wiederum graphisch:

2
Jopa]? [oX]

CrnCalW) = i x

Abb. 35: Schematische Darstellung der Wirkung des Operators
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Diese Terme beschreiben demnach das Hiipfen von Elektronen auf benachbarte Gitterplitze.
Eingeschrinkt wird dies durch das Pauli-Prinzip (Vgl. Abb. 36).
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Abb. 36: erlaubte Ubergiinge

t : Uberlapp-Integral der Wellenfunktion auf benachbarten Gitterplitzen

Man erkennt aus der vorangegangenen Betrachtung der Terme, dass der zweite Teil des Hub-
bard-Hamilton-Operators (Gln. 54) den dynamischen Teil des Prozesses, also die kinetische
Energie, darstellt.

ictjo

O -t Z (c+ Crpt c;.'ocm) kinetische Energie
(

i,j)o

Man kann nun 3 Grenzfille untersuchen:

a) U=0
betrachtet man z.B. ein kubisches Gitter in d-Dimensionen mit

¢, = Z e[';[acia Gln. 56

so ergibt sich:
d
H=N ¢ c+oc , mit & =-2¢) cosk Gln. 57
; k™ ko™ k k GZZI a

und fur die Zustandsdichte:

N(E)=% O(E~¢,) Gln. 58

Fiir drei Dimensionen ergibt dies den in Abb. 37 schematisch dargestellten Verlauf.
Liegt die Fermienergie im Band (vgl. Abb. 38) so ergibt sich metallisches Verhalten.
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N(E) d=3
0 "E
Abb. 37: schematische Darstel- Abb. 38: schematische Darstel-
lung der Zustandsdichte fiir den lung bei teilweise gefiilltem Band

3-dimensionalen Fall

b) t=0
In diesem Fall ist kein Hiipfen der Elektronen durch das Gitter moglich. Folglich gibt
es keinen Ladungstransport. Das System ist ein Isolator. Detaillierte Berechnungen
sind in diesem Fall wesentlich komplexer, da die Zustandsdichte in allgemein mit Hil-
fe von Spektralfunktionen formuliert werden muss. Abb. 39 verdeutlicht das Ergebnis
solcher Berechnungen:

setze ein Elektron sefze ein Elekiron
an einen unbesetzten an elnen besetzten
Platz Platz

Abb. 39 : Energieliicke im Grenzfall t=0

¢) t<<U
Fiir diesen Fall ergibt sich die in Abb. 40 dargestellte Situation. Im Hubbard Modell gilt
nun:

Ein Metall-Isolator-Ubergang erfolgt unter der Bedingung : U=W (Vgl. Abb. 41)

“‘/’ \ “J// \ ) /"'\'E\ 3‘/ ZaN
W W Bandbreite
0 (4ct) W W
unteres oberes e
Hubbara- Hubbara-

band band O

Abb. 40: Energieliicke fiir t<<U Abb. 41: Metall-Isolator-Ubergang



