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Langst war der Erdball so weit erkaltet, dafl auf der festgewordenen Oberfléiche
Organismen sich entwickeln konnten. In Zeitrdumen, deren jeder weitaus die
Spanne iibertrifft, welche wir mit dem stolzen Namen der Geschichte belegen —
als ob nur durch den Menschen etwas geschehen konnte! — hatten neue und neue
Arten lebender Wesen sich abgelost. Jetzt erschien der Mensch, ausgezeichnet
durch Entwicklungsfahigkeit vor allen anderen Geschopfen, hilflos wie keines in
das Leben tretend, méchtig wie keines auf dem Gipfel seiner Ausbildung.

Der einzelne Mensch liefert nur das verkleinerte Bild des Menschengeschlech-
tes. Die Entwicklung des Menschengeistes hat in den, Volker genannten, Ge-
samtheiten stattgefunden, und ihre aufeinanderfolgenden Stufen zu vergleichen
ist von spannender Anziehung.

Eines diirfen wir freilich bei Anerkennung der Ahnlichkeit der Entwicklung
des Einzelmenschen mit der des Menschengeschlechtes nicht aufler Augen lassen.
Das Kind lernt vom Tage seiner Geburt an durch Menschen. Das Menschenge-
schlecht begann damit, von niedrigeren Geschopfen lernen zu miissen. Werden
doch wohl Tiere sein Vorbild gewesen sein, aus deren Beispiel er entnahm, wie
man den Durst, den Hunger stille, wie man in Hohlen Schutz suche vor der Un-
bill der Witterung, wie man zur Wehr sich setze gegen feindlichen Angriff. Aber
der Mensch war schwécheren Korpers als seine Lehrmeister. Ihm war nicht eine
dichtere Behaarung wihrend der kélteren Jahreszeiten gegeben. Er konnte nicht
mit Hdnden und Z#éhnen des Béren oder der Hydne Herr werden, denen er, die
ihm den Aufenthalt streitig machten. Und seine Schwéche wurde seine Stérke. Er
mufite denken! Er mufite erfinden, wenn er leben wollte. Er mufite von der ihm
auflerlich gebotenen Erfahrung weiter schreiten. Das Tier fiihrte ihn zum Baume
der Erkenntnis, die Frucht desselben pfliickte er selbst.

Mit dem Gedanken war das Bediirfnis der Mitteilung desselben erwacht, die
Sprache entstand. Der Mensch lernte den Menschen verstehen, nicht nur in dem
Sinne wie das Tier das Tier versteht, nicht nur, wo es den Ausdruck besonders
starker Empfindungen durch Tonbildung galt, sondern wo bestimmte Ereignisse
oder gar Begriffe zur Kenntnis des anderen gebracht werden sollten. Freilich be-
gann die Sprachbildung nicht erst, als die Begriffsbildung abgeschlossen war. Ist
doch erstere wie letztere bis auf den heutigen Tag noch im Flusse. Die beiden
Tatigkeiten gingen offenbar nebeneinander einher, und selbst Begriffe, welche
einer und derselben Gedankenreihe entstammen, sind mit ihrer lautlichen Ver-
sinnlichung als zu verschiedenen Zeiten entstanden zu denken. Fiir das Sprach-
liche an dieser Behauptung ist es nicht schwer den Beweis zu fithren, auch nur
unter Zuziehung solcher Worter, die dem Mathematiker von &ltester und hervor-
ragendster Wichtigkeit sind; wir meinen die Zahlwérter.

Zéahlen, insofern damit nur das bewufite Zusammenfassen bestimmter Ein-
zelwesen gemeint ist, bildet, wie scharfsinnig hervorgehoben worden ist!, kei-
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ne menschliche Eigentiimlichkeit; auch die Ente z&hlt ihre Jungen. Diesem nie-
dersten Standpunkte ziemlich nahe bleibt das, was von einem siidafrikanischen
Stamme berichtet wird?, da wihrend wenige weiter zihlen kénnen als zehn,
dessenungeachtet ihre Vorstellung von der Grofle einer Herde Vieh so bestimmt
ist, dafl nicht ein Stiick daran fehlen darf, ohne daf} sie es sogleich merkten.
, Wenn Herden von 400 bis 500 Rindern zu Hause getrieben werden, sieht der
Besitzer sie hereinkommen und weifl bestimmt ob einige fehlen, wieviel und so-
gar welche. Wahrscheinlich haben sie eine Art zu zdhlen, bei welcher sie keine
Worte brauchen und wovon sie nicht Rechenschaft zu geben wissen, oder ihr
Gedichtnis erlangt fiir diesen einzelnen Gegenstand durch die Ubung eine so un-
gemeine Stérke.“ Ohne nach so fernen Gegenden unseren Blick zu richten, kénnen
wir dhnliche Erfahrungen téglich an ganz kleinen Kindern machen, welche sofort
wissen, wenn von Dominosteinen etwa, mit denen sie zu spielen gewohnt sind, ein
einzelner fehlt, wihrend sie sich und anderen iiber die Anzahl ihrer Steine noch
nicht Rechenschaft zu geben wissen. Sie kennen eben die Einzel-Individuen als
einzelne, nicht als Teile einer Gesamtheit, und ihr Gedéchtnis ist fiir die Erinne-
rung an Angeschautes um so treuer, je weniger andere Eindriicke es zu bewahren
hat. In der Sprache driickt sich diese Individualisierung nicht selten dadurch aus,
daBl dieselbe Anzahl je nach den gezdhlten Dingen einen anderen Namen fiihrt,
wie es bei manchen ozeanischen Voélkerstiammen, aber auch fiir Sammelworter
im Deutschen vorkommt, wenn man von einem Koppel Hunde oder, wenn deren
mehrere sind, von einer Meute Hunde, von einer Herde Schafe, von einem Rudel
Hirsche, von einer Flucht Tauben, von einer Kette Feldhiihner, von einem Zug
Schnepfen, von einem Schwarm Bienen zu reden pflegt?.

Das eigentliche Zahlen, das menschliche Zéahlen, wenn man so sagen darf, setzt
voraus, dafl die Gegenstéande als solche gleichgiiltig geworden sind, dafl nur das
getrennte Vorhandensein unterschiedener Dinge begrifflich erfaf3t, dann sprach-
lich bezeichnet werden soll. Es liegt darin bereits eine keineswegs unbedeutende
AuBerung der Fihigkeit zu verallgemeinern, zugleich auch eine ihrer frithesten
AuBerungen, denn die Zahlwérter gehoren zu den &ltesten Teilen des menschli-
chen Sprachschatzes. In ihnen lassen sich oft noch Ahnlichkeiten, mithin Beweise
alter Stammesgemeinschaft spéater getrennter Volker auffinden, wéihrend kaum
andere Worter auf die gleiche Zeit eines gemeinsamen Ursprunges zuriickdeuten.
Und was war nun der urspriingliche Sinn dieser &ltesten, der Entstehungszeit wie
dem Inhalte nach ersten Zahlworter? Die Annahme hat gewif viel fiir sich, dafl
sie anfanglich nicht Zahlen, sondern ganz bestimmte Gegenstdnde bedeuteten,
sei es nun, dafl man von der eigenen, von der angeredeten, von der besprochenen
Personlichkeit, also von den Wortern: ich, du, er ausging, um aus ihnen den Ur-

1874. S. 7. Wir zitieren dieses Buch kiinftig immer als Hankel. Einen ganz dhnlichen Gedanken

hat (nach KAESTNER, Geschichte der Mathematik I, 242) auch schon PIETRO BONGO (oder

BuNGuUs) in seinem Werke Numerorum mysteria (1599, II. Auflage 1618) ausgesprochen.
2PotT, Die quinire und vigesimale Zihlmethode bei Volkern aller Welttheile, Halle 1847.
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klang fiir: eins, zwei, drei zu gewinnen?, sei es, dal man von Gliedmaflen seines

Korpers deren Anzahl entnahm?: |, Es war dem Menschen ohne Zweifel ein eben so
interessantes Bewufitsein fiinf Finger als zwei Hande oder zwei Augen zu haben;
und das Interesse an dieser Kenntnis, welche einmal einer Entdeckung bedurfte,
war ihm die Schépfung eines zu deren Zahlung eigens verwendbaren Ausdruckes
wohl wert; von hier aus mag der Gebrauch auf andere zu zéhlende Dinge iibert-
ragen worden, sein, zunéchst auf solche, bei denen es auffallen mochte, daf} sie
in ebenso grofler Zahl vorhanden waren, als die Hand Finger hat.“ Wir; wieder-
holen es, solche Annahmen haben viel fiir sich, sie tragen ihre beste Empfehlung
in sich selbst, aber leider auch ihre einzige. Die Sprachforschung hat nicht ver-
mocht deren Bestatigung zu liefern, oder vielmehr jeder, der mit der Deutung
der Zahlworter sich befaite, hat aus ihnen diejenigen Zusammenhénge zu erken-
nen gewuflt, welche seiner Annahme entsprachen, lauter vollgelungene Beweise,
wenn man den einen hort, sich gegenseitig vernichtend, wenn man bei mehreren
sich Rat holt, und dieser mehreren sind obendrein recht viele. Sind demnach die
eigentlichen Fachménner iiber Ursprung der &ltesten einfachen Zahlworter im
Hader, so miissen wir um so mehr darauf verzichten, auf die noch keineswegs
erledigten Fragen hier einzugehen. Einige Sicherheit tritt erst bei Besprechung
der abgeleiteten, also jiingeren Zahlworter hervor.

Es ist leicht begreiflich, dafl auch die regste Einbildungskraft, das stérkste
Gedéchtnis es nicht vermochten, fiir alle aufeinander folgenden Zahlen immer
neue Worter zu bilden, zu behalten. Man mufite mit Notwendigkeit sehr bald
zu gewissen Zusammensetzungen schreiten, welchen die Entstehungsweise einer
Zahl aus anderen zugrunde liegt, welche uns aber damit auch schon einen un-
umstoBlichen Beweis fiir die hochwichtige Tatsache liefern: dafl zur Zeit, als die
meisten Zahlworter erfunden wurden, der Mensch von dem einfachsten Zéhlen
bereits zum Rechnen vorgeschritten war.

Das dlteste Rechnen diirfte durch ein gewisses Anordnen vermittelt worden
sein, sei es der Gegenstiande selbst, denen zuliebe man die Rechnung anstellte,
sei es anderer leichter zu handhabender Dinge. Kleine Steinchen, kleine Mu-
scheln koénnen die Vertretung {ibernommen haben, wie sie es noch heute bei
manchen Volkerschaften tun, und diese Marken, diese Rechenpfennige wiirde
man heute sagen, werden in kleinere oder gréflere Haufchen gebracht, in Rei-
hen gelegt das Zusammenzéihlen ebenso wie das Teilen einer gegebenen Menge
wesentlich erleichtert haben. So lange man es nur mit kleinen Zahlen zu tun
hatte, trug man sogar das leichteste Versinnlichungsmittel stets bei sich: die
Finger der Héande, die Zehen der Fiifle. Man reichte freilich unmittelbar da-
mit nicht weit, und Voélkerschaften des siidlichen Afrika zeigen uns gegenwértig
noch, wie genossenschaftliches Zusammenwirken die Schwierigkeit besiegt, mit
nur zehn Fingern grofiere Anzahlen sich zu versinnlichen®: ,Beim Aufzéhlen,
wenn es iiber Hundert geht, miissen in der Regel immer drei Mann zusam-

4porr I, S. 119.

°L. GEIGER, Ursprung und Entwickelung der menschlichen Sprache und Vernunft. 1868.
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men diese schwere Arbeit verrichten. Einer zdhlt dann an den Fingern, welche
er einen nach dem andern aufthebt und damit den zu zdhlenden Gegenstand
andeutet oder womoglich beriihrt, die Einheiten. Der zweite hebt seine Fin-
ger auf (immer mit dem kleinen Finger der linken Hand beginnend und
fortlaufend bis zum kleinen Finger der Rechten) fiir die Zehner, so wie
sie voll werden. Der dritte figuriert fiir die Hunderte.“

Die hierbei festgehaltene Ordnung der Finger mag man nun erklaren wollen,
wie es auch sei’, sie findet statt und wird uns im Verlaufe der Untersuchungen
als Grundlage des sogen. Fingerrechnens noch mehr als einmal begegnen. Sie
wird sogar abwechselnd mit der entgegengesetzten Ordnung benutzt, um einem
einzelnen zu ermdglichen beliebig viele Gegensténde abzuzihlen. Ist ndmlich mit
dem kleinen Finger der rechten Hand die Zehn erfiillt worden, so beginnt mit eben
demselben allein aufgehoben die néchste Zehnzahl, um dieses Mal nach links sich
fortzusetzen, d. h. der kleine Finger der linken Hand vollendet die Zwanzig und
wird zugleich auch wieder Anfang der néchsten Zehnzahl usf. Natiirlich mufl
bei dieser Zahlenangabe, wenn es nicht um ein allméhliches Entstehen, sondern
um ein einmaliges Ausdriicken einer Zahl sich handelt, besonders angedeutet
werden, dafl und wie oft Zehn vollendet wurde, was etwa so geschehen kann
wie bei den Zulukaffern®, die in solchem Falle beide Hinde mit ausgestreckten
Fingern wiederholt zusammenschlagen.

Es ist wohl zu beachten, daf diese letztere Methode der Versinnlichung einer
Zahl, einfacher insoweit als sie nur die Hénde eines einzigen beschéftigt, begrifflich
weit unter jener anderen Methode steht, die unmittelbar vorher gekennzeichnet
wurde und drei oder gar noch mehrere Darsteller einer Zahl erfordert. Der ein-
zelne kommt durch die Zehnzahl der menschlichen Finger allerdings dazu, die
Gruppe Zehn als eine besonders hervortretende zu erkennen, aber wie oft die-
se Gruppe selbst auch erzeugt werde, jede Neuerzeugung ist fiir ihn der anderen
ebenbiirtig. Ganz anders bei der Methode stufenméfliger Darstellung durch meh-
rere Personen. Wie der Erste so hat der Zweite, der Dritte nur je zehn Finger,
und so erscheint die Gruppierung von zehn Einern zwar zunéchst, aber in gleicher
Weise auch die von zehn Zehnern, von zehn Hundertern. Das scheinbar umstéand-
lichere Verfahren fiihrt zu dem einfacheren Gedanken, zum Zahlensystem. Wenn
von einem Schriftsteller? darauf hingewiesen worden ist, dafl die Wiederholung
der Zehnzahl bis zu 10 mal 10 sich bei Erfiillung der néchsten 10 ebensowohl
zu 11 mal 10 als zu 10 mal 10 und 10, in Worten ebensowohl zu elfzig als zu
hundertzehn fortsetzen konnte, und dafl es ein besonders gliicklicher Griff war,
der fast allen Vélkern der Erde gelang, soweit ihre Fassungskraft {iberhaupt bis
zum Bewufltwerden bestimmter, hoherer Zahlen ausreicht, gerade die Wahl zu
treffen, welche dem Zahlensystem seine Grundlage gab; so ist diese feine Bemer-
kung vielleicht dahin zu ergénzen, dafl auf eine der hier erérterten nahestehende
Weise jene gliickliche Wahl eingeleitet worden sein mag.

Uber die Grundzahlen solcher Zahlensysteme werden wir sogleich noch reden.

"Portt 11, S. 46, aber auch S. 31 und 42.
8PotT 11, S. 47.
9HANKEL, S. 10-11.



Fiirs erste halten wir daran fest, daff Zahlensysteme eine allgemein menschliche
Erfindung darstellen, in allen bekannt gewordenen Sprachen zu einer Grundla-
ge der Bildung von bald mehr bald weniger Zahlwortern benutzt, indem héhe-
re Zahlen durch Vervielfiltigung von niedrigeren zusammengesetzt werden und
bei Benennung der Zwischenzahlen auch Hinzufiigungen noch notwendig erschei-
nen. Multiplikation und Addition sind also zwei Rechnungsverfahren
so alt wie die Bildung der Zahlworter.

Das Zahlensystem, welches wir in seinem Entstehen uns zu vergegenwértigen
suchten, wurde, sofern es auf der Grundzahl Zehn fuflite, zum Dezimalsystem,
heute wie unserem Zifferrechnen so auch in unseren Maflien, Gewichten, Miinzen
fast der ganzen gebildeten Erdbevélkerung unentbehrlich. Wir haben als wahr-
scheinlich erkannt, dafl es nach der Zahl der Finger sich bildete, aber eben
vermoge dieses Ursprunges war es nicht das allein mogliche. Wie man samtli-
che Finger durchzihlen konnte, um eine Einheit héheren Ranges zu gewinnen, so
konnte man Halt machen nach den Fingern nur einer Hand, man konnte neben
den Fingern der Héande die Zehen der Fiile benutzen. In dem einen Falle blieb
man beim Quinarsysteme, in dem anderen ging man zum Vigesimalsystem
iiber.

Ein strenges Quinarsystem wiirde, wie leicht ersichtlich, 5 mal 5 oder 25, 5 mal
5 mal 5 oder 125 usw. als Einheiten hoheren Ranges néchst der 5 selbst besitzen
miissen, welche durch einfache oder auch zusammengesetzte Namen bezeichnet
mit den Namen der Zahlen 1, 2, 3, 4 sich vereinigen, um so alle zwischenliegende
Zahlen zu benennen. Ein solches strenges Quinarsystem gibt es nicht!®. Dagegen
gibt es Quinarsysteme in beschrinkterem Sinne des Wortes, wenn zur Benutzung
dieses Wortes schon der Umstand als geniigend erachtet wird, dal die Fiinf bei
allméhlicher Zahlenbildung einen Ruhepunkt gewéhre, von dem aus eine weitere
Zahlung wieder anhebt.

Was dementsprechend von einem strengen Vigesimalsysteme zu verlangen
ist, leuchtet gleichfalls ein: ein solches mufl die Grundzahl 20 durchhoren lassen,
muf} die Einheit hoheren Ranges 20 mal 20 oder 400, vielleicht auch noch héhere
Einheiten unter besonderen Namen besitzen. Sprachen, in welchen dieses System
mafgebend ist, hat man mehrfach gefunden. Die Mayas in Yukatan!! haben eige-
ne Worter fiir 20, 400, 8000, 160000. Die Azteken in Mexiko'? hatten wenigstens
besondere Worter fiir 20, 400, 8000 mit der Urbedeutung: das Gezéhlte, das Haar,
der Beutel, wobei auffallend erscheinen mag, daf§ das Haar eine verhéltnisméafig
niedrige Zahlenbedeutung hat, wihrend es in karaibischen Sprachen!? weit iiber-
einstimmender mit der Wirklichkeit eine sehr grofle Zahl auszudriicken bestimmt
ist. Noch andere Beispiele eines bemerkbaren mehr oder minder durchgefiithrten
Vigesimalsystems hat vornehmlich Pott, dem wir hier fast durchweg folgen, in
Fiille gesammelt. Wir erwédhnen davon nur als den meisten unserer Leser zweifel-
los bekannt die Uberreste eines keltischen Vigesimalsystems in der franzosischen

OpPorT II, S. 35 und 46 in den Anmerkungen.
Hporr I, S. 93.
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Sprache in Wortern wie quatrevingts, sizvingts, quinzevingts'*. Von dinischen
Uberresten eines Systems, in welchem Vielfache von 20 eine Rolle spielen, ist
weiter unten in etwas anderem Zusammenhange die Rede.

Den Ursprung der drei Systeme, deren Grundzahlen 5, 10, 20 heiflen, ha-
ben wir oben in die Finger und Zehen des Menschen verlegt. Auch dafiir sind
sprachliche Ankldnge vorhanden. Zwischen den Wértern fiir 5 und fiir Hand
ist in manchen Sprachen véllige Gleichheit, in anderen nahe Verwandtschaft!®.
Alsdann darf man aber wohl annehmen, daf§ es frither wiinschenswert war die
Glieder des eigenen Korpers zu benennen, als Zahlworter zu bilden, dafl also 5
von Hand abgeleitet wurde, nicht umgekehrt. Das Wort fiir 10 heifit in der Ko-
rasprache!® (einem amerikanischen Idiome) so viel wie Darreichung der Hiinde,
und daf} ein und dasselbe Wort 20 und Mensch bedeutet kommt mehrfach vor!?.
Ob freilich, wie manche wollen, auch das deutsche zehn mit den Zehen, das la-
teinische decem mit digiti in Verbindung gebracht werden darf, dariiber gehen
die Meinungen weit auseinander, und Pott, unser Gewahrsmann, steht auf der
Seite der Verneinenden. Jedenfalls ist aber schon durch die erwahnten Beispiele
ein innerer Zusammenhang der drei genannten Systeme untereinander und mit
den menschlichen Extremitédten hinlanglich unterstiitzt. Gibt es nun Sprachen,
in welchen auch andere Grundzahlen als 5, 10 oder 20 sich nachweisen lassen?

Wenn man gesagt hat'®, dafl kein Volk auf der ganzen Erde je von einer
anderen Grundzahl, als einer der genannten aus, sein Zahlensystem mit einiger
Konsequenz ausgebildet habe, so ist dieser Ausspruch entschieden allzu vernei-
nend, selbst wenn man einen besonderen Nachdruck auf das Wort Konsequenz
legt, dem gegeniiber die Frage erhoben werden mochte, wo denn folgerichtige
Anwendung des Quinarsystems sich finde?

Allerdings hat man einige Gattungen von Zahlensystemen nur mit Unrecht
nachweisen zu konnen geglaubt. Falsch war es, wenn Leibniz bei den Chinesen ein
Binarsystem annahm!?. Falsch scheint Kohl den Osseten im Kaukasus ein Okto-
dezimalsystem zugeschrieben zu haben?”. Dagegen sind andere Angaben doch zu
wohl beglaubigt, um sie ohne weiteres leugnen oder totschweigen zu diirfen. Die
Neuseeldnder mit ihrem merkwiirdigen Undezimalsysteme?!, welches besondere
Woérter fiir 11, fiir 11 mal 11 oder 121, fiir 11 mal 11 mal 11 oder 1331 besitzt,
welches 12 durch 11 mit 1, 13 durch 11 mit 2, 22 durch 2 mal 11, 33 durch 3 mal
11 usw. ausdriickt, lassen sich nicht vornehm beiseite schieben. Ob der Zeitraum
von 110 Jahren, nach welchen, wie Horaz im 21. und 22. Verse seines Carmen

“porr I, S. 88.

Bporr I, S. 27 flgg. und S. 128 flgg. fiihrt Beispiele aus ozeanischen Sprachen, aus dem
Sanskrit und dem Hebréischen an, wenn er auch den letzteren gegeniiber die von BENARY und
EwALD herriihren, sich ziemlich skeptisch verhalt.

porT I, S. 90.

"pPorT I, S. 92.

IBHANKEL, S. 19.

19M. CANTOR, Mathematische Beitrige zum Kulturleben der Volker. Halle 1863. S. 48 figg.,
auch S. 44. Wir zitieren dieses Buch kiinftig immer als: Math. Beitr. Kulturl.

20KoHL, Reisen in SiidruBland. Bd. II, S. 216 und PoTT I, S. 81.

2lporr 1, S. 75 flgg.



(11)

saeculare berichtet, die romische Erinnerungsfeier wiederkehrte, der man den Na-
men der saecularen beilegte, mit einer Vermengung dezimaler und undezimaler
Zahlweise zusammenhéngt, bleibe dahingestellt. Das Wort triouech oder 3 mal 6
fiir 18 in der Sprache der Niederbretagner ist neben dem deunaw oder 2 mal 9 der
Welschen?? fiir eben dieselbe Zahl nun einmal vorhanden. Die Bolaner oder Bu-
ramaner an der Westkiiste Afrikas?® lassen, wenn sie 6 und 1 fiir 7, wenn sie 2 mal
6 fiir 12, wenn sie 4 mal 6 fiir 24 sagen, die Grundzahl 6 gleichfalls durchhoren.
Einige assyrische Zahlworter (7 und 8), auf welche wir im 1. Kapitel zuriickkom-
men werden, zeigen dieselbe Abhéngigkeit von 6. Und wenn der Altfriese 120
mit dem Worte tolftich benannte®?, so ist das sogar ein Hinweis darauf, daf§ auch
das vorhin als menschlichem Geiste im allgemeinen fremdverponte elfzig seine
Analogien besitzt, ist es zugleich ein Beispiel fiir ein eigentiimlich gemischtes Sy-
stem mit Dezimal- und Duodezimalstufen wie Skandinaven und Angelsachsen es
teilweise besaflen?, wie eine verhéltnisméBig spitere Wissenschaft es in Babylon
einbiirgerte, von wo es als Sexagesimalsystem das astronomische Rechnen aller
Volker durch Jahrhunderte beherrscht. Die Vermengung dezimalen und duode-
zimalen Z&ahlens konnte auch als Stiitze der Moglichkeit dienen, welche oben fiir
dezimale und undezimale Zahlen beansprucht wurde.

Das Vorhandensein von Zahlensystemen; deren Grundzahl nicht 5 oder Viel-
faches von 5 ist, diirfte damit nachgewiesen sein. Aber allerdings bilden dieselben
nur Ausnahmen von seltenem vereinzeltem Vorkommen. Auch eine andere Gat-
tung von Ausnahmen gegen frither Erwidhntes miissen wir kurz berithren. Wir
haben hervorgehoben, dafl die Zwischenzahlen zwischen den Einheiten aufeinan-
derfolgenden Ranges multiplikativ und additiv gebildet werden; wir haben daraus
auf das hohe Alter dieser Rechnungsverfahren geschlossen. Es gibt nun Spra-
chen, welche die Bildung der Zahlworter auf Subtraktionen und Divisionen
stiitzen, wodurch das hohe Alter auch dieser Rechnungsverfahren wenigstens bei
den Volkern, denen jene Sprachen angehoren, gleichfalls zur Moglichkeit gelangt.

Die Subtraktion wird am h&ufigsten beziiglich der Zahlworter eins und zwei
geiibt?®. Dieses entspricht z. B. in der lateinischen Sprache durchweg dem Ge-
brauch bei den Zehnern. Man sagt duodeviginti, d. h. 2 von 20 fiir 18, ebenso
undecentum 1 von 100 fiir 99 usw. Auch im Griechischen werden 1 und 2 bei den
Zehnern zuweilen abgezogen, wozu das Zeitwort decv in seiner transitiven wie in
seiner intransitiven Bedeutung als bediirfen und als fehlen angewandt wird.
So driickt man 58 aus durch dvowr deovtes e€nrovTa = 60 welche 2 bediirfen, 49
durch evog deovtos mevTnrovTa = 50 woran 1 fehlt, und ein vereinzeltes Vor-
kommen von 9700 = 10000, welche 300 bediirfen 7piakoowwr arodeovta pvpLa
wird aus den Schriften des Thukydides angefiihrt?”. Auch im Gotischen findet
subtraktive Bildung von Zahlwortern statt. In der gemeinsamen Stammsprache,

22port 11, S. 33.
23port 11, S. 30.
24port 11, S. 38.
25Math. Beitr. Kulturl. S. 147.
26Math. Beitr. Kulturl. S. 157.
2TPorr I, S. 181, Anmerkung.



im Sanskrit, ist gleichfalls eine Subtraktion mittels des Wortes una (vermindert,
weniger) im Gebrauch. Sei es nun, daf§ das una selbst allein einem Zahlwort vor-
gesetzt wird, und man im Gedanken eka eins hinzuhéren muf, z. B. unavingsati,
vermindertes 20 statt 19, oder dafl das eka wirklich ausgesprochen wird und sich
dabei mit una zu ekona zusammensetzt, z. B. ekonaschaschta, um 1 vermindertes
60 statt 59, oder dafl andere Zahlen als 1 abgezogen werden, z. B. pantschonang-
satam, um 5 vermindertes 100 statt 95. Ob die babylonische Benutzung von lal
= weniger hierher gehort?® oder als eigentliche Subtraktion aufzufassen ist, sei
dahingestellt.

Am seltensten dient die Division zur sprachlichen Bildung der Zahlworter.
Hier kommen neben den sofort verstédndlichen Teilungen: ein viertel Hundert, ein
halbes Tausend usw., namentlich solche Worter in Betracht, welche eine nicht
voll vorhandene Einheit zur Teilung bringen. Anderthalb, dritthalb, sechsthalb
besagen, dal das Andere, d. h. Zweite, dafy das Dritte, dal das Sechste halb zu
nehmen sei, die Existenz des Ersten, der 2, der 5 Vorhergehenden als selbstver-
standen vorausgesetzt. Verwandte Bildungen sind in lateinischer und in griechi-
scher Sprache sesquialter = emibevTepos = 11/4, sesquitertius = emiTpLTos =
11/3, sesquioctavus = emoydoos = 1! /g usw. Besonderer Hervorhebung scheint es
wert, dal die dénische Sprache in Europa und im fernen Siiden und Osten die
Sprache der Dajacken und Malaien auf den néchsten Zwanziger beziehungsweise
Zehner iibergreift, um ihn hélftig vorweg zu nehmen?. Ein altes Vigesimalsy-
stem in deutlichen Spuren verratend (S. 9) sagt die dénische Sprache nicht blof3
tresindstyve oder 3 mal 20 fiir 60, firesindstyve oder 4 mal 20 fiir 80, sondern
auch halvtredsindstyve, halvfirdsindstyve fiir 50 und 70, d. h. der dritte, der vierte
Zwanziger, welcher bei 60, bei 80 voll vorhanden ist, kommt hier nur zur Hélfte in
Rechnung. Ja man hat sogar halvfemsindstyve oder fiinfthalb Zwanziger fiir 90,
wéhrend 100 nur durch hundrede und nie durch femsindstyve ausgedriickt wird.
Bei den Malaien heifit halb dreiflig, halb sechzig es solle von dem letzten, also hier
von dem dritten, sechsten Zehner nur die Hélfte genommen werden, man meine
also 25, 55. Im Alttiirkischen wird das Vorgreifen auf den néchsten Zehner noch
weiter ausgedehnt®. | Vier dreiflig® bedeutet ,,vier von dem dritten Zehner* also
24. Endlich im Athiopischen findet sich ein merkwiirdiger Ausnahmefall®!. Die
Athiopen besitzen besondere Zeichen fiir die Einer, die Zehner, die Hunderter,
mittels deren sie die Zwischenzahlen zusammensetzen. Sie schreiben also z. B. 59
durch die Zeichen ,fiinfzig neun®. Einzig und allein 99 wird anders geschrieben,
ndmlich nicht ,neunzig neun®, sondern ,neunzig hundert®, d. h. also etwa ,ein
Neunziger nahe bei Hundert“. Der Grund dieser Ausnahme ist unermittelt.

Alle diese Teilungen in sich schlieBende Ausdriicke sind gewifl merkwiirdig,
eine genaue Einsicht in das Alter der Division verglichen mit dem Alter der
Sprachbildung geben sie uns deshalb doch nicht. Es sind eben Woérter mit Zah-
lenbedeutung, aber es sind nicht die Zahlworter! Neben ihnen und statt ihrer

28REISNER in Berl. Akad. Ber. 1896, S. 425-426 mit Berufung auf Tontafeln von Ur.
29PorT 1, S. 103 und II, S. 88.

30J. MARQUART, Die Chronologie der alttiirkischen Inschriften. Leipzig 1898.

31C. BrzoLD, Kebra Nagast. Miinchen 1905. S. XV, Note 3.
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sind auch andere moglicherweise viel dltere Ausdriicke in Gebrauch und lassen
die Entstehungszeit der jiingeren Benennung im dichtesten Dunkel. Nicht an-
ders verhélt es sich mit den vorerwdhnten subtraktiven Bildungen, zu welchen
als weiteres Beispiel bestimmter Grenzpunkte, auf welche Vorhergehendes eben-
so wie Folgendes bezogen wird, die Kalenderbezeichnung der Romer mit ihren
Calenden, Nonen und Iden treten mag. Entscheidend dagegen sind die subtrak-
tiven Zahlworter einiger Sprachen, z. B. der Krihenindianer in Nordamerika®2.
Bei ihnen heiflen 8 und 9 nie anders als ndpape, amdtape, d. h. wortlich 2 davon,
1 davon, und das Wort Zehn, d. h. die Anzahl, von welcher 2, beziehungsweise
1 weggenommen werden sollen, ist als selbstverstandlich weggelassen. Hier kann
ein Zweifel kaum walten: die Namen der 8 und 9 sind erst entstanden, nach-
dem der Begriff der 10 sich gebildet hatte, nachdem das Rechnungsverfahren der
Subtraktion erfunden war. Mit dieser Bemerkung kehren wir zu unserer fritheren
Behauptung zuriick (S. 4), zu deren Begriindung wir die ganze Erorterung iiber
Zahlworter und iiber die ersten Anfinge des Rechnens gleich hier ankniipfen
durften. Die Sprache hielt in ihrer Entstehung nicht immer gleichen Schritt mit
der Entstehung der Begriffe. Das aufeinanderfolgende Zahlen wurde unterbro-
chen durch das BewuBtsein notwendiger Zahlen Verkniipfungen, Spriinge in der
Erfindung der Zahlworter sind nahezu sicher.

Und wieder machte der menschliche Erfindungsgeist einen Schritt vorwérts,
einen Schritt, zu welchem er auch nicht die geringste Anregung von auflen er-
hielt, der ganz aus eigenem Antriebe erfolgend mindestens ebenso sehr wie die
kiinstliche Entfachung des Feuers als wesentlich menschlich, als keinem anderen
Geschopfe moglich anerkannt werden mufl: er erfand die Schrift. Bilderschrift,
so nimmt man gegenwértig wohl ziemlich allgemein an, war die erste, welche
dem Spiegel der Rede (wie bei einem Negervolke das Geschriebene heifit)3* den
Ursprung gab. Aber mit Bildern allein kam man nicht aus. Neben wirklichen
Gegenstinden mufiten Téatigkeiten, Eigenschaften, Empfindungen dem kiinfti-
gen Wissen aufbewahrt werden. Die Notwendigkeit symbolischer oder willkiirlich
eingefiihrter Zeichen fiir diese nicht gegensténdlichen Begriffe zwang zur Abhilfe.
So miissen Begriffszeichen entstanden sein, gemeinsam mit den fritheren Bildern
eine Wortschrift herstellend. Jetzt erst — aber wer weifl in wie langer Zeit? —
konnte man dahin gelangen in dem Gesprochenen nicht nur den ganzen Klang,
sondern die einzelnen Laute, aus welchen er sich zusammensetzt, zu verstehen,
und diese

Einzellaute dem Auge zu versinnlichen. Die Silben- und Buchstabenschrift
entstand. Fiir die Zahlen behielt man allgemein das Verfahren bei, welches in an-
derer Beziehung sich iiberlebt hatte. Inmitten der Silben-, der Buchstabenschrift
treten Zahlzeichen, d. h. Wortzeichen auf; und wer ein Freund philosophischen
Griibelns ist, mag dariiber sinnen, warum gerade hier eine Ausnahme sich auf-
drangte. Warum hat gerade das mathematische Denken von jeher durch Wort-
zeichen, sei es durch Zahlzeichen, sei es durch andere sogenannte mathematische
Zeichen, Unterstiitzung, Erleichterung und Férderung gefunden? Wir stellen die

32porT 11, S. 65.
3porr I, S. 18.
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Frage, wir wagen nicht sie zu beantworten. Aber die Tatsache, an welche wir
die Frage kniipften, steht fest, ebenso wie es feststeht, dafl ein Zahlenschreiben
in dlteste Kulturzeiten hinaufreicht, wo dessen Zeichen inmitten geschichtlicher
Inschriften vorkommen.

Die Verschiedenheit der Zahlzeichen ist eine gewaltige. Wir werden in man-
nigfachen Kapiteln dieses Bandes von solchen zu reden haben und wiinschen
nicht vorzugreifen. Aber ein Prinzip der Zahlenschreibung hat sich fast iiber-
all Bahn gebrochen, dessen Entdeckung dem Scharfsinne Hankels®* um so
groflere Ehre macht, als es trotz seiner groflen Einfachheit stets iiberse-
hen worden war. Es ist das Gesetz der GréBenfolge, wie wir, um ei-
ne kiirzere Redeweise zu besitzen, es kiinftig nennen wollen, und besteht
darin, dal bei allen additiv vereinigten Zahlen das Mehr stets dem
Weniger vorausgeht®. Natiirlich ist die Richtung der Schrift bei Priifung die-
ses Gesetzes wohl zu beachten, und wenn bei der von links nach rechts gehenden
Schrift des Abendlandes der Hauptteil der Zahl links auftreten muf, so ist die
Stellung bei Zahlendarstellungen semitischen Ursprunges entgegengesetzt, und
wieder eine andere, wenn, wie bei den Chinesen, die Schrift in von oben nach
unten gerichteten Reihen verlduft.

Die mathematischen Begriffe, bei denen wir in unserer fliichtigen Betrachtung
der Anfange menschlicher Kulturentwicklung, Anfange, welche selbst Jahrtau-
sende in Anspruch genommen haben mogen, zu verweilen Gelegenheit nahmen,
gehoren sdmtlich dem einen Zweige der Gréfenlehre an, welcher {iber das Wie-
viel? der nebeneinander auftretenden Dinge das Was? derselben vernachléssigt.
Es ist aber wohl keinem Zweifel unterworfen, daf3 neben Kenntnis und einfachster
Verbindung der Zahlen einfache astronomische wie geometrische Begriffe wach
geworden sein miissen.

Wir werden der Geschichte der Astronomie grundsétzlich fern, bleiben, um
nicht den schon so fiir uns fast unbezwingbar sich gestaltenden Gegenstand un-
serer Darstellung ohne Not zu vergroflern, aber zwei Bemerkungen konnen wir
hier nicht unterdriicken. Aufgang und Untergang der Sonne waren gewif3 schon
in den Zeiten nomadischen Wanderns die beiden Marksteine, die Zeit und Raum
in Grenzen schlossen. Morgen und Abend, Ost und West waren Begriffepaare,
deren Entstehung wohl nicht friith genug angenommen werden kénnen. Und als
beim Anséssigwerden der Volker die Sonne zwar immer noch ihre Uhr, aber
nicht ihren téglichen Wegweiser bildete, nach deren Stande sie sich zu richten
pflegten, war das Orientierungsgefiihl doch noch geblieben, hatte womdoglich an
Genauigkeit noch zugenommen. Am Siidende des Pfiffiker-Sees in der Schweiz,
sind Pfahlbauten beobachtet worden, welche genau nach den Himmelsgegenden
gerichtet sind®®, und jene Bauten reichen jenseits der sogenannten Bronzezeit
in eine Periode hinauf, welche nach geologischer Schiatzung etwa 4000 Jahre vor
Christi Geburt lag. Wir stellen in keiner Weise in Abrede, dafi man bei der Ori-

34HANKEL, S. 32.

35Uber Abweichungen von diesem Gesetze vergl. Kapitel 4.
36Diese Beobachtung riihrt von Professor QUINCKE her, der uns freundlichst gestattete, von
dieser seiner miindlichen Mitteilung Gebrauch zu machen.
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entierung der Wohnhéuser an praktische Riicksichten, an Besonnung, Wind und
Wetter dachte, aber man dachte doch, man iibte nicht Zufilliges und Unbeab-
sichtigtes. Von ahnlichen Orientierungen werden wir verschiedentlich zu reden
haben. Die Richtung nach den Himmelsgegenden selbst wird uns niemals als Be-
weis der Ubertragung von Begriffen von einem Volke zum andern gelten diirfen.
Nur die Ermittlungsweise dieser Richtung wird zum genannten Zweck tauglich
erscheinen.

Auch geometrische Begriffe, sagten wir, miissen friihzeitig entstanden sein.
Korper und Figuren mit geradliniger, mit krummliniger Begrenzung miissen dem
Auge des Menschen aufgefallen sein, sobald er anfing nicht blof} zu sehen, sondern
um sich zu schauen. Die Zahl der Ecken, in welchen jene Flédchen, jene Linien
aneinanderstofien, wird ihm der Bemerkung wert gewesen sein, wird ihn heraus-
gefordert haben jenen Gebilden Namen zu geben. Vielleicht ist auch in dltesten
Zeiten und in gegenseitiger Unabhéngigkeit an vielen Orten zugleich beachtet
worden, dafl der Arm beim Biegen am Ellenbogen, das Bein beim Biegen am
Knie, daf§ die beiden Beine beim Ausschreiten einen Winkel bilden, und der Na-
me jeder von zwei einen Winkel bildenden Linien als ockelog bei den Griechen,
crus bei den Romern, Schenkel bei den Deutschen, leg bei den Englandern, jam-
be bei den Franzosen, bahu, d. h. Arm bei den Indern, kou, d. h. Hiifte bei den
Chinesen, der Zusammenhang ywros Winkel mit yorv Knie, dieses und &hnli-
ches braucht nicht in allen Fillen Ubertragung zu sein. Die genannten modernen
Namen werden allerdings kaum anders als durch Ubersetzung aus dem Lateini-
schen, wenn nicht aus dem Griechischen entstanden sein, aber die antiken Worter
konnen sehr wohl uraltes Ergebnis mehrfacher Selbstbeobachtung sein, uraltes
Wissen.

Ist nun uraltes Wissen auch uralte Wissenschaft? Mufl eine Geschichte der
Mathematik so weit zuriickgreifen, als sie noch hoffen darf mathematischen Be-
griffen zu begegnen?

Wir haben unsere Auffassung, unsere Beantwortung dieser Fragen darzule-
gen geglaubt, indem wir diese Einleitung vorausschickten. Kein Erzéhler hat
das Recht das Brechen, das Zusammentragen der ersten Bausteine, aus welchen
Jahrhunderte dann ein stolzes Gebéude aufgerichtet haben, ganz unbeachtet zu
lassen; aber die Bausteine sind noch nicht das Gebaude. Die Wissenschaft be-
ginnt erzéhlbar erst dann zu werden, wenn sie Wissenschaftslehre geworden ist.
Erst von diesem Zeitpunkte an kann man hoffen wirkliche Uberreste von Re-
geln und Vorschriften zu finden, welche es erlauben mit einiger Sicherheit und
nicht in allem und jedem dem eigenen Gedankenfluge vertrauend Bericht zu er-
statten. Mogen Schriftsteller fritherer Jahrhunderte ihre eigentlichen historisch-
mathematischen Untersuchungen mit der Schopfung begonnen haben den Wor-
ten der Schrift folgend: Aber du hast alles geordnet mit Maf}; Zahl und Ge-
wicht®”. Uns beginnt eine wirkliche Geschichte der Mathematik mit dem er-
sten Schriftdenkmal, welches auf Rechnung und Figurenvergleichung Bezug hat.

3TWeisheit Salomos XI, 22.
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