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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Paarerzeugung von
Elektron-Positron-Paaren in starken elektromagnetischen Feldern. Es
werden zwei Regime der Paarerzeugung untersucht. Das erste Regime
ist das sogenannte Tunnelregime der Paarerzeugung. Für dieses wird
das vorhandene Tunnelbild zur Paarerzeugung um die Effekte eines Ma-
gnetfeldes und eines zusätzlichen, störungstheoretisch behandelten Pho-
tons erweitert. Beide Effekte werden in der semiklassischen Näherung
behandelt. Für das zweite Regime der Paarerzeugung, welches unter-
sucht wird, existiert bisher noch kein einfacher Zugang. Deshalb werden
unter Verwendung des in/out-Formalismus für externe Felder numeri-
sche Berechnungen durchgeführt. Die numerischen Simulationen zeigen
nicht-triviale Effekte, die in diesem Regime auftreten können. Speziell
wird auf die Abhängigkeit der erzeugten Paare von der Polarisation des
elektromagnetischen Feldes sowie auf die Bildung von Mehrpaarzustän-
den eingegangen.

Abstract

Pair production of electron-positron pairs in ultra-intense laser fields
is considered in this work. Two regimes are investigated separately.
The first regime is the so-called tunnel regime of pair production. The
existing tunneling picture which is applicable in this regime will be en-
hanced by the effects of a magnetic field and an additional, perturba-
tively treated photon. Both effects are incorporated by the semi-classical
approximation. In contrast, no straightforward approach exists so far for
the second regime of pair production. Therefore, numerical calculations
will be carried out by applying the framework of the in/out-formalism
in external fields. These simulations show non-trivial effects that are be
expected in this regime. Specifically, the influence of the electromag-
netic fields’ polarization upon the produced pair spectra is investigated.
Furthermore, multi-pair states will be studied.
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1. Einleitung

Was, wenn sich Licht in Materie umwandeln ließe? Diese bemerkenswerte Frage ist sehr
allgemein formuliert und eine gemeingültige Antwort gibt es bisher noch nicht. Nur die
prinzipielle Realisierbarkeit, aus theoretischer Sicht, wurde im Rahmen der relativisti-
schen Quantenfeldtheorie bereits vor fast 90 Jahren (Dirac 1928a,b) mit einem „Ja“
beantwortet. Größtenteils ungewiss ist jedoch immer noch das „Wie“ und „Was“, also
„Wie genau läuft der Prozess der Umwandlung ab?“ und „Was sind die unmittelbaren
Konsequenzen?“

Der physikalische Effekt trägt den Namen Paarerzeugung, da ein Paar von Materieteil-
chen, Elektron und Positron, aus Lichtteilchen, den Photonen erzeugt wird. In den ersten
Arbeiten zur Paarerzeugung im Vakuum (Sauter 1931; Euler und Kockel 1935; Heisen-
berg und Euler 1936), das heißt ausschließlich durch Licht und ohne Beteiligung anderer
Materie, stand eine experimentelle Umsetzung außer Frage, da die hierfür notwendigen
Intensitäten und Energien des Lichtfeldes praktisch nicht umsetzbar waren. Im Unter-
schied hierzu gibt es auch die Paarerzeugung durch Mitwirken anderer Teilchen wie zum
Beispiel den gebundenen Elektronen am Atomkern oder des Atomkerns selbst. Nahe
dieser zusätzlichen Teilchen existiert ein enormes elektromagnetisches Feld, welches im
Zusammenspiel mit den Photonen des eigentlichen Lichtfeldes auch zur Paarerzeugung
führen kann (siehe Abbildung 1.1). Diese Art der Paarerzeugung wurde bereits 1932
durch Anderson (Anderson 1932) experimentell nachgewiesen und bestätigte somit auch
die Theorie von Dirac (Dirac 1928a), die neben der relativistischen Beschreibung des
Elektrons auch die Existenz seines Antiteilchen, dem Positron, vorhersagt. Diese Arbeit
beschäftigt sich ausschließlich mit der reinen Paarerzeugung im Vakuum, welche im fol-
genden auch einfach nur als Paarerzeugung bezeichnet wird. Interessanterweise wurde
bereits früh darüber nachgedacht, ob die maximal mögliche Intensität des Lichts nicht
gerade durch die Paarerzeugung begrenzt sei,1 da bei Überschreitung einer kritischen
Feldstärke E ' 1.3× 1018 V/m sich die Photonen des Lichtfeldes in Materie umwandeln
und somit eine natürliche Beschränkung darstellen würden. Diese kritische Feldstärke,
ab der Elektron-Positron-Paare in riesiger Menge erzeugt würden, entspricht einer ma-
ximalen Intensität von etwa 1029 W/cm2.

1 Laut A. Sommerfeld postulierte N. Bohr bereits in den 30er-Jahren, dass diese kritische Feldstärke
nicht erreicht werden könne (so Fedotov u. a. (2010)).
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1. Einleitung

Abbildung 1.1: Ein hochenergetisches Photon (nicht sichtbar, von links kommend) wechselwirkt
in einer Blasenkammer mit einem am Atomkern gebundenen Elektron und erzeugt dabei ein
Elektron-Positron-Paar. Das erzeugte Elektron und das erzeugte Positron beschreiben jeweils eine
spiralförmige Bahn mit entgegengesetztem Drehsinn aufgrund ihrer entgegengesetzten Ladung
und der damit verbundenen Lorentzkraft durch das starke Magnetfeld in der Blasenkammer. Das
ursprünglich gebundene Elektron wird nach rechts gestreut. Weiter rechts wird ein weiteres Paar
mit höherer Energie durch die Wechselwirkung zwischen Photon und Atomkern erzeugt.

Mit der Entwicklung des Lasers (Maiman 1960) wurde es erstmals möglich, Lichtfelder
mit höheren Intensitäten zu erzeugen. Für die Erzeugung der kritischen Feldstärke wa-
ren diese jedoch ganze 18 Größenordnungen zu klein und somit blieb die Paarerzeugung
weiterhin ein theoretisches Konstrukt. Mit der immensen Forschung und Entwicklung
am Laser (Hecht 2010) und den damit verbundenen Verbesserungen hat sich diese Lücke
mittlerweile bis auf 6 Größenordnungen reduziert. Dieser Trend in Richtung ultrare-
lativistischer Physik scheint bisher beständig (Mourou, Tajima und Bulanov 2006; Di
Piazza u. a. 2012) und die experimentelle Realisierung der direkten Paarerzeugung aus
reinem Licht rückt somit näher. Insbesondere könnte damit auch die bereits erwähnte
Tatsache bedeutsam werden, dass die maximal mögliche Intensität des Lichts vielleicht
begrenzt ist und somit auch ein prinzipielles Limit beim Laser bald erreicht wird. Somit
hat die rasche Entwicklung des optischen Lasers sowie neuerer Laser-Technologien, wie
zum Beispiel Freie-Elektronen-Laser (McNeil und Thompson 2010), zu einem vermehr-
ten Interesse an der Grundlagenforschung der Paarerzeugung in den letzten 20 Jahren
geführt. Denn abgesehen von der reinen Paarerzeugung, tritt die Paarerzeugung auch als
Nebenprodukt bei anderen Prozessen mit extrem hohen Laser-Intensitäten auf. Somit
wird die Frage nach dem „Wie“, also dem genaueren Verständnis der Paarerzeugung
zunehmend besser abgedeckt.

Neben den ersten Arbeiten zur Paarerzeugung in den 30er-Jahren hatte vor allem die
Arbeit von Schwinger (Schwinger 1951) einen großen Einfluss, da hier zum ersten Mal
die Paarerzeugung im modernen Formalismus der Quantenelektrodynamik behandelt
wurde. Er ging dabei von einem rein elektrischen Feld aus, welches zeitlich und räumlich
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Abbildung 1.2: Das historische Tunnelbild zur Paarerzeugung aus (Heisenberg und Euler 1936).
Die Paarerzeugung wurde in der alten Diracschen Lochtheorie als Übergang eines negativen
Teilchens aus dem Diracsee (negatives Kontinuum mit E < −mc2) in das positive Kontinuum
mit E > mc2 betrachtet. Durch das Potential V (x) des äußeren elektrischen Feldes neigen sich
die Kontinua zueinander und ein seitliches Tunneln vom negativen ins positive Kontinuum durch
die verbotene Zone ohne Zustände wird möglich. Nachdem Tunneln existieren dann ein Loch
im Diracsee, welches als Positron gedeutet wird, sowie ein Elektron und somit wurde ein Paar
erzeugt.

konstant ist. In dieser vereinfachten Feldkonfiguration spricht man stellvertretend von
Schwinger-Paarerzeugung. Die Approximation des statischen elektrischen Feldes ist für
optische Laser anwendbar, da die typische Zeitskala der Paarerzeugung mehrere Größen-
ordnungen kleiner ist als die Periodendauer des elektromagnetischen Feldes. Für diese
statische Näherung kann die Paarerzeugung auch als Tunnelprozess verstanden werden,
welcher ein intuitives Verständnis der Paarerzeugung ermöglicht. Die Berechnung für
realistischere Felder mit Zeit- oder gar Ortsabhängigkeit ist analytisch nur für wenige
spezielle Feldkonfigurationen möglich und muss daher numerisch durchgeführt werden.
Aber selbst die numerische Behandlung führt schnell zu einem hohen Rechenaufwand,
da die Quantenelektrodynamik prinzipiell unendlich viele Freiheitsgrade besitzt. Die Be-
rücksichtigung realistischer Feldkonfigurationen ist besonders wichtig, da diese maßgebli-
chen Einfluss auf das Spektrum und die Anzahl an erzeugten Elektronen und Positronen
hat.

Generell kann die Paarerzeugung im Vakuum abhängig vom elektromagnetischen Feld
in drei verschiedene Regime unterteilt werden. Diese sind durch den sogenannten klassi-
schen Nichtlinearitätsparameter2

ξ = eE

ωmc
= 1

2π
eEλ

mc2 (1.1)

2 Der Name „klassischer Nichtlinearitätsparameter“ für ξ kommt daher, dass für große Werte von ξ die
klassischen, relativistischen Bewegungsgleichungen für das Elektron bzw. Positron nichtlinear werden.
Der Parameter besitzt darüber hinaus aber noch andere Deutungen.
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1. Einleitung

separiert. Dabei sind −e und m die Ladung und Masse des Elektrons sowie ω, λ und
E die Kreisfrequenz, Wellenlänge und elektrische Feldstärke des elektromagnetischen
Feldes. Der Parameter ξ kann klassisch als Verhältnis zwischen der Energie eEλ, die
ein Elektron größenordnungsmäßig während einer Periode im Feld aufnimmt, und der
Ruheenergie mc2 eines Elektrons, also der Energie, die für die Erzeugung eines Elek-
trons nötig ist, verstanden werden. So wird das Regime mit geringer Frequenz ω des
elektrischen Feldes und hoher Feldstärke E, ξ � 1, als nichtperturbatives Tunnel- oder
Schwinger-Regime klassifiziert. Hier wird innerhalb eines Bruchteils der Laserfeldperi-
ode genügend Energie für ein Paar erzeugt, was letztlich auch die Motivation dafür ist,
das Feld als statisch zu approximieren. Für schwache Felder mit höheren Frequenzen ω,
also ξ � 1, spricht man hingegen vom perturbativen Multiphoton-Regime. Besonders
diese beiden Regime wurden bisher intensiv untersucht. Das Schwinger-Regime lässt
sich semiklassisch (Popov 1971, 1972), sowie auch mit dem Tunnelbild, verstehen und
das Multiphoton-Regime kann mithilfe der quantenelektrodynamischen Störungstheorie
(Zuber und Itzykson 1980) analysiert werden. Für das dritte, mittlere Regime, ξ ≈ 1,
existiert hingegen kein standardisierter Zugang. Hier sind numerische Untersuchungen
erforderlich.

Diese Arbeit beschäftigt sich sowohl mit dem Tunnelregime ξ � 1, als auch mit dem
bis jetzt weniger erforschten mittleren Regime ξ ≈ 1. Beide werden getrennt und mit
unterschiedlichen Problemstellungen behandelt. Dadurch ergeben sich zwei verschiede-
ne Themenkomplexe: Im ersten wird für das Tunnelregime das existierende Tunnelbild
(vgl. Abbildung 1.2), erweitert, indem auch die Effekte des magnetischen Feldes sowie
eines zusätzlichen hochenergetischen Photons mit berücksichtigt und integriert werden.
Für das zweite, durch ξ ≈ 1 charakterisierte Regime wird die Paarerzeugung in mo-
nochromatischen Feldern untersucht. Monochromatische Felder sind orts- und zeitab-
hängig, besitzen aber eine feste Frequenz bzw. Wellenlänge. Weiterhin kann die Pola-
risation der monochromatischen Wellen beliebig eingestellt werden und somit auch der
Einfluss der Polarisation auf die Paarerzeugung untersucht werden. Durch die quanten-
feldtheoretische Beschreibung des Elektron-Positron-Feldes und aufwendige numerische
Berechnungen ist es hierbei weiterhin möglich, Mehrpaarzustände zu analysieren. Mit
Mehrpaarzuständen sind Zustände gemeint, die mehrere Paare von Elektronen und Po-
sitronen enthalten. Mit der Behandlung von Mehrpaarzuständen kann eine tiefere und
detailliertere Einsicht in die komplexe Dynamik der Paarerzeugung gewonnen werden.

Der notwendige theoretische Hintergrund, der für die Untersuchung beider Problem-
stellung erforderlich ist, wird im folgenden Kapitel 2 gegeben. Danach schließen sich
die Ergebnisse zum erweiterten Tunnelbild in Kapitel 3 an. Die Untersuchungen zur
Paarerzeugung in raumzeitabhängigen monochromatischen Feldern mit verschiedenen
Polarisationen, sowie die quantenfeldtheoretische Behandlung von Mehrpaarzuständen
sind in Kapitel 4 dargestellt. Die Diskussion der jeweiligen Ergebnisse findet sich in Ka-
pitel 5. In allen folgenden Kapiteln werden die natürlichen Einheiten der Teilchenphysik
verwendet, das heißt c = 1 und ~ = 1.
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Um abschließend auf die Frage nach dem „Was“ zurückzukommen: die unmittelbaren
Konsequenzen der Paarerzeugung für die theoretische Beschreibung der Physik sind im
Rahmen der Quantenelektrodynamik bekannt, wenn auch nicht vollständig verstanden.
Was die Paarerzeugung jedoch eines Tages in unserem alltäglichen Leben für eine Rolle
spielen könnte, ist wohl noch ungewiss.
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2. Theoretische Beschreibung der
Paarerzeugung

Zu Beginn dieses Kapitels wird eine kurze Einleitung zur Quantenelektrodynamik ge-
geben und deren Bedeutung für die theoretische Physik erläutert. Danach werden die
wichtigsten Zugänge zur theoretischen Beschreibung der Paarerzeugung diskutiert. Die
für diese Arbeit verwendete Methode ist der sogenannte in/out-Formalismus, dessen
Zusammenfassung den Hauptteil dieses Kapitels darstellt. Damit soll das theoretische
Fundament vermittelt werden, auf dem die folgenden Kapitel aufbauen. Die Darstellung
des in/out-Formalismus wie auch die Notation, richtet sich dabei im wesentlichen nach
(Fradkin, Gitman und Shvartsman 1991).

2.1. Paarerzeugung als Bestandteil der Quantenelektrodynamik

Die Paarerzeugung stellt einen wesentlichen Prozess in der Quantenelektrodynamik, kurz
QED, dar. Die Quantenelektrodynamik wiederum bildet ein Teilgebiet des Standardmo-
dels, dem bisher gängigstem Model zur theoretischen Beschreibung der grundlegendsten
Prozesse in der Natur. Historisch gründet die QED auf der klassischen Elektrodyna-
mik, welche das Zusammenspiel zwischen elektrischen Ladungen und elektromagneti-
schen Feldern sowie deren Dynamik beschreibt. Diese Theorie ist bereits relativistisch,
d.h. sie ist im Einklang mit den Annahmen von A. Einsteins Relativitätstheorie (Ein-
stein 1905). Jedoch ist sie nicht widerspruchsfrei. Eine befriedigende Beschreibung ergab
sich erst durch die quantenfeldtheoretische Formulierung der klassischen Elektrodyna-
mik, welche die Quantenelektrodynamik als erste Quantenfeldtheorie (Tomonaga 1946;
Schwinger 1948a,b; Dyson 1949a,b; Feynman 1949a,b, 1950) in der theoretischen Physik
zur Folge hatte. Im Gegensatz zur klassischen Formulierung, werden neben dem elektro-
magnetischem Feld auch die elektrischen Ladungen als Feld (Materiefeld) beschrieben.
Die sogenannte Quantisierung beider Felder, also dem Materiefeld und dem elektroma-
gnetischem Feld, liefert dann deren Elementaranregungen. Die Elementaranregungen des
Materiefeldes sind das Elektron und das Positron, welche die Korrespondenz zu den klas-
sischen elektrischen Ladungen bilden. Beim elektromagnetischem Feld ist das Photon die
Elementaranregung, in Korrespondenz zur klassischen elektromagnetischen Welle.
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

Abbildung 2.1: Links: Typische Wechselwirkungsprozesse zwischen Elektron e−, Positron e+

und Photon γ. a) Photonenabsorption durch ein Elektron. b) Photonenemission durch ein Elek-
tron. c) Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares durch ein Photon. Rechts: d) Weitere komple-
xere Prozesse in Form von Feynman-Diagrammen, gezeichnet auf dem Campermobil von R. Feyn-
man.

Diese drei Teilchen, das Elektron, das Positron und das Photon sind somit die Elementar-
bausteine der QED. Ihre Wechselwirkung untereinander ergibt sich aus einer Kopplung
zwischen dem Materiefeld und dem elektromagnetischem Feld. Diese Wechselwirkung
kann mithilfe sogenannter Feynman-Diagramme (Feynman 1949b) visualisiert werden,
welche anhand einiger Beispiele in Abbildung 2.1 dargestellt sind. Die quantenfeldtheore-
tische Behandlung dieser grundlegendenWechselwirkung und deren Berechnung machten
die QED zu der „genauesten Theorie“ der Physik, denn 1987 wurde eine Übereinstim-
mung von 12 Nachkommastellen zwischen Theorie und Experiment (Van Dyck, Schwin-
berg und Dehmelt 1987) nachgewiesen. Diese Genauigkeit bezieht sich jedoch auf ein
spezielles Experiment und sollte nicht stellvertretend für die komplette Theorie ange-
nommen werden. Für andere Bereiche der QED, vor allem solche bei höheren Energien,
sind die Übereinstimmungen häufig nicht so genau. Andererseits würden starke Ab-
weichungen bzw. unerwartete experimentelle Beobachtungen von großer theoretischer
Bedeutung sein, da mit ihnen neue Erkenntnisse in die Modellierung des Standardmo-
dells einfließen könnten. Hier spielt die Paarerzeugung im Vakuum eine wichtige Rolle,
da dieser Effekt einen komplizierten Teil der QED beischreibt und dessen Verifikation
bzw. detaillierte Untersuchung einen bedeutenden Schritt für die Grundlagenforschung
darstellt.

2.2. Möglichkeiten zur theoretischen Beschreibung

Die Quantenelektrodynamik bietet im Grunde alle theoretischen Mittel, um das Problem
der Paarerzeugung in elektromagnetischen Feldern zu definieren. Jedoch lässt es sich mit
den bisher vorhandenen Methoden nicht vollständig lösen. Daher sind verschiedene Ap-
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2.2. Möglichkeiten zur theoretischen Beschreibung

Abbildung 2.2: Die Verschiedenen Prozesse der QED im externen Feld. a) Wechselwirkung
des quantisierten Materiefeldes (gerade Linien) mit dem quantisierten Photonenfeld (wellige Li-
nie). Dieser Prozess kann generell nur perturbativ behandelt werden. b) Ebenfalls perturbative
Wechselwirkung des quantisierten Materiefeldes mit dem externen, klassischen Photonenfeld (das
Kreuz an der gewellten Linie soll auf das externe Feld hinweisen). c) Vollständige Wechselwir-
kung des externen Feldes mit dem quantisierten Materiefeld. Die vollständige Berücksichtigung
des externen Feldes ist in wenigen Fällen analytisch möglich und für viele weitere Fälle nume-
risch zugänglich. Wird der Effekt des externen Feld direkt in die Propagatoren der quantisierten
Elektronen und Positronen aufgenommen, so werden diese häufig stellvertretend mit 2 Linien
dargestellt. d) Das Zusammenspiel vom quantisierten Photonenfeld und dem externen Feld kann
auch berücksichtigt werden.

proximationen nötig. Approximationen sind aber auch sinnvoll, da z.B. die klassische
Beschreibung des elektromagnetischen Feldes wesentlich handlicher und näher am Expe-
riment sein kann als dessen quantisierte Beschreibung mit Angabe aller Besetzungszahlen
der vorhandenen Photonen. Damit wäre bereits eine wesentliche Vereinfachung genannt:
Das starke elektromagnetische Hintergrundfeld wird klassisch behandelt. In diesem soge-
nannten externen Feld wird versucht die quantisierten Elektron- und Positronfelder exakt
zu propagieren. Dieser Zugang wird auch als „Furry“-Bild bezeichnet (Furry 1951) und
findet häufig Anwendung in der QED mit starken Feldern. In Abbildung 2.2 sind die
möglichen Wechselwirkungsprozesse für dieses Bild dargestellt.

Fast ausschließlich alle Arbeiten, und so auch die vorliegende, verwenden diese Vereinfa-
chung, welche besonders für starke Laserfelder sinnvoll und auch gerechtfertigt (Fradkin,
Gitman und Shvartsman 1991) ist. Dies lässt sich dadurch begründen, dass für extreme
Intensitäten eine entsprechend hohe Photonenzahl vorhanden ist und bei diesen großen
Zahlen der Quantencharakter kaum noch eine Rolle spielt. Zusätzlich kann auch ein
quantisiertes elektromagnetisches Feld mitberücksichtigt werden, welches aber generell
nur störungstheoretisch behandelt werden kann. Dieses Feld kann zum Beispiel hoch-
energetische Photonen beinhalten, welche dann im Zusammenspiel mit dem intensiven
Hintergrundfeld die Paarerzeugung verstärken können. Außerdem kann dieses zusätzli-
che Feld eventuelle Emissions- und Absorptionsprozesse berücksichtigen, die durch die
erzeugten Elektronen und Positronen in Folge ihrer Propagation hervorgerufen werden
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

können. Darüber hinaus kann auch die quantisierte Wechselwirkung zwischen den Ma-
terieteilchen untereinander, nach deren Erzeugung, perturbativ behandelt werden.

Eine weitere wichtige Rolle für die Behandlung spielt die Form des externen Feldes. Hier
gibt es grob betrachtet drei prinzipiell unterschiedliche Formen:

1. Analytisch lösbare: Für diese Feldkonfigurationen ist eine analytische Lösung der
Dirac-Gleichung, welche die Propagation des Materiefeldes im elektromagnetischen
Hintergrundfeld beschreibt, bekannt. Eine Sammlung von bekannten Lösungen ist
in (Bagrov und Gitman 1990) zu finden. Bzgl. der Paarerzeugung ist die Lösung
für das homogene elektrische Feld relevant, da dieses eine gute Approximation für
optische Laserfelder darstellt. Eine weitere Klasse von Feldern stellen die ebenen
Wellen dar. Sie sind durch eine feste Ausbreitungsrichtung charakterisiert, besitzen
Orts- und Zeitabhängigkeit und lassen eine analytische Lösung der Dirac-Gleichung
zu (Wolkow 1935). Es ist bekannt, dass diese Felder keine Paare erzeugen können.
In Kombination mit einem quantisierten elektromagnetischen Feld, welches pertur-
bativ behandelt wird, lassen sich zum Teil auch realistischere Feldkonfigurationen
beschreiben (Nikishov und Ritus 1964), die zur Paarerzeugung führen.

2. Nur zeitlich veränderliche Felder: Bei reiner Zeitabhängigkeit ist das elektroma-
gnetische Feld räumlich konstant und die partiellen Differentialgleichungen für
das Materiefeld lassen sich im Impulsraum als gewöhnliche Differentialgleichung
darstellen. Somit gibt es keine Dynamik zwischen verschiedenen Paaren mit unter-
schiedlichen Impulsen. Das Problem der Paarerzeugung kann also für jeden Impuls
getrennt berechnet werden und wird somit wesentlich einfacher. Für zeitlich pe-
riodische Felder wurde die Paarerzeugung unter gewissen Näherungen analytisch
in (Brezin und Itzykson 1970) berechnet. Für zeitlich veränderliche Felder kann
auch der semiklassische Zugang als approximativ analytische Methode verwendet
(Popov 1971, 1972) werden.

3. Räumlich und zeitlich veränderliche Felder: Der nächste logische Schritt, um das
elektromagnetische Feld realistischer zu machen, ist die Berücksichtigung der räum-
lichen Abhängigkeit. Es muss jedoch bedacht werden, dass das elektromagnetische
Feld nicht beliebige Raumzeitabhängigkeiten besitzen kann, da es als externes Feld
die freien Maxwell-Gleichungen erfüllen muss. Selbiges gilt im Prinzip auch für die
vorher genannten rein zeitabhängigen Felder. Dort wird aber häufig vorausgesetzt,
dass die typische Längenskala für die Paarerzeugung wesentlich kleiner als die ty-
pische Wellenlänge des externen Feldes ist und somit das Feld lokal als räumlich
homogen approximiert werden kann.

Um die Propagation des Materiefeldes in allgemeinen, externen Feldern zu berechnen,
was der Lösung der Dirac-Gleichung entspricht, müssen generell numerische Verfahren
angewendet werden. Die numerische Lösung ist allerdings nicht ganz einfach. Ein Pro-
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2.2. Möglichkeiten zur theoretischen Beschreibung

blem ist durch die verschiedenen Zeitskalen für das Materiefeld und das elektromagne-
tische Feld gegeben. So besitzen die zur Verfügung stehenden optischen Laser, welche
bis jetzt die höchsten Intensitäten erreichen, eine Periodendauer, die 106 mal so lang ist
wie die intrinsische Periode 1/m des Materiefeldes. Das bedeutet, dass die numerische
Simulation einer Periode des Laserfeldes sehr aufwendig sein kann, da die Schrittweite
mehrere Größenordnungen kleiner gewählt werden muss, damit auch das Materiefeld
korrekt propagiert wird. Deshalb wählt man in der Simulation häufig wesentlich höhere
Laserfrequenzen. Ein anderes Problem ist der numerische Rechenaufwand für ortsabhän-
gige Felder. Hier muss das numerische Gitter zur Darstellung einer einzelnen Materie-
feldmode meist 2- bzw. 3-dimensional gewählt werden. Für rein zeitabhängige Felder ist
hingegen ein 0-dimensionales Gitter, also ein „Punkt“ ausreichend, da keine Kopplung
der Impulse stattfindet.

Allen theoretischen Zugängen oder Formalismen ist gemeint, dass die Dirac-Gleichung
im externen Feld für jede Elementaranregung des Materiefeldes vollständig gelöst werden
muss. Das heißt konkret, dass alle Eigenfunktionen des Dirac-Hamiltonians vor Beginn
der Wechselwirkung mit dem externen Feld bestimmt und dann vollständig im externen
Feld propagiert werden müssen. Danach muss der Überlapp dieser propagierten Funk-
tionen mit den Eigenfunktionen des Dirac-Hamiltonians nach Ende der Wechselwirkung
mit dem externen Feld bestimmt werden. Das direkte Bestimmen dieser Matrixelemente
wird als Streumatrix- oder auch in/out-Formalismus bezeichnet. Aus den Matrixelemen-
ten lassen sich dann alle Größen bestimmen.

Ist man nicht allen möglichen Größen interessiert, so können kompaktere Formalismen
von Vorteil sein. Zwei davon, die häufig bei der Beschreibung der Paarerzeugung ver-
wendet werden, sind der Formalismus der effektiven Wirkung und der quantenkinetische
Formalismus. Beim ersteren Formalismus (Schwinger 1951; Dittrich und Gies 2000) ist
die zentrale Größe die effektive Wirkung, zur deren Berechnung sämtliche Freiheitsgra-
de des Materiefeldes ausintegriert werden müssen. Die vollständige Ausintegration lässt
sich praktisch nur analytisch umsetzen, weswegen meist semiklassische Approximationen
(vergleiche Abschnitt 2.3.2) Anwendung finden um die analytische Berechenbarkeit zu
gewährleisten. Mithilfe des Imaginärteils der effektiven Wirkung kann direkt die Vaku-
umsstabilität bestimmt werden. Zudem können auch der Erwartungswert des durch die
Paarerzeugung entstehenden Ladungsstroms und entsprechende nichtlineare Korrektur-
terme zu den Maxwell-Gleichungen bestimmt werden. Wahrscheinlichkeiten für spezielle
Paare mit bestimmten Impulsen oder Mehrpaarzuständen können hingegen nicht ange-
geben werden. Bei dem quantenkinetischem Zugang ist man hingegen generell an den
Verteilungsfunktionen für die enstehenden Elektronen und Positronen interessiert, also
der Anzahl bzw. Dichte dieser Teilchen mit bestimmten Impuls zu einer bestimmten
Zeit. Für diese Verteilungsfunktionen lassen sich speziell für rein zeitabhängige elek-
trische Felder kompaktere Differentialgleichungen herleiten, was auch ein Grund dafür
ist, dass der quantenkinetische Formalismus meist nur für diese Felder verwendet wird.
Die Verteilungsfunktionen haben gegenüber den Matrixelementen den Vorteil, dass sie
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

z.B. das Impulsspektrum der erzeugten Teilchen direkt wiedergeben können. Erweiterun-
gen dieses Formalismus bzgl. Rückwirkungseffekten und ortsabhängigen Felder wurden
bereits erarbeitet (Kluger u. a. 1992; Bloch u. a. 1999; Kasper, Hebenstreit und Berges
2014).

Für diese Arbeit wird der in/out-Formalismus verwendet. Zum einen lassen sich aus
diesem die Grundgleichungen für die semiklassische Approximation ableiten, welche für
das erweiterte Tunnelbild benötigt wird. Zum anderen kann er auch direkt auf orts- und
zeitabhängige Felder angewendet werden und die Wahrscheinlichkeiten für Mehrpaar-
zustände lassen sich unmittelbar mithilfe der Matrixelemente berechnen. Die Rückwir-
kungen der produzierten Teilchen auf des äußere elektrische Feld werden vernachlässigt,
was für Feldstärken unterhalb der kritischen Feldstärke als gerechtfertigt gilt (Bloch u. a.
1999). Ebenfalls wird die Wechselwirkung der erzeugten Paare untereinander nicht be-
rücksichtigt, da davon ausgegangen wird, dass diese im Vergleich zu dem externen Feld
vernachlässigbar ist. Welchen Einfluss diese Wechselwirkung nach dem Ausschalten des
externen Feldes hat, ist jedoch noch ungeklärt.

2.3. In/Out-Formalismus

Die mathematische Beschreibung der in dieser Arbeit behandelten Probleme basiert auf
dem in/out-Formalismus. Dieser soll hier speziell für die Paarerzeugung im Vakuum skiz-
ziert werden. Die Darstellung und Notation richtet sich im wesentlichen nach (Fradkin,
Gitman und Shvartsman 1991).

Die freien Moden des Materiefeldes folgen der Dynamik des freien Dirac-Hamiltonians

He = α(−i∇) + βm . (2.1)

Aus der Quantisierung des Materiefeldes folgt dann der Hamiltonian für das Elektron-
und Positronfeld

Ĥe =
∫

dx ψ̂+(x)Heψ̂(x)

=
∫

dx ψ̂(x) (−iγ∇ +m) ψ̂(x) . (2.2)

Ebenso lässt sich das freie elektromagnetische Feld quantisieren und führt auf einen
Feld-Hamiltonian Ĥγ , dessen genaue Form im Weiteren keine Rolle spielen wird. Der
dazugehörige Feldoperator ist mit Âµ(x) gegeben. Materiefeld und elektromagnetisches
Feld koppeln aneinander, d.h. sie wechselwirken miteinander und diese Wechselwirkung
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ist durch den Wechselwirkungs-Hamiltonian

Ĥint = e

∫
dx ψ̂(x)γµψ̂(x)Âµ(x) (2.3)

=
∫

dx ĵµ(x)Âµ(x)

gegeben. Die letzte Zeile der vorhergehenden Gleichung versinnbildlicht die Wechselwir-
kung zwischen Materiefeld und elektromagnetischem Feld, denn der Teilchenstrom des
quantisierten Materiefeldes

ĵµ(x) = eψ̂(x)γµψ̂(x) (2.4)

wechselwirkt analog zu dem klassischen Strom aus den Maxwellschen Gleichungen mit
dem elektromagnetischen Feld. Die beiden Feldoperatoren ψ̂(x) und Âµ(x) sind im
Schrödinger-Bild quantisiert und hängen nur vom Raum x, nicht aber von der Zeit
t ab. Die Zeitabhängigkeit ist den Zuständen enthalten. Ĥe, Ĥγ und Ĥint zusammen
beschreiben im Prinzip die volle Quantenelektrodynamik, nur lassen sich damit nicht
einmal sehr einfache Probleme vollständig lösen. Abhängig vom Problem werden daher
verschiedene Vereinfachung gemacht. Wie bereits erwähnt, soll hier das Furry-Bild ver-
wendet werden. Dazu wird das elektromagnetische Feld in ein klassisches externes Feld
Aµext(x) und ein quantisiertes Feld Âµpert(x) aufgespalten. Der Einfluss des externen Fel-
des auf die Dynamik des Materiefeldes soll exakt berechnet werden, der Teil mit dem
quantisierten elektromagnetischen Feld hingegen nur perturbativ. Die Aufspaltung lässt
sich schreiben als

Âµ(x) = Aµext(x) + Âµpert(x) . (2.5)

Man beachte hier, dass der Feldoperator Âµ(x) nun eine Zeitabhängigkeit erhält, die
durch die Zeitabhängigkeit des klassischen Feldes Aµext(x) bedingt ist. Die Abspaltung
eines klassischen externen Feld ist bei sehr intensiven elektromagnetischen Feldern da-
mit motiviert, dass diese aufgrund ihrer hohen Intensität bzw. Photonenzahl die quan-
tisierte Beschreibung einzelner Photonen vernachlässigbar machen. Die hohe Intensität
bezieht sich dabei meist auf Photonen mit einer bestimmten Energie, die sich aus der
Laserfrequenz ergibt. Prozesse, bei denen die quantisierten Elektronen und Positronen
Photonen emittieren bzw. absorbieren können oder bei denen Elektronen und Positronen
durch ein hochenergetisches Photon im externen Hintergrundfeld erzeugt werden, müs-
sen jedoch weiterhin quantisiert beschrieben werden. Dies ist mittels des quantisierten
Teils Âµpert, der meist als Strahlungsfeld bezeichnet wird, perturbativ möglich. Analog
zu der Aufspaltung des elektromagnetischen Feldes lässt sich nun der Wechselwirkungs-
Hamiltonian (2.3) zerlegen in

Ĥint,ext(x) =
∫

dx ĵµ(x)Aµext(x) und (2.6)

Ĥint,pert(x) =
∫

dx ĵµ(x)Âµpert(x) . (2.7)
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

Eine weitere Approximation für die Dynamik des externen Feldes besteht darin, dass
es hier als unabhängig (extern) betrachtet wird. Das heißt, die Dynamik des exter-
nen Feldes ist durch die freien Maxwell-Gleichungen gegeben und wird nicht durch den
Strom des Materiefeldes (2.4) beeinflusst1. Wird der Einfluss des externen Feldes nun mit
der Dynamik des freien Materiefeldes zusammengezogen, so ergibt sich der quantisierte
Hamilton-Operator für das Materiefeld im externen elektromagnetischen Feld

Ĥe,ext = Ĥe + Ĥint,ext

=
∫

dx ψ̂(x)
[
γ (−i∇− eAext) +m+ eγ0A0

ext

]
ψ̂(x) . (2.8)

Daraus lässt sich ablesen, dass die Dynamik der Moden des Materiefeldes unter Einfluss
des externen elektromagnetischen Feldes durch den folgenden Hamiltonian, auch Dirac-
Hamiltonian im externen Feld genannt, gegeben ist

He,ext = α (−i∇− eAext) + βm+ eA0
ext . (2.9)

Für die Dynamik der Materiefeldmoden soll dem externen Feld exakt Rechnung ge-
tragen. Die Wechselwirkung mit dem restlichen quantisierten elektromagnetischen Feld
kann störungstheoretisch berücksichtigt werden. Hierfür bietet sich ein Wechsel vom
Schrödinger-Bild in das Wechselwirkungsbild an, wobei der freie Teil des Hamilton-
Operators durch

Ĥ0 = Ĥγ + Ĥe,ext (2.10)

gegeben ist und der wechselwirkende Teil durch (2.7). Dieses Wechselwirkungsbild, wel-
ches im freien Hamiltonian noch das externe elektromagnetische Feld exakt berück-
sichtigt, wird üblicherweise als Furry-Bild (Furry 1951) bezeichnet. Der Wechsel vom
Schrödinger-Bild ins Wechselwirkungsbild ist durch den unitären Operator

Û0(t, t′) = T exp
[
−i
∫ t

t′
Ĥ0(τ) dτ

]
(2.11)

gegeben. Mit T ist der Zeitordnungsoperator gemeint. Im Wechselwirkungsbild wird der
Feldoperator ψ̂ zeitabhängig und transformiert sich nach

ψ̂I(x) = Û+
0 (t, 0) ψ̂(x) Û0(t, 0) . (2.12)

Man kann nun zeigen, dass der so definierte Feldoperator im Wechselwirkungsbild die
Dirac-Gleichung erfüllt

(i∂t −He,ext) ψ̂I(x) = 0 . (2.13)

1 Diese Approximation muss nicht gemacht werden, vereinfacht jedoch die numerische Berechnung we-
sentlich, da dann eine selbstkonsistente Berechnung der Dynamik von Materiefeld und elektromagne-
tischen Feld entfällt.
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Somit ist es möglich, den Feldoperator ψ̂I(x) nach den Eigenlösungen (Moden) des Ha-
miltonians He,ext (2.9) zu entwickeln. Zur Zeit tin, bevor das externe Feld eingeschaltet
wird, sowie zur Zeit tout, nachdem es wieder ausgeschaltet wurde, entsprechen die Moden
bzw. Eigenlösungen denen des freien Materiefeldes und können als Elektron- bzw. Po-
sitronzustände interpretiert werden. Damit ergeben sich zwei Mengen von Basiszustän-
den ±ϕn(x) und ±ϕn(x), die wie folgt definiert sind

He,ext(tin)±ϕn(x) = ±εn ±ϕn(x) , (2.14a)
He,ext(tout)±ϕn(x) = ±εn

±ϕn(x) , (2.14b)

mit

−εn < 0 < +εn ,
−εn < 0 < +εn .

(2.15)

Die Eigenlösungen ±ϕ(xtin) entsprechen also den freien Moden zur Zeit tin. Dabei bilden
speziell −ϕn die Lösungen mit negativer Energie und korrespondieren mit den Positron-
zuständen. Die +ϕn hingegen korrespondieren mit den Elektronzuständen zur Zeit tin.
Analog verhält es sich mit der Menge ±ϕ zur Zeit tout. Die Entwicklung des Feldoperators
(2.12) hat dann folgende Form zur Zeit tin bzw. tout

ψ̂I(xtin) =
∑
n

ân(in) +ϕn(x) + b̂+n (in)−ϕn(x) (2.16a)

ψ̂I(xtout) =
∑
n

ân(out) +ϕn(x) + b̂+n (out)−ϕn(x) . (2.16b)

Die Koeffizienten dieser Zerlegung entsprechen den Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren â+/â und b̂+/b̂ für Elektron- und Positronzustände zu den Zeiten tin und tout.
Die zu den Zuständen gehörenden Quantenzahlen sind über den Index n definiert. In
dieser Arbeit sind die Quantenzahlen ausschließlich durch Impuls und Spin bestimmt.
Mithilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren lässt sich der Vakuumszustand
des Materiefeldes zu Beginn und Ende der Wechselwirkung definieren:

ân(in) |vac, in〉 = 0 , b̂n(in) |vac, in〉 = 0 , (2.17a)
ân(out) |vac, out〉 = 0 , b̂n(out) |vac, out〉 = 0 . (2.17b)

Es mag etwas ungewohnt erscheinen, dass es zwei verschiedene Vakuumszustände gibt,
da normalerweise oft nur ein ausgezeichneter Vakuumszustand verwendet wird. Beide
Zustände |vac, in〉 und |vac, out〉 sind jedoch im Wechselwirkungsbild bzgl. Ĥint,ext defi-
niert und beinhalten schon die komplette Dynamik des externen Feldes. Da sie sich aber
auf unterschiedliche Zeiten tin und tout im Schrödinger-Bild beziehen, sind sie nicht iden-
tisch. Ebenso wie für das quantisierte Materiefeld, lässt sich auch für das quantisierte
elektromagnetische Feld der Feldoperator Âµpert,I im Wechselwirkungs-Bild nach seinen
freien Eigenlösungen entwickeln

Âµpert,I(x) =
3∑

λ=0

∫ [
ĉkλf

µ
kλ(x) + ĉ+

kλf
µ∗
kλ(x)

]
dk . (2.18)
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

Die allgemeine Form der Eigenlösungen fµkλ ist für diese Arbeit nicht von Belang. Wich-
tig ist jedoch, dass die ĉkλ/ĉ

+
kλ den Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren für die

quantisierten Photonen entsprechen. Dabei gibt k den Photonenimpuls an. Mit dem In-
dex λ kann die Polarisation definiert werden. Da diese im Folgenden aber nicht für das
quantisierte Photonenfeld berücksichtigt wird, soll der Index λ weggelassen werden.

Um nun die Übergangswahrscheinlichkeiten bzw. Matrixelemente zwischen Anfangs-
und Endzuständen unter Berücksichtigung des quantisierten elektromagnetischen Feldes
zu berechnen, müssen die Anfangs- bzw. in-Zustände mithilfe des Zeitentwicklungsope-
rators

Û(tout, tin) = T exp
[
−i
∫ tout

tin
Ĥint,pert,I dt

]
(2.19)

bis zu den End- bzw. out-Zuständen propagiert werden. Dabei ist zu beachten, dass der
Wechselwirkungs-Hamiltonian des quantisierten Feldes im Wechselwirkungsbild verwen-
det wird, also

Ĥint,pert,I(t) = Û+
0 (t, 0) Ĥint,pert Û0(t, 0) . (2.20)

Die Bestimmung der Matrixelemente kann nun folgendermaßen durchgeführt werden: Es
sei zum Beispiel der Anfangszustand x

|x, in〉 = â+
l (in) ĉ+

k |vac, in〉

gegeben, welcher aus einem Elektron mit Quantenzahl l und einem Photon aus dem
quantisiertem elektromagnetischem Feld mit Impuls k besteht. Weiterhin sei der End-
zustand y

|y, out〉 = â+
m(out) â+

n (out) b̂+o (out) |vac, out〉

mit zwei Elektronen (Quantenzahlen m und n) sowie einem Positron (Quantenzahl o)
vorgegeben. Das Matrixelement zwischen x und y hat dann folgende Gestalt

Myx = 〈y, out| Û(tout, tin) |x, in〉
= 〈vac, out| b̂o(out) âm(out) ân(out) Û(tout, tin) â+

l (in) ĉ+
k |vac, in〉 .

Ein Beitrag zu diesem Prozess ist z.B. die Paarerzeugung des Elektron-Positron-Paares
mit den Quantenzahlen n und o durch das quantisierte Photon mit Impuls k im externen
elektromagnetischen Feld und die Streuung des Elektrons mit Quantenzahl l in das
Elektron mit Quantenzahl m durch das externe Feld. Die exakte Berechnung mit dem
vollständigen Propagator (2.19) ist im Allgemeinen nicht möglich und deshalb wird dieser
störungstheoretisch entwickelt.
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2.3.1. Paarerzeugung im externen elektromagnetischen Feld

Wird das quantisierte elektromagnetische Feld Âµpert vernachlässigt und sozusagen nur in
nullter Ordnung berücksichtigt, so vereinfacht sich der Zeitentwicklungsoperator (2.19)
zum Einheitsoperator

Û(tout, tin)→ 1̂ (nullte Ordnung in Ĥint,pert,I) . (2.21)

Diese Vereinfachung wird in diesem Abschnitt angenommen und in Kapitel 4 verwendet.
Für die Berechnung sämtlicher Vorgänge im externen Feld sind dann nur noch folgende
Größen von Bedeutung

G(ζ |χ)mn =
∫

dxdy ζϕ+
m(x)G(xtout,ytin) χϕn(y) . (2.22)

Mit G(xtout,ytin) in (2.22) ist der zu dem Hamiltonian (2.9) korrespondierende voll-
ständige Propagator gemeint. Die Propagatorelemente G(ζ |χ)mn geben somit die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude dafür an, dass ein Elektron- oder Positronzustand (χ = +/−)
mit Quantenzahl n zur Zeit tin durch die Propagation von tin nach tout in einen Elektron-
oder Positronzustand (ζ = +/−) mit Quantenzahl m zur Zeit tout übergeht.

Die zentralen Messgrößen bzw. Matrixelemente für diese Arbeit stellen die Vakuumsta-
bilität

cv = 〈vac, out|vac, in〉 , (2.24′)

sowie die Erzeugung eines einzelnen Elektron-Positron-Paares mit den Quantenzahlen
m und n

〈n,m, vac|vac, in〉 = 〈vac, out| âm(out) b̂n(out) |vac, in〉
≡ ω( +

m
−
n|0)cv (2.23)

dar. Nach (Fradkin, Gitman und Shvartsman 1991) lassen sich beide Größen durch die
Propagatorelemente (2.22) wie folgt berechnen

cv = detG(−|−) (2.24)

und

ω( +
m
−
n|0) = −

[
G(+|−)G−1(−|−)

]
mn

. (2.25)

Mit cv und ω( +
m
−
n|0) kann nun wiederum der komplette Quantenfeldzustand für das Ma-

teriefeld angeben werden, der sich aus dem anfänglichem Vakuum durch die Wechselwir-
kung mit dem externen elektromagnetischen Feld ergibt. Dieser sei mit |out〉 bezeichnet
ist gegeben durch (Frolov und Gitman 1978)

|out〉 = cv
∑

N{m}{n}

1
N !

(
N∏
i=1

ω( +
mi
−
ni|0)

)
|N{m}{n}〉 . (2.26)
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Die Zustände |N{m}{n}〉 bilden die Fockzustände des quantisierten Materiefeldes zur
Zeit tout. Sie enthalten N Paare, deren Quantenzahlen für die Elektronen durch die
Indexmenge {m} und für die Positronen durch die Indexmenge {n} spezifiziert werden

|N{m}{n}〉 ≡ b̂+n1(out) . . . b̂+nN (out) â+
mN

(out) . . . b̂+m1(out) |vac, out〉 . (2.27)

Die Größe der Indexmengen {m} und {n} ist dabei jeweils durch N vorgegeben. Im
Gegensatz zu den Elementen (2.23), die nur die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür
angeben, dass genau ein Paar erzeugt wird, beinhaltet der Zustand |out〉 alle Informa-
tionen über sämtliche Paarkombinationen. Durch die Projektion auf einen bestimmten
Vielpaarzustand |N{m}{n}〉 kann dessen Wahrscheinlichkeitsamplitude

c{m}{n} = 〈N{m}{n}|out〉 (2.28)

bestimmt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass nach der Wechselwirkung N Paare ent-
standen sind, lässt sich folglich mit

cN = 〈out|

 1
N !

∑
{m}{n}

|N{m}{n}〉 〈N{m}{n}|

 |out〉 (2.29)

berechnen. An dieser Stelle sei erwähnt, dass in den Zuständen (2.27) kein Elektron
oder Positron mit der gleichen Quantenzahl mehrmals vorkommen kann, da sonst die
Erzeugungsoperatoren b̂+ bzw. â+ nach mehrmaliger Anwendung Null ergeben. Das
Pauli-Verbot ist somit stets erfüllt.

2.3.2. Semiklassische Näherung

In der semiklassischen Näherung sollen die Propagatorelemente G(ζ |χ) nicht exakt be-
stimmt werden, sondern nur näherungsweise. Zudem lassen sich den bei dieser Appro-
ximation auftretenden klassischen Pfaden oder Trajektorien eine einfache Bedeutung
zuschreiben. Dadurch wird ein klassisch interpretierbares Bild des eigentlich quanten-
mechanischen Prozesses ermöglicht. Ein bekanntes Beispiel für ein solches Bild ist die
Tunnelionisation des Elektrons. Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Näherung für die
Paarerzeugungswahrscheinlichkeit (2.23) herzuleiten, welche nur von einer klassischen
Trajektorie des erzeugten Elektron-Positron-Paares abhängt. Weiterhin soll dieser Aus-
druck bzw. das Tunnelbild symmetrisch für Elektron und Positron sein. Bisher wurde
der Tunnelprozess der Paarerzeugung (vgl. Bild 1.2) so dargestellt, dass ein Elektron
mit negativer Energie in einen klassisch verbotenen Bereich propagiert und diesen dann
als Elektron mit positiver Energie wieder verlässt. Dieses Bild ist formal korrekt, ent-
spricht anschaulich aber nicht der Realität, da am Anfang gar kein Teilchen vorhanden
ist und nach dem Tunnelprozess Elektron sowie Positron vorhanden sind. Eine schemati-
sche Darstellung der Symmetrisierung ist in Abbildung 2.3 gegeben. Dabei werden beide
Teilchen gleichzeitig im Tunnelbereich erzeugt.
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2.3. In/Out-Formalismus

Abbildung 2.3: Symmetrisierung des aus der Lochtheorie stammenden Tunnelbildes für die
Erzeugung eines Elekton-Positron-Paares. a) In der Lochtheorie wird die Paarerzeugung als
Anheben eines Antiteilchens aus dem Dirac-See (−m) zu einem Elektron im positiven Kontinuum
(+m) verstanden. Das entstehende Loch kann als Positron interpretiert werden. b) Durch ein
äußeres elektrisches Feld neigen sich die Energieniveaus und die Paarerzeugung durch horizontales
Tunneln wird ermöglicht. c) Das Bild wird in der Mitte getrennt. Dort soll das Paar direkt im
Tunnelbereich enstehen. d) Durch die Uminterpretation des Loches als Positron müssen auch
die Energieniveaus umgekehrt werden. e) Das Bild wird wieder zusammen gesetzt und ist nun
symmetrisch für beide Teilchen.

Mit der semiklassischen Näherung ist in dieser Arbeit die Approximation des Pfadinte-
grals (dem Integral über aller Pfade, die zum Propagator beitragen) durch einen einzi-
gen klassischen Pfad gemeint. Symbolisch ist der Propagator G(x′, x) vom Punkt x zum
Punkt x′ im Pfadintegralformalismus mit

G(x′, x) ≈
∫ x′

x
Dφ exp (iS[φ]) (2.30)

gegeben. Dabei wird über die klassische Wirkung aller möglichen Pfade integriert, die
x und x′ verbinden. Die semiklassische Approximation kann verwendet werden, wenn
der Integrand in (2.30) in Abhängigkeit vom Pfad stark oszilliert. Dann lässt sich das
Integral auf die Pfade beschränken, bei denen der Exponent bzgl. des Pfades stationär
wird, da die restlichen Pfade sich im Mittel wegheben. Die Pfade, bei denen die klassische
Wirkung stationär wird, erfüllen gerade die klassischen Bewegungsgleichungen. Daher
auch die Bezeichnung „semiklassisch“. Häufig liegt der gesuchte klassische Pfad in einem
klassisch verbotenen Bereich. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dass meist ein Teil des
Pfades entlang imaginärer Zeit führt. Dadurch wird dann auch die Wirkung imaginär
und der Integrand in (2.30) exponentiell unterdrückt, was typisch für Tunnelprozesse ist.
Es lässt sich dann schreiben

G(x′, x) ≈ exp(iS(x′, x)) . (2.31)

Im Unterschied zu (2.30) ist die Wirkung S in (2.31) kein Funktional mehr, sondern eine
Funktion, die von x′ und x abhängt und sich aus der Lösung der klassischen Bewegungs-
gleichungen ergibt. Aufgrund der exponentiellen Unterdrückung der Paarerzeugung, die
hier angenommen wird und auch notwendig für die Gültigkeit der folgenden Herleitung
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ist, lassen sich die Vakuumstabilität (2.24) und die Propagatorelemente (2.22) als

cv = 1−O(e−) , (2.32a)

G(+|+)mn = eiθ
+
n δmn +O(e−) , (2.32b)

G(−|−)mn = eiθ
−
n δmn +O(e−) , (2.32c)

G(+|−)mn = O(e−) , (2.32d)
G(−|+)mn = O(e−) , (2.32e)

schreiben. Mit O(e−) ist symbolisch die exponentiell kleine Korrektur gemeint. Das be-
deutet physikalisch, dass die freien Elektron- bzw. Positronzustände ±ϕn (2.14a) fast
vollständig in die korrespondierenden Elektron- bzw. Positronzustände ±ϕn (2.14b) über-
gehen. Nur eben ein exponentiell kleiner Bruchteil geht in Zustände mit anderen Quan-
tenzahlen über, egal ob Elektron- oder Positronzustand. Die Invertierung der Matrizen
G(+|+) und G(−|−) liefert

G−1(+|+)mn = e−iθ
+
n δmn +O(e−) , (2.33a)

G−1(−|−)mn = e−iθ
−
n δmn +O(e−) . (2.33b)

Für das Matrixelement der Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares (2.23) folgt da-
her

〈n,m, out|vac, in〉 = ω( +
m
−
n|0) cv

= −
[
G(+|−)G−1(−|−)

]
mn

(
1−O(e−)

)
= −G(+|−)mnG−1(−|−)nn +O2(e−) . (2.34)

Das Matrixelement ist also in erster Ordnung durch das Propagatorelement G(+|−)
gegeben, da G−1(−|−) nach (2.32c) diagonal ist. Mit (2.22) folgt

G(+|−)mn =
∫

dx′dx+ϕ+
m(x′)G(x′tout,xtin)−ϕn(x) . (2.35)

In dieser Gleichung treten jetzt noch die ortsabhängigen Eigenlösungen +ϕ+
m und −ϕn

auf, da auch der Propagator G(x′t′,xt) als Ortsprogapator geschrieben ist. Damit ist ge-
meint, dass er die Amplitude dafür angibt, dass ein Teilchen von einem Raumpunkt x zu
einem anderen x′ propagiert. Da das gesuchte Matrixelement aber konkret die Quanten-
zahlen m und n vorgibt, welche für den klassischen Pfad die Endimpulse sowie Spin von
Elektron und Positron vorgeben, ist es praktischer mit dem Impulspropagator zu arbei-
ten, da dann die Integrale über den Raum in (2.35) verschwinden. Der Spin der Teilchen
wird hier in der semiklassischen Näherung vernachlässigt und somit können die Quan-
tenzahlen n = p und m = q mit dem kinetischen Endimpuls von Elektron und Positron
gleichgesetzt werden. Es kann gezeigt werden (Popov, Kuznetsov und Perelomov 1968;
Marinov und Popov 1972), dass das Propagatorelement (2.35) in der semiklassischen
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Näherung durch den Impulspropagator gegeben ist

G(+|−)mn ≈ G(ptout, qtin)
≈ exp

[
iS(x′tout,xtin)− iPx′ + iQx

]
. (2.36)

Dieser gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür an, dass ein Teilchen mit Impuls q
zur Zeit tin zu einer anderen Zeit tout den Impuls p besitzt. In (2.36) sind die Orte x′
und x implizit durch die kanonischen Impulse P und Q vorgegeben

P = ∂S

∂x′

∣∣∣∣
x′
, (2.37a)

Q = ∂S

∂x

∣∣∣∣
x
. (2.37b)

Die Unterscheidung zwischen dem kanonischen und kinetischen Impuls ist wichtig, da
beide im externen elektromagnetischen Feld nicht identisch sind. Dies muss bei der An-
wendung von (2.36) berücksichtigt werden. Eine weitere Problematik, die bisher noch
nicht erwähnt wurde, stellt die Matrixstruktur des exakten Propagators G(x′t′,xt) für
den Dirac-Hamiltonian (2.9) dar, da dessen Eigenlösungen 4-dimensionale Bispinoren
sind. In der Näherung (2.32) bzw. (2.36) geht diese Matrixstruktur scheinbar verloren,
da der Exponent nur die skalare Wirkung enthält und somit selbst keine Matrixstruktur
mehr besitzt. Eine genauere Analyse (Pauli 1932) zeigt jedoch, dass diese Matrixstruk-
tur im Vorfaktor enthalten ist. Weiterhin muss dieser Vorfaktor in nullter Ordnung in
~ nicht diagonal sein, ein Überlapp zwischen Eigenlösungen mit negativer und positiver
Energie ist also möglich. Die für die Wahrscheinlichkeit wesentliche exponentielle Un-
terdrückung geht aber vom Exponenten und nicht vom Vorfaktor aus, weswegen dieser
hier vernachlässigt wird. Auf dem klassischen, rein reellen Pfad, unter Verwendung der
relativistischen Mechanik, ist es hingegen nicht möglich, dass sich das Vorzeichen der
Energie für das klassische Teilchen ändert. Dies ist nur möglich wenn der Pfad imaginär
wird, sodass der analytische Ausdruck für die kinetische Energie

p0 =
√
m2 + p2 (2.38)

am Verzweigungspunkt (branch point) der Wurzel einen Vorzeichenwechsel ermöglicht.
Klassisch gesehen würde also folgendes passieren: Ein Elektron startet mit positiver Ener-
gie und bewegt sich entlang eines reellen Pfades. Sobald der Pfad imaginär wird, taucht
das Elektron in einen verbotenen Bereich ein und der Tunnelprozess beginnt. Entlang
des imaginären Pfades kann der kinetische Impuls p ebenfalls imaginär werden und der
Ausdruck p2 negativ, sodass der Ausdruck unter der Wurzel in (2.38) auf 0 zuläuft. Nach
Umlaufen des Verzweigungspunktes der Wurzel bei 0, kann diese ihr Vorzeichen wechseln.
Wird der Pfad dann wieder reell, tritt das Elektron aus dem Tunnelbereich mit nega-
tiver Energie p0 = −

√
m2 + p2 heraus und kann dann nach quantenfeldtheoretischer

Interpretation als ein Positron betrachtet werden. Der Punkt entlang des imaginären
Pfades, an dem die Energie Null wird, soll mit xs bezeichnet werden. Die Wirkung im
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2. Theoretische Beschreibung der Paarerzeugung

Impulspropagator lässt sich dann bzgl. dieses Punktes aufteilen, sodass sich die Propa-
gation als zwei Propagationen von einem Elektron mit positiver Energie und einem mit
negativer Energie schreiben lässt, welche bei xs starten:

G (ptout, qtin) ≈ exp
[
iS(x′tout, xs)− iPx′

]
· exp [iS(xs,xtin) + iQx] . (2.39)

Der hintere Teil entspricht nun formal einem Elektron, welches mit negativer Energie
tin nach xs propagiert. Wird dieser letztere Teil mit dem inversen Propagator G−1(−|−)
multipliziert, so kann symbolisch geschrieben werden

exp [iS(xs,xtin) + iQx]G−1(−|−)nn = exp [iS(xs,xtout) + iQx] . (2.40)

Es ergibt sich also eine Propagation für das Elektron mit negativer Energie und ImpulsQ
rückwärts in der Zeit von tout nach xs. Nach der quantenfeldtheoretischen Interpretation
entspricht das gerade einem Positron mit positiver Energie, entgegengesetztem Impuls Q
und entgegengesetzer Ladung, welches vorwärts in der Zeit von xs nach tout propagiert.
Für (2.40) kann also geschrieben werden2

exp [iS(xs,xtout) + iQx]→ exp [iS(xtout, xs)− iQx] . (2.41)

Auf der rechten Seite von (2.41) ist nun die klassische Wirkung des Positrons gemeint,
welche bis auf den Vorzeichenwechsel der Ladung identisch mit der klassischen Wirkung
für das Elektron auf der linken Seite ist. Abhängig davon, ob es sich um ein Elektron
oder Positron handelt, muss die Ladung entsprechend in der Wirkung richtig gewählt
werden. Mit (2.39) bis (2.41) und (2.36) lässt sich der Betrag von (2.34) dann in erster
Näherung mit

| 〈n,m, out|vac, in〉 | ≈ exp [− Im (Wp +Wq)] (2.42)

angeben. Hierbei sind

Wp = S(x′tout, xs)− Px′ , (2.43a)
Wq = S(xtout, xs)−Qx (2.43b)

die sogenannten modifizierten3 Wirkungen (Popov, Kuznetsov und Perelomov 1968; Po-
pov und Marinov 1973).

Die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit eines Elektron-Positron-Paares mit Impulsen p
und q ist in der semiklassischen Näherung somit durch den Ausdruck (2.42) gegeben. Für

2 Der Vorzeichenwechsel für den Term iQx ergibt sich durch die Uminterpretation des Impuls Q des
Positrons.

3 Häufig wird bei semiklassischen Rechnungen einfach nur von der Wirkung S gesprochen. Abhängig
davon, ob Impuls oder Ort zu Beginn bzw. Ende des Pfades vorgegeben sind, müssen aber verschiedene
Wirkungen verwendet werden.
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die Auswertung dieses Ausdruckes muss ein klassischer Pfad gefunden werden, welcher
notwendigerweise auch streckenweise imaginär ist. Die Randbedingungen für diesen Pfad
sind dadurch gegeben, dass zu Beginn Elektron und Positron am selben Ort xs im
Tunnelbereich „starten“ und am Ende jeweils den vorgegeben Impuls p und q besitzen.
Da in (2.42) nur der Imaginärteil der Wirkung relevant ist, ist letztlich auch nur der Teil
des Pfades im imaginären, klassisch verbotenen Bereich wichtig.

Paarerzeugung mit einem hochenergetischen Photon

In diesem Abschnitt soll die semiklassische Näherung der Paarerzeugung im externen
Feld durch die Berücksichtigung eines zusätzlichen hochenergetischen Photons erweitert
werden. Dieses zusätzliche Photon kann z.B. durch Abstrahlungsprozesse von beschleu-
nigten Elektronen „gewonnen“ werden. Zur theoretischen Beschreibung wird der quanti-
sierte Teil des elektromagnetischen Feldes perturbativ berücksichtigt. In erster Ordnung
in Âpert ist der Zeitentwicklungsoperator (2.19) gegeben durch

Û(tout, tin)→ −i
∫ tout

tin
Ĥint,pert,I dt

→ −ie
∫
ψ̂I(x) γµ ψ̂I(x)Âµpert,I(x) dx .

(2.44)

Der Anfangszustand besteht aus einem hochenergetischen Photon mit Impuls k

|0, 0, 1k〉 ≡ ĉ+
k |vac, tin〉 . (2.45)

Der Endzustand besteht aus einem Elektron mit Impuls p und einem Positron mit
Impuls q

|1p, 1q, 0〉 ≡ â+
p (out)b̂+q (out) |vac, tout〉 . (2.46)

Somit ergibt sich das Matrixelement für die Paarerzeugung im externen Feld mit zusätz-
lichen Photon zu

M = −ie 〈1p, 1q, 0|
∫
ψ̂I(x) γµ ψ̂I(x)Âµpert,I(x) dx |0, 0, 1k〉 (2.47)

Die Feldoperatoren des quantisierten Materiefeldes bzw. des quantisierten elektroma-
gnetischen Feldes können entsprechend den Zerlegungen (2.16) und (2.18) durch die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â/â+, b̂/b̂+ und ĉ/ĉ+ ausgedrückt werden. Die
raumzeitabhängigen Koeffizienten in den Zerlegungen (2.16) und (2.18) sind dabei durch
die entsprechenden Eigenlösungen gegeben. Zu den Zeiten tin und tout entsprechen die
Eigenlösungen den freien Moden (Teilchen) und sind durch ihren Impuls gekennzeich-
net. Der Spin der Materieteilchen sowie die Polarisation der Photonen wird in dieser
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Näherung vernachlässigt. Mithilfe der semiklassischen Näherung lassen sich diese Eigen-
lösungen auch zu einer anderen Raumzeit x = xt angeben. Im Falle der Elektron- und
Positroneigenlösungen gilt

+ϕp(x) ≈ exp [iWp(x)] , (2.48a)
−ϕq(x) ≈ exp [−iWq(x)] . (2.48b)

Die modifizierten Wirkungen W sind dieselben wie in (2.43) und der Vorzeichenwech-
sel im Exponenten für die Positronwellenfunktion ergibt sich aus der Beschreibung als
negativer Energieeigenzustand. Analog lassen sich die Koeffizienten f in der Zerlegung
(2.18) für das Photon semiklassisch ausdrücken als

fk ≈ exp [iWk(x)] . (2.49)

Die Wirkung für das Photon mit Impuls k ist

Wk(x) = −kx . (2.50)

Unter Verwendung von (2.48) und (2.49) vereinfacht sich das Matrixelement (2.47) zu

M ≈ −iecv

∫
dx exp [i(Wk(x) +Wp(x) +Wq(x))] . (2.51)

Dieser Ausdruck lässt sich wie folgt interpretieren: Da die Wechselwirkung mit dem
quantisierten elektromagnetischen Feld nur in erster Ordnung betrachtet wird, gibt es
nur einen Wechselwirkungsprozess, welcher zu jeder Raumzeit x geschehen kann. Dabei
propagiert ein „freies“ Photon mit Impuls k zur Zeit tin nach x, wo es in ein Elektron und
ein Positron umgewandelt wird. Das Elektron propagiert weiter und entspricht dann bei
tout einem asymptotisch freien Elektron mit Impuls p. Analog propagiert das Positron in
einen freien Zustand mit Impuls q. Für das gesamte Matrixelement wird über alle mögli-
chen Raumzeiten x, bei denen die Umwandlung stattfinden kann, integriert. Der Beitrag
bzw. die Amplitude jedes einzelnen Pfades ist durch exp [i(Wk(x) +Wp(x) +Wq(x))]
gegeben. Diese Pfade sind reell und erfüllen in diesem Falle nicht die klassischen Be-
wegungsgleichungen, da sich ein Photon wegen Energie- und Impulserhaltung nicht in
ein Elektron und Positron umwandeln kann. Das Integral in (2.51) kann mithilfe der
Methode der stationären Phase weiter approximiert werden (de Bruijn 1961). Bei dieser
Methode wird das Integral über x durch den Punkt xs ersetzt, an dem der Exponent
stationär wird. Es muss also gelten

0 = ∂

∂xµ
(Wk +Wp +Wq)

∣∣∣∣
xs

= Kµ(xs)− Pµ(xs)−Qµ(xs)
= kµ(xs)− pµ(xs)− qµ(xs) .

(2.52)

Obwohl die modifizierten Wirkungen W und somit auch die kanonischen Impulse K, P
und Q eichabhängig sind, ist die Bedingung für den stationären Punkt xs eichunabhän-
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gig, da sich die Eichungen in der zweiten Zeile von (2.52) gerade wegheben.4 Das ist aber
nur der Fall weil die Eichungen am selben Raumzeitpunkt ausgewertet werden. Der Pfad
über xs erfüllt die klassischen Bewegungsgleichungen, da Energie- und Impulserhaltung
bei xs nach (2.52) gilt:

kµ(xs) = pµ(xs) + qµ(xs) .

Diese Energie- und Impulserhaltung kann jedoch nicht an einem reellen Raumzeitpunkt
xs erfüllt sein, wie die Quadrierung beider Seiten zeigt:

k2 = 0 und
(pµ + qµ)2 = 2m+ 2pq mit 2pq > 2m.

Denn entlang einer klassisch reellen Trajektorie gilt für die Materieteilchen immer die
Dispersionrelation p2 = m. Auf imaginären Pfaden, welche weiterhin auch die klassischen
Bewegungsgleichungen erfüllen, kann aber z.B. auch gelten p2 = 0. Es ist also klar,
dass der stationäre Punkt xs bzw. der dazu korrespondierende Pfad imaginär sein wird.
Für die Berechnung ist analog zur Herleitung der Formel (2.42) nur der imaginäre Teil
des Pfades wichtig, der letztlich zur exponentiellen Unterdrückung des Prozesses führt.
Zusammengefasst und unter Vernachlässigung sämtlicher Vorfaktoren ergibt sich damit
für das Matrixelement der Paarerzeugung mit einem zusätzlichen Photon

M ≈ exp [− Im (Wk +Wp +Wk)] . (2.53)

Dieser Ausdruck ist lorentzinvariant und wie sich im Kapitel 3 bei der genaueren Be-
stimmung der imaginären Trajektorie zeigen wird, auch eichinvariant.

Für den Grenzfall, dass die Energie des zusätzlichen Photons gegen Null geht (Wk → 0),
reduziert sich der Ausdruck (2.53) auf den Ausdruck (2.42) für die Paarerzeugung im
Hintergrundfeld ohne Photon. Der Übergang scheint plausibel, da in der semiklassischen
Betrachtung das zusätzliche Photon dann im Tunnelbild einfach nicht mehr auftreten
wird. Beide Prozesse, also Paarerzeugung im externen elektromagnetischen Feld mit und
ohne Photon sind aber aber verschieden bzw. unterscheidbar. Sie können beide parallel
auftreten. Würde nun die Energie des Photons immer kleiner werden und damit auch
(2.53) in (2.42) übergehen, könnte man zu dem Schluss kommen, dass die Wahrschein-
lichkeit, ein Paar im externen Feld ohne ein quantisiertes Photon zu erzeugen, doppelt
so groß wäre. Tatsächlich aber geht das exakte Matrixelement (2.47) gegen Null (bei
verschwindender Photonenenergie) bedingt durch die Vorfaktoren, welche in (2.53) ver-
nachlässigt worden sind. In dieser Arbeit wird lediglich die exponentielle Unterdrückung,
d.h. der negative Realteil im Exponenten berücksichtigt und dieser lässt sich für beide
Prozesse in einem gemeinsamen Tunnelbild berechnen und interpretieren.

4 Das Photon besitzt keine Eichabhängigkeit, d.h. K = k. Für Elektron und Positron gilt P = p − eA
und Q = q + eA.
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Das klassische Tunnelbild, welches bereits in der Einleitung erwähnt wurde (siehe Ab-
bildung 1.2), bietet eine einfache Interpretation der Paarerzeugung als klassischen Tun-
nelprozess. Es basiert aber auf der damals noch vorhandenen Vorstellung vom Dirac-
See. Man ging davon aus, dass sämtliche negativen Energieeigenzustände besetzt wären.
Durch ein äußeres elektrisches Feld E kommt es zu einer Veränderung der Energieei-
genzustände und ein Tunneln von negativen zu positiven Energieeigenzuständen wird
möglich. Dieser Übergang kann als Paarerzeugung interpretiert werden, da der neue
Zustand mit positiver Energie ein Elektron darstellt und der nun unbesetzte Zustand
mit negativer Energie als Loch mit positiver Energie dem Positron gleichgesetzt werden
kann. Obwohl mathematisch gleichwertig, wurde die Diracsche Lochtheorie weitestge-
hend durch die moderne quantenfeldtheoretische Interpretation, bei der Elektron und
Positron als Teilchen und Antiteilchen gemeinsam als gleichwertig beschrieben werden,
ersetzt. Dementsprechend wird in diesem Kapitel ein erweitertes Tunnelbild eingeführt,
in dem Elektron und Positron als gleichwertig betrachtet werden können. Zusätzlich soll
das magnetische Feld und dessen Einfluss auf den Tunnelprozess explizit mitberücksich-
tigt werden.1 Dadurch wird auch die Lorentzinvarianz im neuen Bild ersichtlich, denn
elektrisches und magnetisches Feld gehen durch Lorentztransformation ineinander über.
Im alten Tunnelbild tritt das magnetische Feld nicht auf, wodurch dieses nicht lorentzin-
variant sein kann. Weiterhin soll in das klassische Tunnelbild ein zusätzliches, perturbativ
behandeltes, Photon mit aufgenommen werden, welches die Paarerzeugung unterstützen
kann. Der Effekt eines zusätzlichen Photons bezüglich des Tunnelbildes wurde bereits
in (Schützhold, Gies und Dunne 2008; Di Piazza u. a. 2009) angedeutet. Die in diesem
Kapitel erarbeiteten Resultate finden sich in (Wöllert u. a. 2015) wieder.

3.1. Feldkonfiguration, Notation und Vorüberlegungen

Generell wird das Tunnelbild nur im quasistatischen Limes ξ � 1 verwendet. Es wird
davon ausgegangen, dass die zeitliche Änderung des Hintergrundfeldes wesentlich länger

1 Für die Tunnelionisation von gebundenen Elektronen wurde die des Magnetfeldes in (Klaiber u. a.
2013) erarbeitet.
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Abbildung 3.1: Räumliche Darstellung der Feldkonfiguration für das erweiterte Tunnelbild.
Das externe elektromagnetische Feld mit Wellenvektor kL propagiert entlang der z-Achse. Im
quasistatischen Limes ergibt sich dadurch ein konstantes elektrisches Feld E entlang der x-Achse
und ein konstantes magnetisches Feld B entlang der y-Achse. Das zusätzliche Photon propagiert
mit Wellenvektor k ebenfalls entlang der z-Achse. Bei der Paarerzeugung entstehen ein Elektron
mit Viererimpuls p und ein Positron mit Viererimpuls q.

braucht als der eigentliche Tunnelprozess2. Diese Näherung ist vor allem bei der Ver-
wendung optischer Laser sehr genau, da die Periodendauer des erzeugten elektromagne-
tischen Feldes mehrere Größenordnungen höher ist als die charakteristische Tunnelzeit
der Paarerzeugung. Während des Tunnelns sollen die teilnehmenden Teilchen also ein
konstantes Hintergrundfeld sehen. Wäre das nicht der Fall, ließe sich ohnehin kein ein-
faches Bild angeben und eine Art Animation wird notwendig. Am Ende des Kapitels
soll kurz darauf eingegangen werden, inwiefern die Effekte einfacher Zeitabhängigkeiten
anhand des Tunnelbildes verständlich gemacht werden könnten. Zur Beschreibung des
elektromagnetischen Feldes im quasistatischen Limes werden dann lediglich die elektri-
sche Feldstärke E und die magnetische Feldstärke B benötigt. Beide Feldkomponenten
werden orthogonal zueinander angenommen, da dies bei den beiden folgenden Situa-
tionen gerade der Fall ist. Zum einen sind bei der ebenen Welle, wo Paarerzeugung
nur mithilfe eines zusätzlichen hochenergetischen Photons möglich ist, elektrisches und
magnetisches Feld senkrecht zueinander und von gleicher Amplitude, zum anderen gilt
das auch für den Fall zweier aufeinander zulaufender Laserfelder mit linearer Polari-
sation. In letzterem Fall sind auch Überlagerungen möglich, bei denen das elektrische
und magnetische Feld unterschiedliche Amplituden haben. Da der Ausdruck E · B ei-
ne Lorentzinvariante ist, bleibt auch die Orthogonalität beider Feldkomponenten unter
Lorentztransformationen erhalten. Aus der Lorentzinvarianz des Ausdrucks

E =
√
|E2 −B2| (3.1)

2 Obwohl das Zeitintervall für den Tunnelprozess imaginär ist, kann auch das externe elektromagnetische
Feld analytisch fortgesetzt werden und die quasistatische Bedingung für komplexe Zeiten überprüft
werden.
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3.1. Feldkonfiguration, Notation und Vorüberlegungen

folgt, dass sich grundsätzlich drei Fälle unterscheiden lassen:
|E| > |B| , |E| = |B| und |E| < |B| .

Für den ersten Fall lässt sich immer ein Bezugssystem finden, für das B′ = 0 gilt.
Ebenso lässt sich für den letzten Fall ein Bezugssystem finden, für das E′ = 0 gilt.
Die Propagation der ebenen Welle bzw. der gegenläufigen Laserfelder soll entlang der
z-Achse verlaufen. Damit folgt, dass E- und B-Feld senkrecht dazu in der xy-Ebene
liegen müssen. Wie in Abbildung 3.1 dargestellt, wird das E-Feld entlang der x-Achse
und das B-Feld entlang der y-Achse gewählt. Die Orientierung von elektrischem und
magnetischem Feld ist für eine ebene Welle mit Wellenvektor kL wie folgt verknüpft

E ×B ‖ kL . (3.2)
Bei Berücksichtung des zusätzlichen hochenergetischen Photons wird davon ausgegan-
gen, dass auch dieses entlang der z-Achse propagiert und somit direkt mit dem externen
Laserfeld kollidiert.

Zur Herleitung des erweiterten Tunnelbildes wird die semiklassische Näherung aus Ka-
pitel 2 herangezogen. Für die zweckmäßige Notation soll im Folgenden der kinetische
Viererimpuls für das Elektron als

pµ = (p0, px, py, pz) (3.3)
geschrieben werden und analog dazu der kanonische Impuls Pµ. Ebenso sei der kineti-
sche und kanonische Impuls des Positrons mit qµ und Qµ bezeichnet. Entsprechend der
Geometrie ist der Impuls des zusätzlichen Photons durch

kµ = (k0, 0, 0, kz) (3.4)
gegeben und es gilt k0 = |kz|. Da sich die Beschreibung der Trajektorien von Elektron
und Positron praktisch auf eine Bewegung entlang der x-Achse reduziert, wird die x-
Koordinate des Elektrons mit x+ angegeben und die des Positrons mit x−. Die Werte
für Variablen, ausgewertet am Punkt xs der Paarerzeugung, werden mit einem tiefge-
stellten Index s gekennzeichnet. So entspricht z.B. pµs = pµ(xs). Weiterhin werden die
Orte, an denen die Teilchen den Tunnelbereich verlassen, mit einem e (für „Ende“)
gekennzeichnet. Mit px,e = px(x+

e ) ist also die x-Komponente des kinetischen Elektro-
nenimpulses am Ort x+

e gemeint, welcher das Ende der imaginären Trajektorie für das
Elektron angibt. Der Ausdruck xs soll im Folgenden sowohl für den Raumzeitpunkt
xµs der Paarerzeugung wie auch für die x-Komponente dieses Punktes benutzt werden.
Welche Variante gemeint ist, ergibt sich aus dem Kontext.

Die Bewegungsgleichungen für die kanonischen Impulse von Elektron und Positron lauten
(Landau und Lifshitz 1975)

d
dtP

µ = −e∂x
ν

∂t

∂Aν
∂xµ

, (3.5a)

d
dtQ

µ = e
∂xν

∂t

∂Aν
∂xµ

. (3.5b)
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

Das Viererpotential des externen elektromagnetischen Feldes ist mit Aν gegeben. Kine-
tischer und kanonischer Impuls sind über die folgenden Gleichungen verbunden:

pµ(x) = Pµ(x) + eAµ(x) , (3.6a)
qµ(x) = Qµ(x)− eAµ(x) . (3.6b)

Wie bereits in Kapitel 2 erläutert, ist das Matrixelement für die Paarerzeugung in semi-
klassischer Näherung durch (2.53) gegeben:

M ≈ exp [− Im (Wk +Wp +Wk)] . (2.53)

Am Punkt der Paarerzeugung xs gilt nach (2.51) die kinetische Energie- und Impulser-
haltung:

pµs + qµs = kµ . (3.7)

Das ist allerdings nur auf einer imaginären Trajektorie möglich, wie im Folgenden gezeigt
werden soll. Das Quadrieren beider Seiten der Gleichung kµ − pµs = qµs liefert

k2 − 2kps + p2
s = q2

s ,

0− 2kps +m2 = m2

und somit

kps = 0 = k0p0,s − kzpz,s , (3.8)

woraus mit k0 = |kz|

p2
0,s = p2

z,s (3.9)

folgt. Selbiges gilt auch für qµs . Setzt man dies in die relativistische Dispersionsrelation
m2 = p2

0 − p2 ein, dann ergibt sich daraus

m2 = −p2
x,s − p2

y,s = −q2
x,s − q2

y,s . (3.10)

Aufgrund der vorgegebenen Geometrie sind y-Komponenten der kinetischen Impulse
Konstanten der Bewegung. Somit können py,s und qy,s nicht imaginär sein, da die asym-
ptotischen Impulse der Teilchen entsprechend der Randbedingungen reell sein müssen.
Daher müssen die x-Komponenten der kinetischen Impulse von Elektron und Positron
am Punkt der Paarerzeugung rein imaginär sein und es gilt

px,s = −qx,s = ±
√
m2 + p2

y,s = ±im∗ , (3.11)

m∗ ≡
√
m2 + p2

y,s . (3.12)
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3.2. Kinematik im konstanten Feld

Die klassische Energie- und Impulserhaltung erfordert somit einen imaginären Impuls
am Punkt der Paarerzeugung. Elektron und Positron werden demnach im klassisch ver-
botenen Bereich bzw. unterhalb der sogenannten Tunnelbarierre erzeugt. Die dann wei-
terführenden Trajektorien sollen als imaginär bezeichnet werden, solang die Impulse px
und qx noch imaginär sind. Das Ende des Tunnelbereichs wird mit

px,e = 0 = qx,e (3.13)

definiert.3

3.2. Kinematik im konstanten Feld

Wird das Viererpotential A des externen elektromagnetischen Feldes an einer bestimm-
ten Stelle in erster Ordnung nach seiner Raumzeit-Abhängigkeit, also nach xµ, entwi-
ckelt, so ergeben sich zeitlich und räumlich konstante elektrische und magnetische Feld-
komponenten. Man spricht dann von der Approximation des konstanten Feldes. Diese
Approximation ist wie eingangs erwähnt bzgl. des Tunnelbildes gültig, solange die Raum-
zeitausdehnung der imaginären Trajektorie |xµs−xµe | klein gegenüber der Raumzeitregion
ist, auf der sich das elektromagnetische Feld wesentlich ändert. Speziell für den Fall der
ebenen Welle ist diese Approximation aber auch gültig, sollten die beiden erzeugten
Teilchen sich mit dem externen Feld mitbewegen und daher, relativ betrachtet, immer
dasselbe Feld sehen. Um die Gültigkeit der Approximation allgemein zu beantworten,
muss sie im Nachhinein auf Konsistenz geprüft werden. Entlang der berechneten ima-
ginären Trajektorie darf sich das elektromagnetische Feld also nicht wesentlich ändern.
Wird das elektromagnetische Feld nicht als konstant approximiert, so muss es im Rahmen
der semiklassischen Näherung auch an komplexwertigen Raumzeitpunkten ausgewertet
werden. Im Folgenden werden aber das elektrische Feld E wie auch das magnetische Feld
B als konstant vorausgesetzt und das Viererpotential in der hier gewählten Geometrie
lässt sich schreiben als

Aµ(z, t) = (0, Et−Bz, 0, 0) . (3.14)

Die Werte für E und B entsprechen dabei denen, die das elektromagnetische Feld an je-
nem Punkt annimmt, an dem es entwickelt wird. Dieser Punkt ist in der semiklassischen
Näherung gerade der Ort xs der Paarerzeugung. Mit (3.14) können die Bewegungsglei-

3 Je nach Wahl des Pfades in der komplexen Ebene sind auch andere Definitionen möglich. Die hier
gewählte ist aber ausreichend und einfach.
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

chungen (3.5) einfach integriert werden und es ergibt sich

p0(x+) = p0,e − eE(x+ − x+
e ) , (3.15a)

pz(x+) = pz,e − eB(x+ − x+
e ) , (3.15b)

q0(x−) = q0,e + eE(x− − x−e ) , (3.15c)
qz(x−) = qz,e + eB(x− − x−e ) . (3.15d)

Aufgrund der gewählten Geometrie und der Approximation des elektromagnetischen
Feldes ergeben sich sehr einfache Bewegungsgleichungen. Die kinetische Energie und
der Impuls in z-Richtung hängt nur linear von der x-Koordinate des Teilchens ab. Im
Gegensatz zur Paarerzeugung im reinen elektrischen Feld erfolgt durch das Magnetfeld
zusätzliche eine Beschleunigung entlang der z-Achse. Da durch das elektrische Feld bei-
de Teilchen in entgegengesetzte Richtungen entlang der x-Achse beschleunigt werden,
folgt mit (3.15b) und (3.15d), dass die Beschleunigung durch das Magnetfeld in dieselbe
Richtung stattfindet. Der Impuls px bzw. qx ist nun implizit durch p2 = m2 gegeben und
lässt sich auflösen nach

p2
x(x+) = p2

0(x+)−
(
m2
∗ + p2

z(x+)
)
, (3.16a)

q2
x(x−) = q2

0(x−)−
(
m2
∗ + q2

z(x−)
)
. (3.16b)

Weiterhin ergibt sich für die Länge der imaginären Trajektorie in Tunnelrichtung (in
x-Richtung) nach (3.8) und (3.15):

xs − x+
e = k0p0,e − kzpz,e

e(Ek0 −Bkz)
, (3.17a)

x−e − xs = k0q0,e − kzqz,e
e(Ek0 −Bkz)

. (3.17b)

Durch Einsetzen von (3.15) in (3.7) folgt

eE(x−e − x+
e ) = p0,e + q0,e − k0 , (3.18a)

eB(x−e − x+
e ) = pz,e + qz,e − kz . (3.18b)

Wird nun (3.18a) mit B und (3.18b) mit E multipliziert und anschließend beides von-
einander subtrahiert, so ergibt sich der Ausdruck

B(p0,e + q0,e − k0) = E(pz,e + qz,e − kz) . (3.19)

Dieser Ausdruck stellt eine reduzierte Energie- und Impulserhaltung zwischen Elektron,
Positron und Photon dar, bei der im Gegensatz zu (3.7) bereits die Randbedingungen am
Tunnelende mit eingegangen sind. Aus dieser Gleichung werden zwei Dinge ersichtlich:
Bei nicht vorhandenem B-Feld gilt die exakte Impulserhaltung bzgl. der z-Richtung, also
pz,e + qz,e = kz. Das Photon teilt seinen Impuls somit exakt auf Elektron und Positron
auf. Nach dem Tunneln ist diese Impulskomponente für beide Materieteilchen immer
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3.3. Grafische Interpretation des relativistischen Tunnelbildes

noch die gleiche, da sie sich aufgrund der Kinematik ohne zusätzliches Magnetfeld nicht
verändern kann. Bei verschwindendem elektrischen Feld folgt p0,e + q0,e = k0 und stellt
somit eine untere Grenze der Photonenenergie von 2m dar, ab der die Paarerzeugung
erst möglich ist. Da das magnetische Feld alleine keine Arbeit verrichten kann, muss also
die gesamte Energie für die Materieteilchen aus der Photonenenergie kommen.

Mit den obigen Formeln können nun die Wirkungen für die semiklassische Näherung
bestimmt werden. Da jedoch nur der imaginäre Teil der Wirkung eine Rolle spielt, muss
auch nur der bestimmt werden und nicht etwa die komplette Wirkung. Es lässt sich
zeigen, dass der Imaginärteil gegeben ist durch4

W =
∫ x+

e

xs
px dx+

∫ x−e

xs
qx dx ≡W+ +W− . (3.20)

Der Imaginärteil der Wirkung ist also lediglich durch die Propagation von Elektron
und Positron in Tunnelrichtung gegeben. Dabei entspricht W+ dem Anteil des Elek-
trons und W− dem Anteil des Positrons. Der Imaginärteil der Wirkung des Photons
entlang der t- und z-Komponente kürzt sich gerade mit den entsprechenden Anteilen
des Elektrons und Positrons aufgrund von Energie- und Impulserhaltung entlang die-
ser Richtungen weg. Das Photon beeinflusst den Wert von (3.20) aber indirekt über die
Energie-Impulserhaltung bei xs. Aus demselben Grund sind auchW+ undW− nicht un-
abhängig voneinander. Beide Integrale können analytisch berechnet werden. Dabei sind
die Impulse px und qx mit (3.16) und die Integrationsgrenzen durch (3.17) gegeben.

3.3. Grafische Interpretation des relativistischen Tunnelbildes

Um anhand des Tunnelbildes eine einfache Aussage über die Wahrscheinlichkeit des
Tunnelprozesses zu erhalten, wird üblicherweise eine Fläche innerhalb der Tunnelbarrie-
re gezeichnet, deren Größe ein Maß für die exponentielle Unterdrückung des betrachteten
Prozesses ist. Um so höher die Tunnelbarriere ist, um so größer wird diese Fläche sein
und folglich in einer geringeren Wahrscheinlichkeit resultieren. So lassen sich die Inte-
gralausdrücke in (3.20) beispielhaft als Flächen deuten. Für das Tunnelbild ist es aber
nicht entscheidend und meistens auch nicht praktikabel, dass die dargestellte Fläche ex-
akt dem Exponenten entspricht, da nur qualitative Aussagen abgelesen werden sollen.
Für die quantitative Bestimmung können die Formeln zur Berechnung des Exponen-
ten herangezogen werden. Die exakte Fläche, bzw. der exakte Exponent ist durch die

4 Am einfachsten kann das in der Eichung Aµ = (−Ex, 0, 0,−Bx) gezeigt werden.
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

Integration der kinetischen Impulse

Im px(x) =
√
m2
∗ + p2

z(x)− p2
0(x) , (3.21a)

Im qx(x) =
√
m2
∗ + q2

z(x)− q2
0(x) (3.21b)

entlang der Tunnelrichtung gegeben. Diese Größen bieten keine direkte Interpretations-
möglichkeit in Hinsicht darauf, wie sich die Wahrscheinlichkeit zur Paarerzeugung ändert,
wenn sich das Magnetfeld oder das elektrische Feld ändern. Für die qualitative Bestim-
mung ist es ausreichend, einen Ausdruck zu finden, der monoton mit dem kinetischen
Impuls korreliert. Dann vergrößert bzw. verkleinert sich die Fläche auch entsprechend.
Eine günstige Wahl stellen die folgenden Ausdrücke dar:

Im p̃x = |
√
m2 + p2

x + p2
y + p2

z −
√
m2 + p2

y + p2
z|

= |p0 − p̃0| = p̃0 − p0 , (3.22a)

Im q̃x = |
√
m2 + q2

x + q2
y + q2

z −
√
m2 + q2

y + q2
z |

= |q0 − q̃0| = q̃0 − q0 . (3.22b)

Sie entsprechen der Differenz aus kinetischer Gesamtenergie p0 bzw. q0 der Teilchen
und einer kinetischen Energie p̃0 bzw. q̃0, bei der der Impuls in x-Richtung Null ge-
setzt wird. Die kinetische Energie ohne Impuls in x-Richtung soll als Mindestenergie
bezeichnet werden, da genau bei dieser Energie die Teilchen nach (3.13) reell werden.
Die Mindestenergien p̃0 und q̃0 sind

p̃0(x) =
√
m2 + p2

y + p2
z =

√
m2
∗ + p2

z , (3.23a)

q̃0(x) =
√
m2 + q2

y + q2
z =

√
m2
∗ + q2

z . (3.23b)

Die Definition (3.22) erfüllt die Forderung nach der monotonen Korrelation zwischen
Im px und Im p̃x. Es gilt zudem

Im px = 0 → Im p̃x = 0

und somit ist das Ende der Tunneltrajektorie weiterhin durch p̃x = 0 für das Elektron
und q̃x = 0 für das Positron gegeben. Ein weiterer Vorteil der Wahl (3.22) ist, dass sich
die Größen p̃x und q̃x als einfache Differenz aus der eingeführten Mindestenergie (3.23)
und der tatsächlichen kinetischen Energie ergeben. So kann das ursprüngliche Integral
in (3.20) qualitativ als die eingeschlossene Fläche zwischen kinetischer Energie und der
Mindestenergie entlang der Tunnelrichtung betrachtet werden, wie in Abbildung 3.2
illustriert.

Die bisher eingeführten Größen und deren Bedeutung für das erweiterte Tunnelbild sol-
len jetzt Schritt für Schritt anhand von Abbildung 3.2 erklärt werden. Grundsätzlich
sind Energien (Ordinate) entlang der Tunnelrichtung (Abzisse) aufgetragen. Die hier
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Abbildung 3.2: Überblick über die verschiedenen Größen im erweiterten Tunnelbild. An der
Ordinate können die kinetische Energie (gestrichelte Linie) und die Mindestenergie (durchgezoge-
ne Linie) des jeweiligen Teilchens in Abhängigkeit vom Ort entlang der Tunnelrichtung (Abzisse)
abgelesen werden. Das Elektron ist blau dargestellt und das Positron orange. Im dargestellten Fall
tunnelt das Elektron nach links und das Positron nach rechts zum entsprechenden Tunnelende
x+

e bzw. x−e . Beide entstehen bei xs. Das transparente Dach symbolisiert die Tunnelbarriere, un-
ter welcher die Teilchen nicht reell werden können. Die Größe der exponentiellen Unterdrückung
lässt sich quantitativ anhand der eingeschlossenen Flächen zwischen gestrichelten und durchge-
zogenen Linien ablesen. Zusätzlich ist mit der dritten Dimension die Propagation von Elektron
und Positron entlang der imaginären z-Achse dargestellt, die durch das Magnetfeld hervorgerufen
wird.

zusätzlich gezeigte dritte Dimension soll die Trajektorie entlang der imaginären z-Achse
visualisieren. Der linke Teil des Bildes bezieht sich auf den Tunnelprozess des Elektrons
und der rechte auf den des Positrons.5 In der Mitte bei xs entsteht das Paar und das Elek-
tron tunnelt nach rechts und das Positron nach links. Die gestrichelten Linien geben an
jeder Stelle entlang der Tunnelrichtung die aktuelle kinetische Energie für Elektron und
Positron an. Die dünn durchgezogenen Linien entsprechen den in (3.23) definierten Min-
destenergien. Sämtliche Energien werden bzgl. der oberen schwarzen Linie bestimmt.

Am Ort der Paarerzeugung xs muss die Summe aus kinetischer Energie von Elektron
und Positron genau der Energie k0 des Photons entsprechen. Für den hier dargestellten
symmetrischen Fall, bei dem sich Elektron und Positron diese Energie genau aufteilen,
muss folglich die kinetische Energie beider Materieteilchen genau k0/2 betragen. Entlang

5 Abhängig vom Vorzeichen des elektrischen Feldes kann dies aber auch umgedreht sein.

35



3. Ein erweitertes Tunnelbild

der jeweiligen Tunnelrichtung für Elektron und Positron nimmt die kinetische Energie
aufgrund des elektrischen Feldes nach (3.15a) und (3.15c) linear zu. Für den Fall, dass
kein zusätzliches Photon vorhanden ist, hätten beide eine Anfangsenergie von Null. Da-
mit die Teilchen aber „reell“ werden können, müssen sie mindestens eine Energie der
Ruhemasse m besitzen. Die zusätzliche Energie, die die Teilchen noch benötigen um re-
ell zu werden, ist durch die Differenz zwischen kinetischer Energie und Mindestenergie
gegeben und entspricht dem horizontalen Abstand zwischen der gestrichelten und dünn
durchgezogenen Linie. Für den eben erwähnten Fall, dass kein zusätzliches Photon vor-
handen ist, ergibt sich bei xs für die Mindestenergien p̃0 = q̃0 = m, vorausgesetzt beide
Teilchen sollen keinen Impuls in y- und z-Richtung nach dem Tunneln besitzen. Dort,
wo Mindestenergie und kinetische Energie übereinstimmen, sich also gestrichelte und
dünn durchgezogene Linien schneiden, ist das Tunnelende erreicht, die Teilchen werden
reell und es gilt p̃x = 0 = q̃x. Das Elektron propagiert also von xs nach x+

e und das
Positron von xs nach x−e . Die eingeschlossene Fläche zwischen gestrichelter und dünn
durchgezogener Linie vom Tunnelbeginn xs bis zum Tunnelende xe entspricht gerade
dem genäherten qualitativen Ausdruck für die Wirkungen W+ und W− in (3.20).

Aus diesem Bild lassen sich nun unmittelbar folgende Dinge ablesen: Um die Fläche
zu verkleinern und somit die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit zu erhöhen, kann zum
einen das elektrische Feld erhöht werden. Daraus folgt dann, dass die kinetische Energie
entlang der Tunnelrichtung noch steiler ansteigt und die Tunneldistanz von xs nach xe
kürzer wird. Zum anderen würde sich die Fläche auch verkleinern, wenn die Linien für
kinetische Energie und Mindestenergie näher zusammenrücken würden. Die kinetische
Anfangsenergie kann, wie bereits erwähnt, durch das zusätzliche Photon erhöht werden.
Die Mindestenergie hingegen kann nur auf minimal m reduziert werden. Da das Photon
aber nicht nur kinetische Energie, sondern auch kinetischen Impuls kz mit sich trägt, und
dieser sich ebenfalls auf Elektron und Positron verteilen muss, führt dies zu einer zusätz-
lichen Anhebung der Mindestenergie. Dieser Fakt wurde bei der grafischen Darstellung
des Tunnelbildes im Falle der Paarerzeugung bisher nicht berücksichtigt! Die Mindest-
energie erhöht sich also bei zunehmenden Impulsen py und pz bzw. qy und qz. Die logische
Konsequenz ist also, dass die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren unwahrscheinli-
cher wird, wenn diese nach dem Tunneln nicht „nur“ ihre Ruhemasse besitzen, sondern
auch noch einen zusätzlichen kinetischen Impuls. Der kinetische Impuls in y-Richtung ist
eine Bewegungskonstante und richtet sich daher ausschließlich nach den vorgegebenen
Randbedingungen. Der kinetische Impuls in z-Richtung hingegen wird durch das Ma-
gnetfeld beeinflusst, vgl. (3.15b) und (3.15d). Im Idealfall sollte das Magnetfeld also so
gewählt werden, dass der mittlere kinetische Impuls in z-Richtung während des Tunnelns
möglichst gering ist.

Für den Effekt des Magnetfeldes während des Tunnelns ist auch folgendes Bild hilf-
reich: Im klassisch reellen Bereich führt ein Magnetfeld, welches in y-Richtung zeigt
immer dazu, dass sich geladene Teilchen auf einer Kreisbahn senkrecht dazu bewegen.
Anders formuliert bedeutet das, dass die kinetischen Impulse in x-Richtung in solche in
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Abbildung 3.3: a) Tunnelbild für ein reines elektrisches Feld. Die Mindestenergie, die Elektron
und Positron erreichen müssen ist genau m. Sie verändert sich in Tunnelrichtung nicht, da kein
magnetisches Feld vorhanden ist. Die kinetische Energie beider Teilchen am Tunnelbeginn xs

beträgt Null. b) Tunnelbild für ein System, welches um v = −3/5c relativ zu dem in a) geboostet
wurde. Entsprechend der Lorentzinvarianz bleibt die eingeschlossene Fläche erhalten. Durch das
zusätzlich auftretende Magnetfeld B′ ändert sich der z-Impuls entlang der Tunnelrichtung, was
an der nun gekrümmten Linie für die Mindestenergie ersichtlich ist.

z-Richtung transferiert werden und umgekehrt. Da das Tunneln entlang imaginärer Zei-
ten stattfindet, folgt damit am Beispiel des Elektrons, dass sich der anfänglich imaginäre
Impuls px in einen reellen Impuls pz „dreht“ und umgekehrt.

Im Falle des zusätzlichen Magnetfeldes und dem daraus resultierenden reellen Teilchen-
impuls in z-Richtung wird auch eine Propagation entlang der imaginären z-Achse statt-
finden. Dies ist mit den 3-dimensionalen Trajektorien in Abbildung 3.2 angedeutet. In
Anlehnung an den Potentialhügel, den ein Elektron bei der Tunnelionisation am Atom
durchqueren muss, können auch die gestrichelten Linien, welche prinzipiell dem elek-
trostatischen Potential des elektrischen Feldes entsprechen, als Potentialhügel aufgefasst
werden, durch die Elektron und Positron entlang des Pfades p̃x bzw. q̃x tunneln müssen.
Unter Einfluss des Magnetfeldes verformt sich dieser Pfad, der sonst wegen p̃x = const.
für B = 0 eine Gerade ist (siehe auch Klaiber u. a. 2013). Es soll nun auf die drei ver-
schiedenen Fälle |E| > |B|, |E| = |B| und |E| < |B| getrennt eingegangen werden, da
sie ein prinzipiell unterschiedliches Verhalten aufzeigen.

3.3.1. Fall |E| > |B|

Für diesen Fall ist die Paarerzeugung immer möglich. Die Existenz der Tunnelausgänge
ist stets gewährleistet, da sich die Linien für kinetische Energie und Mindestenergie
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

immer schneiden. Der physikalische Grund hierfür ist, dass das elektrische Feld mehr
Energie zur kinetische Energie beitragen kann als das magnetische Feld zum z-Impuls,
gleichbedeutend damit, dass die Gerade der kinetischen Energie immer steiler verläuft,
als die der Mindestenergie.

In Bild 3.3a ist der einfachste Fall der Paarerzeugung mit reinem elektrischen Feld und
ohne zusätzliches Photon gezeigt. Elektron und Positron besitzen bei xs beide eine kine-
tische Energie von Null. Es wurde der Fall mit maximaler Wahrscheinlichkeit gewählt,
bei dem die Endimpulse von Elektron und Positron Null sind. Daher muss das elektrische
Feld genau die Ruhemasse m für jedes Teilchen aufbringen, damit diese reell werden.
Die Mindestenergie beträgt genau m und verändert sich nicht. Qualitativ lässt sich aus
dem Bild schließen, dass für diesen Fall die Paarerzeugung maximiert werden kann, also
die eingeschlossene Fläche minimiert wird, wenn die elektrische Feldstärke erhöht wird
oder die Mindestenergie verringert wird. Die höhere Feldstärke führt zu einem steileren
Verlauf der kinetischen Energie und einer verkürzten Tunnellänge. Die Mindestenergie
kann nicht weiter verringert werden. Sie wird nur höher, sollten Elektron bzw. Positron
von Null verschiedene Endimpulse py und pz bzw. qy und qz am Tunnelausgang besitzen.
Deswegen ist die Erzeugung von Paaren mit höheren Endimpulsen unwahrscheinlicher.

Die Lorentzinvarianz des erweiterten Tunnelbildes für Lorentztransformationen entlang
der z-Achse wird in Abbildung 3.3b ersichtlich.6 Es stellt im Prinzip genau dieselbe
Konfiguration wie in Abbildung 3.3a dar, nur aus einem Bezugssystem, welches sich mit
v = −3/5c in z-Richtung bezüglich des ersteren bewegt. Durch diese Lorentztransfor-
mation erhöht sich das elektrische Feld E′ und das Magnetfeld B′ nimmt einen von
Null verschiedenen Wert an. Beides ist anhand des steileren Verlaufs der kinetischen
Energie sowie der nun nicht mehr konstanten Mindestenergie zu erkennen. Bezüglich
der eingeschlossen Fläche kann gesagt werden, dass die stärkere Neigung der Geraden
für die kinetische Energie aufgrund des stärkeren elektrischen Feldes diese verringern
würden. Gleichzeitig führt das magnetische Feld zur Erhöhung der Mindestenergie ent-
lang der Tunnelrichtung. Beide Effekte, die Flächenabnahme durch das elektrische Feld
und die Flächenzunahme durch das magnetische, heben sich genau weg. Somit bleibt
die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit erhalten, was im Einklang mit der Lorentzinvari-
anz ist. Es zeigt sich auch, dass die x-Komponente der Tunnelenden erhalten bleibt, da
die Lorentztransformation entlang der z-Richtung stattfindet. Jedoch nimmt die Min-
destenergie am Tunnelende einen von m verschiedenen Wert an. Dieser beträgt genau√
m2 + (m · 3/5)2, da Elektron und Positron nun eine Geschwindigkeit von v = 3/5c in

z-Richtung besitzen müssen, wenn sie im ungeboosteten System eine Geschwindigkeit

6 Für Lorentztransformationen entlang der x- bzw. y-Achse würde die vorausgesetzte Geometrie aus
Abbildung 3.1 nicht mehr erhalten bleiben und das Tunnelbild könnte nicht mehr eindimensional
dargestellt werden. Die analytischen Ausdrücke für die Tunnelexponenten lassen sich aber dennoch
lorentzinvariant darstellen.
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Abbildung 3.4: a) Verhalten bei unterschiedlichen Endimpulsen in z-Richtung: Mit einem
magnetischen Feld können die Impulsbeträge |pz,e| und |qz,e| am Tunnelende unterschiedlich
sein. Hier wurde |pz,e| > |qz,e| gewählt und man kann erkennen, dass die eingeschlossene Fläche
des Elektrons aufgrund seines höheren Endimpulses (= effektive Masse) größer ist. b) Tunnelbild
mit zusätzlichem Photon: Die kinetische Energie k = m/2 verteilt sich auf beide Teilchen und
erhöht somit ihre kinetische Energie zu Tunnelbeginn bei xs. Gleichzeitig erhöht sich aber die
Mindestenergie beider Teilchen , da sie auch den kinetischen Impuls des Photons kz = −m/2
aufnehmen müssen. Insgesamt betrachtet wird die eingeschlossene Fläche kleiner und kann durch
ein zusätzliches Magnetfeld weiter reduziert werden.

von Null am Tunnelende haben.

Eine Besonderheit stellt das Transformationsverhalten im Tunnelbereich dar. Man könn-
te erwarten, dass auch am Ort der Paarerzeugung xs beide Teilchen bereits eine Ge-
schwindigkeit von v = 3/5c in z-Richtung besitzen. Das ist allerdings nicht der Fall,
sonst würde die Mindestenergie bei xs nicht weiterhin m betragen. Formell wird diese
Sache verständlich, denn der Viererimpuls für Elektron und Positron ist bei xs im unge-
boosteten System genau Null und muss somit auch Null nach der Lorentztransformation
sein. Es ergibt sich ein nicht intuitives Transformationsverhalten, da im Tunnelbereich
die kinetische Energie kleiner alsm bzw. auch Null sein kann, was gleichbedeutend damit
ist, dass die Teilchen nicht auf ihrer Massenschale liegen müssen.

Wenn nur ein elektrisches Feld vorhanden ist, müssen die Endimpulse von Elektron und
Positron immer genau entgegengesetzt sein. Ist ein Magnetfeld vorhanden, so können
beide Teilchen unterschiedliche Impulsbeträge in z-Richtung am Tunnelende besitzen.
Dieser Fall ist beispielhaft Abbildung 3.4a in gezeigt. Das Elektron besitzt hier einen
vom Betrag her höheren Endimpuls als das Positron, |pz| > |qz|. Daher ist auch die
eingeschlossene Fläche des Elektrons größer, weil es mehr Energie braucht um das Elek-
tron zu erzeugen. Für die Gesamtwahrscheinlichkeit müssen jedoch immer beide Flächen
berücksichtigt werden.
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

Der Einfluss eines zusätzlichen Photons ist in Abbildung 3.4b gezeigt. Die elektrische
und magnetische Feldstärke wurden wie in Abbildung 3.3b gewählt. Das Photon besitzt
eine kinetische Energie von k0 = m/2, welche sich in der Konfiguration mit maximaler
Paarerzeugungswahrscheinlichkeit zu gleichen Teilen auf Elektron und Positron verteilt.
Beide Teilchen besitzen daher bei xs eine kinetische Energie von m/4. Dadurch sind die
gestrichelten Linien für die kinetische Energie nach unten versetzt und die eingeschlos-
sene Fläche verringert sich. Neben der kinetischen Energie verteilt sich aber auch der
kinetische Impuls kz = −m/2 auf Elektron und Positron in gleichen Maßen. Das heißt,
beide besitzen bei xs einen Impuls von pz = qz = −m/4. Dadurch verschiebt sich die
durchgezogene Linie für die Mindestenergie nach unten und die eingeschlossene Fläche
wird wieder etwas größer. Das zusätzliche Photon trägt mit seiner kinetischen Energie
zur Paarerzeugung positiv bei, wirkt aber aufgrund seines zusätzlichen Impulses, der
die effektive Masse von Elektron und Positron vergrößert, hemmend. Der Nettoeffekt ist
aber stets eine erhöhte Paarerzeugungswahrscheinlichkeit.

Würde für den Fall mit Photon kein Magnetfeld vorhanden sein, so wäre die Mindest-
energie für beide Teilchen

p̃0 = q̃0 =
√
m2 + (−m/4)2 > m .

Mit einem zusätzlichen Magnetfeld lässt sich der z-Impuls von Elektron und Positron
während des Tunnelns ändern und kann bei richtiger Orientierung die mittlere Mindes-
tenergie verringern, was die Wahrscheinlichkeit zur Paarerzeugung erhöhen würde. Das
ist auch im Abbildung 3.4b ersichtlich, wo die eingeschlossene Fläche aufgrund der Wöl-
bung der durchgezogenen Linie reduziert ist. Das optimale Verhältnis von magnetischem
zu elektrischem Feld bei gegebener Photonenenergie wird in Abschnitt 3.4 diskutiert.

Nachdem jetzt die grafische Interpretation des erweiterten Tunnelbildes für den Fall
|E| > |B| diskutiert wurde, sollen noch die analytischen Ausdrücke für den Exponenten
angegeben werden. Die Richtung, in welche Elektron und Positron entlang der x-Achse
tunneln wird ausschließlich durch das Vorzeichen des elektrischen Feldes bestimmt und
es gilt

sgn(x−e − x+
e ) = sgnE . (3.24)

Der Anteil W+ des Elektrons im Integral für den Exponenten (3.20) berechnet sich für
den hier betrachteten Fall |E| > |B| zu

W+ = i
Ep0,e −Bpz,e

2E3

(
arccos Γ− Γ

√
1− Γ2

)
(3.25)

mit

Γ = 1− e E2 −B2

Ep0,e −Bpz,e
(xs − x+

e ) . (3.26)
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Abbildung 3.5: Tunnelbilder für den Fall |E| = |B|. a) Mithilfe eines zusätzlichen Photons
(hier k0 = m/2) wird die Paarerzeugung erst ermöglicht. b) Geht die Energie des Photons gegen
Null (hier k0 = m/100), so wandert das Tunnelende immer weiter nach ausßen. Die Linien für
die kinetische Energie und die Mindestenergie verlaufen im Limes k0 → 0 parallel zueinander.
Dann existiert kein Tunnelausgang und die Paarerzeugung kann nicht stattfinden.

Der Anteil W− des Positrons besitzt die gleiche analytische Struktur, nur das der Viere-
rimpuls, die Ladung und das Tunnelende des Elektrons durch die Werte für das Positron
ersetzt werden müssen. Da die Ausdrücke für W+ und W− in Abhängigkeit von den En-
dimpulsen pe und qe formuliert wurden, tritt der Impuls für das Photon nicht explizit in
(3.25) auf. Dieser lässt sich mit (3.19) bestimmen. Soll der Wert für den Photonenimpuls
jedoch vorgegeben werden, so müssen pe und qe entsprechend (3.19) bestimmt und mit
diesen Werten dannW± berechnet werden. Im Falle maximaler Symmetrie, d.h. pµe = qµe
sind die Werte für W+ und W− identisch. Für die Schwinger-Paarerzeugung (reines
elektrisches Feld) ergibt sich in der Konfiguration mit maximaler Wahrscheinlichkeit
pe = qe = 0 für W = W+ +W− nach (3.25)

W = i
πm2

2E . (3.27)

Für das Betragsquadrat des Matrixelements zur Paarerzeugung muss dieser Term noch
mit zwei multipliziert werden und entspricht dann exakt dem Schwinger-Exponenten
von πm2/E (Schwinger 1951). Wird in diesem Ausdruck die elektrische Feldstärke E
durch die korrespondierende Lorentzinvariante E ersetzt, so ergibt sich direkt der lor-
entzinvariante Ausdruck für den Exponenten in erster Ordnung für die Paarerzeugung
ohne zusätzliches Photon (Nikishov 1970).
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

3.3.2. Fall |E| = |B|

Der Fall, dass elektrische und magnetische Feldstärke identisch sind, entspricht der Ap-
proximation einer ebenen Welle als lokal konstantes elektromagnetisches Feld. Es ist
bekannt, dass eine einzelne ebene Welle keine Paare erzeugen kann. Der Grund, warum
die Paarerzeugung nicht möglich ist, lässt sich bereits aus den bisherigen Erkenntnissen
des erweiterten Tunnelbildes herleiten. Da das magnetische Feld vom Betrag her genauso
groß wie das elektrische ist, transferiert es nach (3.15) genauso viel kinetischen Impuls
in z-Richtung wie das elektrische Feld in der Lage ist, äquivalente kinetische Energie zu
erzeugen. Daraus folgt, dass stets p0 = pz bzw. q0 = qz gilt. Die Teilchen können somit
nicht reell werden, denn es fehlt jeweils der Ruhemassenterm m an kinetischer Energie.
Damit z.B. das Elektron reell werden kann, würde es noch folgende zusätzliche kinetische
Energie benötigen

∆E =
√
m2 + p2

z −
√
p2
z . (3.28)

Diese Differenz wird zwar immer kleiner mit größer werdendem pz , aber nie Null. Zur
Paarerzeugung ist daher eine zusätzliche kinetische Energie notwendig. Selbst ein energe-
tisch schwaches Photon würde genügen. Dieses Photon muss entgegen der ebenen Welle
laufen, sonst ließe sich beides wieder als einzelne ebene Welle auffassen bzw. das Photon
würde seinen Impuls in derselben Richtung beitragen, in welche auch das magnetische
Feld beitragt. Für eine ebene Welle zeigt der Wellenvektor in Richtung E ×B. Damit
in der hier gewählten Geometrie das Photon antiparallel läuft, muss gelten

sgn kz = − sgn(EB) . (3.29)

Zwei Beispiele für das erweiterte Tunnelbild mit |E| = |B| und zusätzlichem Photon
sind in Abbildung 3.5a und 3.5b dargestellt. In Abbildung 3.5a hat das Photon eine
Energie von k0 = m/2 und in Abbildung 3.5b eine Energie von k0 = m/100. Bezüglich
der Interpretation sind beide Bilder äquivalent mit dem zuletzt diskutierten Bild in
Abbildung 3.4b. Das Photon erhöht die kinetische Energie von Elektron und Positron
zu Beginn des Tunnelns. Zusätzlich transferiert das Magnetfeld den anfänglichen Impuls
von k0/2 in z-Richtung der beiden Materieteilchen hinüber in den imaginären Impuls in
x-Richtung, reduziert diesen, und „hilft“ somit zu Beginn des Tunnelns.

Für den zweiten Fall mit wesentlich kleinerer Photonenenergie in Abbildung 3.5b lässt
sich der Grenzfall ohne Photon erahnen. Zum einen wird die eingeschlossene Fläche
größer durch die fehlende kinetische Energie, zum anderen erhöht das Magnetfeld den
Impuls in z-Richtung so stark, dass die Teilchen immer schwerer und die Kurven für die
Mindestenergie asymptotisch Tangenten zu den Linien der kinetischen Energie werden.
Das Tunnelende wandert daher mit sinkender Photonenenergie immer weiter nach außen,
was in einer Vergrößerung der eingeschlossene Fläche und Verminderung der Paarerzeu-
gungswahrscheinlichkeit resultiert. Im Limes verschwindender Photonenenergie existiert
kein Tunnelende mehr und die Paarerzeugung ist nicht möglich.
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Die Tunnelrichtung entlang der x-Achse für Elektron und Positron ist weiterhin durch
(3.24) gegeben. Der Imaginärteil für W+ berechnet sich zu

W+ = i
2
3

[
2e(Ep0,e −Bpz,e)(xs − x+

e )
]3/2

|2e(Ep0,e −Bpz,e)|
. (3.30)

Der Wert W− für den Beitrag des Positrons zum Exponenten hat dieselbe Struktur,
nur müssen die entsprechenden Werte des Positrons eingesetzt werden. Analog zum
vorherigen Fall |E| > |B| ergibt sich der Photonenimpuls implizit mit (3.19). Für den
symmetrischen Fall pe = qe folgt daraus

p0,e − pz,e = k0 = q0,e − qz,e . (3.31)

Werden diese Werte für pe und qe in (3.30) eingesetzt, so ergibt sich in Summe für die
Konfiguration mit höchster Paarerzeugungswahrscheinlichkeit (py,e = qy,e = 0)

W = i
2
3
m3

eEk0
(3.32)

im Einklang mit (Reiss 1962). Das bedeutet im Vergleich zum Schwinger-Fall (3.27), dass
das Photon mindestens eine Energie von k0 = 4m/(3π) haben muss, damit der Fall einer
ebenen Welle mit Photon wahrscheinlicher ist als der Fall des reinen elektrischen Feldes.
Dabei wurde jedoch nur der Exponent berücksichtigt und es wurden gleiche elektrische
Feldstärken vorausgesetzt.

3.3.3. Fall |E| < |B|

Damit Paarerzeugung für diesen Fall stattfinden kann, muss ein zusätzliches Photon
vorhanden sein und mindestens eine Energie von 2m, d.h. die Ruhemasse von Elektron
und Positron zusammen, besitzen. Dies wird deutlich in dem Bezugssystem, in welchem
das elektrische Feld verschwindet. Dann ist nur noch ein Magnetfeld vorhanden, welches
selbst keine Arbeit verrichten kann und nach (3.19) muss gelten

p0,e + q0,e = k0 . (3.33)

In Abbildung 3.6a ist das erweiterte Tunnelbild für ein reines Magnetfeld dargestellt.
Das Photon besitzt gerade die Minimalenergie von 2m. Dementsprechend haben Elek-
tron und Positron bei xs schon eine kinetische Energie von m. Sie sind aber nicht reell,
da sie noch den kinetischen Impuls von m in z-Richtung tragen. Damit ergibt sich bei xs
eine Mindestenergie von

√
2m. Diese Mindestenergie nimmt nun zu den Tunnelenden hin

ab, da das Magnetfeld diesen reellen Impuls in einen imaginären Impuls in x-Richtung
transferiert und somit das Tunneln überhaupt erst ermöglicht. Die gestrichelten Linien
für die kinetische Energie sind konstant weil das elektrische Feld gleich Null ist. Bis zum
Tunnelende wird der z-Impuls Null und gleicht den ursprünglich imaginären x-Impuls

43



3. Ein erweitertes Tunnelbild

−1 0 1

x (m/eE)

1.2

0.8

0.4

0.0

E
ne
rg
ie

(m
)

a)

−1 0 1

x (m/eE)

b)

Abbildung 3.6: Tunnelbilder für |E| < |B|: a) Ist nur ein magnetisches Feld vorhanden, so
muss das Photon eine mindestens eine Energie von k0 = 2m aufweisen. Die kinetische Energie
der Materieteilchen bleibt konstant, da kein elektrisches Feld vorhanden ist. Die Mindestenergie
verändert sich entlang der Tunnelrichtung und der z-Impuls von k0 zu Beginn des Tunneln
kann durch den Einfluss des Magnetfeldes bis auf Null am Tunnelende reduziert werden. b) Ein
elektrisches Feld kann bei richtiger Orientierung die eingeschlossene Fläche weiter reduzieren und
die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit somit erhöhen.

von im bei xs vollständig aus. Aus dem Bild lässt sich deuten, dass eine höhere Photonen-
energie die Paarerzeugung begünstigen würde, da sich die eingeschlossene Fläche durch
die steigende kinetische Energie insgesamt verkleinert, obwohl auch die Mindestenergie
aufgrund des kinetischen Impulses ansteigt. Ebenso würde ein stärkeres Magnetfeld die
Paarerzeugung begünstigen, da dann die Kurven für die Mindestenergie steiler zu den
Tunnelenden hin abfallen würde.

Ein zusätzliches elektrisches Feld, siehe Abbildung 3.6b, wird je nach Vorzeichen die
Paarerzeugungswahrscheinlichkeit begünstigen oder benachteiligen (bzw. ganz unter-
drücken). Am Bild lässt sich das dadurch festmachen, dass sich die gestrichelten Geraden
für die kinetische Energie um den Punkt bei xs drehen und somit die Kurven für die
Mindestenergie entweder früher oder später (bzw. auch gar nicht) schneiden.

Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Fällen ist die Tunnelrichtung entlang der x-Achse
nun durch das Magnetfeld und das Photon vorgegeben und es gilt

sgn(x−e − x+
e ) = − sgn(Bkz) . (3.34)

Der Elektronanteil W+ zum Exponenten berechnet sich zu

W+ = i
(Ep0,e −Bpz,e)2

2E3

(
arcosh Γ− Γ

√
Γ2 − 1

)
. (3.35)
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3.4. Feldkonfigurationen mit maximaler Tunnelwahrscheinlichkeit

Ein einfacher analytische Ausdruck für den symmetrischen Fall pe = qe ist leider nicht
möglich.

3.4. Feldkonfigurationen mit maximaler
Tunnelwahrscheinlichkeit

Nachdem auf die drei prinzipiell unterschiedlichen Fälle für die Paarerzeugung im kon-
stanten Feld eingegangen wurde, soll nun untersucht werden, welche Trajektorien die
höchste Wahrscheinlichkeit zur Paarerzeugung besitzen. Die Trajektorien sind über die
Randbedingungen, also den kinetischen Impulsen von Elektron und Positron am Tunne-
lende festgelegt. Abhängig von diesen Impulsen und den Beträgen vom elektrischen und
magnetischen Feld lässt sich der Exponent ImW = ImW+ + ImW− mit den Gleichun-
gen (3.25), (3.30) bzw. (3.35) bestimmen. Die Trajektorien maximaler Wahrscheinlich-
keit sind jene, bei denen ImW bei vorgegebenen Feldstärken E und B und vorgegebenen
Photonenimpuls k0 minimal wird. Für diese Betrachtung wird also lediglich der Expo-
nent W , welcher für die exponentielle Unterdrückung verantwortlich ist, berücksichtigt.
Der ebenfalls im Matrixelement auftretende Vorfaktor wird weiterhin vernachlässigt.

Aus Symmetriegründen folgt, dass die wahrscheinlichste Trajektorie dann gegeben ist,
wenn die Beträge der Endimpulse für Elektron und Positron gleich sind, also pe = qe.
Zudem ist der kinetische Impuls in x-Richtung am Tunnelende per Definition Null. Auch
der kinetische Impuls in y-Richtung muss Null gesetzt werden. Dieser ist eine Bewegungs-
konstante und macht die Teilchen effektiv schwerer, welche dann mehr Energie während
des Tunnelns benötigen. Es gilt demnach

px,e = qx,e = 0 , (3.36a)
py,e = qy,e = 0 , (3.36b)
pz,e = qz,e . (3.36c)

Folglich müssen nur die Impulse in z-Richtung berücksichtigt werden. In Abbildung 3.7
sind für verschiedene Verhältnisse β = B/E zwischen elektrischer und magnetischer
Feldstärke die optimalen Endimpulse bei vorgegebener Photonenenergie k0 aufgezeigt.
Dabei wird die elektrische Feldstärke im linken Bereich −1 < β < 1 und die magne-
tische Feldstärke im rechten Bereich 1 > 1/β > −1 festgehalten. Für den einfachsten
Fall eines reinen elektrischen Feldes (β = 0) ohne zusätzliches Photon ist der Endimpuls
pz,e = qz,e = 0 am günstigsten, da dann nur die Mindestenergie von 2m zur Erzeugung
von Elektron und Positron aufgebracht werden muss. Für Werte von β ungleich Null
wird das nun auftretende Magnetfeld die Teilchen während des Tunnelns in z-Richtung
beschleunigen. Dadurch nehmen die optimalen Endimpulse in z-Richtung von Null ver-
schiedene Werte an. Zu den Rändern β = ±1 hin divergieren pz,e und qz,e für k0 = 0,
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Abbildung 3.7: Darstellung der wahrscheinlichsten Endimpulse pz,e und qz,e in Abhängigkeit
vom Verhältnis β = B/E zwischen elektrischer und magnetischer Feldstärke sowie vom Photo-
nenimpuls k0.

was gleichbedeutend mit dem Fakt ist, dass die Paarerzeugung im Fall der ebenen Welle
|E| = |B| ohne zusätzliches Photon nicht möglich ist .

Wirkt zusätzlich ein Photon mit, so lässt sich für den Fall des reinen elektrischen Feldes
β = 0 erkennen, dass sich Elektron und Positron den zusätzlichen Impuls des Photons
im günstigsten Fall gerade aufteilen pz,e = qz,e = k0/2. Mit einem Magnetfeld divergie-
ren diese Impulse für β → −1 oder werden kleiner für β → 1. Im ersteren Fall erhöht
das Magnetfeld den anfänglichen z-Impuls von Elektron und Positron zusätzlich und
arbeitet somit gegen das elektrische Feld. Im letzteren Fall, bei umgekehrter Richtung
des Magnetfeldes, arbeitet es in dieselbe Richtung und vermindert den z-Impuls. Dieses
Verhalten spiegelt die Tatsache aus Gleichung (3.29) wider, dass im Falle der ebenen
Welle |β| = 1, ihre Propagationsrichtung entgegen der des Photons orientiert sein muss,
damit die Paarerzeugung möglich ist. Bei β = 1 lässt sich erkennen, dass für Photon-
energien k0 < m der z-Impuls von Elektron und Positron am Tunnelende entgegen dem
anfänglichen Impuls des Photons zeigt.

Sind die Propagationsrichtungen vom elektromagnetischen Feld und Photon zueinander
richtig orientiert, so reichen die Linien mit k0 > 0 bis in den Bereich 1 > 1/β > −1 hinein.
Es können also auch Paare erzeugt werden, wenn der Betrag der Magnetfeldstärke größer
ist als der der elektrischen Feldstärke. Die Linien mit k0 < 2m reichen aber nicht bis an
den Punkt 1/β = 0 heran, an dem nur noch ein reines Magnetfeld existiert. Denn dafür
müsste das Photon mindestens die Energie 2m mitbringen. Für kleinere Werte enden
die Linien gerade da, wo das elektrische Feld noch in der Lage ist, die fehlende Energie
während des Tunnelns aufzubringen. In Richtung 1/β → −1 wird die Paarerzeugung
dann wieder erschwert, da elektrisches Feld und Magnetfeld in verschiedene Richtungen
„arbeiten“.

In Abbildung 3.7a wurde bestimmt, welche Endimpulse am wahrscheinlichsten für ein
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Abbildung 3.8: a) Optimales Verhältnis β = B/E zwischen elektrischem und magnetischem
Feld in Abhängigkeit vom Photonenimpuls k0. b) Verlauf der Tunnelexponenten bei Wahl des
optimalen Verhältnisses β (durchgezogene Linie), bei der ebenen Welle (gestrichelte Linie) und
bei reinem elektrischen Feld in Abhängigkeit des Photonenimpuls k0.

vorgegebenes Verhältnis zwischen elektrischem und magnetischem Feld sowie vorgege-
benen Photonenimpuls k0 sind. Es lässt sich aber auch bestimmen, welches Verhältnis
β bei vorgegebenen Photonenimpuls optimal ist, um die exponentielle Unterdrückung,
d.h. ImW , möglichst gering zu halten. Das optimale Verhältnis β = B/E in Abhängig-
keit vom vorgegebenen Photonenimpuls ist in Abbildung 3.8a dargestellt. Für k0 = 0 ist
das reine elektrische Feld (β = 0) die optimale Konfiguration, da ein zusätzliches magne-
tisches Feld die effektive Masse von Elektron und Positron während des Tunnelns nur
zusätzlich erhöhen würde. Der entsprechende Wert für den Exponenten in Einheiten des
Schwinger-Exponenten πm2/(eE) ist mit der durchgezogenen Linie in Abbildung 3.8b
angegeben. Bei β = 0 ist dieser folglich eins und fällt dann mit steigender Photonenener-
gie. Aus der Interpretation des erweiterten Tunnelbildes wurde klar, dass ein Magnetfeld
das Tunneln mit zusätzlichem Photon unterstützt. Das ist in Abbildung 3.8b ersichtlich,
da auch das optimale Verhältnis β mit steigendem k0 zunimmt. Der optimale Wert für
das Verhältnis β zwischen elektrischer Feldstärke kann aus der Minimierung von (3.25)
nach β bei vorgegebenen k0 bestimmt werden. Ab einem Photonenimpuls von

k∗0 ≡
√

4/5 m ≈ 0.89 m (3.37)

nimmt das Verhältnis β den Wert eins an und somit stellt die optimale Konfiguration
ab k∗0 die ebene Welle bzw. ein gleichstarkes elektrisches und magnetisches Feld dar. Der
Wert für k∗0 lässt sich bestimmen, indem der Ausdruck (3.25) nach B abgeleitet und
anschließend gleich Null gesetzt wird. Daraus ergibt sich eine implizite Gleichung für k∗0,
die aufgelöst werden kann. Interessanterweise hängt k∗0 nicht von der Feldstärke E ab.

Als Vergleich sind auch die Werte der Exponenten für den Fall der ebenen Welle (gestri-
chelte Linie) und für den Fall eines reinen elektrischen Feldes (strichpunktierte Linie)
in Abbildung 3.8b angegeben. Man kann erkennen, dass im Vergleich zu einem reinen
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3. Ein erweitertes Tunnelbild

elektrischen Feld die exponentielle Unterdrückung für den Fall der ebenen Welle erst
ab Photonenergien ' 0.4 m geringer ausfällt. Ab k∗0 fällt sie dann mit dem optimalen
Exponenten zusammen. Um sämtliche Fälle miteinander zu vergleichen, wurde von einer
festen Feldstärke ausgegangen. Daher ist auch das Verhältnis β durch eins nach oben
beschränkt, da die magnetische Feldstärke nicht größer gewählt werden kann als die
maximale elektrische Feldstärke. Die elektrische Feldstärke E zu reduzieren würde zwar
β > 1 ermöglichen, aber den Exponenten ImW gleichzeitig wieder erhöhen.

3.5. Deutung für orts- und zeitabhängige Felder

Eine zusätzliche Ortsabhängigkeit des elektrischen Feldes lässt sich unkompliziert in das
erweiterte Tunnelbild integrieren. Denn der Gradient der oberen Linien für die kine-
tische Energie p0 und q0 entspricht gerade dem elektrischen Feld. Eine Änderung des
elektrischen Feldes entlang der x-Richtung würde somit zu einer Krümmung der Linien
für p0 und q0 führen. Wird z.B. das elektrische Feld Richtung Tunnelende schwächer, so
nimmt auch die Steilheit der Linien ab und das Tunnelende verschiebt sich weiter nach
außen, was die eingeschlossene Fläche vergrößern und die Paarerzeugungsrate reduzieren
würde. Ein zunehmendes elektrisches Feld hätte die umgekehrte Wirkung. Schwieriger
ist die Anschaulichkeit bei einem sich verändernden Magnetfeld. Die Stärke des magne-
tischen Feldes bestimmt im Wesentlichen die Krümmung der Linien für die Mindestener-
gien p̃0 und q̃0. Aufgrund der analytischen Form für die Mindestenergien (3.23) stehen
die Krümmung und die Stärke des magnetischen Feldes allerdings in keinem linearen
Zusammenhang. Dennoch ist anhand der Bilder für die drei verschiedenen Fälle abzuse-
hen, ob sich eine höhere oder geringere Krümmung der Linien für die Mindestenergien
positiv oder negativ auf die Paarerzeugung auswirken würde. Für den Fall |E| > |B|,
z.B., würde bei Nichtvorhandensein des zusätzlichen Photons ein schwächer werdendes
magnetisches Feld und die daraus resultierende abnehmende Krümmung der Linien für
die Mindestenergien zu einer geringeren Fläche und somit höheren Paarerzeugung füh-
ren. Besonders interessant ist auch der Fall mit Photon, vergleiche Abbildung 3.4b, denn
hier wäre ein zu Beginn starkes und danach rasch abnehmendes magnetisches Feld von
Vorteil.

Bezüglich der Zeitabhängigkeit lässt sich allerdings in zwei Dimensionen kein statisches
Bild mehr angeben. Generell führt die Zeitabhängigkeit zu einer entsprechenden zeit-
abhängigen Krümmung der Linien für p0, q0, p̃x und q̃x. Diese Änderungen könnten
entlang einer dritten Achse aufgetragen werden. Diese Achse entspräche dann der ima-
ginären Zeit. Entlang der imaginären Zeit muss aber auch das elektromagnetische Feld
ausgewertet werden. Da sich die analytische Fortsetzung des elektromagnetischen Fel-
des, bzw. dessen Abhängigkeit von imaginären Zeiten nicht ohne weiteres aus der tat-
sächlichen Zeitabhängigkeit von realen Zeiten rückschließen lässt, wird ein solches 3-
dimensionales Bild vermutlich nicht mehr sehr anschaulich sein. Weiterhin müsste die
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3.5. Deutung für orts- und zeitabhängige Felder

eingeschlossene Fläche entlang der Zeitachse projiziert betrachtet werden. Daraus folgt,
dass sich das erweiterte Tunnelbild für die Betrachtung zeitabhängiger Felder nicht ein-
fach übertragen lässt.
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4. Raumzeitabhängige Felder und
Mehrpaarzustände

Das im vorangegangen Kapitel behandelte Tunnelbild beinhaltet eine Reihe von Appro-
ximationen. Zum einen wird die Propagation von Elektron und Positron im externen
elektromagnetischen Feld nur semiklassisch berechnet, zum anderen wird das elektroma-
gnetische Feld selbst als konstant und homogen vorausgesetzt. Diese Näherungen sind für
den Fall optischer Laser, also elektromagnetischer Felder mit geringer Photonenenergie
im Bereich einiger Elektronvolt, durchaus gerechtfertigt und liefern qualitative Abschät-
zungen zur Paarerzeugung. Weiterhin kann das einfache Tunnelbild zur Erklärung der
wesentlichen Effekte herangezogen werden.

In diesem Kapitel werden raumzeitabhängige Felder und ihr Einfluss auf die Paarer-
zeugung mit dem vollständigen in/out-Formalismus untersucht. Dazu müssen die Pro-
pagatorelemente G(±|±), welche zur vollständigen Beschreibung der Paarerzeugung im
externen Feld notwendig sind, numerisch bestimmt werden. Für die zu untersuchenden
elektromagnetischen Felder wird eine einfache Raumzeitabhängigkeit vorausgesetzt – sie
werden als monochromatisch angenommen. Die Beschreibung der monochromatischen
Felder folgt im ersten Teil dieses Kapitels. Danach wird die Propagation einzeln Ma-
teriefeldmoden untersucht. Hiermit lassen sich bereits bestimmte Charakteristika der
Paarerzeugung in monochromatischen Feldern erkennen. Diese Ergebnisse wurden in
(Wöllert, Bauke und Keitel 2015b) veröffentlicht. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels
wird die Propagation von gekoppelten Materiefeldmoden untersucht. Dadurch kann prin-
zipiell die vollständige Propagation des Vakuumzustandes im externen Feld bestimmt
werden. Die entsprechenden Ergebnisse sind in der Arbeit (Wöllert, Bauke und Keitel
2015a) zu finden.

4.1. Monochromatische Felder

Da bei reiner Zeitabhängigkeit des externen Feldes der kanonische Impuls eine Erhal-
tungsgröße ist, ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung für die Integration: Es können
alle Moden, durch den Impuls charakterisiert, getrennt voneinander berechnet werden.
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Wird nun eine räumliche Abhängigkeit des elektromagnetischen Feldes berücksichtigt,
so müssen prinzipiell auch sämtliche Kopplungen zwischen den verschiedenen Moden
berücksichtigt werden. Für halbwegs realistische Feldkonfiguration sind dann zweidi-
mensionale Gitter zur Integration notwendig und bei Berücksichtigung des Magnetfeldes
sogar dreidimensionale Gitter. Die Gittergröße und Gitterpunktdichte selbst ergibt sich
dann aus der Diskretisierung bzw. daraus, wie genau die Auflösung des Impulses sein
soll. Der Nachteil von zwei- oder dreidimensionalen Berechnungen ist eindeutig die län-
gere Rechenzeit sowie größere Datenmengen. Beschränkt man sich jedoch auf eine Klasse
von elektromagnetischen Feldern, welche lediglich aus einer kleinen Anzahl monochro-
matischer Wellen zusammengesetzt sind, so entfällt eine Diskretisierung. Der Grund
dafür ist, dass eine monochromatische elektromagnetische Welle neben ihrer Polarisati-
on nur durch genau einen Wellenvektor k bestimmt ist. Im Impulsraum koppeln dann
nur Materiemoden, welche um ein Vielfaches von k separiert sind. Für einfache Feld-
konfigurationen wie gegenläufige oder gekreuzte Laserfelder, die sich im Wesentlichen
auf wenige monochromatische Wellen reduzieren lassen, kann das Vektorpotential des
externen Feldes in Coulomb-Eichung in folgender Form geschrieben werden:

A(x, t) =
∑
n

An cos (knx− ωnt+ ϕn)

=
∑
n

An

2
(
ei(knx−ωnt+ϕn) − e−i(knx−ωnt+ϕn)

)
. (4.1)

Die Summe läuft dabei über die einzelnen monochromatischen Wellen, welche durch
einenWellenvektor kn und PolarisationsvektorAn bestimmt sind. Der Dirac-Hamiltonian
(2.9) mit dem externen Vektorpotential in Coulomb-Eichung vereinfacht sich zu

H(x) = α (−i∇− eA(x)) + βm . (2.9’)

Durch den Wechsel in den Impulsraum mithilfe der Fouriertransformation

ψ(p, t) =
∫

dx e−ikxψ(x, t) (4.2)

nimmt die Wirkung des Differentialoperators (2.9’) die Form

(Hψ)(p, t) =
∫

dx e−ipxHψ(x, t)

= (αp+ βm)ψ(p, t)

− e
∑
n

αAn

2
[
ei(−ωnt+ϕn)ψ(p− kn, t) + e−i(−ωnt+ϕn)ψ(p+ kn, t)

]
(4.3)

an. Daran ist ersichtlich, dass der erste Term (αp + βm) diagonal im Impulsraum ist,
während der zweite nur diskrete Impulse der Wellenfunktion miteinander koppelt. So-
mit ist nur noch eine diskrete Kopplung und keine kontinuierliche Kopplung wie im
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Realraum zu berücksichtigen. Physikalisch lässt sich das damit verstehen, dass mono-
chromatische Felder elektromagnetischen Wellen mit einem scharfen Photonenimpuls
entsprechen. Dadurch entsteht im Impulsraum der Wellenfunktion auch nur eine Kopp-
lung zwischen Impulseigenfunktionen, die durch eine bestimmte Anzahl der vorhandenen
Photonenimpulse kn separiert sind. Für mehr als zwei und dazu noch beliebig orientierte
Photonenimpulse bzw. Wellenvektoren der monochromatischen Felder kn ergeben sich
dennoch beliebig komplizierte und dichte Gitter, auf denen die Wellenfunktion nach (4.3)
propagiert werden muss. In dieser Arbeit wird von der praktischen Vereinfachung ausge-
gangen, dass sich das externe elektromagnetische Feld nur aus zwei monochromatischen
Feldern zusammensetzt. Das entspricht einer Konfiguration von zwei entgegengesetzt
propagierenden oder gekreuzten Laserfeldern mit relativ scharfem Impuls. Durch eine
geeignete Lorentztransformation lässt sich nun immer ein Bezugsystem finden, in dem
für die beiden Wellenvektoren k′1 und k′2 gilt

k′1 = −k′2 ≡ k . (4.4)

In diesem Fall reduziert sich das Gitter im Impulsraum auf eine eindimensionale Kette
äquidistanter Punkte mit einem Abstand von k. Die numerische Implementierung wird
im Anhang A.1 erleutert.

Was bedeuten diese Vereinfachungen nun für die Berechnung der Propagatorelemente

G(ζ |χ)mn =
∫

dxdy ζϕ+
m(xtout)G(xtout,ytin) χϕn(ytin) ? (2.22)

Da das externe elektromagnetische Feld nur zwischen tin und tout eingeschaltet ist und
andernfalls null ist, sind die Anfangs- und Endeigenmoden +ϕ und +ϕ für das Elektron
bzw. −ϕ und −ϕ für das Positron durch die Eigenzustände das freien Dirac-Hamiltonians
(2.1) gegeben. Das heißt auch, dass die Anfangs- und Endeigenmoden jeweils identisch
sind, also

+ϕn = +ϕn , (4.5a)
−ϕn = −ϕn . (4.5b)

Die gängigste Wahl für die Basis dieser Eigenfunktionen sind die Impulseigenfunktionen,
deren Quantenzahlen der Impuls p und der Spin ↑/↓ in z-Richtung sind. Diese Basis wird
auch in dieser Arbeit gewählt. Der Quantenzahlindex n in (4.5) erhält somit die Form

n = (p, ↑/↓) . (4.6)

Würde kein elektromagnetisches Feld wirken, so würden diese Eigenfunktionen weiterhin
Eigenfunktionen bleiben und die G-Matrizen in (2.22) entsprächen der Einheitsmatrix.
Für ein beliebiges elektromagnetisches Feld hingegen, werden sämtliche Eigenfunktio-
nen unterschiedlicher Impulse und Spins während der Propagation miteinander koppeln,
was numerisch prinzipiell nicht machbar ist und im besten Fall nur eine kleine Anzahl
an Propagationen ermöglichen würde. Für den häufig verwendeten Fall des räumlich
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homogenen elektromagnetischen Feldes entfällt die Kopplung zwischen Moden unter-
schiedlichen Impulses komplett weg und somit können die Moden mit unterschiedlichen
Impulsen separat und auch parallel propagiert werden. Aufgrund der Spinorstruktur der
Wellenfunktionen ergibt sich daraus eine 4-dimensionale Differentialgleichung in erster
Ordnung in der Zeit. Für die in dieser Arbeit gewählte Konfiguration zweier monochro-
matischer Felder mit der Bedingung (4.4) koppeln hingegen nur Impulsmoden, die um
ein vielfaches von k separiert sind. Dies sind zwar im Prinzip unendlich viele, da aber
mit steigendem Impuls der Moden ihre Kopplung durch das elektromagnetische Feld im-
mer schwächer wird, kann diese ab einem bestimmten Impulswert einfach vernachlässigt
werden. Sei N die Anzahl der gekoppelten Moden, die berücksichtigt werden, so ergibt
sich eine 4×N -dimensionale Differentialgleichung, die integriert werden muss. Alle nicht
durch ein Vielfaches von k separierten Moden bilden unabhängige Unterräume, die für
sich und parallel berechnet werden können. Bevor nun auf die numerischen Simulation
eingegangen wird, soll die Konfiguration aus zwei monochromatischen Feldern genauer
charakterisiert werden.

4.1.1. Charakterisierung der verwendeten Feldkonfiguration

Die in dieser Arbeit für die numerische Berechnungen verwendete Feldkonfiguration be-
steht aus zwei gegenläufigen monochromatischen Feldern mit

k+ = −k− ≡ k . (4.4’)

Als Propagationsachse wird die z-Richtung gewählt und damit k = k ez. Größen mit
„+“ als Subindex beziehen sich auf die in positive z-Richtung laufende Welle und solche
mit „−“ als Subindex auf die in negative z-Richtung laufende Welle. In der Einleitung
wurde angesprochen, dass das Verhältnis zwischen Feldstärke E und der Kreisfrequenz ω
(ω = |k| in den verwendeten Einheiten) des elektromagnetischen Feldes, der sogenannte
klassische Nichtlinearitätsparameter

ξ = eE

ωm
, (4.7)

wesentlich für das prinzipielle Verhalten der Paarerzeugung ist. Für die numerischen
Untersuchungen in diesem Kapitel wird das Verhältnis von E und ω stets so gewählt,
dass ξ ∼ 1 gilt.

Für die kompakte Beschreibung der Polarisation beider Wellen wird der Jones-Formalis-
mus (Jones 1941) verwendet. Für zirkular links und zirkular rechts polarisierte Wellen
entlang der z-Richtung werden die beiden Jones-Vektoren

|l〉 = 1√
2

(ex + iey) , (4.8a)

|r〉 = 1√
2

(ex − iey) (4.8b)
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verwendet. Jeder mögliche Polarisationszustand kann durch Superposition dieser beiden
Vektoren beschrieben werden. Die Polarisation des monochromatischen Feldes in klas-
sischer Beschreibung lässt sich mit dem Spin der Photonen in quantenfeldtheoretischer
Beschreibung identifizieren (Bliokh, Bekshaev und Nori 2013). In der hier gewählten
Geometrie entspricht der Zustand |l〉 Photonen mit Spin ↑ und der Zustand |r〉 Photo-
nen mit Spin ↓ in z-Richtung. Der Spin der monochromatischen Welle kann mithilfe des
klassischen Spinvektors σ beschrieben werden und es gilt σ = ez für den zirkular links
polarisierten Fall |l〉 sowie σ = −ez für den zirkular rechts polarisierten Fall |r〉. Bei
beliebiger Polarisationen gilt in der hier gewählten Geometrie für den Spinvektor

−1 < σz < 1 . (4.9)

Im Zusammenhang mit dem Spin kann eine klassische Helizität für die monochromatische
Welle definiert werden

h = σ
k

|k|
. (4.10)

Die Helizität gibt die Projektion vom Spin auf die Ausbreitungsrichtung an. Eine mög-
liche Wahl für das Vektorpotential zur Parametrisierung beliebiger Polarisation ist die
folgende

A±(z, t) = Re
[
E±
iω

(
cosα± |l〉+ sinα±eiϕ± |r〉

)
ei(±kz−wt)

]
. (4.11)

Daraus können das elektrische Feld und das magnetische Feld hergeleitet werden. Für
das elektrische Feld gilt

E± = Re
[
E±

(
cosα± |l〉+ sinα±eiϕ± |r〉

)
ei(±kz−ωt)

]
. (4.12)

Durch Einsetzen der Jones-Vektoren (4.8) ergibt sich

E± = E±

cosϕ±/2 − sinϕ±/2
sinϕ±/2 cosϕ±/2

0 0

(cos(±kz − ωt+ ϕ±/2) cos(α± − π/4)
sin(±kz − ωt+ ϕ±/2) sin(α± − π/4)

)
. (4.12’)

In dieser Darstellung lässt sich gut erkennen, dass der Parameter ϕ± die Polarisations-
ellipse der jeweiligen monochromatischen Welle in der xy-Ebene dreht und somit deren
Orientierung bestimmt. Der zweite Parameter α± bestimmt die Elliptizität. Zum Bei-
spiel entsprechen α± = π/4 und α± = 3π/4 einer linearen Polarisation. Die zirkulare
Polarisation ist für α± = 0 und α± = π/2 gegeben. Dieser Sachverhalt ist zur Ver-
anschaulichung in Abbildung 4.1 dargestellt. Das magnetische Feld besitzt im Prinzip
genau die gleiche Form wie das elektrische Feld, nur dass es senkrecht zu diesem und der
Ausbreitungsrichtung steht. Es gilt

B± = k±
k
×E± . (4.13)
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Abbildung 4.1: Die obere Hälfte stellt schematisch dar, wie der Polarisationsparameter α bei
festem ϕ = 0 die Elliptizität der Polarisationsellipse beeinflusst. In der unteren Hälfte ist für
eine feste Elliptizität α = π/6 der Einfluss des Parameters ϕ gezeigt, welcher eine Drehung der
Polarisationsellipse bewirkt.

Die mittlere Intensität beider Felder beträgt ε0E
2
±/2 und hängt nur von der gewähl-

ten elektrischen Feldstärke, nicht aber von den Parametern ϕ oder α ab. Die mittlere
Intensität ist somit in der Charakterisierung mittels Jones-Vektoren von der gewählten
Polarisation unabhängig. Das ist ein praktischer Vorteil für die Untersuchung der Paa-
rerzeugung bei unterschiedlichen Polarisationen und auch der Grund für die Wahl des
Jones-Formalismus.

Das vollständige externe elektromagnetische Feld ist durch die Überlagerung der beiden
monochromatischen Felder bestimmt:

A = A+ +A− . (4.14)

Ein einzelnes monochromatisches Feld ist vollständig durch die Feldstärke E sowie den
beiden Polarisierungsparametern ϕ und α festgelegt. Zusätzlich hängen beide Felder
vom Betrag des Wellenvektors k ab. Somit ergeben sich insgesamt 7 Parameter zur voll-
ständigen Feldcharakterisierung. Da es praktisch nicht durchführbar ist, diesen großen
Konfigurationsraum zu untersuchen, werden folgende Annahmen gemacht um die Anzahl
der Parameter zu reduzieren: Die Feldstärken beider Wellen sollen identisch sein

E− = E+ . (4.15)

Weiterhin ist auch nur die relative Lage der Polarisationsellipsen im Raum zueinander
von Bedeutung, d.h. anstatt von ϕ+ und ϕ− ist nur die Differenz ϕ+ − ϕ− zu berück-
sichtigen. Zur Vereinfachung soll aber davon ausgegangen werden, dass beide Polarisa-
tionsellipsen die gleiche Elliptizität und auch Orientierung besitzen. Bedingt durch die
gleiche Orientierung folgt

ϕ+ − ϕ− = 0→ ϕ+ = ϕ− ≡ 0 . (4.16)

56



4.1. Monochromatische Felder

Abbildung 4.2: Links ist der Fall dargestellt, in dem die Polarisationen beider monochromati-
schen Felder denselben Drehsinn bzw. Spin besitzen (symbolisiert durch den kurzen Pfeil). Da
die Wellenvektoren entgegengesetzt sind, ist für diesen Fall die Helizität beider Felder auch ent-
gegengesetzt. Rechts ist der Fall dargestellt, bei dem der Spin entgegengesetzt und die Helizität
identisch ist.

Damit die Polarisationen beider Felder auch dieselbe Elliptizität besitzen, muss entwe-
der

α+ = α− oder α− = π/2− α+ (4.17)

gelten. Im ersteren Fall ist die Rotationsrichtung beider Polarisationen identisch, wohin-
gegen sie im letzteren entgegengesetzt ist (siehe Abbildung 4.2). Für beide Fälle kann
eine Aussage bezüglich der Symmetrie von Spin und Helizität getroffen werden. Für den
ersten Fall mit gleichem Drehsinn sind die Spinvektoren σ parallel zueinander und die
Helizitäten h (4.10) entgegengesetzt. Für den zweiten Fall mit entgegengesetztem Dreh-
sinn sind die Spinvektoren antiparallel und die Helizitäten beider Felder identisch.

Durch diese Vereinfachung sind von den ursprünglich 7 Parametern nur noch 3 Parameter
(E+, k, α+) übrig und zwei Fälle müssen unterschieden werden (Rotation mit gleichem
bzw. entgegengesetztem Sinn). Zusätzlich zur Wahl der Laserfeldparameter sind auch
Anfangsimpuls und -spin der zu propagierenden Mode beliebig, d.h. der Anfangszustand
für das Elektron bzw. Positron. Aufgrund dieser Parametervielfalt werden in den nu-
merischen Simulationen immer nur maximal zwei Parameter variiert und die restlichen
festgehalten, damit eine 2-dimensionale Darstellung möglich ist.

4.1.2. Ein- und Ausschaltvorgang

Eine gundlegende Problematik bei Rechnungen im externen Feld stellt die Identifizie-
rung der Zustände von Elektronen und Positronen „im Feld“ dar. Anders als im feldfreien
Fall, bei dem das externe Feld gleich Null ist und die Eigenzustände des Materiefeldes
freien Elektronen bzw. Positronen entsprechen, ist eine solche Zuordnung der Eigenzu-
stände vom Dirac-Hamiltonian im eingeschalteten Feld (2.9) bis auf Spezialfälle nicht
möglich. Dieses Problem ist generell in wechselwirkenden Quantenfeldtheorien (Bogolju-
bov und Širkov 1984) vorhanden und kann auf eine Art Unschärfe zurückgeführt werden.
Denn während der Wechselwirkung zwischen verschiedenen Zuständen verlieren diese ih-
re Identität, da auch neue, z.B. gebundene Zustände, erzeugt werden. Mitunter ist es
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4. Raumzeitabhängige Felder und Mehrpaarzustände

möglich Quasizustände oder effektive Zustände zu definieren. In dieser Arbeit wird die-
se Problematik umgangen, indem das elektromagnetische Feld abgeschaltet wird, bevor
die propagierten Moden untersucht werden. Will man also wissen, wie sich der Ma-
teriefeldzustand während der Wechselwirkung mit dem externen Feld verändert, muss
das externe Feld erst ausgeschaltet werden. Dabei sollte der Ein- und Ausschaltvorgang
den Feldzustand so wenig wie möglich ändern. Ein zu abruptes Einschalten würde zum
Beispiel bereits energetisch höher liegende Zustände anregen, während bei zu langsamen
Ausschalten die Dynamik noch unnötig weiterlaufen würde. Mit dem Ein- und Ausschal-
ten soll nur eine geringe Störung des Systems einhergehen. Eine Störung durch Messung
würde aber auch im Experiment auftreten.

Das numerische Ein- und Ausschalten wird erreicht, indem die Fensterfunktion

w(t) =


sin2 π(∆T−t)

2∆T für −∆T ≤ t ≤ 0,
1 if 0 ≤ t ≤ T ,
sin2 π(T+∆T−t)

2∆T für T ≤ t ≤ T + ∆T ,
(4.18)

mit dem Gesamtvektorpotential A (4.14) multipliziert wird und das Produkt als ei-
gentliches Vektorpotential für das elektromagnetische Feld benutzt wird. Durch T ist
die Wechselwirkungsdauer definiert und ∆T entspricht der Ein- bzw. Ausschaltdauer.
Als Ein- und Auschaltdauer wird, sofern nicht anders angegeben, ∆T = 2.5Laserzyklen
verwendet. Weiterhin gilt tin = −∆T und tout = T + ∆T .

4.2. Dynamik einzelner Materiefeldmoden

In diesem Abschnitt wird die Propagation einzelner Materiefeldmoden untersucht. Das
bedeutet, dass zur Zeit tin ein Elektronen- oder Positronenzustand mit definiertem Im-
puls und Spin

n ≡ (p, σz) = (p0, ↑/↓) (4.19)

festgelegt wird und anschließend unter dem Einfluss des externen Feldes propagiert wird.
Während der Wechselwirkung werden dann Übergänge zu den durch das Feld angekop-
pelten Moden mit den Impulsen p = lkez + p0 mit ganzzahligem l stattfinden. Durch
einen Trick können diese numerischen Resultate bereits verwendet werden um etwas über
den Erwartungswert sagen zu können, dass ein Teilchen mit der Quantenzahl n durch
die Wechselwirkung mit dem externen Feld erzeugt wird. Dieser Erwartungswert ist, für
den Fall, dass es sich bei dem Teilchen um ein Elektron handelt, nach (Fradkin, Gitman
und Shvartsman 1991) mit

Nn = 〈out| â+
n (out)ân(out) |out〉

=
∑
n

|G(+|−)nm|2 (4.20)
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4.2. Dynamik einzelner Materiefeldmoden

gegeben. Es müssten im Prinzip alle möglichen Positroneneigenzustände m, die mit n
koppeln können, von tin nach tout propagiert und anschließend auf den Elektronenzu-
stand n projiziert werden, was gerade G(+|−)nm entspricht. Über das Betragsquadrat
dieser Werte muss anschließend summiert werden. Der Trick, um diese Rechnung zu
vereinfachen, besteht darin, direkt mit dem Elektronenzustand n bei tout zu beginnen
und diesen dann rückwärts1 in der Zeit bis zu tin zu propagieren. Die sich ergebene
Wellenfunktion zur Zeit tin kann dann direkt in die verschiedenen Positronenzustände
m zerlegt werden und die Koeffizienten können anschließend aufsummiert werden. Somit
ist nur eine einzige Propagation notwendig.

4.2.1. Ein Beispiel

In diesem Abschnitt werden anhand eines einfachen Beispiels die wesentlichen Aspekte
einer einzelnen Propagation veranschaulicht. Die Propagation soll sich auf ein Elektron
mit n0 = (p0 = 0, ↑) beziehen. Der Impuls wurde gleich Null gewählt, da in diesem Fall
aufgrund der minimal notwendigen Mindestenergie die Paarerzeugung am wahrschein-
lichsten ist. Die Propagation dieser Mode wird dazu führen, dass nach und nach auch
angekoppelte Moden besetzt werden. Ein Maß für ihre Besetzung ist durch die Größen

cl+ = |G(+|+)(p0,↑)(pl,↑)|
2 + |G(+|+)(p0,↑)(pl,↓)|

2 , (4.21a)
cl− = |G(+|−)(p0,↑)(pl,↑)|

2 + |G(+|−)(p0,↑)(pl,↓)|
2 (4.21b)

gegeben. Die Größen cl+ entsprechen der Projektion der propagierten Elektronenmode
n0 auf angekoppelte Elektronenmoden mit Quantenzahlen (pl = p0 + lkez, ↑/↓). Über
den Spin wurde bereits summiert um die Darstellung einfacher zu halten. Analog ent-
sprechen die Größen cl− der Ankopplung an Positronenmoden. Die Ganzzahl l gibt somit
an, wie weit entfernt, in Einheiten des Wellenvektors k, die angekoppelten Moden zur
propagierten Mode sind.

Für die beiden monochromatischen Laser wird lineare Polarisation α− = α+ = π/4
angenommen. Als Frequenz wurde ω = 0.472 m gewählt und der Parameter ξ = 1/2
gesetzt. Die Feldstärke ergibt sich nach (4.7) zu E = ξωm/e. Da sich beide Laserfelder
überlagern, ergibt sich ein maximal möglicher Wert von ξ = 1. In Abbildung 4.3 ist
die resultierende Propagation und Ankopplung an die benachbarten Moden dargestellt.
Zur Berücksichtigung des Ein- und Ausschaltproblems wurden die Größen aus (4.21) für
die linken zwei Bilder direkt im Feld berechnet und für die rechten zwei Bilder erst im
Vakuum nach Ausschalten des Feldes. Für die Bilder im Vakuum ist gut erkennbar, dass

1 Aufgrund der Zeitumkehrinvarianz bei monochromatischen Feldern kann die Propagation trotzdem
vorwärts in der Zeit ausgeführt werden.
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Abbildung 4.3: Zeitentwicklung eines Elektronenzustandes mit den Quantenzahlen p = 0 und
Spin ↑. Die Ankopplung an benachbarte Elektronen- und Positronenmoden mit pl = lkez ist im
Feld (links), als auch im Vakuum, nach Abschalten des Feldes, zu sehen. Die Besetzungskoeffizi-
enten für die Elektronenmoden sind durch cl+ und für die Positronenmoden durch cl− gegeben.
Für die Simulation wurden die Parameter α+ = α− = π/4, ω = 0.472 m und ξ = 1/2 verwendet.

anfänglich nur die ursprüngliche Elektronenmode n0 mit l = 0 besetzt ist. Innerhalb
der ersten 50 Laserzyklen sieht man, dass sich das spektrale Gewicht zu gleichen Teilen
auf die angekoppelten Positronenmoden mit l = ±1 verteilt. Anschließend wandert das
Gewicht wieder zurück zur Ausgangsmode. Speziell für die hier gewählten Parameter
findet eine deutliche Oszillation der Moden statt. Bei den Moden in den rechten zwei
Bildern, die im Feld gemessen werden, sind kleine Unterschiede zu denen im Vakuum
zu erkennen. Dort werden auch Elektronen- und Positronenmoden mit bis zu l = ±2
besetzt. Für diese spezielle Simulation wäre es daher ausreichend nur insgesamt 9 Mo-
den bis l = ±4 numerisch aufzulösen und die höheren bzw. niedrigen abzuschneiden.
Für andere Parameter, vor allem mit größer werdendem ξ, nimmt die Anzahl der zu
berücksichtigenden Moden zu.

Um den Unterschied zwischen „Messungen“ im Feld und Messungen im Vakuum deutli-
cher zu machen, sind in Abbildung 4.4 jeweils die Gewichte c1− für beide Fälle dargestellt.
Daraus geht klar hervor, dass das Messen im Feld zu unphysikalischen Oszillationen
führt. Die Frequenz dieser Oszillationen entspricht in etwa der des Laserfeldes. Wird das
Feld hingegen abgeschaltet, so ergibt sich eine glatte harmonische Schwingung mit we-
sentlich geringerer Frequenz. Diese harmonische Schwingung kann als Rabi-Oszillation
gedeutet werden (Mocken u. a. 2010). Im Unterschied zu dem typischen Zwei-Niveau-
System, welches periodisch getrieben wird, sind hier mehr als zwei Level bzw. Moden
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Abbildung 4.4: Detailliertere Darstellung der Unterschiede zwischen der Messung im Feld
(durchgezogene Linie) und der Messung im Vakuum (gestrichelte Linie). Beide Linien entsprechen
den Werten c1− aus Abbildung 4.3. Die Messung im Feld zeigt hochfrequente Oszillationen mit
Frequenzen nahe der Laserfeldfrequenz. Diese Oszillationen haben keine physikalische Bedeutung.
Wird das Feld zu den jeweiligen Messungen abgeschaltet, so ergibt sich eine glatte Oszillation,
die mehrere Laserzyklen dauert.

beteiligt und das Spektrum der Resonanzfrequenzen, bei denen das elektromagnetische
Feld gerade verschiedene Moden koppelt, ist wesentlich komplizierter. Für die in Ab-
bildung 4.3 verwendeten Parameter befindet sich das System gerade in Resonanz. Der
Erwartungswert Nn0 (4.20), dass nach der Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen
Feld ein Elektron mit Quantenzahl n0 vorhanden ist, ist durch die Summe über die Po-
sitronenkoeffizient cl− gegeben. Daher kann erahnt werden, dass dieser Erwartungswert
in Abhängigkeit von der Gesamtdauer des elektromagnetischen Feldes auch oszilliert.
Diese Rabi-Oszillationen werden im nächsten Abschnitt genauer untersucht.

4.2.2. Rabi-Oszillationen

Um einen groben Überblick über die Rabi-Oszillationen zu gewinnen, ist in Abbildung 4.5
der Erwartungswert N(p0=0,↑/↓) spinaufgelöst für drei verschiedene Parametersätze dar-
gestellt. Für alle Konfigurationen wurde ξ = 1/2 gewählt. Im obersten Fall wurde eine
lineare Polarisation mit α± = π/4 und eine Feldfrequenz von ω = 0.472 m gewählt
und entspricht damit genau der Konfiguration im vorhergehenden Abschnitt. Aufgrund
der linearen Polarisation ist der Erwartungswert spinunabhängig und die Kurven für
N(p0=0,↑) und N(p0=0,↓) liegen genau aufeinander. Im mittleren Fall wurde eine Frequenz
von ω = 0.692 m und eine elliptische Polarisation mit α = 0.6× π/4 gewählt. Aufgrund
der elliptischen Polarisation sind nun die Erwartungswerte für ein Elektron mit Spin ↑
bzw. Spin ↓ nicht mehr identisch. Man kann sehr gut erkennen, das für das Elektrons mit
Spin ↑ weiterhin eine Resonanz vorhanden ist, während die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Elektron mit Spin ↓ erzeugt wird, faktisch Null ist. Die Resonanzbedingungen sind also
sowohl von der Feldpolarisation sowie vom Spin des Elektronenzustandes abhängig. Wei-
terhin besteht natürlich auch eine Abhängigkeit vom Impuls des Elektronenzustandes.
Die spinabhängige Verschiebung der Resonanz ist im unteren Teilbild von Abbildung 4.5
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Abbildung 4.5: Rabi-Oszillationen für die Besetzungswahrscheinlichkeit N0,↑/↓ eines erzeugten
Elektrons mit Impuls Null. Es sind drei Simulationen mit verschiedenen Polarisationparametern
α± und Feldfrequenzen ω gezeigt (mit ξ = 1/2). Im oberen Bild wurde eine lineare Polarisation
der Felder gewählt und beide Spinzustände des Elektrons zeigen das gleiche resonante Verhalten.
Bei elliptischer Polarisation im mittleren Bild zeigt sich, dass der Zustand mit Spin ↑ nicht ange-
regt wird. Der Zustand mit Spin ↓ hingegen zeigt ein resonantes Verhalten. Für leicht elliptische
Polarisation ist im unteren Bild ersichtlich, dass beide Spinzustände nahezu resonant sind, aber
unterschiedliche Frequenzen besitzen.

für eine leicht elliptische Polarisation mit α = 0.8× π/4 zu erkennen. Für beide Spinzu-
stände des Elektrons ist die Anregung mit der Laserfrequenz ω = 0.855 m nahezu reso-
nant, jedoch besitzen beide Rabi-Oszillationen eine unterschiedliche Rabi-Frequenz.

Aus den drei Parametersätzen wird ersichtlich, dass die Periodendauern der Rabi-Oszilla-
tionen ein Vielfaches der Laserperiode sind und auch stark variieren. Das Spektrum der
erzeugten Materieteilchen steht daher in einem nichttrivialen Zusammenhang mit den
gewählten Laserfeldparametern. Im nächsten Abschnitt werden die Rabi-Oszillationen
auf ihr typisches Resonanzverhalten geprüft.

4.2.3. Resonanzcharakteristika

Bei der Rabi-Oszillation in einem Zwei-Niveau-System tritt die vollständige Umbeset-
zung von einem Niveau in das andere nur genau bei der Resonanzfrequenz ωR auf
(Griffiths 2004). Entfernt sich die treibende Kraft von dieser Resonanzfrequenz, so fällt
die Umbesetzung geringer aus. Um dieses Verhalten zu prüfen, wird der maximale
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Abbildung 4.6: Paarerzeugungsresonanzen bei linearer Polarisation α± = π/4. Für jede La-
serfeldfrequenz ω zwischen 0.4 m und 1.2 m wurde analog zu den bisherigen Simulationen eine
Propagation über insgesamt 200 Laserzyklen gemacht. Die Ordinate gibt die dabei maximal auf-
tretende Besetzungswahrscheinlichkeit N0,↑/↓ an. Es sind 4 vollständige Resonanzen zu erkennen.
Die anderen Resonanzen haben eine sehr niedrige Rabi-Frequenz und erreichen nicht das Maxi-
mum von N0,↑/↓ = 1 innerhalb der ersten 200 Laserzyklen. Mit einer längeren Simulationsdauer
würden diese stärker ausgeprägt sein und weitere Resonanzen würden auftreten.

Wert von N(p0=0,↑/↓) als Maß für die Vollständigkeit der Umbesetzung über die ver-
wendete Laserfrequenz aufgetragen. In Abbildung 4.6 wird dafür eine Frequenz von
ω = 0.4 m bis ω = 1.2 m durchlaufen. Für jede Frequenz ist die Wechselwirkungsdauer
auf maximal 200 Laserzyklen begrenzt und es wird von linearer Polarisation α± = π/4
sowie ξ = 1/2 ausgegangen. Während dieser 200 Laserzyklen wird das Maximum von
N(p0=0,↑/↓) gesucht und genau dieses ist in Abbildung 4.6 über die durchlaufene La-
serfrequenz ω dargestellt. Es sind vier vollständige Resonanzen und drei unvollständige
Resonanzen erkennbar. Die unvollständigen Resonanzen haben eine sehr geringe Rabi-
Frequenz und erreichen daher nicht ihr „Besetzungsmaximum“ innerhalb der ersten 200
Laserzyklen.

Das für die Resonanz um ω = 0.47 m typische Rabi-Verhalten ist in Abbildung 4.7
detailliert dargestellt. Bei einer Rabi-Oszillation hat die Resonanz die charakteristische
Form einer Lorentzfunktion

N(p0=0,↑/↓)(ω) = 1

1 +
(
ω−ωR
w/2

)2 . (4.22)

Gegen diese sollen die numerischen Daten aus Abbildung 4.6 gefittet werden. Die Fit-
parameter sind die Resonanzfrequenz ωR und die Halbwertsbreite w (FWHM). Wie im
linken Bild von Abbildung 4.7 ersichtlich wird, folgen die hier bei der Paarerzeugung
auftretenden Oszillationen exakt dieser Form. Direkt an der Resonanz wird die Oszilla-
tionsfrequenz Ω der „Umbesetzung“ als Rabi-Frequenz ΩR bezeichnet. Die Oszillations-
frequenz verändert sich mit größer werdender Differenz ωR − ω. Die typische Form ist
mit

Ω =
√

Ω2
R + η2 (ω − ωR)2 (4.23)
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Abbildung 4.7: Detaillierte Darstellung der Resonanz bei ω ' 0.472 m und Vergleich mit
dem typischen Resonanzverhalten von Rabi-Oszillationen. Es zeigt sich eine sehr gute Über-
einstimmung. Im linken Bild wurde die Besetzungswahrscheinlichkeit maxN(p0=0,↑/↓) mit einer
Lorentz-Funktion (4.22) gefittet. Als Werte für die Fitparameter ergaben sich ωR = 0.471 74(1) m
und w = 0.001 780(3) m. Im rechten Bild ist die Oszillationsfrequenz Ω in Abhängigkeit der
Laserfrequenz ω dargestellt mit einem Fit an die Funktion (4.23). Die Fitparameter ergeben
ΩR = 0.002 012(4) m, η = 2.26639(4) und ωR = 0.471 75(1) m.

gegeben (Mocken u. a. 2010). Die Fitparameter sind die Rabi-Frequenz ΩR, die Reso-
nanzfrequenz ωR und ein resonanzabhängiger Koeffizient η. Um den Fit durchzuführen,
muss zusätzlich die Oszillationsfrequenz Ω von N(p0=0,↑/↓) bestimmt werden. Dazu wird
numerisch eine harmonische Funktionen an die Daten für N(p0=0,↑/↓) gefittet und Ω
extrahiert. Im rechten Teilbild von Abbildung 4.7 ist der Fit von (4.23) gegen die nume-
rischen Daten dargestellt und eine genaue Übereinstimmung ist ersichtlich. Diese Resul-
tate sprechen dafür, dass auch bei monochromatischen Laserfeldern im Bereich ξ ∼ 1 die
Paarerzeugung mathematisch als ein Mehrlevel-System aufgefasst werden kann, bei dem
die Übergänge bzw. die Paarerzeugung durch Resonanzbedingungen festgelegt sind.

Wird das in Abbildung 4.6 dargestellte Resonanzspektrum für kleinere Frequenzen ω �
m bestimmt, so zeigt sich, dass die Resonanzen immer dichter werden. Der Grund hierfür
ist, dass die benachbarten Moden eine Energiedifferenz von ω äquivalent zur Photonen-
energie besitzen. Um so kleiner dieser Abstand mit sinkender Laserfrequenz wird, desto
mehr resonante Übergänge werden zwischen vielen verschiedenen Leveln möglich. Das
entspricht dem Bild, dass es wesentlich mehr Möglichkeiten gibt, mit kleinen Photon-
energien in Summe auf die Ruhemasse zu kommen, als mit größeren. Wird der Parameter
ξ festgehalten, so sinkt auch die Feldstärke mit kleiner werdendem ω und das System
wird schwächer getrieben, was auch eine sinkende Rabi-Frequenz bedeutet. Für realisti-
sche Wechselwirkungszeiten wird anstatt der vollen Oszillation nur noch der anfängliche
quadratische Anstieg sichtbar. Ähnlich wie bei Fermi’s goldener Regel würde die Inte-
gration im Impulsraum über alle möglichen Paarzustände im Kontinuum dann zu einer
Rate, also einem sehr kleinen linearen Anstieg der Paare mit der Zeit, führen.
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Lässt man die Feldstärke jedoch fest und vermindert nur die Laserfrequenz ω, so er-
reicht man das Tunnelregime ξ � 1. Auch hier wird die hohe Resonanzdichte und der
quadratische Anstieg in Summe zu einer Rate für die Paarerzeugung führen. Diese wird
nun allerdings exponentiell von der Feldstärke abhängig sein, was der starken Nichtli-
nearität des getriebenen Systems bzgl. der Feldstärke entspricht. Für das Regime ξ � 1
kann die Laserfrequenz festgehalten und die Feldstärke verkleinert werden. Hierfür wer-
den die Übergänge im Mehrlevelsystem immer unwahrscheinlicher und lassen sich dann
perturbativ betrachten. Somit wird für den Wert der Rate dann die Anzahl der Über-
gänge entscheidend werden, die notwendig sind um von einem Positronenzustand zu
einem Elektronenzustand zu gelangen. Die Anzahl ergibt sich im Optimalfall als Quoti-
ent zwischen Mindestenergie 2m und der Photonenenergie ω. Die Rate besitzt dann die
perturbative Form ∼ ξ4m/ω.

Die verschiedenen Regime der Paarerzeugung lassen sich also auch durch ein getriebe-
nes Mehrlevelsystem veranschaulichen. Für kleine Frequenzen und der entsprechenden
Approximation eines rein zeitlich oszillierenden Feldes, wurden die Raten für die verschie-
denen Regime ξ in (Brezin und Itzykson 1970) berechnet. Die Verteilung der erzeugten
Paare in Abhängigkeit von ihrer kinetischen Gesamtenergie ist bei kleinen Photonener-
gien (im Vergleich zur Ruhemasse m) kontinuierlich verteilt, da ein Photon mehr oder
weniger keine große Rolle spielt. Bei sehr hohen Photonenergien wird die diskrete Natur
des Spektrums, wie in Abbildung 4.6 dargestellt, deutlich sichtbar.

4.2.4. Polarisationsabhängigkeit der Resonanzen

Das im vorhergehenden Abschnitt dargestellte Resonanzspektrum wurde lediglich für
den Fall der linearen Polarisation bestimmt. Wird neben der Frequenz (bei weiterhin
festgehaltenem ξ = 1/2) auch die Polarisation der Laserfelder verändert, so ergeben
sich für den Fall gleichsinnig rotierender Felder die in Abbildung 4.8 dargestellten 2-
dimensionalen Bilder. Die Farbe entspricht dem Maximum des Erwartungswertes, dass
während der gesamten Wechselwirkungszeit von 200 Laserzyklen ein Elektron mit Impuls
Null und dem jeweiligen Spin erzeugt wird. Der horizontale Schnitt entlang α+ = π/4
entspricht für beide Teilbilder genau der Abbildung 4.6. Das untere Ende der Bilder
(α+ = 0) entspricht zirkular polarisierten Licht. Die Elliptizität nimmt bis α+ = π/4 zu,
wo lineare Polarisation vorliegt, und anschließend bis α+ = π/2 wieder ab, wo erneut
zirkulare Polarisation herrscht. Der Drehsinn zwischen unterer und oberer Hälfte der
Bilder ist gerade entgegengesetzt. Die Polarisation könnte bis α+ = π fortgesetzt werden,
jedoch sind die Bilder spiegelsymmetrisch um die Polarisation α+ = π/2. Zuerst soll nun
der Fall gleichsinnig rotierender Felder diskutiert werden und danach der Fall gegensinnig
rotierender Felder.

Im Falle gleichsinnig rotierender Felder lässt sich erkennen, dass die Resonanzfrequenzen
von der Polarisation abhängen. Die Resonanzbreite ist in etwa bei linearer Polarisation
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Abbildung 4.8: Polarisations- und Laserfrequenzabhängigkeit der Elektronenerzeugungswahr-
scheinlichkeit maxN(p0=0,↑/↓) für den Fall gleichsinnig rotierender Laserfelder α+ = α−. In beiden
Bilder ist die maximale Besetzungswahrscheinlichkeit für den Elektronenzustand mit Endimpuls
Null und jeweiligem Spin innerhalb der ersten 200 Laserzyklen für verschiedene Polarisationen
und Frequenzen des Laserfeldes dargestellt. Bis auf die lineare Polarisation α± = π/4 sind die
Resonanzen vom Spin des Elektrons abhängig. Die Spektren für ein Positron sind identisch.

maximal und nimmt dann in Richtung zirkularer Polarisation ab. Bei vollständig zirku-
larer Polarisation (α+ = 0 und α+ = π/2) findet keine Paarerzeugung statt. Der Grund
hierfür könnte ein Symmetrieverbot bzw. eine Auswahlregel sein. Die Resonanzen sind
nicht unabhängig vom Spin des erzeugten Elektrons, da die beiden klassischen Spinvek-
toren der Laserfelder aufgrund der gleichsinnigen Rotation in dieselbe Richtung zeigen.
Deshalb spielt es auch eine Rolle, ob der Spin des Elektrons parallel oder antiparallel
dazu ausgerichtet ist. Nur bei linearer Polarisation α+ = π/4 stimmen die Resonanzen
überein, weil dort der Spinvektor beider Felder Null ist.

Zur Polarisationsabhängigkeit der Resonanzfrequenzen lässt sich sagen, dass im Fall der
linearen Polarisation die maximale Feldstärke genau E beträgt und vom Betrag her har-
monisch oszilliert. Für zirkulare Polarisation beträgt die maximale Feldstärke hingegen
nur E/

√
2, ist aber vom Betrag her konstant und rotiert in der xy-Ebene. Die mittlere

Feldenergie ist jedoch für sämtliche Polarisationen gleich. Die jeweils maximale Feld-
stärke könnte also für die Verschiebung der Resonanzfrequenzen und die Änderung der
Resonanzbreite verantwortlich sein. Da die Resonanzänderungen aber nicht spiegelsym-
metrisch bezüglich der linearen Polarisation α+ = π/4 sind, muss der Spin des Elektrons
mitverantwortlich sein. Die Werte sind allerdings spiegelsymmetrisch bezüglich der linea-
ren Polarisation, wenn auch der Spin sein Vorzeichen ändert, denn das linke Bild geht
aus dem rechten durch Spiegelung an α+ = π/4 hervor. Die Spiegelung entspricht der
Umkehrung des Rotationssinnes beider Felder. Wird der Spin mit umgedreht, so ergibt
sich wieder das selbe Resultat.
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Eine entsprechende Erklärung dafür, warum die Resonanzverschiebungen für die beiden
Spinrichtungen gerade entgegengesetzt sind (besonders gut ersichtlich für die Resonanz
zwischen 0.8 m < ω < 0.9 m), lässt sich durch das folgende vereinfachte Bild geben. Da
die Teilchen im Feld erzeugt werden, besitzen sie, bedingt durch die Bewegung im Feld,
eine effektive Energie. Neben der spinunabhängigen kinetischen Energie trägt auch der
spinabhängige relativistische Zeeman-Term (Thaller 2005)

∆E = − e

2mσ ·B
′ (4.24)

bei. Deshalb muss das Magnetfeld B′, welches das Elektron in seinem Ruhesystem sieht,
berücksichtigt werden. Bewegt sich das Elektron mit einer Geschwindigkeit v, so ist das
Magnetfeld in seinem Ruhesystem durch

B′ = B − v ×E (4.25)

gegeben. Wird davon ausgegangen, dass der klassische Spinvektor σ des Elektrons ent-
sprechend der Wahl von Spin ↑/↓ hauptsächlich in z-Richtung zeigt, so fällt das eigent-
liche Magnetfeld B der Laserfelder weg und es bleibt

∆E ∼ e

2mσ · (v ×E) . (4.26)

Da für nichtlinear polarisierte Felder das elektrische Feld in der xy-Ebene rotiert und sich
das Elektron in dieser Ebene bewegen wird, ergibt sich auch ein Beitrag für den Zeeman-
Term. Dieser ist vom Spin und der Ladung abhängig. Er wechselt sein Vorzeichen bei
Spinumkehr. Mit dem Vorzeichenwechsel von (4.26) bei Spinumkehr lässt sich das ent-
gegengesetzte Verschieben der Resonanzfrequenzen für Spin ↑ und ↓ schließlich erklären.
Selbiges gilt allerdings nicht bei Ladungsumkehr, wie man nach (4.26) meinen könnte,
denn bei entgegengesetzer Ladung würde auch die Geschwindigkeit v ihr Vorzeichen
ändern, da die Teilchen mit unterschiedlicher Ladung in entgegengesetzte Richtungen
beschleunigt werden. Interessanterweise ist der Zeeman-Effekt hier also gar nicht maß-
geblich durch das eigentliche Magnetfeld des Lasers bedingt, sondern vielmehr durch das
elektrische Feld im Ruhesystem des Teilchen erzeugte magnetische Feld. Simulationen
für rotierende und rein elektrische Felder zeigen (Wöllert, Bauke und Keitel 2015b), dass
ein ähnliches Verhalten der Resonanzverschiebung auch ohne die Berücksichtigung des
Magnetfeldes vom Laser auftritt.

Betrachtet man den Fall gegensinnig rotierender Felder in Abbildung 4.9, so fällt auf,
dass die Resonanzen unabhängig vom Spin des Elektrons sind. Aus Symmetriegründen
muss das auch der Fall sein. Es gibt keine bevorzugte Richtung für den Spin, weil die
klassischen Spinvektoren der beiden Laserfelder genau entgegengesetzt sind. Durch den
entgegengesetzten Drehsinn ergibt sich, dass das elektrische wie auch das magnetische
Feld nicht rotieren, sondern nur in einer Richtung in der xy-Ebene oszillieren. Aufgrund
der fehlenden Rotation ließe sich mit dem oben verwendeten Bild das Nichtvorhandensein
des Zeeman-Terms motivieren. Dennoch ist auch hier eine Abhängigkeit der Resonanzen
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Abbildung 4.9: Polarisations- und Laserfrequenzabhängigkeit der Elektronenerzeugungswahr-
scheinlichkeit maxN(p0=0,↑/↓) für den Fall gegensinnig rotierender Laserfelder α+ = π/2 − α−.
Im Gegensatz zu Abbildung 4.8 sind die Resonanzen nicht vom Spin des erzeugten Elektrons ab-
hängig, da aufgrund des entgegengesetzten Spin beider Laserfelder keine Spinrichtung bevorzugt
wird. Das Spektrum ist spiegelsymmetrisch bzgl. α+ = π/4 und zeigt eine sehr ausgeprägte Re-
sonanz bei ω ' 1.1 m. Diese Resonanz entspricht der direkten Paarerzeugung aus zwei Photonen,
da diese mit ω ' 1.1 m genug Energie für die Ruhemasse von Elektron und Positron besitzen.
Bei linearer Polarisation α+ = π/4 verschwindet die Resonanz.

von der Polarisation zu erkennen. Die Resonanzen liegen in etwa an den gleichen Stellen,
was damit zusammenhängt, dass für lineare Polarisation α+ = π/4 die beiden Fälle mit
gleichem oder entgegengesetztem Rotationssinn zur gleichen Feldkonfiguration führen
und somit dieselben Werte liefern. Besonders auffällig ist die sehr breite Resonanz bei
ω ≈ 1.1 m, die als direkte Paarerzeugung aus jeweils zwei Photonen mit ω ≈ 1.1 m
interpretiert werden kann. Die Gesamtenergie der Photonen liegt über der eigentlich
nötigen Energie von 2 m, da die effektive Energie der Teilchen im Feld höher ist. In
Abbildung 4.9 ist auch erkennbar, dass die Breite der Resonanzen mit kleiner werdender
Frequenz ω abnimmt. Grund dafür ist, dass bei kleinerem ω mehr Photonen benötigt
werden um die Ruhemasse zu erzeugen. Um so mehr Photonen aber benötigt werden,
desto stärkere Abweichungen von der Resonanz treten auf, da die einzelne Abweichung
∆ω mit der Anzahl der Photonen multipliziert die Gesamtabweichung ergibt.

Die spinabhängige Resonanzverschiebung im Falle gleichsinnig rotierender Felder könnte
zum Beispiel verwendet werden um nur Elektronen und Positronen mit Spin ↑ zu erzeu-
gen. Bei gegensinnig drehenden Felder ist dies nicht möglich, jedoch zeigt sich dort, dass
die Impulse in z-Richtung für Teilchen mit Spin ↑ gerade entgegengesetzt zu denen mit
Spin ↓ sind. Dies wird im folgenden Abschnitt diskutiert.
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Abbildung 4.10: Polarisationsabhängigkeit der Erzeugungswahrscheinlichkeit von Elektronen
mit unterschiedlichem Endimpuls für gleichsinnig rotierende Laserfelder mit einer Frequenz von
ω = 0.8 m. Der Endimpuls der Elektronen ist durch p0 = (0, 0, pz) gegeben. Beide Spektren für
ein Elektron mit Spin ↑ und Spin ↓ sind symmetrisch um pz = 0. Zu jedem Teilchen wird daher
auch ein Teilchen mit entgegengesetztem Impuls und gleichem Spin erzeugt. Die Spiegelsymmetrie
bzgl. α± = π/4 bei Spinumkehr ist weiterhin vorhanden.

4.2.5. Impulsabhängigkeit der Resonanzen

Bei fester Laserfrequenz ω = 0.8 m soll nun das Impulsspektrum in Abhängigkeit der Po-
larisation untersucht werden. Die vorangegangen Simulationen haben sich jeweils nur auf
den Erwartungswert bezogen, dass ein Elektron mit Impuls p0 = 0 erzeugt wird. In Ab-
bildung 4.10 sind die Erwartungswerte für Impulse p0 = (0, 0, pz) und −3 m < pz < 3 m
mit gleichsinnig rotierenden Feldern dargestellt. Obwohl in Abbildung 4.8 keine Reso-
nanzen bei ω = 0.8 m für Elektronen mit Impuls p = 0 auftreten, treten bei dieser
Frequenz durchaus Resonanzen für Elektronen mit anderen Impulsen auf. Diese sind
in Abbildung 4.10 sichtbar und wiederum auch von der Polarisation abhängig. Für die
gleichsinnige Rotation der Felder ist die Resonanz vom Spinzustand des Elektrons ab-
hängig. Würde für den konkreten Fall eine Polarisation von α+ & 3/8π gewählt werden,
so würden nur Elektron (und Positronen) mit Spin ↑ im dargestellten Impulsinterval
erzeugt werden, jedoch keine mit Spin ↓. Weiterhin ist ersichtlich, dass für gleichsinnig
rotierende Felder das Impulsspektrum symmetrisch bezüglich des Impules pz = 0 ist.
Das bedeutet, dass für jedes erzeugte Teilchen mit einem bestimmten Impuls und Spin
auch genau ein entsprechendes Teilchen mit entgegengesetztem Impuls und gleichem
Spin vorhanden sein wird. Diese Symmetrie lässt sich mithilfe der Helizität erklären.
Denn die zwei gleichsinnig rotierenden Felder haben, wie in Abschnitt 4.1 erklärt, zwar
den gleichen Spinvektor, aber entgegengesetzte Helizität. Somit ergibt sich auch, dass
das Spektrum der erzeugten Teilchen diese Symmetrie innehat.
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Abbildung 4.11: Polarisationsabhängigkeit der Erzeugungswahrscheinlichkeit von Elektronen
mit unterschiedlichem Endimpuls für gegensinnig rotierende Laserfelder mit einer Frequenz von
ω = 0.8 m. Der Endimpuls der Elektronen ist durch p0 = (0, 0, pz) gegeben. Die Spiegelsymmetrie
bzgl. pz = 0 ist nicht mehr vorhanden. Stattdessen existiert eine Punktsymmetrie um den Punkt
(pz = 0, α+ = π/4). Anhand beider Spektren lässt sich erkennen, dass zu jedem Teilchen ein
Teilchen mit entgegengesetztem Impuls und entgegengesetztem Spin, was der gleichen Helizität
entspricht, erzeugt wird.

Für den Fall gleichsinnig rotierender Felder lässt sich erneut am Impulsspektrum erken-
nen, dass für die vollständige zirkulare Polarisation bei α+ = 0 bzw. α+ = π/2 keine
Paarerzeugung stattfindet bzw. diese deutlich unterdrückt wird. Schaut man sich die bei-
den breiteren Resonanzen in der Mitte im linken Bild von Abbildung 4.10 an, so könnte
man erwarten, dass diese nach unten hin zusammenlaufen. Jedoch ist genau dort, etwa
bei pz = 0 und α+ ≈ 1/8π eine Lücke. Diese Lücke ist im Einklang mit dem Nichtvor-
handensein einer Resonanz für Elektronen mit Impuls gleich Null bei ω = 0.8 m (siehe
Abbildung 4.8). Im Bild des Mehrlevelsystems sind vermutlich manche Übergänge aus
Symmetriegründen verboten, d.h. es existieren Auswahlregeln.

Betrachtet man nun den Fall der gegensinnig rotierenden Laserfelder, so fällt auf, dass
die Spektren jetzt auch vom Spin abhängig sind. Bezüglich der Symmetrie lässt sich
erkennen, dass das Spektrum für Spin ↑ durch Spiegelung an pz = 0 aus dem Spektrum
für Spin ↓ hervorgeht. Das entspricht einer bevorzugten Helizität. Zu jedem erzeugten
Teilchen wird auch ein Teilchen mit entgegengesetztem Impuls und entgegengesetztem
Spin, also gleicher Helizität, vorhanden sein. Die Richtung der bevorzugten Helizität ist
durch die Helizität der Laserfelder gegeben. Diese ist für beide identisch bei gegensinnig
rotierenden Drehsinn.

Analog zur vorangegangen Diskussion bzgl. der Symmetrie gilt für beide Fälle (Abbil-
dung 4.8 und 4.9), dass sich das Spektrum für einen Spin durch Spiegelung um α+ = π/4
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Abbildung 4.12: Das Vakuum entwickelt sich unter dem Einfluss des externen elektromagne-
tischen Feldes. Im Falle der Paarerzeugung zerfällt der Vakuumszustand in eine Superposition
aus Vakuum, Ein- und Mehrpaarzuständen. Dadurch wird die Wahrscheinlichkeitsamplitude cv,
dass sich das System im weiterhin im Vakuum befindet, kleiner als eins. Mehrpaarzustände,
bei denen die einzelnen Paare ein Teilchen mit derselben Quantenzahl besitzen, sind wegen des
Pauli-Prinzips verboten. So ist zum Beispiel der Zustand mit dem Koeffizienten c6 verboten, da
er zweimal ein Positron mit Spin ↑ und identischem Impuls enthält.

aus dem Spektrum für den entgegengesetzten Spin ergibt, da dann der Rotationssinn des
Feldes wie auch des Teilchens umgekehrt wird.

4.3. Dynamik mehrerer Materiefeldmoden und
Vielteilchenzustände

Bis jetzt wurden die Propagatorelemente G(±|±) für die verschiedenen Materiefeldmo-
den einzeln berechnet. Damit ließen sich Aussagen über die Erwartungswerte machen, ob
das mit der Materiefeldmode korrespondierende Elektron bzw. Positron durch das exter-
ne elektromagnetische Feld erzeugt wird. Es lässt sich damit aber nicht der vollständige
Quantenfeldzustand angeben. Durch das externe elektromagnetische Feld beginnt das
Vakuum, aufgrund der Paarerzeugung, zu zerfallen. Der sich entwickelnde Zustand be-
steht nun nicht mehr vollständig aus dem Vakuum, sondern auch aus einer Vielzahl
von anderen Zuständen. In der Fock- bzw. Besetzungszahldarstellung lassen sich die
Paarzustände nach der Anzahl von Paaren und deren Quantenzahlen darstellen. Neben
den Einpaarzuständen, bestehend aus einem Elektron-Positron-Paar, werden auch Mehr-
paarzustände auftreten, die sich als Kombination aus den Einpaarzuständen ergeben.

Eine beispielhafte Zerlegung ist in Abbildung 4.12 dargestellt. Die Spinzustände von
Elektron (blau) und Positron (orange) werden durch die Pfeilrichtungen angegeben. Die
darunter stehende Zahl entspricht der Ganzzahl l, über welche der Impuls in Einheiten
vom Wellenvektor des Laserfeldes gegeben ist, also p = p0 + lk ez. Die Bedeutung von
p0 wird unten noch genauer diskutiert. Zu Beginn ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude
cv, dass sich der Anfangszustand im Vakuum befindet, genau 1. Durch die Wechsel-
wirkung mit dem elektromagnetischen Feld wird diese Wahrscheinlichkeit kleiner als
1, da nun auch Ein- und Mehrpaarzustände erzeugt und gemessen werden können. In
Abbildung 4.12 sind drei weitere Einpaarzustände und zwei Zweipaarzustände gezeigt.
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Weiterhin ist ein verbotener Zweipaarzustand dargestellt, der sich aus der Kombination
der beiden Einpaarzustände mit Koeffizienten c2 und c3 ergibt. Dieser ist verboten und
wird nicht vorkommen, weil er das Pauliprinzip verletzt. Das Pauliprinzip besagt, dass
ein Fermion nie genau dieselben Quantenzahlen wie ein anderes besitzen darf, was für
die beiden Positronen hier der Fall wäre. Der Erwartungswert, dass ein bestimmtes Teil-
chen erzeugt wird, ergibt sich aus dem vollständigen Zustand, indem zuerst sämtliche
Zustände, in denen dieses Teilchen vorkommt, ausgewählt werden. Für den Fall eines
Elektrons mit Impuls p = 2kez und Spin ↓ wären dies in Abbildung 4.12 die beiden
Zustände mit den Koeffizienten c3 und c5. Anschließend muss das Betragsquadrat dieser
Koeffizienten gebildet werden und ihre Aufsummierung ergibt den Erwartungswert.

Die Propagation der zu einem bestimmten Elektron oder Positron gehörenden Materie-
feldmode gibt also nur Aufschluss darüber, dass dieses Teilchen überhaupt vorhanden
ist, nicht aber, in welchen Paarzuständen dieses auftritt. Um den kompletten Quan-
tenfeldzustand des Materiefeldes im externen elektromagnetischen Feld zu bestimmen,
d.h.

|out〉 = cv
∑

N{m}{n}

1
N !

(
N∏
i=1

ω( +
mi
−
ni|0)

)
|N{m}{n}〉 , (2.26)

müssen die sogenannten relativen2 Wahrscheinlichkeitsamplituden zur Paarerzeugung
ω( +
m
−
n|0) berechnet werden. Diese ergeben sich aus den Propagatorelementen nach

ω( +
m
−
n|0) = −

[
G(+|−)G−1(−|−)

]
mn

. (2.25)

Im Vergleich zu Abbildung 4.12 entsprechen die Zustände |N{m}{n}〉 (2.26) gerade den
Ein- bzw. Mehrpaarzuständen mit N Paaren. Die Indexmengen {m} und {n} bestimmen
die Quantenzahlen der Paare. Die Vakuumstabilität cv ist durch

cv = detG(−|−) (2.24)

gegeben. Grundsätzlich müssten alle Propagatorelemente G(+|−) und G(−|−) berechnet
werden. Aufgrund der Matrixmultiplikation in (2.25) bedeutet das für den allgemeinen
Fall, dass diese Elemente für sämtliche Quantenzahlen m und n benötigt werden. Da die
Quantenzahlen über den kompletten Impulsraum laufen, würde dies numerisch äußerst
aufwendig sein. Für den Fall der monochromatischen Felder koppeln jedoch nur Moden
miteinander, deren Impulse sich um ein Vielfaches des Wellenvektors k unterscheiden.
Somit zerfällt der Hilbertraum, auf dem der Dirac-Hamiltionian (4.3) wirkt, in unendlich
viele Unterräume. Diese Unterräume können durch einen ausgezeichneten Impuls p0

2 „Relativ“ bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Wahrscheinlichkeit bzgl. eines stabilen Vaku-
ums berechnet wird. Da aber das Vakuum in viele Paarzustände zerfällt, muss die relative Wahrschein-
lichkeit mit der totalen Vakuumsstabilität cv multipliziert werden um die absolute Wahrscheinlichkeit
zu erhalten.
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identifiziert werden. Der eigentliche Hilbertraum H lässt sich als direkte Summe der
Unterräume Hp0 schreiben

H =
⊕
p0

Hp0 . (4.27)

Die Unterräume werden dabei aus sämtlichen Eigenmoden mit Impulsen p = p0 + lk
(l ganzzahlig) aufgespannt. In der Summe (4.27) erstreckt sich der Laufindex p0 über
die erste Brillouin-Zone

0 ≤ p0 ex < k ,

0 ≤ p0 ey < k , (4.28)
0 ≤ p0 ez < k .

Für die Berechnung von ω( +
m
−
n|0) muss also nur der Unterraum mit p0 berücksichtigt

werden, in dem die zu n und m gehörenden Impulse liegen. Dieser ist zwar immer noch
unendlich groß, nun aber schon abzählbar. Die Berechnung von G(+|−) und G(−|−) auf
einem bestimmten UnterraumHp0 lässt sich weiter vereinfachen, denn ab einem gewissen
Impulsbetrag sind die Moden aufgrund ihrer hohen kinetischen Energie effektiv frei. Das
heißt, sie spüren das externe Feld nicht mehr. Für sehr große Impulse kann also gesetzt
werden

G(+|−)mn = 0 , (4.29)
G(−|−)mn = δmn . (4.30)

Die restlichen Moden mit „kleinen“ Impulsen können dann, wie im Abschnitt 4.2 zur
Dynamik einzelner Moden, getrennt voneinander propagiert werden. Und genau wie in
Abschnitt 4.2 ist auch bei dieser Propagation die Kopplung an die benachbarten Moden
für das gewählte Parameterregime überschaubar.

Da der Dirac-Hamiltonian (2.9) die verschiedenen Unterräume Hp0 nicht miteinander
koppelt, folgt für den Quantenfeldzustand, dass dieser sich als Produktzustand

|out〉 =
⊗
p0

|out〉p0
(4.31)

schreiben lässt. Die in diesem direkten Produkt auftretenden Zustände |out〉 sind analog
zu (2.26) definiert als

|out〉p0
= cv,p0

∑
N{m}{n}

1
N !

(
N∏
i=1

ω( +
mi
−
ni|0)

)
|N{m}{n}〉 . (4.32)

Hierbei werden jetzt nur noch Indexmengen {m} und {n} berücksichtigt, deren zugehöri-
ge Impulse im durch p0 definierten Unterraum liegen. Da aufgrund der Entkopplung der
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Unterräume, die Matrix G(−|−) eine blockdiagonale Struktur bekommt, können lokale
Vakuumstabilitäten cv,p0 analog zu (2.24) definiert werden

cv,p0 = detG(−|−)
∣∣
p0
. (4.33)

Dabei bezieht sich die Determinante nur auf den zu p0 gehörenden Block der Matrix
G(−|−). Diese lokale Vakuumstabilität gibt eine Aussage darüber, wie stabil der be-
treffende Unterraum ist. Die tatsächliche Vakuumstabilität ergibt sich aus den lokalen
Vakuumstabilitäten aller Unterräume zu

cv =
∏
p0

cv,p0 . (4.34)

Diese Schreibweise ist symbolisch zu verstehen, da der Laufindex p0 für das Produkt
kontinuierlich ist. Bezüglich der relativen Wahrscheinlichkeitsamplituden ω( +

m
−
n|0) und

den Zuständen |out〉p0
ist zu erwähnen, dass diese differentielle Größen sind. Das heißt,

Zustände mit exakt scharfen Impulsen besitzen prinzipiell ein Maß von Null und können
daher nicht gemessen werden. Was gemessen werden kann, sind Zustände mit einer
gewissen Unschärfe dp und mit dieser Breite müssen die berechneten Größen multipliziert
werden. Würde das Integral über die erste Brillouin-Zone diskretisiert werden und in
N gleich große Würfel zerlegt werden, so ließe sich für die Vakuumsstabilität (4.34)
schreiben

cv = lim
N→∞

N∏
i

(cv,i)
1
N . (4.35)

Mit cv,i ist der ite Würfel in der Brillouin-Zone gemeint. Um also das vollständige System
zu berechnen, ist die bereits aufwendige Propagationen eines Unterraumes für sämtli-
che Impulsunterräume in der diskretisierten Brillouin-Zone durchzuführen. Obwohl die
Rechnungen alle parallel durchgeführt werden können, ist es dennoch ein erheblicher nu-
merischer Aufwand, da über die 3-dimensionale Brillouin-Zone integriert werden muss.
Diese Rechnungen sind mit der aktuellen Technik machbar, würden aber mehrere Tage
für eine einzige Parameterwahl benötigen. Im Gegensatz zur Berechnung eines einzel-
nen Unterraumes bestünde der Vorteil der Berechnung des kompletten Raumes darin,
dass man die totale Vakuumstabilität |cv|2 bestimmen könnte sowie die spektrale Ver-
teilung der erzeugten Paare auf die Unterräume. Der Zustand |out〉 ließe sich aber schon
gar nicht mehr vernünftig wiedergeben, da das Tensorprodukt (4.31) einfach zu viele
„Unterzustände“ |out〉p0

beinhalten würde.

Da die verschiedenen Unterräume unabhängig voneinander sind, können sie getrennt
untersucht werden. In den folgenden Abschnitten werden jeweils nur einzelne Unterräu-
me betrachtet und der Quantenfeldzustand des Materiefeldes in diesen untersucht. Die
wesentlichen Effekte lassen sich dadurch bereits erkennen.
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Abbildung 4.13: Zeitentwicklung der relativen Paarerzeugungswahrscheinlichkeiten für Ein-
paarzustände. Insgesamt sind nur 20 Zustände dargestellt, da alle anderen eine verschwindend
geringe Wahrscheinlichkeit im betrachteten Unterraum mit p0 = 0 aufweisen. Die vierfache Ent-
artung der relativen Wahrscheinlichkeiten kann auf zwei Symmetrien zurückgeführt werden. Es
wurden gegensinnig rotierende Laserfelder mit einer Elliptizität von α+ = 0.2π/4 und einer Fre-
quenz von ω = 0.746 m verwendet. Die effektive Helizität des gesamten Laserfeldes überträgt
sich auf die Helizität der Einpaarzustände.

4.3.1. Zeitliche Entwicklung der Paarzustände

Um einen Überblick für die zeitliche Entwicklung von Ein- und Mehrpaarzuständen
sowie der differentiellen Vakuumsstabilität zu erhalten, wird eine vollständige Propa-
gation des Unterraumes p0 = 0 berechnet. Als Konfiguration für die Laserfelder wird
von gegensinnig rotierenden Feldern mit α+ = π/2 − α− = 0.2π/4 ausgegangen. Die
Laserfrequenz wird mit ω = 0.746 m gewählt und der Parameter ξ = 1/2 gesetzt, was
einer elektrischen Feldstärke von E = 4.9× 1017 V/m entspricht. Die Parameter wurden
gerade so gewählt, dass diese in der Nähe der Resonanz für ein Elektron mit Spin ↑
liegen (vergleiche Abbildung 4.9).

Es könnten nun sämtliche relativen Paarerzeugungswahrscheinlichkeiten ω( +
m
−
n|0) für al-

le Paare angegeben werden, für die die Indexmengen {m} und {n} im entsprechenden
Unterraum p0 = 0 liegen. In der numerischen Zeitentwicklung über insgesamt 300 Laser-
zyklen zeigt sich jedoch, dass für die gewählten Parameter nur 20 verschiedene Einpaar-
zustände einen wesentlichen Beitrag liefern. Alle anderen Einpaarzustände sind bis auf
numerische Ungenauigkeiten Null und werden nicht angeregt. Diese 20 Einpaarzustände
sind in Abbildung 4.13 dargestellt. Analog zu Abbildung 4.12 geben die Pfeile den Spin
und die Zahlen den Impuls an. Wie zu erkennen ist, besitzen immer genau 4 Einpaarzu-
stände dieselbe relative Paarerzeugungswahrscheinlichkeit. Diese vierfache Entartung ist
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Abbildung 4.14: Zeitliche Entwicklung der lokalen Vakuumstabilität und der Wahrscheinlich-
keit für Mehrpaarzustände. Zu Beginn ist das System noch im Vakuum und es ist cv,p0 = 1.
Danach steigt die Wahrscheinlichkeit für Einpaarzustände und auch Mehrpaarzustände werden
demnach angeregt. Aufgrund der großen Anzahl an Mehrpaarzuständen (siehe Legende) wird es
zu bestimmten Zeiten wahrscheinlicher, einen Mehrpaarzustand anstatt eines Einpaarzustandes
zu messen. In Summe ergeben alle Kurven genau eins, da die Zeitentwicklung des Unterraumes
unitär ist.

auf zwei Symmetrien zurückzuführen. Erstens besteht die Symmetrie bzgl. Ladungsum-
kehr. Das heißt, ein Einpaarzustand besitzt genau dieselbe Wahrscheinlichkeit wie jener,
bei dem Elektron und Positron vertauscht werden und die jeweils anderen Quantenzahlen
annehmen. Zweitens herrscht Symmetrie bzgl. der Helizität. Zwei Einpaarzustände ha-
ben dieselbe Wahrscheinlichkeit, wenn der eine durch Umdrehen der Impulse und Spins
jedes einzelnen Teilchens in den anderen übergeht.

Die Einpaarzustände sind in Abbildung 4.13 nach ihrer Helizität sortiert und es ist
ersichtlich, dass vorwiegend die Zustände mit positiver Helizität das höhere spektrale
Gewicht besitzen. Bei etwa 200 Laserzyklen ist es für „kurze Zeit“ wahrscheinlicher,
Einpaarzustände mit negativer Helizität zu messen. Dies lässt sich durch die gewählte
Polarisation von α+ = π/2 − α− = 0.2π/4 begründen. Diese klassische elliptische Po-
larisation, mit positiver Helizität beider Laserfelder, entspräche quantenmechanisch der
Superposition von Photonen mit positiver Helizität und negativer Helizität. Nur voll-
ständig zirkulare Polarisation würde Photonen mit reiner Helizität entsprechen. Klassisch
liegt hier sozusagen vorwiegend positive Helizität des Laserfeldes vor, was quantenme-
chanisch bedeutet, dass der Anteil von Photonen mit positiver Helizität den Anteil mit
negativer Helizität überwiegt. Aufgrund des geringer Anteils an negativer Helizität sind
dennoch Übergänge zu Paaren mit negativer Helizität möglich. Einen solchen Übergang
kann man in Abbildung 4.13 erkennen.

Aus der Kombination der oben erwähnten 20 Einpaarzustände, welche den wesentlichen
Anteil der Wahrscheinlichkeitsamplitude tragen, werden sich unter Berücksichtigung des
Pauliverbotes auch Mehrpaarzustände |N{m}{n}〉 mit N > 1 bilden. Mithilfe von cN
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(2.29) können die Wahrscheinlichkeiten dafür angegeben werden, dass im betrachteten
Unterraum ein Zustand mit N Paaren gemessen wird. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt
sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Paarzustände mit N Paaren. Die
zeitliche Entwicklung dieser Wahrscheinlichkeiten, sowie die Vakuumsstabilität cv,p0 des
betrachteten Unterraumes mit p0 = 0, sind in Abbildung 4.14 dargestellt. In Summe
ergeben diese Koeffizienten genau eins, da die Zeitentwicklung unitär ist. In der Legende
sind neben der Bezeichnung auch die Anzahl möglicher Zustände angegeben. So sind
weiterhin 20 Einpaarzustände vorhanden. Aus diesen 20 Einpaarzuständen ließen sich
durch direkte Kombination 20× 20 = 400 Zweipaarzustände bilden. Aufgrund des Pau-
liverbotes sind aber nur insgesamt 150 Kombinationen von 2-Paarzuständen möglich.
Die Anzahl steigt weiter bei 3- und 4-Paarzuständen. Da, wie man in der Legende von
Abbildung 4.13 sehen kann, die 20 Einpaarzustände immer ein Elektron oder Positron
mit Impuls 0 und Spin ↑ oder ↓ (4 Möglichkeiten) enthalten, sind keine 5-Paarzustände
möglich.

In dem in Abbildung 4.14 betrachteten Unterraum ist erkennbar, dass die lokale Vaku-
umstabilität zu Beginn noch eins ist und dann bei 100 Laserzyklen fast auf Null abfällt.
An dieser Stelle sei noch einmal erwähnt, dass dies nicht bedeutet, dass zu 100 prozen-
tiger Wahrscheinlichkeit kein Vakuum mehr vorhanden ist. Die lokale Vakuumstabilität
stellt nur eine differentielle Größe dar und erst die Integration aller Unterräume ergibt
die totale Vakuumstabilität. Mit dem Abnehmen der lokalen Vakuumstabilität, nehmen
nach und nach die Wahrscheinlichkeiten dafür zu, dass 1-, 2-, usw. Paarzustände vorhan-
den sind. Gerade für die hier verwendeten sehr hohen Feldstärken ergibt sich, dass auch
Mehrpaarzustände angeregt werden und diese ab 50 Laserzyklen wahrscheinlicher als
Einpaarzustände sind. Bei 100 Laserzyklen ist es dann z.B. am wahrscheinlichsten, einen
3-Paarzustand zu messen. Generell ist ein oszillatorisches Verhalten der Wahrscheinlich-
keiten zu erkennen, was sich auf die Beschreibung der Paarerzeugung als getriebenes
Mehrlevelsystem zurückführen lässt. Lediglich innerhalb der ersten Zyklen wäre hier ein
Model anwendbar, welches Paarerzeugungsraten bestimmt.

Betrachtet man zum Vergleich die relativen Paarerzeugungswahrscheinlichkeiten für die
Einpaarzustände ω( +

m
−
n|0) in Abbildung 4.13, so fällt auf, dass diese alle kleiner eins sind.

Daraus folgt, dass die Wahrscheinlichkeit einen einzelnen Mehrpaarzustand zu messen,
geringer ist. Denn diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich nach (2.26) im Wesentlichen aus
dem Produkt der Koeffizienten ω( +

m
−
n|0) der im Mehrpaarzustand auftretenden Paare.

Aufgrund der Kombinatorik und der daraus resultierenden Vielzahl an verschiedenen
Mehrpaarzuständen kann es aber dennoch vorkommen, dass es in Summe wahrscheinli-
cher wird, einen beliebigen Mehrpaarzustand anstatt eines Einpaarzustand zu messen.
Bei der Untersuchung verschiedener Parameterkonfigurationen zeigte sich, dass es selten
auch vorkommt, dass einzelne Koeffizienten ω( +

m
−
n|0) größer als eins sind. In diesem Fall

kann auch ein einzelner Mehrpaarzustand (aus den entsprechenden Einpaarzuständen
zusammengesetzt) wahrscheinlicher sein als die Einpaarzustände. Obwohl die relativen
Wahrscheinlickeiten größer als eins sein können, steht dies nicht im Widerspruch dazu,
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dass die tatsächliche Wahrscheinlichkeit kleiner gleich eins sein muss. Das wird durch
die Multiplikation mit der Vakuumsstabilität cv gewährleistet.

Für Feldkonfigurationen mit anderer Parameterwahl, vor allem zu kleineren Laserfre-
quenzen ω hin, sind mitunter deutlich höhere Werte für die Anzahl der Zustände zu
beobachten. So können z.B. mehrere Millionen verschiedene 5-Paarzustände in dem be-
reits eingeschränkten Unterraum existieren. Daher kann es sinnvoller sein, kollektive
Messgrößen anstatt einzelne Zustände zu untersuchen. Zwei dieser kollektiven Messgrö-
ßen, der gemittelte Spin und die gemittelte Helizität, werden im folgenden Abschnitt
diskutiert.

4.3.2. Spin und Helizität der Mehrpaarzustände

Für die verwendete Konfiguration von zwei gegenläufigen monochromatischen Laserfel-
dern liegt es nahe den Spin und die Helizität der erzeugten Paare zu untersuchen, denn
sowohl der klassische Spinvektor (4.9) als auch die klassische Helizität (4.10) beider mo-
nochromatischer Felder lassen sich beeinflussen. Aus den bisherigen Ergebnissen wurde
bereits deutlich, dass sich der Spin und die Helizität des elektromagnetischen Feldes auf
die erzeugten Paare überträgt. Zur Untersuchung von Spin und Helizität, abhängig von
der Anzahl N an Paaren, werden folgende Größen eingeführt

s±N = 1
cN
〈out|

 1
N !

∑
{m,n}

|N{m}{n}〉
(

N∑
i

σ±i

)
〈N{m}{n}|

 |out〉 , (4.36)

h±N = 1
cN
〈out|

 1
N !

∑
{m,n}

|N{m}{n}〉
(

N∑
i

λ±i

)
〈N{m}{n}|

 |out〉 . (4.37)

Die Notation ist am Beispiel des gemittelten Spins s±N wie folgt zu verstehen. Für al-
le N -Paarzustände (äußere Summe) wird über alle N Paare (innere Summe) iteriert.
Der Laufindex i indiziert also das i-te von N Paaren im jeweiligen N -Paarzustand. Für
das ite Paar wird dann die Quantenzahl des Spins σ±i bestimmt. Das hochgestellte „±“
unterscheidet zwischen Elektron und Positron. Sämtliche Spins einer Teilchensorte (Elek-
tron oder Positron) werden dann für jeden Mehrpaarzustand aufsummiert. Anschließend
werden diese Werte über alle Mehrpaarzustände mit N Paaren aufsummiert und durch
cN geteilt um den mittleren Spin im N -Paarsektor zu bestimmen. So entspricht s+

3 zum
Beispiel dem mittleren Spin der Elektronen in allen 3-Paarzuständen. Analog ist auch
die mittlere Helizität h±N definiert. Mit λ±i ist dabei der Wert der Helizität λ = σz ·pz/|p|
gemeint, der sich aus den Quantenzahlen p und σz des jeweiligen Teilchens im iten Paar
bestimmt.

Als Beispiel für die mittlere Helizität sind die Werte für h±N in Abbildung 4.15 darge-
stellt. Die verwendeten Parameter für das Laserfeld sind die gleichen wie im vorigen
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Abbildung 4.15: Zeitentwicklung der mittleren Helizität h±N für Ein- und Mehrpaarzustände.
Für Laserfelder mit gegensinniger Rotation ist die mittlere Helizität ungleich Null. Für die ge-
wählten Feldparameter (identisch zu Abschnitt 4.3.1) zeigt sich eine lineare Abhängigkeit der
mittleren Helizität von der Anzahl der Paare N . Die Werte sind identisch für Elektronen und
Positronen, d.h. h+

N = h−N .

Abschnitt 4.3.1. Analog zur Diskussion der Abbildung 4.13 ist auch hier die Helizi-
tät der erzeugten Paare zum Großteil positiv, was aufgrund der positiven Helizität des
klassischen elektromagnetischen Feldes zu erwarten ist. Dennoch kommt es nach einer
Wechselwirkungszeit bei etwa 200 Laserzyklen zu einer effektiven Umkehr der Helizität.
Dies ist darauf zurückzuführen, dass dort aufgrund der nichtlinearen Dynamik vor allem
Paare mit negativer Helizität eine höhere Besetzungswahrscheinlichkeit besitzen also sol-
che mit positiver Helizität (vergleiche Abbildung 4.13). Es lässt sich weiterhin erkennen,
dass die mittlere Helizität nahezu linear mit der Anzahl N an Paaren zunimmt. In der
gewählten Konfiguration zweier Laserfelder mit gegenläufigem Drehsinn ist keine Spin-
richtung bevorzugt und daher ist der mittlere Spin s±N Null. In der Simulation zeigt sich,
dass die mittlere Helizität von der Ladung des Teilchens unabhängig, d.h. h+

N = h−N .

Wird eine Konfiguration gewählt, bei der der Drehsinn beider Laserfelder gleich ist, so
zeigt sich, wie in Abbildung 4.16 dargestellt, ein effektiver mittlerer Spin der produzierten
Paare. Die mittlere Helizität hingegen ist Null. Die für die Simulation gewählten Parame-
ter sind ξ = 1/2, ω = 0.4715 m (entspricht E = 3.1× 1017 V/m) und α+ = α− = 0.7π/4.
Wie auch bei der mittleren Helizität kommt es hier zu einer temporären Umkehr des
mittleren Spins. Aufgrund der vorwiegend links-zirkularen Polarisation sollte der Zu-
stand mit Spin ↑ für Elektronen und Positronen bevorzugt werden. Da die Laserfelder
aber nicht vollständig links-zirkular polarisiert sind, können auch Zustände mit Spin ↓
angeregt werden. Werden die Paarzustände für diese Konfiguration genauer untersucht,
siehe Abbildung 4.17, so zeigt sich, dass insgesamt nur 8 Einpaarzustände einen wesent-
lichen Beitrag liefern. Diese können in zwei Gruppen mit jeweils vier Einpaarzuständen
aufgeteilt werden. Die erste Gruppe beinhaltet nur Zustände mit Spin ↑ und die zweite
Gruppe beinhaltet nur Zustände mit Spin ↓. Weiterhin sind die Wahrscheinlichkeiten für
die Zustände in der ersten bzw. zweiten Gruppe alle gleich. Diese Entartung folgt aus
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Abbildung 4.16: Zeitliche Entwicklung des mittleren Spins s±N bei Laserfeldern mit gleichem
Rotationssinn. Beide Laserfelder sind elliptisch polarisiert mit α± = 0.7π/4 und besitzen eine
Frequenz ω = 0.4175 m. Ein nichtriviale Abhängigkeit des mittleren Spins von der Anzahl der
Einzelpaare N ist ersichtlich. Sie lässt sich auf das Pauli-Verbot zurückführen. Bei etwa 80 La-
serzyklen kommt es zu einer Umkehr des mittleren Spins, da auch Zustände mit Spin ↓ bei nicht
vollständig links polarisierten Laserfeldern angeregt werden.

zwei Symmetrien. Die erste ist wie bei Abbildung 4.13 die Invarianz unter Austausch von
Elektron und Positron. Die zweite ergibt sich aus daraus, dass keine Vorzugsrichtung für
die Helizität bei Laserfeldern mit gleichem Rotationssinn vorhanden ist. Daher können
die Impulse der Teilchen invertiert werden und es ergibt sich ein Paar mit derselben
Wahrscheinlichkeit.

Der Verlauf des mittleren Spins in Abbildung 4.16 ergibt sich also nur aus dem zeitlichen
Verlauf der beiden Wahrscheinlichkeiten in Abbildung 4.17. Der mittlere Spin für die
Einpaarzustände ergibt sich aus dem Mittelwert der beiden Wahrscheinlichkeiten multi-
pliziert mit dem jeweiligen Spin. Für die 2-Paarzustände kann nun ein Einpaarzustand
mit einem weiteren Einpaarzustand aus derselben Spin-Gruppe oder einem von jeweils
zwei möglichen aus der anderen Spin-Gruppe kombiniert werden. Dies führt insgesamt
zu einem geringen Anstieg des mittleren Spins, d.h. |s±1 | < |s

±
2 |. Für die 3-Paarzustände

ergibt sich interessanterweise genau derselbe mittlere Spin wie für die Einpaarzustän-
de (s±1 = s±3 ). Das folgt aus der Kombinatorik, denn jeder 3-Paarzustand lässt sich als
Produkt von einem 1-Paarzustand und einem 2-Paarzustand schreiben, bei dem die bei-
den Paare im 2-Paarzustand gerade entgegengesetzte Spins besitzen. Somit wird effektiv
wieder über einen 1-Paarzustand gemittelt, da der 2-Paarzustand keinen Spin beiträgt
und immer denselben multiplikativen Koeffizienten besitzt. Für die 4-Paarzustände ist
der mittlere Spin genau Null, da sich 4-Paarzustände wegen des Pauli-Verbots nur mit
jeweils zwei Paaren mit Spin ↑ und zwei Paaren mit Spin ↓ bilden lassen.
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Abbildung 4.17: Zeitentwicklung der relativen Wahrscheinlichkeiten für die in Abbildung 4.16
auftretenden Einpaarzustände. Aufgrund zweier Symmetrien sind die Koeffizienten vierfach ent-
artet. Für die gewählten Feldparameter entstehen im betrachteten Unterraum nur Paare, bei
denen Elektron und Positron den gleichen Spin besitzen.
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5. Diskussion

In dieser Arbeit wurden zum einen das Tunnelbild erweitert, welches für die Beschrei-
bung der Paarerzeugung im Tunnel- oder Schwinger-Regime ξ � 1 ein intuitives Bild
für den Vorgang der Paarerzeugung sowie qualitative Aussagen über deren Wahrschein-
lichkeit liefert. Zum Anderen wurde für das nichtperturbative Regime ξ ≈ 1 ein quan-
tenfeldtheoretischer Formalismus angewendet, mit dem die Dynamik des quantisierten
Elektron-Positron-Feldes unter der Wirkung eines monochromatischen elektromagneti-
schen Feldes untersucht werden kann.

Erweitertes Tunnelbild

Das Tunnelbild selbst leitet sich aus der semiklassischen Approximation des quantenfeld-
theoretischen Prozesses der Paarerzeugung ab. Generell werden semiklassische Methoden
oft verwendet, um ein intuitives klassisches Bild von dem meist etwas schwer vorstellba-
ren Quantenprozessen zu bekommen. Die Approximation lässt sich vor allem für optische
Laserpulse verwenden, da deren Periodendauer mehrere Größenordnungen höher ist als
die typische Zeitskala der Paarerzeugung, und somit von einem konstanten elektroma-
gnetischen Feld ausgegangen werden darf. Das bisherige Tunnelbild zur Paarerzeugung
berücksichtigte bis jetzt nur ein konstantes und statisches elektrisches Feld. Dadurch ist
es formal betrachtet nicht lorentzinvariant. Die Lorentzinvarianz kann durch die Berück-
sichtigung des magnetischen Feldes erreicht werden. Anlehnend an die Arbeiten (Klaiber
u. a. 2013) zur Berücksichtigung des magnetischen Feldes bei der Tunnelionisation, wurde
dieses für die Paarerzeugung integriert. Dabei zeigt sich am Bild direkt, dass das ma-
gnetische Feld die Paarerzeugungsrate senkt. Dieser Fakt war bereits bekannt, da er sich
auch aus einer effektiven Reduzierung des elektrischen Feldes schließen lässt (Nikishov
1970). Im erweiterten Tunnelbild lässt sich die Wirkung des magnetischen Feldes aber
anschaulich verstehen, da es die kinetische Energie von Elektron und Positron zusätzlich
erhöht und somit den Tunnelprozess erschwert.

Weiterhin wurde der Effekt eines zusätzlichen hochenergetischen Photons im Tunnelbild
perturbativ berücksichtigt. Auch hier existierten bereits Ansätze (Di Piazza u. a. 2009)
zur Integration ins Tunnelbild. Die genaue kinematische Untersuchung im erweiterten
Tunnelbild zeigt, dass neben der Energie, die das zusätzliche Photon für die Paarer-
zeugung beiträgt, auch der Impuls des Photons mitberücksichtigt werden muss. Dieser
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zusätzliche Impuls teilt sich ebenfalls auf das Elektron-Positron-Paar auf und macht es
somit effektiv schwerer, was zur teilweisen Reduktion der Paarerzeugungswahrscheinlich-
keit führt. Im Zusammenspiel mit dem Magnetfeld kann dieser allerdings kompensiert
werden. Bei der Schwinger-Paarerzeugung mit zusätzlichem Photon, dem sogenannten
dynamically assisted Schwinger mechanism (Schützhold, Gies und Dunne 2008), kann
die Paarerzeugungsrate also durch ein Magnetfeld zusätzlich noch verbessert werden.
Ebenfalls ist das erweiterte Tunnelbild in der Lage, die Paarerzeugung im reinen ma-
gnetischen Feld zu erklären, insofern das zusätzliche Photon eine Energie größer gleich
zweimal der Ruhemasse des Elektrons besitzt.

Durch die Konstruktion des Tunnelbildes mithilfe von kinetischen Größen wird zudem die
formale Lorentz- und Eichinvarianz sichergestellt. Die Lorentzinvarianz im Tunnelbild
selbst ist jedoch nur in Propagationsrichtung des elektromagnetischen Feldes bzw. Pho-
tons ersichtlich, da sonst eine 2-dimensionale Darstellung nicht mehr ausreichen würde.
Zusätzlich wurde entsprechend der „modernen“ Interpretation der Quantenelektrody-
namik das Tunnelbild bzgl. Elektron und Positron symmetrisiert. Es wird somit nicht
mehr von einem tunnelnden Teilchen ausgegangen, sondern von zwei Teilchen. Diese zwei
Teilchen sind genau das Elektron und das Positron, die am Ende des Tunnelns auch das
erzeugte Paar darstellen. Die ebenfalls mithilfe der semiklassischen Näherung berechne-
ten Exponenten, welche die Tunnelwahrscheinlichkeit widerspiegeln, sind im Einklang
mit den existierenden Arbeiten.

Inwiefern das überarbeitete Tunnelbild für kompliziertere elektromagnetische Felder an-
gewendet werden kann, ist unklar. Generell werden Orts- und Zeitabhängigkeiten zu
komplizierteren Trajektorien führen, die nur schwer oder gar nicht mehr in einem 2-
oder 3-dimensionalen Bild veranschaulicht werden können.

Raumzeitabhängige Felder und Mehrpaarzustände

Die Berechnung der Paarerzeugung für raumzeitabhängige Felder mit beliebiger Form
ist numerisch sehr aufwendig, da für eine vollständige Beschreibung prinzipiell alle Mate-
riefeldmoden nach der Dirac-Gleichung in drei Dimensionen propagiert werden müssen.
Durch die Wahl von zwei gegenläufigen monochromatischen Laserfeldern mit fester Fre-
quenz ω = |k| entkoppeln sämtliche Materiefeldmoden, deren Impulse nicht durch genau
ein Vielfaches des Laserfeldwellenvektors k separiert sind. Diese Feldkonfiguration führt
somit auf eine effektive eindimensionale Propagation und stellt eine wesentliche nume-
rische Vereinfachung dar. Bei den experimentell zugänglichen Laserquellen mit hoher
Energiedichte ist die Annahme monochromatischer Wellen für Freie-Elektronen-Laser
adäquat. Die Beschreibung der Laserfelder als monochromatische Wellen hat aber ne-
ben numerischen Vereinfachungen den besonderen Vorteil, dass sowohl das Magnetfeld
aufgrund der Ortsabhängigkeit also auch sämtliche Polarisationen des elektromagne-
tischen Feldes berücksichtigt werden können. Weiterhin kommt im Vergleich zu rein
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zeitabhängigen Feldern hinzu, dass eine nichttriviale Kopplung der Materiefeldmoden
im Impulsraum stattfindet. Diese Dynamik der Kopplung verschiedener Moden kann
für rein zeitabhängige Felder nicht untersucht werden, da dort sämtliche Moden mit
unterschiedlichen Impuls entkoppeln.

Die numerischen Rechnungen in dieser Arbeit haben erneut bestätigt (vgl. Ruf u. a.
2009), dass sich die Paarerzeugung in monochromatischen Feldern im nichtlinearen Re-
gime ξ ≈ 1 als ein getriebenes Mehrlevelsystem verstehen lässt. Die verschiedenen Level
bilden dabei die durch das Feld gekoppelten Elektron- und Positronmoden mit ver-
schiedenen Impulsen. Die für getriebene Mehrlevelsysteme charakteristischen Resonan-
zen wurden analysiert und es wurde gezeigt, dass diese mit hoher Genauigkeit dem
typischen Verhalten von Rabi-Oszillationen folgen. So werden bei einer festgelegten
Laserfrequenz nur Paare erzeugt, bei denen die Elektronen und Positronen bestimmte
Impuls- bzw. Energiebedingungen erfüllen. Weiterhin wurde die Abhängigkeit des Re-
sonanzspektrums von der Polarisation des elektromagnetischen Feldes untersucht. Hier
zeigt sich, dass sich die Resonanzen mit der Polarisation verschieben und zum Teil auch
verschwinden bzw. unterdrückt werden. Je nachdem, ob die gegenläufigen Laserfelder
denselben oder entgegengesetzen Drehsinn der Polarisation haben, was klassisch gleichen
Spin bzw. gleiche Helizität der Felder bedeutet, unterscheiden sich auch die Resonanzfre-
quenzen für Teilchen mit unterschiedlichen Spin bzw. unterschiedlicher Helizität. Dieser
Effekt ist bei Simulationen mit linearer Polarisation nicht sichtbar und bedeutet, dass je
nach Wahl der Polarisation vorwiegend Paare erzeugt werden, bei denen der Spin oder
die Helizität von Elektron und Positron eine bevorzugte Richtung aufweist. Der Spin und
die Helizität des klassichen elektromagnetischen Feld überträgt sich also auch auf den
Spin und die Helizität der quantentheoretisch beschriebenen Elektronen und Positronen.
Es können somit spinpolarisierte Teilchen erzeugt werden.

Durch die Propagation sämtlicher Materiefeldmoden, die miteinander gekoppelt sind,
ist es möglich die komplette Dynamik des entsprechenden Quantenfeldzustandes des
Elektron-Positron-Feldes im externen elektromagnetischen Feld aufzuzeigen. Es können
dadurch sämtliche Wahrscheinlichkeitsamplituden für Ein- sowie Mehrpaarzustände be-
stimmt und demnach sämtliche Observablen berechnet werden. Für das gewählte Pa-
rameterregime wurde beispielhaft gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit einen Mehrpaar-
zustand zu messen, nach einer gewissen Wechselwirkungszeit höher sein kann als die
Wahrscheinlichkeit, einen Einpaarzustand zu messen. Aufgrund der Vielzahl an mög-
lichen Kombinationen von Mehrpaarzuständen aus mehreren Einpaarzuständen wurde
sichtbar, dass es generell eine sehr hohe Anzahl an verschiedenen Mehrpaarzuständen
gibt. Diese lassen sich aufgrund ihrer Vielzahl nicht mehr vernünftig darstellen. Daher
wurden kollektive Messgrößen wie der mittlere Spin oder die mittlere Helizität definiert,
die sich durch eine Summe über sämtliche Mehrpaarzustände mit N Paaren berechnen
lassen. Diese Größen zeigen in Abhängigkeit von der gewählten Polarisation des La-
serfeldes ein komplexes Verhalten, welches sich auf Symmetrien und das Pauli-Prinzip
(Mehrpaarzustände dürfen keine Paare mit identischen Teilchen enthalten) zurückführen
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lässt. Aus der Vielzahl an Mehrpaarzuständen lässt sich schlussfolgern, dass für kom-
plexere elektromagnetische Felder solche Berechnungen extrem aufwendig werden, da
bei ihnen eine große Anzahl zusätzlicher Kopplungen zwischen den Materiefeldmoden
hinzukommen,

Die für die Simulationen gewählten Feldstärken und Frequenzen liegen noch deutlich über
den momentan erreichbaren Werten der vorhandenen Laserquellen. Eine direkter Ver-
gleich zum Experiment ist daher noch nicht absehbar. Die Wahl kleinerer Werte würde
zu numerisch so geringen Wahrscheinlichkeiten führen, dass man sie nicht mehr auflö-
sen könnte – was prinzipiell auch dem Fakt entspricht, dass die direkte Paarerzeugung
in reinen elektromagnetischen Feldern bis heute noch nicht gemessen wurde. Alterna-
tiv könnte das hier erarbeitete numerische Verfahren für Versuche (Burke u. a. 1997)
verwendet werden, bei denen die Paarerzeugung indirekt über ein hochbeschleunigtes
Elektron stattfindet, denn im Ruhesystem dieses Elektrons ist das äußere elektromagne-
tische Feld um mehrere Größenordnungen höher. Somit bringt das energetische Elektron
einen Großteil der Energie zur Paarerzeugung mit sich. Eine weitere interessante Mög-
lichkeit stellt die Kombination eines optischen Laserfeldes mit einem monochromatischen
und hochfrequenten Laserfeld dar. Das optische Laserfeld könnte als räumlich konstant
approximiert werden und würde somit nur zwischen Elektron- und Positronmoden mit
demselben Impuls koppeln, dafür aber mit wesentlich höherer Intensität. Das monochro-
matische Feld würde weiterhin zwischen den verschiedenen durch |k| separierten Moden
koppeln. Durch diese Kombination, ähnlich zu (Schützhold, Gies und Dunne 2008), könn-
te die Paarerzeugung bereits bei realistischeren Parametern beobachtet werden.

Darüber hinaus ist in der aktuellen Forschung die Frage nach der Rückwirkung der er-
zeugten Elektron-Positron-Paare auf das elektromagnetische Feld von großer Bedeutung.
Dazu müsste der durch die erzeugten Paare hervorgerufene Strom berechnet werden. Die-
ser würde dann entsprechend Maxwells Gleichungen die Dynamik des externen Feldes
ändern und zu einer Reduktion dieses Feldes führen. Ansätze zur Beschreibung dieses
Effektes, welcher, wie in der Einleitung dieser Arbeit erwähnt, zu einer Beschränkung der
maximalen Feldstärke führt, finden sich in (Kluger u. a. 1992; Kasper, Hebenstreit und
Berges 2014). Inwiefern die quantisierte Beschreibung des elektromagnetischen Feldes,
abgesehen von störungstheoretischer Behandlung, möglich ist, bleibt noch unklar.
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A. Numerische Implementierung

A.1. Propagation der Materiefeldmoden

Die Propagation der einzelnen Moden findet im Impulsraum statt. Werden die Ansätze
(4.11) für die monochromatischen Wellen in die Dirac-Gleichung im Impulsraum (4.3)
eingesetzt, so ergibt sich folgende Form

(Hψ)(p, t) = (αp+ βm)︸ ︷︷ ︸
He

ψ(p, t)− eα · [Aψ(p− kez) + A∗ψ(p+ kez)] . (A.1)

Das elektromagnetische Feld lässt sich als zeitabhängigen Vektor A angeben. Der erste
Term, He, dieses Hamiltonians ist bzgl. des Impulses diagonal und der zweite Term
koppelt nur „benachbarte“ Moden, die eine Impulsdifferenz von k = kez besitzen. Daher
können sämtliche Moden, die zu einem durch p0 identifizierten Unterraum gehören, wie
folgt durchnummeriert werden

ψl(t) = ψ(p0 + lkez, t) . (A.2)

Die gesamte Wellenfunktion in diesem Unterraum ist dann vollständig durch

ψp0 = {. . . , ψ−2, ψ−1, ψ0, ψ1, ψ2, . . . } (A.3)

bestimmt. Der auf die einzelnen Moden wirkende Term He lässt sich in die folgenden
Einzelterme zerlegen:

Hl = α(p0 + lkez) + βm . (A.4)

Mit der Abkürzung HA = −eαA lässt sich die Gleichung (A.1) dann wie folgt darstel-
len:

Hψp0 =



. . . ...
· · · H−1 HA 0

H+
A H0 HA

0 H+
A H1 · · ·

... . . .





...
ψ−1
ψ0
ψ1
...


. (A.5)
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Die einzelnen Einträge in der Matrix besitzen eine 4 × 4-Blockstruktur aufgrund der
Spinorform der Dirac-Gleichung.

Für die Zeitpropagation der Moden muss der Operator

U(tout, tin) = T
[
exp

(
−i
∫ tout

tin
H(t)dt

)]
(A.6)

berechnet werden. Mit T ist der Zeitordnungsoperator gemeint. Der Ausdruck kann im
Allgemeinen nicht exakt bestimmt werden, weshalb das Integral als Summe genähert
wird. Dabei wird die Gesamtzeit tout− tin in NT äquidistante Zeitintervalle ∆t = (tout−
tin)/NT unterteilt. Somit ergibt sich für (A.6) die Approximation

U(tout, tin) ≈ T

exp

−iNT−1∑
n=0
H(tn)∆t

 , (A.7)

mit tn = tin+∆t·n. Für diesen Ausdruck ist die Anwendung des Zeitordnungsoperators T
immer noch zu komplex. Wird der Exponent mit Summe in ein Produkt von Exponenten
umgeschrieben, so wären die einzelnen Terme schon der Zeit nach geordnet und der
Zeitordnungsoperator kann weggelassen werden. Da die verschiedenen Terme H(tn) zu
verschiedenen Zeiten im allgemeinen aber nicht kommutieren, kann der Exponent nicht
ohne weiteres faktorisiert werden. Hierfür kann die Trotter-Suzuki Zerlegung (Suzuki
1976)

eδ(A+B) = eδA eδB +O(δ2) (A.8)

als Approximation herangezogen werden. Für genügend kleine Zeitschritte ∆t ergibt sich
also aus (A.7):

U(tout, tin) ≈ T
[
e−iH(tNT−1)∆t . . . e−iH(t0)∆t

]
≈ e−iH(tNT−1)∆t . . . e−iH(t0)∆t

≈
NT−1∏
n=0

e−iH(tn)∆t .

(A.9)

Nach der numerischen Berechnung müssen die Ergebnisse auf Konvergenz bezüglich
∆t → 0 geprüft werden. Damit hat sich die Berechnung der Zeitentwicklung (A.6) auf
die Bestimmung der Operatoren exp[−iH(tn)] reduziert. Da die Anzahl der Schritte NT

Größenordnungen von 106 und mehr annehmen kann, ist eine effiziente Berechnung äu-
ßerst wichtig. Für monochromatische Felder mit periodischer Zeitabhängigkeit könnte
man den gesamten Operator nur für eine Periode berechnen und dann wiederverwenden.
Da aber die Ein- und Ausschaltvorgänge auch noch berechnet werden müssen und die
Anwendung des gesamten Operators für eine Periode einer vollständigen Matrixmulti-
plikation, anstatt der direkten Ausmultiplikation einer dünnbesetzten Matrix, entspricht
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und somit zusätzlich mehr Aufwand bedeutet, wurde von diesem Verfahren abgesehen.
Für sehr hohe Periodenzahlen des externen Feldes wäre es aber die Methode der Wahl.

Stattdessen wird für die numerische Implementierung der Operator H als Summe der
zwei Terme Hf und HA geschrieben und eine erneute Trotter-Zerlegung durchgeführt

U(tout, tin) ≈
NT−1∏
n=0

e−iHf∆t e−iHA(tn)∆t . (A.10)

Die erneute Trotter-Zerlegung stellt keine große Ungenauigkeit dar, da der der Term ∆t
bereits schon sehr klein gewählt sein muss. Die Terme expHf und expHA können, wie
im folgenden gezeigt wird, sehr effizient bestimmt werden.

Wie in Abbildung 4.3 gezeigt wurde, ist die Kopplung an benachbarte Moden im ge-
wählten Parameterregime begrenzt und es reicht, wenn der Zustandsraum für die Wel-
lenfunktion ψp0 (A.3) auf NM linke und NM rechte Moden zur am Anfang besetzten
Mode ψ0 beschnitten wird, also

ψp0 ≈ {ψ−NM , ψ−NM+1, . . . , ψ−1, ψ0, ψ1, . . . , ψNM−1, ψNM } . (A.11)

Damit ergibt sich die Gesamtwellenfunktion aus 2NM +1 gekoppelten Moden und deren
Dimension in der numerischen Darstellung aufgrund des Spinorcharakters der einzelnen
Moden zu 4× (2NM +1). Der auf diesen Zustandsraum beschnittene Operator H besitzt
dann folgende Form:

H =



H−NM HA · · ·

H+
A H−NM+1

. . .
... . . . . . .

H−1 HA 0
H+
A H0 HA

0 H+
A H−1

. . . . . . ...

. . . HNM−1 HA

· · · H+
A HNM



. (A.12)

Die Matrix H lässt sich als Summe einer blockdiagonalen und zeitunabhängigen Matrix
Hf , deren analytische Diagonalisierung bekannt ist (Thaller 2005), und eine Matrix HA
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zerlegen:

Hf =



H−NM
. . .

H0
. . .

HNM


, (A.13)

HA =



0 HA · · · 0 (H+
A )

H+
A 0 . . . 0 0
... . . . . . . . . . ...

0 0 . . . 0 HA

(HA) 0 · · · H+
A 0


. (A.14)

Für die Matrix HA werden die Einträge in Klammern zusätzlich hinzugefügt um sie
zirkulant zu machen. Die Einträge ändern die Simulation nicht, da die Moden am Rand
sowieso nicht merklich besetzt werden dürfen (siehe Abbildung 4.3). Sonst müsste die
Anzahl NM der zu berücksichtigenden Moden erhöht werden. Da die Matrix HA nun
zirkulant ist, kann Sie mithilfe der schnellen Fouriertransformation numerisch auf dem
4× 4-Blocklevel diagonalisiert werden. Durch den Wechsel in den Fourierraum, welcher
mit der Fouriertransformation der Größe (2NM + 1) der Wellenfunktion ψp0 erreicht
wird1, bekommt die Matrix HA die blockdiagonale Struktur

F (HA) =



HA,−NM
HA,−NM+1

. . .
HA,0

. . .
HA,NM−1

HA,NM


(A.15)

und die Blockeinträge HA,l sind mit

HA,l = exp
[
− 2π

2NM + 1 l
]
HA + exp

[ 2π
2NM + 1 l

]
H+
A (A.16)

gegeben, wobei −(2NM + 1) ≤ l ≤ 2NM + 1. Aufgrund der gewählten Geometrie ist Az

Null und das Ausschreiben der Terme HA,l, was im wesentlichen der Ausmultiplikation

1 Die Fouriertransformation wird dabei insgesamt 4 mal durchgeführt - einmal für jeden der 4 Spinor-
Einträge.
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αA entspricht, zeigt, dass diese immer die folgende Form haben

HA,l =


0 0 0 al
0 0 a∗l 0
0 al 0
a∗l 0 0 0

 . (A.17)

Die komplexe Zahl al hängt von der Zeit, vom Modenindex l und von der gewählten
Parametermenge der beiden monochromatischen Felder ab. Die Exponentierung von
HA,l kann direkt durchgeführt werden und ergibt

exp [−iHA,l θ] = 1 cos (|a|θ)− i

|a|


0 0 0 al
0 0 a∗l 0
0 al 0
a∗l 0 0 0

 sin (|a|θ) . (A.18)

Somit können nun sowohl expHf und expHA effizient berechnet werden. Da Hf nicht
zeitabhängig ist, können die (2NM + 1) Matrizen, also expHl abgespeichert und wie-
derverwendet werden. Die Blockmatrizen expHA,l müssen hingegen für jeden Zeitschritt
neu bestimmt werden. Im Gegensatz zur vollständigen Diagonalisierung lässt sich die
Zeitentwicklung (A.10) also durch zweimalige Fouriertransformation der Wellenfunkti-
on und anschließender direkter Ausmultiplikation mit 4× 4-Blockmatrizen sehr effizient
berechnen.
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