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Abstract

In this thesis we will calculate explicitly the Fourier coefficients of the kernel
function of [Marl4]. Using the Fourier representation of the kernel function
we will prove a non-vanishing result for L-functions associated to Jacobi cusp

forms and for the derivatives of L-functions with the method of [Koh97].

Jacobiforms, L-functions, non-vanishing



Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation werden die Fourierkoeffizienten der Kernfunk-
tion aus [Marl14]| explizit berechnet. Mit Hilfe der Fourierdarstellung der Kern-
funktion wird dann das Nicht-Verschwinden der zu Jacobi-Spitzenformen asso-
ziierten L-Funktionen und der Ableitungen der L-Funktionen mit der Methode

aus [Koh97| gezeigt.

Jacobiformen, L-Funktionen, Nicht-Verschwinden
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit studiert Jacobiformen, deren L-Reihen und insbeson-

dere Nicht-Verschwindungsaussagen fiir spezielle Werte.

Jacobiformen sind eine Mischung aus elliptischen Funktionen und Modulfor-
men einer Variablen. Genauer gesagt, ist eine Jacobiform vom Gewicht k£ € N
und Index m € N eine holomorphe Funktion in den Veranderlichen 7 € H und

z € C beziiglich der Gruppe SLy(Z), welche die Transformationsformeln

Lo (225, 25) = (er + d)F exp (225 ) 0(r,2)  (V(24) € SLy(Z))
2. ¢(1, 2+ M + ) = exp (—2mim(A*T + 2)2)) &(T, 2) (V(\ p) € Z?)

erfiillt und eine Fourierentwicklung der Form

Z Z c(n,r)exp(2mi(nT + 12))

n=0 rezZ
r2<4mn

besitzt. Bekannte Beispiele fiir Jacobiformen sind Thetafunktionen in zwei Va-
riablen und die Fourierkoeffizienten-Funktionen von Siegel-Modulformen auf
der symplektischen Gruppe Sp4(Z). Die Weierstrak-p-Funktion ist ein Bei-
spiel fiir eine meromorphe Jacobiform.

Jacobiformen spielen eine wichtige Rolle in vielen Gebieten der Zahlentheorie
und Physik, z.B. in der Theorie der Siegelschen Modulformen, beim Studium
zentraler L-Werte und Ableitungen von L-Reihen getwisteter elliptischer Kur-

ven und in der String Theorie.

In [EZ85, §4 Hecke Operators, S.41] werden Hecke-Operatoren fiir Jacobifor-
men eingefithrt. Es wird gezeigt, dass der Raum der Jacobiformen eine Ba-

sis aus simultanen Hecke-Eigenformen besitzt. Ein weiteres Resultat ist, dass
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wenn eine Jacobiform ¢ vom Gewicht & und Index 1 eine Eigenfunktion fiir
alle Hecke-Operatoren ist, es eine Hecke-Eigenform im Raum der Modulformen
vom Gewicht 2k — 2 mit denselben Eigenwerten gibt [EZ85, Corollary 3, S.66].

Jacobiformen stehen in einem engem Zusammenhang mit Modulformen und
Siegelschen Modulformen. Eine Beziehung zwischen elliptischen Modulformen
vom Gewicht 2k—2 und Siegelschen Modulformen vom Gewicht & (mit £ € 2N)
wurde unabhéngig voneinander von H. Saito und N. Kurokawa [Kur78| be-
schrieben und von A. N. Andrianov [And79|, H. Maaf [Maa79| und D. Zagier
|Zag81| bewiesen: Bei numerischen Berechnungen von Eigenwerten von Hecke-
Operatoren der vollen Siegelschen Modulgruppe vermuteten H. Saito und N.
Kurokawa, dass es eine Abbildung gibt, die Modulformen vom Gewicht 2k — 2
und Index 1 auf Siegelsche Modulformen vom Gewicht k£ und Stufe 1 abbildet.
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus zwischen My, o und einem speziel-
len Unterraum des Raumes der Siegelschen Modulformen, der sogenannten
Spezialschar. Eisensteinreihen werden auf Eisensteinreihen, Spitzenformen auf

Spitzenformen und Hecke-Eigenformen auf Hecke-Eigenformen abgebildet.

Nach dem Beweis der Saito-Kurokawa-Vermutung entwickelten M. Eichler und
D. Zagier in [EZ85] systematisch die Theorie der Jacobiformen analog zur
Theorie der Modulformen. Neben grundlegenden Eigenschaften der Jacobifor-

men wird die folgende Komposition von Isomorphismen erlédutert:

Maafs Spezialschar C My, (Sp4(Z))

1
Jacobiformen vom Gewicht £ und Index 1
i
Kohnens ,,+“-Raum C Mk_%(F0(4))
1

Mog_o(SLo(Z)).
Der erste Isomorphismus bildet die Siegelsche Modulform

F(17)= i O (T, 2) exp(2mim7’) (2 € C, 7,7 € H, mit I(2)* < I(7)S(7))

m=0



auf ¢; ab. Der zweite Isomorphismus ist durch

Z c(n) 2T — Z Z c(4n — r?) exp(2mi(nt +r2))

n>0 n>0 7"2§4n
gegeben und der letzte Isomorphismus ist die Shimura-Korrespondenz [Shi87|
zwischen Modulformen ganzen und halbganzen Gewichts, so wie in [Koh80)|

geeignet modifiziert.

Aus der Theorie der Modulformen ist bekannt, dass einer Modulform f(7) =
Y nsoa(n)e(nt) € My formal eine L-Reihe L(f,s) = > an) jugeordnet

nZl ns

werden kann. Das bekannteste Beispiel einer L-Reihe ist die Riemannsche (-

Funktion

1 .
((s) = Z — fir R(s) > 1.
n>1
Die Funktion 72 I'(£) ((s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf die kom-
plexe Ebene, sie ist holomorph bis auf einfache Polstellen bei s =0 und s = 1

und invariant unter der Transformation s — 1 — s. Die Zetafunktion spielt in

der Theorie der Verteilung der Primzahlen eine wichtige Rolle, denn es gilt

~1
C(s) = H (1 - ls) fir R(s) > 1.
p prim p

Aus dieser Darstellung als Euler-Produkt folgt, dass die Zetafunktion fiir R(s) >
1 nicht verschwindet. Zusammen mit der Funktionalgleichung ergibt sich, dass
die Funktion ((s) auferhalb des kritischen Streifens {s € C | 0 < R(s) < 1}
nur in den Stellen —2, —4, —6, ... Nullstellen besitzt, die sog. trivialen Nullstel-
len. Die Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nicht-trivialen Nullstellen
auf der Geraden {s € C | R(s) = 1} liegen.

Betrachtet man die zu einer Spitzenform f € Sj assoziierte vervollstindigte
L-Reihe

L*(f,s) = (2m) " T(s) L(f, 5),

so liegen ihre nicht-trivialen Nullstellen im kritischen Streifen % < R(s) <
k1
2

lich auf der Geraden {s € C | R(s) = £}. In [Koh97] werden Hecke-Eigenformen

-2

und nach der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung sogar ausschlief-



f € Sk betrachtet und Nicht-Verschwindungsaussagen iiber die dazugehorigen

L-Funktionen im kritischen Streifen gezeigt.

Fiir Jacobiformen lassen sich ebenfalls L-Funktionen konstruieren. Ist ¢ € J;,°F

eine Jacobi-Spitzenform mit der Fourierentwicklung

Z Z (n,r) exp(2mi(nT +12))

= rE€Z
r2<4mn

und setzen wir ¢,.(D) := ¢(n,r) fiir D = 4mn — r? und 0 sonst, so kénnen wir

2m—1

0(r,2) = Y Jul7) Ouu(T,2)

pn=0
schreiben, wobei f, eine Potenzreihe der Form

o0

D .
fulT) = Z cu(D) exp (2mRT) mit 4 =0,1,...,2m — 1

D=1

und O,,, die Thetafunktion

Omu(T,2) = Y exp (m%T) e(rz)  (VueZ)

reZ
r=p (mod 2m)

ist. Diese Darstellung von ¢ wird Theta-Zerlegung genannt. Die zu ¢ dazuge-
horige L-Funktion ist durch

Ay (o, s) = ZCM(D) (2)8 mit p=0,1,...,2m—1

4m
D=1
gegeben (vgl. [Mar96]). Thre Vervollsténdigung
A;(QZ), s) = (2m) " I'(s) Au(9, 5) mit p=0,1,...,2m—1

erfiillt fiir 0 < 8 < 2m — 1 die 2m Funktionalgleichungen

. 2m—1
Aj(¢°, s) \/_ Z exp (ZWi%) A (¢C, k—s— %) ,

wobei wir fiir ¢ € J;7 ¢°(7, 2) = &(—7, —%) setzen (vgl. [Mar96]).




Wir werden in Kapitel 3 Hecke-Eigenformen ¢ € J;"" betrachten und analog
zu [Koh97| Nicht-Verschwindungsaussagen tiber die dazugehorigen L-Funktionen

in speziellen Werten zeigen.

Zuvor werden wir in Kapitel 1 einige Definitionen und Sétze aus [EZ85] reka-
pitulieren. Wir geben einen Uberblick iiber die Theorie der Jacobiformen und
erldutern einige Beispiele. Danach definieren wir das Petersson-Skalarprodukt
fiir Jacobiformen. Mit Hilfe der Theta-Zerlegung fiir Jacobiformen definieren
wir L-Reihen nach dem Vorbild von [Mar96]. Anschliefend geben wir das Ana-

logon zu Heckes Umkehrsatz fiir Jacobiformen aus [Mar96| wieder.

Kapitel 2 befasst sich mit der Jacobi-Spitzenform Qﬁg’; aus [Mar14|. Nachdem
die grundlegenden Eigenschaften dieser Funktion geklédrt werden, berechnen
wir ihr Skalarprodukt mit einer Jacobi-Spitzenform. Es zeigt sich, dass Qﬁo";
eine Kernfunktion zu den oben genannten L-Reihen ist. Danach berechnen wir

in Lemma 5 die Fourierkoeffizienten dieser Funktion.

Mit Hilfe der Fourierkoeffizienten und des Skalarprodukts der Funktion Qﬁo";
mit einer Jacobiform werden wir in Kapitel 3 Nicht-Verschwindungssétze fiir
spezielle Werte von L-Reihen zur Jacobi-Hecke-Eigenform ¢ zeigen (siehe Theo-
rem 2, Theorem 3 und dazugehorige Korollare). Die Vorgehensweise ist dhnlich
zur Methode aus [Koh97], zusétzlich erhalten wir eine Nicht-Verschwindungs-

aussage fiir die Fourierkoeffizienten von ¢.

In Kapitel 4 rekapitulieren wir einige wichtige Eigenschaften von elliptischen
Modulformen und Poincaré-Reihen. Danach betrachten wir die Funktion Qﬁgg,
die durch z = 0 zu einer gewohnlichen Modulform vom Gewicht k wird. An-
schliefend beschéftigen wir uns mit der Konstruktion von Jacobi-Spitzenformen.
Wir geben die Adjungierte der Einschriankung einer Jacobiform auf z = 0 be-
ziiglich des Skalarprodukts an und berechnen das Skalarprodukt von Qﬁgg(r, 0)

mit einer Spitzenform. Als Ergebnis erhalten wir eine Summe aus L-Reihen und

einen weiteren Beweis fiir das Hauptresultat aus [Marl4].






Kapitel 1
Jacobiformen

In den folgenden Abschnitten geben wir einen Einblick in die Theorie der
Jacobiformen. Zunéchst fithren wir die Jacobiformen und die Jacobigruppe
formal ein und geben anschliefsend wichtige Resultate aus [EZ85] wieder. Es
folgen einige Beispiele bevor dann néher auf das Petersson-Skalarprodukt und
die Fourierkoeffizienten von Jacobiformen eingegangen wird. Abschlieftend be-
trachten wir zu Jacobiformen assoziierte L-Funktionen und das Analogon zu

Heckes Umkehrsatz aus [Mar96].

1.1 Definition der Jacobiformen

D. Zagier motiviert in [Zag92| Jacobiformen folgendermafien: In der Theorie
der Modulformen werden Funktionen F auf Gittern A C C betrachtet, die
invariant unter Skalarmultiplikationen A — AA (A € C*) sind. Diese gehoren
mittels f(7) = F(Z7 + Z) zu Modulfunktionen. Da der Quotient C/A eine
elliptische Kurve ist, konnen wir F' (oder f) als Funktionen von elliptischen
Kurven auffassen. Es ist naheliegend diese zu Funktionen auf elliptischen Kur-
ven zu modifizieren, indem Funktionen ¢ betrachtet werden, die sowohl von A

als auch von einer Variablen z € C/A abhéngen. Die Gleichungen

SOAN2) = (A, 2), SN z+w)=¢(Az) (VA€ C*,weA)



gehoren mittels ¢(7, 2) = ¢(Z71 + Z, z) zu Funktionen ¢ auf H x C, die den
Gleichungen

ct+d et +d
und  @(7,z + It +m) = ¢(7, 2) (VIl,m e Z)

as(‘”“’, : )=¢<T,z> (V(21) € SLy(Z))

geniigen. Wir nennen holomorphe Funktionen ¢ auf H x C, die diese Glei-
chungen erfiillen, Jacobifunktionen. Nach dem Satz von Liouville kann es je-
doch keine nicht-triviale holomorphe Jacobifunktion geben, da jede holomor-
phe Funktion auf der komplexen Ebene, die invariant unter Transformationen
der Form z — z + w (Vw € A) ist, konstant sein muss.

Genau wie das Konzept der Modulfunktionen zu restriktiv war und zu dem
Konzept der Modulformen vom Gewicht k, mit Funktionen auf Gittern, bei
denen unter der Transformation A — AA der Faktor A=* hinzukommt, erwei-
tert werden musste, so erweitert man auch das Konzept der Jacobifunktionen
und fiigt passende Skalierungsfaktoren in die Definition ein. Da Jacobiformen
Funktionen in zwei Variablen sind, assoziieren wir zu ihnen zwei ganze Zahlen:
das Gewicht, das die Transformationseigenschaften der Funktion beziiglich der
Modulgruppe beschreibt und den Index, der das Transformationsverhalten der

elliptischen Variable beschreibt.

Definition 1. Wir definieren eine Jacobiform vom Gewicht k und Index m
(hier sind k und m natirliche Zahlen) auf der speziellen linearen Gruppe
SLy(Z) :={(2%) | a,b,c,d € Z, ad — bc = 1} als eine holomorphe Funktion

¢:HxC —C

in den Verinderlichen 7 € H = {7 € C | J(7) > 0} und z € C mit den

Transformationsformeln

o (228 ) = (er +d)fesp (2257 ) o) (¥(25) € SLu()),
o O(T,2 + AT+ ) = exp (=2mim(\*T + 2X2)) ¢(7, 2) (V(\ u) € Z?)

und der Fourierentwicklung

Z Z c(n,r)exp(2mi(nT 4+ rz)). (1.1)

n=0 7reZ
r2<4mn



Bemerkung 1.

1. Gilt sogar r* < 4mn, so heifit ¢ Jacobi-Spitzenform. Den dazugehdrigen

Raum bezeichnen wir mit J;r.

2. Fiir z =0 st die Funktion ¢ eine gewdhnliche Modulform vom Gewicht
k beziiglich SLy(7Z), denn sie besitzt die Fourierentwicklung ¢(1,0) =
Yo a(n) exp(2minT) mit a(n) = Y.y 0y, ¢(n,7) und erfillt fir

(ab) € SLy(Z) die Transformationsformel gb(‘gis, 0) = (c7 + d)*¢(1,0).

3. Setzen wir m = 0, so ist ¢ unabhdngig von z und wir erhalten eine

Modulform in einer Variablen.

Im Folgenden sind k£ und m stets natiirliche Zahlen. Aus Notationsgriinden
fithren wir die abkiirzenden Schreibweisen e(z) := exp(27miz), € (z) := e(mz)
und e,,(z) := e(z/m) mit m € N ein. Die Variable z ist in e(z) und €™(z) eine

komplexe Zahl. In e,,(z) ist z eine Variable aus Z/mZ.

Fiir spéatere Rechnungen mdéchten wir die Transformationsformeln fiir Jacobi-
formen in einer Gleichung zusammenfassen. Daher betrachten wir als nachstes

die Jacobigruppe und definieren den Strichoperator fiir Jacobiformen.

Sei G’ die reelle Jacobigruppe, also die Menge der Tripel h = [,Y,¢] mit
v € SLy(R), Y € R®und ¢ € S* := {w € C| |w| = 1} und der Multiplikation

hy-hy = [y, Y172+ Ya, Cl-Cg-e(det(Yizf))]'

Diese Gruppe operiert auf H x C fiir jedes h = [, Y, (] in G’ mit Komponenten
y=(2%) € SLy(R) und Y = (X p) € R? mittels

he(r,2) ;:(

at+b z+ AT+ p
ct+d  cer+d

) (r€H, z€C).

Fiir positive ganze Zahlen m, k setzen wir ji.,, : G/ x H x C — C

(2 + AT + p)?
cT +d

Jream(hy T, 2) i= ™ (e 4 d) Fe™ (_C + X217 + 2z + )\,u) :

Mit Hilfe dieser Abbildung definieren wir fiir meromorphe Funktionen ¢ : H x
C — C den Strichoperator

¢|k,m[h](77 Z) = jk’,m(h’Tv z) ¢(h ’ (7-7 Z)) (1'2)
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Das semi-direkte Produkt I = SLy(Z) x (Z? x {1}) stellt eine diskrete Un-
tergruppe von GY dar und spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Ja-
cobiformen. Aus Notationsgriinden lassen wir ab jetzt die 1 in der dritten

Komponente des Tripels aus.

Mit der Definition des Strichoperators (1.2) kénnen wir die beiden Transfor-

mationsgesetze der Jacobiformen in der Form

schreiben.

1.2 Eigenschaften von Jacobiformen

In diesem Abschnitt geben wir wichtige Eigenschaften der Jacobiformen wie-

der und erhalten einen Uberblick iiber die Theorie.

Sei ¢ eine Jacobiform vom Gewicht k£ und Index m. Verschwindet die Funktion
z — ¢(7, z) nicht auf ganz C, so hat sie (mit Vielfachheiten) genau 2m Null-
stellen in einem Fundamentalbereich von C/(Z7 & Z). Dies zeigt man durch
Integration von £ log(¢) um ein Fundamentalparallelogramm von C/(Z7 + Z)
(vgl. |[EZ85, Theorem 1.1, S.10]). Es folgt, dass es keine holomorphe Jacobi-
form von negativem Index m geben kann und eine Jacobiform vom Index 0

unabhéngig von z sein muss.

Eine Jacobiform ¢ kann insbesondere keine Nullstelle der Vielfachheit grofser
2m im Ursprung besitzen, so dass die ersten 2m + 1 Terme der Taylorentwick-

lung

O(7,2) = xo(T) + x1(7) 2 + xa2(7) 22 + . ..

die Funktion ¢ bereits bestimmen. Andererseits erhdlt man durch Differenzie-

ren von

o () =t (Z) ora) (el € SLa(@)

ct+d et +d et +d
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nach z und anschlieffendes Nullsetzen von z, dass o eine Modulform in 7 vom

2mim

Gewicht &, x; eine Modulform vom Gewicht k+1, xo — 5™ x; eine Modulform

vom Gewicht £ + 2 und allgemein

gy(T): Z (—27m'm)“(k—|—y—,u—2)! (1) (7_)

Xv—2
— Nyl K
05 (k+v—2)u!

eine Modulform vom Gewicht k + v, fiir ganze Zahlen v > 0, ist (vgl. [EZ85,
Theorem 3.2, S.32]).

Der Umstand, dass ¢ durch seine ersten 2m + 1 Taylorkoeffizienten bestimmt
wird, bedeutet, dass es eine injektive Abbildung vom Raum Jj ,,, der Jacobifor-
men vom Gewicht k und Index m in die direkte Summe M@ S 0®... D Skiom
fiir k£ gerade und in Sgy1 D Skis D ... D Skyom_1 fir k ungerade gibt.

Insbesondere ist J , endlich-dimensional mit Dimension

2m

dim(Jym) < dim(My) + Y dim(Sgy,)

v=1

(vgl. [EZ85, Theorem 1.1, S.10; Theorem 3.4, S.37]).

Die Funktion &, besitzt die Fourierentwicklung
&/(r) = (2mi)" > " ay(n) e(n7),
n=0

wobei ¢(n, r) die Fourierkoeffizienten der Funktion ¢ sind und die Koeffizienten
a,(n) durch

_ (k+v—p—2) (—mn)" rv—2m
a,(n) = TGZZ O§V (k+v—2)! 1l (v — 2! c(n,r)

r2<4mn

gegeben sind.

Der Ring J, . = EBkm Jim der Jacobiformen ist nicht endlich erzeugt (vgl.
|[EZ85, Theorem 8.5, S.99|). Erweitern wir den Raum J ,,, zu dem Raum j;“m
der ,,schwachen Jacobiformen®, der aus Funktionen ¢ : H x C — C besteht,
die die Transformationseigenschaften von Jacobiformen besitzen und deren

Fourierentwicklung ohne die Bedingung r? < 4mn auskommt, so ist jkm =

$10,1(7,2)

Di.m Jm der Ring aller Polynome in den vier Funktionen Ey(7), Eg(7), 28
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und %MT(T’Z) mit Gewicht 4, 6, —2 bzw. 0 und Index 0, 0, 1 bzw. 1, wobei
A(T) == e(T) [[22,(1 — e(r7))* ist (vgl. [EZ85, Theorem 9.4, S.111]) und die
Funktionen Ejy, Eg, ¢101 und ¢12; in Abschnitt 1.3.2 definiert werden. Insbe-

sondere ist A(7)™ ¢(7, z) fir jede Jacobiform von Index m ein Polynom in
E4(’7'), E()'(T), E471(7', Z) und E671<7', Z)

N.-P. Skoruppa zeigt in [Sko84|, dass es keine nicht-trivialen Jacobiformen
vom Gewicht 1 auf der projektiven speziellen linearen Gruppe PSLy(Z) gibt,
d.h. Jy,, = {0} fiir alle m.

Des Weiteren kénnen Hecke-Operatoren auf den Rédumen J , definiert (vgl.
|[EZ85, Theorem 4.1, S.41]) und ihre Spur berechnet werden (vgl. [Shi87]). Die-
se stehen in Beziehung zu den Spuren von Hecke-Operatoren auf den Radumen
von Modulformen vom Gewicht 2k — 2 und Level m. Mit Hilfe der Hecke-
Operatoren lassen sich Abbildungen von J,, in einen gewissen Unterraum
Mo_o(m) C May_o(I'g(m)) konstruieren, die kanonisch definiert und invari-
ant unter allen Hecke-Operatoren sind. Es stellt sich heraus, dass Jj, ,,, isomorph
zu dem Unterraum Moy _o(m) ist, dessen Hecke L-Reihen eine Funktionalglei-

chung mit einem Minuszeichen erfiillen (vgl. [Koh82|).

1.3 Beispiele

Als néchstes betrachten wir die Beispiele fiir Jacobiformen aus der Einleitung.

1.3.1 Thetareihen

Unser erstes Beispiel ist die Jacobi-Thetareihe. Von ihr stammt die Namens-

gebung der Jacobiformen.

Aus der Theorie der Modulformen ist uns die Thetareihe

zEA

mit 7 € H und einer positiv-definiten rational-wertigen quadratischen Form ()

auf einem Gitter A mit endlichen Rang bekannt. Diese Modulform findet viele
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Anwendungen in der Arithmetik, wie beispielsweise bei der Darstellbarkeit
natiirlicher Zahlen als Summe von Quadraten.

Die Jacobi-Thetareihe ist eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Thetareihe:
Ist Q(z) eine unimodulare positiv-definite quadratische Form auf einem Gitter
A von Rang 2k und B(z,y) die assoziierte Bilinearform mit Q(z) = 1 B(x, z),
so heifst fiir festes y € A die Reihe

@QyTZ Ze (x y) )

zEA
Jacobi-Thetareihe. Schrankt man die Jacobi-Thetareihe auf z = 0 ein, so er-

halt man die Thetareihe aus der Theorie der Modulformen. Diese Thetareihe

wird als ,, Thetanullwert” bezeichnet.

In [EZ85, Theorem 7.1, S.81| wird gezeigt, dass es sich bei der Jacobi-Thetareihe
O(7, z) um eine Jacobiform vom Gewicht & und Index m = Q(y) auf SLy(7Z)
handelt. Die Transformationseigenschaft

b 2
Ogy (a7’+ 7 i ):(CT—i—d)kem( ¢ )@Q’y(T,Z)

ct+d et +d ct +d

fir (¢%) € SLy(Z) wird mit Hilfe der Poissonsummationsformel gezeigt und

die Gleichung
OQu(T, 2 + AT + 1) = e™(=A2T + 2)2) O, (T, 2) (VA\,p€Z)

folgt mit der Substitution x — z + Ay direkt aus der Definition der Jacobi-
Thetareihe. Die Fourierentwicklung folgt ebenfalls aus der Definition und der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung B(z,y)? < 4Q(z) Q(y).

Bemerkung 2. Die Bedingung r*> < 4mn in der Fourierentwicklung von Jaco-
biformen wurde durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung B(z,y)* < Q(z) Q(y),
mit QQ, B, x,y aus der Definition der Jacobi-Thetareihe O, motiviert.
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1.3.2 Eisensteinreihen

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Eisensteinreihe

Epm(T,2) = Z 1g.m

YyETLNT

mit dem Strichoperator aus (1.2) und

P ={r €T 1kmb] =1} ={[E (1), 0 W], n € Z}.

Diese konnen wir auch in der Form

+b 2 cz?
E d)y~Fem (A28 2 -
k(7 2) Z ZCT+ < c7'+djL ctr+d cr+d

c,d€Z NEZL
(c,d):l

schreiben, wobei fiir jedes teilerfremde Paar (c,d) € Z? ganze Zahlen a,b ge-

wahlt werden, so dass ad — bc =1 gilt.

Die Reihe Ej,, konvergiert fir £ > 4 und stellt eine Jacobiform vom Ge-
wicht k£ und Index m dar. Thre Fourierkoeffizienten sind rationale Zahlen und
konnen in Termen der Funktion H(r,n) von Cohen dargestellt werden (vgl.
|[EZ85, Theorem 2.1, S.22]). Fiir m = 1 erhalten wir

By (T, 2) Z Z - 1_4;@_ ) e(nt) e(rz).

n=0 |r|<v/4n

Ein Vergleich dieser Koeffizienten mit den Fourierkoeffizienten von Eisenstein-
reihen in einer Variablen und halbganzen Gewichts lasst einen Zusammenhang
zwischen Jacobiformen von Index 1 und Modulformen halbganzen Gewichts

erkennen.

Durch Kombination von Eisensteinreihen kénnen wir weitere Beispiele fiir Ja-

cobiformen erhalten. Wir bezeichnen mit

Ei(r)= ). 1|k:%Z(CT+d)_k

~yETL\SL2(Z) ¢, d€Z
(c,d)=1

die Eisensteinreihen aus der Theorie der Modulformen. Hier ist |, der Stri-

choperator fir Modulformen und I7_ = {£({%)|n € Z} die Untergruppe
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von SLy(Z) mit Elementen v mit 1|, = 1, wobei 1 die konstante Funktion

bezeichnet. Die Funktionen

S10a(r.2) = £7 (Bs(r) Eua(r, ) = Ea(r) a7, 2),
S12(,2) = 7 (Ba(7) Bua(r, 2) = Bs(r) Eoa(r, )

sind ebenfalls Jacobi-Spitzenformen vom Gewicht 10 bzw. 12 und Index 1 (vgl.
|[EZ85, (17), S. 38]).

1.3.3 Weierstrafi-p-Funktion

Die Weierstrafs-p-Funktion

1 1 1
=3+ 3 (i)
w#0

ist eine meromorphe Jacobiform vom Gewicht 2 und Index 0. Sie kann als Quo-
tient zweier holomorpher Jacobiformen vom Gewicht 12 und 10 sowie Index 1
dargestellt werden: Mit den zuvor definierten Funktionen ¢192 und ¢2; gilt
(vgl. [EZ85, Theorem 3.6, S.39])

¢10,1(Ta Z) . 3

¢12,1(7'7 Z) w2 .
1.3.4 Fourierkoeffizienten von Siegelschen Modulformen

Abschliefsend betrachten wir Siegelsche Modulformen. Die Siegelsche obere
Halbebene vom Grad n ist definiert als die Menge H,, komplexer, symme-

trischer n x n-Matrizen Z mit positiv-definitem Imaginéarteil.

Sei Jo, = (f}n _é” ), wobei I,, die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet. Die Gruppe

Spon(R) = {M € My, (R) | M Jop, M* = Jp,,}
={(45)|A B,C,D e M,(R),
AB'= BA', CD'= DC', AD' — BC"' = I,,}

operiert auf H,, via

(AB).Z =(AZ+ B)(CZ+ D).
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Definition 2. Fine Siegelsche Modulform vom Grad n und Gewicht k beziig-
lich der wvollen Siegelschen Modulgruppe Ty, = Spa,(Z) ist eine holomorphe
Funktion F : H, — C, die fir alle Z € H,, und M = (4 5) € I, die Glei-

chung
F(M - Z)=det(CZ + D)* F(Z)
erfillt und beschrdankt in'Y > Yy, fir jedes Yo > 0, ist.

Wir bezeichnen mit M(T',) den C-Vektorraum der Siegelschen Modulfor-
men vom Grad n und Gewicht k. Ist F' € My(T',,), dann besitzt F' eine Fou-

rierentwicklung der Form

ZA e(sp(T2)),

T>0

wobei iiber positiv-semidefinite semi-ganzzahlige (d.h. 2¢;;,t; € Z) n X n-

Matrizen 7" summiert wird.

Bemerkung 3. Fir n > 2 folgt die Beschrinktheit in Definition 2 aus der
Holomorphie und dem Transformationsverhalten der Siegelschen Modulformen

(Koecher-Prinzip).

T Z

Fiir n = 2 kénnen wir Z in der Form (] 2) mit 7,7/ € H, z € C, so dass

3(2)% < S(7)S(7) gilt, und F(7,2,7") := F(Z) schreiben. Wir schreiben T' =
(7%),W0belnrmEZm1tnm>0 r? < 4mn und A(n,r,m) = A(T).
Dann ist die Fourierentwicklung der Funktion F' gegeben durch
F(r,z,7) = Z A(n,r,m)e(nt +rz +mt').
n,r,mez

n,m,dmn—r2>0

Schreiben wir die Fourierentwicklung in der Form

F(r,z,7) Zgmez mT'),

S0 18t ¢y, (7, 2) eine Jacobiform vom Gewicht k& und Index m (vgl. [EZ85, Theo-
rem 6.1, S.73]).
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1.4 Petersson-Skalarprodukt

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Petersson-Skalarprodukt zweier Ja-

cobiformen.

Wir schreiben fiir 7 € H, z € C
T=u+w (u,veR v>0), z=x+1y (zr,y€R)
und definieren ein Volumenelement dV" auf H x C durch
dV = v 3dx dy du dv.
Dieses Volumenelement ist invariant unter der Aktion von G auf H x C.

Beweis. Wir schreiben dV (7, 2) := v™3 dx dy du dv mit 7 = u+iv und z = x+1y
(x, y, u, v € R, v > 0). Zu zeigen ist

atr+b =z B ab 2
dV <m,c7_+d) —dV(T,Z) (v(cd) c SLQ(R), ()\ ,LL) ER ) .

Zunéchst bemerken wir, dass

dzdz = (dx + idy)(dx — idy) = —idx dy + i dy dx = —2idx dy,
dr dT = (du + i dv)(du — i dv) = =2idudv

und somit
1
dv(r,z) = 1 (1) dzdz dr dT
gilt. Auferdem ist

o (a7+b> . ((m+b)m> S

cr+d ler + d|? o er +df?

Insgesamt erhalten wir
ar+b =z 1 S(r)? 1 o
%4 =——- - - dzdzdrd
(cr+d’cr+d) 4 Jer+d|=0 |er +d|° sazdrar
=v 3 drdydudv = dV(T,z).

Somit haben wir gezeigt, dass das oben definierte Volumenelement invariant
unter der Aktion von G auf H x C ist. [ |



18

Sind ¢ und ¢ Jacobiformen vom Gewicht k£ und Index m, so kann gezeigt

werden, dass der Ausdruck

2
k — 4dTmmy

vie v (T, 2) (T, 2)

invariant unter I'’ ist. Daher konnen wir das Petersson-Skalarprodukt durch

_ 47rmy2

(¢, ) = /FJ\H Cvke v (1, 2) (T, 2) dV (1.3)

mit 7 = u + 1, 2 = x + iy und dV = v 3 dw dy dudv definieren. Dieses Ska-
larprodukt ist wohldefiniert und endlich fiir ¢, € Ji,,, wenn ¢ oder ¢ eine
Spitzenform ist (vgl. [EZ85, Theorem 2.5, S.28]).

1.5 Theta-Zerlegung einer Jacobiform

Seien k£ und m von nun an feste positive ganze Zahlen.

Wir wissen bereits, dass jede Funktion ¢ € J;;'* eine Fourierentwicklung der
Form (1.1) besitzt. Fiir die Koeffizienten ¢(n,r) gilt der folgende Satz (vgl.
|[EZ85, Theorem 2.2, S.23]).

Satz 1. Sei ¢ eine Jacobiform vom Gewicht k und Index m mit der Fourier-

entwicklung

Z Z c(n,r)e(nt)e(rz).

= reZ
r2<4mn

Dann hingt c(n,r) nur von 4mn — r? und r (mod 2m) ab.

Beweis. Es gilt aufgrund des Transformationsverhaltens von Jacobiformen

Z Z c(n,r)e(nt)e(rz) = ¢(1,2) = e™ (N1 + 2X2)d(T, 2 + AT + p)
n= reZ
r2<4mn

o)
0

= e(N*m7)e(2Amz) E E c(n,r)e(nt)e(rz + Arr)
n=0 reZ
r2<4dmn
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also c¢(n,r) = c(n + A\r + A?m,r + 2Am) fiir alle A € Z. Demnach gilt ¢(n,r) =

c(n’,7") genau dann, wenn v’ = r (mod 2m) und 4mn’ —r? = 4mn —r?. W

Bemerkung 4. Fir gerades k und m =1 oder m prim hdingen die Fourierko-
effizienten c(n,r) der Jacobiform ¢ € Jy ., nur von 4mn—r? ab. Fir ungerades

k und m = 1 verschwindet die Jacobiform ¢ (vgl. [EZ85, Theorem 2.1, S.25]).

Definieren wir D := 4mn — r? und c.(D) := c(n,r) fiir alle n,r € Z, so
erhalten wir ¢, (D) = ¢(D), wenn r = ' (mod 2m). Dies motiviert uns die

2m Potenzreihen

= D
T) = ZC#(D)Q (RT> fir u=0,1,...,2m—1 (1.4)

D=1
zu betrachten. Eine Jacobi-Spitzenform ¢ € J.*? kann mit der Thetafunktion

2

Opu(rz) = Y 6(4LT> e(rz)  (Yuez).

m
reZ
r=p (mod 2m)

und der Potenzreihe f, durch

Z Z T)e(rz)

n=0 TEZ
r2<dmn

2%:1 S Y D) (D+r 7‘) e(r2) (1.5)

#=0 r=p (2m) D>0
2m—1

qu muTZ)

dargestellt werden. Diese Darstellung wird Theta-Zerlegung von ¢ genannt
(vgl. [EZ85, S.58]). Sind die 2m-Tupel (f,), mod2m) von Funktionen einer Va-

riablen bekannt, so ist es auch die Funktion ¢.

Umgekehrt sehen wir, dass fiir gegebene Funktionen f, wie in (1.4) mit ¢, (D) =
0 fir D # —p? (mod 4m) (u = 0,1,...,2m — 1) durch (1.5) die Funktion ¢
(mit Fourierkoeffizienten c(n,r) = c,(4mn — 1?), ¢y(D) = c,(D) fir p/ = p
(mod 2m)) bestimmt wird.

Diese Funktion verhélt sich beziiglich z — z + A7 + u (A, u € Z) wie eine Ja-

cobiform und erfiillt die entsprechende Bedingung in unendlich. Damit ¢ eine
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Jacobiform ist, muss das Transformationsverhalten beziiglich SLs(Z) gezeigt
werden. Da die Thetafunktionen ©,,, Gewicht % und Index m haben und ¢
Gewicht k& und Index m besitzt, ist nach (1.5) f,, eine Modulform vom Gewicht
koL

Um ihr genaues Transformationsverhalten zu bestimmen, geniigt es die Erzeu-
ger (§1) und (9 ') von SLy(Z) zu betrachten:

Fiir den Ersten gilt aufgrund der Invarianz der Reihe (1.5) unter 7 — 7+ 1

Opu(T+1,2) = e4m(u2)@m7u(7, z) und f,(r+1)= e4m(—,u2)fu(7').

Fiir den Zweiten folgt mit der Poissonsummationsformel

1 z T m 22
O (—;,;): 2mi ¢ (—) 2 Omr2)

v (mod 2m)

der Transformationsformel von ¢ unter (7, z) — (=%, 2) und (1.5)

(D)=t T e i)

v (mod 2m)

Wir haben somit den folgenden Satz (vgl. [EZ85, Theorem 5.1, S.59|) gezeigt.

Satz 2. Durch die Funktion

2m—1

A1, 2) = D ful7) Opp(7, 2)

u=0
erhalten wir einen Isomorphismus zwischen dem Raum der Jacobiformen vom

Gewicht k und Index m und dem Raum der vektorwertigen Modulformen (f,), 2m)

vom Gewicht k — % auf SLo(Z), die die Transformationsformeln
fu(T+1) = egm(— (1),
(—-) \/—T : z am(10) £,(7)
v (mod 2m)

erfiillen und fir (1) — oo beschrinkt sind.

Im néchsten Abschnitt werden wir Jacobiformen L-Reihen zuordnen. Damit
diese wohldefiniert sind, zeigen wir als néchstes, dass die Fourierkoeffizienten

einer Jacobiform beschrankt sind.
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Bemerkung 5. Nach [BB90, S.24] kénnen die Fourierkoeffizienten c(n,r)

einer Jacobi-Spitzenform ¢ € J.77 durch
le(n, )| < |D|§ mit D := 4mn — r* (1.6)
abgeschdtzt werden.
Das folgende Lemma ist eine Verscharfung dieses Resultats.

Lemma 1. Sei k > 3 und ¢ € Jy., eine Jacobiform mit Fourierkoeffizienten

c(n,r). Setze D := 4mn — r?. Dann gilt fir D > 0
c(n,r) < |D|F2.

Ist g € Jy.)F eine Jacobi-Spitzenform, so gilt

Beweis. Die Behauptung fiir eine Jacobi-Spitzenform ¢ € JF wird in Pro-
position 1 aus [BK93| gezeigt. Ist ¢ € Ji,, eine Jacobiform, so kénnen wir
¢ als eine Summe von Jacobi-Spitzenformen und eine Linearkombination aus
Eisensteinreihen schreiben (vgl. [EZ85, Theorem 2.4, S.25]). Die Behauptung
fiir die Fourierkoeffizienten folgt dann aus der expliziten Berechnung der Fou-

rierkoeffizienten dieser Eisensteinreihen. [ |

Zusammen mit dem folgenden Lemma aus [Mar96| erhalten wir, dass die

Theta-Zerlegung nicht nur eine formale Beziehung darstellt.

Lemma 2. Seim eine positive ganze Zahl und {c,,(D)} fir u=0,1,...,2m—1
und D > 0 eine Folge in C mit ¢, (D) = 0 fir D + p* # 0 (mod 4m). Seien
Ju(T), Om (7, 2) und ¢(1,2) die oben definierten Potenzreihen in e(T) und
e(z). Falls ¢, (D) = O(D") fiir ein v > 0 gilt, so konvergiert jede der Reihen
fu(T) (bzw. @(T,2)) absolut und gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge
von H (bzw. H x C). Insbesondere definieren sie holomorphe Funktionen auf H

(bzw. H x C). Auflerdem gilt fir 7 =z + iy und z = pr+q mit x, y, p, ¢ € R
m 3 ”
Ju(T) O (1, 2) €™ (pz) = O <y 2> fir y—0,

(7) = es0) B )" p2) =0 (e (1)) Jir o0

4m
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und folglich

o(7,2) e (pz) = O (y‘”‘%) fiir y — 0,

<¢(7, 2) - QSI 0(0) O (7, z)) e (pz) = O (e <%)> fiir y — oo,

p=0
Beweis. Den Beweis entnehmen wir [Mar96, Lemma 3, S.186].
Da v > 0, gilt (vgl. [AS65, 6.1.2])

D! Dv+1 —v—1\!
r 1) = i = lim (=1)"PD" .
+1) Do (V+ ) +2)--(v+1+D) A (=1) ( D )

Es gibt also eine Konstante K’ > 0, so dass fir D =0,1,2,...

-1
D’ <K (-1)P( "
<w 1775
gilt. Wegen ¢,(D) = O(D") fir D — oo folgt mit einer Konstanten L € R
-v—1

\cH(D)\gL(—l)D( D ) D=0,1,2,...

Sei 7 = x+1iy, z = pr+qmit x,y,p,q € R. Dann gilt fir x € {0,1,...,2m—1}

")l Y lew(D)e(nr)e(rz)]
r=u (mod 2m)
D=4mn—r2>0

g () ()T (g )

Die innere Summe konvergiert zu einer positiven reellen Zahl kleiner gleich
(2my)~2 (vgl. [GR14, 3.323, 2|). Deswegen erhalten wir fiir 7 € H, z € C

el Y laDemera < e (1o () g

r=p (mod 2m)
D=4mn—r2>0

Folglich ist f,,(7)Op, (T, 2) (und daher ¢(7,z)) absolut und gleichméfig kon-

vergent auf jeder kompakten Teilmenge von H x C. Ein &hnlicher Beweis zeigt,

dass die Reihe f,(7) absolut und gleichméfig konvergent auf kompakten Teil-

mengen von H ist.

Da fiir y — oo die Gleichung
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gilt, erhalten wir mit (1.7)

fu(r)O(7,2) €™ (pz) = O (y‘”‘%) fiir y — oo.

Die rechte Seite von (1.7) geht fiir y — oo gegen 0, also ist

€™ (pz) fu(T) @m,M(T’ z)|

fiir y — oo beschrankt.

Durch dasselbe Argument erhalten wir, dass

e (pz) (DZ:O cu(D+1)e (%ﬂ) (T, 2)

fiir y — oo beschrankt ist.

Es folgt
7) = 0D Onylr 2 () = 0 (¢ ((L ) fir yr o0
und somit die Behauptung. [

Abschliefsend mochten wir eine alternative Darstellungsform des Skalarpro-
dukts zweier Jacobiformen mit Hilfe der Theta-Zerlegung angeben und einen
Zusammenhang zu vektorwertigen Modulformen halbganzen Gewichts aufzei-
gen. Wir nennen eine Modulform A vom Gewicht k — % vektorwertig, wenn der
Vektor A(7) = (hy)u(mod 2m) die Bedingung h(M7) = (et 4 d)*2U (M) h(T)
fir alle M = (2%) € SLy(Z) erfiillt, wobei U(M) = (U,,(M)) eine gewisse
2m x 2m-Matrix darstellt (vgl. [EZ85, S.59]).

Seien ¢, ¢ € J;|W zwei Jacobiformen vom Gewicht k und Index m mit den

Theta-Zerlegungen

(b(T? Z) = Z h,u(T) Gm,u(7_7 Z)’

w (mod 2m)

()= Y gulT) Omu(r,2).

w (mod 2m)

Dann erhalten wir fiir das Skalarprodukt von ¢ und ¢

1
h k=3 du dv
<¢ w> \/_ SLo(Z Z

w (mod 2m)
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mit 7 = u+ v (vgl. [EZ85, Theorem 5.3, S.61|). Das Petersson-Skalarprodukt
(1.3) fiir zwei Jacobiformen ¢, 1) entspricht also, bis auf eine Konstante, dem
Petersson-Skalarprodukt fiir vektorwertige Modulformen (h,,),, (g,), vom Ge-

wicht k& — %

1.6 L-Reihen und Heckes Umkehrsatz fir

Jacobiformen

In der Theorie der Modulformen erhalten wir die zu einer Spitzenform f € S

mit Fourierkoeffizienten as(n) assoziierte L-Funktion fiir R(s) > 4 durch
L(f,s) = Zaf(n) n-°.
n>1

Die vervollstandigte L-Funktion

L¥(f,s) = (2m) " D(s) L(f, s)

ist auf die gesamte komplexe Ebene holomorph fortsetzbar und erfiillt die

Funktionalgleichung

L*(f,s) = (=1)2 L*(f,k — s).

Nach Heckes Umkehrsatz stellt die Fourierreihe -, af(n)e(n7) genau dann
eine Spitzenform f € Sy dar, wenn L*(f, s) eine analytische Fortsetzung auf die
gesamte komplexe Ebene besitzt, diese Fortsetzung auf jedem vertikalen Strei-
fen beschrinkt ist und die Funktionalgleichung L*(f,s) = (—1)2 L*(f, k — )
erfiillt.

Fiir Jacobiformen erhalten wir ein dhnliches Resultat. Zunéchst ordnen wir
Jacobiformen L-Reihen zu und geben anschliefsend das Analogon zu Heckes
Umbkehrsatz aus [Mar96, Corollary 6, S.192| wieder.
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1.6.1 L-Funktionen zu Jacobiformen

Die Theta-Zerlegung (1.5) erméglicht es uns Jacobi-Spitzenformen L-Funktionen

zuzuordnen.

Sei ¢(7,2) = Zizal Ju(T) O (7, 2) mit f, und O,,, aus (1.5). Sei weiter-
hin g € Z mit 0 < p < 2m — 1. Die zu einer Jacobi-Spitzenform assoziierte
L-Funktion ist durch

Nu(d,8) = (4m)* Y e (D)D"

gegeben. Die vervollstandigte L-Funktion erhalten wir durch

AZ(gzﬁ, s):

(2m) T (s)Au(f; 5)- (1.8)

Aufgrund der Abschéitzung der Fourierkoeffizienten in (1.6) ist jede dieser Rei-
hen auf kompakten Teilmengen der komplexen Halbebene mit R(s) > g +1

gleichméfig konvergent.

1.6.2 Analogon zu Heckes Umkehrsatz

Nachdem wir L-Funktionen fiir Jacobiformen definiert haben, kénnen wir das
Hauptresultat aus [Mar96| wiedergeben. Der nachfolgende Satz stellt das Ana-

logon zu Heckes Umkehrsatz dar.

Satz 3. Seien k und m positive ganze Zahlen und sei ¢(7, z) eine holomorphe
Funktion auf H x C fir die gilt:

e Die Funktion ¢(t,z) ist durch die Reihe

o(r,2) = D clnr)e(nr)e(rz)
n,reZ
4mn—r2>0
darstellbar. Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmaf$ig auf jeder

kompakten Teilmenge von H x C.

e FEs existiert eine reelle Zahl v > 0, so dass

o(r,z) e (pz) = O (y™") fir y—0,

wobei p, q, x, y € R durch z = pr + q, T = x + 1y bestimmt sind.
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o [Fiir jede ganze Zahl \ gilt

c(n,r) = c(n+ Ar + Nm, r +2mM).

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Die Funktion ¢(T, z) ist eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht k und In-

dex m auf I'7.

2. Jede Reihe AZ(gzﬁ, s), 0 < p < 2m — 1 kann analytisch zu einer auf der
gesamten s-Ebene holomorphen Funktion fortgesetzt werden. Diese Fort-
setzungen sind auf vertikalen Streifen beschrinkt und geniigen den 2m

Funktionalgleichungen

A ) = 2%:1 ( MB)A*(gbk—s—l) 0<B<2m—1
B 7 \/— o ) 2 ) = = .

Bemerkung 6. Die Beweisfiihrung dhnelt sehr der des klassischen Hecke Um-
kehrsatzes fiir elliptische Spitzenformen und hdngt somit stark von der Exis-
tenz eines Operators, der die Potenzreihe ¢(e(T),e(2)) auf die verschiedenen
Dirichletreihen A, (¢, s) abbildet, ab. Im Falle der elliptischen Modulformen
wird diese Rolle durch einen einfachen Integraloperator erfillt, der Mellin-
Transformierten. Bei Jacobiformen von Indexr m benutzen wir 2m Doppel-

Integraloperatoren.

Beweis. Wir geben im Folgenden den Beweis aus [Mar96, Proposition 4, S.188|
wieder.

Sei zunéchst ¢ eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht k& und Index m, die die
drei Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Zu zeigen ist dann, dass die 2m Reihen
A5 (o, 5) (0 < p < 2m —1) auf der ganzen s-Ebene analytisch zu holomorphen
Funktionen fortgesetzt werden kénnen und die Fortsetzungen auf vertikalen

Streifen beschriankt sind und den 2m Funktionalgleichungen

A s) = 2m21 < “5>A*(¢k—s—1> 0<B<2m—1
B ? \/_ “w ) 2 5 ~ ~

geniigen.
Sei € {0,1,...,2m — 1}. Wir betrachten das Integral

1
Iy = — ) em “2dpd
3 /0 /Ofb(zy,pzy om ) € (p™iy) y° 2dp dy
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mit reellen Zahlen y und p, die durch 7 = x + iy, z = p7 + ¢ (x,y,p,q € R)

gegeben sind. Mit der Potenzreihendarstellung von ¢(7, z) bekommen wir

S
],8:/0 /0 Zc(n,r) 6((n+pr)iy)e(_%) e (Piy) ys_%dpdy,

Setzen wir p = p+ 5= und beachten wir, dass ¢,(D) = ¢(n,r) fir D = 4mn—r?

gilt, so folgt

* Br Yam ([ D\ . sl oo
L= ZMW(‘% e ) ) vy
D,r 2m

3. (‘2%) S (D) /O ¢ (%zy) vt [ e dpay,

pn=0 00

Das innere Integral wird zu (2my)~2 (vgl. [GR14, 3.323, 2]). Somit erhalten

WIr

12m—1 ] 00 D
b=t e (<58 ) e [Ce () vty

n=0 D=1
2m—1 00
_ 1 Bu ™\ cu(D)
= (2m) (‘%) (3m) T2
'u,:(] D=1

fir R(s) > 0. Also gilt
2m—1 6
Vom - Ig = Z e (__u) AL (,5), mit R(s) > 0. (1.9)
u=0

Als néichstes teilen wir das Integral I in zwei Integrale I und Ij auf:

1 1
. . B 2. _1
I, oy - m s 2d d
5 /O/ch(@y, piy =5 | e (p*iy) y* 2dp dy,

1
I = — =) em S“3dpdy.
3 /1 /ch(@y,p%y om | € (p™iy) y* 2dpdy

Aufgrund von ¢(7, z)e™(pz) = O(e(iy/4m)) fiir y — oo und da das Integral

00 Zy o-_% B
/0 e<4m)y dy, o =R(s)

konvergiert, folgt, dass das Integral I absolut und gleichméfig auf jedem verti-
kalen Streifen der s-Ebene konvergiert. Also stellt I3 eine holomorphe Funktion

in s auf der komplexen Ebene dar.
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1

Substituieren wir in Ij die Variable y mit =" und verwenden, dass fiir eine

Jacobiform die Transformationsformel

se=rie(2)o(-42)

gilt, so folgt

ne o) e ()t
A R O

Dieses Integral ist ebenfalls auf jedem vertikalen Streifen der s-Ebene absolut
und gleichméfig konvergent (verwende ¢(7, z)e™(pz) = O(e(ig/4m) fir § —
oo mit 7 = T + iy, 2 = pr + §). Also ist das Integral I eine holomorphe
Funktion in s auf der komplexen Ebene.

Somit stellt I3 eine ganze Funktion in s dar, die beschréankt auf jedem vertikalen
Streifen ist. Da fiir 5 € {0,1,...,2m — 1} die Gleichung

2m—1

J_Z( )I—QmAﬁ(¢,)

gilt, ist A%(¢,s) fiir 8 =0,1,...,2m — 1 eine holomorphe Funktion in s auf C

und auf jedem vertikalen Streifen beschrankt.

Als néchstes moéchten wir die Funktionalgleichung zeigen. Der Variablentausch

g=vy tin [ 5 mit dem Transformationsverhalten der Funktion ¢ unter 7 — —%

und z — f liefert

n=f [ (—ﬁﬁp%%%ﬁsw@
—Z// ( ——Zy p) <%p+fz y) b2 dp di.

Mit der Reihendarstellung von ¢(7, z) und der gleichméfigen Konvergenz er-



29

halten wir fiir R(s) < k — %

Ig = / / ( ,——Zy p) (%Nf—;iy) Y 2 dpdy
:ik/o Zc(n,r)e(m'y)e (—%zy) e <%zy) Yy /016(5])—7"]9) dpdy
=i A} <¢,k—s—%).

Zusammen mit (1.9) und der Holomorphie von A%(¢, s) folgt die Funktional-
gleichung und somit die erste Implikation des Satzes.

Fiir die Riickrichtung betrachten wir die Theta-Zerlegung der Funktion ¢

3(7,2) = D ful™) Opu(7, 2)
n=0
mit
_S e (2 d e - -
T) = DXZ:ch( e (RT) un mop(T,2) = é e (RT) e(rz).
r=u (mod 2m)

Benutzen wir die Funktionalgleichung der Thetafunktion (vgl. [EZ85, (8), S.59])

1 2 T m 22
0ns (1:3) =\ (5) Z emlcmiBnair

v (mod 2m)

und zeigen wir, dass

2m—1

fulr) = @mi)"zr7+2 e (—6—’“‘) fs (—%) fir 0 < p<2m—1

o(r,2) =7 em (_Z;> 5 (_;;)

und somit die Behauptung.

gilt, so folgt
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Da f,(r) fir 0 < p < 2m — 1 eine holomorphe Funktion auf H ist, geniigt
es die Gleichung fiir 7 € {iy| y € R, y > 0} zu beweisen.

Sei € {0,1,...,2m — 1}, dann ist mit der inversen Mellin-Transformierten
der Exponentialfunktion (vgl. [ET54, 6.3 (1)])

i =Y cule (i)

1
1 D\ °
D) — T 2my— d
6D) g [ LT (2r ) a

= — y P AL(o,8)ds
R(s)=c

i

NE

i
~ I

DN
|
~

fiir a > 0. Wobei die Vertauschung der Integration und Summation aufgrund
der absoluten gleichméfigen Konvergenz gerechtfertigt ist.
Sei nun o’ € R fest. Da A} (¢, s) eine ganze Funktion ist und [y~*A7 (¢, s)| — 0

gleichméfig auf vertikalen Streifen fiir I(s) — oo konvergiert, erhalten wir

1
fM . = o _SAZ gba ds.
i) =57 [ VN ds

21

Mit den 2m Funktionalgleichungen (0 < g < 2m — 1)

s B e

und dem Variablentausch t =k — s — = bekommen wir
N A o (—@> o | ' Ny(6.1) di
g Vm 5=0 2m /) 2m R(t)=k—3—a’ e

Wihlen wir o/ so, dass k — % —a' > v+ 1 gilt, so folgt mit der absoluten

gleichméfigen Konvergenz und der inversen Mellin-Transformierten

. Z._k - 2m—1 0 1 Dr —t
GNP ( ) S5 Loy () IO

\/_

B=0

-k . 2m—1 ﬁ,u 1
— —k+35 _ _ -
~ Vo' ;_%( ) 1)
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mit y € R, y > 0. Wir haben damit
2m—1 B
fulr) = 2mi) 272 Y e ( ”) s ( ) fiir 0 < pu < 2m —1
=0 2

gezeigt und die Behauptung bewiesen. [ |

1.6.3 Funktionalgleichung der L-Reihen

Fiir beliebiges ¢ € Ji'¥ setzen wir ¢°(7,z) = ¢(—7,—Z). Dann ist ¢° eine
Jacobi-Spitzenform, die die Reihendarstellung (1.4), mit Koeffizienten ¢, (D)
statt ¢, (D), besitzt.

Das nachfolgende Lemma ist eine direkte Folgerung aus Satz 3 und trifft ei-
ne Aussage iiber die 2m Funktionalgleichungen von Aj(¢¢, s). Diese werden in
Kapitel 3 im Beweis iiber das Nicht-Verschwinden der Funktionen A} (¢°, s — %)
(0 < a < 2m — 1) eine wichtige Rolle spielen.

cusp

Lemma 3. Seien k und m positive ganze Zahlen mit k > 9 und ¢ € Ji .=
Dann besitzt jede vervollstindigte Dirichletreihe Aj(¢,s), mit 0 < p <2m—1,
eine analytische Fortsetzung auf die gesamte komplexe Ebene. Diese Fortset-

zungen gentgen den 2m Funktionalgleichungen

. 2m—1
A5 (¢, 5) \/_Z ( )AZ(qﬁc,k—s—%), 0<p3<2m-—1.
(1.10)

Bemerkung 7. In der Theorie der Modulformen gibt es zwei Maglichkeiten die
vervollstandigte L-Reihe L*(¢,s) aus der Fourierreihe ¢ zu erhalten: mit der
Mellin-Transformierten oder mit Hilfe einer Kernfunktion (vgl. [Koh97, Lem-
ma 1, S.184]). Fiir Jacobiformen haben wir in Satz 8 die Funktionalgleichung
fuir AZ(¢, s) mit Hilfe der Mellin-Transformierten gezeigt. Alternativ erhalten
wir die Funktionalgleichung (1.10) mit Hilfe der Kernfunktion Q"(7,z) aus
[Mar1}, Theorem 1.1, S.69].

Wir werden in Lemma 4 des ndchsten Kapitels das Skalarprodukt der Kern-
funktion Q

tionsverhalten der Thetafunktion ©,, (T, z) unter (9 '), das Konvergenzver-

", mit einer Jacobi-Spitzenform berechnen. Wird das Transforma-
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halten der Funktion Qﬁoms und die Gleichung

Qb (7, 2) V_Mer ( ~ QWZ__le <_26_nli) O, z))

n=0

[M,0,0]

k,m

aus (2.4) genutzt, so erhdlt man fir s € C mit =2 < R(s) <k —1
ks b —3

7;— ( 4 ) ( 2> A—,uo (d)c’s_l) .

2672 /mI (k — s)I'(s — 3) 2

Aus dem Vergleich dieser Darstellung mit dem Skalarprodukt aus Lemma 4
folgt (1.10).

(k) =

Ho,8?




Kapitel 2
Kernfunktion fur Jacobiformen

In diesem Kapitel studieren wir die Jacobi-Spitzenform Qfm”’; aus [Marl4].
Zunachst geben wir die Definition und wichtige Eigenschaften der Funkti-
on wieder. Anschlieffend berechnen wir das Skalarprodukt mit einer Jacobi-
Spitzenform und folgern, dass QZO’”S eine Kernfunktion ist. Danach berechnen

wir die Fourierkoeffizienten der Funktion Qﬁoms

2.1 Definition der Funktion

Fiir komplexe Zahlen z und s mit z # 0 setzen wir z° = exp(slogz) mit
logz = log|z| + iargz und —7 < argz < w. Wir schreiben s = o + it mit
o =R(s) und t = I(s).

Definition 3. Sei H’ := {Id} x Z x {0} C 'Y, pop € Z, m € N und s € C.

Wir definieren
_ p0y2
q)ﬂo,s(ﬂ Z) =7 %™ (——(Z Qm) ) .

T

Die Gruppe H” liegt im Stabilisator von ®,, (7, z) in T7.
Sei weiter |, der in (1.2) definierte Strichoperator fiir Jacobiformen. Die
Funktion QF™ qus [Mar1}] ist gegeben durch

Ho,S
QEm(r2) = D CuyalialBl(T 2). (2.1)

heHI\I'Y

Bemerkung 8. In [Mar14, Proposition 3.4, S. 74] wird gezeigt, dass die Reihe
Qbm (7 2) fiirk > 6, u0 € Z und s € C mit 1 < R(s) < k — 3 auf jeder

Ho,s

33
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kompakten Teilmenge von H x C absolut gleichmdf$ig konvergiert. Auflerdem

stellt Q™ (1, 2) fiir solche s eine holomorphe Funktion auf H x C dar und es

Ho,S
gilt Q€ Jem (vgl. [Mar1{, Proposition 4.1, S.78]).

Bemerkung 9. Die Menge {[Id,0,v][M,0,0] | M € SLy(Z), v € Z} C T’/
ist ein vollstindiges, minimales Reprisentantensystem von H'\I'Y. Verwenden
wir die Definition der Multiplikation auf der Jacobigruppe, so stellen wir fest,
dass das Reprisentantensystem von H'\T'Y durch die Tupel ((¢5), (ve, vd))
gegeben ist, mit v,a,b,c,d € Z, so dass ad — bc =1 gilt.

2.2 Skalarprodukt mit einer Jacobi-Spitzenform

Nachdem wir die Funktion beg'”; naher betrachtet haben, beschaftigen wir uns
als néchstes mit ihrem Skalarprodukt mit einer Jacobi-Spitzenform ¢ € J ,ifjflp .

Das folgende Lemma ist das Hauptresultat aus [Marl4, Theorem 1.1, S.69].

Lemma 4. Seien k und m positive ganze Zahlen mit k > 6 und py € Z. Fir
alle p € JiF und s € C mit 5 < R(s) <k —3 gilt

<Qk:,m >_ Wr(k—%) Zile(_w> A*(gbc k’—S)
o T 2 Imexp()L(s — 5)0(k —s) 4=\ 2m)

»
|
N[

mit der L-Funktion aus (1.8)
Aj(¢,8) = (2m)°T(5)(4m)* Y cu(D)D™*
D=1
fir 0 < p < 2m —1 und der Jacobi-Spitzenform ¢°(7, z) == ¢(—7, —Z2).
Beweis. Sei T =x+ iy und z =pr +qgmit z, y, p, g € R, y > 0.

Mit dieser Parametrisierung ist das Petersson-Skalarprodukt zweier Jacobi-

Spitzenformen ¢,y € J;F

(6,0) = / o(r, 2) BT 2) ™ (20%iy) o de dy dp pa.
TJ\HxC

Zunachst zeigen wir eine alternative Darstellungsform der Funktion Qﬁoﬂg Die-
se setzen wir anschliefsend in das Skalarprodukt ein und erhalten mit Hilfe der

Theta-Zerlegung unsere Behauptung.



35

Wir wissen aus Bemerkung 8, dass Q5 € Ji'wF fiir 1 < R(s) < k — 3. Auker-
dem ist {[Id,0,2][M,0,0] | M € SLy(Z), v € Z} C TV nach Bemerkung 9 ein
vollstéindiges, minimales Reprisentantensystem von H”\I'/. Demnach kénnen

wir

Qr(r2) = Y Y Gupslemlld,0,0][km[M,0,0)(7, 2)

MESLy(Z) veZ

schreiben. Zusammen mit

¢,uo,s (7—7 Z) - ¢O,s

Ho
1d,0,~ 2|
k,m [ T 2m (7:2),
wobel |, der Strichoperator aus (1.2) ist, erhalten wir

Az = S S Goslimlld, 0,0l [Id,o,—ﬂ] ‘hm[M,O,O](T,z).

2m
MEeSLy(Z) ver
(2.2)

Die Inversionsformel der Thetafunktion

Z€m(—@>:<ﬁ>é§€(%7+rz> (Vr € H,z e C)

leZ

und
Guo,slkomId, A, V](T, 2) = e (=Avm + o) P—avmapug,s(T, 2) (VA v € R)

ergeben
_S+% 2m

% Go.s|em[1d, 0, 1](7, 2) = 7\_/2_mz ;) O s(T,2). (2.3)

Verwenden wir (2.2), (2.3) und

Om.s (7‘, z— &> =e (—@) Omp(T, 2)

2m

so bekommen wir (vgl. [Marl4, (4.5), S.79])

k 1 1= Bl
Qbm (7 2) = Y — ) e (—%> O 5(T, 2)

2mi 5T @)
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Jetzt konnen wir das Skalarprodukt berechnen. Mit (2.4) und der Invarianz

von ¢ unter I'’ erhalten wir

(Qbm ¢) = / N Qe (1, 2) (7, 2)e™ (2p%1y)y"* da dy dp dg
T'J\HxC

1 1 2m—1 ﬁ,u

0
= : — e (——) O p(T, z))
vV 2mi FJ\HX(C MESZLQ(Z) (7’ 2 Bz:% 2m

O(7, 2) |km[M, 0,0] €™ (2p%iy) y* 2 dx dy dp dg.

[M,0,0]

k,m

Setzen wir 7y == (a7 + b)(cT +d) " und zpy := z(er +d) 7 fir M = (2)) €

SLy(Z), so bekommen wir, da fiir zwei Funktionen ¢, € J. 7" der Ausdruck

o(r,2) 97, 2) S(7)* e (Q&)

3(7)

I'/-invariant ist,

V2mi (@ gy = / RGN 1_;

INHXC pregry(z)

X i € (—g—g m,ﬁ(TM,ZM)> (

B=0
2 —1
SRR E ) SC “)
= - e —
HJ@Zr+z\c \ 772 555 2m

(7, 2)e™ (2p%iy) y* T da dy dp dg.

) k 2dx dy dp dg

Mit der Theta-Zerlegung (1.5) der Funktion ¢ und der Gleichung

5 Vs, falls 8= p
/ O, (7, 2)Om (7, 2) € (2p%iy) dpdg = ¢ V™
(zr+Z)\C

0, sonst

koénnen wir

2m—1

Vami (257 ) _2\}_2 (uuo>/H {

schreiben.
Fiir 2 < R(s) < & — 2 gilt (vgl. [Marl4, (4.12

,S.82])
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Insgesamt erhalten wir fiir s € C mit 2 < R(s) < £ — 2 wie gewiinscht

al(k — 2) AN e
2 Tme(3)0(s — DIk —3) MZ (g ) M6 = 9)

(ko) =

10,87
|

Wir werden spéter das Hauptresultat aus [Marl4| auf zwei weitere Arten

zeigen: Auf Seite 79 berechnen wir das Skalarprodukt (%™ ¢) aus Lemma 4

)
H05S

mit Hilfe der Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen. Anschliefend zeigen wir mit
Hilfe einer adjungierten Abbildung auf Seite 83 einen weiteren Beweis dieser

Darstellung.

Bemerkung 10. Mit der Funktionalgleichung (1.10) gilt

Com
=0

und das Skalarprodukt aus Lemma 4 ist fir 0 < —pg < 2m — 1

T (¢ 3‘%)- (25)

Bemerkung 11. Aus der Funktionalanalysis ist uns der Darstellungssatz von

T (k-3

(s, 0) =

N |—

Riesz bekannt: Sei H ein Hilbertraum und H* der dazugehérige Dualraum.
Dann existiert zu jedem stetigen Funktional o« € H* genau ein w € H, so dass
a(v) = (v,w) Yv € H gilt. Man nennt w € H Kernfunktion des Funktionals

a. Aus Lemma 4 folgt, dass die Funktion QF s eine Kernfunktion ist.

2.3 Fourierkoeffizienten der Funktion

Ziel dieser Arbeit ist es, Nicht-Verschwindungsaussagen fiir die zu einer Jacobi-
Spitzenform assoziierten L-Reihe zu treffen. Wir haben bereits die Kernfunk-
tion Q%™ aus [Marl14] kennengelernt und benétigen nun ihre Fourierkoeffizien-
ten, um die Methode aus [Koh97] (diese wird auf S.49 erldutert) anwenden zu
konnen. Die Fourierkoeffizienten werden im nachfolgenden Lemma angegeben

und anschliefend mit Hilfe von Fallunterscheidungen explizit berechnet.
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Lemma 5. Die Funktion Q%™ qus (2.1) mit puo € Z und s € C hat die

140,5
Fourierentwicklung
k, m
QT z) E E uo t(n,r)e(nT)e(rz)
= TEZ
r2<dmn

mit Fourierkoeffizienten

s s—%. 1-s
wk,m(n 7,) — 6( )ﬂ- :m

0~ S e () e (2) e (4)

7T.kfs,rnlfk+s s+ k
4 2 \k—s—1 1 o
+ D=2 (= S)( mn — r°) { omz (T + Ho)e ( 1 )

=i (f—0) -
PN RN b
ggT(a,c)=1

2 4 — 2
+ e, (c’n—()\—&> r) €a —(A—&> em e (20T
2m 2m 4acm
1 1 4mn — r? s—k o \ 2
(-3 ot o () (- 2)
11(5 2,k 5 T2l )—i—e( 5 )e(/\ o cm)
dmn — r? 1 1 dmn — r?
el ——— | 1 F ——k—=2n——
e( dacm >1 1(5 2’ 2" ™ dacm )}’

wobei ¢ € 7 mit dc =1 (mod a) und 1 Fy(«, 5; z) die Kummersche Funktion

ist. Die Funktion 1o,,7(x) ist 1 fir x € 2mZ und 0 sonst.

2.4 Berechnung der Fourierkoeffizienten

Wir betrachten die Funktion Q%™ aus (2.1). Mit der Definition des Strichope-

rators (1.2) erhalten wir

Qr(rz) = Y Puslimlh](r,2)

heHI\I'/

_ by 2
= Z (cm 4 d)Fem < C(Z;L_ +Td+ ) + N7+ 2)\z>
[(2 &) w]err?

—s z+AT 2
(o +0 om — ( ?J”—f—%)
et +d artb '

ct+d
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Da das Repriisentantensystem von H7\I'’ nach Bemerkung 8 durch die Tupel
((2%), (Ae, Ad)) mit (28) € SLy(Z) und X € Z gegeben ist, konnen wir fiir
die Funktion Q™ (7, 2)

10,5

— A Ad)?
( b)z: ( )(CT +d)Fem ( o tT de+ ) + (Ae)1 + 2)\02)
4 7)ESLa(Z

AEZ
—S z CT 2
‘\er+d ¢ ar+b (2:6)

ct+d

schreiben. Aufserdem gilt

—c(z 4+ At + Ad)?

+ (M) + 2\ez

cT +d
—cz?
= —2Xcz — Ne(er + d) + NP1 + 2)ez
cT+d
2
—cz
= — d
cT +d ¢
und
2
24+ er+d
- ( +c7(-+d+ = %) = (2t Mer+d) - %(CT+CZ>)2
Z::S (aT + b)(cT + d)
- (z—l— ()\—%) (c7'+d))2
N (aT + b)(eT + d) ’

Damit kénnen wir (2.6) vereinfachen zu

2

g far+b\ " . [ —cz Y
Z (er +d) (c¢+d) ¢ (c7’+d )\Cd)

(2 8)esLsy(z)
o (_ (z+ (= 42)(cr + d)) ) @

AEZ

(aT 4+ b)(cT + d)

Zur Berechnung dieser Reihe betrachten wir als néchstes die Falle ac = 0, ac >

0 und ac < 0 einzeln.
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2.4.1 Berechnung fiir ac =0

Ist ac = 0 so hat die Matrix (2%) € SLy(Z) die Gestalt + (1) oder = (9 })

1 v
mit v € Z. Demnach kénnen wir den Beitrag zu Q2" (7, 2) fiir ac = 0 schreiben

als
Sty (L0

+ Z (—1)_k (_T_I V)S oM (_(2 — (A= 5_7?1))2)

—(—7—v)

+ Z(T+V)_k( ! >Sem (_ 2 _/\gy_(ZJr(A—;—;;)(rw))?)

T+v —(7+v)

+ Z(—T—V)_"“< ! )Sem (_ e CR O ) et )

—T—V —T —V

NVEZ T+v

5 (Ao ()
ANVEZ

2

# Y e(=5) oo (2(h- ) (A= 1) e 18
ANVEZL

i ze(i) (r + V)i (_Q(A_;_Q +(a- oy +#)
MNVEZ

wobei wir ™ (—2Av£2) = 1 fiir A, v, o € Z genutzt haben.

Wir betrachten nun die erste Reihe in (2.8). Der Beitrag zum (n,r)-ten Fou-

rierkoeffizienten dieser Reihe ist

1C1+1 1Co+1 Z‘f—A _ M0 )2
/ Z (T+v) %™ (—@> e(—nr)e(—rz)dzdr
iCh iCo \vEZ TtV

mit 01,02 € R, C; > 0.

Vertauschen wir Integration und Summation (dies ist aufgrund der absoluten

Konvergenz gerechtfertigt) und substituieren wir 7 +— 7—v und z — z—A+£2,

)
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so erhalten wir

1C1+v+1 iCo+1 )\ — Mo 2
/ / T %™ (_—(z + o) ) e(—nr)e(—rz)dzdr

MVEZ iC1+v T

iC1+v+1l  piCo+A—£0 41 22 i
/ / T %™ (——) e(—nr1)e <—r (z — A+ —>) dzdr
Avez i1ty CotA-g0 T 2m

1C1400 iC24-00 2
=e <—%> / T_Se(—nT)/ e (—K — rz) dzdr.
2m/ J, ; T

iC1—o0 iCo—00

Wir berechnen nun das innere Integral. Es gilt

1Co400 2
/ e (—% — ’I"Z) dz
iCo—00 T
200 m r2r2 r2r
el —— (22 +2—z—|—— +—)dz
iCy—o0 T 2m 4m? dm

<T2T> /iCQJrOO ( m rT
=e| — el —— (z + ) dz.
dm ) Jic,—oo T 2m

TT

Nach Substitution mit z + z — 3= erhalten wir das bekannte Integral (vgl.
[GR14, 3.323, 2|)

/i0é+°06 (—EZQ) dz = VT = L

o 2mim 2im

Wir bekommen somit

< T Lo ) /iCl +o00
6 —_—
2m 4

T, (rT
—7 %e| — —n7 | dT
O — o0 2im 4m

_rpo iC1+00 2
_ e (—20) / i, (r — 4mnT) dr

Dieses Integral wird in [EZ85, S.19] berechnet. Es gilt

iC1+00 2
e(—20) 1 r? —4dmn
2 T2 e | ——— 7 | dr
2im  Jici—oo 4dm

0, falls 2 > 4mn
e(— WO) (%)ﬂsf%mlfs
25—20(s—3)

(4mn —r2)*=2, falls r2 < 4mn.



42

Demnach ist der Beitrag zum (n,r)-ten Fourierkoeffizienten der ersten Reihe
aus (2.8)

m'~*(4mn — 1“2)5_% (2.9)
fiir 72 < 4mn und 0 sonst.

Analog kann der Beitrag zum (n, r)-ten Fourierkoeflizienten der zweiten Reihe
aus (2.8) berechnet werden. Dieser ist

e(F)e (7)™ =

1—s 2\s—3
S %) m- % (dmn — r*)°" 2 (2.10)

fiir r2 < 4mn und 0 sonst.

Als néchstes betrachten wir die dritte Reihe aus (2.8)
s K Lo o \ 2 Ho \ 2
D) T (b ) () ()
e< 2)Z(T+V) e ( A 5 ) ¢t A 5 ) TT\5,) Y
ANVEZ
Wir wenden die Lipschitz-Summenformel
S e(—pn)(r+n) = SIS e+ o)
nez n+up>0

auf die Reihe iiber v € Z an und erhalten fiir 7 € H, s € C mit R(s) > 1 und
to € Z

Unsere urspriingliche Reihe ist demnach gleich

6(_3)5&52;%)“ 2 (_f_m><(_f_m) )
(- Y (- £2))

By
v——2->0
AEZ

4
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e((AN?m — Ao + v)T)e((2mA — ) 2).

” 0 setzen, erhalten wir

Indem wir r = 2mA — g und n = v + =

e (_s—‘rk‘

(@) 1F Z Z (4mn — r?) hms— Ye(nT)e(rz).

n=1 r+u0€2mZ
r2<dmn

Der Beitrag zum (n,r)-ten Fourierkoeffizienten der dritten Reihe aus (2.8) ist

demnach

% mFTs (dmn — r?)F571 0 falls v + o € 2mZ und r* < 4mn

0, sonst.

(2.11)

Analog berechnen wir die vierte und letzte Reihe aus (2.8) mit r = —2m\ +
fo und n = v + nfj ¢ und erhalten den folgenden Beitrag zum (n,r)-ten
Fourierkoeffizienten

% mI=r+s (dmn — r2)k=s71 0 falls r — py € 2mZ und 12 < 4mn

0, sonst.

(2.12)

Damit haben wir alle Beitrdge zum (n,r)-ten Fourierkoeffizienten der Reihe
(2.7) fiir ac = 0 berechnet.
O

2.4.2 Berechnung fiir ac # 0
Wir betrachten als néchstes die Reihe (2.7) fiir ac # 0
—s e A— d
S et () o (O B ),
ct+d ct+d (a7+b)(c7’+d)
(¢ 5)esSLa(z)

cd
AEZ

Jedes teilerfremde Paar (a,c) € Z? lisst sich eindeutig, bis auf Rechtsmulti-

plikation von Elementen aus I'o, := {({7) |n € Z}, zu einer Matrix (24) €
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SLy(7Z) vervollstandigen: Da Z ein Hauptidealring ist, gibt es fiir jedes teiler-
fremde Paar (a,c) € Z? ganze Zahlen b, d mit ad—bc = 1. Es gilt (¢4) (3§ 7) =
(¢an+t). Umgekehrt erhalten wir fiir zwei Matrizen (2¢4), (¢4 ) € SLy(Z)
mit gleicher ersten Spalte ad —bc = 1 = ad’ — b'c. Da a und c teilerfremd sind,
folgt ¥ =b—naund d =d —nc (mit n € Z), also (2% ) =(24)(41).

Wir treffen fiir jedes teilerfremde Paar ( ¢) € Z? eine feste Wahl fiir b, d € Z
mit ad — be = 1. Mit b, == b+ pa, d, =d+ pec (p € Z) koénnen wir daher fiir
die Reihe

b —S
> X Ser st ()
(a,c)€Z? pEL NEZ CT +dp
ggT(a,c)=1

o —cZ? (z+ (A =2£2)(er + dp))?
-e (2.13)
cr+d,  (ar+Dby)(cr +dy)
schreiben.
Als néchstes betrachten wir das Argument des Exponentialterms genauer. Er-

weitern und ausmultiplizieren liefert

—cz? (z+ (A= £2)(er + dp))?

c7'+dp_ (at + b,)(cT + dp)
_ —clat +b,)2* =22 200 —4h)z <A M0>207+dp
~ (ar +by)(cT + d,) at + b, 2m/ ar +b,

Verwenden wir die Beziehung ad, — b,c = 1, so erhalten wir
2 10

—az _2( —%)2_<)\_&)20T+dp
at + b, at + b, 2m/ ar +b,

Quadratisches ergénzen und erneutes Anwenden der Gleichung ad, — b,c = 1

liefert
—(az+ (A —=42))* (A= §2)° —a(A = §2)%(cr + dp)
a(at + b,) a(at + b,)
)\ — Ho))2 2
_ (et A= 50)° (A - Lo)’e
alat +by) 2m/ a

Daher ist (2.13) dasselbe wie
b —S
> TS ta)t ()
cT +d,

(a,c)€Z? pPEZ NEZ
ggT(a,c)=1
o (lez O =) (r- ﬂ)2f (2.14)
alat + b,) 2m/ a)
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Aufgrund von

cT+d, c 1
ar +b, a alar+b,)

ist (2.14) gleich

S S a4y ar £ ) (-+ﬁ)

(a,c)€Z? PEZ AEL
ggT(a,c)=1
o (et A0 (A_&Yg
a(at + by) 2m/ a)’

Fiir ac > 0 gilt die Gleichung

Ist ac > 0, so sind zwei Falle moglich: Entweder a und ¢ sind beide positiv
oder sie sind beide negativ.

Fiir a,c > 0 kénnen wir die Reihe weiter umformen zu

00 —s s—k
L (<) <+b_p> (+b_p+i)
gglia,c)=

Wir verwenden die Definition von b, (b, := b+ pa mit b, p, a € Z) und stellen

fest, dass die Substitution A — A + a der Aktion z — 2z + 1 entspricht. Damit

bekommen wir

00 a1 / 140
i 2)5’“ _(A_&f 7 ¢ AT,

;a Z (a ea( om cm | Fem | T az—i— »

e>1 A=0
ggT(a,c)=1
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mit ¢ € Z, dc =1 (mod a) und

P.qEL
Die Funktion Fj ,, ist periodisch in 7 und z. Mit Hilfe der Poissonsummati-

onsformel erhalten wir
Fiem(T,2) = Zvnr e(nt)e(rz)

mit den Koeffizienten

iC1+1 ZCQ+1 1 s—k
v(n,r) / / T+p)_8<7+p+&)

p,9EL

2

-em (—M> e(—nr)e(—rz)dzdr,
T+p

wobel Cl, 02 S R, Cl > ( ist.

Als néchstes berechnen wir ~y(n,r). Aufgrund der absoluten Konvergenz und

durch die Substitutionen 7 + 7 — p und z — 2z — ¢ gilt

iCl+OO 1 s—k i6'2+oo 22
v(n,r) = / ¢ (T + —> e(—nr)/ e (——) e(—rz)dzdr.
1C1—00 ac 1Co—00 T

Das innere Integral ist (vgl. [GR14, 3.323, 2|)

iC+00 2 2
/ e™ (—Z—) e(—rz)dz = e <T—T) :
iCy—o0 T 2im 4m

Damit erhalten wir

( iC14oo A (s N /72— dmn p
n, T TT — e\ ———7 ] ar.
7 \/ 2im Jic, - ac 4m

Falls 2 > 4mn verschieben wir den Integrationsweg nach +ioco und das Inte-

gral verschwindet. Fiir 72 < 4mn bekommen wir mit 7 -
2mik—1 1 —Crioo 1, N i \* 7k dmn — r? p
T2 T+ — exp | ———— a7 ) dr.
vV 2m 2mi Oy —ico ac P 2m

1 C'Hioo
— (t+ ) (t+ B) " exp(pt)dt

2mi C'—ioco
_ P exp(=Pp)
I(p+v)

Wegen

Fi(p, p+v; (B —a)p)
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fuir R(p —v) > 0, p € C (vgl. [ET54, 5.4, (8)]) erhalten wir mit a = 0,

. 2
Bzi,u:s—%,V:k—sundp:——4m” L

2m7T

o (%) e <4mn—r2> Wk—%ml—k(_(4mn _ T2))k—g

dacm

7(”774) = — l)

22D (k
1 1 4 —r?
P (5_§,k__;_mm->,

2 2acm

[\

fir 4mn > r? und y(n,r) = 0 sonst. Setzen wir die Fourierentwicklung von

Fm in (2.15) ein, so erhalten wir den Ausdruck

Z e(%k — 1)7rk_%m1_k(4mn — 7"2)’“_% Z azl k <c>s k
a/ p—
k—2 _1
n,r€Z 2 F(k 2) a,c>0 A=0 a
4mn>r? gegT(a,c)=1

4 — 72 2
dacm 2m 2m
1 1 4 —r?
1 F <s ——k—=; —2m'm> e(nt)e(rz).

Der Beitrag zum (n,r)-ten Fourierkoeffizienten der Reihe (2.7) fiir ac > 0 mit

a, ¢ > 0 ist demnach

3

e(2k — 1)7rk’5m1_k(4:nn —r?)k=3 Z . dmn — r? - <E>S_k
22T (k — 5)

a,c>0
ggT(a,c)=1

Z( (= go) am—en (A= 42)1)

1 1 4mn — r?
-1 F ——k—=2m—— ). (2.1

! 1(8 2’ 2 T faem ) (2.16)
Analog kann der Beitrag zum (n, r)-ten Fourierkoeffizienten der Reihe (2.7)

fiir ac > 0 mit a, c < 0 berechnet werden. Dieser ist

e(Lk — 1)t am " F (dmn — ?)k3 Z dmn —r*\ <c>5k
el ——— |a " (-
26=2D(k — 3) = dacm a
ggT(a,c)=1

a—1 9
X €, —( —&> cm—i—c’n—( —&)r
‘ 2m 2m

e
1 1 dmn — r?

R (s—= k== (2

i (s gk gi2mi ) (2an)
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Als néchstes geben wir den Beitrag zum (n, r)-ten Fourierkoeffizienten der
Reihe (2.7) fiir ac < 0 an.
Hier gilt fiir a und c entweder a > 0, ¢ < 0 oder a < 0, ¢ > 0.
Fiir ac < 0 gilt die Gleichung

~\ s—k B ~ s—k
a a2 (T 4 §> a N 2 a? a a? ’

Analog zum Fall ac > 0 erhalten wir die Beitrdge zum (n,r)-ten Fourierkoef-

fizienten fur ac < 0

e (=5 +5 -1t am! (dmn —r?)F dmn =12\ ey
) > () ()
ggT&a,c):l

]

X Y eq ( —ﬂ) cm—l—c’n—( —&)r
2m 2m
A=0
1 1 dmn — r?
R (s— k- com T (o
! 1<8 Q’k 2 ™ Jaem ) (2.18)

fiir a < 0, ¢ > 0 und
3

e(E+2-1) T2 m! = (dmn — r2)k2 Z . _4dmn — r? Jt <E>8k
2k=2D(k — 3) dacm a

a,c>1
ggT(a,c)=1

><a lea(<)\——)2cm—c’n+<)\—;—%)r>

A=0
11 dmn—r?
B <s—§,k——;zmm) (2.19)

fiir a > 0, ¢ < 0. O

Zusammensetzen der Beitrage (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.16), (2.17), (2.18)
und (2.19) liefert die Behauptung. [



Kapitel 3
Nicht-Verschwindungssatze

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Nicht-Verschwindungssétzen fiir L-
Funktionen. Zunéchst geben wir das Hauptresultat aus [Koh97| iiber das Nicht-
Verschwinden der zu einer Hecke-Eigenform assoziierten L-Funktion in spezi-
ellen Werten und die verwendete Beweismethode wieder. Anschliefsend zei-
gen wir Nicht-Verschwindungsaussagen fiir die zu Jacobiformen assoziierten
L-Funktionen analog zu [Koh97]|. Schlieflich verallgemeinern wir die Aussagen
fiir Ableitungen der L-Funktionen wie in [KSW18].

Sei f eine Spitzenform vom Gewicht k € Z zur Modulgruppe SLy(Z), die nicht
tiberall verschwindet und Hecke-Eigenform ist. Weiterhin sei L*(f,s) (s € C)
die dazugehorige vervollstindigte Hecke L-Funktion. Bekannterweise kénnen
Nullstellen der Funktion L*(f, s) nur innerhalb des kritischen Streifens 1 <
R(s) < % auftreten und sollten nach der verallgemeinerten Riemannschen
Vermutung alle auf der Geraden R(s) = £ liegen. W. Kohnen zeigt in [Koh97,
Theorem und Corollary, S.183] die folgenden Nicht-Verschwindungsaussagen

im kritischen Streifen von zu Spitzenformen assoziierten Hecke L-Funktionen.

Theorem 1. Sei {fi1,..., feg.} (g = dim Sy) eine Basis aus normalisierten
Hecke-Figenformen, to € R und € > 0. Dann gibt es eine Konstante C(ty,€) >

0, welche nur von ty und € abhdngt, so dass fir k > C(tg,e) die Funktion

9k 1

2 Ty ewns)

in keinem Punkt s = o + it mitt:to,%<a<§—€,§+€<a<

v=1
k+1

2
verschwindet.

49
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Korollar 1. Seity € R und e > 0. Dann gibt es fir k > C(tg,e) und s = o+it
mit t = to, % <o < % —& 3 Frte<o< k“ eine Hecke-Eigenform f € Sy,
so dass L*(f,s) # 0.

Beweisskizze. Fiur z € Hund s € C mit 1 < ¢ < £k — 1 definieren wir

Ruo2) =5 (5) TG =9 3 (cz+d>_k(az+b)_s

cz+d
(¢ Z)GSLQ(Z)

Die Funktion Ry s ist eine Spitzenform vom Gewicht £ und erfiillt fiir f € S
die Gleichung (vgl. [Koh97, Lemma 1, S.184|)

(R = CLIEZD g ) (3.)

E
2

Thre Fourierdarstellung ist (vgl. [Koh97, Lemma 2, S.185|)

Ry () = Z re.s(n) e(nz)

n>1

mit Fourierkoeflizienten

ris(n) = 2n)°T'(k — s) nt (—1) (2m)k—s [(s) ph—s—1

(27T)knk 1 ( )F(k )

()

c\ $ na' s 2min
g )Z e (Z) ( (—) (3) ( b )
/ 2 .
e (1) e (-2)m (s k_))
c 4 ac

ggT(a,c)=1
wobei @' € Z mit a’a =1 (mod c¢) und | Fi(a, 8; z) die Kummersche Funktion

—

bezeichnet.
Wir kénnen (3.1) in der Form

_ (D2 (k=2 O L (S 9)
B 2k72 z; <fk,1/7 fk,l/)

Jrw (3.2)

schreiben. Der Vergleich des ersten Fourierkoeffizienten auf beiden Seiten und
die Annahme, dass die rechte Seite im Punkt s (o < k) verschwindet ergeben

nach einiger Rechnung einen Widerspruch fiir grofses k. |
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Die Methode aus [Koh97| wurde unter anderem zum Nachweis des Nicht-
Verschwindens in speziellen Werten von L-Funktionen fiir Spitzenformen halb-
ganzen Gewichts in [RS14], von Koecher-Maass-Reihen zu Siegelschen Spitzen-
formen in [SK15|, von getwisteten L-Funktionen von Spitzenformen in [Sch16]
und von L-Funktionen zu Spitzenformen halbganzen Gewichts im Plus-Raum
in [KR17] verwendet. Vor kurzem wurde in [KSW18] das Resultat aus [Koh97|

auf Ableitungen der L-Funktionen verallgemeinert.

Die néchsten beiden Abschnitte beinhalten die Hauptresultate dieser Arbeit.

3.1 Nicht-Verschwinden der L-Funktion
Sei {¢k,17 ¢k,27 ey ¢k,d} (d = lel Jl?j;s,bp) Hllt

Grp(T,2) = Z crv(n,r)e(nr)e(rz)

n,r

fir 1 <v <dund n,r € Z mit 7> < 4mn eine Basis aus Hecke-Eigenformen
von J°0F (vel. [EZ85, Korollar 2, S.51]).

Theorem 2. Seitg € R unde > 0. Ferner seta € Z mit 0 < a < 2m—1 und
n,r € Z mit r* < 4mn. Dann gibt es eine Konstante C(tg,e,m,n,r) > 0, die
von to, €, m, n und r abhdingt, so dass fir k > C(to,e,m,n,r) die Funktion

e (n,r) 1
Z <¢k,w ¢k,u> ‘ Aa ( kv 5T 5)

v=1

€ verschwindet.

in keinem Punkt s = o + it mit t = to, 552 < R(s) < & -1

1
Korollar 2. Seity € R unde > 0. Ferner secia € Z mit 0 < a < 2m — 1 und
n,r € Z mit r* < dmn. Fir k > C(ty,e,m,n,r) und beliebiges s = o + it mit
t=ty, B2 < R(s) < £ —1—c gibt es dann eine Hecke-Eigenform ¢ € Jem s

so dass fiir die assoziierte L-Funktion

Aj; (¢Cas_%> 7&0

gilt und deren (n,r)-ter Fourierkoeffizient c¢(n,r) nicht verschwindet.
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Beweis des Theorems. Wegen Lemma 4 und (2.5) gilt

1

_ 3y 4 Ax c o1
(Y (- o =D s K s )

<¢k,u7 ¢k,y>

v=1

Nehmen wir auf beiden Seiten den (n,r)-ten Fourierkoeffizienten, so folgt mit

Lemma 5

e (2th) S rm s T(k — s)

= =y He (<50 e (50) e (-5) )

ks ml=k+tsT (s — 1 k
(s=3) (4mn—7”2)k_8_1{12mz(7“+,u0)+12mz(7"—,u0)6 (3 - 5) }

+ 2k—8—2
€ (#) ik ovkes_1 L(s — %)F(k —s) e (C\*k
+ = (4dmn — r°) Tk = %) Z a <a>

a,c>0
ggT(a,c)=1

a—1
k / Ho / Ho
XA_O<€(§)%(—C”+< = gm) ) Fea(n= (= 55)7)
2 4mn — r? 1 1 dmn — 12
e, _<)\_&) em)e 2" ) p (s—= k- = —omit T
2m dacm 2 2 dacm
s—k Lo \ 2 dmn — r?
+6( 2 )ea<(/\—%> cm)e(— 4acm )

1 1 4 — 72
1 F s——,k——;?wi—mn !
2 2 dacm

:WF(/{—%) d cep(n,m) A (gbi s—1>

k=3ms = (Dhw Ory) 2

wobei ¢ € Z mit dc =1 (mod a) ist.
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Mit 4 fi (v, 85 2) = %1F1(a,5;z) erhalten wir

e (2th) = 2m! s T(k — s)

njw

(4mn—r?)*"

G+ Gme(-3)]

9s—2
,ﬂ.kfs mlkars I'(s— 1 "
+ ok—s—2 (=) (4mn—r?)t=>1 {12mz(7“ + o) + Loz (r — po)e (3 — 5) }
e (512K ph—5, 1k
+ ( 4 )2k_2 (4mn k s—1 Z Za,k< )
a,c>0 =0
ggT(a,c)=1

(e(];) (cn+< >)+ea(c’n—(>\—;—;>r))
(0B (E) oo i)
+e<S;) (-5 )(422;;])
-lfl(s—%,k—%;zm%>}

— i Ck”’(n’ 7“) Aiuo (¢z,l/’ s — %)
2k_% <¢k,w ¢k,1/>

Angenommen die rechte Seite verschwindet im Punkt s.

Stellen wir die Gleichung nach

e (3) s m T (k — s)

4
23—2

[

(4mn — r?)5~

v am) e (G ()

um und teilen wir durch

Lk — s)(4mn — 7“2)‘9’%,
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so erhalten wir

ey e (oo (1))

_ e (_¥) 7Tk—28+% m2s—k T (8 ! (4mn .

Qk—2s Lk —s)

. {12mZ(T + o) + Lamz(r — po)e (S - g)

€ (%) Tt 2\ k—25+1 1 g (C\F
* ok—s (mn =) ) 2. 2o (5)

a,c>0 A=0
ggT(a,c)=1

: (e (g) €q <—c’n+ ()\ — 2”—;);) r) + eq (c’n - <)\ - 5—%) r))
. {ea (— ()\ - %)20m) e (—47220217“2) 1f1 <S - %, k — %; —27?2’—47226;702)
+e (S ; k) €a <<>\ - ;—;)20771) e <—%)

1 1 dmn — r?
: N M) W e B O
11 (S 2’ 2 “™  daem ) }

2>k723+%

Sei s = g — i —0+itgmite <9 < %. Dann koénnen wir die Gleichung weiter

umformen zu

e (FTY e (M) (2
{6< om) T \2m e( 2
e (—%k + % + %5 _ %z’to) 1H20-2ito ) — 5 —25+2ito

— (4mn _ 7,2)1-1—26—22%0
93 +26—2ito

— 0+ ito) 1

19,72 (1 + + Loz (r — el———0+it
it (Al )+t = e (— =9+ 1) |
e (% + 16— Lity) 3 +iTo—itoy—5—§—o+ito

AT T 0 - it

3
4
1

T

(4mn _ T2>1+2672it0 %
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a—1 k
—k Is 75717(54’%0
X E a —
a
a,c>0  A=0
ggT(a,c)=1

.(e (g) o (~em+ (A= 22 1) e, (e - (2_%> r))
bLe-ar (5,

k
. — — = — 0 +itg, k— =1 =2
1f1(2 4 + tho, 2’ m dacm

k1 1 1. Mo \ 2 dmn — r?
e (—1 50 5“°> € ((A— o) Cm> ¢ (‘W)

k3 . 1 Amn — r?
'lfl <§—Z—(5+Zt0,k—§,2ﬂ'lm) } (33)

Bekanntlich ist fiir z € C

|ez| _ |€§R(z)+7,%(z)‘ — 6%(2’)
Fiir 0 < R(«) < R(B) gilt aukerdem (vgl. [AS65, 13.2.1])

1
Lfila, B 2) z/ (1 — w)P
0

und somit
k3 1 dmn — r?
S oS S titek— = E2mi——— || < 1. .
1f1 (2 1 5+Zt0,]€ 2,:|:27TZ dacm )’ ~ 1 (3 4)
Nehmen wir Absolutbetrige in (3.3), so folgt
o) k
()
3 1

- IT(E—2—6§+ito)| (n)

TE+1rs—ito)]  \2m/) TTE+LI+o—ito)]

mit einer Konstante K > 0, die von ¢y, m, n und r abhangt. Wegen

1—\ kE__ 3 5 t k 1+26—2itg
lim Ltz — 1 =0 H i) (—) —1
k—oo \ I'(5 + 3+ 0 —itg) \2
(vgl. [AS65, 6.1.47]) geht der erste Summand der rechten Seite gegen Null fiir

k — oo. Der zweite Summand konvergiert fiir & — oo ebenfalls gegen Null.

[\

Die linke Seite geht jedoch fiir £ — oo gegen 1. Somit haben wir fiir grofses &
einen Widerspruch. [
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Bemerkung 12. Im Beweis des Nicht-Verschwindungssatzes aus [Koh97] wur-
de auf beiden Seiten von (3.2) der erste Fourierkoeffizient verglichen, da dieser
fiir normalisierte Hecke-FEigenformen 1 ist. Wird hingegen der n-te Fourierko-
effizient genommen, so ergibt sich wie in Korollar 2 zusdtzlich eine Aussage

tiber das Nicht-Verschwinden der Fourierkoeffizienten.

3.2 Nicht-Verschwinden der Ableitungen der
L-Funktion

Das letzte Korollar ist eine direkte Folgerung aus dem Satz. Es gibt demnach
fiir geniigend groRes & und beliebiges s € C mit 22 < R(s) < £ — 1 — ¢ eine
Hecke-Eigenform ¢ € J;'F, so dass A} (¢°, s — ) A0fir0<a<2m—1.

Es ist nun naheliegend dieses Resultat fiir Ableitungen der Funktion A} wie

in [KSW18] zu verallgemeinern.

Sei wieder {¢y.1, Pr.2, - .., Pra} (d = dim J;=7) eine Basis aus Hecke-Eigenformen
von Jy P mit (n,r)-tem Fourierkoeffizient ¢y, (n,r) fir 1 <v < d.

Theorem 3. Sei ty € R, € > 0 und j eine positive ganze Zahl. Ferner sei
a€Zmit0<a<?2m—1undn,r € 7Z mit r* < 4mn. Dann g¢ibt es eine
Konstante C(to, e, 7, m,n,r) > 0, die von ty, £, j, m, n und r abhingt, so dass
fir k > C(to, e, j,m,n,r) die Funktion

Zd:ck,,nr d? A (e 3—1
¢k Vs Cbk 1/> dSJ “ 2 2

v=1

in keinem Punkt s = o +it mit t = to, 552 < R(s) < £ — 1 — ¢ verschwindet.

Korollar 3. Seity € R, € > 0 und j eine positive ganze Zahl. Ferner sei o € 7,

mit 0 < a < 2m—1 und n,r € Z mit r* < 4mn. Fir k > C(lg, &, j,m,n,r)

und beliebiges s = o + it mit t = to, 22 < R(s) < £ -1 — ¢ gibt es dann

JowP so dass fir die j-te Ableitung der assoziierten

i [ ()] 7o

gilt und deren (n,r)-ter Fourierkoeffizient c(n,r) nicht verschwindet.

eine Hecke-FEigenform ¢ €
L-Funktion
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Beweis des Theorems. Wie im Beweis des Theorems 2 folgt aus (2.5) und Lem-

ma 5 fiir den (n,r)-ten Fourierkoeffizienten

35tk s—% n1—s _
) T et o (20) e (22)e ()]

qak=sml=k+tsT (s — 1 o
2k-8-2< 2) (4mn o T2)k s—1

k

- S Lopz (T + f10) + Lomz(r — po)e | s — 5

o (5128 ph—tp1-k a-l s—k
1 ( 1 )2k_2 (dmn — r2)k=s—1 Z 0k (E)
a
A=0

a,c>0 =
ggT(a,c)=1

. ( _;_;1>T>+€a(6'n—()\_2li_;>r))
.{ea (_ (A—%>Qcm)€(%> 1f1 <s_%7k_%;_2m4722—c;rz>
+e<5;kf) e <()\_5_£L>20m>6<_%)

al (k- 3) & Cep(n,r) . 1
Ty e (6h-5).
28 2ma ( Dk Ok 2

v=1

wobei ¢ € Z mit dc=1 (mod a) ist.

Wir betrachten die j-te Ableitung auf beiden Seiten und nehmen an, dass
die rechte Seite im Punkt s verschwindet. Wir stellen die Gleichung um und

erhalten

(o) (H)]
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&l | whmsmikts 1 2\k—s—1
- @[WF (5—5) (4mn — =)

. {12mz(r + o) + Lamz(r — po)e <8 - g) }]

di | e (££28) ph—zml-Fk sk
| TR e T S (9)
a,c>0 =
gegT(a,c)=1

.(@(g)ea(_m(A_;_;)T)+ea(cfn_<A_;_;)T>) |
(ol By o)) b o)
re(5) e (- >cm>e< ZZJ)

Dies konnen wir weiter vereinfachen zu

e G () ()
e (5 () o= s ()
.%[(Mms—n—@r%)sr(s—%) {12mZ(r+uo)+12mZ(r—u0)e (s—%)}]

g () S ()
(e(5) e (-ent (12

, >r>fi<a5n—< -2£)9)
'%[‘3(2)((47717142 ){ ( <A m>e<%)
AN

2’ 2’ dacm

dmn — r? 1 Amn — r?
e ——m — k- =2mi—— ) Y s
‘ < dacm ) 1 (8 Z’k 2’ i 4acm ) }] (3:5)
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Wir werden beide Seiten durch

(55 7t

25—2

[k — s)(4mn — 7"2)8*%

teilen und s = &£ — 1 —§ 4ty (¢ < R(s) < 3) setzen. AnschlieRend nehmen wir
Absolutbetriage und erhalten fiir grofes k einen Widerspruch. Genauer gesagt,
zeigen wir, dass die linke Seite der Gleichung (3.5) > [log(4 + 1 + & — ito)["
fiir £ — oo ist, wobei die rechte Seite gegen Null geht.

Um das Verhalten der Terme fiir £ — oo zu bestimmen, beschéftigen wir

uns zunéchst mit der Funktion F(FV()S()S ) (v e N). Sei ¥(s) := FF/((;)) die Digamma-
Funktion. Es gilt

d [T®(s)]  TD(s)I#*(s) —TW(s)["(s) TWH(s) TW(s)
i) - NGE e T YW

Per Induktion lasst sich erkennen, dass F(F()S()s) ein Polynom P (i, ™M, ... "=D)
mit ganzzahligen Koeffizienten ist, das den Term " beinhaltet. ¢)" ist die
hochste Potenz von ¢, die in P auftritt.

Die Digamma-Funktion erfiillt die folgenden asymptotischen Formeln (vgl.

[AS65, 6.3.18; 6.4.11])

—1)! (2k !
¢(n)(3) ~ (_1>n—1 <(n gn 28n+1 ZBQk 2;[n2k+n) ) (37>

fir s — oo in |arg(s)| < m, wobei B,, die n-te Bernoullizahl bezeichnet.

Wir berechnen als néchstes die Ableitung der linken Seite aus (3.5). Mit der

Produktregel der Differentialrechnung erhalten wir
a’ 3 (4mn —r¥)m\°
d_[ (z) (T) ”’“‘S)]
J . N\ v Jj—v /. 2 w
_ Ammn, —
20 ()2 00 (s (M5))
= \v 2 4 =\ w 2m

: Y
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Die linke Seite von (3.5) ist somit
stk 4 dmn — )7\’ k
_ e dm ((mn -t (T o () (K
(4mn —r?)2\/T 2m 2m 2m 2

0 £ ()

w=0
(=1)yrmep U (f — )

Teilen wir (3.5) durch

o (B5) bt

25—2

Lk — s)(4mn — 7“2)3’%,

so erhalten wir fiir die linke Seite
7 fo Tflo k
_€<2m>{e<_m)+e _2)}
() ) S (s ()
—\v ‘ w 2m

i LU= (k — s)
[k —s)

N

Q

g

(-

Sel s = %— }1 —d0+itomite <0 < %. Dann kénnen wir die linke Seite umformen

(IS0 5)
Ao (7)) (L) (e (7))

PUV“%§+§+5—ﬁ@}
(& +146—it)

zu

-1y

Wir haben bereits bemerkt, dass das Konvergenzverhalten fiir £ — oo von

PU—v=w)(E 4 1 46 —ity)
(& +1+6—itg)

fir 0 <w < j—v—1durch

k 1 . j—v—w
<log <§+4_1 +(5—zt0)>
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bestimmt wird (siehe (3.6)). AuRerdem ist 1) (s) = o (@) fir |s| — oo in
|arg(s)] < 7 und j € N (siehe (3.7)).
Also ist
PU—v=w)i(k 4 1y 5 — i)
(& +1+6—it)

fiir kK — oo ein Polynom in log(g + % + 0 —itg) von Grad j — v — w.

Nehmen wir Absolutbetrige, so sehen wir, dass die linke Seite von (3.5)

ko1 .
log(§+z+5—@to>

fiir £ — oo ist. O

>

Als néchstes berechnen wir den ersten Term auf der rechten Seite von (3.5).
Es gilt

a [ (M—TW)F ( - %) {1M<r T t0) + Lamz(r — po)e ( - g) }]
(0) (s () ()
. {bmw F p1g)TU) (S N %)

+ Lowz (7 — fo) JZ (‘j ;V> (2mi)"e (s - g) pU=v=) (3 - %) }

w=0

Der erste Term auf der rechten Seite von (3.5) ist demnach

dm ((4mn - 7"2)7r) ko

dmn — r? 2m

£ 0 b)) et nor ()

+ Loz (r — o) JZ (‘j ;V> (2mi)"e (s — g) pU-v-w) (5 — %) }

w=0

Teilen wir (3.5) durch

e (52 7t

25—2

Lk — s)(4mn — 7“2)‘9’%,
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so erhalten wir fiir den ersten Term der rechten Seite

e (_33 + k) (@mn — )r (M)’”s

4 2m

" VZJ; (D <log (ﬁ))” {12m2(r + Mo)%
o ) )

Wir erweitern den Term mit I'(s — 1) und setzen s = £ — 1 — 6 + ity mit

eE<o< g. Dann erhalten wir

<
|
<
7N
<
g |
<
~_
~—~
[\
=)
=
S
)
/T\
|
|
>,
+
o~
~
(e
~_

+ Loz (r — po)

w=0
'pu— “0 (B -3 5 +itg) r(g—g—éﬂ'to)}
k 1 '
27171

T(E—3—6+it)) T(E+

Es gilt (vgl. [AS65, 6.1.23; 6.1.47))

I (&+itg—2—9)
T(5+ity+ 1 +0)

1
Ji+o|—]|
|5 + ito]

G- (E—3_54ity)

D(5-3—s+ito)

I'(5—23—6+it)
D&+ 146 —ity)

—26—1

k+'t
= |-+
5 0

Wir wissen, dass der Term mit der hochsten Potenz aus

(bzw. F(]r(;)(s 5+ztiJ)Mt0)> (P(5—=3—=5+itg)) ™ (bzw. (P(5—2—+4ity)) ")

ist. Dieser verhilt sich fiir k — oo wie (log(% —32 —d+it))’ ™ mit 0 < v < j—1
(bzw. (log(5 — 2 — 5 +itg))) ™ mit 0 <w < j —v—1).

Nehmen wir Absolutbetriage, so sehen wir, dass der erste Term der rechten

Seite von (3.5) fiir £ — oo gegen 0 geht. O
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Als letztes berechnen wir den zweiten Term auf der rechten Seite aus (3.5).
Wir haben

&’ s c 3 1o\ 2 dmn — r?
eV ———— Y it
dst [6 (4) <(4mn — Tg)a> {e ( ( 2m> cm) ‘ < dacm )
1 1 Amn — r? s—k Lo \ 2
h (5—57’“5’—2“—4@% )*( 5 )6&((*%) m)

> () (?)} () (s ()
) {ee (£ (0 22) ) o (M)

di—v—w 1 1 Amn — r?
(et
2

dacm

L (s—k Lo dmn — r?
+36< 2 )ea<()\—%> cm)e(— 4acm )

i 1 1 4mn — r?
L k= —omr T L
dsi—v—w {Ucl (S 2’ 2 ™ Lacm )] }

Teilen wir (3.5) durch

[(k—s)(4dmn — 7"2)5_%,

so erhalten wir fiir den zweiten Term der rechten Seite
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-1

k—2s k—s,,5—k a
e (") ™ m 2\k—2s+1 R (C\TF
— (dmn — r?)" =512 a (—)
28T (k —s) a;O A=0 ¢
ggT(a,c)=1

/ Ho
cn+< ) >+ea<cn—<)\—%>r>)
(”—Z P <J ) s (=)

2 <\ w (4dmn — r?)a
o\ 2 dmn — r?
{ea (A 2m> cm) ‘ ( 4acm )
@ 1 1 Amn — r?
Cdsivw {Ucl (8 a §’k 2 e 4acm )]
L (s—k o \ 2 dmn — r?
+3 e( 5 )ea (()\—%> cm) 6(_—4acm )
Qv 1 1 Amn — r?
dsivw {lfl <S a §’k a 5’27” 4acm )} }
Fiir R(5) > R(a) > 0 gilt (vgl. [AS65, 13.2.1])

1
1fila, B;z) = / e (1 — u)ﬁ*afldu
0

und somit fiir [ € Z, [ > 0

dl 1 1 dmn — r?
B A ) VR
[ﬁ( 27 2 " faem )]

-/ g (=7 (i(—l)’f’ (§) oty ot - u))lﬂ‘)

7=0
T (1 — )" du.

Da log(u) = o(u™") V&' > 0 fiir u — 0, gilt
d 1 1 4 —7?
(oot

wobei K; > 0 eine Konstante ist, die nur von [ abhéngt.

Aufserdem gilt nach (3.4)

1 1 Amn —r?
——k—=+2m— || < 1.
1 (S 2’ 2’ i 4acm )‘ -
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Setzen wir s = & — 1 —§ 4 ity mit £ < R(s) < 2 und nehmen wir Abso-

lutbetrége, so ist der zweite Term der rechten Seite von (3.5)

™ g 1 Z az_i (€ _g_i_(s
< (3) - o (2)
2m/  |D(5 + 1+ 0 — ito)] 4,50 A=0 a

ggT(a,c)=1

x JZ (i) (5) (L+s7e™)

j—v j—v—1 . w
c j—v c
log | ———— g —_ v—w |-
°8 ((4mn — 7“2)@) * e ( w ) log ((4mn — 7“2)@) K )

Dies lasst sich mit Hilfe der Riemannschen Zetafunktion und einer Kon-

stanten B(to, j,m,n,r), die von tg, j, m, n und r abhéngt, weiter abschétzen

zu

NI

1
()
2m IT(E+146—ity)|

- B(to,j,m,n,r).

Mit der Stirlingformel folgt, dass auch dieser Term fiir & — oo gegen 0 geht.
O

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass der Absolutbetrag der linken Seite von
(3.5) dividiert durch

e (B) bt

_3
52 ['(k — s) (4mn —r?)*"2

fiir k — oo grofer als |log(§ + % + 0 — itp)| ist, jedoch die rechte Seite gegen
Null geht. |
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Kapitel 4

Einschrankung von Jacobiformen
und Konstruktion von Jacobi-

Spitzenformen

Wir haben bereits zu Beginn festgestellt, dass eine Jacobiform ¢(7, z) fiir z = 0
eine Modulform desselben Gewichts ergibt. In diesem Kapitel beschéftigen wir
uns mit der Einschrankung Ql’jo””; auf z = 0 und dem Skalarprodukt mit einer
Spitzenform. Zunichst geben wir die Definition der Operatoren D, und {}} ,
wieder und nennen wichtige Eigenschaften von Modulformen. Anschliefend
beschéaftigen wir uns mit den Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen. Danach zeigen
wir, dass fiir eine Jacobi-Spitzenform ¢ vom Gewicht k& und Index m und eine

Spitzenform f vom Gewicht k die Gleichung

T(k—1)
(4m)k=2/mT(k = 3)

gilt und berechnen das Skalarprodukt der Einschrankung Q’;’O’Z(T, 0) mit einer
Spitzenform. Wir erhalten als Ergebnis eine Summe aus L-Reihen und einen
weiteren Beweis fiir das Hauptresultat aus [Marl4| (siehe Lemma 4 in dieser
Arbeit). Abschliefsend geben wir die Methode zur Konstruktion von Jacobifor-

men aus [Sak98| wieder.

67
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4.1 Definition der Restriktion und ihrer
Adjungierten

In [EZ85, §3 Taylor Expansions of Jacobi Forms, S.28| wird die Taylorentwick-
lung einer Jacobi-Spitzenform ¢ um z = 0 behandelt. Indem gewisse Linear-
kombinationen der Koeffizienten gebildet werden, erhilt man eine Folge D, (¢)
aus den v-ten Entwicklungskoeffizienten. Fiir jedes v > 0 ist D,(¢) eine Mo-
dulform von Gewicht k + v, insbesondere gilt Dy(¢)(7) = ¢(7,0).

Die Abbildung Dy, : Jm — Mii2, ist gegeben durch

mit ¢(7,2) =3, . c(n,r)e(nt)e(rz) und

A\ k4+v— o —2! (—mn)rrv—2¢
& (1) = (2mi) ; % O;V ( == ﬁ 5 ) (M!(V >_ 20 c(n,r) | e(nt)

(vgl. [EZ85, (8) und (9), S.32]).

Umgekehrt wird in [Sat89] eine Abbildung { }},, : Skror = S (F>2, m >
1, v > 0) konstruiert, die eine Spitzenform von Gewicht k+ 2v auf eine Jacobi-
Spitzenform von Gewicht k + 2v und Index m abbildet.
Fiir ganze Zahlen k£ > 4, j > 0 und eine Spitzenform f € Sii9; mit Fourierko-
effizienten ay(n) ist die Funktion { }}, gegeben durch

{f}%m(T, z) = Z (4mn — r2)k_%l~/k,,,(k +v—1, f;m,r,n)e(nt)e(rz)

n,reZ
r2<dmn

(4.1)

mit

Ly, (s, fym,r,n) = Z

leZ

ar(ml>+rl+n) , 2ml +r
(ml2 +rl+n)s % 2¢/m(mi2 +rl +n)

und dem Gegenbauer Polynom

CL(—1)IAED) ‘
) (X)) = (LA™Y 2X )22 YveZ, v>0
21/( ) ];0 j'(2V—2j>' ( ) ( S 7V_ )7
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wobel wir die Schreibweise

AA+1) - (A+j—1), fallsj>0
1

AW =
, falls j=0

fiir eine ganze Zahl j > 0 verwendet haben.

In [Koh91, Theorem, S.657] wird gezeigt, dass unter Zuhilfenahme der Existenz
adjungierter linearer Abbildungen und speziellen Eigenschaften von Poincaré-
Reihen bestimmte lineare Abbildungen zwischen Rdumen von Modulformen
konstruiert werden koénnen. Diese haben die Eigenschaft, dass die Fourierkoeffi-
zienten des Bildes einer Form spezielle Werte von Dirichlet-Reihen assoziiert zu
der Form beinhalten. Dieses Resultat wurde im Laufe der Zeit verallgemeinert
und z.B. auf Jacobiformen, Siegelsche Modulformen, Hilbert-Modulformen und
Modulformen halbganzen Gewichts iibertragen. Wir werden spéter das Resul-

tat fiir Jacobiformen aus [Sak98| wiedergeben.

Ist D3, @ Skyon — Ji,, die zur Einschréinkung D, jeus beziiglich des Petersson-

Skalarprodukts adjungierte Abbildung, so gilt fiir eine Spitzenform f € Sy a,

<D;V(f)7 Pk,m,(n,r)> = (f7 D2V<Pk,m,(n,r)))a

wobei (, ) bzw. (, ) das Petersson-Skalarprodukt auf J,::‘;ip bzw. Si und Py . ()
die Poincaré-Reihe fiir Jacobiformen bezeichnet.

In [Tok94| wird gezeigt, dass die Abbildung D,,, bis auf eine Konstante, die
Adjungierte von { }} . beziiglich des Petersson-Skalarprodukts darstellt. Wir

werden im Folgenden mit Hilfe der Poincaré-Reihen den Fall v = 0 zeigen.

4.2 Klassische Modulformen

Zunachst wiederholen wir einige, fiir dieses Kapitel wichtige, Fakten aus der

Theorie der Modulformen.

Eine Spitzenform f € Sy ist durch ihre Fourierentwicklung

f(m) =) afn)e(nt) (V7 €H) (4.2)
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mit komplexen Koeflizienten af(n) = O(n?) bestimmt. Die dazugehdrige L-
Funktion ist fiir s € C mit $(s) > 0 durch

L(f.5) = > ag(n)n™
n=1
gegeben und die vervollstandigte L-Funktion ist definiert als

L*(f,s) := (2m)~°T'(s) L(f, s).

Die Fourierreihe (4.2) ist, nach Heckes Umkehrsatz, genau dann eine Spit-
zenform f € Sk, wenn L*(f,s) eine analytische Fortsetzung auf die gesamte
komplexe Ebene besitzt, diese Fortsetzung auf jedem vertikalen Streifen be-
schriinkt ist und die Funktionalgleichung L*(f, s) = i* L*(f, k — s) erfiillt wird.

Eine Moglichkeit die vervollsténdigte L-Funktion L*(f, s) aus der Fourierreihe

f zu erhalten, ist mittels der Mellin-Transformierten

/0 T flig) iy = L(f ).

Alternativ kann eine Kernfunktion wie in [Koh97, Lemma 1, S.184] verwendet

werden.

Das Petersson-Skalarprodukt zweier Spitzenformen f, g € Sy ist definiert als
(f9) = [ s,
_F

wobei F ein Fundamentalbereich fiir SLy(Z) und dw(r) = v ?dudv (mit
T =u+ 1w € H) ein SLy(R)-invariantes Mafk ist.

Fiir eine Funktion f: H — Cund M = (2Y) € SLy(R) wird der Petersson-

Strichoperator | durch

(FleM)(1) = (e +d) " f (Zi;l)

definiert. SeiI'o, = {£ ({¥) | v € Z} der Stabilisator von Unendlich in SLy(Z).
Die Funktion

Py (1) = Z e(nT)‘k[M] = % Z (et +d)Fe (nm—iz> (4.3)

CcT
M€l \SL2(Z) (c,d)eZ?
ggT(c,d)=1
ad—bc=1
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heifst Poincaré-Reihe. In der zweiten Reihe werden fiir jedes teilerfremde Paar
(¢,d) € Z? ganze Zahlen a,b mit ad — be = 1 gewéhlt. Der Faktor 3 tritt auf,
da £Id in der Menge I's, enthalten ist (setze v = 0).

Die Reihe Py, ist gleichmafiig absolut konvergent auf Kompakta. Sie ist eine
Spitzenform vom Gewicht k und fiir das Skalarprodukt einer Funktion f € S,
mit Py, gilt

(f, Pr) = % ay(n). (1.4

Als néchstes betrachten wir die Funktion Ry s aus [Koh97]. Diese ist definiert
durch

Ris(r) i=m(s) > (er+d)* (m . b) :

ct +d
(2 §)esta(2

mit
() = 5 e (3) T Tk~ 5).

Fir 1 < R(s) < k—11ist Ry s(7) € Sk. Es gilt (vgl. [Koh97, S.184])
Ris(r) = (27)'T(k — 5) Y 0" Pyu(7). (4.5)
n=1

Aus dieser Darstellung der Funktion Ry s und (4.4) folgt (vgl. [Koh97, Lemma
1, S.184])

(f, Rrs) = (_1)227;“; —2) -L*(f,s) (Vf € Sy).

Wir werden im néchsten Abschnitt Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen ken-
nenlernen und in Lemma 9 eine zu (4.5) analoge Darstellung der Funktion

QZO””; mit Hilfe von Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen finden. Anschliefend

berechnen wir das Skalarprodukt (Qﬁgg, ) aus Lemma 4.
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4.3 Poincaré-Reihen fur Jacobiformen

Nachdem wir die Poincaré-Reihen aus der Theorie der Modulformen einge-
fithrt haben, ist es naheliegend sich mit Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen zu

befassen und Zusammenhénge zwischen den Funktionen herzustellen.

Wir wissen bereits, dass Jacobiformen von Gewicht £ und Index m eine Fou-

rierentwicklung der Form

(1, 2) = Z c(n,r)e(nt)e(rz) (VreH, z € C)
n,reZ
r2<4mn

besitzen. Die Koeffizienten ¢(n, r) hingen nur von 72 —4mn und der Restklasse
von r (mod 2m) ab. Die Fourierentwicklung ist (—1)*-symmetrisch unter r
—r und es gibt ein nicht-degeneriertes Skalarprodukt auf J, ' fiir alle Jacobi-
Spitzenformen von Gewicht k£ und Index m. Daher gibt es fiir ganze Zahlen
n, r mit r* < 4mn eine eindeutig bestimmte Funktion Py, () € T die
nur von 72 — 4mn und r (mod 2m) abhéngt und

mFE=2T(k — %)

omk—3

erfilllt (vgl. [ZKG87, §2 Poincaré Series for Jacobi Forms, S.519]).

(6, Prmn(nr)) = (dmn —r?)7F2 L e(n, 1) (4.6)

Lemma 6. Sei T2 = {(({ %), (0 p)) |v, u € Z} der Stabilisator von Unendlich
in TV = SLy(Z) x Z* und seien n,r ganze Zahlen mit r* < 4mn. Dann ist die

Funktion Py nr) aus (4.6) gegeben durch

P = .
k,m,(n,r) (7-7 Z) Z e(m')e(rz) k,m[h]
heT \T7

Beweis. Den Beweis entnehmen wir [ZKG87, S.520]. Sei k& > 2. Die Summe aus
dem Lemma konvergiert absolut gleichméfig auf kompakten Mengen und stellt
eine Funktion aus J;'F dar. Mit dem gewGhnlichen Entfaltungs-Argument
folgt fiir das Petersson-Skalarprodukt mit einer Jacobiform ¢ € J;""

2miy?

(@, Prgm,(nr)) = /

T \HxC

o(r, Z)We( ) "3 da dy du dv

v

mit z = z + iy, 7 = u + 0. Ein Fundamentalbereich der Aktion von '/ auf
H x C ist ([0, 00) x [0,1]) x (R x [0, 1]).
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Mit der Fourierentwicklung von ¢ erhalten wir daher fiir das Integral

> c(n’,r’)/ooo/01/_2/016((n'—n)u+(r’—r)x)

dmn/>r'?

2miy?
ce((n"+n)iv+ (r +r)iy)e (M) "3 da dy du dv.
v

Da fol e((n’ —n)u)du = 1 fiir n’ = n ist und 0 sonst, erhalten wir

c(n, r)/ e(2niv) vk_?’/ e (ﬂy2 + 2rz’y) dy dv.
0 —00 v

Das innere Integral ist bekanntermafen (vgl. [GR14, 3.323, 2|)

& 4m 167272 T mriv v
/ exp (——y2—47rry> dy = exp (4'47r_m) \/\i;:exp( - ) .

Insgesamt erhalten wir

1 o 5 r?
s Premnr) = —c(n,r VP72 ex — —dmm v | dv
(0, Pumin) = = elnar) [ o F e (T~ amn ) o)

5
1 e mu k=2 m
— S — - —v)d
4m e(n, T)/O ((4mn — 7"2)7r) (4mn — r?)7 exp(—v) dv
k=2 (k- 2
_m W) ( - 2) - (dmn — r2)_k+% ~c(n, ).
2 k=3

Bemerkung 13. In [ZKG87, Proposition, S.519] wird auferdem die folgende

Darstellung der Poincaré-Reihen gezeigt

Ppon,(nr) (T, 2) Z gkm (nr) (n',r")e(n'T)e(r'2)

n'r'eZ
r’2<4mn’

mit =1 = (—=1)*, der bzgl. v symmetrischen bzw. antisymmetrischen Funktion

/

g () () = G () (W, 77) £ Gy () (0, —7) und den Koeffizienten

2 (D
e / /:5m I -k “ | =
Greym,(n) (7, T") (n,r,n',r') +i m/m 5

X ZHmvc(”m n',r') gy s (l D,D) ;

2 \mc
c>1

k_3
271
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: 2
wobei D' = 1" —4mn', D = r* — 4mn,

5 ) 1, falls D'=D, v =r (mod 2m)
m n7 T? n 7r =
0, sonst

und

3

Hypo(n,ron' r') =c 2 Z ec((MA2+rX+n)p 4+ 0/ p 4+ 1'X) eame(rr’)
p(e)”
Ale)
eine Kloosterman-Summe und Jy—s eine Besselfunktion ist.

Wir werden im Folgenden die Darstellung der Poincaré-Reihen aus dem

nachsten Lemma verwenden.

Lemma 7. Seien n,r ganze Zahlen mit r?> < 4mn. Es gilt

Bhe.m,(n.r) (1,2) = Z (e + d)—kem (_C(Z + AMat + b))

+ \2a%T + 2)\az>

A, d€Z cr +d
(e,d)=1
. naT+b+T2+)\(&7’+b) @
cT+d ct+d

wobei man fir jedes teilerfremde Paar (c,d) ganze Zahlen a,b wdhlt mit ad —
bc = 1.
Beweis. Mit der Definition der Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen und dem
Petersson-Strichoperator (1.2) bekommen wir
B, ) (75 2) = Z (e(n7)e(rz))lim(h]

hel L\

by 2
= Z (cm 4+ d)Fe™ (—C(Z i _7;;_ ) + M7+ 2)\z>
cT
((24)-0 m)erdr’

at +b 2+ AT+
eln +r .
ct +d ct +d

Ein Reprisentantensystem von I'/ \I'” ist durch ((2 %), (Aa Ab)) gegeben, mit
N, d€Z, (¢,d) =1und a,b, so dass ad — bc = 1 fiir jedes teilerfremde Paar
(¢,d) gilt. Somit erhalten wir wie gewiinscht

_ + Mat +b))?
P, — d km [ C(Z
o.m, () (T 2) ACZdEZ(CT +d)"e ( p——

(e,d)=1

+ 2N2a%r + 2)\az)

ar+b  z+4 Aat +b)

el n “+r .
ct+d cT +d

[ |
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Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen den auf z = 0
eingeschréankten Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen und den Poincaré-Reihen
fiir Modulformen her. Dieser Zusammenhang wird im Beweis von Lemma 10

eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 8. Seien n,r ganze Zahlen mit r* < 4mn. Ferner sei Py (nr) € e
die Jacobi-Poincaré-Reihe aus (4.7) und Py, € Sy die gewdhnliche Poincaré-
Reihe fir Modulformen aus (4.3). Dann gilt fir T € H

Pk,m,(n,r) (7—7 O) =2 Z Pk, A2mAn+Ar (T) (48)
ANEZ

Beweis. Nach (4.7) gilt

Py (7,0) = > (er +d)7

A, dEZ
(e, d)=1

Nme(ar +0)* 5, at +b at +b
e | — + Namt+n + Ar )
cT +d cT +d cT +d

Indem wir benutzen, dass ad — bc = 1 gilt, erhalten wir

B N2 me(at + b)? 2 — \Pm —c(a®7? + 2abt + b*) + a*cr? + a*dr
cT +d cT +d

a’dr — b*c — 2aber

= \?
" cT +d
b

= x2m o Nabm.

cT +d

Folglich gilt mit der Poincaré-Reihe aus (4.3)

2: +b at +b at +b
Pmn'r 0) = dik )\2 ar by
nte (70 AcdeZ<CT+ ) e( mCT+d+nCT+d+ Tcr—l—d

(e,d)=1

= 3 (er+d)Fe ((A2m 4 T b)

ct+d
A\, deZ -
(e,d)=1

=2 Z Pk, )\2m+n+)\r<7-)-

AEZ

Bemerkung 14. In [Tok94, Lemma 2.3, S.29] wird eine allgemeine Formel fir
die Abbildung Doy, ( Py, (n,r))(T) gezeigt. Hier fehlt der Faktor 2 in der Formel
(es wurde eine andere Definition von T verwendet als in [EZ85], die zitierte

Reihendarstellung von Py, (nr jedoch nicht angepasst).
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In [Mar14, Proposition 1.2, S.69] wird die folgende zu (4.5) analoge Darstel-

lung der Kernfunktion QZO”; angegeben.

Lemma 9. Sei ug € Z und k > 6. Falls s € C mit 1 < R(s) < k — 3, so gilt

Y ¢ o . W G111
920,8(7—72)_\/%6( )F(S—%) Ze< 2m>

pn=0
3
D\’ 2
X Z <R> Pkm(% )(T, Z) (4.9)
D>1
4m|(D+4?)

Beweis. Den Beweis entnehmen wir [Marl4, S.82|. Sei puy € Z und 'y, der
Stabilisator von Unendlich in SLs(Z), also I'w := {£({!) |l € Z}. Mit der
Darstellung der Funktion Q™ aus [Mar14, S.79] gilt

Ho,S

2m—1
- ~kom 1 HHo
vV 2mi Qﬁ’ms(ﬂ z) = Z < — e (—%) Omu(T, Z)) [M, 0, 0]
MeSLy(z) \T % u=0 k,m
2m—1
- ¥ ( < 1 ( HMo)
= 1 e —2—
METo\SLa2(Z) NM'elos VT 2 =0 m
Onylr2))| M 0.01)| 104, 0,0
k,m k,m
Wir betrachten zuerst die innere Summe
1 2m—1 ,U/,LL
0
> <—_ > e (—%) Om,u(T, Z)) (M, 0, 0]
Meloe \T ? =0 k,m
- s_1 m, [ )
leZ (T+1) 2 1=0 2m

_ ko

2m> O (T + 1, —2).

_l_
(]
=

o
—
tM%
—

2m 2m

T 5 () v (3) et
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schreiben. Dies lasst sich weiter umformen zu

5 () e () o35 L)

p=0 lo=1 l€Z (7 + o+ 4ml)*~2
4m 2m—1
_Z Z ( < QZO—Q[L,MO) +(_1>ke<ﬂ2l0+2“/‘0))
o 4dm

1
O (T, 2) CGmz (T +1lo, s — 5)
mit Cumz(7,5) == ey (7 +4mi) =7

Mit Hilfe der Fourier-Darstellung (vgl. [Marl4, S.81]) erhalten wir, dass die
Funktion (4z(7,s) analytisch auf die gesamte komplexe s-Ebene fortsetzbar

ist und

o 7 053 - 4m(62<7i—i)>s;i§ S %) ()

erfillt. Wir bekommen somit

> ( - mZ (-52) Ol z))

M'elo \T 7

_ 4Zm2mzl ( (M) +(—1)e (‘m%ﬁf“’“‘o)) Opn(7,2)

lo=1 p=0
(2m) e (1 S_%e 17+ lo)
dme(5)T(s — 3) <= \4m 4m
Insgesamt erhalten wir
Vomi Of (7, 2)
(27)"ze n 2m_1< (uzlo—Zuu()) . (u2l0+2u,uo))
= o (BRI ) 4 (e L
dme(2)T(s — 3) ZOZI ; dm 4m
3
—~ ( D\ 2 (Dl D
s O m ) T M7 s V.
) (@) Z, (ontre (i) )] oo

MeT o\
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Es gilt fir jedes D > 1, 1 <[lp<4dmund 0 < p <2m —1

MEZFO:O\F (@m,u(ﬁ 2e (%O )

[M,0,0]

k,m

2+ D
= Z e” i T+1r2 (M, 0,0]
Mel\I 4m k,m
r€Z,r=p (2m)
1 (cr +d)~kem cz? r?+ D a7’+b+ z
= — cT e | — e . r
QCdTGZ ct+d dm  cr +d ctr+d)’
(e, d)=1
r=p (2m)

wobei a, b € Z so gewahlt werden, dass ad — bc = 1 gilt. Mit dem Variablen-

tausch r — p + 2mr kénnen wir dies weiter umformen zu
1 cz? at +b 2
- d -k m [ 2 2
2 Z (er +d) e ( CT+d+rCT—|—d+ TCT—Fd)

c,d, TEL
W+ D ar+b i z at + b
e . e +r .
4m ct +d ct +d ct +d

(c,d)=1
Mit der Poincaré-Reihe fiir Jacobiformen erhalten wir insgesamt

271')8_%6% S D s—% 4m 2m—1 D ,u2
/2 -@k,m — ( — l
mi ©)5(7:2) 8me(§) (s — 2 Z <4m) g Z ¢ ( 4m 0)

2
Hito ko, ((FHo
( (A0 ¢ (cayte (B0) ) Py oty (752)

Da alle obigen Poincaré-Reihen Jacobiformen aus J; " sind, erfiillen sie

(—1>k Pk,m,(n,u) (7’, Z) = Pk,m,(n,u) (7’, —Z).
Mit der Reihendarstellung der Poincaré-Reihen fiir Jacobiformen erhalten wir
th,(n,u) (7’, —Z) - Pk,m,(n,—u) (7', Z)

Zusammen mit

ie(DjLqu)— 4dm, falls%ﬁEZ
0] =
dm 0, sonst
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bekommen wir

e(7) (s — p 2m 2m
D\"*
" (%) Pam 2, 1(72)
D>1
4m|(D+p?)
@m) = S (o D\
0
= 5 - T,Z
e(i)F(s—%); ( 2m> DZZ:I <4m) b (i )(7:2)
aml(D+122)

Lemma 9 ermoglicht uns einen ersten alternativen Beweis von Lemma 4.

Beweis von Lemma 4. Wir mochten zeigen, dass
~ HHON yx /e
— Z (=552) Aok = s),
M:

fiir alle ¢ € J;»" und s € C mit 3 < R(s) < k — 3 gilt. Mit (4.9) und (4.6)
folgt

A= 3)
2k=1m exp(Z2)I(s —

<Q;’joné’ ¢> =

l
2

T T DIRA oy

(k- 32) - 0 S_k
2 Tme(§) (s — Ik — ) ;e( W) (2m)Fs ZC“ <_) |

Mit der Definition der L-Funktion A, folgt die Behauptung. |
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4.4 Konstruktion von Jacobi-Spitzenformen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Abbildung { }7,, eine Spitzenform f
vom Gewicht k auf eine Jacobi-Spitzenform {f}} , vom Gewicht & und Index
m abbildet. Auferdem werden wir beweisen, dass die Abbildung { }7,, bis auf
eine Konstante, die Adjungierte von Dy beziiglich des Petersson-Skalarprodukts
ist. Danach berechnen wir das Skalarprodukt der Einschrankung QZO””; (7,0) mit
einer Spitzenform. Als Ergebnis erhalten wir einen weiteren Beweis fiir Lemma
4. Abschliefend geben wir das Resultat aus [Sak98| iiber die Konstruktion von

Jacobi-Spitzenformen wieder.

Da Q/’j’(ﬁ(ﬂ 0) = DO(QZB%)(T) gilt, geniigt es die zu Beginn des Kapitels de-
finierten Funktionen Dy, (eingeschrinkt auf J'") und { }} , fiir v = 0 zu
betrachten.

Es gilt fiir eine Jacobi-Spitzenform ¢ € J. ¥ mit ¢(7,2) = > c(n,r)e(nt)e(rz)

und eine Spitzenform f € Sy mit f(7) =) ar(n)e(nr)

Do(¢)(T) =Y Y c(n,r)e(nr) € S

n>0 rez
r2<dmn
und
> +rl+n)
0 _ 4 _ 2 \k—2 af(m c Jeusp.
{f}k,m(Tv Z) n;Z ( mn r ) %Z: (ml2 Ll + n)k_l e(nT)e(rz) k,m
r2’<4mn

Der néchste Satz ist ein Spezialfall von [Sat89, Theorem 1.3, S.465] und
[Tok94, Theorem 1.1, S.27| und gibt eine Moglichkeit Jacobi-Spitzenformen

mit Hilfe elliptischer Spitzenformen zu konstruieren.

Satz 4. Seien k und m ganze Zahlen mit k > 3, m > 1. Sei weiter f € Sk
eine Spitzenform mit n-tem Fourierkoeffizienten ay(n) und sei ¢ € J'V eine

Jacobi-Spitzenform. Die Funktion

{f}%m(T, z) = Z (4mn — 7"2)]“_% Lio(k = 1; fym,r,n) e(nt) e(rz)
n,r€Z
r2<dmn

mat
ar(ml*+rl+n)
(ml2+rl+n)s

Ek,o(& fim,rn) = Z

€7
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ist eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht k und Index m. Auflerdem ist die
Abbildung

{ Yo : Jem = Sky [ Z (4mn — 7“2)’“_% Lio(k —1; f;m,r,n) e(nt) e(rz),

n,reZ
r2<dmn

bis auf eine Konstante, die adjungierte Abbildung zu Dy beziiglich der jeweiligen

Skalarprodukte. Genauer gesagt gilt

(DO<¢>7 f) = Ck,m <¢7 {f}g,m>

mit der Konstanten
I(k—1)
(4m)k=2/m (k- 3)

Beweis. Fiir die erste Aussage verweisen wir auf [Sat89, Theorem 3.3, S.473|.

C}C’m =

Wir zeigen die zweite Aussage des Satzes. Nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz aus der Funktionalanalysis existiert zu dem linearen Operator Dj :
Jem = Sk ein eindeutig bestimmter Operator Dj : Sy — Ji,.F mit (Dj(f), ¢) =
(f, Do(9)) fiir alle f € Sk, ¢ € J,,F. Wir mochten zeigen, dass die Adjungierte
D;, bis auf eine Konstante, durch die Abbildung { }7,, gegeben ist. Es geniigt
dazu die Poincaré-Reihe fiir Jacobiformen Py, ny) € J,Z:ip zu betrachten.
Nach (4.6) gilt

mF=20(k — 3)

(DE(): Promns)) = =3 2 (dmn — r?) 3 e(n, r Dy (f)),

wobei c¢(n, r; Di(f)) den (n, r)-ten Fourierkoeffizienten der Jacobi-Spitzenform
D{(f) bezeichnet. Mit (4.8) und (4.4) erhalten wir

. 2I'(k — 1) ap(Nm + M +n)
<D0 (f)> Pk,m,(n,r)> = (f’ DO(Pk,m,(nﬂ“))) = (4’/T)k71 Z ()\zm + )\7" + n)kfl :
XEZ
Folglich gilt
[(k—1) ok 3 ar(N*m + M +n)
- D — 4 —
c(n, 7 Dy(f)) (4m)F—2, /7 T(k — %)( mn =) /\EZZ (A2m 4+ Ar +n)k-t

== Ck',m : C(”u T {f}g,m)

mit den Fourierkoeffizienten c(n,r; {f}7,,) aus (4.1). Dies zeigt die Behaup-
tung. [ |
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Mit Hilfe des eben gezeigten Satzes und Lemma 9 kénnen wir nun das Ska-

larprodukt der Modulform €2 (7, 0) mit einer Spitzenform f € Sy berechnen.

Lemma 10. Seien k und m positive ganze Zahlen mit k > 6 und pg € Z.
Sei f(1) = Y 51 a5(n)e(nT) eine elliptische Spitzenform von Gewicht k und
Qe Jot? die Jacobi-Spitzenform aus (2.1). Ist s € C mit 3 < R(s) < k-3,

so gilt

I'(k—1)m—s* ol Lo
Do(Q5m), f) = Se(-
(Do(55). f) 92h-+s—5 k=53 e(2)T(s—3) =0 ) ( 2m)

D+p?
3 ay ()\Zm—FW—F)\N)
X Z D™= Z (A2m + D4+u2 _’_/\Iu)k—l'

D>1 \EZ
4m|(D+p?)

Beweis. Nach Lemma 9 und mit (4.8) gilt

(2r)*~

Do(Q5™) (1) = -t
0( #0,8)(7—) \/%e(i)l‘\(s_%) ; @( 2m>
D\ 2
> (m) DolPym gz ) (7)
D>1
4m|(D+pu?)

yrh R ;
T Yme(3)T(s - 1) ; ‘ (‘%)

4 2
3
D\ 2
x Z (4m Zpk,varD%ﬂJw\u(T)‘
D>1 AEZ "
4m|(D+p?)

Sei f € Sy eine Spitzenform mit der Fourierdarstellung f(7) = > _, af(n) e(nT).
Dann gilt fiir das Skalarprodukt

JSNE 2m—1
573 m Ko

D Qk,m , — <_ >
(Po(§,5%), f) 2573 ¢(5)T(s — 3) ; o

o3

X Z D™= Z(Pk,x2m+D+—“2+>\u’ /)
D>1 AEZ o
4m|(D+p2)

Mit (4.4) erhalten wir

_ L(k—1) ) + p?
<Pk,)\2m+D4+7n‘:2+)\/~"’ f)_(47r<)\2m+D;fLL2+>\u>)k—l af (A m + Am +A,u .
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Insgesamt bekommen wir

2m—1

D(k—1)m=+! [ho
Do(Q25™), f) = . e\ =5
( 0( #o,s) f) 92k+s—5k—s—5 e(i) F(S _ %) ; ( Qm)

, ay <A2m+%ﬁ+Au>
X D’z .
Z Z (N2m + —DIW’;Q + M)kt

D>1 AEZ
4m|(D+p2)

Bemerkung 15. Mit Hilfe von Satz 4 und Lemma 10 kénnen wir zeigen,
dass fiir das Skalarprodukt der Jacobi-Spitzenformen Q%7 {f10,, € Jiw' die

km

Gleichung

(e A Hom) =

2Ime($)I(s — DI (k — s)
< 3 e (B AUk = s).

gilt. War erhalten demnach einen zweiten Beweis fiir Lemma 4.

Beweis. Nach Lemma 10 gilt fiir das Skalarprodukt der Spitzenform f € S,
und mit n-tem Fourierkoeffizienten az(n) und der Spitzenform Dy(QF™)(7) =
QFm (7.0) vom Gewicht k

10,5
L(k—1)m—s* i [4hto

Do) = e 3 e (=5
22 ts—5k=s=3 o($) (s — 1) o 2m

, ay (A2m+%l’ﬁ+)\u>
X D%z .
Z Z (A2m + —DIT#Q + M)kt

D>1 AEZ
4m|(D+ps?)

Diese Darstellung erinnert an die Fourierkoeffizienten der Funktion {f}} .

Diese sind gegeben durch

ar(mA? +rX+n)

cln, i {Yom) = mn =) 3y T

AEZ

Setzen wir D := 4mn — p* und ¢, (D) = c(n,p) fir alle n,r € Z, so gilt

cu(D) = ¢,y(D) genau dann, wenn p = ¢/ (mod 2m) ist. Wir kénnen demnach
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fiir die Reihe

ay ()\Zm + DTtnﬁ + )\u)

3 -
D= z =D D eu(Di{f 1)
4m|(D+p?)

schreiben. Mit Hilfe der L-Funktion aus (1.8)

A (p,5) =T(s) (—) Y D e, (D) (fiir 0 < p<2m— 1)
bekommen wir

>0 S ~ e () MR

s
D>1

Satz 4 liefert den folgenden Zusammenhang zum Skalarprodukt von Jacobi-

Spitzenformen
m (4m)* 2y L(k - 3) m
Qs UNem) = ==y (Do), f).
Insgesamt erhalten wir
(k- 2)
Qk,m 0 — T 2
< 10,87 {f}kz,m) 2’“_1me(§)F(s . %)F(kﬁ . 8)
2m—1
LY pe (Y0 e o
x Z e (<522) AR ) k=)

Nachdem wir verschiedene Beispiele fiir Jacobiformen kennengelernt haben,
stellt sich die Frage wie sich Jacobiformen allgemein konstruieren lassen. Daher
geben wir abschliefiend das Resultat aus [Sak98| iiber die Konstruktion von

Jacobi-Spitzenformen wieder.

Satz 5. Seien ki, ko € Z mit k1 > 4, ko > 3 und mq, moy € N. Sei weiter

o1(r,2) = Z a(ny, ) e(ny7) e(ri2)

n1,r1 €L
r% <4(mi1+ma)n;

eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht ki + ko und Index my + mo und sei

Go(T,2) = Z b(ng, o) e(naT) e(raz)

ng,ro€Z
r§<4m2n2
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eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht ko und Index mo. Dann ist

Cu(P1)(r2) = Y c(n,r)e(nr)e(r2)

n,reZ
ri<dmin

eine Jacobi-Spitzenform vom Gewicht ki und Index my, mit Fourierkoeffizienten

(4m1n - r2)k1_%(m1 + mg)lierizF(/{?l + ko — %)

7Tk2mlf1_2F(k1 — %)

c(n,r) =

" Z Z a(n + ng,r + 1r9) b(ng, )

(4(m1 + m2)(n + n2> - (7” + r2>2)k1+k2*% )

nz>1 T2€Z
T§<4m2n2
4(m1 (n+n2)+man)—r(r+2rz)>0

Beweisskizze. Fiir die Beweisdetails verweisen wir auf [Sak98, Theorem 3.1,
S.118|. Zunéchst definieren wir die Funktion

U(r,2) = 61(7,2) 6a(T, 2) v €™ (2_112)

v

mit 7 = v+ v und z = x + iy. Diese Funktion hat dieselben Transformations-
eigenschaften wie eine Jacobiform. Das Integral
2

(¢, W) :/ o(1,2) U(T, z) M3 em (ﬂ) dx dy du dv
I7\HxC

v

ist wohldefiniert und konvergiert fiir ¢ € J. "7 . Da die Abbildung ¢ — (¢, V)

auf J,jﬁf; linear ist, gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz eine eindeu-

tig bestimmte Funktion

P(r,2) = Z c(n,r)e(nt)e(rz) € J,fiffil

n,r€Z, r%<4m1n
mit
(0,9) = (9, ¥)

fiir alle Jacobi-Spitzenformen ¢ € JX" . Mit Hilfe der Poincaré-Reihe fiir

Jacobiformen gilt dann fiir die Fourierkoeffizienten der Funktion ¢

c(n, T) - mk—2 F(k _
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Mit dem Satz von Lebesgue konnen wir die Summation und Integration in

(U, Py, my (n,r)) Vvertauschen und erhalten

<\Ij7 Pk1 Jmi 7(n,r)>
292

= / \11(7-7 Z) Pk1,m1,(n,7")(7,z) Uk1_3 e™ (—) dx dy du dv
I/\HxC

v

2 2
= / / (T, 2) e(nT + 72) |1y m,y V772 ™ <i> dx dy du dv
yelZ\IY JTI\HxC v
2

- 9
= / U(r,2) e(nt +rz)v" 3™ (i) dx dy du dv,
~el'J \HxC v

wobei wir Rankins Entfaltungsmethode benutzt haben. Anschliefsend setzen
wir die Fourierentwicklungen der Funktionen ¢; und ¢ in ¥ ein und erhalten
dadurch die Fourierkoeffizienten von W. Setzen wir die Fourierentwicklung der
Funktion ¥ in das obige Integral ein und benutzen wir, dass ([0, c0) x [0, 1]) x
(R x [0,1]) ein Fundamentalbereich der Aktion von I'Z, auf H x C ist, so folgt
der Satz nach Berechnung des Integrals, wobei fiir ®4,(¢;) die Funktion ¥

verwendet wird. [ |
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