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Faltungsoperatoren auf gewissen diskreten Gruppen

von

MICHAEL LEINERT (Bielefeld)

Zusammenfassung. In einer diskreten Gruppe G definiert jede Funktion fe I?(G)a
deren Triger geniigend unabhingig ist, durch Faltung einen beschrinkten Operator
von ILZ2(G) (Abschnitt I). Als Konsequenz ergibt sich fiir Gruppen, die eine freie
Untergruppe mit zwei Erzeugenden enthalten, daf die Fourier-Algebra nicht faktori-
siert und ,,viele” Multiplikatoren besitzt, die nicht in der Fourier-Stieltjes-Algebra
liegen (Abschnitt II). Einige Bemerkungen zur Bedingung (H) (vgl. [1], (4.14)), die
zur Existenz approximierender (nicht notwendig beschridnkter) Einheiten der Fourier-
-Algebra dquivalent ist, schlieBen sich an (Abschnitt III). Satz 1 wurde in [5] an-
gekiindigt.

@ Dbezeichnet eine diskrete Gruppe, K (G) die Menge der komplexen
Funktionen auf G mit endlichem Triager, und LP(G), 1< p < oo, den
Banach-Raum der p-integrierbaren komplexen Funktionen auf G mit der
Norm f>|fl, = ( X If(®@)?)'?. Es ist A(G) die Fourier-Algebra, B(@G) die

zelG

Fourier-Stieltjes-Algebra von G (vgl. [1]) und VN (G) die von der links-
regulédren Darstellung o von G auf L7 (G) erzeugte von Neumann-Algebra.
Mit X wird die Menge aller (Klassen von) stetigen unitdren Hilbertraum-
darstellungen von G bezeichnet, fir fe K (G) sei |f|y = sup|=(f)|, wo | |

TeX

die Operatornorm bedeutet. Ist f eine komplexe Funktion auf G, so be-

zeichnen wir ihren Trager mit supp (f) und definieren fiir b ¢ G die Funktion
fp durch

fola) = f(ad™), a<@.

Die zu f komplexkonjugierte Funktion bezeichnen wir mit f, die Funktion

w>f(z~") mit f. Definiert f durch Faltung einen beschrinkten Operator
auf L?(G), so bezeichnen wir dessen Norm mit |f lvivey- Unter einem
Multiplikator der Fourier-Algebra A (@) verstehen wir einen beschrinkten
Operator 7' auf A (@) mit der Rigenschaft T (ab) = Ta-b fir alle a, be A (G).
Sind B und ¢ Teilmengen von @, so bezeichnet B — ' ihre mengentheore-
tische Differenz und y; die charakteristische Funktion von B. Das Eins-
-Element der Gruppe G bezeichnen wir mit e.
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I. DerINITION. Hine Teilmenge P < G erfillt die Bedingung (%) wenmn
gilt: fir jede natirliche Zahl n und Elemente oy, ..., %,,e P mit @, # @
(6 = oooy Zin—=1L) 450

41

—1 -1 —1
B 1 By@ 3%g ove Byp _1%9, F €.

Sarz 1. Sei G eine diskrete Gruppe. Jede Funktion fe L*(G), deren
Trager die Bedingung (*) erfullt, definiert durch Faltung einen beschdnk-
ten Operator von IL*(G), und es gibt eine Konstante C > 0, so daf |f lvxiey
< O|fl, fir alle solche Funktionen f.

Beweis. Sei fe L*(G) und erfiille supp(f) die Bedingung (x).

Sei ge K(G¢) und S = supp(g). Wir konnen annehmen, daB f und g¢
nichtnegative reelle Funktionen sind (sonst betrachte man die Abgolut-
betrige). Fir xe @ ist

(Fxg) (@) = > g(s)f(ws™).

seS
Zwei Elemente r, se S8 heilen konjugiert (r~s), wenn

supp (f,) 0 supp(fs) # 9,
was bedeutet, dall es Elemente a, besupp(f) gibt mit

L) ans—ehsk

also mit

=
Aus Bedingung (x) folgt, daB die Menge supp (f,) N supp(fs) fir » # s
hochstens ein Element enthalten kann (denn fiir » =~ s und ¢, de supp(f,) 0
m supp(f,) gilt ¢ = a,r = bisund d = a,7 = bys mit ay, 05, by, by e SUPDP([),
a; #+ by, ay #~ by, Woraus wir a; 'b;b; e, ='e, also b, = b, und somit ¢ = d
erhalten). Sei ¥ die Menge der ye (@, fiir welche in der Summe

(1.2) Dg(s)fys™)

seS
mindestens zwei von null verschiedene Terme vorkemmen. Y ist eine
endliche Menge (nach dem soeben Bemerkten). Fiir yeY sei

8, = {se 8| yesupp(f);}-
Dann gilt
Frg) = D gs)flys™).
sesy,
Sei s, ¢ 8, fiir ein ye Y. Man wihle s,e S so, dal s, # s, aber s, ~s;, falls
ein solches s, existiert. Durch Induktion wéhlt man s,: s, 7 81, ...y Sy_1,
aber s, ~s; fiir ein j < n. Dieser AuswahlprozeB bricht ab, da S endlich
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ist. Gibt es ein Element s;e( ) S,, das in der soeben definierten endlichen
yeX

Folge nicht vorkommt, so konnen wir nach demselben Verfahren eine

zweite Folge konstruieren. Durch Induktion erhalten wir eine endliche

Anzahl von endlichen Folgen, so daB jedes Element von (J S, in einer

dieser Folgen vorkommt. Es gilt el

(1.3) (i) Die soeben gebildeten Folgen sind ,,disjunkt’, d.h. kein Hlement
se S kommt in zwei verschiedenen Folgen vor.

(ii) Sei ye Y. Wenn se 8, in einer dieser Folgen vorkommt, so kommi
jedes s e S, in derselben Folge wvor.

(@iNSes shy - Sy, cine dieser Holgew. Fimde {1, ... m} sei ¥, — {ye Y|
S8 e s 8L Seaienco, Te (Lm0 = 5 Dann gilt

el S il

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Wir beweisen (iii) indirekt. Sei s aus
dem angegebenen Durchschnitt. Es gilt s ~s,, s ~s,, also s =s; mit
4> 0, 4 >7. Nach Konstruktion der Folge s;,...,s, gibt es Indizes
iy ooy Vge i, ..., m} mit v, =1 und der Eigenschaft, daf in der-Folge

S0 S0 19 0 onn P = S

jedes Element vom vorhergehenden verschieden und zu ihm konjugiert
ist. Kann man dabei irgendwelche Elemente s, weglassen, ohne daf

diese Eigenschaft verloren geht, so wollen wir dies tun.
Awnaloc oibb €8 wy, ..., wye {1, ..., m}, so daB die Felge

Sy Sy Suyy 09 Sy = 81
obige Higenschaft hat. Auch hier seien ,unnotige” Elemente s, wegge-

lassen.
GemdB der Definition von ~ gitt es Elemente a;, ..., tyy 5,0y, ...
o byt e Supp (f)s S0 daB gilb:

sisel sa g,
808y, = 05 ' Gy,
(1.4) 8,85, = 05 g,
quﬂsgll =5 a2—ql+1 Gag+2
und
$,8, = b1 by,
(1.5) SeSuy = b5 by

1 . p—1
sup_lsu}? S b2p+1bzp'
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(1.6) Seien q, r, se 8 mit q~r~s, gebe es also Blemente ¢, ¢y, dy, dye supp(f)

mat

orle, =g

dy s —sae
Ist q nicht konjugiert zu s, so gilt ¢, +# d.
Beweis.. Sei ¢, = d,: Dann gilt ¢;'d, = qs7 ", also. g~s.
Nach (1.6), nnd - weil " offenbar - a,, == a,,; o fie 4 = g s
by by At e =1 i et ilierhalben wir
W52 Uy o Uy == Wy AT =
Biciibn il i e
Aus (1.4) und (1.5) ergibt sich

il =1

B O —1 — s —1 -1 -1
(L) 181 = 818 oSy e Sy 1Sy T AL Gy Q5 Gy .. Gog Gagyy
und

AT = =1 il il i — i
(1.8) 8i81 = 8287 S:Su .. Sy, Su = el b e b b S eiD e

Falls a, = a,, reduzieren wir den oben stehenden Ausdruck a;’ ... @y,,,
indem wir a,a; ' weglassen. Das reduzierte Produkt a;' ... a,, , beginnt
dann mit a;'a,, Wobei a; # a, wegen s; # s,,. Analog konnen wir den
Ausdruck bi'...b,,,, reduzieren, falls b, = b;. Dividieren wir nun die
beiden Ausdriicke durcheinander, so erhalten wir aus (1.7) und (1.8)

—i - = = —i
€ = bypya--- by (bshy ) brar (a,057) 0y ... Gy s,

wobei die Terme in den Klammern gegebenenfalls fehlen und b; # b;.,,
a; # a;,, tiir alle vorkommenden ¢, j sowie b, = b,, falls byb; " fehlt, a, # ay,
falls a,a; ' fehlt. Wegen Bedingung (%) muB also a; = b, gelten. Damit
haben wir

aSiE—ays =0 s

Ohne Einschrinkung sei o < 7. Nach Voraussetzung ist s, insbesondere
in der rechten Seite des unter (1.3), (iii) notierten Durchschnitts enthalten,
d.h. supp(f,,) und supp(f, ) besitzen einen gemeinsamen Punkt, der nicht
zu supp( fsg) gehort. Wie wir soeben sahen, haben supp (f,) und supp( 5
auch den Punkt a;s, gemeinsam, der zu supp( fse) gehort, also von dem
soeben genannten Punkt verschieden sein muB. Das ist ein Widerspruch,
denn supp (f,,) "supp (f ;) enthilt hochstens einen Punkt (vgl. den Text
nach (1.1)). Damit ist (1.3), (iii) bewiesen.

Sei s, ..., s, eine der vor (1.3) definierten Folgen. Fiir 4e {1, ..., m}
sei wieder ¥, = {ye Y| s;¢ 8,58, ..., 8_,¢8,} und es sei Yo = {yeXYls; &S, fur
ein 4, 1 <4< m}. Nach (1.3), (ii) gilt
(1.9) R ot el

ye Yo
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Wir erhalten

DU = X D ((Fxa)
ye¥ h=1 ye¥y,
< > 3 (eotrrwsirrz( Y owiws ™))
h=1 ye¥p [seSy
S#Sh

wegen (a-b)* < 2a* +2b” fir a, be R;

(2 iE+2 3 o) X =)

1 ye Xy, seS seS
s;&sh s;ésh

<

NS

h

nach der Schwarz’schen Ungleichung;

Ms

orisi+2( 3 g6riry),

h se U S,—{sp}
erh z Z

Il
-

denn fiir festes s, sind die Mengen S,— {s;} mit s,e S, fiir verschiedene
Werte von y disjunkt (vgl. den Text nach (1.1));

<2 ) gslPIfE+2 Y g(e’Ifi
h=1

ga U s
ye ¥, Y

nach (1.3), (iii);
=4 ¥ (9l

nach (1.9).

Wir konnen nun die Norm von f:xg abschéitzen. Wegen (1.3), (i) und
dem Text davor erhalten wir

IFxgli < D gy flas™+4 > g(s’If1;

seS se U SU
x¢ ¥

< D gl IfE+4 Y (s’ If < BlglIf 13-
SeS. seS

Diese Ungleichung bleibt auch fiir beliebiges ge L*(G) richtig, wie man
leicht nachpriift. Damit ist der Satz bewiesen. :

(1.10) Sei G die freie Gruppe mit zwei E¢zeugend6n Hs gibt eine unendliche
Teilmenge P < G, die Bedmg@mg erfullt, zum Beisprel

= a0 e Z},
wo Z die gamzen Zahlen bezeichnet.

5 — Studia Mathematica LII.2
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(1.11) Sei G eine Gruppe, P = G eine Teilmenge mit mindestens vier Hle-
menten, die Bedingung (=) erfillt. Dann enthilt G eine freie Unter-
gruppe mit zwei Hrzeugenden.

Beweis. Seien a, b, ¢, d vier verschiedene Elemente von P. Setzt man

w—de b e

so folgt aus Bedingung (%), daf w und v freie Erzeugende sind.

II. Sei B eine Teilmenge von G, welche folgende Bedingung erfiillt:
(%) Hs gibt evne Konstante C > 0, so dafs fir alle he K (@) mat supp (h) = B
qilt:
1By < Clh]s.

Durch Dualitédt ist (x:x) Aquivalent mit:
(2.1) Fir wed(G) gilt uyzeLA(@) und

luygle < Olu] 4

Ist X eine vollstdndige normierte Funktionenalgebra auf G, so sind
die Multiplikatoren von X die Funktionen f auf G mit der Eigenschaft
frgeX tir alle geX (die Stetigkeit von grf-g folgt aus dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen).

So erhalten wir wegen (2.1) fiir 4 (G): die Multiplikatoren von A (&)
mit Triger in F sind gerade alle beschrinkten Funktionen auf G mit
Triger in F (daB Multiplikatoren von A (&) stets beschriankte Funktionen
sind, folgt aus |,u|yq = [4lyg, @G, wed(G)). Ist f ein solcher Multi-
plikator und gilt f¢ B(G), so folgt natirlich f¢ L* (@) (wegen L*(G) = A(G)
< B(@)). Umgekehrt gilt

Sarz 2. Sei f eine komplexwertige Funktion auf G mit supp(f) c £
(E wie oben), f¢L*(@). Dann gibt es eine Teilmenge H <= H, so daf
g =f1m ¢B(G).

Beweis. Sei f =f, eine Funktion mit supp(f) c B, f¢L*(F). BEs
gibt ein hye K (G) mit K, = supp(hy) < E und ||, = 1/C (O wie in (xx)),
so daf
(2.2) | Y @) (o) | > 1.

zel
Diese Ungleichung impliziert |f- yx i@ > 1, denn nach (sx) gilt |[halre
< 1. Wegen |f yx lae = If 2z /50 gibt es ein lie K(G) mit ||z <1,
so dab
| X (@) 1z, @l (@) | > 1.

zeG

Sei H, = (supp(f)—supp(l))UK,. Wir definieren f; = f yu, =/fo 1m,-

Nach Konstruktion gilt supp(fy) = B, fi¢L* (@) und [filgg>1. Wir
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fahren mit Induktion fort. Seien K, c E und f, schon konstruiert und
gelte supp(f,) = B, fo¢I?(G), |fulge>n- Es gibt eine Funktion
e K(G) mit K, ., = supp(hy,,) B, Mo o B, and [k, 5= 1,
so daf

fommﬂm > nti,

zel
Hatn gilo [f XEp i L@ = 7+ 1, und es gibteinl, ¢ K(G) mit |l, =< 1,
so daf

,an xKn_L.l n+1(m)] = L
e G
Sei H, , = (supp(f,) —supp (by1))V Ky Wir definieren fop, = fo 2z, -
Die Folge {f,} konvergiert punktweise auf G gegen die Funktion
g = f-4g mit H = (| H,. Nach Konstruktion gilt

ROt

zel
fiir alle ne N, also g ¢ B(G).

Ist @ eine diskrete Gruppe mit einer von zwei Elementen erzeugten
freien Untergruppe, so folgt aus dem soeben bewiesenen Satz zusammen
mit Satz 1 und (1.10), daB es ,,viele’” Multiplikatoren von 4 (G) gibt, die
nicht in B (@) liegen. Dies verbessert ein Ergebnis von A. Figa—Talamanca
und M. Picardello ([3]).

M. Lefranc ([4]) hat gezeigt, dall die charakteristische Funktion
einer Teilmenge F einer diskreten Gruppe G genau dann zu B(G) gehort,
wenn I in dem Ring liegt, der von Untergruppen von ¢ und deren Rechts-
und Linksverschobenen erzeugt wird. Die in (1.10) erwahnte Teilmenge
der freien Gruppe mit zwei Erzeugenden erfiillt diese Bedingung nicht,
ihre charakteristische Funktion ist also ein konkretes Beispiel eines
Multiplikators von A (@), der nicht in B(G) liegt.

(2.3) Die Fourier-Algebra A(G) einer diskreten Gruppe G, die eine freie
Unitergruppe mit zwei Hrzeugenden enthdll, faktorisiert micht, d.h.
es gult

A(@)-A(Q). % A(G).

Dies folgt aus (2.1), denn G enthdlt eine unendliche Teilmenge H,
welehe (xx) erfiillt.

Man kann also vermuten, dafl die Fourier-Algebra einer diskreten
Gruppe genau dann faktorisiert, wenn die Gruppe amenabel ist. -

Ist B wieder eine Teilmenge von @, die (xx) erfillt, so ist auf dem
Raum der Multiplikatoren von A (G) mit Trager in B die Multiplikator-
norm dquivalent zur Supremumsnorm (nach dem Satz von der offenen
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Abbildung). Auf dem Raum der Funktionen aus A (@) mit Triger in B
sind wegen (2.1) die Normen | |, und | | 4@ Squivalent. Also gilt

(2.4) Ist G eine diskrete Gruppe, die eine freie Untergruppe mit zwei Brzeu-

genden enthilt, so gibt es Funktionen feA(G) mit |f| A =1, deren
(@) 19]a@ < 1} beliebig Flein ist.

Aus (2.4) folgt insbesondere, daB unter den angegebenen Voraus-
setzungen B(¢) kein abgeschlossener Teilraum des Banach-Raumes aller
Multiplikatoren von A (@) ist.

III. Setzt man fir TeVN(G) und ved(G) — es sei v = fx¢ mit
gie i) —
pr(v) = (Tqlf),
so ist bekanntlich die Abbildung T — ¢, ein isometrischer Isomorphismus
von VN(G) aut den Dualraum von A (G). Fir we B(G) und 7<VN(G)
definiert man «1'e VN (G) durch :

(puT(U) == (PT(W)) 9

veA(G). Wir erinnern an die folgende Definition aus [1]:

DEFINITION. Der Operator T'e VN (G) erfillt die Bedingung (H), wenn
gilt: fir veA(@) mit vI = 0 ist pp(v) = 0.

Bei diskretem @ ist fir ve A (@) die Aussage vI' = 0 gleichbedeutend
damit, daB » auf dem Triger von 7 verschwindet (vgl. [1], (4.4) und
(4.19)), und jedes T<VN (@) ist ein Faltungsoperator 7, : fi—u=*f mit
einer geeigneten Funktion ue I7(@), so dall wir erhalten: der Operator
T = T, VN(G) erfiillt die Bedingung (H) genau dann, wenn fiir v = fxd,
f, 9¢ I’ (@), mit v(x) = 0 fir zesupp(T) gilt:

(3.1) (nrg 1) = [p(a =0,
also
(3.2) [[u@y™g@)f @ dyde = [ [ p@)f (y) dy das.

Das Problem ist demnach, ob man auf der linken Seite von (3.2)
die Integrationen vertauschen und nach Translation der Variablen z von
rechts mit y wieder vertauschen kann. Die erste Vertauschung ist sicher
erlaubt, denn es gilt ( f )y = f #(u*g), wie man ohne Schwierigkeiten
nachpriift, da 7',¢ VN (G). Fir die zweite Vertauschung der Integrationen
ist die Voraussetzung v(z) = 0 fiir xesupp(Z) wichtig. Verzichtet man
darauf, so braucht die rechte Seite von (3.2) selbst bei kommutativem G
nicht zu existieren.

In vielen Fillen, wie zum Beispiel den folgenden, sieht man, daB die
kritische Vertauschung erlaubt ist:
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(i) T 14Bt sich durch endliche ILinearkombinationen > Ao(w;),
w;e supp(7T), schwach approximieren.
(ii) Bs gibt eine Konstante € > 0 und ein Netz endlicher Mengen
K, c supp(T) mit K, = supp(T), so daB |XK,1TIVN(G)<O fir alle A
(Spezialtall von (i)).
(i) B oile e L2(G).
(iv) Bs gilt u(x) = 0 fir alle x4,
(v) supp(T) ist eine Wiener-Menge, d.h. eine Synthesemenge, fiir
A(G).
(vi) Bs gilb youppmye B(G) (Spezialfall von (v)).
(vii) supp(T) oder G —supp(T) erfilllt (xx) (Spezialfall von (v)).
(viii) supp(T) ist enthalten in einer amenablen Untergruppe von @G,
Bei (i) handelt es sich iibrigens nur um eine andere Formulierung
der Bedingung (H) (vgl. [1], (4.14)). Unter (vii) haben wir folgende Tat-
sache benutzt: .
Sei B eine Teilmenge von G. Erfillt B oder ¢ —F die Bedingung
(%), so ist I eine Wiener-Menge.
Der zweite Fall ist klar wegen (2.1), betrachten wir also den ersten
Fall: E erfiille (#x%). Sei fed (G) mit f|z = 0, sei ¢ > 0 und ge K (G) mit
If—9lue <& Sei b =g-yz. Wegen (2.1) gilt

1Pl < bl = (g —S) gl < O,
also

, lf—(g—Ph)lyey < e+ C-e.

Somit ist B eine Wiener-Menge.

Folgende Bedingungen sind #dquivalent:

(a) Jedes T'«e VN (@) erfiillt die Bedingung (H). :

(b) Jedes TeVN(G) laBt sich durch endliche Linearkombinationen
D A 0(x;), @;e supp(T), schwach approximieren.

(¢) Jedes wed (@) laBt sich durch Funktionen ve K (G) mit supp(v)
c supp(u) in der Norm von A (@) approximieren.

(d) Jedes usA(G) 146t sich durch Funktionen ve K (G) mit supp(v)
< supp(w) schwach (im Sinne der Dualitit mit VN (G)) approximieren.

(e) Jede Menge M < G ist Wiener-Menge.

(f) 4 (G) hat approximierende (nicht notwendig beschrinkte) Einheiten.

Die Beziehungen (a) < (b), (¢) < (e), (¢) <= (f) sind klar. Man erhélt
(a) < (f) mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach. Offenbar gilt (e) = (d),
aber auch (d) = (a) (vgl. den Text vor (3.1)).

: Wie aus dem Beweis hervorgeht, gilt die Beziehung (a) < (f) fiir
beliebige lokal kompakte Gruppen.
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ProBrEM: Hat die Fourier-Algebra der freien Gruppe mit zwei
Erzeugenden approximierende Hinheiten? Oder allgemeiner: Gibt es lokal
kompakte Gruppen, deren Fourier-Algebra keine approximierenden Ein-
heiten besitzt (auch keine unbeschriankten)?

Fir einige Verbesserungen und Hinweise bin ich P. Bymard sehr
zu Dank verpflichtet.
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