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Zusammenfassung. In einer diskreten Gruppe G definiert jede Funktion f e L2(G)i 

deren Träger genügend unabhängig ist, durch Faltung einen beschränkten Operator 

von L2(G) (Abschnitt I). Als Konsequenz ergibt sich für Gruppen, die eine freie 

Untergruppe mit zwei Erzeugenden enthalten, daß die Fourier-Algebra nicht faktori­

siert und „viele” Multiplikatoren besitzt, die nicht in der Fourier-Stieltjes-Algebra 

liegen (Abschnitt II). Einige Bemerkungen zur Bedingung (H) (vgl. [1], (4.14)), die 

zur Existenz approximierender (nicht notwendig beschränkter) Einheiten der Fourier- 

-Algebra äquivalent ist, schließen sich an (Abschnitt III). Satz 1 wurde in [5] an­

gekündigt.

G bezeichnet eine diskrete Gruppe, K (G) die Menge der komplexen 

Funktionen auf G mit endlichem Träger, und LP(G), 1 < p < oo, den 

Banach-Eaum der p-integrierbaren komplexen Funktionen auf G mit der 

Norm fi->\f\p = ( Es ist A(6r) die Fourier-Algebra, B(G\ die

xeG

Fourier-Stieltjes-Algebra von G (vgl. [1]) und VN(G) die von der links­

regulären Darstellung q von G auf Z2 ((?) erzeugte von Neumann-Algebra. 

Mit 27 wird die Menge aller (Klassen von) stetigen unitären Hilbertraum­

darstellungen von G bezeichnet, für feK(G) sei \f\£ = sup|%(/)|, wo | | 

Tte 27

die Operatornorm bedeutet. Ist f eine komplexe Funktion auf G, so be­

zeichnen wir ihren Träger mit supp (/) und definieren für b e G die Funktion 

fb durch

/&(a) = aeG.

Die zu f komplexkonjugierte Funktion bezeichnen wir mit f, die Funktion 

mit f. Definiert f durch Faltung einen beschränkten Operator 

auf L2(G), so bezeichnen wir dessen Norm mit |/Iv(nö)- Enter einem 

Multiplikator der Fourier-Algebra A(G) verstehen wir einen beschränkten 

Operator T auf A(G) mit der Eigenschaft T(ab) = Ta-b für alle a, &eA(G). 

Sind B und C Teilmengen von G, so bezeichnet B — G ihre mengentheore­

tische Differenz und %B die charakteristische Funktion von B. Das Eins- 

-Element der Gruppe G bezeichnen wir mit e.
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I. Definition. Eine Teilmenge P <= G erfüllt die Bedingung (*) wenn 

gilt-, für jede natürliche Zahl n und Elemente od1, ..., x2neP mit x{ =£xi+1 

(i = 1, ..., 2n — 1) ist

X yX2X 3a74... X2n_i®2?i

Satz 1. Sei G eine diskrete Gruppe. Jede Funktion feL2(G), deren 

Träger die Bedingung (*) erfüllt, definiert durch Faltung einen beschänk- 

ten Operator von L2(G), und es gibt eine Konstante C > 0, so daß \f\-v^G) 

< C'l/h für °^e solche Funktionen f.

Beweis. Sei/<= 2/2(Cr) und erfülle supp(/) die Bedingung (*).

Sei geK{Gj und ß = supp(<j). Wir können annehmen, daß f und g 

nichtnegative reelle Funktionen sind (sonst betrachte man die Absolut­

beträge). Für xeG ist

(/*£).(&) = ]^ gWtxs-1).

seS

Zwei Elemente r, seS heißen konjugiert (r~sf wenn

supp(/?.)n supp(/s) p0,

was bedeutet, daß es Elemente a, &esupp(/) gibt mit

(1.1) ar = bs,

also mit

a-1b = rs~\

Aus Bedingung (*) folgt, daß die Menge supp (/,.) n supp(/s) für r J s 

höchstens ein Element enthalten kann (denn für r s und c, de supp (/r)n 

n supp(/s) gilt c = apr = bxs und d = a2r = b2s mit ar, a2, bi, b2e supp(/), 

b±, a2 b2, woraus wir af1b1b2~1a2 = e, also bx — b2 und somit c = d 

erhalten). Sei Y die Menge der yeG, für welche in der Summe

(1.2) ^g(s)f(ys-^

SeS

mindestens zwei von null verschiedene Terme Vorkommen. Y ist eine 

endliche Menge (nach dem soeben Bemerkten). Für yeY sei

Sy = {Se ß| ye SUpp(/s)}.

Dann gilt

f*g(y) = ^g(s)f(ys^).

SeSy

Sei sxe Sy für ein ye Y. Man wähle s2e S so, daß s2 .s17 aber s2^sr, falls 

ein solches s2 existiert. Durch Induktion wählt man sn: sn J sn ..., sn_x, 

aber sn^Sj für ein j < n. Dieser Auswahlprozeß bricht ab, da S endlich
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ist. Gibt es ein Element das in der soeben definierten endlichen

yeY

Folge nicht vorkommt, so können wir nach demselben Verfahren eine 

zweite Folge konstruieren. Durch Induktion erhalten wir eine endliche 

Anzahl von endlichen Folgen, so daß jedes Element von (J Sy in einer 

dieser Folgen vorkommt. Es gilt ysY

(1.3) (i) Die soeben gebildeten Folgen sind „disjunkt”, d.h. kein Element 

se S kommt in zwei verschiedenen Folgen vor.

(ii) Sei yel. "Wenn se Sy in einer dieser Folgen vorkommt, so kommt 

jedes s'e Sy in derselben Folge vor.

(iii) Sei sr, ..., sm eine dieser Folgen. Für ie {1, ..., m} sei Fi = {y e Tj

s^ Sy-, sr, ..., s^y Sy}. Seien q, ve m}, Dann gilt

(u VWH u =0-

Beweis, (i) und (ii) sind klar. Wir beweisen (iii) indirekt. Sei s aus 

dem angegebenen Durchschnitt. Es gilt s se, s ~ sr, also s = sA mit 

2 > q, 2 > t. Nach Konstruktion der Folge sr,...,sm gibt es Indizes 

v-l, ..., vQe (1, ..., m} mit vQ = 1 und der Eigenschaft, daß in der Folge

A. 1 SQ1 SVy1 • • ' SVQ — S1

jedes Element vom vorhergehenden verschieden und zu ihm konjugiert 

ist. Kann man dabei irgendwelche Elemente sv weglassen, ohne daß 

diese Eigenschaft verloren geht, so wollen wir dies tun.

Analog gibt es ..., {1, ..., m}, so daß die Folge

'V1 Sn1 '>•"1 S~

obige Eigenschaft hat. Auch hier seien „unnötige” Elemente sy wegge­

lassen.

Gemäß der Definition von ~ gibt es Elemente a,, ..., a9„,,, b,, ...

..., b2p+2e supp(J), so daß gilt:

sFe1 = «r1^,

(1.1) = «v x,

SrQ_1SvQ = a2q+ia2q+2

und

= &r152,

(1.5)
= bf1bi,

<? g h h
~ lU2p9
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(1.6) Seien q, r, se S mit q~r~s, gebe es also Elemente cx, c2, dt, d2e supp(f) 

mit

= qr~\

d2ld2 = rs-1.

Ist q nicht konjugiert zu s, so gilt c2 7^ d±.

Beweis. Sei c2 = dr. Dann gilt cf ld2 = qs~1, also q^s.

Nach (1.6), und weil offenbar a2i a2i_x für i = 1, ...,</ +1 und 

b2j 7^ ^23-1 für j = 1, ..., p -f1, erhalten wir 

7^ }

A b2,

a^ A A'+i

5; 7^ bj+1

für i > 3, 

für J > 3.

Aus (1.4) und (1.5) ergibt

(1.7) s^r1 =

sich

... sv sf1 = 
re-i VQ

a2 <z3 <z4 ... ^23+1^22+2

und

(1.8) «aW1 = sÄsz 1srs^ ,... su s~l = b~xb b~Tb 5“1 b 
u3 U2U3 u4, • • • u2p+lu2p+2 •

Falls a2 — a3, reduzieren wir den oben stehenden Ausdruck a1i ... a2q+2,

indem wir <z2a3 1 weglassen. Das reduzierte Produkt ax 1 ... a2q+2 beginnt 

dann mit ap1a4:, wobei at wegen s2 Analog können wir den 

Ausdruck bp1 ...b2p+2 reduzieren, falls b2 —b3. Dividieren wir nun die 

beiden Ausdrücke durcheinander, so erhalten wir aus (1.7) und (1.8)

c = b^+2 ... &4-1(&3&2-1)&1a1-1(a2a3-1)a4 ... a.2q+2,

wobei die Terme in den Klammern gegebenenfalls fehlen und V hi+1, 

aj 7^ aJ+1 für alle vorkommenden i, j sowie bx 7^ ö4, falls b2b2 1 fehlt,

falls a2alr fehlt. Wegen Bedingung (*) muß also ax = bx gelten. Damit 

haben wir

= a2$Q ~

Ohne Einschränkung sei g < t. Nach Voraussetzung ist insbesondere 

in der rechten Seite des unter (1.3), (iii) notierten Durchschnitts enthalten, 

d.h. supp(f&7) und supp(fsJ besitzen einen gemeinsamen Punkt, der nicht 

zu supp(/Se) gehört. Wie wir soeben sahen, haben supp(fS;) und supp(/Sr) 

auch den Punkt gemeinsam, der zu supp(/sJ gehört, also von dem 

soeben genannten Punkt verschieden sein muß. Das ist ein Widerspruch, 

denn supp (/s.) nsupp (/s) enthält höchstens einen Punkt (vgl. den Text 

nach (1.1)). Damit ist (1.3), (iii) bewiesen.

Sei ..., sm eine der vor (1.3) definierten Folgen. Für ie {1, ..., m} 

sei wieder = [y e E| s{e Sv-, sv ..., s^-j. Sy} und es sei Fo = {Ve 1 \sie'Sv für 

ein i, l^i^m}. Nach (1.3), (ii) gilt

(1.9) U $y = {83, ••• ,sm}.

yeYo
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Wir erhalten 

m 

^{(f*g)(y)}2 = 

yeY^ h—1 ye Yh

m \

< £ |2^(sA)7(Ä1)2 + 2( g^f^ys-1^2]

h—1 V^Yfi [seSy

8^Sh

wegen (a + &)2 < 2a2 + 2+ für a, beRj 

m .

< /M2^)21/12+2 JE'f
Ä = 1 ' SeSy SeSy

s^sh s^sh

nach der Schwarz’schen Ungleichung;

m \
< 1/I2+2( g(s)2\f\^\,

h=l ' se U Sy-{Sh}

yeYh

denn für festes sh sind die Mengen Sy — {sh} mit she Sv für verschiedene 

Werte von y disjunkt (vgl. den Text nach (1.1));

m

<2 J^(^)2|/|22 + 2 £ g(s)2\f\22 

h=l se  Sy

yel’o 

nach (1.3), (iii);

■o 21 »wii 

se U Sy 

v<y0 y 

nach (1.9).

Wir können nun die Norm vonf^g abschätzen. Wegen (1.3), (i) und 

dem Text davor erhalten wir

l/*^l2 + ^.9(+7(^5”1)2-:-4 g(s)2\f\l

seS Se U Sy

X4Y yeY

g(s)2\f\22^^ g{s)2\f\22^5\g\22\f\22.

SeS_ SeS

Diese Ungleichung bleibt auch für beliebiges ge L2 (G) richtig, wie man 

leicht nachprüft. Damit ist der Satz bewiesen.

(1.10) Sei G die freie Gruppe mit zwei Erzeugenden. Es gibt eine unendliche 

Teilmenge P c G, die Bedingung (*) erfüllt, zum Beispiel

P = [anbn\ ne Z],

wo Z die ganzen Zahlen bezeichnet.

5 — Studia Mathematica LII.2
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(1.11) Sei G eine Gruppe, P eG eine Teilmenge mit mindestens vier Ele­

menten, die Bedingung (*) erfüllt. Dann enthält G eine freie Unter­

gruppe mit zwei Erzeugenden.

Beweis. Seien a, b, c, d vier verschiedene Elemente von P. Setzt man 

u = a~xb, v — e~1d,

so folgt aus Bedingung (*), daß u und v freie Erzeugende sind.

II. Sei E eine Teilmenge von G, welche folgende Bedingung erfüllt:

(**) Es gibt eine Konstante C>0, so daß für alle heK(G) mit supp(Zi) c E 

gilt:

I^Ifv(G) (7 |Ä|2•

Durch Dualität ist (**) äquivalent mit:

(2.1) Für ueA(G) gilt u%EeL~(G) und

\u%e\2. @ I^L(<?) •

Ist X eine vollständige normierte Funktionenalgebra auf G, so sind 

die Multiplikatoren von X die Funktionen f auf G mit der Eigenschaft 

f-geX für alle geX (die Stetigkeit von g^f-g folgt aus dem Satz vom 

abgeschlossenen Graphen).

So erhalten wir wegen (2.1) für J.(G): die Multiplikatoren von A(G) 

mit Träger in E sind gerade alle beschränkten Funktionen auf G mit 

Träger in E (daß Multiplikatoren von A(G) stets beschränkte Funktionen 

sind, folgt aus |au|^(G) = \u\A{G), aeG, ueA(Gf). Ist f ein solcher Multi­

plikator und gilt/^P((?), so folgt natürlich/^Z2(P) (wegen Z2(G) c A(G) 

c B ((?)). Umgekehrt gilt

Satz 2. Sei f eine komplexwertige Funktion auf G mit supp(/) <= E 

(E wie oben), f<fL2(Gß Dann gibt es eine Teilmenge EFcz E, so daß 

9 = f' Xh

Beweis. Sei f = f0 eine Funktion mit supp(/) <= E, fjL2(G). Es 

gibt ein Zqe K(G) mit Kr = supp(Zq) <= E und |^x|2 = 1/C (C wie in (**)), 

so daß

(2-2) | ^7(<r)Zq(«)| > 1-

«ff

Diese Ungleichung impliziert \f- Xkx\a(G) > 1? denn nach (n) gilt |Äilw(G) 

<1. Wegen I/’/kjIa«?) = gibt es ein l^K(G} mit IZJ^^I,

so daß

| | > 1-

XeG

Sei = (supp(/) —supp(ZjjuTG. Wir definieren f± =f'Xn1 = fo'Xnp 

Nach Konstruktion gilt supplJS F, f-^KtG) und \f1\B(G) > 1- Wir 
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fahren mit Induktion fort. Seien Kn <= E und fn schon konstruiert und 

gelte supp(/JcK, fn<fL2(G), \fn\B(G)>n. Es gibt eine Funktion 

Aw+1eK((7) mit Kn+1 = supp(7iw+1) c E, Kn+1 = Kn und |Äw+1|2 = 1/C, 

so daß

I | > ^ + 1-

«eCr

Dann gilt \fn-%xn+1U(c?) >n+f und es gibt ein ln+1e K(G) mit 1,

so daß

| fn (®) %Kn + 1 ^n+l (^) | > + 1.

xeG

Sei Hn+i = (supp(/J-supp(Zn+1))uKn+1. Wir definieren fn+1

Die Folge {fn} konvergiert punktweise auf G gegen die Funktion 

g =f'%H H Nach Konstruktion gilt

n

\^g(x)ln(x)\> n

XeG

für alle ne N, also g ^B{G).

Ist G eine diskrete Gruppe mit einer von zwei Elementen erzeugten 

freien Untergruppe, so folgt aus dem soeben bewiesenen Satz zusammen 

mit Satz 1 und (1.10), daß es „viele” Multiplikatoren von A(G) gibt, die 

nicht in B(G) liegen. Dies verbessert ein Ergebnis von A. Figä-Talamanca 

und M. Picardello ([3]).

M. Lefranc ([4]) hat gezeigt, daß die charakteristische Funktion 

einer Teilmenge E einer diskreten Gruppe G genau dann zu B (G) gehört, 

wenn E in dem Bing liegt, der von Untergruppen von G und deren Bechts- 

und Linksverschobenen erzeugt wird. Die in (1.10) erwähnte Teilmenge 

der freien Gruppe mit zwei Erzeugenden erfüllt diese Bedingung nicht, 

ihre charakteristische Funktion ist also ein konkretes Beispiel eines 

Multiplikators von A(G), der nicht in B(G) liegt.

(2.3) Die Fourier-Algebra A(G) einer diskreten Gruppe G, die eine freie 

Untergruppe mit zwei Erzeugenden enthält, faktorisiert nicht, d.h. 

es gilt

A(G)-A(G)

Dies folgt aus (2.1), denn G enthält eine unendliche Teilmenge E, 

welche (**) erfüllt.

Man kann also vermuten, daß die Fourier-Algebra einer diskreten 

Gruppe genau dann faktorisiert, wenn die Gruppe amenabel ist.

Ist E wieder eine Teilmenge von G, die (**) erfüllt, so ist auf dem 

Baum der Multiplikatoren von M(G) mit Träger in E die Multiplikator­

norm äquivalent zur Supremumsnorm (nach dem Satz von der offenen 
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Abbildung). Auf dem Raum der Funktionen aus A(G) mit Träger in E 

sind wegen (2.1) die Normen | |2 und | |^(G) äquivalent. Also gilt

(2.4) Ist G eine diskrete Gruppe, die eine freie Untergruppe mit zwei 'Erzeu­

genden enthält, so gibt es Funktionen feA(G) mit |/L(G) = 1, deren 

Multiplikatornorm g\A{(?)\geA(G), \g\A(G) < 1} beliebig klein ist.

Aus (2.4) folgt insbesondere, daß unter den angegebenen Voraus­

setzungen B(G) kein abgeschlossener Teilraum des Banach-Raumes aller 

Multiplikatoren von M(Cr) ist.

III. Setzt man für T<-VN((r) und veA(G) — es sei v =f*g mit f, 

g.L\G) -

9^) = (Tg\f),

so ist bekanntlich die Abbildung Tr^cpT ein isometrischer Isomorphismus 

von VN(Cr) auf den Dualraum von A(G). Für ueB(G) und TeVN(Gr) 

definiert man uT e VN (6r) durch

— (Pt(uv'),

veA(G). Wir erinnern an die folgende Definition aus [1]:

Definition. Der Operator TeVN(G) erfüllt die Bedingung (H), wenn 

gilt: für veA(G) mit vT — 0 ist <pT(v) — 0.

Bei diskretem G ist für veAlfT) die Aussage vT = 0 gleichbedeutend 

damit, daß v auf dem Träger von T verschwindet (vgl. [1], (4.4) und 

(4.19)), und jedes TeVN((?) ist ein Faltungsoperator T^: ft-+p*f mit 

einer geeigneten Funktion peL2(G), so daß wir erhalten: der Operator 

T .= T^cVN (G) erfüllt die Bedingung (H) genau dann, wenn für v = f*g, 

f, geL2(Gf mit v(x) =0 für a?esupp(T) gilt:

(3.1) (p*g |/) = f p(x)v(x)dx = 0, 

also

(3.2) JJ p{xy~^g(y)f{x)dydx = ff pWf(xy)g(y)dydx.

Das Problem ist demnach, ob man auf der linken Seite von (3.2) 

die Integrationen vertauschen und nach Translation der Variablen a?,von 

rechts mit y wieder vertauschen kann. Die erste Vertauschung ist sicher 

erlaubt, denn es gilt (f*p)*g = f*(p*gf wie man ohne Schwierigkeiten 

nachprüft, da T^eVN (G). Für die zweite Vertauschung der Integrationen 

ist die Voraussetzung v(x) = 0 für a?esnpp(T) wichtig. Verzichtet man 

darauf, so braucht die rechte Seite von (3.2) selbst bei kommutativem G 

nicht zu existieren.

In vielen Fällen, wie zum Beispiel den folgenden, sieht man, daß die 

kritische Vertauschung erlaubt ist:
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(i) T läßt sich durch endliche Linearkombinationen 

^esnpp(T), schwach approximieren.

(ii) Es gibt eine Konstante C > 0 und ein Netz endlicher Mengen 

c supp(T) mit = supp(T), so daß l/^^lvw) < fÜT alle

(Spezialfall von (i)).

(iii) Es gilt

(iv) Es gilt 0 für alle xeG.

(v) supp(T) ist eine Wiener-Menge, d.h. eine Synthesemenge, für 

N(^).

(vi) Es gilt /S1WP(T) e B (G) (Spezialfall von (v)).

(vii) supp(T) oder G — supp(T) erfüllt (**) (Spezialfall von (v)).

(viii) supp(T) ist enthalten in einer amenablen Untergruppe von G.

Bei (i) handelt es sich übrigens nur um eine andere Formulierung 

der Bedingung (H) (vgl. [1], (4.14)). Unter (vii) haben wir folgende Tat­

sache benutzt: \

Sei E eine Teilmenge von G. Erfüllt E oder G — E die Bedingung 

(**), so ist E eine Wiener-Menge.

Der zweite Fall ist klar wegen (2.1), betrachten wir also den ersten 

Fall: E erfülle (**). Sei jGA(Gf mit f\E = 0, sei e > 0 und geK(G) mit 

l/-9'L(G) < s. Sei h = g-%E. Wegen (2.1) gilt

W2 — l(^—/)%nl2^ C-s, 

also

\f~ (ff ~ h)\A(G) s + G- £.

Somit ist E eine Wiener-Menge.

Folgende Bedingungen sind äquivalent:

(a) Jedes TeVN((?) erfüllt die Bedingung (H).

(b) Jedes TeVN(6r) läßt sich durch endliche Linearkombinationen

xie supp(T), schwach approximieren.

(c) Jedes ueA(G} läßt sich durch Funktionen v&K(G) mit supp('y) 

<= supp ('M) in der Norm von A(G) approximieren.

(d) Jedes ueA(G) läßt sich durch Funktionen veK(G) mit supp('y) 

c supp(u) schwach (im Sinne der Dualität mit VN(Cr)) approximieren.

(e) Jede Menge M <= G ist Wiener-Menge.

(f) A (G) hat approximierende (nicht notwendig beschränkte) Einheiten.

Die Beziehungen (a) o (b), (c) o (e), (c) o (f) sind klar. Man erhält 

(a) o (f) mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach. Offenbar gilt (c) => (d), 

aber auch (d) => (a) (vgl. den Text vor (3.1)).

Wie aus dem Beweis hervorgeht, gilt die Beziehung (a) o (f) für 

beliebige lokal kompakte Gruppen.
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Problem: Hat die Fourier-Algebra der freien Gruppe mit zwei 

Erzeugenden approximierende Einheiten? Oder allgemeiner: Gibt es lokal 

kompakte Gruppen, deren Fourier-Algebra keine approximierenden Ein­

heiten besitzt (auch keine unbeschränkten)?

Für einige Verbesserungen und Hinweise bin ich P. Eymard sehr 

zu Dank verpflichtet.
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