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The relation between cross-sectional algebras of homogeneous Banach-x*-
algebraic bundles in the sense of Fell [5] and generalized #*-algebras, as
defined in slightly different ways by Leptin [7], Busby and Smith [2], and others,
has been studied by Busby in [3]. We give an extension of his result, using a
different method for obtaining topological group extensions. Instead of first
constructing the abstract group extension from the given factor system and then
topologizing it, we work in a natural topological setting and define a topological
group which turns out to be the group extension belonging to the given factor
system. As a consequence we obtain (without separability assumptions) that
for any measurable factor system of a locally compact group with values in
some other locally compact group the corresponding abstract group extension
can be topologized to give a topological (and hence locally compact) group
extension.

Im Abschnitt I wird gezeigt, daB die Definition der verall-
gemeinerten #1-Algebra bei Busby und Smith [2], mit der von
Leinert in [6] gegebenen ibereinstimmt, wenn man sich bei [6]
auf unitire Faktorensysteme beschrinkt. Wir legen diesen Begriff
der verallgemeinerten #'-Algebra zugrunde. Eine solche Algebra
kann als cross-sectional algebra eines gewissen Biindels dargestellt
werden, dessen Multiplikation und Involution, wie wir in Abschnitt IT
sehen, nicht notwendig stetig sind, das also kein Fell’sches Biindel
zu sein braucht. Es ist jedoch ein Fell’sches Biindel, wenn das
verwendete Faktorensystem stetig ist. In Abschnitt IIT werden die
homogenen Fell’schen Biindel durch eine Konstruktion charak-
terisiert, die von der Fell’schen (vgl. [5]) etwas abweicht, was durch
die von uns verwendete Definition der verallgemeinerten #1-Algebra
bedingt ist. Abschnitt IV enthélt das Ergebnis, daB die cross-sectional
algebra eines homogenen Fell-Biindels, das einen gewissen mef3baren
Schnitt zuldBt, zu einer verallgemeinerten #2-Algebra isometrisch
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isomorph ist.! Umgekehrt wird in Abschnitt V bewiesen, daBl eine
verallgemeinerte #'-Algebra unter ziemlich allgemeinen Voraus-
setzungen zur cross-sectional algebra eines homogenen Fell-Biindels
isometrisch isomorph ist; aus technischen Griinden treffen wir fiir
den letzten Teil des Beweises eine Separabilititsannahme.

Bezeichnungen. Ist G eine lokal kompakte Gruppe, so bezeichne e
das Eins-Element, dy ein linksinvariantes Haar-MaB und 4 die
Modularfunktion der Gruppe. %,(G) sei die Menge der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf G mit kompaktem Triger, ZXG)
die gewohnliche Gruppenalgebra von G. Fiir einen Banach-Raum
E ist £YG, E) der Banach-Raum der (Klassen von) Haar-integrier-
baren Funktionen? auf G mit Werten in E und %(G) ® E der
lineare Teilraum von G, E), der durch die Funktionen der Form

E®a x> (g ®a)x) =g - a

g€ %(G), ac E, erzeugt wird. Ist f eine Funktion auf G, so bezeichnet
supp(f) den Triger von f und f|, die Restriktion von f auf die
Teilmenge U C G; wir sagen, f sei meBbar, wenn f beziglich des
Haar-Mafles auf G meBbar ist (im Sinne von Bourbaki [1]), und
bezeichnen die Integralnorm von f mit | f|;, die Supremumsnorm
mit | f |, . Sonst werden alle Normen mit | | notiert. Ist N ein
Normalteiler der Gruppe G, so schreiben wir fiir G/N auch G und
bezeichnen die Nebenklasse xN von x € G mit #. Fiir zwei Mengen
U und V bedeutet U\ _V die mengentheoretische Differenz. Die
identische Abbildung einer Menge M in sich wird mit id,, bezeichnet.

Fir Begriffe wie Biindel, insbesondere homogenes Banach-x-
algebraisches Biindel, Schnitt eines Biindels (= cross-sectional
function in [5], nicht cross-section), Multiplikator, Ordnung eines
Multiplikators sei auf [5] verwiesen. Die #'-Algebra der integrier-
baren Schnitte eines Banach-x-algebraischen Biindels % (vgl. [5],
cross-sectional algebra) wird mit #%(%) bezeichnet. In Abschnitt IT
bilden wir #'(%) analog fiir ein Banach-Biindel # mit nicht
notwendig stetiger Multiplikation und Involution.

Ist A eine involutive Banach-Algebra, d.h. eine Banach-Algebra
mit einer isometrischen Involution x > x*, so bezeichnet #(A4) die
Algebra der beschrinkten linearen Operatoren von A und Aut(4)
die Menge der isometrischen *-Automorphismen von 4; die Algebra
der Multiplikatoren von A (vgl. [5]) bezeichnen wir mit #Z(4).

! Dieses Ergebnis wurde unabhingig von [3] erzielt, wir verweisen aber auf den dort

gegebenen Beweis.
2 Wir unterscheiden integrierbare Funktionen nicht von ihren Klassen.
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Definiert man fiir B € #(4) den Operator B® durch B% = (Ba*)*,
so kann man die Algebra A° C #(A) (zur Definition von A° vgl.
[8, Abschnitt 3]) mit .#(A) identifizieren durch die Abbildung

B+ (B, B*Y),
wenn A die Bedingung
{a€ A | ab = 0 fiir alle b€ 4} = {0}

erfiillt, was wir stets voraussetzen wollen. Diese Identifizierung
wird in Abschnitt V stillschweigend benutzt.

Die Menge der unitiren Multiplikatoren von A bezeichnen wir
mit %(A4). Stets sei %(A) mit der starken Operatortopologie versehen,
es gilt also

—u in %(A)
genau dann, wenn
u,a — ua und au, —>iauw i

fur jedes a € 4. Die Fortsetzung eines Automorphismus 7" von 4 zu
einem Automorphismus von .#(A4), definiert durch

T(ma) = T(m) T(a),

me M(A), ac 4, bezeichnen wir meist (wie soeben) wieder mit
demselben Buchstaben.

Zum Begriff einer meBbaren Familie von beschrinkten Operatoren
vgl. [8].

N, Z, R, C sind die Mengen der natirlichen, der ganzen, der
reellen und der komplexen Zahlen.

Aus dem Bestreben, bei der Wiedergabe anderer Autoren méglichst
weit deren Schreibweise zu folgen, erklirt sich die Inkonsequenz
in Abschnitt I, einander entsprechende Abbildungen verschieden zu
notieren.

I

Es sei stets 4 eine involutive Banach-Algebra, G eine lokal kompakte
Gruppe.

DeriniTiON.  Ein twisting pair fir G und 4 ist ein Paar (S, «)
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von Abbildungen S: G — Aut;(4) und a: G X G — %(A), so daBl
fir jedes a€ A die Abbildungen x> S(x)a und (x, ) — ac(x, y)
auf G bzw. G X G meBbar sind und folgendes gilt:

(1) [SE)y, 2))] o, y2) = o, ) oy, 2),

2) (S(x) S(¥)a) «(x,y) = a(x, y) S(xy)a, (1.1)
(B o e —id s )

fur alle x, y, 2 € G und a € 4.

DrriNiTION.  Ein unitires Faktorensystem von G beziiglich 4 ist
ein Paar (7, P) von Abbildungen 7: G — Aut,(4) und P: G X G —
U(A), so daB fur jedes ae A die Abbildungen x+> 7,a und
(%, y) = P, ,a auf G bzw. G X G meBbar sind und folgendes gilt:

i E B aE e

zY.2" 2 x,y) 2,92 Y,z °

Q) el =02 L .4, wobei T v = Ty_lTw_lT_1

@,y DT T, ol

(1.2)

(3) Pac,e:Pe,cc:idA: Te:idA>

fur alle %, y, 2 € G, a € A.

Diese Definition des unitiren Faktorensystems unterscheidet sich
von der in [6] gegebenen nur durch die Schreibweise.

Ist (S, «) ein twisting pair fir G und 4, so definiert man im
Banach-Raum #(G, 4) ein Produkt und eine Involution durch

S EE)= f flxy) - (S(xy) g(y™) olxy, y7) dy,
FH) = A7 o, x7)* Sx) fl@)%

x,y€ G. Wir erhalten so eine verallgemeinerte £!-Algebra im
Sinne von [2], die wir mit #(G, 4; S, ) bezeichnen und Busby-
Smith-Algebra nennen.

Ist (T, P) ein unitires Faktorensystem von G beziiglich 4, so
definiert man in #Y(G, 4) ein Produkt und eine Involution durch

fre@ = [ P, T, f(2) g &,
O R

Wir erhalten so eine verallgemeinerte #'-Algebra im Sinne von
[6], die wir mit Z(G, 4; T, P) bezeichnen und Leptin-Algebra
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nennen. DaB die Definition der Involution mit der in [6] gegebenen
ibereinstimmt, folgt aus [6, (1.3)].

Sarz 1. Jede Busby—Smith-Algebra ist isometrisch isomorph zu
einer Leptin-Algebra und umgekehrt.

Beweis. (a) Sei (.S, ) ein twisting pair fiir G und A. Wir definieren
T, = S, (1.3)
Py = Sy)™ (o, 9))- (1.4)

Mit Hilfe von (1.1), (1)-(3), ldBt sich nachrechnen, da 7" und P
die Bedingungen (1.2), (1)—~(3), erfiillen.

Wir zeigen nun die MeBbarkeit von 7' und P. Substituiert man
x—>7y, y—>x z—xz in (1.1), (1), wendet auf die Gleichung
die Involution an und multipliziert beide Seiten von rechts mit
S( ), so erhilt man

oy, 2)* S(3) oAx7, %2)* = (a7, %2)* oy, ¥7)* S(9),
woraus durch ein Argument wie in [8, 5. 277] die MeBbarkeit von
zl==tol(eak fo)

bei beliebigem a € A fiur jedes z € G folgt. Insbesondere ist x
o271, x)*a meBbar, also auch x> ao(x1, ). Aus (1.1), (2), ergibt
sich, indem man dort y durch x* und a durch S(x%)~! S(x)"la
ersetzt und von links mit S(x~1) a, x71)* multipliziert:

Sl eles 7 e aelt o) = S~ e

Hieraus folgt wegen der MeBbarkeit von > acx(x, x71), x>
a(x, x)*a und x> S(x')a die MeBbarkeit von x> S(x)la
(vel. 8, (1.1)]).

Betrachten wir nun (1.1), (2), und ersetzen dort a durch S(xy)-a,
so erhalten wir die MeBbarkeit von (x,y) > «(x, y)a. Damit sind
die Abbildungen x> T,a und (»,y)+> P, .4, acA, meBbar,
(T, P) ist also ein unitdres Faktorensystem von G beziiglich A.

Seien & = L(G, 43.S;w). und 1% .= G, A T 12) - die mu
(S, @) bzw. (T, P) gehérigen verallgemeinerten #2-Algebren.

Fiir f€ % sei fe Z definiert durch

f(x) = S f(x).
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Wir wollen zeigen, daf3 f|—>f~ein Isomorphismus von % auf 2 ist.
Offenbar ist f meBbar und |f|; = |f|;. Fir f,ge Z gilt

FHgl) = S@)7 f»4(x)
= ol S f flxy) S(xy) () - ey, y77) dy
= [ S [y, 57 S(@) S(y2) Sy (£9) S(y) (3] dy
= [ S (alaey, 57) SOy SE) fw) - S g0 dy

= [ P, T, F() 50 dy

= f*&@
und
TR A = SE )

!

= S()7 [A(x)7 afx, a7)* S(x) f(x71)*]
= (%)™ ofx, 2)* fa)*

wegen (1.1), (1), man substituiere dort y — &%, & — x;
= A(x)_lP:_l’me'l I )

— A() PEL TS F )

— ()t B A G

= (/)* (»).

Offenbar ist f > f surjektiv, so daB der erste Teil der Behauptung
bewiesen ist: jede Busby—Smith-Algebra ist isometrisch isomorph
zu einer Leptin-Algebra.

(b) Sei (7, P) ein unitires Faktorensystem von G beziiglich 4.
Wir definieren

Sx) = T4, (1.5)
() = R R, (1.6)

Ahnlich wie unter (a) gezeigt wurde, daB (7, P) ein Faktorensystem
ist, ergibt sich, daB (S, ) ein twisting pair fiir G und 4 ist. Da
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man durch (1.3) und (1.4) gerade das Faktorensystem (7, P) zuriick-
gewinnt, sind nach (a) die Algebren #(G, 4; T, P)und Z(G, 4; S, «)
isometrisch isomorph. Damit ist der Satz bewiesen.

II

Sei (T, P) ein unitires Faktorensystem der lokal kompakten
Gruppe G beziiglich der involutiven Banach-Algebra A. Sei % das
triviale Banach—-Raum-Biindel 4 X G, versehen mit dem Produkt

(a, %)(b, y) = (P, , T a" b, xy) @21
und der Involution

(@ %)* = (P T;ha*, a7, 2.2)

€z

a,be 4, x,ye G. Wir nennen % das zu (7, P) gehorige Leptin—
Biindel. Wie man sich leicht iberzeugt, gilt (G, 4; T, P) ~ LY%)
durch die Abbildung f+>f, f(x) = (f(x), x). Anders als bei den
Banach-x*-algebraischen Biindeln von Fell, wir nennen diese Fell-
Biindel, sind Multiplikation und Involution in % nicht notwendig
stetig, sondern nur in gewissem Sinne meBbar (meBbare Schnitte
von G in Z gehen in meB3bare Schnitte tiber). Es gilt jedoch

Sind T und P stetig, d.h. sind fiir jedes a € A die Abbildungen
x> Tya und (x,y) — P, ,a stetig, so ist das zu (T, P) gehorige (2.3)
Leptin—Biindel % ein homogenes Fell-Biindel.

Beweis. Wie man mit Hilfe von (1.2) nachrechnet, sind alle
algebraischen Eigenschaften erfullt. Die Stetigkeit der Multiplikation
und der Involution folgt aus der Stetigkeit von 7" und P und der
Beschrinktheit der Normen | T, |, | P,, | unter mehrfacher Ver-
wendung der Dreiecksungleichung.

Fir e G seien [, und 7, Abbildungen des Biindels & in sich,
definiert durch

Ul 89) = (Pz’ma, &50),

2.4
e, 6) — (B, T s, 6o, S

x,27 2

a€ A, x € G. Man kann nachrechnen, dal das Abbildungspaar

(lz ) TZ)
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einen unitdren Multiplikator von % der Ordnung = definiert. Also
ist die Abbildung

T @/(ﬁ) — G

die jedem unitdren Multiplikator seine Ordnung zuordnet, surjektiv.
Offenbar ist =, stetig (beziiglich der starken Topologie auf (%)),
und man sieht leicht, da =, wegen der Stetigkeit von T und P
offen ist. Somit ist & ein homogenes Fell-Bindel.

Sind 7' und P nicht stetig, so braucht & kein Fell-Biindel zu sein.
Das zeigt folgendes Gegenbeispiel:

Seit GE—1R/Z, ZN—t 7L () §Seillo: "G EARYd e durch e (G @05
eindeutig bestimmte Schnitt von G in R. Er ist meBbar, so daB wir
wie in [6, Abschnitt III], ein unitires Faktorensystem (7', P) definieren
konnen.

Seillas— = Kihe A die charakteristische Funktion von {0}, sei x =
und {y,} eine Folge von Elementen aus [0, 3), die gegen y =
konvergiert. In dem zu (7', P) gehorigen Leptin—Biindel # konverglert
dann (a, x)(a, v,) nicht gegen (a, x)(a, ), so daB # kein Fell-Biindel
sein kann.

Wir werden in Abschnitt V jedoch sehen, daB3 jedes Leptin-
Biindel zu einem Fell-Biindel algebraisch isomorph ist.

DO Do

11T

(a) Sei A eine involutive Banach-Algebra, #(A) die Gruppe
der unitiren Multiplikatoren von A mit der starken Operator-
topologie. Sei N eine topologische Untergruppe von %(A) und H
eine topologische Erweiterungsgruppe von N, das heif3t, eine topo-
logische Gruppe, die N als abgeschlossenen Normalteiler enthilt.
Ferner sei 7 ein Homomorphismus von H in die Gruppe aller
isometrischen *-Automorphismen von A4, so daB gilt:

(i) Fiir jedes feste a € 4 ist die Abbildung % > 7,(a) stetig auf H,

(i) firueN, aed gilt
BL1)
7.0) = v
(1) fir ke H, ue N gilt

73, () = hub=t,
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wobei 7,/ die eindeutig bestimmte Fortsetzung von 7, zu einem
isometrischen *-Automorphismus von #(A4) ist. Mit Hilfe der so
gegebenen

AN

kann man ein homogenes Fell-Biindel iber G = H/N bilden. Wir
skizzieren die Fell’sche Konstruktion (vgl. [5]). Im topologischen
Produkt A4 x H definiert man eine Aquivalenzrelation ~ auf
folgende Weise:

(a, h) ~ (&', '), wenn es ein u € N gibt mit (32)
(aumg b)) = (@il :

Die Aquivalenzklasse von (a, k) werde mit (a, k)~ bezeichnet. Sei B
der topologische Quotientenraum von A x H modulo ~. Definiert
man die Projektion

7 B — HIN

durch =((a, k)~) = kN, so ist = stetig, offen und surjektiv. Sei
x€ HIN und ke H ein Repridsentant von x. Die Abbildung a
(a, k)~ ist eine Bijektion von A4 auf die Faser B, = =~!(x). Vermittels
dieser Bijektion wird B, mit einer Banach—Raum—Struktur versehen,
die nicht von der Auswahl von % aus der Nebenklasse x abhingt.
Mit dieser Banach-Raum-Struktur auf jeder Faser B, ist (B, )

ein Banach—Biindel. Man definiert nun Multiplikation und Involution
auf B durch

(@ By~ - (b, i)~ = (a - m4(b), hi)~ (3.3)
(@ By~* = (7, (a*), V), (3.4)

a; e Ay e I Vit diesen' Diefinitionen ist'Z'— (B, @~ *) éin
homogenes Banach-x-algebraisches Biindel. Fell zeigt auch (vgl. [5]),
daB jedes homogene Banach-x-algebraische Biindel sich in der
soeben beschriebenen Weise gewinnen 143t:

Sei 4 = (B, m, -, *) ein homogenes Banach-x*-algebraisches Biindel
tiber der topologischen Gruppe G. Sei 4 die Eins—Faser B, von %,
sei H die topologische Gruppe (%) der unitiren Multiplikatoren
von % mit der starken Topologie und N der abgeschlossene Normal-
teiler % (#) = %(A). Fiir he H definiere man

@) —halmt
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a€ A. Dann sind fir 4, N, H, 7 die Bedingungen (3.1) erfiillt,
und das aus 4, N, H, r konstruierte homogene Fell-Biindel ist
zu ¥ algebraisch und topologisch isomorph.

(b) Seien 4, N, H wie zu Beginn von (a), sei aber 7 nun ein
Antihomomorphismus von H in die Gruppe aller isometrischen
*-Automorphismen von A (oder, was dasselbe ist, ein Homomor-
phismus in die als Rechtsoperatoren geschriebenen Automorphismen),
so daf3 gilt:

(1) fiir jedes feste a € 4 ist die Abbildung % +— 7,(a) stetig auf H,
(i) furueN, ae 4 gilt
@) = e,
(i) fir ke H, ue N gilt
() = [0

(3.5)

Analog wie unter (a) kann man aus 4, N, H, 7 ein homogenes Fell-
Biindel konstruieren. Man beachte jedoch, daB zu diesem Zweck
die Aquivalenzrelation ~ auf 4 X H und die Multiplikation der
Aquivalenzklassen etwas anders definiert werden:

(a, ) ~ (a’, h'), wenn es ein u € N gibt mit (3.6)
(ua b =3 (a 3 ha)
(@ 0P 2 (0 = (@) im)y, (3.7)

a,a',bed, h I,ie H Die Definition der Involution bleibt un-
verdandert:
(a, B)~* = (m,a(a®), ), (3.8)

aec A, he H. Aus (3.5), (ii) und (iii), ergibt sich die Wohldefiniertheit
der Multiplikation und der Involution. Man rechnet leicht nach,
daB die algebraischen Eigenschaften eines Fell-Biindels erfiillt sind,
und es ist klar, daB topologisch keine anderen Probleme auftreten,
als bei der unter (a) skizzierten Konstruktion, so daB wir auf diese
Weise ein homogenes Fell-Biindel erhalten. Es ist auch klar, daf3
man jedes homogene Fell-Biindel auf diese Weise erhalten kann:
wie im zweiten Teil von (2) nehme man 4 = B,, N = %(4),
H = %(#) und definiere

(@) = hah
(it o), @ @ AL InE 6l
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Iv

Sei & ein homogenes Fell-Bundel, gegeben im Sinne von III, (b)

durch
NS

Die Gruppe G = H|N sei lokal kompakt.

Satz 2. Gibt es einen mefbaren Schuitt o: G — H, so ist LYK)
isometrisch isomorph zu eimmer verallgemeinerten F1-Algebra £(G, A;

TRD),

Beweis. Ist o: G — H ein meBbarer Schnitt, so definiert man fiir
x,y€G
9 T

z To(a=1)
Py = o(xy)~ o(x) o() (4.2)
und zeigt, dhnlich wie in [3, S. 146], daf3 die Abbildung

Z:frf> Zf .
Y f(x) = (f(x), o(x)™,

einen isometrischen x-Algebrenisomorphismus von Z(G, 4; T, P)
auf Z1(%) darstellt. Im Unterschied zu Satz 3 im nédchsten Abschnitt
gibt es hier noch keine MeBbarkeitsprobleme. Der algebraische Teil
des Beweises folgt unmittelbar aus dem folgenden Sachverhalt, der
leicht durch Ausrechnen verifiziert werden kann:

Ist %' das zu (T, P) gehorige Leptin-Buindel (vgl. Abschnitt IT),
so ist die Abbildung

4.1

S: % %
(a, x) > (a, o(x))~ (4.3)

ac A, xeG, ein algebraischer Biindelisomorphismus, d.h. eine
bijektive Abbildung von %’ auf %, welche die algebraischen Opera-
tionen erhdlt und fiir jedes x € G die Faser B, in die Faser B,
abbildet.

v

Sei A4 eine involutive Banach-Algebra, die folgende Bedingung
erfillt:
R s ()
Ivl<1

fiir jedes a € 4.
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Sarz 3. Ist A separabel und (T, P) ein unitéres Faktorensystem von
G beziiglich A, so gibt es ein homogenes Fell-Biindel %, so daf
Z(G, A; T, P) und LR als involutive Banach-Algebren isometrisch
1somorph sind.

Bemerkung. Fiir separables G folgt Satz 3 aus einem Ergebnis von
Brown [14].

Beweis des Satzes. Wir zeigen zunichst

Ist (T, P) ein umitdres Faktorensystem won G beziiglich A, so ist
die Familie {T,"},c; mefbar, ebenso fiir jedes a € G die Familie (5.1)
{P a,m}weG .

Beweis. (a) Die MeBbarkeit von {73}, liBt sich auf dhnliche
Weise zeigen wie die MeBbarkeit von {S(x)},.; zu Beginn des
Beweises von Satz 1.

(b) Aus (1.2), (1), folgt durch die Substitution x — a, y — x,
2—> oL
Paw m*lePa,mT;I E Pa:,m_l 2

also
Py SR e) S0

a, az,o i

T (5.2)

Nach [6], Satz 2 ist die Familie {P,-1 ,o},cc meBbar, also auch die
Familie {P,, ,-1},c , die wir durch Davorschalten des Homéomor-
phismus x > (ax)~* erhalten. Es folgt die MeBbarkeit von {P_} ,-1},cc
denn fur b€ 4 gilt wegen (1.2), (2)

P;acl,x_lb T P:a:,m_lb
i (Pa:c,ac_l am,w_lb*)*'

Da auch {P, , 1},c; eine meBbare Familie ist (man setze oben a = e),
folgt aus (5.2) die MeBbarkeit von {P, ,}.c -

Sei (T, P) ein unitires Faktorensystem von G beziiglich 4 und
sen = G Al P Bir € el A), ae’ G sely @ — S ()
T uCT L TstiC e AP, 'so gilt offenbar C¥e'4P. "Wir“definieren, i

=

C € A einen Operator C* e %(%) durch (vgl. [8, S. 279])
(CH)x) = Cf(x),
feL, xe G. Wegen (5.1) ist C# wohldefiniert. Es gilt

Die Abbildung C +— C*# ist ein isometrischer x-Algebrenhomomor-
phismus von A in L. Insbesondere haben wir U(A)* C U(Z), (5.3)

denn id% = id g .
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Blwais. AFie (fyp ey giltn (CHF ) i gi= ¥ (CF)Hg, comie “man
durch Ausrechnen beider Seiten der Gleichung sieht. Also liegt C#
e ndies st (C#)H = (C*)*. Man zeigt [[}C# | = | C | 'wie in
[8, S. 279]; der Rest ist klar.

Fiir a € G sei D, € #(¥) wie in [8] definiert durch
(D)) = Py g1, f (a7),

feL, xe G. Wegen (5.1) ist D, wohldefiniert.

il oc 7 gt (D, 7)*+*D g =f*+g was man mit" Hilfe
einer Rechnung #hnlich wie in [8, S. 280], zeigen kann. Da D, ein
Inverses besitzt, (D;%)(x) = P, g(ax), folgt, daB D, € £° und

D,D¥=D¥D, = idg. (5.4)

Wit twissen' mun, “daBdic ‘Operatoren’ DM und® Py %y €6, 'in
U(Z) liegen. Sei N die von {PZ, | x, y € G} erzeugte Untergruppe,
H die von N und {D, | x € G} erzeugte Untergruppe in %(%). Da 4
die Bedingung (L) erfillt, ist die reguldre Linksdarstellung a L,
von A4 nach A° isometrisch, so da3 wegen (5.3) die Abbildung a+— L7,
ein isometrischer Isomorphismus von A4 auf L% = {L? | ae 4} C ¥?
1st.

N kann in kanonischer Weise als Teilmenge von U(A), U(L%)

und U(L) aufgefafit werden. In allen drei Fillen hat N dieselbe (5.5)
Topologie.

Beweis. Wegen N C %(A)* = {O*| Qe #%(A)} genigt es, die
Behauptung fiir %(A4)# statt N zu zeigen.
Es gilt %(A4)* C %(Z) nach Konstruktion.

(a) GemiB (5.3) konnen wir %(A)* durch die Abbildung
O# - O mit %(A) identifizieren. Dabei bleibt die (starke) Topologie
erhalten: gelte R, — R in %(4), sei a€ A und fe %,(G). Dann ist
die Funktion g: x > g(x) = T, a - f(x) in &, und es gilt

g f [ R Sm T G G

= (R, — Rya| [ | £(z)] dz,

was gegen Null konvergiert. Die Funktionen der Form a & f: x
a-f(x), ac 4, fe €, (G), erzeugen linear einen dichten Teilraum
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von &; also gilt dasselbe fiir die Funktionen g, mit g(x) = T,a - f(x),
a€ A, f € €,(G), denn die Abbildung k> Ik, welche durch I h(x) =
T,-1h(x) definiert wird, ist ein linearer isometrischer Automorphismus
von Z. Da die Normen der R,* beschrinkt, nimlich gleich 1 sind,
erhalten wir R,*g — R#g fir jedes g € #. Gilt umgekehrt R,* — R*
in %(Z), so zeigt die oben Gleichung dall R,a — Ra gilt fiir jedes a € 4.

(b) %(A)* 1dBt sich als Teilmenge von %(L%) auffassen: fiir
O#eU(A)* sei Ay die Linksmultiplikation mit O# in %%, ein-
geschrinkt auf L7. Wegen

AQ*(Lﬁ) o Q#L?: = (QLa) *= Lga ) (56)

ac A, wird L% durch A,+ in sich abgebildet, und man erhilt
Aos € U(L%). Der Homomorphismus A: Q#+> A, ist wegen
E =" | sundy|l@= |F="[F0 | Sisometrisch;FalsoNeineNBinbettune:
Um zu beweisen, da3 bei dieser Einbettung die (starke) Topologie
erhalten bleibt, gentligt es wegen (a), folgendes zu zeigen: es gilt
R,— R in %(4) genau dann, wenn Ag » — Ags in (7 ) nDasyist
aber klar wegen (5.6). Damit haben wir (5.5) bewiesen.

N kann nun als topologische Untergruppe von %(A) aufgefaBt
werden. Im Folgenden wollen wir zeigen, da3 IV ein abgeschlossener
Normalteiler in H ist.

Seien a, b€ G, C e A°. Wie in [8] gilt
(2) D;'C*D, — (Coy* (5.7)
(b) D.Dy, = DypP7,
Beweis. (a) Man verwendet bei der Rechnung, daf3
Py yBP,,, = T,,,(B)

fiir B € A®, was aus (1.2), (2) folgt.

(b) Ergibt sich durch Ausrechnen unter Verwendung von

(1.2
Seien a, x, y € G. Da nach (1.2), (1)

a =il
Pw,y i Pmy,apx.yapy,a >
)

ist N wegen (5.7)(a) unter Transformation mit D,, a € G, invariant,
ebenso unter Transformation mit D3, denn aus (5.7)(b) folgt wegen
D), = i@l

D;l — D) modulo N.
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N ist also ein Normalteiler in H. Auferdem ist N in H abge- 58)

schlossen, wie wir weiter unten sehen werden.
Es gilt HIN =~ G algebraisch und topologisch. (519)

Beweis. (a) Aus (5.7) folgt, daB es zu jeder Klasse h e H = HIN
éin' D, gibt mit D, = k. 'Sei D, = D,:. Dann gilt wegen (5.7)(b)
D, € N. Da die Operatoren D im Gegensatz zu den Elementen
von N eine Translation enthalten ist @ = a’. Also hat jede Klasse
e H genau einen Reprisentanten D, . Aus (5.7)(b) folgt D,D, =
D, , die Abbildung a+> D, definiert also einen algebraischen
Isomorphismus zwischen G und H.

(b) Jedes Element % € H 1Bt sich eindeutig in der Form
B —Deu; ac G luie N,

schreiben. Konvergiert 2, = D, u, gegen h — D isofauehia, focoen

([ dennfiuEiie 2N eN und x e G gilt supp(D,of) = xsupp(f))
die Abbildung D,u > a ist also stetig. Da NN gerade der Kern
dieses Homomorphismus ist, erhalten wir die Stetigkeit der Abbildung
D, — avon H nach G; wir sehen tibrigens auch, daB3 N abgeschlossen
in H ist. Der algebraische Isomorphismus

p: G—>H
x> D,

ist also eine offene Abbildung. Wir wollen zeigen, daf3 p stetig ist.
Sei m: H— H die kanonische Projektion und d: G — H die

Abbildung x> D,. Es gilt p = 7od, und nach (5.1) und [9],

(6.3) ist d “punktweise’”” meBbar, d.h. fir jedes f € £ ist die Abbildung

x> D,f

meBbar. Ist £ separabel, so ist d meBbar als Abbildung von G nach H
(H mit der starken Operatortopologie).

Ist SCG eine meBbare, relativ kompakte Teilmenge positiven
MaBes der lokal kompakten Gruppe G, so enthilt bekanntlich die
Menge SS* = {xy~! | %, y € S} eine offene Eins—Umgebung. Deshalb
ist p stetig, wenn das Urbild p=*(O) jeder offenen Menge O C H eine
meBbare, relativ kompakte Menge von positivem Mal3 enthilt.
Offenbar gentigt es, Umgebungen der Eins zu betrachten.

Sei O eine Eins—Umgebung in H und V eine kompakte Eins—
Umgebung in G. Da p offen ist, ist O' = p(V) N O eine Eins—
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Umgebung in H. Es gibt eine offene Eins—-Umgebung U’ in H von
der Form

U,:{MEHHufi_fi[1<€a ]fiu_fi|1<55 izl:-”yn}

mit endlich vielen f; ,...,f, € %, € > 0, so daB #(U’) C O’. Wegen
| foe — fils = | w¥* — fi* = L™ — ufi* o= | f* — ufy* [ 1Bt
sich U’ auch folgendermal3en sc}}ireiben, wennaman®/V/E TR
ok st it

U ={uecH||ug —g|, < efiralle ge M}.

Versieht man H mit der Topologie der punktweisen linksseitigen
Konvergenz auf M, so daB &, — & genau dann, wenn h,g — hg fiir
alle g € M, so ist auf H die Linkstranslation stetig: seien u, v, v, € H.
Aus v, — v (in der neuen Topologie) folgt uv,g — uvg fiir jedes
g€ M, also uv, — uv.

Die oben gewihlte Eins—Umgebung V' ist ein Kompaktum mit
positivem MaB. Wegen der “punktweisen” MeBbarkeit von x > D,
gibt es ein Kompaktum K C I mit positivem MaB, so daB auf K
die Abbildungen

Wbl

fir jedes ge M stetig sind. Das bedeutet, daB die Abbildung
d: x — D, von G nach H (H mit der neuen Topologie), eingeschrinkt
auf K, stetig ist. Somit ist K’ = d(K) kompakt und wird wegen
der Stetigkeit der Linkstranslation in H von endlich vielen Mengen
der Form AU’, h e H, tiberdeckt (denn offenbar ist U’ auch in der
neuen Topologie von H offen). Die Mengen AU’ N K’ sind offen
in K’ (in der relativen Topologie von K’ beztiglich H mit der neuen
Topologie), ihre Urbilder d |g! (AU’ N K') sind offen in K und
iiberdecken K. Sie sind als Durchschnitte je einer offenen Menge
mit einer kompakten Menge mef3bare Mengen in G. Da K positives
Maf hat, gibt es eine Menge

W= d|2 kU N K, kel
mit positivem MaB. Wegen W C K ist W relativ kompakt. Es gilt
p(W) = 7 o d(W)C n(hU" N K')
C mllhy) #(U'Y Carly) O C (i)

Also enthilt p~1(O) eine meBbare, relativ kompakte Menge von
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positivem MaB, nimlich 2, wo 2 = p~(m(hy)~'). Damit ist (5.9)
bewiesen.
Fiir 2 € G, a € 4 gilt wegen (5.7)

AR D = [t =L, (5.10)
Fiir x, y € G, a € A haben wir

(Pcf,y)_l La#P;r‘,y == (P;,IyLaPac,y)# = Lf*

2y WP,y

(5.11)

Die Algebrai L7; = {L% | aec A} C #% st  alsol invariant wunter
Transformation mit D, und P#,, 2, x, y € G, und damit invariant
unter H, so daB wir fiir a € 4, h € H definieren koénnen:

Th(@i—1bie s (Swenniih e Bl (5.12)

Wegen der Injektivitit von b+ L7 ist 7,(a) wohldefiniert, und
wegen (5.10) und (5.11) gilt

(a) Tp, (a) = Tz_la,
(5.13)
(b) TPafy(a> = Pj,yapx,y .

Insbesondere ist fur jedes A€ H die Abbildung 7;: a > 7,(a) ein
isometrischer *-Automorphismus von A4, und 7: & > 7, ist, wie man
aus (5.12) sieht, ein Antihomomorphismus von H nach Aut,(4).

Fiir A, N, H, 7 sind die in Abschnitt I11, (b) genannten Bedingungen
4 (5.14)
erfillt.

Bewers. Wegen (5.5) und (5.8) brauchen wir nur noch die
Bedingungen (3.5), (1)—(iii), zu verifizieren. Dazu verwenden wir:
Ist B eine Banach-Algebra, #(B), die Menge der Multiplikatoren
von B mit Norm <r und %(B) die Menge der unitiren Multi-
plikatoren von B, so sind die Abbildungen

Py: M(B), X UB)— M(B),, (m,u)> mu, (5.15)

und
P,: U(B) X M(B), > M(B),, (u, m) — um,

stetig beziiglich der starken Topologien auf U (B) und M (B), .

Der Beweis ist Routine.
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Nach (5.15) ist Bedingung (3.5), (i) erfillt, denn H C %(%) ist
eine topologische Gruppe und bei festem a€ 4 sind die Normen
von L7 h, h € H, beschrinkt (< | a |). Gleichung (5.13), (b) bedeutet
gerade (3.5), (ii). Man sieht (3.5), (iii) wohl am leichtesten ein, wenn
man N gemiB (5.5) als Teilmenge von #(L?%) auffaBt und 4 mit
L% identifiziert, wo H durch gewdhnliche innere Automorphismen
von #Y wirkt:

a: L > B2 B

Damit ist (5.14) gezeigt.

Sei # das gemil3 Abschnitt III aus 4, N, H, = konstruierte homo-
gene Fell-Biindel. Nach (5.9) ist es ein Biindel Gber G. Die Abbildung
d: x +— D, ist, wie wir gesehen haben, ein ‘“‘punktweise’” mefBbarer
Schnitt von G in H. Definieren wir ein Faktorensystem (77, P’) mit
Hilfe der Gleichungen (4.1) und (4.2), so erhalten wir wegen (5.13), (a)
und (5.7), (b) gerade das Faktorensystem (7', P) zurtick, von dem wir
ausgingen. Ist % separabel, so ist d meBbar, so daB wir nach Satz 2
einen isometrischen Isomorphismus von % auf ZY(¥) erhalten.
Wir wollen hier aber nur voraussetzen, daB A separabel ist. Im
Folgenden bezeichnen wir den Schnitt d mit o. Wir behaupten,
daB durch die Formel

2 f(®) = (f(), o)), (5.16)

fe ¥, x € G, ein isometrischer Isomorphismus Y, von % auf Z1(%)
definiert wird. Der algebraische Teil des Beweises verlauft wie bei
Satz 2, so daB nur die Wohldefiniertheit und die Surjektivitit der
Abbildung Y noch gezeigt werden miissen. Sei a€ 4, he € (G),
h nicht identisch null. Wir definieren f e % durch

&) = @@
Fir ein solches f gilt

Die durch (5.16) definierte Funktion 'y  f ist mef3bar, also aus

LYB).
Bewers. Wir deﬁnierenj?e < durchj?(x) = IF 0 j(29) = Tt 2 Jl(50)
Sei € > 0 und K C G kompakt. Es gibt ein Kompaktum K’ C K mit

| K\ K’ |< ¢, so daB auf K’ die Abbildung y > o( y)} stetig ist. Seien
x,, x€ K’ mit x, — x. Sei 0 eine Umgebung von (f(x), o(x))™
Es gibt eine Umgebung U von ( f(x), o(x)), so daf3

U~ = {£~ | £ UFCO.

(5.17)
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U habe die Form U; x U, , wo
={acd||f(x) —al <8, ,
U,={heH| |, —olx)fi 1 <ni=1,..,n

mit gewissen fj ,... fnecf 8 >0, n >0, wobei wir annehmen

koénnen, daB f, = f fiir ein 7 (durch Hinzunahme von f wird die
Umgebung ja verkleinert).

Wegen der Stetigkeit der Abbildung y + o(y)N von G nach H/N
gibt es ein y, , so daB fir alle u = p,

o(w,)N € (U;)

(hier ist m: H — H|N die kanonische Projektion) d.h. es gibt Elemente
u, € N, so daB fir alle p > p,

(6 € U5

Ferner gibt es einen Index p,’, so daB fir alle p = p,

L o(x,)f — o@)F 1L < 7

und
L A(x,) — h(x)] <.
Seil u = po, po . Wir betrachten
2 f@) = (f), o)) = (w,f (%), o(x,) )~ -
Bskistlo(xiunc s und
|0 f () — @) = |w'a - h(x,) — a - h(x)|
< lugta s h(x,) —a-hix,)| + | a-h(x,) — a - hx)
<|dia—allklo+lal-7.

Nun gilt

|, f—Fl < 1 #af — o)™ 0(@®)f |1 + | o) o(6)f —F s

— | o(%,) 1,f — o(@)F |, + | o@®)f — o(w)fl;  (5.18)
= 9 - 7



342 MICHAEL LEINERT

andererseits

| wf=Fh = [ | T, T35 7) = F )l & (5.19)

(hier ist u, auf der linken Seite als Element von %(%), auf der rechten
Seite als Element von %(A4) aufgefaB3t)

__f | Tpa - B(y) — T, a - B(y)| dy

= [ 17, (w2 — @) - [ ()| &y
— | By | wa—al.

Also | wa —a| = (2| k|, so, daB it _wegen |wla ol —
| @ — u,a | erhalten:

| f ) —fON < | Bl 2l Bl +a]n <38,

falls  gentigend klein gewihlt war.
Damit ist gezeigt, daB

(f(x,), o(x,))~ € U~CO

fir geniigend groBe u, was die Stetigkeit von Y f auf K’ bedeutet.
> f ist also meBbar.

Aus (5.17) folgt durch Linearitit, daB3 Y fe ZY%) fir jedes
fe€(G) ® A. Wegen | Y. f|, = | f |, laBt sich die lineare Abbildung
S:f—>>f von €,(G) ® A nach LX) eindeutig zu einer auf
ganz % definierten isometrischen linearen Abbildung

Y & — LUB)

fortsetzen, und nach [5], Proposition 2.1 ist > f fiir jedes fe %
durch die Formel (5.16) gegeben.

Um die Surjektivitit von Y zu zeigen, setzen wir A separabel
voraus. Sei {a;};cy eine dichte Teilmenge von 4. Wir wihlen ein
festes h € €,(G) mit | £ |; = 1 und definieren fiir beliebiges a € 4
die Funktion g% € & durch

46) = I8t 1)

x€G. Sei Fe £Y(%) und f: G — A die eindeutig bestimmte Funk-
tion, fiir welche

F(x) = (f(%), o(x))~
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fiir alle x € G. Es gilt zu zeigen, daB f meBbar ist. Sei K C G kompakt,
e > 0. Es gibt ein Kompaktum K’'C K mit | KN\K'| < ¢, so dal3
F sowie die Abbildungen y > o( y) g%, 7 € N, alle stetig sind auf K'.
Seien x,, x € K’ mit x, — x. Wir wollen f(x,) — f(x) zeigen. Sei
8 > 0 gegeben. Sei

Uy={acd||f(x) —a] <383
Uy ={hecH||hg"™ —o(x) g | <83},
0 d6n | .s5ilas Usk,

Es gibt ein p,, so daB F(x,) €0 fir alle p = py, d.h. es existieren
Elemente u, € N mit

(”Zlf(xu), U('xu) uu.) € Ul X UZ

fiir alle w > py. Da gf*® im AbschluB der Menge {g%};y liegt,
ist auch die Abbildung y > o y) g/® auf K’ stetig. Es gibt also
eint bt sofidalBi iur . = ot

| o(x,) 87 — o(x) g7 |, < §/3.

[

Sei p = py, po . Wir haben

| f(%,) — f(@)] = | u;%f () — w0 ()]
< | urf (%) — f@) + | f) — . f ()]
< 33 4| w, f (%) — f()|

wegenyurtfio ) e Ui,

=03 3 (Ll Bl [, 8 = oVl

was man wie (5.19) beweist.
Wegen |lu,g7@ — of@ |, < §/3 1 §/3 (Beweis wie bei (5.18))
gilt also
| £ () — f(2)] < [8/3] + 28/3 = é.
Damit ist f meBbar, > also surjektiv, und der Satz ist bewiesen.

Bemerkung 1. Offenbar haben wir im Verlauf des Beweises
gezeigt, daB jedes unitdre Faktorensystem von einem Fell-Biindel
oder anders ausgedriickt von einer Gruppenerweiterung herkommt,
genauer gesagt: ist G eine lokal kompakte Gruppe, A eine involutive
Banach-Algebra, welche die Bedingung (L) erfiillt, und (7, P) ein uniti-
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res Faktorensystem von G beztiglich 4, so gibt es eine Untergruppe N
von %(A) (die gleich %(A) gewihlt werden kann (vgl. Bemerkung 3))
und eine topologische Erweiterungsgruppe H von N mit H/N ~ G
(im algebraischen und topologischen Sinn) sowie eine Wirkung =
von H auf 4 und einen Schnitt

o: G— H,

so daB das durch ¢ definierte Faktorensystem, gegeben durch die
Gleichungen (4.1) und (4.2), gerade mit (7, P) tbereinstimmt. Die
Erweiterungsgruppe H ist also, algebraisch gesehen, die mit Hilfe
des gegebenen Faktorensystems (interpretiert als Faktorensystem im
gruppentheoretischen Sinn, mit Werten in V) abstrakt konstruierte
Erweiterung von N.

Bemerkung 2. Jedes Leptin—Biindel ist algebraisch isomorph zu
einem homogenen Fell-Bindel. Das folgt aus Bemerkung 1 und (4.3).

Bemerkung 3. Da wir im Beweis von Satz 3 die Gruppe N durch
jededGruppeltNE it VRGN @7/ = und DN D= E@p N iingalle
g € G ersetzen konnen, insbesondere durch #%(A4)#, erhalten wir aus
Bemerkung 1, indem wir dort N = %(4) und 4 = LK) setzen,
wobei K eine lokal kompakte Gruppe bezeichne, folgendes Ergebnis:

Satz 4. Zu jedem mefibaren Faktorensystem einer lokal kompakten
Gruppe G mit Werten in einer lokal kompakten Gruppe K gehirt eine
lokal kompakte Erweiterungsgruppe H.

Fiir separable lokal kompakte Gruppen wurde dies von Mackey
in [11] bewiesen, fir polnische Gruppen von Brown in [14]. Wenn
das Faktorensystem am Eins-Element der Gruppe stetig ist (man
kann dann auf MeBbarkeit verzichten), gilt die Behauptung fiir
beliebige topologische Gruppen, wie Nagao in [12] gezeigt hat.
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