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Einleitung

J. Dixmier entwickelt als erster eine Theorie der nicht-kommutativen L’-Riume

— des Analogons zu den Lebesgue-L”-Riumen mit einer nicht-kommutativen
von Neumann-Algebra in der Rolle des L> — fiir halbendliche von Neumann-
Algebren ([Di]). U. Haagerup definiert L”-Réume ausgehend von nicht notwendig
halbendlichen von Neumann-Algebren ([Hal). Der Durchschnitt von L' und L
ist hierbei allerdings {0}, fiir p; # pe. M. Hilsum definiert L” als Rdume von
(i. a. unbeschriankten) Operatoren auf dem Hilbertraum, auf welchem die von
Neumann-Algebra operiert ([Hi]). Auch hier kann der Durchschnitt von L”* und
L”* wieder {0} sein.

M. Terp beginnt mit der Betrachtung des Durchschnitts L von L* und L!
und bettet diese Rdume mittels der transponierten Abbildungen der Inklusio-
nen L — L*® und L < L' in den Dualraum L’ ein ([Te]). M. Leinert defi-
niert seinen L! als Raum von gewissen Sesquilinearformen auf dem zugrunde-
liegenden Hilbertraum. L* wird ebenfalls in den Raum der Sesquilinearformen
(mit der Topologie der punktweisen Konvergenz) eingebettet ([Le]). M. Terp
und M. Leinert definieren also beide einen topologischen Vektorraum, in dem
L> und L' enthalten sind. Daher ist (L>, L') ein Interpolationspaar, und die
komplexe Interpolationsmethode ist anwendbar. M. Terp zeigt, dafl der Raum
Vp == (L, L") g, 0 = 3, isomorph zu U. Haagerups L ist. M. Leinert zeigt, daf3
seine Methode im wesentlichen zum selben Interpolationspaar fithrt und daher
seine Interpolationsrdume L” isomorph zu den V}, sind.

Der so definierte L? ist ein Hilbertraum, und die iibliche Dualitéit zwischen
L? und LY besteht. Dies kann man iiber die Isomorphie der Rdume von Leinert,
Terp, Hilsum und Haagerup erhalten. Haagerup schliefSlich fiithrt das Problem
auf den Fall einer halbendlichen von Neumann-Algebra zuriick.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dal unter geeigneten Bedingungen bei der
Interpolation zwischen einem Banachraum A und seinem Dualraum A’ der zur
Stelle 0 = % gehorige Interpolationsraum ein Hilbertraum ist und fiir beliebiges
6 € (0,1) gilt

(A, A'Ypy = (A, Ao

Wendet man dieses Ergebnis auf den speziellen Fall der nicht-kommutativen L*-

Réume von Leinert und Terp an, erhilt man, dafl L? ein Hilbertraum ist und
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dafl L” isomorph zum Dualraum von L7 ist fiir % + % = 1, ohne dabei auf die
oben erwéhnten Isomorphismen zuriickzugreifen.
Die wesentlichen Bedingungen an das Interpolationspaar (A’, A) sind erstens,

daBl eine Involution * auf dem Durchschnitt A = A’ N A existiert, so dafl
(x,y) = (2, y")an, T,y €A,

ein Skalarprodukt auf A ist und zweitens, dafl der Durchschnitt des dualen
Interpolationspaares in gewissem Sinne gleich dem Durchschnitt des urspriing-
lichen Interpolationspaares ist. Hieraus ergibt sich, daf} die dualen Interpola-
tionsrdume isomorph zu den urspriinglichen sind, was eine Abschétzung der
Normen ermoglicht.

U. Haagerup, G. Pisier ([HP]) und F. Watbled ([Wal) geben Bedingungen an,
unter denen der mittlere Interpolationsraum zwischen einem Banachraum und
seinem konjugierten Dualraum ein Hilbertraum ist. Das oben genannte Ergebnis
148t sich auf diesen Fall (des konjugierten Dualraums) iibertragen und impliziert
die Ergebnisse der erwdhnten Autoren.

An dieser Stelle mochte ich Prof. Dr. M. Leinert fiir die hervorragende Be-
treuung und das stets vorhandene Interesse an dieser Arbeit danken. Meinen

Eltern danke ich fiir ihre vielfdltige Unterstiitzung.
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1 Interpolation

Im folgenden werden kurz zwei komplexe Interpolationsmethoden und deren
Eigenschaften vorgestellt. Details und Beweise finden sich bei A. P. Calderén
([Ca]) und bei J. Bergh/J. Lofstrom ([BL]).

1.1 Vertréigliche Paare

Seien Ay und A; topologische Vektorrdume.

Definition 1.1.1 Ay und A; heiBen (miteinander) vertraglich, oder das Paar
A = (Ag, Ay) heiBt vertriglich (Interpolationspaar), wenn es einen Hausdorff-
schen topologischen Vektorraum A mit stetigen linearen Inklusionsabbildungen
von Ag und A; nach A gibt.

In diesem Fall kann man Ay und A; als Teilrdume von A auffassen, und es

existiert deren Summe
E(Z) =Ag+ A ={a€A|Tay €Ay, a1 €A1 :a=ay+ a1}

und deren Durchschnitt

A(Z) = Ag N Aj.

Seien Ay und A; vertrégliche normierte Vektorrdume. Dann ist A (X) mit fol-

gender Norm ein normierter Vektorraum:
lallaz) = max(llalla;, lalla) . a€Aon A
Ebenso ist X (Z) ein normierter Vektorraum mit
lally ) = inf {[lacllag +llarlla, | @ = a0 +ai; ap € Ao, a1 € Ar}

fiir a € Ag + A;.
Falls Ay und A; vollstindig sind, so sind auch A (Z) und ¥ (Z) mit den ange-

gebenen Normen vollstandig.
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Definition 1.1.2 Sei A = (A, A;) ein vertriigliches Paar von Banachrdumen.
Ein Banachraum A heifit Zwischen-Raum (intermedidrer Raum) von Ay und A,

(oder von A), wenn
A(A)cAcx(4)
mit stetigen Inklusionen. Gilt zusétzlich fiir beschrénkte lineare Abbildungen
T:Ay+ A — Ao+ Ay mit T|u, : Ag — Ao (beschriankt) und 7|4, : A1 — Ay
(beschrénkt), dafl
T|a: A— A (beschriankt),

so heiflt A Interpolationsraum von Ay und A, (oder von A).

1.2 Die komplexen Interpolationsmethoden

Seien

S:={2€€|0< Rez <1},
So:={z€C|0< Rez<1}.
Sei A = (Ap, Ay) ein Interpolationspaar von Banachrdumen. Mit F (Z) werde
der Raum aller Funktionen f : S — X (E) bezeichnet, die folgenden Bedingun-
gen genugen:
(1) f ist beschréankt und stetig auf S,
(17) f ist analytisch auf dem Inneren S, von S,
(t4i)  t > f(j +it) sind stetige Funktionen von IR nach A;
und limy oo || £(J +it)]|la, = 0, j = 0,1.

Mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation ist F (Z) ein Vektorraum
iiber €. F (Z) mit der Norm

11y = e (s 1760 suplL £+ il ) f € 7 (),

ist ein Banachraum.
Fiir 0 < 6 <1 wird der Raum Ay wie folgt definiert:

Ag ={aeX(A) |3f e F(A) : f(0) =a}.
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Apg) sei mit folgender Norm versehen:

Jaloy = it {I/lpzy | £ € F (), 70) =a},  aeay

Ajg ist ein Interpolationsraum von Afir0<6<1.

Die zweite komplexe Interpolationsmethode, die im folgenden definiert wird,
ist in gewissem Sinne dual zur ersten (siehe Abschnitt 1.3).
Sei A = (Ap, Ay) ein Interpolationspaar von Banachriumen. Mit G (Z) werde
der Raum aller Funktionen g : §' — X (Z) bezeichnet, die folgenden Bedingun-

gen genugen:
(2) e>0: [lg(2)llg@ < c(l+]z]) Vzes,
(17) g ist stetig auf S und analytisch auf dem Inneren Sy von S,
(Z’LZ) g(]+2t1)—g(j+lt2) EA]' th,tg S ZR,j:O,l,
und folgende Norm ist endlich

lgllg(ay =

Ztl g(ltg) (1 + Ztl) (]. + ltg)
max (SUptﬁétQ cIR H_t2 Ao’ SUPy, 44, IR t1 — 1o A :
g (Z) modulo konstanter Funktionen, mit der Norm || - || o(A) versehen, ist ein

Banachraum.
Fiir 0 < § < 1 wird der Raum A wie folgt definiert:

AP = {a e X (A) |3g€G(A) : ¢(0) = a}.

Al sei mit folgender Norm versehen:
Jall® =t {lgllgpz) [ € 6 (4). @) =a},  aca®

A ist ein Interpolationsraum von A fiir 0 < § < 1.

1.3 Eigenschaften von A[@] und Al

Im folgenden Lemma werden einige wichtige Figenschaften der komplexen In-

terpolationsmethoden festgehalten.
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Lemma 1.3.1 Sei (Ag, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdiumen, und sei
0<6<1.
Dann gilt

(i) A (A) ist dicht in Ap.

(i)
(Ao, A1) = (A, Ao)p—g

(Ao, AT = (Ay, Ag)l=70,
(11i) Sei A? der Abschluf$ von A (Z) in A; fir 3 =0,1. Dann gilt
(A0>A1)[9} = (A8,A1)[9] = (A0>A(1))[9] = (A?aAg)[G]’

Ao, Al [0} == AO, Al [6] - Ao, AO [0] == AO, AO [0]
0 1 1420

Beweis: siehe [Cal, [BL].

Lemma 1.3.1,(iii) bedeutet, daf} die Voraussetzung ,, A (X) sei dicht in Ag und
A1 meist keine wesentliche Einschrankung ist.

Die beiden Interpolationsmethoden liefern im allgemeinen nicht die gleichen
Interpolationsrdume. Ein Beispiel hierfir steht bei A. P. Calderén ([Ca]). Es

besteht aber dennoch ein enger Zusammenhang zwischen ihnen:
Lemma 1.3.2 Mit den Bezeichnungen von oben gilt

(Ao, A1)g) C (Ao, A, lallg = [lall” Va € Apy.
Dieses Ergebnis geht auf J. Bergh zuriick ([Be]).

Lemma 1.3.3 Sei (Ay, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen, bei dem
Ag oder Ay reflexiv ist, und sei 0 < 6 < 1.
Dann gilt

(i) Ap =AY
(ii) A ist reflexiv.

Beweis: siehe [Ca).
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Ein weiterer sehr wichtiger Zusammenhang zwischen den beiden Interpolations-
methoden geht aus folgendem Dualitétssatz hervor. Dabei wird der Dualraum

eines Banachraumes X mit X’ bezeichnet.

Satz 1.3.4 Sei (Ag, A1) ein Interpolationspaar von Banachriumen, bei dem
A=A (Z) dicht in Ay und A, ist.
Dann ist

(Ao, Ar)ly = (Al ADE 0<0 <1,

Beweis: siehe [Cal.

Hierzu einige Erlauterungen:
Ap und A; enthalten A als dichte Teilmenge. Die Inklusionen sind stetig beziig-
lich der jeweiligen Normen. Daher kann man Aj und A} (vermdge der Trans-
ponierten der Inklusionsabbildungen) als Teilrdume von A" auffassen. Auf diese
Weise wird (Ajf, A]) zum Interpolationspaar.

Der Durchschnitt A(Aj, A]) besteht aus allen Elementen von A’; die stetig
beziiglich der Normen von Ay und A; sind. Zwei Elemente y, € A und y; € A]
sind gleich in 3(Aj, A]), wenn gilt

<:L‘7y0>A0,A6 - <x7y1>A1,A’l VCU - A

Es gilt A(Ag, A1) = X(A}, A}) und X(Ag, A1) = A(A}, A)).

Der Interpolationsraum (A")1% := (A}, A9} c ©(Al, A}) = A’ besteht aus
allen Elementen y von A’ die beziiglich der Norm von Ay auf A stetig sind.
Da A dicht in A ist, definiert ein solches Element y eindeutig ein Element von
(Ajg)". Die Dualitéit von Ajg und (A') ist die Fortsetzung der Dualitit von A
und Y (Aj, A7), d. h. fir v € Aund y € (A), y = yo+y; mit y; € Al =01,
gilt

<ZL’, y)A[g],(A’)[(’] = <l’, y>A,E(A67A/1) = <.f13, yO)Ao,A6 + <.’I?, y1>A1,A/1-

Der néchste Satz besagt, daf iterierte Interpolation, d. h. Interpolation zwi-
schen zwei Interpolationsrdumen desselben Interpolationspaares, die urspriing-
lichen dazwischenliegenden Interpolationsraume reproduziert (fiir die erste In-

terpolationsmethode).
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Satz 1.3.5 Sei (Ao, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen. Setze
Xj= (Ao, A1), 0<50;<1, j=0,1
Dann ist (Xg, X1) ein Interpolationspaar (enthalten in Ay + A;), und es gilt
(Xo, X1)py = (Ao, A1), 0<n <1,
wobei 0 = (1 —n)by + n6,.
Beweis: siche [Cw].

Ein Beispiel fiir komplexe Interpolationsriume sind die (kommutativen) L-
Réiume auf einem Mafraum. Es ist L” = (L*°, L')jg mit § = 1. Diese Beziehung
wird bei M. Leinert und M. Terp im nicht-kommutativen Fall als Definition
fiir die L”-Raume verwendet. Darauf wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

Details und Beweise finden sich in [Le].
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2 Integration beziiglich eines Gewichtes

Sei A eine von Neumann-Algebra auf einem Hilbertraum H und ¢ ein normales,
treues, halbendliches Gewicht auf A. Seien

N, = {z € A|p(z"z) < oo},
M, := Lin{z"y|z,y € N,}.

H,, sei die Vervollstdndigung von N, beziiglich des Skalarprodukts
(T, y)n, = o(y'z).

Es sei z,, das Bild von = € N, unter der Inklusionsabbildung N, < H,. JAZ sei
die Polarzerlegung des Abschlusses des Involutionsoperators auf N, N N7 (als
Operator in H,). Mit L, fiir z € A werde der beschrinkte Operator auf H,,

bezeichnet, der auf N, der Linksmultiplikation mit x entspricht.

2.1 Das Oberintegral

Fir y,z € N, und z € A sei

Pyr=(T) = (2, ‘]ijyw>7'l<p'

Die Abbildung y*z — ¢,«;, y,2 € N, 1aBt sich zu einem linearen *-Isomor-
phismus von M, in das Pradual A, von A fortsetzen, der positive Elemente auf
positive abbildet.

Fiir x = 2* € M, gilt:

loo|l = inf{p(y) + @(2) |2 =y — 2z, y,2 € MT},

wobei ||¢,| die Pradualnorm (Funktionalnorm) bezeichnet.

D = D(H,p) sei der Vektorraum aller p-beschrénkten Vektoren. D liegt
dicht in H.

X sei der Vektorraum aller Sesquilinearformen auf H, deren Definitionsbe-
reich D x D umfait. F £ G fiir F,G € X bedeute F(¢,n) = G(&,n) VE,n € D.
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Durch ,,2“ wird eine Aquivalenzrelation auf X definiert. X/2 mit der Topologie
der punktweisen Konvergenz ist ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum.
Die kanonische Abbildung von A nach X/2, = +— [(z-,-)%] ist injektiv und
stetig.
Seit : H xH — @ eine Sesquilinearform mit Definitionsbereich D(t) x D(t).
t(u) = t(u,u).
O(t) = {t(u) | u € D(®), llul = 1}.

Definition 2.1.1 ¢ heifit sektoriell, wenn es ein reelles v und ein 0 < 6 < 7
gibt, so dafl
Ot) C {¢ € € : Jarg(€ — )| < 0},

Sei t sektoriell. Eine Folge {u,} von Vektoren aus H heifit t-konvergent (gegen
u € H), (schreibe u, 5 ), wenn u, € D(t),u, — u und t(u, — ty) — 0
fiir n,m — oo. t heiBt abgeschlossen, wenn aus u, —» u folgt: u € D(t) und

t(u, —u) — 0 fir n — oo.

Definition 2.1.2 Ein (nicht notwendig beschrinkter) linearer Operator x in
H heift zu A affilisert, wenn xu = uz fiir alle unitiren u aus A’, der Kommutante

von A.

Sei x ein positiver selbstadjungierter Operator in H, der zu A affiliiert ist.

Die zu x gehorige abgeschlossene positive Form

(San)}_><$%€7x%n>H

fiir &,n € D(x%) wird wieder mit x bezeichnet. Es sei (z€,n)y = (azéﬁ,x%m;{
fiir £, € D(x2) und (2€, )y, := oo fiir £ ¢ D(x2).
Das Oberintegral p(z) sei definiert durch

(z) = inf {z o) |20 € M, S > }
n=1 n=1

wobel § x, > x bedeute: § (&, )y > (€, &)y VEEH.
n=1 n=1

Falls p(z) < oo, so gilt
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(i) D c D(x2).
(49) Es gibt z, € M} mit v = ioj x, (punktweise als Formen)
n=1

und p(z) = ni; o(xy).

2.2 Definition von L}D und LZ

Sei L' = L}D der Raum aller (Aquivalenzklassen von) Linearkombinationen von
abgeschlossenen positiven Formen, die durch positive, selbstadjungierte, zu A
affiliierte Operatoren z mit p(x) < co definiert sind ((£,7) = (z2€, z27)y ).

Fiir # € L} (hermitesche Formen in L') sei
lelly = inf{P(y) +P(2) |y, = affiliiert mit A, y,z >0, 2 2y — 2},

Mit dieser Norm ist L} ein reeller Banachraum.

Die Abbildung f*: (L))" — (AT,

J]ZZIHI—)QOI = Zg&zn
n=1

n=1

ist wohldefiniert und positiv linear. Thre reell-lineare Fortsetzung ist ein isome-
trischer Isomorphismus von L} auf (A,);. Dieser kann @€-linear zu einem Iso-
morphismus f : L' — A, fortgesetzt werden. Die 1-Norm wird folgendermafien
definiert:

A, fiir z € L'

2]l = 11 ()]
Die Inklusionen von L! und L>® := A in X/2 sind stetig, deshalb 148t sich die

Interpolationstheorie anwenden. Fiir 1 < p < 0o sei

L' = (Lw,Ll)[%].

M. Leinert zeigt in [Le], daB seine L”-Réume isomorph zu Terps V,-Rdumen
in [Te| sind. M. Terp geht aus vom Raum L aller x € A, fiir die ein ¢, € A,

existiert, so dafl

(2, 2°Y) = @u(2"y) = (J (L) " TYp, 20)n, VY, 2 € Ny,
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mit der Norm ||z||; := max{||¢.||, ||z] }. Dann bettet sie A und A, stetig in den
Dualraum L’ von L ein und erhélt so ein Interpolationspaar (A, A,).

Sie setzt

V, = (A,A*)[ k

%
M. Leinert zeigt, dafl L = L>* N L' und damit V, = L.

Einige Ergebnisse von M. Terp werden in folgendem Satz zusammengestellt:

Satz 2.2.1 Mit den Bezeichnungen von oben gilt
(1) My,CL={xecA|3p, € A, sodaf (p.,y) = (py,x) Yy € M,}.
(i1) L ist normdicht in L*.
(i1) Zu x € L gibt es ein Netz (x;);er in My, so daf$
sup{ ||zl [ i € I} < o0,
Ty — o-schwach,
12; — @l — 0.
(i) Y,y € L git (pa,y) = (py, 7).
(v) Seix e A. Dann gilt
rel < 3C >0, sodaff [{py,x)] <Clly|| Vy e M,.

Beweis: siehe [Te].
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3 Der Hilbertraum L2

Die Bezeichnungen in diesem Abschnitt werden vom vorhergehenden Abschnitt
iibernommen.

Zunichst wird gezeigt, da die Dualitit auf L' und L*> ein Skalarprodukt
auf L definiert.

3.1 Das Skalarprodukt auf L

Lemma 3.1.1 Seien z,y € M,.
Dann st
(0rr0) = (A2 2.y,
also ist
(T, 9)30 = (P2 ¥")
ein Skalarprodukt auf M.
Die Vervollstindigung von M, beziglich dieses Skalarprodukts werde mit H

bezeichnet.

Beweis: Sei z = f: wiv; mit v, w; € N, fiir 1 < ¢ < n. Fir alle u,v € M, gilt
i=1
(siehe [St], [SZ]):
JL,J v, = LyJ ug,

daher folgt

<90xay*> = Z(‘]Ly‘](vi)apv(wi)ﬁﬁp
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Lemma 3.1.2 Seien x,y € L. Setze

(T, 9)n = (0a, ¥7)-

(-, )y ist ein Skalarprodukt auf L. Die Vervollstindigung von L beziiglich dieses
Skalarprodukts werde mit H bezeichnet.
Es qilt

Ho=H
vermdge der Fortsetzung der Inklusion M, — L. Dabei sei Hy wie in Lemma
3.1.1 definiert.

Beweis: (-, ) ist offensichtlich eine Sesquilinearform, die auf M, mit (-, )%,
iibereinstimmt.

Seien xz,y € L und (z;)ier, (Yr)kex zu = bzw. y gehorige Netze wie in Satz
2.2.1,(7i1). Da (yg)kex beschrénkt ist in || - ||, und damit auch in || - || (der Norm
von L) und ||p, — .|| — 0, gilt

(2 = Pa;yyp) — 0

gleichméfig in k. Ebenso gilt
(P2 = @aiy") — 0.
Da y; — y* o-schwach, folgt

(P, yr)  — (P2 ¥")-



3 DER HILBERTRAUM L?

Daher konvergiert (x;, yx)n gegen (x, y)yx:

<J5, y>7—l - <'Ti7 yk)?—l = <§0x7 y*> - <901E¢7 ylt)

18

= (Yo = Pais ¥) F+ (P ¥°) — (@2, V) + (P — Pays YR)

— 0+ (@2, ¥*) — (Y, y*) +0
- 0.

Daraus folgt erstens, dafl (-, -), Hermitesch ist,

(Tyu — (@oun=e2)y — U2y
und zweitens, mit x = y, daf (-, )% positiv semidefinit ist,
0 <{(mj,xi)y — (x,z)% >0.

Es bleibt zu zeigen, daf} (-, )4 positiv definit ist.

Sei (x,z)3 = 0. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (fiir positiv semidefinite

Sesquilinearformen) folgt

= <90ya$> Vy € L.

Also ist x=0, denn die ¢,, y € L, liegen dicht im Prédual. Falls also  # 0, so

ist 0 # (z,x)y >0 = (z,2)% > 0.

Dabher ist (-, )3 ein Skalarprodukt auf L, das auf M, C L mit dem Skalarprodukt

(-, ), Ubereinstimmt. M, liegt dicht in #, da fir x € L, (2;);e; (wie oben), z;

gegen z in || - || konvergiert:
lz =2l = (Pa-w (@ —2:)")
= <902_30Ii7x*_x;'k> — 07

da die Menge {z* — 2} |7 € I} in der Norm beschréankt ist.

Also ist H isometrisch isomorph zu H,.

O

Lemma 3.1.3 Die Involution ist eine isometrische Abbildung auf (L, (-,)3)

und auf (L, || - {1)-
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Beweis: Seien x,y € L.

Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Gleichung

() = (0o, y)

= <90y7 ZE*>
- <y7 .T>;L[
Der zweite Teil ergibt sich daraus, dafl
(¢z)" = Pa

gilt und somit die Funktionalnormen iibereinstimmen:

(%*,y) =

fiir alle y € L.
M, C L ist o-schwach dicht in L.

— o = (P2)"

=2l = llearll = 1 (p2) "l = lleell = ll]]s-

3.2 Interpolation zwischen einem Banachraum und sei-

nem Dualraum

Im folgenden sei eine Involution auf einem komplexen Vektorraum (ohne multi-
plikative Struktur) eine konjugiert-lineare, selbstinverse Abbildung. Das néchste

Lemma schlief3t also insbesondere den Fall einer isometrischen Involution ein.

Lemma 3.2.1 Sei (Ay, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen, bei dem
der Durchschnitt A := Ag N Ay dicht in Ag und Ay ist.

T : A — A sei eine konjugiert-lineare, surjektive Abbildung, die isometrisch in
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|- [|ap und || - ||, ist.
Dann ist T auch beziiglich der Normen von (Ao, A1) und (Ao, A1) isome-
trisch fiir 0 < 6 < 1.

Beweis: T' 1488t sich eindeutig zu einer konjugiert-linearen, isometrischen, surjek-
tiven Abbildung auf Ay und A; und damit auch auf Ag + A; fortsetzen. Diese
Abbildung wird wieder mit T" bezeichnet.

Sie ist auf Ay + A; wohldefiniert, denn seien ag,by € Ay, ai,b; € A; und
ap+a; = by + by

ag — bg = bl —a € A
T((Z() — bo) = T(b] — Cll) € A
T(ap) = T(bo) = T(b1) —T(ar)
T(ap) +T(ar) = T(bo)+ T(by).

T ist isometrisch auf Ag + A;:

A

Selia € Ay + A;.
1T (@)l g+,
= inf{||ao|la, + l|a1]la, | T(a) = ap + a1, ap € Ag, a1 € A1}
= inf{[|7~" (a0) || 4o + |7~ (a1)]l4, @ =T (a0) + T~ (a1), a; € Aj}
inf{[lao|[ 4, + lla1lla, [ @ = a0 + a1, a; € A;}

= HQHAU-"-Ar

Die Surjektivitat von T auf Ay + A; folgt aus der Surjektivitdt auf Ay und Aj.
Sei S :={z € € |0 < Rez < 1}. Zu einer Funktion f : S — Ay + A; sei
T(f):S — Ag+ Ay definiert durch

und T_l( f) durch

Seien F := F(Ap, A1) und G := G(Ap, A1) wie in Abschnitt 1.2 definiert.
Seien 0 < § < 1 und a € (Ag, A1)jg. T bildet

Fo:={f € F(Ay, A) | f(0) = a}
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bijektiv und isometrisch beziiglich der Norm von F(Ay, A1) auf
Fr = {9 € F(Ao, A1) | g(0) = T(a)}

ab:

Sei f € F,. T(f) ist offensichtlich wieder beschrinkt und stetig. Die Funktionen
t—=T(f)(j+1it), j = 0,1, sind stetige Funktionen von IR nach A;, die gegen 0
konvergieren fiir |t| — oo.

T(f) ist analytisch in Sy = {2z € € |0 < Rez < 1}, denn

T(f)(z) =T(N)(z0) _ T(f(z) = T(f(z))

R T(f(g?_—_zgzo»
— lim., s, (T(fxz;f:z;(f)(%)) ~ limzl%ZOT(W)

= 7 g )= 1)
= T(f(=)).
T ist eine Isometrie auf F(Ay, A;) wegen
Tl = max (supe Ty D T+ it)],)
— max  supyege [1T(F (=)l age $UPyee [ TCFL = )14,

= max (supep | £(=it)] 4> SuPerm [ £(1—it)]4,)

= |fll=

Analog kann man zeigen, daf} T_l(g), g € Fr in F(Ap, Ay) liegt und daf
gl = HTﬁl(g)Hf. Offensichtlich ist T71|;T<a) die Umkehrabbildung von T'|£,.

Daher gilt
1T (a)llgg = inf{[lgllz|g € Frw}

= mf{[|fll=|f € Fa}

= llall-
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Sei nun a € (A, A,)1%. T bildet
Go == {f € G(Ao, A1) | f'(0) = a}

bijektiv und isometrisch auf

Grw == {9 € (A0, A1) | ¢'(6) = T(a)}
ab:
Fiir f € G, und g € Gr(,) gilt T(f),T_l(g) € G(Ag, Ay).
T(f)(0) = T(f'(0) = T(a) = T(f) € Gr
T (g)0) = T°Yg®) = a = T '(9)€b.

T ist eine Isometrie auf G(Ay, A1) wegen

1TCHlg

T(f)(it1) — T(f)(it2)
t —to

T (f(itl) - f(itz))

ty —t2

- T(f)(1+it1) — T(f)(1 +ito) )
Ay hi#tacIR ty — 1o Ay

- <f(1 —ity) — f(1 it2)> Al)

t1 — 1o
A1>

= max sup
t1#te €IR

» sup
Ay ti#t2€IR

= max sup
tq #tg eIR

= max sup
t1#£t2 €IR

fli(=t1)) = f(i(=t2))
(=t1) = (=t2)

fA+i(—t1)) = f(1 +i(—t2))
(—t1) — (—t2)

, sSup
Ay t#t2€IR

= [[fllg

fﬁI‘ f - Q(Ag,Al).

Offensichtlich ist T die Umkehrabbildung von T'|g,. Daher gilt
91 (a) Ga

1T = inf{|lgllg| g € Gr()}
= inf{||fllg | f € Gu}
= [la/""
O
Lemma 3.2.2 Sei (Ao, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen. Es ge-

be ein Oy € [0,1], so daf$ (Ao, A1), reflexiv ist.
Dann gilt
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(i) (Ao, Av)jg ist reflexiv fir 0 < 6 < 1.
(ii) (Ao, A1)jg = (Ao, AP fiir 0 < 6 < 1.

Beweis: Sei 0 < 6 < 1, § # 6y. Nach Satz 1.3.5 ist (Ao, A1)jg ein Interpolations-
raum von K := (A, Ay)p, und Aj;, wobei j = 0, falls § < 6 und j = 1, falls
0 > 0y. Ohne Einschrinkung sei 6 < 0y. Mit n = 0/6, gilt also

(A0> Al)[e} = (AO’ K)[W]'

Nach Lemma 1.3.3,(ii) ist daher (Ao, A;)jg reflexiv.
Nach Lemma 1.3.3,(i) gilt (Ao, K)p; = (Ao, K). Da (Ag, A1) in (A, K)I
enthalten ist (siche [Cal), folgt

(A07A1)[0] C <A07K)[n] = (AO7K)["7] = (A07A1)[6']-

Mit Lemma 1.3.2 folgt Behauptung (ii) fiir # # 6,. Da alle Interpolationsraume
(Ao, A1), 0 < 6 < 1, reflexiv sind, kann man dasselbe Argument mit einem
beliebigen 6; # 6, an Stelle von 6y wiederholen und erhélt somit Behauptung
(ii) auch fiir 6y, falls 6y # 0, 1.

(Il

Der folgende Satz liefert hinreichende Bedingungen dafiir, dafl erstens der mitt-
lere Interpolationsraum ein Hilbertraum ist, zweitens die Interpolationsraume
reflexiv sind und drittens der Interpolationsraum an der Stelle 6 isomorph zum
Dualraum des Interpolationsraums an der Stelle 1 — 6 ist. Diese Bedingungen
werden von dem Interpolationspaar (L, L') erfiillt, wie in Satz 3.3.2 gezeigt

wird.

Satz 3.2.3 Sei (Ag, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen mit
All — Ao,

bei dem der Durchschnitt A := Ay N Ay dicht in Ay ist.
Fiir alle x € A gelte

”xHAl = Sup{ |<ZU,Z/>A1,AO| Ty e A’ HyHAo < 1}'

Zu einem linearen Funktional v auf A, das stetig ist beziiglich der Normen von

Ao und Ay, gebe es ein z € A mit

V() = (7, 2) 4,40 Yz € A.
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Auf A gebe es eine Involution x, so dafs

<l’,y>7{ = <x7y*>A1,Aoa T,y €A,

ein Skalarprodukt auf A ist. H bezeichne die Vervollstindigung von A beziiglich
dieses Skalarprodukts.
Die Involution sei isometrisch in || - || ay, || - |4, und || - |-

Dann ist
(Ao, Ay = H.

Weiter gilt fir 0 <6 < 1:
(1) (Ao, A1)g) ist reflexiv,
(ZZ) (A07 Al)[e] = (ACH Al)[0]7

(@i) (Ao, A1) = (Ao, A1)pi-0)-

Bemerkungen:

1. Streng genommen miifite die letzte Behauptung (Ao, A1)}y = (Ao, A1)1-0)
lauten. Im Beweis werden alle Rdume als Teilrdume des Dualraums von A be-
trachtet. In diesem Sinne besteht tatséchlich echte Gleichheit.

2. Es mag verwirren, daf§ der Hilbertraum (Ag, A;) B gleich seinem Dualraum
statt seinem konjugierten Dualraum ist. Das liegt daran, dal die Dualitdt auf
H x H eine Fortsetzung der Dualitdt von A; und Ay auf A x A ist.

Siehe dazu auch Abschnitt 5.1.

Beweis von Satz 3.2.3: Sei By der Abschlufl von A in Ay. Nach Lemma 1.3.1,(i47)
gilt

(Ao, A1)je) = (Bo, A1), 0< 6 < 1.
A ist dicht in A; und By. Daher gilt nach Satz 1.3.4

(Bo, Ay = (B, AP, 0< 6 <1,

wobei (Bj), A}) wiederum ein Interpolationspaar ist. Bj, und A} sind beide stetig
im Dualraum A’ von A enthalten. Insbesondere ist A C A} C A.
A; kann als Teilraum von B C A’ aufgefait werden, denn jedes z € A,

definiert ein Funktional i4, (z) auf By durch

ZAl(m)(y> = <xvy>A1,A07 Yy e BO-
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Dies entspricht der kanonischen Einbettung von A; in A}, wobei nur die Ein-

schrankungen der Funktionale von A7 auf den Teilraum B, von A| betrachtet
werden.

Es wird nun gezeigt, dafl die identifizierende Einbettung von A; in B isome-
trisch ist und dafl der Durchschnitt von A; und By im urspriinglichen Interpo-
lationspaar gleich dem Durchschnitt von B und A} im dualen Interpolations-
paar ist. Daraus folgt, daf§ die beiden Interpolationspaare dieselben Interpolati-
onsraume liefern.

Die Einbettung ia, : A; < By ist wegen

lia, (@)lB; = sup{ [{z,9)a,,40] = v €A, Yl <1}
= [z, Vo e A

isometrisch auf A und damit auf ganz A;, denn iy, ist stetig. Die letzte Glei-
chung gilt nach Voraussetzung, da die Normen von By und Ag auf A gleich sind.
Da die Involution isometrisch in der Norm von H ist, ergibt sich durch Polari-
sierung fiir das Skalarprodukt:

o = F(X Mo+ iyt ivg)

e 10

@+ )" @+ ) )

Mee

Z'n<x* + Z'—ny*7 .CC* + ,l—ny*>7_[>

3
Il
=)

|
[ —
A/\:/—\/—\
Il
o

Z‘fn<$* + Z'fny*’ T* + Zny*>H>

fiir alle z,y € A.
Fir x € A stimmen daher die Funktionswerte von i, (z) € B und x € A} auf

A iiberein, denn

<yviA1 (x)>Bo,B{) = <$vy>A17A0 = <xay*>H
= <y*7'r>7-[ = <y7 37*>7.[
= <y7 :B>A17A0 vy € A.

Also ist i4, (z) = x als Element von A’ fiir alle z € A C Ay = A].
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Der Durchschnitt der Dualrdume A} und By ist wiederum A, denn die In-
klusion A C A} N B wurde gerade gezeigt, und die umgekehrte Inklusion gilt
ebenfalls:

Sei y € A] N By, dann gibt es nach Voraussetzung ein z € A mit
(T, 2) 45,20 = (T, 9)a,,4,
= <I7 y)Bo,B(’) \V/ZL' S A

Das bedeutet z = y als Element von A’. Somit gilt auch A} N Bj C A.
Fiir den Abschlu8 des Durchschnitts in Bj folgt

Z”'HB(’) — Alv

denn A; ist isometrisch in By enthalten und A liegt dicht in A;.
Daher gilt nun

(Ao, Ar)jg =

fir 0 <6 <1
Fiir 0 = % folgt
(4o A1)y = (Ao, AL
K = (A07A1)H ist nach [Be| in (AO,AI)[%] = K’ enthalten, und die Normen
2
stimmen iiberein, d. h. fiir x € K gilt ||z||x = |||«

Nach Lemma 3.2.1 gilt ||2*||x = |||/« fiir alle z € A. Daraus folgt

2l = (z,2)n
= <xvm*>A1,Ao

= <I7$*>K,K'

IN

[l |2

[l el |2
lx[l%

=zl < llzllx
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fiir alle z € A.
Die umgekehrte Ungleichung gilt ebenfalls:
Nach Lemma 1.3.1,(i) ist A dicht in K, folglich gilt

lzllx = llzllx = sup{ [y, 2)krel : llyllc <1,y € A}

IN

{

sup{ [(y, )| = Nyl <1,y € A}

= sup{ [{y,2)a,.80] * ylln <Ly € A}
{

= sup{|(y,2")ul : |yl <1,y € A}
= 2"l
=zl

fiir alle x € A.
Also gilt [|z]|y = ||z||x fiir alle x € A. Da A sowohl in H als auch in K dicht
ist, folgt

(AO,Al)[%] =K=H.
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.
H ist reflexiv. Daher sind nach Lemma 3.2.2 auch (Ao, A1)jg, 0 < 0 < 1, reflexiv,
und es gilt

(A07 Al)[e} - (A()) Al)[e]

Mit Gleichung (1) folgt
(A07A1)/[9] = (Ao, A7
= (Ao, A)p—g

fiir 0 < 6 < 1.
O

Bemerkung: Wie man im Beweis sehen kann, ist der Isomorphismus zwischen

(AO,Al)[ 1] und H die Fortsetzung der identischen Abbildung auf dem Durch-
2

schnitt A, der in beiden Rdumen enthalten ist. Setzt man in Satz 3.2.3 zusétzlich

voraus, dafl H bereits in Ay + A; enthalten ist, so gilt

(Ao, Ar)py = H.

1
2
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3.3 Anwendung auf das Paar (L, L)

Seien L und L”, 1 < p < oo wie in Abschnitt 2.2. Satz 3.2.3 wird nun auf das
Interpolationspaar (L>, L') angewendet, um zu zeigen, dafi L? ein Hilbertraum
ist, daB8 L” reflexiv ist fiir 1 < p < oo und daf (L") = L? fiir L + 1 = 1.

Lemma 3.3.1 Zu einem linearen Funktional ¥ auf L, das stetig ist beziiglich

der Normen von L' und L™, gibt es ein z € L, so dafs

U(x) = (g, 2) Va € L.

Beweis: L ist dicht in L', daher gibt es eine eindeutige Fortsetzung von 1 zu

einem stetigen linearen Funktional auf L!. Es gibt also ein z € L* mit

U(x) = (s, 2) Vx € L.

Da 1) stetig beziiglich der Norm von L ist, gibt es ein C' > 0, so daf} |{¢,, 2)| =

[Y(z)| < Cllz|| Vo € L. Aus Satz 2.2.1,(v) folgt z € L.
O

Satz 3.3.2 Mit den Bezeichnungen von oben gilt

(1) L? ist ein Hilbertraum,
(i) L ist reflexiv fiir 1 < p < oo,
(76i) (L") = L? firl < gq,p <oo mit 3 + 3 = 1.
Beweis: Mit Ay = L>® und A; = L! sind alle Bedingungen von Satz 3.2.3 erfiillt:

Es gilt
(L) = L=

A = [ ist dicht in L'.
Sei x € A.
lz]l4, = ¢l

= sup{ [{¢z,y)| : y € L™=, |lyl| <1}
= sup{ (¢ )| : y € M, |yl <1}

= sup{ (¢, 9)| - y € A, [lyl <1},
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da M, C L = A und M, o-schwach dicht in L> ist.
Nach Lemma 3.3.1 gibt es zu einem linearen Funktional ¢ auf A, das stetig

ist beziiglich der Normen von Ay und A; ein z € A mit
Y(z) = (x,2) 4.4, Vo e A.
Fiir die Involution % auf A ist

<l’7 y)?—[ = <I7 y*>A1,AO

ein Skalarprodukt nach Lemma 3.1.2.
Die Involution ist isometrisch in || - || 4, und || - ||3 nach Lemma 3.1.3. Offen-
sichtlich ist die Involution auch in der Norm von Ag isometrisch.
Die Behauptungen folgen nun direkt aus Satz 3.2.3.
O

Bemerkung: L? ist nach Lemma 3.1.2 und der Bemerkung nach Satz 3.2.3 gleich
der Vervollstindigung von M, (innerhalb von L* + L') beziiglich des Skalar-
produkts

1
<LL’, y>7'l0 - <AS% xgo?y&p)?ﬂpa T,y € Mgo‘
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4 Interpolation mit dem konjugierten Dualraum

Von nun an bezeichne X den konjugierten Raum zu einem komplexen Vektor-
raum X, d. h. den Raum, der aus denselben Elementen wie X besteht und
dessen skalare Multiplikation der Multiplikation mit der komplex-konjugierten
Zahl entspricht. Die Elemente von X werden mit Z bezeichnet, wobei Z € X das
x € X entsprechende Element sei.

Fiir einen topologischen komplexen Vektorraum X gilt X =X vermoge der

Zuordnung

<T7 y>f,? = <‘T?y>X,X’ :
Sei (Ap, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen, dann gilt

(Ao, Av)jg = (E,E)[e],

oA = (4,m)"

Dies kann man analog zu Lemma 3.2.1 beweisen:
Zu einer Funktion f : S — Ag + A; sei f definiert durch f(2) := f(Z). Dies

liefert isometrische Bijektionen zwischen F, und Fz bzw. G, und Gg.

4.1 TUbertragung von Satz 3.2.3 auf den konjugierten Fall

Analog zu Satz 3.2.3 erhélt man den folgenden Satz zur Interpolation zwischen

einem Banachraum und seinem konjugierten Dualraum.

Satz 4.1.1 Sei (Ag, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen mit

Ay = Ao,

bei dem der Durchschnitt A\ := Ay N Ay dicht in Ay ist.
Fiir alle x € A gelte

[2]lar = sup{ [{z,7) 4, 5| = v € A lyllag < 1}
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Zu einem linearen Funktional ¢ auf A, das stetig ist beziiglich der Normen von

Ay und Ay, gebe es ein z € A mit
V(T) = (T, 2)x 0, VT EA

Set
<x7y>7‘l = <x7y>A17A707 T,y € Aa

ein Skalarprodukt auf A. H bezeichne die Vervollstindigung von A beziiglich
dieses Skalarprodukts.

Dann st

(AQ,Al)[ ] = H.

%
Weiter gilt fir 0 <6 < 1:
(¢) (Ao, A1) ist refleziv,
(@) (Ao, Ar)jgp = (Ao, A,

(@1) (Ao, A1)g = (Ao, At)p-a)-

Beweis: Sei By der Abschlufl von A in Aj. Nach Lemma 1.3.1,(74) gilt
(Ao; A1)jg) = (Bo, A1)p)-
A ist dicht in A; und By. Daher gilt nach Satz 1.3.4
(Bo, Ay = (Bo, A7), 0<o<1.

Ay kann als Teilraum von Bj, C A’ aufgefat werden, denn jedes v € A,

definiert ein Funktional i 4, (z) auf By durch
ia(@)@) = (@Y 4,7 U E Bo
Die Einbettung i,, : A; < B} ist wegen

lia(@)lg = sup{l(z,0) 4, x| - v €A lylls, <1}
= ||z|a, Ve e A

isometrisch auf A und damit auf ganz A;, denn i 4, ist stetig. Die letzte Gleichung

gilt nach Voraussetzung, da die Normen von By und Ay auf A gleich sind.
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Fiir # € A stimmen die Funktionswerte von i4, (z) € B) und x € A} = Ay auf

A iiberein, denn

<g7 iAl (l')>3707376 = <$7 y>A1,A70 = <I, y)H
= <y7‘r>’}-[ = <y7T>A1,A70
= (7, $>E,A0 Yy € A.

Also ist iy, (z) = z als Element von A’ fiir alle z € A C Ay = A}. Der Durch-
schnitt der konjugierten Dualrdume A} und B} ist wiederum A, denn es gilt
einerseits A C A} N BY.

Sei andererseits 7 € A} N BY, dann gibt es nach Voraussetzung ein z € A mit

3]
<

(T2 a4, =

=

VAT ar

)

VZ e A

3]
<

V5o, 5L

)

Das bedeutet z = 7 als Element von A’. Somit gilt auch A7 N B} C A.

Der Abschlufi des Durchschnitts A in B} ist gleich A, da A; isometrisch in
B} enthalten ist und A dicht in A; liegt.
Daher gilt nun

(A()?Al)/[e] = (BO’Al)/[G]

fir 0 <0 <1.
Fiir 0 = % folgt
(A0>A1)I[%] - (A07A1)[%]'
K = (AO,Al)[%] ist nach [Be] in (AO,Al)[%] = K’ enthalten, und die Normen
stimmen {iberein, d. h. fir x € K gilt ||z||x = ||z]/% -
Sei z € A.

lzll7, = (=, 2)n
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—
fir alle z € A.
Umgekehrt gilt

|zl x = [zl = |1zl x

fiir alle z € A.

= (2, T)k K

< ol |7 &

[l x [l 7

l[l%

lzll < llzllx

sup{ [(y, D) i.ic| ¢ [lyllx < 1,y € A}
sup{ [(y, T)i.ic| @ lyllw < L,y € A}
sup{ [(v. @) 4, 15| * vlln < Ly € A}
sup{ [{y, )| : lylln <1,y € A}

27

Daraus folgt ||z||% = ||z||x fur alle z € A. Da A sowohl in H als auch in K

dicht ist, folgt

(Ao,Al)[

]:K%’H.

1
2

Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.

H ist reflexiv. Daher sind nach Lemma 3.2.2 auch (A, Ay)jg, 0 < § < 1, reflexiv,

und es gilt

(A07 Al)[@] = (A07 Al)[g]

Mit Gleichung (2) folgt

(A07 Al)l[e]

fiir 0 < 6 < 1.

- (A07 Al)[lie}
= (Ao, A)p—g
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4.2 Anwendung auf Spezialfille

Folgende Spezialfille der Interpolation zwischen einem Banachraum und seinem
konjugierten Dualraum wurden von U. Haagerup und G. Pisier in [HP] (fiir
Operator-Hilbertraume von Pisier in [Pi]) und von F. Watbled in [Wa] betrach-
tet:

Sei H ein Hilbertraum und X ein Banachraum. Sei eine stetige Inklusion
v : H — X mit dichtem Bild gegeben. Dann kann man X’ vermdoge der trans-
ponierten Abbildung v' : X’ — H’ = H in H einbetten und erhilt durch die

Zusammensetzung eine Einbettung
vov : X' — X.

Diese macht (7, X ) zum Interpolationspaar mit Durchschnitt X’. Hierbei wird
X’ mit seinem Bild unter v o v/ identifiziert und daher als Teilraum von X
betrachtet.

Nach Definition des Interpolationspaares ist der Zusammenhang zwischen dem
Skalarprodukt und der Dualitidt von X und X’ gegeben durch

(T, y)n = (2,9 x x'

fiir alle 2,y aus dem Durchschnitt X.
Ebenso kann man den umgekehrten Fall betrachten:
Sei v : X — H eine stetige Einbettung mit dichtem Bild, dann erh&lt man eine
Einbettung
vov: X — X'

und ein Interpolationspaar (7, X ) mit Durchschnitt X.

In beiden Féllen ist der mittlere Interpolationsraum der Hilbertraum H.
Diese Ergebnisse erhélt man auch als Folge von Satz 4.1.1, wie in den folgenden
beiden Korollaren gezeigt wird. Dariiberhinaus erhdlt man — wie in Satz 4.1.1 —

die Dualitat der Interpolationsrdaume.

Korollar 4.2.1 Mit obigen Definitionen und Bezeichnungen gilt fiir den Fall
v:H—=X

(ﬁ X)H = .
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Weiter gilt fir 0 <6 < 1:

(%)

[0 - (7’ X) ’

[1-0]

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dafl der Durchschnitt X’ N X = X’ dicht in
X liegt. Dazu geniigt es zu zeigen, dal X’ dicht in H liegt. Sei y € H mit
(x,y)% = 0 fiir alle z € X’. Dann ist

(v, T)xx = (Y, 2)n =0

fiir alle 7 € X'. Daher ist y = 0. Das orthogonale Komplement von X’ in # ist
also {0}, folglich liegt X’ dicht in H.
Fiir z € X' gilt offensichtlich

lllx = sup{ |z, 7)xx'| : y € X", |lyllxr < 1}.

Zu einem linearen Funktional ¢ auf X', das stetig ist beziiglich der Normen von
X’ und X gibt es ein z € X/, so da83

Y(T) = (T, 2)x 5 VT e X',

denn hierfiir geniigt bereits die Voraussetzung der Stetigkeit in der Norm von
X.

Mit A; = X und Ay = X’ sind alle Bedingungen von Satz 4.1.1 erfiillt.
Das dortige Skalarprodukt stimmt mit dem Skalarprodukt von H iiberein. Die
Behauptungen folgen aus Satz 4.1.1.

Da H in X enthalten ist, gilt hier nicht nur die Isomorphie, sondern die Gleichheit
(X7, X) oy =M

O

Korollar 4.2.2 Mit obigen Definitionen und Bezeichnungen gilt fiir den Fall
v: X >H

X', X =H.

(o),
Weiter gilt fir 0 <6 < 1:

(%)

0 (Y’ X) :

(1-6]
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Beweis: Es bezeichne B den Abschluff von X = X’NX in X’ und ¢ : B < X’ die
zugehorige Inklusion. Das Bild von H = H' unter ¢ liegt in B, denn v(X) liegt
dicht in H und v’ o v(X) ist in B enthalten, nach Definition von B. (W)il (B)
ist abgeschlossen und enthélt v(X), also enthélt es H.

Sei w : H — B, so daf

Low =

Die Abbildungen w und v’ unterscheiden sich also nur im Bildbereich, der bei w
der Abschlufl des Bildes ist.
Aus dem Dualitatssatz 1.3.4 erhélt man
— !/ /
(X7, x) 0 = (B. Xy
= (B, x")la), (3)

Das Interpolationspaar (B’, X') ist dabei definiert iiber die Transponierte der
Einbettung wov : X — B, also v ow' : B — X'.

Betrachtet man nun die Einbettung w : H — B, so kann man darauf Korollar
4.2.1 anwenden. Man erhilt dabei die Einbettung w o w’ : B’ — B.
Wegen

ergibt sich also dasselbe Interpolationspaar wie durch Anwendung des Dualitéts-
satzes, bis auf Konjugation und Ubergang zum Abschluf des Durchschnitts,
denn die Einbettung : macht gerade den , Unterschied” zwischen X’ und dem
Abschlufl B des Durchschnitts aus. Da dieser bei der Interpolation keine Rolle
spielt, sind die Interpolationsrdume des einen Paares gleich den konjugierten des
anderen.

Aus Korollar 4.2.1 und Lemma 3.2.2 folgt

(5.%),, - (5.7) )

Daraus folgt zusammen mit (3), da§ der konjugierte Dualraum von (7, X ) 2]
gleich H ist, also ist (7, X ) 11 kanonisch isomorph zu H. Die Gleichheit ergibt

2
sich aus der zweiten Behauptung des Satzes.

Diese folgt aus

(X, X)Ee] — (B, X))
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= (B, X')py
= (B, X)g
— ((B/’X/)[lfe])/

S "

- (X/’ X) [1-6] (4)
fiir 0 < @ < 1. Die Gleichheit ist hier — wie in Satz 4.1.1 —in B” = (B'n X")’,
dem Dualraum des Durchschnitts des dualen Interpolationspaares, zu verstehen.
(Y, X)Eg} = (Y, X),[/lfe] ist kanonisch isomorph zu (Y, X>[179]7 da dieser
Raum reflexiv ist. Die Rdume sind sogar gleich. Dazu geniigt es — in diesem
Fall — zu zeigen, daf} einer der Rdume im anderen enthalten ist (denn alle Iden-
tifikationen der betrachteten Interpolationsrdume basieren auf kanonischen Ein-
bettungen):

X (C H C Y) ist in B’ (C H C 7) enthalten, denn zu z € X wird z € B/,
<y7 §>§,§ = <$,Z(@)>X’X/, ye B

von der Einbettung v’ o w’ : B’ — X’ auf das Bild von z unter der Einbettung
v ov: X — X’ abgebildet:

(v w'@)n =

fiir alle y € H.
Daraus folgt w/(Z) = v(x) in H und somit v’ o w'(z) = v/ ov(x) in X'.

Die Inklusion von X nach B’ ist normverkleinernd, denn es gilt
lzllx = sup{[{z, y)x x| - y € X', |lyllx <1}
> sup{ [{z,7(y))x.x'| : y € B, llyllz < 1}

sup{ [(y,2)5 5| : v € B, llyllz < 1}

= |=lz
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Somit gilt F (Y, X) CF (7, F)
Daher folgt B -
(X/’ X) 9] - (X/’ Bl) 0]

=
oy

e

<
N——
=

O

Bemerkung: Nach Lemma 3.2.2 sind die Interpolationsrdume in den letzten bei-
den Korollaren wiederum reflexiv, und beide Interpolationsmethoden liefern die-

selben Interpolationsriume.
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5 Erginzungen

In Satz 4.1.1 sind die Rollen von A; und By, dem Abschlufl des Durchschnitts
in Ag, symmetrisch, was in der Formulierung der Behauptung allerdings nicht
deutlich wird. Beide Rdume sind Teilrdume des konjugierten Dualraums des
jeweils anderen. Andererseits mufl diese Dualitdt nicht explizit vorausgesetzt
werden, es geniigt, die Existenz eines Skalarprodukts anzunehmen, das gewisse
Norm-Bedingungen erfiillt. Weiterhin ist die Voraussetzung der Dichtigkeit von
A in A; stérker als benétigt, da der Ubergang zum AbschluB des Durchschnitts
die Interpolationsrdume nicht verdndert.

Schwichere Bedingungen koénnten fiir konkrete Anwendungen interessant

sein. Prézisiert wird dies in dem folgenden Satz.

5.1 Symmetrische Version von Satz 4.1.1

Satz 5.1.1 Sei (Ao, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen mit Durch-
schnitt A.
Sei H ein Hilbertraum, der A als dichte Teilmenge enthdlt.
Es gelte
[zlla, = sup{[(z,9)n| : y € A lylla, <1},

lzllay = sup{l{z,9)ul : y € A, |lylla, <1},
fiir alle x € A.

Zu einem linearen Funktional ¥ auf A, das stetig ist beziiglich der Normen von

Ao und Ay, gebe es ein z € A mit
U(x) = (x, 2)n Ve A.

Dann ist

(AQ,A1>[%] = H

Weiter gilt fir 0 <6 < 1:

(AO; A1>/[9] — (ACH Al)[1—9]°
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Beweis: Sei B; der Abschlufl von A in A;, j = 0,1. Dann lif}t sich By in Bj

einbetten vermoge der stetigen Fortsetzung der Dualitét

<x7y>Bl,Bi = <'T7y>7'l vxay € A.

Diese Einbettung ist isometrisch wegen der Bedingung an die Norm von Ajg.
Ebenso kann man B, in B} einbetten. By und B sind also beide in A’ = B} + B}
enthalten und bilden daher ein Interpolationspaar, dessen Durchschnitt wieder
A ist, wegen der Voraussetzung an die stetigen Funktionale. Der Abschlufl von
A in Bj ist gleich By. Daraus folgt

(Ao, A1) = (Bo, B1)g

— (37,31)[9], 0<6<l.

Das Paar (F{, Bl) erfiillt alle Bedingungen von Satz 4.1.1, da die Normen von
Ay, Bound B} bzw. Ay, B, und B} auf A iibereinstimmen.
O

Bemerkungen:

1. Im vorangegangenen Beweis kann man — wegen der Symmetrie von Ay und
A; — ebenso mit dem Interpolationspaar (F{), BO) argumentieren.

2. Satz 5.1.1 umfafit auch Satz 3.2.3. Wendet man Satz 5.1.1 auf die Si-
tuation in Satz 3.2.3 an, so wird implizit ausgenutzt, dafl es einen (linearen!)

isometrischen Isomorphismus I : By — By gibt:

I(y) ==y, yeA,

wobei By wieder den Abschlufl von A in Ay bezeichnet. Im Beweis wird dieser
Teilraum des Dualraums von A; also ,kiinstlich“ in einen Teilraum des konju-

gierten Dualraums von A; umgewandelt.

5.2 Abschwichung der Bedingung an die Dualrdume

Eine interessante Frage ist, inwieweit man sich in Satz 5.1.1 von der Voraus-
setzung an die beziiglich beider Normen stetigen Funktionale auf A 16sen kann.

Dabei konnte man — wie in Korollar 4.2.2 — ausnutzen, dafl es geniigt zu zeigen,
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daBl der Dualraum des mittleren Interpolationsraums ein Hilbertraum ist, um
zu beweisen, dafl der mittlere Interpolationsraum selbst ein Hilbertraum ist.
Diese Idee wird im folgenden Satz verwendet, der beispielsweise auf das
Interpolationspaar (Cy(IR), L'(IR)) angewendet werden kann. Dabei bezeichne
Co(IR) den Raum aller im Unendlichen verschwindenden stetigen Funktionen

auf IR mit der Supremumsnorm.

Satz 5.2.1 Sei (Ay, A1) ein Interpolationspaar von Banachrdumen mit Durch-
schnitt A. Sei B; der Abschlufi von A in A;, j =0,1.
Sei H ein Hilbertraum, der stetig in By + By enthalten ist und der A als dichte
Teilmenge enthidlt.
Es gelte

zlla, = sup{[(z,9)ul : y € A, |lylla, <1},

[zllag = sup{ [z, 9)ul : y € Allylla, <1}

fir alle x € A.

Der Durchschnitt Ay des dualen Interpolationspaares ist in H' = H enthalten
(siehe (6) im Beweis).

Es sei
(@, )zl < lellsyllylls (5)
fiir alle x,y € Ag.
Dann ist
(A07A1)[%] =M.

Weiter gilt fir 0 < 0 < 1:

(Ao, A1)ig = (Ao, A1)j1-g)-

Bemerkung: Definitionsgeméf ist ein Interpolationsraum in der Summe des In-
terpolationspaares enthalten und enthélt dessen Durchschnitt. Daher ist die Be-
dingung

ACHCBy+ B

auch notwendig dafiir, dafl der mittlere Interpolationsraum gleich H ist.

Beweis von Satz 5.2.1:
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Zunéchst einige Vorbemerkungen:

Der Durchschnitt A ist dicht in By+ B;, denn seien x = xg+x1 € By+ By, >0
und yo,y1 € A mit ||z — yolls, < § und ||z1 — y1||s, < §. Solche y; existieren,
da A dicht in B; ist fiir j = 0,1. Es gilt y := yo + 11 € A, da A ein Teilraum
von By + Bj ist.

Es folgt

||:L‘ - y||BO+Bl = ||‘T0 — Yo + 1 — yl”Bo-i—Bl

< llzo = wollso + 21 = vl < e

‘H enthélt A und ist deshalb ebenfalls dicht in By + B;. Durch Transposition

erhélt man mit den iiblichen Identifikationen
Ag=(By+ B1) CH =H C By+ Bi. (6)
Die Gleichung Ay = (By + By)' gilt allgemein (siche [BL] oder [Cal).
Fiir das Skalarprodukt folgt
(@93 = (@ V)55, 54

fiir alle z,y € A,

Wie in Satz 5.1.1 ist — wegen der Norm-Bedingungen — A isometrisch beziiglich
der Normen von B; bzw. By in B} bzw. Bj enthalten. Also ist A im Durchschnitt
A, enthalten.

Nun wird gezeigt, dafl das duale Paar (By, B}) alle Bedingungen von Satz 5.1.1
erfiillt.

Da A dicht in By liegt, folgt

lzlls, = I7lg
= sup{ [y T)g; 5] : v €A ylz <1}
= sup{ (v, D)o 5]+ v €A yllg <1}
= sup{[(y,2)7] : y € A |lyllz <1}
= sup{[(y,2)7l : y € A, |lyllp < 1}

< sup{|(y, 2)5| - y € Ag, |lylls <1}

fir alle x € Ay.
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Analog folgt
[zl 5 < sup{[(y,2)57] : ¥ € Aa, lyllp, <1} Vo € Ag
Aus (5) folgt die umgekehrte Ungleichung, also insgesamt

Izl = sup{ [y, z)xl : y € Ag, llylls; <1}
lzlls; = sup{ [y, 2)%| = v € Ag, llyllzy, <1}
fir alle z € Ay.
Sei 1 ein lineares Funktional auf Ay, das stetig ist beziiglich der Normen von
B}, und Bj. Dann ist 9 (eingeschriinkt auf A') auch ein stetiges Funktional auf
A beziiglich der Normen von B; und By, denn A C Ay isometrisch beziiglich

der jeweiligen Normen. Nach Definition des dualen Interpolationspaares gibt es

zu einem solchen Funktional ¢ ein z € A, mit

@D(SL’) = <$’?>Bio+371,rd Vo e K

Diese Gleichung gilt auch fiir alle € A4, da A beziiglich der Norm von By + B;
dicht in Ay liegt und v in dieser Norm stetig ist:

()| < (o)| + |¢(z1)]
Collwollz; + Chllz: ]l 5,

N

< max(Co, C1)([|zollz; + 21115,

fir # € Ay und z; € B;, j = 0,1, mit = o + 1, wobei C; Beschriinktheits-
Konstanten fiir ¢ beziiglich der Normen von B; seien.

Daher gilt fiir alle z € Ay

V() = (2,29)5.5.5
= (@, 2)7.

(B, BY) erfiillt also alle Bedingungen von Satz 5.1.1. Es folgt
(B, By = (B;, BY),

Daher ist der Dualraum von (A, Al)[ ] ein Hilbertraum, der isomorph zu H ist.

1
3
Somit ist

(Ao, A1)}y = H.

1
2
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Es gilt hier sogar Gleichheit, da H C By+ B; C Ap+ A; und alle [somorphismen
den Durchschnitt A identisch auf sich abbilden (im Sinne der obigen Identifika-

tionen).

Die zweite Behauptung des Satzes folgt aus

(A0>A1)/[9} = (B(/bBi)[e}
= (By, By
(B 7B )1 0]

— ((B(IJ’B/ [1 0)

A07 Al) 1— 9]

Il

(
<A07 Al) 1-6]»

fiir 0 < 0 < 1, da (Ao, A1)p—g reflexiv ist.
O

In Satz 4.1.1 und Satz 5.1.1 gilt jeweils A4, der Durchschnitt des dualen Inter-
polationspaares, ist gleich A. Im letzten Satz kann A, echt grofier als A sein,
wie man am Beispiel (Cy(IR), L'(IR)) sieht. A besteht hier ausschliefflich aus
stetigen Funktionen, da dies bereits fiir Cy(IR) zutrifft. A, hingegen besteht
aus allen wesentlich beschrinkten L'-Funktionen, denn jede solche definiert ein
stetiges Funktional auf Cy(IR) und auf L'(IR).
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