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Einfiihrung

Fiir eine Vielzahl von technischen Problemen ist die Simulation kompressibler Stro-
mungen kleiner Machzahl von Bedeutung. Typische Beispiele sind Detonationspro-

zesse und aeroakustische Phinomene.

Im Falle eines Verbrennungsprozesses kann eine anfangs niedrige Stromungsge-
schwindigkeit durch eine Detonation so stark beschleunigt werden, dass die Stro-
mung vom schwach kompressiblen ins voll kompressible Regime iibergeht. Die Simu-
lation solch eines Vorganges muss daher beiden Effekten Rechnung tragen koénnen.
Wichtig ist dabei die Erkenntnis, dass vor allem akustische Druckwellen zur Flam-
menbeschleunigung beitragen, die mit der Flammenfront interagieren. Man spricht

in diesem Zusammenhang auch von akustisch geziindeten Detonationsvorgéangen.

Ein besonders gut verstindliches Beispiel fiir aeroakustische Phdnomene stellt die
Berechnung der Schallemission einer Windturbine dar. Die Umfangsgeschwindigkeit
der Blattspitzen betrigt bis zu 65m/s, es handelt sich also um eine schwach kompres-
sible Stromung mit kleiner Machzahl. Die Schallemission grofer Anlagen liegt jedoch
im Bereich von 100dB, was die Akzeptanz solcher Windturbinen stark beeintréch-
tigt. Es ist deshalb eine Untersuchung der Blattgeometrie unter dem Blickwinkel
der Schallabstrahlung vonnéten. Dies ist nur mit einem entsprechenden numerischen
Werkzeug moglich, das zum einen die schwach kompressiblen Gleichungen 16st und
gleichzeitig eine direkte Kopplung zur akustischen Feldberechnung zulésst. Metho-
den, die zuerst die Stromung simulieren und anschlieffend das Schallfeld berechnen,
sind aus dem letztgenannten Grund nicht geeignet. Das numerische Schema muss

die Wechselwirkung der physikalischen Phinome gekoppelt auflosen.

Die physikalischen Phénomene bei der Entstehung von Schall in einer Stromung
treten auf sehr unterschiedlichen Skalen auf. Fiir die Stromung sind in der Regel
sehr kleinskalige Strukturen dominierend, wie sie etwa bei der Turbulenz entstehen.

Dagegen spielen bei der akustischen Schallausbreitung grofte Distanzen und Wellen-
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langen eine dominierende Rolle. Charakterisierend fiir die Skalenunterschiede ist die
Machzahl, die das Verhéltnis der Stromungsgeschwindigkeit zur Schallausbreitungs-
geschwindigkeit angibt. Bei aeroakustisch relevanten Simulationen kann die Mach-
zahl sehr klein werden, sodass im schwach kompressiblen Regime eine Genauigkeit
bis etwa Ma = 10~5 erforderlich ist. Einen sehr guten Uberblick iiber aeroakustische
Fragestellungen und die spezifischen Methoden gibt der Vortrag von Koltzsch [53]

zum Thema Stromungsakustik.

Diese angefiihrten Beispiele zeigen den Bedarf fiir numerische Simulationswerkzeu-
ge zur Losung der kompressiblen Strémungsgleichungen, die sowohl bei kleinen als
auch bei grofen Machzahlen genau und effizient sind. Es stellt jedoch nach wie
vor ein nicht unerhebliches Problem dar, den Grenziibergang vom Kompressiblen
ins Inkompressible numerisch zu behandeln. Mehr noch, man kann sagen, dass die
Welt der numerischen Stromungssimulation regelrecht in zwei Lager gespalten ist:
Es gibt eine Vielzahl von Losungen fiir das inkompressible Regime und ebenso vie-
le grundlegend andere Ansitze fiir stark kompressible Stromungen. Inkompressible
Losungsverfahren werden in der Regel angewendet, wenn die Machzahl im ganzen
zu untersuchenden Gebiet unterhalb von etwa Ma = 0.3 liegt. Das physikalische
Modell fiir inkompressible Stromungen beriicksichtigt jedoch keine kompressiblen
Effekte. Dies macht es unmoglich, mit Hilfe eines inkompressiblen Verfahrens Stro-
mungssimulationen durchzufiihren, die sowohl kompressible als auch inkompressible
Phé&nomene beinhalten. Umgekehrt haben kompressible Standardmethoden starke
Schwierigkeiten bei der Losung im schwach kompressiblen Regime oder sie versagen

sogar ganz.

Ein Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt nun darin, ein neuartiges Diskretisierungs-
schema vorzustellen, das die Berechnung schwach kompressibler Stromungen zu-
lasst, gleichzeitig aber auch in der Lage ist, Schocks und andere vollkompressible
Effekte korrekt wiederzugeben. Zudem ist es moglich, sowohl reibungsfreie als auch
reibungsbehaftete Stromungen zu simulieren. Der reibungsfreie Fall wird durch die
Euler-Gleichungen beschrieben, wohingegen im reibungsbehafteten Fall die Navier-
Stokes-Gleichungen das physikalische Modell bilden. Zur Simulation von schwach
kompressiblen Stromungen wird der Mehrskalenansatz von Klein und Munz |52] ein-
gesetzt. Dieser basiert auf einer asymptotischen Analyse der Stromungsgleichungen
und fiihrt auf ein modifiziertes Gleichungssystem. Das mathematische Modell der
Euler-Gleichungen ist ein System hyperbolischer nichtlinearer Gleichungen, die Glei-

chungen des inkompressiblen Grenzfalles sind jedoch vom hyperbolisch-elliptischen

Typ.



Die Modelle fiir die inkompressiblen, schwach kompressiblen und kompressiblen Glei-
chungen sowie fiir die reibungsbehafteten und reibungslosen Stromungen haben zwar
grundlegend verschiedene physikalische und numerische Eigenschaften, unterschei-
den sich jedoch nur in wenigen Termen. Aus diesem Grunde wird als Ziel die Ent-
wicklung eines einheitlichen Softwarecodes fiir alle Gleichungstypen angestrebt. Die
Implementierung erfolgt dabei unter Verwendung des am Institut fiir Informatik
der Universitiat Heidelberg entwickelten Softwaretools UG [8]. Der Schwerpunkt von
UG liegt auf der Bereitstellung standardisierter Werkzeuge fiir numerische Verfah-
ren basierend auf unstrukturierten Gittern. Ein grofer Vorteil ist die Integration
von Simulationen in zwei und drei Raumdimensionen auf einer Abstraktionsebene.
Zudem unterstiitzt UG die Parallelisierung und die Verwendung von lokal adaptiv

verfeinerten Gittern.

Das aus der Diskretisierung entstehende Gleichungssystem wird mit einem linearen
Mehrgitterverfahren gelost. Obwohl ein Grofteil der Konvergenztheorie nur bei An-
wendung auf elliptische Differentialgleichungen Giiltigkeit hat, so erweist sich das
Mehrgitterverfahren in der Praxis fiir eine weitaus grofere Klasse von Problemstel-
lungen als effiziente Methode. In der Literatur findet sich eine Vielzahl von Mehrgit-
terverfahren fiir kompressible und inkompressible Stromungen, zu denen an dieser

Stelle ein kurzer Uberblick gegeben werden soll.

Die ersten Mehrgitterverfahren zur schnellen Losung der kompressiblen Euler-
Gleichungen wurden von Jameson [43], Dick [22] und Hemker [37] vorgestellt.
Im Wesentlichen basieren diese Verfahren auf der Verwendung von Standard-
Mehrgitterkomponenten. Spétere Arbeiten von Mulder [64], [65] analysieren die
Problematik der mangelnden Glattungseigenschaft bei hyperbolischen Gleichungen
genauer. Die dabei eingefiihrte Semicoarsening-Strategie, die spéiter von QOosterlee
|75] zu einem algebraischen Mehritterverfahren verfeinert wurde, bleibt jedoch auf
strukturierte Gitter beschrankt. Die erfolgreiche Anwendung von stromab numerier-
ten unvollstandigen Zerlegungen als robuste Glattungsverfahren auf unstrukturier-
ten Gittern demonstriert Haag [34]. Weitere Arbeiten auf unstrukturierten, adaptiv
verfeinerten Gittern in drei Raumdimensionen haben vor allem Mavriplis und seine

Arbeitsgruppe [62], [102]| vorgelegt.

Fiir den inkompressiblen Grenzfall existiert ebenso eine Reihe verschiedener Ansét-
ze. Zu nennen sind hier etwa die Arbeiten von Raw [85], Oosterlee [74] und Turek
[99]. Grundlegend fiir die vorliegende Arbeit sind die ausfiihrlichen Untersuchungen
von Rentz-Reichert [88], [90] zur Konstruktion geeigneter Glatter fiir die inkompres-
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siblen Stokes- und Navier-Stokes-Gleichungen. Desweiteren wurden in der Arbeits-
gruppe von Wittum Mehrgitterverfahren fiir inkompressible turbulente Stromungen
analysiert. Dabei werden bei Huurdeman [41] k-e-Modelle in zwei Raumdimensio-
nen verglichen, wohingegen Négele [72] Mehrgitterverfahren fiir die Large-Eddy-
Simulationen in zwei und drei Raumdimensionen entwickelt. Einen stark vereinfach-
ten Ansatz fiir inkompressible Stromungen kleiner Machzahl verwendet Paxion |79]

zur Simulation laminarer Flammen.

Schon dieser kurze Abriss gibt ein Gefiihl fiir das grofe Spektrum der Anwendung
von Mehrgitterverfahren fiir die kompressiblen und inkompressiblen Gleichungen.
Fiir das schwach kompressible Regime liegen zwar eine Reihe unterschiedlicher Dis-
kretisierungen vor, die Untersuchungen der Loser fiir Stromungen kleiner Machzah-
len kommen aber nicht iiber die Anwendung von Standard-Krylovraumverfahren
wie CGS oder GMRES hinaus. Diese Liicke soll nun in der vorliegenden Arbeit

geschlossen werden.

Der Aufbau dieser Arbeit sieht in Kapitel 1 eine Einfithrung in die zugrunde lie-
genden Gleichungen der Stromungsmechanik vor. In Kapitel 2 werden verschiedene
asymptotische Ansitze vorgestellt, mit deren Hilfe der Grenziibergang vom Kom-
pressiblen ins Inkompressible mathematisch analysiert werden kann. Die endgiilti-
ge Formulierung der zu betrachtenden Gleichungen wird in Kapitel 3 zur besseren
Ubersicht noch einmal notiert, bevor in Kapitel 4 die zur numerischen Behand-
lung der Euler- und Navier-Stokes-Gleichungen angewandte Diskretisierung sowie
die eingesetzten numerischen Losungsverfahren beschrieben werden. Die Giite des
vorgestellten numerischen Schemas wird anhand ausgewahlter Testfélle in Kapitel 5
diskutiert. Es werden dabei Stromungen verschwindender, kleiner und grofer Mach-
zahl simuliert. Desweiteren wird die Fahigkeit des Verfahrens fiir reibungsbehaftete
und reibungslose Stromungen aufgezeigt. Das letzte Kapitel 6 dient schlieflich der

Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit.



1 Grundlegende Gleichungen

Die elementaren physikalischen Modelle der Stromungsmechanik sind die Euler- und
die Navier-Stokes-Gleichungen. Die Euler-Gleichungen beschreiben konvektionsdo-
minierte Stromungen und kommen vor allem bei kompressiblen Stromungen hoherer
Machzahl zum Einsatz. Jedoch ist auch das inkompressible Limit von Interesse. Ist
die Dissipation nicht mehr vernachlissigbar, so miissen zusétzliche Diffusionster-
me beriicksichtigt werden. Diese Effekte beschreibt das System der Navier-Stokes-
Gleichungen. In den folgenden Abschnitten werden nun diese beiden Gleichungssys-

teme in der fiir das weitere Vorgehen notwendigen Notation eingefiihrt.

1.1 Euler-Gleichungen

Die Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls und Energie einer kompressiblen reibungs-
freien Stromung werden als Euler-Gleichungen der Stromungsmechanik bezeichnet.
In Differentialform konnen sie bei Verwendung der Einsteinschen Summationskon-

vention
a;bj = a1by + ... + aqby in einem Raum der Dimension d

in folgender Form notiert werden:

Kontinuitéitsgleichung

do*  Oo'u}
1.1 =0
(1.1) ot* 833}?
Impulsgleichung
(12) O0u; 20N LIV g
. = €;
ot* ox} 0w} ¢
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Dabei ist ¢ = 1, 2 fiir zweidimensionale und ¢ = 1, 2, 3 fiir dreidimensionale Strémun-

gen.

Energiegleichung

OE* N O(E* +p*)u;
ot* ox*

J

(1.3) = 0"g"eju]

Das hochgestellte Sternchen kennzeichnet die dimensionsbehafteten Grofen, das sind
die Zeit t*, die Dichte p*, der Druck p* und die Geschwindigkeitskomponenten u}
in den kartesischen Koordinaten z. Die totale Energie wird mit E* bezeichnet. Sie
setzt sich zusammen aus der inneren Energie ¢*, der kinetischen Energie und der
potenziellen Energie. Das heift, es ist

1
(1.4) E* =" + ég*ufuf + 09" z.

Zusatzlich wurde in dem obigen Gleichungssystem die Gravitation beriicksichtigt.
Die Schwerkraft wirkt in Richtung des nach innen weisenden Normaleneinheitsvek-
tors e auf die Erdoberfliche. Die Gravitationskonstante nimmt den Wert g* = 9.81%
an. Dabei bezeichne z die potenzielle Hohe iiber einem Bezugsniveau. Die hydrosta-
tische Druckidnderung ist durch die Zeitableitung der potenziellen Energie gegeben.
Diese ist in der Gasdynamik in der Regel unbedeutend, sodass fiir die Ableitung der
totalen Energie

OE*  Op*e* 100"uju;

ot ot 2 ot

gilt. In vielen Fillen kann die Gravitation auch vernachlissigt werden. Es ist in

(1.5)

diesem Falle dann ¢* = 0 zu setzen und die rechten Seiten in den Gleichungen (1.2)

und (1.3) sowie der letzte Term in der Beziehung (1.4) verschwinden.

Die Euler-Gleichungen bilden ein System von hyperbolischen Gleichungen. Um die-
ses System zu schliefen wird eine Zustandsgleichung bendétigt, die den Zusammen-
hang zwischen den thermodynamischen Grofen herstellt. Im Folgenden soll immer
von einem kalorisch perfekten Gas ausgegangen werden. Fiir solch ein Gas gilt die

Beziehung
(1.6) pt=(y—1)o% "

Dabei bezeichnet v den adiabatischen Koeffizienten, der sich aus dem Verhéltnis der
spezifischen Warmekapazitat ¢, bei konstantem Druck und der spezifischen Warme-

kapazitit c; bei konstanter Geschwindigkeit

’}/:

GQ* | *UQ*
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ergibt. Bei allen Rechnungen in dieser Arbeit wird Luft als Medium angenommen

und es ist dann v = 1.4.

1.2 Navier-Stokes-Gleichungen

Ist die Stromung reibungsbehaftet, so miissen zuséatzliche Diffusionsterme beriick-
sichtigt werden. Die Erhaltungssétze fiir Masse, Impuls und Energie einer kompressi-
blen viskosen Stromung sind als Navier-Stokes-Gleichungen der Stromungsmechanik
bekannt.

In vielen Anwendungen bleibt die Temperatur in dem zu simulierende Gebiet kon-
stant. In einer physikalisch gesehen vollstindigen Diskussion der Navier-Stokes-
Gleichungen sind jedoch auch Effekte zu beriicksichtigen, die sich aus einer Tem-
peraturdnderung ergeben. Aus diesem Grunde werden im Weiteren auch Terme fiir

den Temperaturtransport und fiir Warmequellen angegeben.

Unter diesen Voraussetzungen lauten dann die Navier-Stokes-Gleichungen in Diffe-

rentialform wie folgt:

Kontinuitéitsgleichung

do*  Oo'u;
1.7 I =0
(1.7) o o
Impulsgleichung
do*u: Oo*uju; 9Op*  O7;
18 7 L) _ 1] — ¥ % ;
(18) o o om ax 29°

J ? J

Der im Vergleich zu (1.2) hinzugekommene Diffusionsterm ist durch den Spannungs-

Tensor

ouf  Ouj 2 ,. Ouj

o= * — %0
Tig = 1 <8x3“-+8x’-“> 3t ? 0z

)

einer Newtonschen Fliissigkeit mit der dynamischen Viskositit p* = p** gegeben.

Die Viskositét ist von der Temperatur 7™ abhingig.

Energiegleichung
* 0T
OF* O(E*+pYui Orhu} 0 ("f am*.) e
(1.9) o o’ " agjg*. T Ygeu e

J J J
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In der Energiegleichung der Navier-Stokes-Gleichungen tritt also ebenso wie in der
Impulsgleichung auf der linken Seite ein Diffusionterm auf. Dieser beschreibt den
Energieanteil, der durch Reibung in Warme umgewandelt wird. Zumeist ist dieser
Term sehr klein und wird deshalb auch oft vernachlassigt. Hinzu kommt der Term
fiir den Warmetransport. Dieser unterliegt dem Gesetz von Fourier, sodass der Ko-
effizient k* von der Temperatur 7" abhéngig ist. Auf der rechten Seite ist zusétzlich
zur Gravitationskraft aus (1.3) eine Warmequelle modelliert. Die Warmequelle wirkt

mit einer Rate ¢* und kann zum Beispiel aufgrund chemischer Reaktionen entstehen.

Die Temperatur ist bei einem kalorisch perfekten Gas mit der Energie durch die
Zustandsgleichung

* * *
et =c,T

gekoppelt. Setzt man diese Beziehung in die Zustandsgleichung (1.6) fiir den Druck

ein, so erhilt man

(1.10) pr=(y—1oe = (¢, — ;)0 T" = o"R'T".

Dabei bezeichnet R* = ¢; — ¢ die spezifische Gaskonstante.

Wie man sofort sieht, ergeben sich die Euler-Gleichungen als Spezialfall der Navier-
Stokes-Gleichungen durch Vernachlissigung von Reibung und Temperaturdnderun-
gen, also fiir ©* = 0 und £* = 0. Ein grundlegender Unterschied besteht jedoch darin,
dass sich durch Hinzunahme der Diffusionsterme der Charakter der Navier-Stokes-
Gleichungen &ndert. Bilden die Euler-Gleichungen ein rein hyperbolisches Glei-
chungssystem, so stellen die Navier-Stokes-Gleichungen ein hyperbolisch-elliptisches
System dar. Eine genauere Betrachtung dieser Tatsache kann zum Beispiel in dem
grundlegenden Buch von Kreiss und Lorenz |55] iiber die Navier-Stokes-Gleichungen

gefunden werden.

1.3 Referenzgrollen

Die dieser Arbeit zugrunde liegenden Gleichungen werden mit Hilfe geeigneter Re-
ferenzgrofen dimensionslos gemacht. Die in der Literatur gingigen dimensionslosen
Formulierungen verwenden hierzu Referenzgrofen fiir die Lange des physikalischen
Gebietes, den Druck und die Dichte. Alle anderen Referenzwerte, unter anderem
der fiir die Geschwindigkeit, ergeben sich dann aus der physikalischen Beziehung

der dimensionsbehafteten Grofsen. Bei dieser Wahl haben die Stromungs- und die
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Schallausbreitungsgeschwindigkeit dieselben Referenzwerte. Fiir mittlere und grofe
Machzahlen ist diese Wahl adidquat. Fiir verschwindende Machzahlen wird diese
Skalierung jedoch zunehmend ungeeignet, da sich dann die charakteristischen Werte
dieser beiden Geschwindigkeiten um Grofsenordnungen unterscheiden. Aus diesem
Grunde wird eine weitere Referenzgrofe fiir die Geschwindigkeit eingefiihrt. Durch
eine geeignete Wahl bleiben dann auch im Limit verschwindender Machzahl die
dimensionslose Geschwindigkeit und die dimensionslose Schallgeschwindigkeit von

derselben Grofenordnung O(1).

Im Folgenden wird somit zwischen der charakteristischen Stromungsgeschwindigkeit
Uy und der charakteristischen Geschwindigkeit c,, = \/m der Schallausbrei-
tung unterschieden. Das Verhéltnis der Stromungs- zur Schallausbreitungsgeschwin-
digkeit wird als globale Machzahl
Uoo Uoo
- VPoo/ 00
bezeichnet. Diese dient als Maf fiir die Kompressibilitiat der Stromung. Fiir M — 0
ergibt sich das inkompressible Limit, wohingegen M = 1 den kompressiblen Fall
charakterisiert. Die globale Machzahl M ist von der lokalen Machzahl
1

Uoo
= —-——— = M
V ’ﬂ%o/@oo ﬁ

zu unterscheiden. Wenn nicht explizit anders erwdhnt, ist im Folgenden immer die

Ma

globale Machzahl gemeint, wenn von der Machzahl gesprochen wird.

Schlieflich wird die Referenzzeit t., als charakteristische Zeit der Stromung definiert

und nicht als charakteristische Zeit der akustischen Wellenausbreitung.
Im Einzelnen werden die folgenden Referenzgrofen verwendet:
loo Referenzlinge

Poo Referenzdruck

0o Referenzdichte

Uoo Referenzgeschwindigkeit
(1.11) Coo = \/Poo/ 00 Referenzschallgeschwindigkeit
too = loo/Uoo Referenzzeit

Too = Poo/ (00 R") Referenztemperatur
oo Referenzviskositit

Koo Referenzwarmekoeffizient
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1.4 Dimensionslose Navier-Stokes-Gleichungen

Die folgenden Umformungen werden nur anhand der Navier-Stokes-Gleichungen
(1.7) - (1.9) aufgezeigt, da die Euler-Gleichungen (1.1) - (1.3) lediglich einen Spezial-
fall darstellen, der durch Vernachléssigen der Diffusions- und Warmetransportterme

in Impuls- und Energiegleichung entsteht.

Unter Verwendung der Gleichung (1.4) und der Zustandsgleichung (1.6) wird die
Energiegleichung (1.9) umformuliert in den primitiven Variablen Dichte, Druck und
Geschwindigkeit. Zudem wird, wie schon in Formel (1.5) angegeben, die hydrostati-

sche Druckinderung vernachlassigt. Die Energiegleichung lautet dann:

L op*  100%wjui vy Opuj  10¢"(ui)’uj

y—10tr 2 Ot v—1 Ox} 2 Oz
* O™

orrur 0 ("’f 35%)

%Rt

or* or*

J J

(1.12)

= 0"g"e;u; +0'q".

Subtrahiert man das u’-fache der Kontinuitdtsgleichung (1.7) von der Impulsglei-

chung (1.8), so vereinfacht sich die Impulsgleichung zu

8u* Lour  opr 0T
1.13 + i 9P 9T e
( ) 815* 0"u; Ox; = Ox;  Ox} ege

Ebenso vereinfacht sich die Energiegleichung (1.12), wenn man das 3 (uy)*-fache der
Kontinuitétsgleichung (1.7) und das wu}-fache der Impulsgleichung (1.13) abzieht.

Die Energiegleichung lautet dann

* OT™*
1 ap* |y ey opt L ou a(“ aw*)

_ —ul — Tkt I L — o*g*
y—10t -1 0r,  or 0w o’ et
Durch Zusammenfassen gleicher Terme erhélt man schliefslich
* 0T
op* 8p* L ouj 8u’-‘ 0 (H 8:1:*)
1.14 —(y— 1), —(y—1)—————==(y—1)o"q¢".

Die Umrechnung der dimensionsbehafteten in die dimensionslosen Grofen geschieht
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mit Hilfe der Referenzgrofen (1.11) durch das folgende Schema:

Q - ) p - Y uz -
0o P Uo
l‘r . t* t*

T, = — = — =

' L P ™ T

Pso/ 050 T  Poo/(0scR*)
ILL* H*

:u = s K =
Moo Roo

Mit Hilfe dieses Schemas (1.15) ist es nun ein Leichtes, die Navier-Stokes-

Gleichungen in dimensionsloser Formulierung anzugeben. Sie lauten:

Kontinuitétsgleichung (Dichtegleichung)

do  Oou;
1.16 — L=0
Impulsgleichung (Geschwindigkeitsgleichung)
ou; ou; 1 Op 1 Oy 1
1.17 — LA ———Y = — e,
( ) e ot +ouy 0z + M?0x; Redx;  Fr? ee
Hierbei ist Re = mﬁ%;““’ die Reynoldszahl der Strémung. Der dimensionslose

Spannungs-Tensor 7;; ist durch

Tij:Iu(an +8u3> 2 5 8U,k

81‘]‘ 8@ B g,Uz ija—l'k
gegeben. Die Froudezahl F'r = \/Z% charakterisiert das Verhéltnis der Stromungs-

geschwindigkeit zur Geschwindigkeit der Schwerewellen.

Energiegleichung (Druckgleichung)

o Wy w2
ot ]8% TP 7 T”axj RePr O,

(1.18) =(r—=1eq

Als weitere dimensionslose Kennzahl erscheint die Prandtlzahl Pr = Cpltoo Die di-

Koo

mensionslose Warmequelle ist gegeben durch

ZOOQOO *

UooPoo
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Die Kopplung zwischen Druck, Dichte und Temperatur, wie sie durch die Zustands-

gleichung (1.10) beschrieben wird, lautet in dimensionsloser Formulierung

p
1.19 T=".
(1.19) .

Mit Hilfe von Sutherland’s Gesetz

*

_ FG
M= Pr
31+ S5
= T2
. T+ S’

in das die Konstante S =

Hgi eingeht, kann eine Beziehung zwischen der dyna-
oo

mischen Viskositdt 4 und dem Wirmeleitkoeffizienten k hergestellt werden. Nimmt
man dabei an, dass fiir die Prandtlzahl Pr* = C’;“ = Pr gilt, so erhidlt man die
Gleichheit

K = [.

In den meisten Rechnungen, insbesondere ohne Turbulenz, kann jedoch die dynami-
sche Viskositdt und somit auch der Warmeleitkoeffizient als konstant angenommen
werden. Es ist dann in der dimensionslosen Formulierung x = ¢ = 1. In den obigen
Gleichungen vereinfachen sich dann die dissipativen Terme und der Warmeleitungs-

term, der sich zum Laplace-Operator der Temperatur reduziert.

1.5 Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen

Viel diskutiert werden in der Literatur die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen. In technischen Anwendungen werden sie zumeist als vereinfachtes Mo-
dell verwendet, wenn die Machzahl Ma < 0.3 ist und auf Warmetransport verzich-
tet werden kann. Im Spezialfall einer inkompressiblen Strémung konnen die Navier-
Stokes-Gleichungen so weit vereinfacht werden, dass die Energiegleichung keine neue

Bedingung liefert und sich das Gleichungssystem somit um eine Gleichung reduziert.

Man spricht von inkompressiblen Stromungen, wenn Dichtednderungen eines Stro-
mungspartikels vernachlidssigbar sind. Mit dem Begriff Stromungspartikel ist dabei
ein infinitesimal kleiner Teil der Stromung gemeint. Mathematisch korrekt 1afst sich
eine inkompressible Stromung somit dadurch beschreiben, dass die totale Ableitung
der Dichte verschwindet:

& o do 0

1.2 _00_ 90 _
(1.20) Di ot g,
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In diesem Falle vereinfacht sich die Kontinuitdtsgleichung (1.16) zur Divergenzbe-
dingung

Ou;

1.21
(1.21) anj

= 0.

Zu beachten ist hierbei, dass aus der Bedingung (1.20) an die Dichte nicht zwangs-
laufig folgt, dass diese konstant im Gebiet ist. Es muss lediglich die Dichte eines
jeden Partikels konstant bleiben.

Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lauten nach Verwendung der Bezie-
hung (1.20) und nach Einsetzen der Divergenzbedingung (1.21) in die Impulsglei-
chung wie folgt:

Kontinuitéitsgleichung

ou;
1.22 —J =0
(1.22) o
Impulsgleichung
) — 4 u;— - — =—¢;
ot "0x;  oM?0x; Redx; Fr?

Der Spannungs-Tensor einer Newtonschen Fliissigkeit mit der kinematischen Visko-

Ty =V 81‘]‘ 8xl ’

Unter Annahme einer konstanten Temperatur ist bei einem idealen Gas die Ener-

sitat v vereinfacht sich zu

giegleichung automatisch erfiillt, wenn (1.20) gilt.
Bei Beriicksichtigung von Temperaturschwankungen kann die Energiegleichung auch

in eine Temperaturgleichung umgeformt werden. Man erhélt die Transportgleichung

or, or 5 g
ot ’0x;  oRePr 0Ou,
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2 Asymptotik

In der Literatur finden sich mehrere Ansétze zur Beschreibung von Stromungen
kleiner Machzahl. Die meisten davon beruhen dabei auf einer asymptotischen Ana-
lyse der Gleichungen. Diese Analyse dient dazu, einen Einblick in das Verhalten der

Gleichungen im singuldren Limit M = 0 zu erhalten.

Sehr grundlegende Arbeiten fiir diesen Ansatz stammen von Klainerman und Majda
[48], [49]. Die Autoren konnen mit Hilfe einer Einskalenasymptotik zeigen, dass
in offenen Gebieten die Losung der Euler-Gleichung im Limit M — 0 gegen die
Losung der inkompressiblen Euler-Gleichungen strebt. Akustische Storungen werden

in dieser Untersuchung ausgeschlossen.

Um zusitzlich langwellige akustischen Storungen beriicksichtigen zu konnen, ent-
wickelte Klein [50] in Zusammenarbeit mit Munz [52| eine asymptotische Analyse,

die auf zwei Langenskalen und einer Zeitskala beruht.

Ein weiterer asymptotischer Ansatz stammt von Miiller [66]. Dieser verwendet im
Unterschied zu Klein eine Langenskala und zwei Zeitskalen. Diese Vorgehensweise

wird in dieser Arbeit jedoch nicht ndher diskutiert werden.

Im Folgenden soll nun die asymptotische Analyse von Klein vorgestellt werden. Zu-
néichst wird jedoch der Ansatz von Klainerman und Majda besprochen, da dieser
bereits wesentliche Erkenntnisse enthélt. Dabei wird die Notation von Klein verwen-

det, sodass ein einfacher Vergleich moglich ist.

2.1 Einskalenasymptotik

Bei Stromungen, die von der Temperatur getrieben werden oder bei Verbrennungen
kleiner Machzahl ist ein asymptotischer Ansatz mit einer Langenskala und einer

Zeitskala addquat. Jede Variable wird dann beziiglich der Machzahl in einer formalen

15
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Entwicklung geschrieben, um den Grenziibergang M — 0 analysieren zu konnen. Der

asymptotische Ansatz lautet dann
(1) flat, M) = FO (e, t) + MO (1) + M2 O (@,1) + O(M?)

mit f = (o, u;,p).
Zuniachst wird am Beispiel des Impulses pu; die Vorgehensweise bei den nichtlinearen

Termen veranschaulicht. Es ist
(oui) = 0~ u;
und somit nach Einsetzen des asymptotischen Ansatzes auf beiden Seiten
(o) + M (ous)V + M?(ous)® + O(M?)
= (0 + MW + 2020 + 0(M*)) - (w” + M + MPu? + O(M?)).

Ein Koeffizientenvergleich der Terme gleicher Ordnung in der Machzahl ergibt dann

die folgenden Beziehungen:

(2:2) (ou)” = o
(2.3) (o) = oOul! + oMu”
(2.4) (ou;))® = g(o)uz(?) + g(l)uz(-l) + 9(2)u20).

Analog hierzu wird nun der asymptotische Ansatz (2.1) in die Navier-Stokes-
Gleichungen (1.16) - (1.18) eingesetzt. Sortiert man die Terme nach Termen gleicher

Ordnung in der Machzahl, so lisst sich die Kontinuitétsgleichung schreiben als
909  9(ou.)© 90V 9ouw. )M
0 I (ou;) M 0 n (ou;)
ot 8xj ot 8xj

Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn alle Koeffizienten verschwinden, das heisst wenn

90" 3(ouy)V
at 8xj

fiir [l = 0, 1 gilt. Dies sind die Kontinuitétsgleichungen fiihrender und erster Ordnung.

>+mM%:0

(2.5) =0

Unter Verwendung der Beziehung (2.2) lautet die Impulsgleichung
1 op 1 opM
M? Oz, M Ox;
0) duy” ROMO ouy” n p? 1 ory 1 O
ot 7 Oz 0x; Re Oz; Fr2
+O(M) =0.

+ ol
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Durch Koeffizientenvergleich erhilt man somit die Impulsgleichungen fiihrender, er-

ster und zweiter Ordnung:

0)
(2.6) a(;) =0
X
opH
2.7 =0
(2.7) o
oul” au®  ap® 1Y 1
(0) 9% (0),,(0) 9% P 2T o),
(28) o ot oy ox; + Jdx;  Re Ox; Fr2?

Dieselbe Argumentation wird schlieflich bei der Energiegleichung angewendet. Mit
Hilfe des asymtotischen Ansatzes und unter Verwendung der Beziehungen (2.2) sowie

(2.3) lautet sie wie folgt:

0
O (0 op® o oul”

at " ag, TP G,

1 (0)
M 22— , , (0) 277 W1 _ o
+ ( ot Y 0x; Y 0x; P z P Z

+ O(M?) = 0.

—_c©

Hierbei ist

(2.9) c®

- RePr 0

Der Koeffizientenvergleich liefert dann die Bedingungen

(0)
opl0 (0) opl0 ou:
2.10 , O _ o0
(2.10) ot Y ar, TP o,
(1) (0)
ap(l) ) ap(l) (1) ap(O) ou’ oul
2.11 . . 0”7 W77 _ oW
( ) at +U] 83:]- +U] 8xj +f>/p aZL'j +f>/p aZL'j

fiir die Energiegleichung fiihrender und erster Ordnung.

Betrachtet man nun die einzelnen Bedingungen genauer, so erkennt man aus der Im-
pulsgleichung fiihrender Ordnung (2.6), dass der Druck fithrender Ordnung konstant

im Raum sein muss. Das bedeutet, es ist

(2.12) p© =pO).
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Mit derselben Schlussfolgerung impliziert die Impulsgleichung erster Ordnung (2.7),

dass der Druck erster Ordnung ebenso konstant im Raum ist. Es gilt also

(2.13) p =pI ().

Mit Hilfe der Beziehungen (2.12) und (2.13) vereinfachen sich dann die Energieglei-
chungen fithrender (2.10) und erster Ordnung (2.11). Sie lauten somit

(0)
op® © Ou

2.14 =Cc0
( ) 875 + P 81‘]‘
8p(1) au(,l) au(,O)
2.15 - W — oW,
(2.15) TR o

Multipliziert man die Navier-Stokes-Gleichungen erster Ordnung (2.5), (2.7) und
(2.11) mit der Machzahl M und addiert sie zu den Navier-Stokes-Gleichungen fiih-
render Ordnung (2.5), (2.6) und (2.10), so erhélt man gerade die Navier-Stokes-

Gleichungen fiithrender Ordnung fiir den asymptotischen Ansatz mit
FO = O 4 pp @,

Das bedeutet, dass man aus der Entwicklung erster Ordnung f®) keine neue In-
formation gewinnt. Es ist also vollkommen ausreichend, von einer Entwicklung der

Form

f=19+Mmf® + Oo(M?)
auszugehen.

Mit Hilfe der asymptotischen Analyse ist es somit moglich, das Limit der Navier-
Stokes-Gleichungen fiir kleine Machzahlen anzugeben. Es sind dies die Gleichungen

fiihrender Ordnung, die hier noch einmal zusammengefasst werden sollen

90 9@y
(2.16) + i — 9
ot 8xj
(0) (0) 2 (0)
ot I Ox; ox; Re Ox; Fr?
(0)
ar
90 PO ) (m%)
(2.18) L+ 2 ! = (- 1)d%.

ot 0w " RePr 0w

Dieses Gleichungssystem ist in der Literatur unter der Bezeichnung Gleichungen
kleiner Machzahl zu finden.
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Integriert man die Energiegleichung fithrender Ordnung (2.18) iiber das Rechen-
gebiet Q, beriicksichtigt die Beziehung (2.12) und wendet das Gauf’sche Theorem
an, so erhilt man eine gewohnliche Differentialgleichung fiir den Druck fiihrender

Ordnung p(©:

op© 4O

- ul”
ot 92 Joa

(0)
7 oT 1 / -

S S— = ds + — da.

T RePr9 Joo (“axj> AT A

Liegen im Rechengebiet keine Wirmequellen vor, so ist der Druck p(® lediglich durch

n;ds
(2.19)

die Randbedingungen bestimmt. Dies bedeutet, dass der Druck fiihrender Ordnung
nur durch globale Kompressionseffekte beeinflusst wird. Solche Effekte kénnen zum
Beispiel durch Kolbenbewegungen, Kompressionseffekte aufgrund von vorgeschriebe-

nen Massenfliissen oder Temperaturschwankungen durch beheizte Wiande entstehen.

Aus der Gleichung (2.18) ergibt sich eine verallgemeinerte Divergenzbedingung an

die Geschwindigkeit:

(0)
oT
2.20) ol 1 w0 1 o (riL) L0
| dr; — ™ 0t | pORePr o, O

Dies bedeutet, dass die Divergenz der Geschwindigkeit durch eine Hintergrundkom-
pression, durch Warmetransport und durch Warmequellen beeinflusst wird. Setzt
man diese verallgemeinerte Divergenzbedingung in die Kontinuitéitsgleichung fiihren-
der Ordnung (2.16) ein, so erhélt man eine Beschreibung der Kompression entlang

von Partikelpfaden:

©
or
(2.21) D @ p® 1 9 (namj) (y =1
' Dt yp©® ot TORePr  0Ox; ~T©)

Unter der Annahme einer konstanten Hintergrundkompression und bei Vernach-
lassigung von Wairmeeffekten, das heifst a;é_(t@ = 0 und C® = 0, erhilt man die
Bedingung fiir eine inkompressible Stromung (1.20) und die Divergenzbedingung
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (1.21).

Die Divergenz von «(%) ist in der Regel ungleich Null. Die Bedeutung der Geschwin-

©) und des Druckes zweiter Ordnung p® ist jedoch

digkeit fiihrender Ordnung u
analog zu Geschwindigkeit und Druck in einer inkompressiblen Stromung. Setzt

man die Dichte o® und den Druck p® als bekannt voraus, so ist die rechte Seite
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in (2.20) vollstiindig bestimmt. Die Geschwindigkeit u(®) lisst sich also alleine aus
der Divergenzbedingung berechnen. Nimmt man «(”) und o als glatte Funktionen
an, so kann die Impulsgleichung fithrender Ordnung (2.17) differenziert werden und
es ergibt sich eine Poisson-Gleichung fiir den Druck zweiter Ordnung p®. An dieser
Stelle treten dann die Reibungs- und Gravitationsterme auf. Zudem hat der Druck
pt
Druck in den inkompressiblen Gleichungen. Er ist entkoppelt von Dichteschwan-

) in den Gleichungen kleiner Machzahl eine wichtige Gemeinsamkeit mit dem

kungen, die in der Zustandsgleichung beschrieben werden. Es ist somit naheliegend,
numerische Methoden fiir die inkompressiblen Gleichungen auch fiir die Gleichungen

kleiner Machzahl zu verwenden.

Entscheidend fiir die Entwicklung eines numerischen Codes ist hierbei die Erkennt-
nis, dass die Divergenzbedingung der inkompressiblen Gleichungen, die ja nur den
Spezialfall bei konstanter Hintergrundkompression und vernachlissigter Tempera-
tur darstellen, aus der Energiegleichung hergeleitet wurde und nicht wie bei den

inkompressiblen Gleichungen aus der Kontinuitétsgleichung.

2.2 Mehrskalenasymptotik

Die Einskalenasymptotik von Klainerman und Majda liefert schon sehr wesentliche
Erkenntnisse fiir das Verhalten von Stromungen kleiner Machzahl. Es ist jedoch mit
ihrer Hilfe nicht moglich, akustische Effekte zu modellieren. Da die Schallausbrei-
tungsgeschwindigkeit sich um Gréfenordnungen von der Stromungsgeschwindigkeit
unterscheidet, benotigt man zumindest zwei Skalen. Man kann dies erreichen, indem
man weiterhin eine Lingenskala = benutzt, aber fiir die Schallausbreitung und die
Stromung zwei unterschiedliche Zeitskalen 7 und ¢ annimmt. Dieser Ansatz wurde
von Miiller [66], [67], [68] entwickelt. Er eignet sich fiir die Modellierung kurzwelliger
Akustik.

Will man die Effekte einer langwelligen Akustik auf die Strémung untersuchen, wie
sie zum Beispiel bei der Wechselwirkung der Akustik mit der Flammenausbreitung
bei einer Detonation vorkommen, so ist ein anderer Ansatz sinnvoller, der von Klein
[50] in Zusammenarbeit mit Munz [52| erforscht wurde. Der grundlegende Gedanke
beider Autoren ist die Verwendung einer Zeitskala ¢t und zweier rdumlicher Skalen
x und & fiir die Stromung und die Schallausbreitung. Auf diesem Ansatz basieren
diverse andere Verdffentlichungen und auch die hier vorliegende Arbeit. In der ur-
spriinglichen Arbeit von Klein [50|, der Arbeit von Schneider et al. [95] und der
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Dissertation von Geratz [26] wurde eine Asymptotik basierend auf den konservati-
ven Variablen Druck, Impuls und Energie vorgestellt, da die Autoren einen Loser
fiir kompressible Stromungen erweitert haben. In Munz et al. [70] und Roller et al.
[91] wird dagegen die Asymptotik fiir die primitiven Variablen Dichte, Druck und
Geschwindigkeit durchgefiihrt.

Dieser zweite Ansatz wird auch in dieser Arbeit gewihlt, da die spéter vorgestell-
te Diskretisierung auf den primitiven Variablen basiert. Im Gegensatz zu den oben
genannten Quellen wird jedoch im Folgenden die asymptotische Analyse fiir die voll-
standigen Navier-Stokes-Gleichungen besprochen. So wird dem interessierten Leser

ein besserer Vergleich zu dem anderen Mehrskalenansatz von Miiller |67] ermdglicht.

Im Unterschied zur Entwicklung (2.1) lautet der Ansatz nun

(2.22)  flz, &6, M) = fO(>x, &,8) + MO (2, &,t) + M2fP (2, €, 1) + O(M?).

Dabei wird die akustische Liangenskala & gerade so gewahlt, dass
r=ME

gilt. Da die Langenskalen als unabhéngig voneinander betrachtet werden, erhalt man

mit der Kettenregel die folgende Beziehung fiir die Raumableitungen
(2.23) V=V, O+ MV fO + MV, fO + MV fO + M?V, @ + O(M?)

mit den rdumlichen Gradienten beziiglich der z- und £-Skala.

Die formale Entwicklung (2.22) wird in die Navier-Stokes-Gleichungen (1.16) - (1.18)
eingesetzt. Unter Verwendung der Beziehung (2.23) iiber die Raumableitungen erhélt

man fiir die Kontinuitdtsgleichung

20 oM
o M5
O(ou;)” 1 9eu))® . 0(ou;)V
M M
+ 8xj + 8@ + 8xj

+O(M?) = 0.
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Die Impulsgleichung wird zu

o® 81550) + 0Oul” 8;;]
(0) (0) (1) (1) (2)
+ %aapxz + % agfz + % a;)xi agﬁz aapzri
10 1
- Ea—% - F—TZQ €
+O0O(M) =

Und schlielich ergibt sich aus der Energiegleichung die Beziehung

op® opH)
o M o

ap (0) 8}7 (0) ap (1)

J J J

an (0) 8uj (0) 8uj (1)
*(Wa@) +M<”’a—sj> *M(”’a—xj)

0 0
2(sig) 2 (v3%)
—_cO _ o _ a2 VA i

+O0(M?*) =0

mit C) aus Beziehung (2.9).

Analog zu der Vorgehensweise bei der Einskalenasymptotik werden Terme mit glei-
cher Ordnung in der Machzahl M zusammengefasst. Mit denselben Argumenten
miissen wiederum die Koeffizienten verschwinden, sodass man die folgenden Navier-

Stokes-Gleichungen fiihrender, erster, beziehungsweise zweiter Ordnung erhélt:

Kontinuitatsgleichung filhrender und erster Ordnung

9o +8(Quj)(°)
at aZL'j
00 9(ou;)V +8(Quj)(°)

2.2
(2.25) ar o, oz,

(2.24) =0

=0
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Impulsgleichung fiihrender, erster und zweiter Ordnung

op0

2.26 =0
(2.26) o
op®  opt)
2.27 =0
(221 oc *on,
0
(2.28) KO ou” + 0O dul” L o ap® LaTi(j) _ LQ(O)G_
' ot i &; dz;  Re 0z Fr2? !
Energiegleichung fiihrender und erster Ordnung
ap(o) ap (0) O (0)
2.29 T Z sl

aph) op (0) op (1) u, (0) Ou; (1) ~
2. v Y EY o =CW
(2.30) o (ug 35;‘) " (u] 8%‘) " (Vp 35;‘) " (fypaxj) ¢

Hierbei ergibt sich die rechte Seite der Energiegleichung erster Ordnung zu

(0) (0)
or or
ch = o 4 v 0 (F"a%‘) 4 0 (H%)
RePr 0&; 0w

Diese Gleichungen sollen nun diskutiert werden. Aus der Impulsgleichung fiithrender
Ordnung (2.26) folgt sofort, dass der Druck fiihrender Ordnung p(®) unabhingig von

der Langenskala der Stromung ist. Das bedeutet, es ist
(2.31) P =pO(&,1)

Bei der Betrachtung der Impulsgleichung erster Ordnung (2.27) kann man bekannte
Techniken der Mehrskalenanalyse anwenden, insbesondere Mittelungstechniken: Die
2- und &-Variablen sind im Limit M — 0 als unabhéngig zu betrachten. Man mittelt
nun die Gleichung (2.27) beziiglich der lokalen Strémungsstrukturen. Multipliziert
man die Gleichung mit einem beliebigen Einheitsvektor b und integriert iiber ein

Gebiet (2 beziiglich x, so erhdlt man

op®) / op)
bi——dz + | bj——dz =0
/Q 9; o Oz

Der Integrand im ersten Integral ist aufgrund der Beziehung (2.31) konstant in € in
Bezug auf z. Mit Hilfe dieser Erkenntnis und des Gauf’schen Satzes lasst sich die
Gleichung vereinfachen zu

op® 1

06 19] Jaa

(2.32)
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Um einen konsistenten asymptotischen Entwicklungsansatz mit Mp) << p© fiir
beliebige z und £ zu haben, muss p() in x beschriinkt sein oder zumindest schwicher
als linear anwachsen. Ein mathematisch rigoroser Beweis dieses Argumentes findet
sich in Meister [63]. Die Gleichung (2.32) muss fiir beliebige Gebiete €2 gelten, also
insbesondere auch fiir Gebiete, bei denen 1/|€2| — 0 strebt. Somit verschwindet der

zweite Term in (2.32) und es muss
opl0
o6

gelten. Daraus ergibt sich, dass p(® auch unabhingig von der Lingenskala ¢ der

akustischen Wellenausbreitung ist. Aus Gleichung (2.27) erhdlt man dann sofort,
dass der Druck erster Ordnung p{") unabhiingig von der Lingenskala x der Strémung

ist. Zusammengefasst gilt also

(2.33) ¥ = )

(2.34) V= p(E ).

Die niichste in den Uberlegungen zu betrachtende Gleichung ist die Energiegleichung

fithrender Ordnung (2.29). Mit Hilfe der Beziehung (2.2) lésst sich diese schreiben

als 0
8p(°) (0) 8p(°) (0) 8uj

. =C.
ot Y ax, TP
Aufgrund der Gleichung (2.33) ist der zweite Term gleich Null und es ergibt sich
(0)
or
o oul” 0 (“T)
(2.35) R - L = (7 - 1)oV.

ot 0w " RePr 0w

Es wird wiederum iiber ein Gebiet {2 gemittelt, sodass die folgende Beziehung ent-
steht:

op (0)
A— u(-o)njds

ot 19l Joo 7

(0)
¥ oT 1 / )
4 — - ds + — dx.
RePr(Q] Jaq (Ha%) e Q| QQ 4

Wie mit einem Blick zu erkennen ist, stimmt Gleichung (2.36) mit der Gleichung

(2.36)

(2.19) der Einskalenasymptotik iiberein. Es ergibt sich somit vollkommen analog

eine verallgemeinerte Divergenzbedingung an die Geschwindigkeit:

(0)
oT
' or;  p® ot  pORePr  Ou; ~T©)

q.
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Bis hierhin unterscheiden sich die Einskalenasyptotik und der Mehrskalenansatz
nicht allzu sehr. Die nun folgenden Uberlegungen dienen der Behandlung langwelli-
ger akustischer Moden, die mit Hilfe der Einskalenasymptotik nicht erklért werden

konnen.

2.3 Akustische Gleichungen

Die entscheidende Groke auf der langwelligen Skala € ist der Druckterm p(V. Dieser
tritt in der Impulsgleichung zweiter Ordnung (2.28) und der Energiegleichung erster
Ordnung (2.30) auf. Die Impulsgleichung wird in konservativer Formulierung ge-
schrieben und die Energiegleichung wird unter Verwendung der Beziehungen (2.33)

und (2.34) vereinfacht. Sie lauten mit Hilfe dieser Umformungen

(0)

I O T U O R A
ot 0 0¢; ox; Re Ox; Fr?
op) ou'? ou'? oul)

5 39 2% (1) 24 0% _ A

(2.39) TR T A e L vy

Aus diesen beiden Gleichungen kann ein System von akustischen Gleichungen mit

Hilfe der Mittelungstechnik hergeleitet werden.

Fiir die Mittelung iiber ein Gebiet auf der x-Skala wird die abkiirzende Notation

— 1

eingefiihrt. Wie schon mehrfach verwendet, soll auch hier das sublineare Wachstum
von v, M, o sowie p? angenommen werden. Mittelt man nun die obigen beiden

Gleichungen beziiglich der x-Skala, so erhdlt man das akustische Gleichungssystem

———(0)
d(ou;) opM 1
2.40 O
(240) o oh 2l ¢
opH ou-(0)
2.41 O = .
(241) o " o

Dieses Gleichungssystem beschreibt die Ausbreitung akustischer Wellen mit kleiner
Amplitude und grofter Wellenlénge. Das Verschwinden der viskosen Terme und der
Terme des Temperaturtransportes in diesem System soll an dieser Stelle noch etwas
ausfiihrlicher betrachtet werden: Beschrankt man sich auf die Euler-Gleichungen,

so sind diese identisch Null, sodass keine weiteren Probleme auftreten. Im Fall der
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Navier-Stokes-Gleichungen muss man zusétzlich sublineares Wachstum fiir die Ab-

Ou; o OT or
oo, SOWie G- und oE; Unter

dieser Annahme verschwinden die Terme mit dem iiblichen Argument bei der Mit-

leitungen der Grofen voraussetzen, insbesondere fiir

telung.

Problematisch ist jedoch, dass das System nicht geschlossen ist. In der ersten Glei-
chung (2.40) tritt der gemittelte Impuls @(0) fithrender Ordnung auf, wéhrend
in der zweiten Gleichung (2.41) die gemittelte Geschwindigkeit 7;(*) fiihrender Ord-
nung vorkommt. Um Abhilfe zu schaffen, wird nun die Geschwindigkeit aufgespalten
in den gemittelten Anteil, der nur auf der akustischen ¢-Skala lebt und den Anteil

der kleinskaligen Schwankungen, die auf der x-Skala auftreten:

Die Zeitableitung des Impulses in Gleichung (2.40) kann daher umgeformt werden

zu

© 0 500 0
ot ot ot ot

Mittelt man die Kontinuitétsgleichung fithrender Ordnung (2.24) beziiglich der -

(2.42)

Skala, so erhilt man die Beziehung
000
2 —o.
ot
Der zweite Term in (2.42) verschwindet somit.

Der besseren Lesbarkeit halber wird im Folgenden auf den Ordnungsindex der
Dichte- und Geschwindigkeitsterme verzichtet, da dieser eindeutig ist. Das akusti-

sche Gleichungssystem liest sich somit jetzt wie folgt:

ou; 10pM  10pu; 1
(2.43) ot +§ afz = 5 ot +W€i
opV ou;
(2.44) +yp 0 =L = 0.
ot 0¢;

Betrachtet man die rechte Seite in (2.43) als Quellterm, so beschreibt das akustische
Gleichungssystem eine Wellengleichung. Dieser inhomogene Quellterm sorgt fiir die

Kopplung der kleinskaligen Stromung mit der iiberlagerten langwelligen Akustik.

Verschwindet der Quellterm und ist keine Hintergrundkompression vorhanden, so
lasst sich das akustische Gleichungssystem in der iiblichen Form einer Wellenglei-

chung schreiben

*pH) B 0 Czap(l)
o9& \ " 0g
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mit der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit

—

o D
0

0)
c .

0

2.4 Ergebnisse der asymptotischen Analyse

Mit Hilfe der asymptotischen Analyse wird erkennbar, dass die Druckterme fiihren-
der, erster und zweiter Ordnung p®, p™) sowie p® die Geschwindigkeit «(®) und
die Dichte o{® fiihrender Ordnung beeinflussen. Umgekehrt haben jedoch die Terme
héherer Ordnung der Geschwindigkeitsexpansion keinen Einfluss auf diese Druckter-
me. Man kann also davon ausgehen, dass im Limit M — 0 die oben genannten fiinf
Variablen die einzig relevanten sind. Alle anderen Terme héherer Ordnung werden
deshalb vernachlassigt. Das bedeutet aber, dass lediglich eine Druckaufspaltung der
Form

p=pOt) + MpW (&, 1) + M*pP(z, €, t)

vonnoten ist. Jedem der einzelnen Terme dieser Druckaufspaltung kann eine konkrete

physikalische Bedeutung zugeordnet werden.

e Der Druck fiihrender Ordnung p(® ist riumlich konstant auf beiden Lingenska-
len x und £. Er wirkt als thermodynamische Druckvariable, die entweder durch
eine Hintergrundkompression iiber die Berandung des Gebietes oder durch Auf-
prigen des Druckes p(® auf die Berandung gesindert werden kann. Auch Tem-
peraturunterschiede am Rande und Warmequellen konnen diese Druckvariable

beeinflussen.

e Der Druck erster Ordnung p) ist rdumlich konstant auf der Lingenskala x der
Stromung und variiert auf der akustischen Langenskala £. Er wird deshalb auch
als akustische Druckvariable bezeichnet. Der Term p(!) beschreibt dabei eine
langwellige akustische Druckwelle, die das Geschwindigkeitsfeld beeinflusst.
Diese Variable ist notwendig, um die Interaktionen zwischen der akustischen

Skala und der kleinsten Skala zu modellieren.

e Der Druck zweiter Ordnung p® variiert auf beiden Skalen. Da er die Interaktio-
nen zwischen den lokalen Stromungsverhiltnissen und dem Druck modelliert,
wird er als Schwankungsdruck bezeichnet. Man nennt ihn auch inkompressi-
blen Druck, da er wie die Druckvariable der inkompressiblen Gleichungen die

Einhaltung der Divergenzbedingung garantiert.
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Von besonderem Interesse ist das formale Limit M — 0. In diesem Grenzfall ver-
schwindet die akustische Skala & = Mz und die akustischen Gleichungen werden
bedeutungslos. Ebenso reduziert sich das Gleichungssystem fiir die Stréomung auf
die schwach kompressiblen Gleichungen (2.16), (2.17) und (2.18), die bereits mit
Hilfe der Einskalenasymptotik gewonnen werden konnten. Um einen Vergleich mit
den inkompressiblen Gleichungen (1.22) und (1.23) anstellen zu kénnen, werden die
schwach kompressiblen Gleichungen ohne Warmetransport formuliert. Zudem wird
die Energiegleichung durch die verallgemeinerte Divergenzbedingung (2.37) ersetzt.
Man erhilt somit das folgende inkompressible Gleichungssystem mit variabler Dichte

und Kompression vom Rand im Limit verschwindender Machzahl:

0
00" | 0d” ou'

(2.45) oy 0T
(0) (0) (0)
(246) o024 4 0,00 o L0m 1 /O,
ot 7 Oz ox; Re Oz; Fr?
‘ 8xj - fyp(o) ot

Ist keine Hintergrundkompression vorhanden, so folgt aus Gleichung (2.47) die Di-
vergenzireiheit der Geschwindigkeit. Der letzte Term in der Kontinuitidtsgleichung
(2.45) ist Null und die Kontinuitétsgleichung reduziert sich zu einer reinen Trans-

portgleichung fiir die Dichte.

Im Limit M — 0 entkoppeln die drei Druckterme. Man erkennt aus den obigen
Gleichungen, dass jedoch mindestens zwei Druckvariablen vonnéten sind, um sowohl
die Kompressionseffekte als auch die Strémungsfluktuationen beschreiben zu kénnen.
Ersteres geschieht iiber den Druckterm p(®, der Term p(® hingegen garantiert die

Einhaltung der Divergenzbedingung.
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In den beiden vorigen Kapiteln wurde eine sehr allgemein gehaltene Einfiihrung
in die grundlegenden Gleichungen der Stréomungsmechanik gegeben und eine voll-
stédndige Diskussion des schwach kompressiblen Grenzfalles durchgefiihrt. Ziel dieser
Arbeit ist es, einen schnellen Loser fiir die kompressiblen Euler- und Navier-Stokes-
Gleichungen mit Hilfe eines Mehrgitterverfahrens zu entwickeln, der insbesondere
im schwach kompressiblen Regime seine Stirken hat. Hierzu ist es zunéchst nicht
sinnvoll, die Gleichungen in der bisher besprochenen Komplexitdt zu betrachten.
Im Folgenden wird deshalb von einer isothermen, turbulenzfreien Strémung ohne

Quellterme und Gravitation ausgegangen, die auf einem Gebiet 2 zu bestimmen ist.

3.1 Kompressible Gleichungen

Fiir das weitere Vorgehen ist es sinnvoll, auf die dimensionslose Formulierung der
Gleichungen (1.7) - (1.9) zuriickzugreifen. In dem zu betrachtenden Spezialfall lassen

sich die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen dann wie folgt notieren:

do  Oou;j
3.1 — =0
(32) Qou; | dowuy 1 Op 1 0my _
’ ot o M?9z; Redx;
(3.3) 1 Op %Zaguiui v Opu; M_zaguiuiuj B M_zanjui B

v—1 ot 2 0t v —1 0x; 2 0 Re 0x;

Die Euler-Gleichungen ergeben sich durch Vernachlissigung der dissipativen Terme,
die den Spannungs-Tensor

ou;  Ou; 2 ouy,
A4 = ! T 28
(3 ) 7ij . <8!1?J + 8:6,) 35Z31u8.’,€]C

beinhalten.
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3.2 Schwach kompressible Gleichungen

Wie die asymptotische Analyse aufzeigt, ist es im schwach kompressiblen Regime

notwendig, den Druck in mehrere Terme in Abhangigkeit der Machzahl aufzuspalten:

Der raumlich konstante thermodynamische Druck p(® ergibt sich aus Mittelung
des Gesamtdrucks iiber das Rechengebiet 2. Wird die akustische Druckvariable p()
tiber das akustische Gleichungssystem (2.43) und (2.44) bestimmt, so ergibt sich der
Schwankungsdruck p® als skalierte Differenz

(3.5) p? = % (p = p© = MpM).

Bei dieser Vorgehensweise kann das kompressible Gleichungssystem (3.1) - (3.3)
umgeformt werden in ein Gleichungssystem mit den Unbekannten Dichte o, Ge-
schwindigkeit u,, ..., us und Schwankungsdruck p®. Die anderen Druckanteile p(©)
und p™) treten dann lediglich als Quellterme auf der rechten Seite auf. Bei der Ent-
wicklung eines schnellen Losers fiir die schwach kompressiblen Gleichungen ist es

somit zunichst entscheidend, das System der schwach kompressiblen Navier-Stokes-

Gleichungen
do  Oou;
3.6 do 0
(3. 0, om
(3.7) dou; 4 3Quiuj N 8p(2) iaﬁj _

ot 0w ox; " Re 0w
M2 op® %269“””+ 7 (0)%+M2 v Py,

(3.9) vy—1 0Ot 2 ot v — 1P 0z vy—1 Oz,
. M? Dou;u;u; M? 073U . 1 8p(0)
2 0w Re 0x; — y—1 ot

in den Griff zu bekommen. Bei obigem Ansatz kann der akustische Druckanteil p(*)
vernachléssigt werden, wenn - wie in dieser Arbeit - nur auf der Bewertung des Lo-
sungsverhaltens eines schwach kompressiblen Verfahrens das Hauptaugenmerk liegt.
Eine Erweiterung mit Beriicksichtigung der akustischen Moden, wie sie fiir aeroaku-
stische Simulationen unablésslich ist, geht iiber den Schwerpunkt dieser Arbeit hin-

aus.

Diese schwach kompressiblen Gleichungen unterscheiden sich von den kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen (3.1) - (3.3) in den folgenden Punkten:
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e Die unbekannte Druckvariable im Gleichungssystem ist p(® anstatt p.

e Alle Druckterme in der Impuls- und der Energiegleichung sind mit dem Faktor
M? skaliert.

e In der Energiegleichung erscheint ein zusitzlicher Quellterm, der die zeitliche

Anderung von p(® beschreibt.

e In der Energiegleichung tritt als zusatzlicher Fluss die Divergenz der Geschwin-
digkeit auf.

Dieser Vergleich legt nahe, dass es sinnvoll ist, sowohl die schwach kompressiblen als
auch die voll kompressiblen Gleichungen in einem Softwarecode zu implementieren.
Liasst man die numerischen Schwierigkeiten aufer acht, so entsteht im Wesentlichen
der Loser fiir das kompressible System aus dem Loser fiir das schwach kompressible

System durch Wegfall zweier Terme und durch Umskalierung der Druckterme.

Die im néchsten Kapitel beschriebenen numerischen Verfahren werden - soweit nicht
anders erwéhnt - immer fiir die schwach kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(3.6) - (3.8) angegeben. Mit dem eben beschriebenen Zusammenhang ergibt sich

dann das numerische Verfahren fiir die kompressiblen Gleichungen.

3.3 Randbedingungen

Um das kompressible beziehungsweise schwach kompressible Problem auf einem ge-
schlossenen Gebiet €2 vollstdndig zu definieren, sind geeignete Bedingungen am Rand
0L) des Gebietes zu erfiillen. Fiir die Euler-Gleichungen kann man, wie zum Beispiel
in der Dissertation von Haag [34] zu finden, eine einfache Theorie der erforderlichen
Randbedingungen aufstellen. Durch Betrachtung der Charakteristiken des Systems

ergeben sich im Wesentlichen fiinf zu unterscheidende Bedingungen.

e Supersonische Einflussrandbedingung
Im Fall einer Uberschalleinstrémung in das Gebiet hinein sind am Einflussrand
Dirichlet-Randbedingungen fiir alle Grofen notwendig, das heifst, dass Dichte,
Geschwindigkeit und Druck durch feste Werte vorgegeben werden. Im schwach
kompressiblen Fall ergibt sich der benotigte Dirichletwert fiir den Schwan-
kungsdruck p® anhand der Formel (3.5) und dem Dirichletwert fiir den Ge-

samtdruck p.
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Supersonische Ausflussrandbedingung
Bei einer Uberschallstromung sind am Ausflussrand keine speziellen Randbe-

dingungen notig.

Subsonische Einflussrandbedingung

Im Gegensatz zur Uberschalleinstrémung miissen bei einer Unterschalleinstro-
mung lediglich drei (beziehungsweise in drei Raumdimensionen vier) Dirich-
letwerte vorgegeben werden. Die letzte Unbekannte ist dann bereits bestimmt.
Es werden deshalb am Einflussrand die Dichte p und die Geschwindigkeiten

U, ..., uq fixiert.

Subsonische Ausflussrandbedingung

Passend zu den Bedingungen am Einstromrand dndern sich auch die Bedin-
gungen am subsonischen Ausflussrand. Dort muss nun der Druck p als Dirich-
letwert vorgegeben werden. Im schwach kompressiblen Regime ergibt sich der
Dirichletwert fiir den Druckterm p(® wie am supersonischen Einstrémrand aus
dem Dirichletwert des Gesamtdruckes mit Hilfe der Formel (3.5).

Wandrandbedingung (Euler)
An einer reibungslosen Wand muss die Geschwindigkeit in Normalenrichtung
verschwinden. Es ist also

anj =0

die charakterisierende Eigenschaft einer Wand im Falle der Euler-Gleichungen.

Nicht ganz so einfach ist die Herleitung physikalischer Randbedingungen im Falle

einer reibungsbehafteten Strémung. Es miissen jedoch im Grenzfall verschwindender

Viskositdt die Randbedingungen fiir die Navier-Stokes-Gleichungen mit den Rand-

bedingungen fiir die Euler-Gleichungen kompatibel sein. Es hat sich in vielen nu-

merischen Untersuchungen herausgestellt, dass am Ein- und Ausflussrand dieselben

Randbedingungen wie bei einer reibungsfreien Stromung verwendet werden konnen.

Unterschiedlich ist jedoch die Bedingung fiir eine Wand:

e Wandrandbedingung (Navier-Stokes)

Im viskosen Fall haftet die Stromung an der Wand. Das ist aber gleichbedeu-

tend damit, dass die Stromungsgeschwindigkeit dort Null ist. Es ist somit
Uy = ... = Ug = 0

als Dirichletwert zu setzen.



4 Numerische Verfahren

4.1 Ubersicht

In der Literatur finden sich die unterschiedlichsten Ansétze zur numerischen Behand-
lung der kompressiblen Euler-Gleichungen (1.1) - (1.3) beziehungsweise der kom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (1.7) - (1.9). Gruppiert man die Gleichungen
in zeitabhéngige Terme und Terme mit einer Ableitung nach einer rdumlichen Koor-
dinate, so lassen sich die betrachteten Gleichungssysteme in der folgenden Kurzform

notieren

T (y)

(4.1) o

+R(y)=0  y=uy(z1)

mit dem zeitlichen Operator 7, dem nichtlinearen Operator R der Ableitungen nach

dem Ort und den Unbekannten y.

Verfahren fiir das schwach kompressible Regime werden zumeist aus bereits be-
stehenden Verfahren abgeleitet. Neben der unterschiedlichen Anpassung des Glei-
chungssystems an das singuldre Verhalten im schwach kompressiblen Regime kann
man hierbei generell zwischen zwei grundsatzlich verschiedenen Vorgehensweisen
differenzieren: Die Erweiterung eines kompressiblen Stromungslosers fiir das inkom-
pressible Limit oder den umgekehrten Weg der Realisierung eines kompressiblen

Stromungslosers auf Basis eines inkompressiblen Ansatzes.

In den zuerst genannten Verfahren sind in der Regel die konservativen Variablen
Dichte, Impuls und Energie die zu bestimmenden Grofen y in Gleichung (4.1). Bei
inkompressiblen Verfahren werden dagegen gerne die primitiven Variablen Dichte,
Geschwindigkeit und Druck als Unbekannte y verwendet, sodass alleine aus diesem
Grund die Erweiterung eines inkompressiblen Verfahrens zu einer grundlegend un-

terschiedlichen Vorgehensweise fiihrt.

33
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Den ersten der beiden Wege gehen Schneider et al. [95] in der Erweiterung eines
kompressiblen Stromungslosers, der auf einer Finite Volumen Diskretisierung ba-
siert. Die schwach kompressiblen Gleichungen werden mit Hilfe der Mehrskalenana-
lyse von Klein hergeleitet. Ahnlich verfihrt Geratz in seiner Dissertation [26]. Er
erweitert einen bestehenden Godunov-Typ-Loser fiir die kompressiblen Gleichun-
gen. Dabei werden die numerischen Fliisse mit einem Pradiktor-Korrektor-Schritt
bestimmt: In einem ersten diskreten, hyperbolischen System der konvektiven An-
teile werden die Fliisse mit Hilfe des kompressiblen Losers geschéitzt und in einem
zweiten diskreten System der Schallterme so korrigiert, dass die Divergenzbedingung

schwach kompressibler Stromungen erfiillt wird.

In der Arbeitsgruppe von Munz wird ebenfalls die Mehrskalenanalyse mit einer Zeit-
und zwei Raumskalen verwendet. In den Arbeiten von Munz et al. [70] und Roller
et al. [91] wird jedoch die Erweiterung eines SIMPLE-Verfahrens fiir die inkom-
pressiblen Gleichungen propagiert. Die grundlegende Idee ist hier die Verwendung
einer Druckkorrekturmethode in einem Finite Differenzen Verfahren auf einem kar-
tesischen staggered grid. Zudem wird von diesen Autoren der fiir die Aeroakustik
notwendige Druckanteil p(!) bestimmt, sodass die Uberlagerung einer Strémung mit

langwelliger Akustik simuliert werden kann.

Einen génzlich neuen Weg beschreitet Bijl in ihrer Dissertation [12| und in der Arbeit
mit Wesseling [13]. Sie 16st die schwach kompressiblen Gleichungen ohne Beriicksich-
tigung der Akustik. Um die schwach kompressiblen Gleichungen 16sen zu kénnen,
verwendet sie eine modifizierte Druckvariable, was in etwa der Einskalenasympto-
tik von Klainerman und Majda entspricht. Zur Diskretisierung verwendet sie ein
explizites Finite Volumen Verfahren auf einem staggered grid. Das staggered grid
bringt den Vorteil eines stabilen Verfahrens, hat jedoch den Nachteil, auf kartesiche
Gitter beschréankt zu sein. Dies wird jedoch durch die Transformation auf verallge-
meinerte Koordinaten behoben, wie sie bei Wesseling [108] beschrieben ist. Diese
Diskretisierung erlaubt die Behandlung beliebiger Gitter, die auf ein kartesisches
Rechtecksgitter abbildbar sind.

Neben diesen Verfahren werden in der Literatur auch Verfahren mit Vorkonditio-
nierung des kontinuierlichen Gleichungssystems beschrieben. Einen Uberblick iiber
diese Methoden findet der Leser zum Beispiel in den Arbeiten von Van Leer [57] und
Koren et al. [54]. Hiermit sind Verfahren gemeint, die das Problem (4.1) wie folgt
modifizieren:

aT (y)
ot

(4.2) +PR(y) =0
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mit einer an das schwach kompressible Regime angepassten Vorkonditionierungsma-
trix P. Da diese nur auf den Operator R angewendet wird, ist das Verfahren somit
nicht mehr zeitgenau. Es kann nur dazu dienen, dhnlich wie ein Verfahren mit lokaler

Zeitschrittsteuerung die stationédre Losung eines Problems anzunéhern.

In der hier vorliegenden Arbeit wird nun ein weiterer Weg beschrieben. Die Grund-
idee ist ein implizites Finite Volumen Verfahren, das die schwach kompressiblen
Gleichungen diskretisiert. Das so entstehende gekoppelte Gleichungssystem wird mit

einem Mehrgitteralgorithmus gelost.

4.2 Finite Volumen

Sowohl die Euler-Gleichungen als auch die Navier-Stokes-Gleichungen stellen ein
System von Differentialgleichungen der Form

+ 5l =0

4. —

fiir:s =1...d+2 mit der rdumlichen Dimension d dar. Gesucht ist die kontinuierliche

Losung b des Gleichungssystems.

Aus der Differentialgleichung (4.3) erhilt man die schwache Formulierung durch

Multiplikation mit Testvektoren v aus einem Testraum V'

b | Oby N
(4.4) /Q (%_t + ng - qi> cvdr =0 fir alle v € V.

Bei hinreichenden Glattheitsvoraussetzungen an die Losung b kann die Ableitung
nach der Zeit mit der Integration vertauscht werden. Zudem kann das Integral iiber
den Gradienten mit Hilfe des Gauf’schen Satzes teilweise als Integral iiber den Rand

0L) des Gebietes umgeschrieben werden:
/ <%> -vdx = / abijvdm — / bija—vdx

Ov
= bi-vn-ds—/bi-—dx.
/69 o Q ](%j

Mit Hilfe dieser Beziehung ergibt sich die schwache Formulierung (4.4) zu

0 ov
(4.6) &/wadx+/m bijvnjds—/gbija—%dx—/gqivdx:0

(4.5)
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firalleveVundi=1...d+ 2.

Dieses Problem kann daher auch so gestellt werden: Suche eine hinreichend glatte

kontinuierliche Funktion b € B, sodass
a(b,v) = (g,v) fir allev e V

mit der Bilinearform a(-,-) gilt. Uber den Funktionenraum B, die Forderungen an ¢
sowie die Existenz und die Eindeutigkeit einer schwachen Lsung soll hier keine wei-
tere Diskussion gefiihrt werden. Es sollen lediglich die Prinzipien zur Konstruktion

einer Diskretisierung dargestellt werden.

Die Diskretisierung des kontinuierlichen Problems (4.6) besteht nun aus der Suche
nach einer diskreten Losung b, aus einem Ansatzraum By,. Die Testfunktionen stam-
men dann aus einem ebenfalls diskreten Testraum V},, der nicht notwendigerweise
mit dem Ansatzraum fiir die Losung iibereinstimmt. Gesucht ist somit eine diskrete

Losung by, € By, sodass
a(by, vn) = (qn,vp) fiir alle v, € V,

gilt.

Bei der Wahl des Testraumes V' kann man grundsétzlich zwei verschiedene Ansétze

unterscheiden. Eine Moglichkeit ist die Verwendung von Funktionen v, mit
vp(z) =0 fiir x € 09

Bei diesem Ansatz fiir die Testfunktionen ist das Randintegral in (4.5) identisch Null.
Haben die Testfunktionen v, zudem nur einen lokalen Trager, so spricht man von
einer Diskretisierung mit Finiten Elementen. Die Literatur zu den Finite Elemente
Verfahren ist geradezu unermesslich grof. Es besteht eine Vielzahl von M&glichkei-
ten zur Wahl der Testrdume und der Ansatzrdume. Zudem koénnen konforme und
nicht konforme Ansitze gewéhlt werden. An dieser Stelle sei exemplarisch auf das
einfiihrende Buch von Braess [18] verwiesen, das auch einen Abschnitt iiber die

Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen mit Hilfe von Finite Elementen enthélt.

Eine weitere Moglichkeit zur Wahl des Testraumes V}, besteht in der Wahl des Raum-
es der stiickweise konstanten Funktionen, die dann zu den sogenannten Finite Volu-
men Verfahren fiithrt. Zur genauen Definition dieser Verfahren ist es jedoch zunéchst
notwendig, den Begriff einer zuldssigen Triangulierung einzufiihren. Zerlegt man das

Rechengebiet 2 mit Hilfe einer Triangulierung, so entsteht dabei ein unstrukturiertes
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Gitter 7" mit n abgeschlossenen, konvexen Polygonen mit m Knoten:
T := {T}|T} ist ein m-Polygon fiir k = 1,...,n}.

In zwei Raumdimensionen sind dabei Zerlegungen in Dreiecks- und Viereckselemente
und Mischungen aus beiden Formen sinnvoll. In drei Raumdimensionen lasst das
zur Implementierung verwendete Programmpaket UG die Grundelemente Tetraeder,

Pyramide, Prisma sowie Hexaeder zu. Sind die beiden Bedingungen

e Die Triangulierung iiberdeckt das ganze Rechengebiet:
Q=JT.
k=1

o Fiir T}, # T, gilt entweder

T, NT, = {} oder
T, N'T; = ein gemeinsamer Knoten von 7y, 7T; oder
T, N1} = eine gemeinsame Kante von T}, 1; oder

Ty NT; = eine gemeinsame Seite von Ty, T; (nur in 3D).

erfiillt, so spricht man von einer zuléssigen oder konformen Triangulierung. Im Kon-
text von Finite Volumen Verfahren werden die Polygone als sogenannte Kontrollvo-

lumen CV bezeichnet; bei den Ecken des Gitters spricht man von Knoten.

Bei einer zuldssigen Triangulierung lasst sich ein Integral {iber das Rechengebiet €2

als Summe der Integrale iiber die Kontrollvolumen CV} schreiben.

/dx:
Q

Die schwache Formulierung (4.4) lautet dann

Z/ (%+gzj—qi>-vdaz:0 fiir alle v € V.
—1 “ CVy J

n

Z/(de.

k=1

Dies ist erfiillt, wenn fiir alle v € V' auf jedem Kontrollvolumen CVy die Beziehung

(4.7) 2 bivdx +/ bijunds — / bij@dx — / givdr =0
ot Jev, OCV, cv, O v,

gilt. Hierbei wurde der Gauft’sche Satz lokal auf jedem Kontrollvolumen angewendet.
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Die Menge {Wy},_, , mit

1 firxz € CVy

0 sonst
ist eine Basis des Testraumes V), der stiickweise konstanten Funktionen. Bei dieser
Wahl des Testraumes verschwindet das dritte Integral in (4.7), da der Gradient der

Testfunktion auf jedem Kontrollvolumen CVy identisch Null ist.

Unter Ausnutzung dieser Beziehungen wird das Ausgangsproblem in die sogenannte

Finite Volumen Formulierung

(4.8) 2 bidx +/ binjds — / gidr =0 fiir alle CVy,
ot Jov, aCV, CVy,
umgewandelt.

Finite Volumen Methoden haben sich nicht nur wegen ihrer Einfachheit und An-
schaulichkeit in der Stromungsmechanik etabliert. Zudem konnen zur physikalischen
Herleitung der Grundgleichungen der Strémungsmechanik infinitesimal kleine ge-
schlossene Volumen betrachtet werden, in denen die Erhaltung von Masse, Impuls
und Energie gelten miissen. Die Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen in der In-
tegralform (4.8) ist somit ein "natiirlicher” Ansatz, bei dem die Erhaltung der Grofen
auf jedem Kontrollvolumen explizit gefordert wird. Ein weiterer Vorteil dieser For-
mulierung liegt in der Zuléssigkeit von unstetigen Losungen, die zum Beispiel bei den
stark kompressiblen Euler-Gleichungen auftreten konnen: Schocks und Kontaktun-
stetigkeiten sind die insbesondere bei supersonischen Strémungen vorkommenden

physikalischen Formen von Unstetigkeiten.

Da die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Diskretisierung der Navier-Stokes-
Gleichungen eine Finite Volumen Methode darstellt, sollen an dieser Stelle noch
einmal explizit die schwach kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (3.6) - (3.8)
in Integralform notiert werden. Die Gleichungen lauten dann auf jedem Kontrollvo-

lumen CVy fir k=1,...,n:

Kontinuitatsgleichung

0
(4.9) —/ odx +/ ou;n;ds =0
ot Jov, aCV,

Impulsgleichung

0 1
(4.10) 5 ou;dx +/ ou;un;ds +/ pPnds — — T;in;ds =0
CVg aCVy, aCVy, € Jacv,
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Energiegleichung

1 M? M?
—2/ pOdz + 2/ pPda + —2/ ouu;dx

(4.11) + Llp(o) / ujn;ds + Mzil/ pPujn;ds
- aCV,, Y= aCV,,

2 M2
+ — ou U UM ds — —/ Tijuinjds =0
2 aCVy, Re aCVy,

Es bleibt nun noch die Wahl des Ansatzraumes fiir die Losung b, der schwachen
Formulierung (4.8). Eine naheliegende Moglichkeit ist die Wahl des Ansatzrau-
mes B, = V), der stiickweise konstanten Funktionen. Jedem Kontrollvolumen wird
dann genau ein Trager der Unbekannten zugewiesen. Man spricht auch von Zellen-
zentrierten Finite Volumen. Nachteil dieser gingigen Methode ist die schlechte Ap-
proximationsgiite der stiickweise konstanten Interpolation. In Abbildung 4.1 ist die-
ser Ansatz skizziert. Es ist das Gitter der Triangulierung sowie die Lage der Unbe-

kannten als Punkt dargestellt; ein Kontrollvolumen ist schraffiert hervorgehoben.

(b) Zell-Knoten FV

(c) Knotenbasierte FV (d) Gestaffelte FV

Abbildung 4.1: Verschiedene Finite Volumen Ansétze
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Will man eine stiickweise lineare beziehungsweise bilineare Interpolation erhalten,
so kann man ein Zell-Knoten Finite Volumen verwenden, bei dem die Unbekannten
in den Knoten lokalisiert werden. Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dass es keine

eindeutige Zuordnung zwischen Kontrollvolumen und Knoten gibt.

Eine weitere Moglichkeit ist die Konstruktion von Knotenbasierten Finiten Volu-
men. Ausgehend von einer zuldssigen Triangulierung des Gebietes in Elemente wird
ein duales Gitter gebildet. Hierzu werden in zwei Raumdimensionen die Seiten-
mittelpunkte mit dem Schwerpunkt der zugehorigen Elemente verbunden. In drei
Raumdimensionen werden noch zusatzlich die Verbindungen der Kantenmittelpunk-
te mit den Seitenmittelpunkten benoétigt. Dieses duale Gitter stellt dann ebenfalls
eine zuldssige Triangulierung dar. Ein anschauliches Beispiel fiir diese Konstruktion
ist ebenfalls der Abbildung 4.1 zu entnehmen. Das duale Gitter definiert die Kon-
trollvolumen. Die Unbekannten sitzen hingegen auf den Knoten des urspriinglichen
Gitters. Ebenso wird das Ausgangsgitter dazu verwendet, die linearen Ansatzrdume
zu definieren. Diese stimmen mit den Ansatzridumen der Finite Elemente iiberein,
das heifst es werden auf jedem Element des Ausgangsgitters die "Hiitchenfunktionen”

mit der Eigenschaft

1 fir z ist Knoten &
(4.12) or(z) =
0 fir alle anderen Knoten

gebildet. Auf Dreieckselementen sind die Ansatzfunktionen linear auf jedem Ele-
ment, bei Viereckselementen dagegen bilinear. In drei Raumdimensionen sind die
Ansatzfunktionen trilinear.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt in der universellen Einsetzbarkeit auf un-
strukturierten Gittern und der einfachen Entwicklung von Upwind-Verfahren. Zu-
dem ist die Erweiterbarkeit auf drei Raumdimensionen ohne allzu grofen Aufwand

gegeben.
Alle bisher besprochenen Methoden haben die Eigenschaft, dass die Unbekannten

Dichte, Geschwindigkeit und Druck gemeisam in einem Knoten lokalisiert sind und
fiir alle Grofen dieselben Kontrollvolumen gewéhlt werden. Andere Finite Volu-
men Verfahren gehen von unterschiedlichen Kontrollvolumen fiir die Kontinuitéts-,
Impuls- und Energiegleichung aus. In dem von Bijl et al. [13]| propagierten Sche-
ma dienen zum Beispiel die Zellmittelpunkte des Ausgangsgitters als Trager fiir
die Dichte und den Druck. Die Geschwindigkeit u; in z;-Richtung ist dagegen in
den Mittelpunkten der Zellkanten in x,-Richtung lokalisiert und umgekehrt fiir die
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1 1 1 ®  Dichte, Druck
L STeey (N B .
| 1 | 0 Geschwindigkeit in x ~Richtun
e 5 1
SRR 4 i | I
R < | ] | . . . .
7 : : s Geschwindigkeit in x~Richtung
| % |
I I
I - - @ - - - - [ AL - - - @ - - - | .
f | ‘ Kontrollvolumen Dichte, Druck
I I I
| | |
; Kontrollvolumen in x —Richtung
|
I
1-- - - & ~~nalaass - - - - - - - -0 - — - 0 - -
‘ Kontrollvolumen in x s-Richtung
I
I
I
A

Abbildung 4.2: Staggered grid bei Finiten Volumen

Geschwindigkeit uy in x,-Richtung. Diese Konstruktion ist in Abbildung 4.2 ver-
anschaulicht. Ein Nachteil dieses Verfahrens ist die Beschrinkung auf Gitter, die
sich durch Transformation aus kartesischen Rechtecksgittern ergeben miissen. Eine
Beschreibung dieser Vorgehensweise findet sich bei Wesseling [108]. Zudem ist die

Erweiterung auf drei Raumdimensionen nicht trivial.

Die Diskretisierung bei Bijl et al. lehnt sich an das staggered grid Schema an, das im
Kontext der Finite Differenzen Verfahren aufgrund seiner guten Eigenschaften insbe-
sondere im inkompressiblen Grenzfall hiufig eingesetzt wird. Die Idee der Kostruk-
tion eines unstrukturierten gestaffelten Gitters im Kontext eines Finite Volumen
Verfahrens findet sich auch in der Arbeit von Ginzburg und Wittum [28| sowie der
Studienarbeit von Raichle [82]. Es handelt sich hierbei um einen nichtkonformen
Ansatz, bei dem die Freiheitsgrade fiir den Druck und die Dichte in den Zellmittel-
punkten, die Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeit dagegen in den Elementkanten
liegen. Fiir diese Vorgehensweise steht jedoch noch eine eingehende Untersuchung
hinsichtlich der Stabilitdt und der Losungseigenschaften - insbesondere fiir Mehrgit-
terverfahren - aus. In Abbildung 4.1 ist dieser interessante Finite Volumen Ansatz
am Beispiel der Geschwindigkeit und den zugehoérigen Kontrollvolumen ebenfalls

dargestellt.

4.2.1 Knotenbasierte Finite Volumen

Da insbesondere die Moglichkeit zur einfachen Erweiterung der Diskretisierung auf

drei Raumdimensionen eine zentrale Rolle in der Uberlegung zur Wahl eines geeig-
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neten Verfahrens spielte, wird im Folgenden auf die knotenbasierte Finite Volumen
Methode zuriickgegriffen. Diese findet sich aufgrund der im vorigen Abschnitt be-
sprochenen Konstruktion der Kontrollvolumen mit Hilfe des dualen Gitters in der
Literatur gelegentlich auch unter dem Namen Duales Finite Volumen Verfahren. Die
im Rahmen dieser Arbeit implementierte Diskretisierung fiir die schwach kompressi-
blen Euler- und Navier-Stokes-Gleichungen basiert dabei auf der Arbeit von Schnei-
der und Raw [94], die in den Folgearbeiten von Karimian et al. [92], [46], [47] sowie
Darbandi et al. [21] modifiziert und erweitert wurde. Ein grofser Teil der Implemen-
tierung konnte von der fiir inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen im Rahmen
des Programmpaketes UG 8| geschriebenen Diskretisierung von Rentz-Reichert [88]

iibernommen werden.
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Abbildung 4.3: Kontrollvolumen bei knotenbasierten FV

Die zu bestimmenden diskreten Werte der Unbekannten p, u; und p® sind in den

Gitterpunkten lokalisiert. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von kollo-
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kierten Variablen und die Gitterpunkte werden als Knoten (corners) co bezeichnet.
Die spezielle Konstruktion des dualen Gitters hat zur Folge, dass jeder Knoten von
einer Box des dualen Gitters umschlossen wird. Somit kann jedem Knoten genau
ein Kontrollvolumen (Control Volume) CV zugeordnet werden. Eine schematische

Darstellung ist der Abbildung 4.3 zu entnehmen.

Die Oberflichenintegrale in den Gleichungen (4.9) - (4.11) geben die Fliisse iiber die
Seiten des Kontrollvolumens wieder. Um die diskreten Fliisse zu bestimmen, wird das
Integral {iber jede einzelne Seite numerisch approximiert. Mit Hilfe von numerischen
Integrationsformeln fiihrt dies gerade zu der Bestimmung des numerischen Flusses an
den Seitenmittelpunkten. Diese werden deshalb auch Integrationspunkte (integration

point) ip genannt. In Abbildung 4.3 sind sie als kleine Punkte eingezeichnet.

Die Kontrollvolumen CV werden durch die Seiten des Elementgitters in kleine Teile
zerlegt: In zwei Raumdimensionen sind dies immer Vierecke, in drei Raumdimen-
sionen Hexaeder. Diese Teile werden als Teilkontrollvolumen (Sub Control Volume)
SCV, die zugehorigen Oberflichen als Teilkontrollvolumenseiten (Sub Control Vo-
lume Faces) SCVFE bezeichnet. Ein Element besitzt somit fiir jeden seiner Knoten
ein Teilkontrollvolumen SCV. Diese Tatsache wird bei der Implementierung verwen-
det, denn sie ermoglicht die elementweise Assemblierung der Matrix, wie dies auch
bei Finite Elemente Verfahren {iblich ist. Es werden alle Elemente durchlaufen und
die dort lokal bestimmten Fliisse den entsprechenden Kontrollvolumen zugeordnet.
Der numerische Fluss, der an einem Integrationspunkt berechnet wurde, wird mit
unterschiedlichem Vorzeichen den beiden assoziierten Kontrollvolumen beziehungs-
weise Knotenpunkten zugewiesen. Somit ist die numerische Flusserhaltung exakt
gesichert. Die Grofsen in den Zeit- und Quelltermen werden in den Knotenpunkten
ermittelt und mit dem Integrationsvolumen der Teilkontrollvolumen multipliziert.
Das elementweise Vorgehen ist daher auch fiir diese Terme durch Verwendung der
SCV moglich.

Mit Hilfe dieser Begrifflichkeiten ist es nun moglich, die diskrete Formulierung der
Navier-Stokes-Gleichungen (4.9) - (4.11) beziiglich der Kontrollvolumen anzugeben.
Die Oberflichenintegrale werden als Summe der Integrale der Teilflichen des Kon-
trollvolumens bestimmt. Die aus den Zeit- und den Quelltermen resultierenden Vo-
lumenintegrale werden durch Summation der Volumenintegrale iiber die Teilkon-
trollvolumen ermittelt. Es ergibt sich somit auf jedem Kontrollvolumen die folgende

diskrete Finite Volumen Formulierung:
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Kontinuitatsgleichung

do

(4.13) > Iscv| S|t > oujngl, =0

scv €0 SCVF
Impulsgleichung

Ogu; @

Z|SCV| ot * Z Quiujnj|ip+ Z p ni‘ip
(4.14) scv o SCVF SCVF
' 1
— 5o D Tigily, =0
SCVF

Energiegleichung

M? ap®) M? douu;
Z|SCV| o +TZ|SCV| iy

-1
v scv co scv

Y Y
+ 0" Y il + My pPunyl,
v SCVF v SCVF

WA > | : > |

—_— U U UG NG|, — —=— TiWiTh5 |,

9 77" lip Re J Jlip
SCVF SCVF

1 op®
=— =3 > Iscv gy
SCV

co

(4.15)

co

Mit |[SCV| wird hierbei die Fliche beziehungsweise das Volumen des Teilkontrollvo-
lumens bezeichnet. Der Normalenvektor am Integrationspunkt n;, ist der aus dem
Teilkontrollvolumen heraus gerichtete Normalenvektor mit der Lange der Teilkon-

trollvolumenseite: |n;,| = [SCVF|.

In den folgenden Abschnitten wird die spezielle Diskretisierung der einzelnen Ter-
me aus den Gleichungen (4.13) - (4.15) behandelt. Dabei erfordern die Zeit- und
Ortsableitungen aufgrund ihres unterschiedlichen Charakters verschiedene Diskreti-

sierungen.

Die in der Literatur zu findenden Ansdtze unterscheiden sich darin, ob zuerst die
Zeit- oder die Ortsdiskretisierung durchgefiihrt wird. In dieser Arbeit wird die erste
Variante gewihlt: Die in Abschnitt 4.3 beschriebene Zeitdiskretisierung fiihrt auf ein
nichtlineares Problem, das anschliefsend - wie in Abschnitt 4.4 aufgezeigt - im Ort

diskretisiert wird.
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4.3 Zeitdiskretisierung

Die erste grundlegende Entscheidung bei der Wahl einer Strategie zur Zeitdiskretisie-
rung besteht in der Wahl eines Zeitschrittverfahrens fiir die zeitabhingigen Terme.
Die in diesem Abschnitt verwendete Formulierung der Zeitschrittverfahren fiir die
instationdren Navier-Stokes-Gleichungen bezieht sich noch einmal auf das kontinu-
ierliche Problem (4.9) - (4.11), da die Notation einfacher gewihlt werden kann. Der
Leser moge sich jedoch immer die zugehorige diskrete Formulierung (4.13) - (4.15)

der Finite Volumen Approximation vor Augen halten.

Wie auch schon in der Ubersicht 4.1 kurz angedeutet, kénnen die Gleichungen in
Terme mit einer Ableitung nach der Zeit und Terme mit einer Ableitung nach den
rdumlichen Koordinaten gruppiert werden. Das Gleichungssystem ldsst sich dann in

der folgenden Kurzform notieren

T (y)
ot

mit dem zeitlichen Operator 7, dem nichtlinearen Operator R und den an den

(4.16)

+R(y)=0  y=uy(z1)

Knoten co = 1,..., K sitzenden Unbekannten y = (0,u1,...,u4p*)eomr1, - T
wird in diesem Zusammenhang auch als Massenmatrix und R als Steifigkeitsmatrix
bezeichnet. Dabei gilt in drei Raumdimensionen (und in zwei Raumdimensionen

vollkommen analog) fiir den Operator T

[ odx
[ ouydz
(1.17) T() = [ ousda
[ ousdx
%_21 [P de + 22 [ oujuide

In R sind die restlichen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen zusammengefasst:
(4.18)

[ oujn;ds
[ ourujn;ds + [ pPnids — L [ 1i;n;ds
R(y) = [ ousujn;ds + [ pPnads — L [ moynsds

[ ousujn;ds + fp(Z)ngds — é [ T3in;ds
(0) 2 2 2
A{/pjfujnjds + %fp@)ujnjds + Mnguiuiujnjds — %fnjuinjds

Bei stationdren Berechnungen wird explizit %iy) = 0 gefordert, sodass lediglich das

nichtlineare Gleichungssystem R(y) = 0 stehen bleibt. In diesem Falle kann dieser
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Abschnitt iibersprungen werden, um mit der im néchsten Abschnitt besprochenen

Diskretisierung der Terme in R fort zu fahren.

Bei der Diskretisierung der zeitlichen Terme stellt sich grundséitzlich die Wahl eines
expliziten oder eines impliziten Ansatzes. Ein explizites Verfahren hat den Vorteil,
weniger aufwéindig zu sein. Dafiir ist jedoch die maximale Grofe der anwendbaren
Zeitschrittweite durch die CFL-Bedingung nach oben beschrinkt. Bei den kompres-

siblen Navier-Stokes-Gleichungen ist sie durch

At
EmaX(C+ |U|) S 1

gegeben. Im schwach kompressiblen Regime wird die Schallgeschwindigkeit ¢ domi-
nant und zwingt ein explizites Verfahren zu sehr kleinen, ineffizienten Zeitschrittwei-
ten. In Munz et al. |70] ist beschrieben, wie mit Hilfe des auch in dieser Arbeit ver-
wendeten Mehrskalenansatzes dieses Problem soweit umgangen werden kann, dass
lediglich die CFL-Bedingung

At

— max |v| <1

Az

zu erfiillen ist. Implizite Verfahren kennen diese Einschrénkung nicht, sodass grofe-
re Zeitschrittweiten moglich sind. Insbesondere wenn es darum geht, mit Hilfe eines
instationdren Verfahrens eine stationdre Losung zu berechnen, ist ein implizites Ver-
fahren in der Regel dem expliziten Verfahren iiberlegen. Zudem hat es den Vorteil,
die Diagonalterme der zu l6senden Matrix zu stirken. Aus diesen Griinden werden
in dieser Arbeit nur implizite Verfahren untersucht, die nun im Folgenden vorgestellt

werden sollen.

Zeitschrittverfahren fiir das Problem (4.16) werden von numerischen Verfahren fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen hergeleitet. Eine gewohnliche Differentialglei-

chung wird iiblicherweise in der Form

(4.19) y'(t) = fly, 1) =0 y(0) =y

geschrieben. In dieser Arbeit werden sowohl BDF- als auch Runge-Kutta-Verfahren
verwendet. Die grundsétzlichen Ideen hinter diesen Methoden werden in den néch-
sten Unterabschnitten erldutert. Um die Herleitung iibersichtlich zu halten, wird
dabei von dquidistanten Zeitschritten ¢, = n - At ausgegangen. Die in UG zur Ver-

fiigung stehenden Verfahren arbeiten jedoch mit einer Zeitschrittweitensteuerung.
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4.3.1 BDF-Verfahren

Zeitschrittverfahren, die auf der numerischen Differentiation beruhen, werden BDF-

Verfahren (backwards difference formulas) genannt. Es sei p(t) ein Interpolations-

polynom der Losungswerte yy,11, ..., Yn—k+1 der letzten k Schritte. Es gilt dann
(T =17 o
@.20) p(t) = p(t, + TAL) = ypi1 + (7 — 1)Vypqr + TV Ynt1 + ...
4.20 :
T—1)-...-(7+k—-2
R GRS

k!
Als abkiirzende Schreibweise dient hierbei V¥, fiir die Riickwirtsdifferenzen. Es

ist also zum Beispiel

Ynt1 — Y Yn+1 = 2Yn + Yn—1
VynH:nJthn Vi1 = = (AtTSZ —

Fiir die impliziten BDF-Verfahren wird nun gefordert, dass

p,(tn+1) - f(yn+17 tn+1)

gilt. Diese Forderung fiihrt mittels Koeffizientenvergleich auf die Formel
(421) (51Vyn+1 + 52V2yn+1 + ...+ 5kvkyn+1 = Atf(yn—l—l; tn—l—l)

mit den Koeflizienten

d(t=1)-...-(t1+7—2) 1 _
4.22 0 = — = - =1,...,k.
( ) J dT ]’ . ] J ) ’

Ein k-Schritt BDF-Verfahren ist von der Ordnung k. Anwendung findet das Verfah-

ren vor allem fiir die Falle K =1 und k& = 2:

Implizites Riickwérts-Euler-Verfahren (k = 1)
Yn+1 — Yn = At - f(yn+17 tn+1)

BDF(2)-Verfahren (k = 2)

4 1

2
Yn+1 — gyn + gyn—l = gAt ' f(yn+1atn+1)

Ubertragen auf die Formulierung (4.1) ergibt sich beim BDF-Verfahren zweiter Ord-

nung das folgende nichtlineare Gleichungssystem

4 1

(4.23) N(as1) = 3T () = 3T (1)
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mit dem nichtlinearen Operator

Ny) = T(y) + ;AtR(y).

Dieses Gleichungssystem wird mit einer der in Abschnitt 4.5 beschriebenen Metho-

den iterativ gelost.

4.3.2 Runge-Kutta-Verfahren

Einen anderen Ansatz der zeitlichen Diskretisierung stellt die Klasse der Runge-
Kutta-Verfahren dar. Diese beruhen im Gegensatz zu den aus der numerischen Diffe-
rentiation konstruierten BDF-Verfahren auf numerischen Verfahren zur Integration.
Auf die Gleichung

oitni) = vitn) + [ "y war

wird eine Quadraturformel mit den Knoten ¢y, ..., c; und den Gewichten by, ..., by

angewendet. Dies ergibt die Formel

Y(ta1) = y(tn) + AL by (tn + cAL).
i=1
Unter Verwendung der Differentialgleichung (4.19) und den abkiirzenden Schreib-

weisen t,,; = t,, + ¢;At beziehungsweise y,, ; = y(t,;) erhdlt man die Formel

(424) Yn+1 = Un + At : Z bif(yn,i7 tn,i)‘
i=1
Zur Berechnung der y,; wird ebenso eine Quadraturformel auf denselben Knoten

verwendet. Es ist dann

S

tn,i
(4.25) Yn,i = Yn + / Y ()dt =y + At =Y aiif (Yns tng):
tn

j=1
Die Formeln (4.24) und (4.25) bilden zusammen eine Runge-Kutta-Methode. Fiir

gewOhnlich wird diese in einem matrixartigen Schema der Koeffizienten notiert.

€1 | Q11 -+ A1g

(4.26)
Cs Us1 Ugg
by by
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Fiir s =1 und s = 2 sind zwei Verfahren hervorzuheben. Die Wahl von

111

(4.27) .

fiihrt wiederum zum Impliziten Riickwérts-Euler-Verfahren von erster Ordnung
(4.28) Ynt1 = Yn = At f(Ynt1,tns1)-

Das Crank-Nicolson-Verfahren zweiter Ordnung ergibt sich mit Hilfe des Ansatzes

00 O
(4.29) 111
1 1
2 2
Die zeitliche Iteration lautet dann
1 1
(430) Yn+1 — Yn = iAt ) f(ym tn) + §At ) f(yn+17 tn+1)-

Generell hat man bei einem Runge-Kutta-Verfahren das Problem, wie die s* + 2s
Koeffizienten gewahlt werden sollen. Ziele sind eine Approximation mdglichst hoher
Ordnung sowie die Stabilitidt des Verfahrens. Im Allgemeinen stellen die Gleichungen
(4.24) und (4.25) zudem ein nichtlineares System dar, das es algebraisch zu 16sen
gilt.

Eine hiufig verwendete Variante ist die Klasse der expliziten Runge-Kutta-
Methoden, bei denen gefordert wird, dass a;; = 0 ist fiir z < j. Dies hat zur Folge,
dass die y,; aus (4.25) sich nur aus den bereits vorher berechneten y,, ; ergeben. Der
Wert von y,, 1 kann somit in s Schritten bestimmt werden. Bekannte Vertreter der

expliziten Methoden sind die klassischen Methoden zweiter Ordnung von Runge

0[]0 O

(4.31) 515 0

0 1

und vierter Ordnung von Kutta

00 0 0 O
115 00 0
(4.32) 510 3 00
110 0 1 0
11 1 1
6 3 3 6
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die sich aus der Mittelpunkts- beziehungsweise der Simpsonregel herleiten.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren mit einer vollen Matrix (4.26) bendtigen das si-
multane Losen von s nichtlinearen Gleichungssystemen pro Zeitschritt. Dieser gra-
vierende Nachteil fiihrt zumeist zu ineffizienten Zeitlosern. Eine Besserung tritt erst
auf, wenn man sich auf die Klasse der sogenannten semi-impliziten Verfahren be-
schrankt, bei denen die (a;;) in (4.26) eine untere Dreiecksmatrix bilden. Bei diesem
Ansatz kann das implizite Runge-Kutta-Schema auf einen Algorithmus in s Stu-
fen reduziert werden. Die in dieser Arbeit verwendete Methode von Alexander [2]
benutzt eine semi-implizite Formel mit der zusétzlichen Einschrinkung, dass alle
Diagonaleintrige (a;;) gleich sind, sodass in allen s Schritten die gleiche Matrix zu

losen ist. Das Schema

« « 0 ]
(4.33) 1|l-a « a:1—§\/§
‘1—04 «

ist von zweiter Ordnung und stabil.

Solche Methoden nennt man diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren, weshalb das
Verfahren von Alexander in der Literatur auch oft unter der Bezeichnung DIRK(2)
zu finden ist. Zum besseren Verstdndnis soll dieses Verfahren hier noch einmal in
der Formulierung (4.1) algorithmisch zusammengefasst werden. Es sind die beiden

nichtlinearen Gleichungssysteme

N(yn+a) = T(Yn)

(4.34)
NWni1) =T (Wn) — (1 = )AtR(Ynta) = T (Ynta) — (1 = 20) AtR(Yn+a)

zu 16sen mit dem nichtlinearen Operator

N(y) = T(y) + aAtR(y).

Ein weiteres verbreitetes Verfahren ist das Fractional-Step-Schema, das in dem Buch
von Turek [100] iibersichtlich dargestellt ist. Das Schema lautet

0 0 0 0 0
0 |1-30 40—1 0 0
(4.35) 1—0|1-30 1-20 4—-1 0

1 1-30 1-—20 0 40 — 1
1-30 1-—20 0 40 — 1
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mit dem Parameter 0, der aus dem Intervall (0,1) gewéhlt werden kann. Fiir die
Wahl § =1 — g konnte Miiller-Urbaniak in seiner Dissertation |69] zeigen, dass das
Verfahren angewendet auf die Navier-Stokes-Gleichungen von zweiter Ordnung und
stabil ist.

4.4 Ortsdiskretisierung

In diesem Abschnitt soll nun die Diskretisierung der einzelnen Terme in der Steifig-
keitsmatrix R aus (4.16) erortert werden. Es kann allgemein zwischen den folgenden

Termen unterschieden werden:

e Approximation einer Gr6lle am Integrationspunkt

Die Approximation eines Integrals der Form

Onds = on,,
oy B = 32

SCVF

erfordert die Bestimmung der Grofe & am Integrationspunkt. Dies kann mit

Hilfe der sogenannten zentralen Differenzen geschehen.

Auf jedem Element sind wie bereits beschrieben die stiickweise linearen bezie-

hungsweise bilinearen Ansatzfunktionen (z) definiert. Es gilt

1 z ist Knoten co
(Pco(x) = . .
0 =z ist ein anderer Knoten

Mit Hilfe dieser Ansatzfunktionen ist es moglich, die Interpolation
(436) (I)|Zp - Z Spco(ip) . (I)co

anzugeben. Die Ndherung an die gesuchte Grofe ¢ am Integrationspunkt mit-
tels zentraler Differenzen ist von zweiter Ordnung. Die Summation in (4.36)
muss hierbei nur iiber die Knoten des den Integrationspunkt umfassenden Ele-
mentes erfolgen, da aukerhalb des Elementes N, (ip) = 0 gilt. So entsteht bei
einem Vierecksgitter in zwei Raumdimensionen ein 9-Punkt-Stern fiir die Ma-
trixeintrége eines Knotens. Ist das Gitter zudem kartesisch, so verschwindet
bei dem oben angegebenen Transportterm der Matrixeintrag fiir den Knoten

selbst. Gerade bei den Euler-Gleichungen treten nur konvektive Terme auf,
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sodass in diesem Falle eine stationdre Simulation der zu betrachtenden Glei-
chungen zu einer Null auf der Diagonalen fiihrt. Ohne den stabilisierenden
Zeitterm kann dann aus diesem Grund keine Interpolation mit zentralen Dif-

ferenzen durchgefiihrt werden.

Stattdessen wird fiir konvektionsdominante Stromungen erfolgreich eine alter-
native Strategie angewendet, die das zuletzt genannte Problem umgeht und
zudem die physikalischen Begebenheiten einer Konvektion besser beschreibt.
Bei einer Upwind-Strategie wird zur Approximation einer Grofse ® am In-
tegrationspunkt diese durch die Grofe an einem geeignet zu bestimmenden

Upwindpunkt ersetzt:

(4.37) D, = D,,.

ip =
Dieses Vorgehen hat den Vorteil einer erhéhten Stabilitdt in der Matrix; die
oben beschriebenen Probleme bei einer stationdren Berechnung treten nicht
auf. Erkauft wird dieser Vorteil durch eine schlechtere Approximationseigen-
schaft, die bei diesem Ansatz in der Regel nur eine Ndherung erster Ordnung

zuldsst. Einige Upwind-Strategien werden in Abschnitt 4.4.1 besprochen.

Approximation eines Gradienten am Integrationspunkt

Bei der Finite Volumen Diskretisierung eines Diffusionstermes

wie er in der Impuls- und der Energiegleichung vorkommt, wird die Ableitung
einer Grofe am Integrationspunkt bendtigt. Diese wird mit Hilfe der Ableitung

der Ansatzfunktionen ¢(z) wie folgt bestimmt:

)
8xj

_ N o)

ip co 8xj

Die Summation erfolgt ebenfalls lokal auf jedem Element. Diese Approximation
ist fiir beliebige Gitter von erster Ordnung, bei orthogonalen Gittern sogar von

zweiter Ordnung.

Approximation eines Gradienten am Knoten
Die Ableitung einer Grofe am Knoten kann nicht mehr wie am Integrations-

punkt durch die Ableitung der Ansatzfunktionen bestimmt werden, da diese
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durch die Unstetigkeit iiber Elementgrenzen hinweg am Knoten nicht eindeutig

ist. Stattdessen wird ausgenutzt, dass

und somit nach Diskretisierung beider Seiten

0P 1
|C‘ rk| § : (I)ipnj,ip
tp

O

gilt.

e Approximation eines Quelltermes

Ein Quellterm wird durch einfache Mittelung bestimmt.

Qdz =Y |SCV| Qlscy
CV

SCV

Man hat die Wahl, ob der Wert von () im Schwerpunkt des Teilkontrollvolu-

mens SCV oder im zugehorigen Knoten ausgewertet wird.

e Harmonische Interpolation
Anstatt eine lineare Interpolation (4.36) mit Hilfe der Ansatzfunktionen zu
verwenden, kann es sinnvoll sein, eine Groke am Integrationspunkt mit Hil-
fe einer harmonischen Interpolation zu bestimmen. Diese ist nicht mehr von
zweiter Ordnung wie die Interpolation mit zentralen Differenzen, trégt jedoch
zur Stabilisierung bei. Insbesondere bei starken Schwankungen eines Gradi-
enten, zum Beispiel bei Unstetigkeiten aufgrund von Schockwellen, kann die

harmonische Interpolation zum Einsatz kommen.

Man unterscheidet zwischen der gewichteten harmonischen Interpolation

1
L co(ip)
Zco q>cop
und der absoluten harmonischen Interpolation (AHI). Bei der zweiten Form
wird zwischen dem Upwind- und dem Downwindpunkt interpoliert. Dabei wird

der betragsméfig kleinere von beiden Werten stirker gewichtet:

(4.39) (I)|AHI — l . | Pan | Pup + [Pup| Pan

v 2 L1L+1L2 |Dup| + ﬁ@dﬂ'

Ly und Ly bezeichnen in dieser Formel den Abstand vom Upwind- respektive

vom Downwind- zum Integrationspunkt. Eine Herleitung der AHI findet sich
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in der Dissertation von Karimian [45]. Eine einfache harmonische Interpola-
tion findet sich auch in der Arbeit von Ogawa et al. [73| zur Interpolation
der Viskositdt einer reibungsbehafteten Stromung, die aufgrund einer starken

Temperaturabhéngigkeit grofen Schwankungen unterlegen ist.

Beschreibt die Grofe @ einen Gradienten, so bedeutet die stiarkere Gewichtung
der kleineren Werte, dass zur Interpolation die Werte aus relativ glatten Regio-
nen bevorzugt werden. In der Ndhe von Unstetigkeiten, die gerade durch sehr
grofse Gradienten gekennzeichnet sind, fiihrt diese Vorgehensweise zur Vermei-
dung eines Uberschieens bei der Interpolation. In Regionen mit einer glatten
Losung entspricht die harmonische Interpolation in etwa einer geometrischen

Mittelung, so dass auch in solch einem Bereich der Einsatz sinnvoll ist.

4.4.1 Upwind-Strategien

Wie bereits im vorigen Abschnitt kurz erwdhnt, kann die Verwendung der Ansatz-
funktionen bei der Diskretisierung der konvektiven Terme eine Null auf der Diagona-
len erzeugen. Dieses Problem wird bei instationidren Rechnungen durch den Zeitterm
aufgefangen, solange der Zeitschritt nach oben hinreichend beschrinkt bleibt. Zudem
sorgen die diffusiven Terme fiir eine weitere Stabilisierung der diskretisierten Navier-
Stokes-Gleichungen. Mochte man jedoch stationér rechnen, so wird bei zunehmend
konvektionsdominanten Problemen das entstehende Gleichungssystem schwer zu 16-
sen und erzeugt Oszillationen in der Losung. Die stationdren Euler-Gleichungen, die
keinen diffusiven Anteil besitzen, liefern bei Diskretisierung der konvektiven Terme

am Integrationspunkt gemif (4.36) sogar eine singuldre Matrix.

Physikalisch betrachtet ist der Grund fiir dieses schlechte Verhalten naheliegend.
Bei Berechnung des Wertes am Integrationspunkt mit Hilfe der bilinearen Ansatz-
funktionen erfolgt eine gleichméfige Gewichtung der Knoten in und entgegen der

Stromungsrichtung. Diese Gewichtung widerspricht jedoch dem Transportcharakter
0%

Knoten stiarker gewichtet, wird als Upwind-Verfahren bezeichnet.

eines konvektiven Termes u;-—~. Eine Methode, die nun die stromaufwiérts liegenden

Mathematisch kann man sich eine Vielzahl solcher Verfahren mit Hilfe der Taylor-
Entwicklung der Grofse & herleiten:

)
(4.40) ®;, = Oy + Az oo + O(Ax?).
oz |,

Es bezeichne Ax den Abstand zwischen Integrations- und Upwindpunkt.
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W P E

Abbildung 4.4: Upwind-Schema in 1D

Der einfachste Ansatz ist die bereits in (4.37) angegebene Wahl der Auswertung am
Upwindpunkt. Wie aus der Taylor-Entwicklung (4.40) sofort zu sehen ist, ist dieses
Verfahren nur von erster Ordnung. Eine naheliegende Wahl fiir den Upwindpunkt,
die zugleich zu einem sehr stabilen Verfahren fiihrt, ist die folgende: Es wird der
Knoten als Upwindpunkt gewihlt, der zu dem entgegen der Stromungsrichtung lie-
genden Teilkontrollvolumen gehort. Man spricht hierbei auch von Vollem Upwinding
oder Upwind Differencing Scheme (UDS). Der Nachteil dieses Verfahrens liegt an der
hohen Ungenauigkeit, die durch einen grofen Anteil numerischer Diffusion zustande

kommt.

Verfahren, die formal von zweiter Ordnung sind, ergeben sich bei Erweiterung von

Beziehung (4.37) um einen zusétzlichen Korrekturterm:

Wie aus der Taylor-Entwicklung von @ ersichtlich ist, muss der Korrekturterm A®;,
die erste Ableitung von ® mindestens mit der Genauigkeit erster Ordnung annihern.
Auch hier gibt es eine Vielzahl von Varianten, die in den folgenden Abschnitten

besprochen werden sollen.

Finite Differenzen Upwind-Verfahren

Diese Klasse von Upwind-Verfahren soll anhand des eindimensionalen, dquidistanten

Falles kurz erlautert werden, wie er in Abbildung 4.4 skizziert ist.

Das UDS erhalt man durch die Wahl
q)ip — CI)P

Die Ableitung g—‘i’ kann durch eine Kombination aus einem links- und einem rechts-

seitigen Finite Differenzen Schema approximiert werden.
0P 0P Pp— P
S R L LGy § [

Op — Pp
ox wp Oz Az

(4.42) o
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Fir die Wahl von ¢ = 0 erhilt man

1 1
q)ip — 5@}3 + §CI)E

Dies ist das sogenannte Zentrale Differenzen Schema (CDS). Wie bereits weiter oben
besprochen fiihrt die starke Gewichtung der stromabwirts liegenden Groke @5 zu
unphysikalischen Ergebnissen und einer Verschlechterung der Konvergenzeigenschaf-

ten.

Setzt man in (4.42) a = 1, so ergibt sich das Second Order Upwind Schema (SOU)

3 1
(I)ip — 5‘1)]3 - i(bw

Die Einflussgrofsen sind bei diesem Verfahren im Gegensatz zum CDS richtig loka-
lisiert, jedoch kann der negative Koeffizient bei ®y, zu Problemen beim iterativen

Lésen des Gleichungssystem fiihren.

Eine weitere Variante ist das QUICK-Verfahren von Leonard [58], [115] bei dem
a = 0.25 gewdhlt wird. Es ist dann

3 3 1

Hier tritt - allerdings mit kleineren Koeffizienten - die unphysikalische Abhéngigkeit
zu @5 und der negative Koeffizient bei &y auf. Es sind also dhnliche Probleme wie

bei CDS und SOU, jedoch in abgeschwéchter Form zu erwarten.
Ein nicht zu vernachlédssigendes Problem bei dem SOU- und QUICK-Schema stellt

insbesondere bei unstrukturierten Gittern die Abhéngigkeit zu Werten im Nachbar-
element (hier @y ) dar. Die Implementierung eines Verfahrens zweiter Ordnung, das

den Ansatz (4.42) verwendet, ist somit im allgemeinen Fall sehr schwierig.

Schiefe Upwind-Verfahren

Aufgrund der beschriebenen Schwierigkeiten bei den Finite Differenzen Upwind-
Verfahren kommen in dieser Arbeit nur sogenannte schiefe (skewed) Upwind-
Verfahren zum Einsatz, die den erstgenannten Verfahren in der Regel iiberlegen sind.
Schiefe Upwind-Verfahren wurden in der Literatur zunéchst nur im Zusammenhang
mit den im nichsten Abschnitt besprochenen Physical Advection Correction Verfah-
ren erwahnt. Sie konnen jedoch auch als eigenstindige Verfahren betrachtet werden.

Im Einzelnen sind dies:
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(a) LPS Upwinding (b) REG Upwinding

Abbildung 4.5: LPS und REG Upwind-Verfahren

e Skewed Upwinding
Die Gerade in Stromungsrichtung wird bis zum Schnittpunkt mit der Element-
seite zuriickverfolgt. Der Knoten, der am néchsten zu diesem Schnittpunkt

liegt, wird als Upwind-Punkt gewéahlt.

e Linear Profile Skewed Upwinding (LPS)
Analog zum Skewed Upwind wird der Schnittpunkt in Stromungsrichtung mit
der Elementseite gesucht. Die umliegenden Knoten der Elementseite werden
dann mit Hilfe der Ansatzfunktionen linear gewichtet. Im zweidimensionalen
Beispiel aus Abbildung 4.5 ergibt sich die Formel
a b

o+ —— ;.
P R

®,, =

Bei LPS kann es vorkommen, dass bei ungiinstigen Verhiltnissen zwischen
Stromungsrichtung und Gitter ein Diagonalterm mit negativen Koeffizienten
erzeugt wird. In solch einem Fall gehen die durch Upwinding erzielten guten
Matrixeigenschaften des konvektiven Terms verloren. Dennoch stellt LPS eine

sehr einfache und in vielen Fillen stabile Upwind-Strategie dar.

e Reguldres Upwinding (REG)
Die Idee ist ahnlich wie bei LPS und wird in der Dissertation von Raw |[86|
beschrieben. Es wird der Schnittpunkt der Gerade in Stromungsrichtung mit
den Seiten des zugehorigen Teilkontrollvolumens bestimmt. Die lineare Inter-
polation erfolgt dann zwischen den entsprechenden Integrationspunkten oder

den Knoten. Abbildung 4.5 veranschaulicht diese Vorgehensweise und liefert
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im Beispiel die Formel

a 1 1 b
P, = —® —® —P, 0.
P ( 0 + 1> + a+ b p0

a+b\2 2

Wenn die Gerade zuerst eine Elementseite schneidet, so stimmt REG mit LPS
iiberein. Das Problem der negativen Koeffizienten bleibt also weiterhin beste-
hen. Aufgrund der moglichen Interpolation mit Hilfe von Integrationspunkten
ist lokal auf dem Element ein Gleichungssystem zu losen, um die korrekten
Koeffizienten des Upwindpunktes in Abhingigkeit der Knoten darzustellen.
Als sehr aufwiindig erweist sich allerdings die Ubertragung auf drei Raum-
dimensionen. Da Vergleichsrechnungen in zwei Raumdimensionen keine allzu
gravierenden Verbesserungen im Vergleich zu LPS zeigen, wurde im Rahmen

dieser Arbeit auf eine Implementierung in 3D verzichtet.

Positives Upwinding (POS)

Raw beschreibt in seiner Dissertation [86] noch ein weiteres Upwind-Schema,
das das Problem der negativen Koeffizienten behandelt. Es ist dem Mass weigh-
ted skewed Upwind-Verfahren aus [20] bzw. [93] sehr verwandt. Die Grundidee
hierbei ist, dass Grofen, die aus einem Teilkontrollvolumen SCV hinausstro-
men nur durch Grofen, die in das SCV hineinstromen beeinflusst werden diir-

fen. An jedem Integrationspunkt, der zum SCV gehort, wird der Massenfluss
msove = (u7)|scve

mit der nach auften gerichteten Normalen bestimmt. Bei negativem Vorzeichen
liegt eine Einstromung, bei positivem Vorzeichen eine Ausstromung der zu
betrachtenden Grofe @ vor. Bei Ausstromung an einer Seite des SCV wiirde
beim Vollen Upwinding die zu interpolierende Grofe lediglich am zu diesem

SCV gehorenden Knoten bestimmt werden:

D, = Py

Beim positiven Upwinding werden jedoch zusitzlich alle Seiten beriicksichtigt,

an denen eine Einstromung vorliegt:

(4.43) Cp=(1—-a)Pscv +a > wsevrPsove.

SCVF
mgcvr <0
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1. Fall: m;, =0 2. Fall: 0 < myp/mou < 1

3. Fall: my, /mey > 1

Abbildung 4.6: Positives Upwinding

Zur Berechnung der Gewichte in Gleichung (4.43) wird zunéchst die Summe

Moy aller Ausflissse und der Betrag m;, alle Einfliisse bestimmt:

Mout = Z mscvr Mip = Z |mSCVF|-

SCVF SCVF
mgcovr >0 mgcvrE<0

Die Werte von v und w ergeben sich dann mit Hilfe der Formeln

(4.44) F = max (Min, Moutr)
m
(4.45) wseyp = — TSCVE
F
My
4.46 = .
(4.46) a 7

In diesem Schema sind alle der folgenden drei Fille beinhaltet, die physikalisch
gesehen auftreten konnen. Liegt an allen Seiten des SCV eine Ausstromung vor,
ist also m;, = 0, so kann die Grofe nur aus Richtung des Knotens transpor-

tiert werden. Das ist der Fall, in dem das Positive Upwinding mit dem Vollen
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Upwinding iibereinstimmt. Gilt dagegen 0 < % < 1, so stromt ein Teil
iiber die Seiten des SCV ein und eine restliche Abhéangigkeit kommt vom Inne-
ren des Kontrollvolumens, das heisst vom zugehdrigen Knoten. Ist schlielich
% > 1, so erfolgt der Transport der Grofse ® nur iiber die Seiten des SCV

und es ergibt sich keine Abhéngigkeit zum Knoten. Die drei Fille sind fiir zwei

Raumdimensionen noch einmal in Abbildung 4.6 graphisch dargestellt.

Bei dieser Konstruktion eines Upwind-Verfahrens konnen keine negativen Ko-
effizienten auftreten. Erkauft wird dieser Vorteil durch den Verlust an Ge-
nauigkeit, da das Positive Upwinding nur noch von erster Ordnung ist. Die
dadurch entstehende numerische Diffusion ist jedoch nicht so grof wie beim
Vollen Upwind-Verfahren.

Physical Advection Correction

Die sogenannte Physical Advection Correction (PAC) wurde erstmals bei den von
Raithby [83] vorgeschlagenen schiefen Upwind-Verfahren erwihnt. Ahnlich wie bei
der Berechnung des Korrekturtermes A®;, aus (4.41) mit Hilfe von Finite Differen-
zen Approximationen in Gleichung (4.42) wird bei den PAC-Verfahren versucht, die
erste Ableitung von ® zu approximieren. Es werden jedoch die lokalen physikali-
schen Transporteigenschaften beriicksichtigt. Ein Konvektionsterm kann mit Hilfe

der Ableitung 0/0s in Stromungsrichtung

o
(4.47) i3

_||8<I>
_Uas

umgeformt werden. Dabei ist s = “‘Jva“‘] und |v| bezeichnet den Betrag der Geschwin-
digkeit.

Die Anderung von ® zwischen dem Upwindpunkt up und dem Integrationspunkt
ip wird aus den nicht konvektiven Anteilen der jeweiligen Transportgleichung be-

stimmt.

So ergibt sich fiir die Konvektion der Dichte in der Massenerhaltung die Gleichung

do| 1 00 ou,
ip N |Uip| <8t + Qa.l’])

4.48
(4.48) Os
und hieraus das PAC-Upwind-Verfahren

ip

L (0o ou;
4.49 = Oup + A0 = Oup — —— j
( ) Oip = Oup + B0ip = Oup |Uip| (8t+gaxj>‘ip
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mit der Abkiirzung L fiir den Abstand zwischen Upwind- und Integrationspunkt.
Die einzelnen Terme in der Korrektur Ap;, werden dann mit Finite Differenzen
Approximationen diskretisiert. Zur Bestimmung des Upwindpunktes kénnen alle
bisher besprochenen Upwind-Verfahren wie LPS oder REG verwendet werden. Der
Einsatz eines PAC-Upwind-Verfahrens fiir die Dichte empfiehlt sich insbesondere bei
supersonischen Stromungen. In diesen Féllen treten jedoch in Bereichen von Stofen
grofe Gradienten der lokalen Grofen auf, sodass eine Diskretisierung von (4.49) mit
Finiten Differenzen zu Oszillationen der Losung fiithrt. Die Wahl einer harmonischen
Interpolation des Gradienten der Geschwindigkeit umgeht diese Schwierigkeit. In

dieser Arbeit wird deshalb das folgende Schema verwendet:

L (gip L (A””)
ip

(450) Oip = Qup — 70 +o
|Uip
Ebenso ergibt sich analog das PAC-Upwind-Schema fiir die konvektierte Geschwin-

At L

digkeit aus der Impulsgleichung:

8ui 1 < 8uz 8])(2) L 8Tij >

Bs |, " ol \%t " Om  Reou

(4.51)

ip
Diese Gleichung wird linearisiert, indem die Dichte p durch die Dichte aus der letzten

nichtlinearen Iteration o° ersetzt wird.

Gewichtete Upwind-Verfahren

Bei Rechnungen mit Viskositidt wird oft ein gewichtetes Schema verwendet. Dieses
in Anlehnung an das Upstream Weighted Differencing Scheme (UWDS) von Raitby

und Torrance [84] konstruierte Verfahren hat die Form
Dip = a(Dyp + AD;p) + (1= ) > Neo(ip) P

Es wird also zwischen einem reinen Upwind-Verfahren und der Interpolation mit

zentralen Differenzen gewichtet. Die Funktion o kann zum Beispiel durch

Pe? ujn;L
a=—-:, e=———
5+ Pe? v
mit der Pecletzahl Pe bestimmt werden. Die verwendeten Parameter sind die lokalen
Grofen fiir die Geschwindigkeit, der Normalenvektor, die Lange L der Seite, auf der
1p liegt, sowie den Diffusionskoeffizienten v. Die Pecletzahl dient dabei als Mafs fiir

das Verhaltnis von Konvektion zur Diffusion.
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4.4.2 Stabilisierung

Der knotenbasierte kollokierte Finite Volumen Ansatz fiihrt bei stationdrer Rech-
nung im inkompressiblen Limit M — 0 zu einer Verletzung der LBB-Bedingung
[19]. Im schwach kompressiblen Regime ist der Einfluss der zusétzlichen Terme nicht
allzu grof, sodass auch in diesem Falle das diskrete System eine zusétzliche Stabi-
lisierung bendtigt. Diese wird durch eine spezielle Wahl der Interpolation am Inte-
grationspunkt erzielt. Die grundlegende Idee zu einem solchen Verfahren wurde von
Schneider und Raw [94] entwickelt und von Rentz-Reichert [88] untersucht. Eine
Modifikation wurde von Karimian und Schneider [47] eingefiihrt. Die Impulsglei-
chung wird mit Hilfe eines Finite Differenzen Ansatzes an jedem Integrationspunkt
approximiert, was gerade dem weiter oben beschriebenen Vorgehen bei der Realisie-
rung eines PAC-Upwind-Verfahrens fiir die Geschwindigkeit (4.51) entspricht. Die
Finite Differenzen Approximation fiihrt auf jedem Element zu einem Gleichungs-
system, das von den Geschwindigkeiten am Integrationspunkt und an den Knoten
sowie vom Druck an den Knoten abhédngt. Dieses System wird lokal auf jedem Ele-
ment gelost und ergibt dann eine spezielle Interpolation fiir die Geschwindigkeit
am Integrationspunkt. Raw et al. verwenden diese Interpolation der Geschwindig-
keit in der Kontinuitdtsgleichung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.
Durch die zusétzliche Kopplung der Geschwindigkeit am Integrationspunkt mit den
Druckwerten an den Knoten entsteht in der Kontinuitatsgleichung ein kiinstlicher
Term. Dieser entspricht bei einem uniformen Gitter mit Gitterweite h einer Finite
Volumen Diskretisierung von Ch?Ap. Nigele [71] zeigt dabei auf, dass die Konstante

C' von der Finite Differenzen Diskretisierung der restlichen Terme in (4.51) abhéngt.

Diese Idee gilt es nun auf das schwach kompressible Regime zu iibertragen. Die Kon-
tinuitdtsgleichung entspricht im inkompressiblen Grenzfall der Divergenzbedingung
an die Geschwindigkeit. In dieser Arbeit wurde bereits gezeigt, dass im schwach
kompressiblen Limit die Energiegleichung zur verallgemeinerten Divergenzbedin-
gung wird. Eine Stabilisierung des Systems kann somit bei Verwendung des PAC-
Upwindings fiir die Geschwindigkeit in der Energiegleichung erzielt werden. Der
kiinstliche Druckterm hat dann bei uniformem Gitter die Gestalt Ch?Ap® mit dem
Schwankungsdruckanteil p®. Auf den Gesamtdruck p hat dieser Ansatz aufgrund

der Skalierung mit M? nahezu keinen Einfluss.

Karimian et al. [46] haben aufgezeigt, dass der Ansatz von Raw et al. in manchen
Fillen Oszillationen der Lésung nicht verhindern kann. Um diese Problematik zu

umgehen, schlagen die Autoren vor, beim Aufstellen des lokalen Systems fiir die Ge-
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schwindigkeit aufer der Impulsgleichung zusétzlich noch die Kontinuitatsgleichung
zu beriicksichtigen, die mit der Geschwindigkeit gewichtet subtrahiert wird. Es ergibt
sich somit der Ansatz

ou;
s

r . .
= ——— (€ —wi)|;
ip Q|U| ( )|ZP
mit dem Fehler ¢ aus der Impulsgleichung

_ %+8p(2)_ia7—”
T \%a 0r;  Re Oz,

und dem Fehler ¢ aus der Kontinuitatsgleichung.

0o 8u] 0o
(aﬁ %9z, " "og, )

(4.52)

4.4.3 Randbedingungen

Eine gesonderte Behandlung bei der Diskretisierung miissen Randelemente erfahren.
Es gilt, eine numerische Beschreibung der in Abschnitt 3.3 diskutierten kontinuier-

lichen Randbedingungen zu finden.

Zudem ist die geometrische Situation am Rand unterschiedlich zu der im Inneren
des Gebietes. Ein Randkontrollvolumen wird zum einen durch das duale Gitter und
zum anderen durch den Rand des Gebietes begrenzt. Zur Bestimmung der nume-
rischen Fliisse in das Gebiet hinein und aus dem Gebiet heraus werden deshalb an
den Seitenmittelpunkten des Randes zusétzliche Randintegrationspunkte (boundary
integration point) bip eingefithrt. Eine Darstellung der Konstruktion von Randkon-

trollvolumen und Randintegrationspunkt ist in Abbildung 4.7 zu finden.

Da die Assemblierung der Massenmatrix iiber die Teilkontrollvolumen erfolgt, miis-
sen fiir diese keine Anderungen vorgenommen werden. Die Steifigkeitsmatrix hin-
gegen erfordert die Berechnung der Fliisse {iber die Grenzen der Kontrollvolumen

hinweg. Ein Randintegral wird somit wie folgt approximiert:

/8 | Bids = Z Onil;, + > Pnily, -

bip

Je nach Typ der Randbedingung ist der Abschluss des Finite Volumen Verfahrens
am Rand unterschiedlich zu behandeln. Bei einer Dirichlet-Randbedingung wird der
Dirichlet-Wert fiir die entsprechende Komponente direkt gesetzt. Bei anderen Rand-
bedingungen werden Teile der Gleichungen am bip geeignet assembliert. Eventuelle
Stabilisierungs- oder PAC-Terme werden dagegen generell nicht beriicksichtigt.
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. Randkontrollvolumen A Randintegrationspunkt

Abbildung 4.7: Randkontrollvolumen mit Randintegrationspunkten
Einflussrandbedingung

Im Falle einer Stromung in das Gebiet hinein werden am Einflussrand Dirichlet-
Werte vorgegeben. Bei einer supersonischen Stromung werden alle Grofen mit Hilfe
einer Dirichlet-Randbedingung vorgegeben. Bei allen anderen Stréomungen jedoch
sind nur die Geschwindigkeit und die Dichte durch Dirichlet-Werte festgelegt. Die
Energiegleichung wird dann durch eine Interpolation aller Terme mit Hilfe der An-

satzfunktionen assembliert.

Ausflussrandbedingung

Bei einer Stromung aus dem Gebiet hinaus muss ebenso wie beim Einflussrand je
nach Stromungsgeschwindigkeit unterschieden werden. Bei einer subsonischen oder
transonischen Stromung wird der Druck am Ausflussrand durch einen Dirichlet-Wert
bestimmt, somit wird lediglich die Energiegleichung nicht assembliert. Bei superso-
nischen Stromungen ist keine Komponente vorgegeben, sodass alle Gleichungen am

Rande assembliert werden miissen. Dies geschieht durch Verwendung der gleichen
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Linearisierung wie im Inneren des Gebietes und durch Verwendung der zentralen Dif-
ferenzen fiir alle Terme. Dieses Vorgehen ist auch konsistent im Falle eines Upwind-
Verfahrens im Inneren, da die zentralen Differenzen am Rande bei Annahme eines

parallelen Ausstromes auch als Art Upwinding angesehen werden kann.

Wandrandbedingung

An Winden gilt die charakteristische Eigenschaft, dass die Geschwindigkeit in Nor-

malenrichtung zur Wand Null ist:

|bip =

Im reibungslosen Fall spricht man von einer Slip-Randbedingung, im reibungsbehaf-

teten Fall dagegen von einer No-Slip-Wand.

¢ Slip Randbedingung
Eine einfache Implementierung der Bedingung (4.53) beruht auf dem Ver-
nachlassigen aller Terme, die die Normalengeschwindigkeit beinhalten. Bei den
Euler-Gleichungen muss somit lediglich der Druckterm in den Impulsgleichun-
gen assembliert werden. Dies geschieht wie auch im Inneren des Gebietes mit
einer Interpolation unter Zuhilfenahme der Ansatzfunktionen. Im Falle der
Navier-Stokes-Gleichungen ist zudem der Diffusionsterm ungleich Null. Dieser
vereinfacht sich jedoch, da bei einer Slip-Randbedingung die Reibungskrifte
parallel zur Wand zu Null werden miissen. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn

fiir die Komponente des Spannungstensors in Tangentialrichtung
Tijtj = 0
gilt.

e No-Slip Randbedingung
Bei einer reibungsbehafteten Stromung gilt zuséitzlich, dass an der Wand die
Stromung beziiglich dieser stationdr ist. Das heisst, die Geschwindigkeit der
Stromung ist identisch zur Geschwindigkeit der Wand. In den meisten Fillen
ist diese Null. Es gilt also die Dirichlet-Randbedingung

Uiy = Ujlyan firj=1,...,d

fiir die Geschwindigkeit. Somit sind nur noch die Kontinuitits- und die Energie-

gleichung zu behandeln. Alle Fliisse in beiden Gleichungen werden assembliert,
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indem die vorgegebenen Geschwindigkeitswerte direkt eingesetzt werden und

fiir die anderen Grofen zentrale Differenzen verwendet werden.

4.5 Nichtlineare lterationsverfahren

Die Euler- beziehungsweise Navier-Stokes-Gleichungen stellen ein voll gekoppeltes
Gleichungssystem in den Variablen Dichte, Geschwindigkeit und Druck dar. Mit Hil-
fe der in diesem Kapitel beschriebenen Diskretisierung werden die partiellen Diffe-
rentialgleichungen in ein nichtlineares System algebraischer Gleichungen iiberfiihrt.

Dieses gilt es in jedem Zeitschritt zu 16sen.

Die Nichlinearitéit der Navier-Stokes- als auch der Euler-Gleichungen bleibt natiirlich
nach der zeitlichen Diskretisierung erhalten. Es ergibt sich immer - wie am Beispiel
BDF(2) in (4.23) oder DIRK(2) in (4.34) zu sehen - ein nichtlineares Gleichungssy-

stem der Form

mit dem nichtlinearen Operator A/, den Unbekannten y = (o, uy, . . ., Ug, p? ) o1,
an den K Knoten des Gitters und der rechten Seite b. Der Operator N hat im
Allgemeinen die Gestalt

(4.55) N(y) = sm-T(y) +5a-R(y)

mit den diskretisierten Operatoren 7 und R aus (4.17) respektive (4.18). Bei statio-
nidren Berechnungen lauten die Koeffizienten s,, = 0 und s, = 1. Bei instationdren
Berechnungen dagegen ist s,, = 1 und s, ergibt sich aus der jeweiligen Formel fiir

die Zeitdiskretisierung.

4.5.1 Newton-Ilteration

Das nichtlineare System (4.54) kann mit Hilfe der Newton-Iteration gelost werden.
Das Newton-Verfahren ergibt sich aus der nach dem Term erster Ordnung abgebro-

chenen Taylor-Entwicklung des nichtlinearen Gleichungssystems:
Ny =N+ TGy -4 +0(y—4")°) =0

Hierbei bezeichnet [J die sogenannte Jacobi-Matrix, die iiber die Vorschrift

7) = %Y
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gebildet wird. Die Bestimmung der Jacobi-Matrix wird in Abschnitt 4.5.2 bespro-
chen.

Die hieraus abgeleitete Iterationsvorschrift besteht aus zwei Schritten. Im ersten

Schritt wird das lineare Gleichungssystem
(4.56) T ()™ = —d

gelost. Auf der rechten Seite erscheint der Defekt d* = A/ (y') — b der Niherung
y* aus dem letzten Iterationsschritt. Die Losung ¢! des Gleichungssystems (4.56)
wird mit Hilfe einer der in Abschnitt 4.6 vorgestellten Methoden zur numerischen
Behandlung linearer Gleichungssysteme berechnet. Sie dient dann in einem zweiten
Schritt als Korrektur der letzten Iterierten:

(457) yi+1 — yz + Ci+1.

Oft wird zur Stabilisierung des nichtlinearen Losungsverfahrens nicht die volle Kor-

rektur addiert, sondern nur ein gedampfter Beitrag
(4.58) gt =gyt N

Der Dampfungsparameter A wird dabei typischerweise zwischen 0.5 und 1 gewahlt.
Statt der Vorgabe eines festen Wertes fiir A kann auch eine sogenannte Liniensu-
che benutzt werden, um automatisch einen giinstigen Wert fiir A\ zu finden. Liegt
die Fehlerreduktion des Iterationsschrittes iiber einem gewiinschten Wert, so wird A
halbiert. Fiir das so neu entstandene y™' =y’ + 3 - ¢"*! wird wiederum die Fehler-
reduktion bestimmt. Entweder wird A\ ein weiteres Mal halbiert oder aber es wird
bei ausreichender Konvergenz zum néchsten Iterationsschritt ibergegangen. Vorteil
der Liniensuche ist eine flexible Anpassung an das Konvergenzverhalten der Iterati-
on. Von Nachteil ist jedoch, dass bei jedem Schritt der Liniensuche die Matrix neu
assembliert werden muss, sodass die Zahl der Liniensuchschritte moglichst gering

gehalten werden sollte.

4.5.2 Berechnung der Jacobi-Matrix

Die Jacobi-Matrix J des nichtlinearen Systems (4.54) wird analytisch bestimmt.
Ebenso wie bei der Aufspaltung des nichtlinearen Operators (4.55) berechnet sich
die Jacobi-Matrix aus zwei Anteilen:

J =5m - JIr+ 54 Ir.
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Der Anteil Jr stammt aus der Zeitdiskretisierung, der Anteil Jr dagegen aus der
Steifigkeitsmatrix.

Somit gilt in drei Raumdimensionen:

[ odx
S\fgu(l’dx + [ "urdz
(4.59) TIr(y°)y = S\fgugd:r + [ ®usdx
A oudda + [ QOusdx
71fp dx+)\M [ oududdz + ( (14 1)L f@uuZ

Hier wurde wie auch schon im Abschnitt {iber die Zeitschrittverfahren auf die konti-
nuierliche Notation zuriickgegriffen, um die Darstellung {ibersichtlich zu halten. Zu-
sitzlich wurde in dieser Notation ein weiterer Dampfungsparameter A eingefiihrt, der
zur Stabilisierung der Diagonaldominanz der linearisierten Matrix beitragen kann.

Man gelangt zu obiger Jacobi-Matrix mit Hilfe des Ansatzes

~

O = A0 + (1 — \)@°,
Die Linearisierung eines nichtlinearen Termes der Form ®;W¥ lautet dann
QU = AU + AU + (1 — N)°W = O + A\’

Dieser Dampfungsparameter ist von dem Parameter A aus (4.58) zu unterscheiden.
Fiir A = 1 erhilt man das volle Newton-Schema, fiir A = 0 dagegen die in der
Literatur haufig zu findende Fixpunktiteration. Diese hat den Vorteil, in einem weit
groferen Bereich zu konvergieren. Allerdings ist die Fehlerreduktion wie zu erwarten

deutlich geringer.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Bestimmung der Jacobi-Matrix Jz (y°)y

fiir jeden einzelnen nichtlinearen Term von R einzeln aufgefiihrt.

Der Massenterm in der Kontinuitatsgleichung lautet linearisiert
(4.60) /QUjTLde — / ngnjds + 5\/ 0’ujn;ds.

Der Druckterm und der Diffusionsterm in der Impulsgleichung sind linear, der Kon-

vektionsterm wird folgendermafien linearisiert:

(4.61) /Quiujnjds — /gouiugnjds + 5\/ ouguin; + 0" ujujn;ds.
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In der Energiegleichung sind alle Terme bis auf den Divergenzterm [ u;n;ds nicht-

linear:

(4.62) /p(2)ujnjds — /p(2)u?njd8+5\/(p(2))0ujnjds

J

(4.63) /guiuiujnjds — (142 / gouguiugnjds + A / oududun; + o®ududu;n;ds

4.64 Tiiuin;ds — Ti‘uon'ds—l-j\ oumn;ds.
J J J ') 1] J

Eine weitere interessante Moglichkeit zur Bestimmung der Jacobi-Matrix liegt in
der Verwendung einer numerischen Differentiation anstatt der analytischen Bestim-
mung. Diese soll hier nicht weiter untersucht werden, findet jedoch in der Disser-
tation von Huurdeman [41] bei turbulenten Strémungsproblemen eine erfolgreiche

Anwendung.

Schlieflich konnte die Verwendung einer automatischen Differentiation, wie sie bei
Griewank [30], [31] beschrieben ist, erfolgreich sein. Diese bestimmt die Jacobi-
Matrix fiir das konkrete diskrete Problem. Solch ein Vorgehen hat den Vorteil, dass
Nichtlinearitidten, die zum Beispiel aus den Upwind-Verfahren oder aufgrund der
Stabilisierung entstehen, mit beriicksichtigt werden konnen. Der Implementierungs-

aufwand sprengt jedoch den Rahmen dieser Arbeit.

4.5.3 Defektberechnung
Zur Berechnung des Defektes
(4.65) A = N(y™) —b

muss der Operator N auf die aktuelle Losung y*t! angewendet werden. Dies kann
ebenso wie bei der Berechnung der Jacobi-Matrix durch die Assemblierung einer
Matrix geschehen. Aus Implementierungssicht ist es durch einen einfachen Trick
moglich, die Defektberechnung mit der Assemblierung der Jacobi-Matrix zu kombi-

nieren. Der Defekt wird dann bestimmt durch die Gleichung
(466) di+1 — jj\zo(yi+1)yi+l _ b

mit der Jacobi-Matrix der Fixpunktiteration, das bedeutet fiir A =0.
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4.6 Lineare lterationsverfahren

Nach Anwendung der Zeitdiskretisierung und schliefslich der rdumlichen Diskretisie-
rung der linearisierten Gleichungen stellt sich das Problem, ein lineares Gleichungs-

system der Form
(4.67) Ay=1>

zu 16sen. Es ist y = (o, uy, ..., ug, PP )eo=1.. x der Vektor der Unbekannten, die in
den K Knoten des Gitters lokalisiert sind. Die Matrix A ist eine reguldre N x N-
Matrix mit N = (d 4 2) - K. Aufgrund der Diskretisierung mit Finiten Volumen ist
die Matrix A nur diinn besetzt, das heift die Matrix hat nur O(NN) Nichtnullein-
trige. Da die Invertierung der Matrix N? Eintrige erzeugen wiirde, ist das direkte
Lésen des Gleichungssystems fiir grofse N auf heutigen Rechnern nicht mehr mog-
lich. Stattdessen kommen iterative Losungsverfahren zum Einsatz, deren Aufwand
linear mit der Anzahl N der Unbekannten wiichst. Eine gute Ubersicht iiber die
Konstruktion von Iterationsverfahren sowie ihrer Konvergenz und Stabilitéit findet
sich in dem Buch von Hackbusch [36].

4.6.1 Klassische Iterationsverfahren

Die in diesem Abschnitt vorgestellten linearen Iterationsverfahren haben in der Re-
gel nur ein langsames Konvergenzverhalten. Man wird sie deshalb kaum als itera-
tiven Loser verwenden. Sie haben jedoch eine wichtige Bedeutung als Glatter im

Mehrgitterverfahren oder als Vorkonditionierer.

Viele Iterationsverfahren lassen sich aus einer additiven Zerlegung
(4.68) A=W -R

der Matrix A gewinnen. Die reguldre Matrix W sollte dabei moglichst leicht zu

invertieren sein. Das Gleichungssystem (4.67) ist dann dqivalent zu
(4.69) Wy =Ry +b,
woraus sich sofort die Iteration

(4.70) Wyt = Ry + b
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herleiten 1afst. Etwas umgeformt lautet die Iteration
(4.71) y =yt —0- WAy —b).

Zusatzlich wurde der Dampfungsparameter 6 eingefiihrt, der dazu dienen kann, eine

Konvergenz zu erzwingen.

Entscheidend ist nun die Bestimmung der Matrix . Eine mogliche Zerlegung der
Matrix A ist die Aufspaltung in die Diagonalmatrix D, eine strikt untere Dreiecks-

matrix L und eine strikt obere Dreiecksmatrix U:

(4.72) A=D-L-U.

Die einfachste Wahl fiir W ist die Diagonalmatrix D. Hieraus resultiert das soge-

nannte Jacobi-Verfahren
(4.73) Y=y —0- D YAy —b).

Das Verfahren ist zwar sehr einfach zu implementieren, konvergiert aber in den

meisten Fillen nur sehr langsam.

Eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit erzielt man durch die zuséitzliche
Berticksichtigung des unteren Dreiecksanteils L. Ist also W = %D— L, so erhidlt man
das SOR-Verfahren

(4.74) y "t =y" — 0. w(D—wL) Ay - b).

Die Wahl von w = 1 stellt einen Spezielfall dar, ndmlich das Gaulfs-Seidel-Verfahren.
Bei einer Uberrelaxation w > 1 kann man oft eine schnellere Konvergenz erzielen,
w < 1 hingegen stabilisiert das Verfahren bei Problemen, die mit dem Gauf-Seidel-

Algorithmus nicht konvergieren.

Im SOR-Verfahren ist die Auswahl der unteren Dreiecksmatrix willkiirlich. Ein voll-
kommen analoges Schema ergibt sich bei Wahl von W = %D — U mit der oberen
Dreiecksmatrix U. Fiihrt man nun zuerst eine Iteration mit der unteren und an-
schlieffend eine weitere Iteration mit der oberen Dreicksmatrix aus, so entsteht das
SSOR-Verfahren. Es ist hier

(4.75) lV:(liw(iD—L>(éD>4<éD—U>

und die Iteration lautet

(4.76) Yyt =y —0-w2—w)(D—-wl) 'D(D—wL) ™ (Ay" —b).

Fiir w = 1 ergibt sich das Symmetrische Gaufs-Seidel-Verfahren.
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4.6.2 ILU-Verfahren

Eine weitere Form der additiven Zerlegung stellt die Durchfiihrung einer Dreiecks-
zerlegung dar. Dann ist
A=LU - R.

Fiir die Iterationsmatrix W ist ein Ansatz der Form W = L'U’ méglich, sodass sich

die folgende Iteration ergibt:

(4.77) y =y —0- UL Ayt - b).

Bei einer vollstandigen LU-Zerlegung ist R = 0. Dies erkauft man sich jedoch durch
den entscheidenden Nachteil, dass beide Dreiecksmatrizen voll besetzt sind. Es miis-

sen die N? Gleichungen
N
Zlijujk = Uk fir 1 S i, k S N
j=1

gelost werden. Eine Zerlegung in wiederum schwach besetzte Dreiecksmatrizen wird
bei der sogenannten ILU-Zerlegung (Incomplete Lower Upper) erzwungen, indem
nur bestimmte Matrixeintrige in L' und U’ gefiillt werden. Zur exakten Definition
des Verfahrens miissen zunéchst ein paar Begriffe eingefiihrt werden. Eine Teilmenge
G C I xI aller Indexpaare (i,7) mit I = {1,2,..., N} heift Graph. Der Graph G(A)

einer Matrix A ist dann die Menge aller Indexpaare der Nichtnullelemente:
G(A) = {(Z,j) el x1I: Q5 §£ 0}

Fiir einen vorgegebenen Graphen G ist die ILU-Zerlegung definiert durch

N
Zliju]‘k = QL fir (Z, ]{7) ed
j=1

Gewohnlicherweise wird die Indexmenge G so gewéhlt, dass der Graph der Matrix

A eine Teilmenge von G ist. Im Spezialfall
G(A) =G

spricht man auch von einer ILU-Zerlegung auf Level 0 oder kurz ILU(0).
In der Literatur ist eine Vielzahl an Fiillstrategien zu finden. Es gibt Mdoglichkeiten,

den Graphen geometrisch oder numerisch zu erweitern. Im zweiten Fall wird ein
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zusatzlicher Matrixeintrag erzeugt, wenn dieser iiber einer vorgegebenen Schranke
(threshold) liegt. Das so modifizierte Verfahren nennt sich THILU. Die Schwierig-
keit liegt darin, die Schranke geeignet zu wahlen. Auf der einen Seite ist durch die
Erweiterung des Graphen eine Konvergenzverbesserung zu erzielen. Auf der ande-
ren Seite muss jedoch die Anzahl der Nichtnullelemente klein gehalten werden, um
nicht Gefahr zu laufen, eine deutliche Performanceverschlechterung in Kauf nehmen

Zu miissen.

Eine andere wichtige Erweiterung ist das von Wittum [112], [110] vorgestellte Modifi-
zierte ILU-Verfahren. Die Idee dieses Verfahrens ist es, ahnlich wie bei den Relaxati-
onsverfahren die Diagonale der Iterationsmatrix zu beeinflussen. Fiir die Restmatrix
R gilt

rii = 0,

da die Diagonale von A - also alle Indexpaare (i, %) - immer zum Graphen G gehoren
muss. Beim sogenannten ILUg-Verfahren werden dagegen die nicht beriicksichtig-
ten Elemente auferhalb des Graphen G geeignet gewichtet auf die Diagonale der
Restmatrix R addiert:

Ty = 52 I7i5]-

i#]
Fiir g = 0 erhdlt man das gewohnliche ILU-Verfahren, eine Verbesserung der Kon-
ditionszahl ergibt sich fiir f = —1. Viel wichtiger ist jedoch, dass fiir § > 0 auf-
grund der Dampfung das Iterationsverfahren bessere Stabilitdtseigenschaften auf-

weisen kann.

Aus Implementierungssicht wird die Darstellung der Iterationsmatrix W oft derart
modifiziert, dass
W= (D+L)D(D+U)

gilt mit der Diagonalmatrix D und den strikt unteren beziehungsweise strikt oberen
Dreiecksmatrizen L und U. Zu beachten ist, dass diese Formel formal der Vorschrift
des SSOR-Verfahrens (4.75) fiir w = 1 entspricht. Die Herleitung der Dreiecksma-
trizen erfolgt jedoch im einen Fall direkt aus der Matrix A und im anderen Fall mit

Hilfe der unvollstiandigen Zerlegung.

4.6.3 Blockverfahren

Das lineare Gleichungssystem (4.67) ist bei Verwendung des kollokierten Ansatzes

wie bereits erwdhnt von der Dimension N = (d + 2) - K. Es konnen nun zwei
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verschiedene Formen der Blockung unterschieden werden:

e Punktblock
Die Unbekannten werden in K Blocke der Grofke d + 2 aufgeteilt. Dies ent-
spricht der Anordnung (g, uy, ..., uq, p®)1,..., (0, uy,. .., uq, p'?) k. Die Stei-
figkeitsmatrix besteht dann aus Punktblocken der Grofe (d + 2) x (d + 2).

¢ Gleichungsblock
In diesem Falle werden die Unbekannten in d + 2 Blocke der Gro-
fse K aufgeteilt. Dies entspricht einer gleichungsweisen Anordnung
Ql,...,K;Uu,...,K;---,Ud1,...,K,p(2)1,_,_,K der Unbekannten. Die Steifigkeitsmatrix
zerfallt dann in Gleichungsblocke der Grofe K x K.

In Verallgemeinerung der bisher vorgestellten Iterationsverfahren kénnen nun die
Blockvarianten eingefiihrt werden. Die Zerlegung der Matrix erfolgt in Blécken, es
ist dann zum Beispiel

A=D-L-U

mit der Blockdiagonalmatrix D, der strikt unteren Blockdreiecksmatrix L und der
strikt oberen Blockdreiecksmatrix U. Dabei miissen die einzelnen Blocke invertiert

werden.

Bei der Punktblockung kann die Invertierung der Blocke exakt erfolgen, da die-
se nicht zu grof sind. Die meisten Konvergenzaussagen zu den skalaren Verfahren
konnen dann auf die Blockvarianten iibertragen werden. Wenn in dieser Arbeit im
Kontext der Mehrgitterverfahren von einem der bisher eingefiihrten Iterationsver-
fahren gesprochen wird, so ist damit immer die entsprechende Punktblock-Iteration

gemeint.

Etwas anders ist die Situation fiir die Gleichungsblockung, da die entstehenden
Blocke nur um einen konstanten Faktor kleiner sind als die Ausgangsmatrix. Die
Blocke konnen somit zur Reduktion des Aufwandes nur naherungsweise invertiert
werden. Hier konnen etwa die bereits besprochenen Punktblock-Verfahren zum Ein-
satz kommen. Als spezielles Gleichungsblock-Verfahren kann das SIMPLE-Verfahren
von Patankar und Spalding |78] interpretiert werden, wie bei Wittum [109] darge-
stellt. Weitere im Rahmen von Mehrgitterverfahren fiir die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen einsetzbare Gleichungsblock-Verfahren sind spektralverschobene
und transformierende Iterationen, wie sie von Rentz-Reichert [88] untersucht wur-

den.
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4.6.4 Mehrgitterverfahren

Die ersten Mehrgitterverfahren sind bereits in den friither 60er Jahren bei Fedorenko
[25] beschrieben. Die auch heute noch grundlegende Konvergenzanalyse autbauend
auf einer Fourier-Transformation stammt aus dem Jahre 1976 von Hackbusch [35].
Die Theorie fiir elliptische Randwertprobleme ist seit Mitte der 90er Jahre im We-
sentlichen abgeschlossen und kann zum Beispiel in den Monographien von Hackbusch
[36] oder Wesseling [107] nachgelesen werden. Die Bedeutung der Mehrgitterver-
fahren ist dabei in ihrer optimalen Effizienz begriindet: Bei einem algorithmischen
Aufwand von O(N) konnen elliptische Probleme mit einer Konvergenzrate unab-
hingig von der Problemgrofe gelost werden. In den letzten Jahren konnten Mehr-
gitterverfahren jedoch auch auf eine weitaus grofere Anzahl von Problemstellungen
iibertragen werden. Allerdings birgt der Ubergang zu hyperbolischen Gleichungen
und zu Systemen von Gleichungen immer noch einen groffen Forschungsbedarf. Fiir
die lineare Konvektions-Diffusions Gleichung, die im Grenzfall in eine hyperboli-
sche Gleichung iibergeht, sind robuste Mehrgitterverfahren von Johannsen [44] und
Probst [81] entwickelt worden. Fiir Systeme von Gleichungen gibt es nur wenige
Konvergenzbeweise, die zudem nur fiir spezielle Gleichungsblock-Varianten giiltig
sind. Von Wittum [113] stammt der sogenannte transformierende Glatter fiir die
Stokes-Gleichungen, dessen Glattungseigenschaft von der Ordnung O(1/1/v) ist bei
Anwendung von v Glattungsschritten. In einem neueren Ansatz fiir Sattelpunkt-
probleme kann Zulehner [116] sogar eine Glattungsrate der Ordnung O(1/v) fiir die
Stokes-Gleichungen beweisen. Im Falle der in dieser Arbeit verwendeten Punktblock-

Strategien liegen bis zum heutigen Zeitpunkt jedoch keine Konvergenzaussagen vor.

Die bisher beschriebenen klassischen Iterationsverfahren haben die Eigenschaft, dass
hochfrequente Fehleranteile zwar effektiv geddmpft, die niederfrequenten Anteile da-
gegen nur sehr wenig reduziert werden. Dieses Verhalten ist gleichzeitig der Grund
dafiir, dass die Konvergenz bei zunehmender Dimension des Gleichungssystems im-
mer langsamer wird. Die grundlegende Idee fiir ein Mehrgitterverfahren ist es nun,
einige wenige Iterationsschritte durchzufiihren, bis der Fehler im Wesentlichen nie-
derfrequent ist. Dieser glatte Fehler kann auf einem groberen Gitter dargestellt wer-
den. Dort ist die Behandlung des Fehlers einfacher, da das System kleiner wird. Man
spricht von der Zweigittermethode, wenn das Gleichungssystem auf dem groben Git-
ter exakt gelost wird. Das Mehrgitterverfahren ergibt sich durch rekursive Anwen-
dung des Zweigitterschemas iiber mehrere Gitter hinweg. Eine exakte Beschreibung

des Mehrgitterverfahrens in Pseudocode ist dem Algorithmus 4.1 zu entnehmen.
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Algorithmus 4.1 Das (v, v, v2)-Mehrgitterverfahren MG(1, y;, b;)
if [ =0 then

Yo = Ay by (exakte Losung auf grobstem Gitter)
else

yi = S" (4, bn) (Vorgléttung)

di=b — Ay (Defektberechnung)

diy = R 'd (Restriktion)

c—1 =0

fori=1,...,7do

MG(l —1,¢-1,d)—1) (Grobgitterlosung)

end for

y=uy+P 0 (Prolongation)

v = S"(y, bn) (Nachgléattung)
end if

Das Parametertripel (v, v, v») ist kennzeichnend fiir das Mehrgitterverfahren: Mit v
und v, wird die Anzahl der Vor- beziehungsweise Nachglattungsschritte bezeichnet,
der Parameter v steht fiir die Anzahl der inneren Iterationsschritte zur Losung der
Grobgitterkorrektur. Typischerweise sind nur der sogenannte V-Zyklus (7 = 1) und
der W-Zyklus (v = 2) von Interesse. Modifikationen dieser klassischen Vertreter sind
der auch Full Multigrid genannte F-Zyklus und die geschachtelte Iteration. Letztere
ist dadurch gekennzeichnet, dass die Mehrgitterlosung auf Level [—1 als Startwert fiir
eine Mehrgitteriteration auf Level [ dient. Durch diese Vorgehensweise gelangt man
zu einer Verbesserung der Startlosung. Die hier vorgestellten Mehrgittervarianten
sind in Abbildung 4.8 schematisch aufgelistet.

Im Folgenden sollen nun die einzelnen Elemente des Mehrgitterverfahrens etwas

ausfiihrlicher dargestellt werden.

Gitterhierarchie

Um iiberhaupt von mehreren Gittern sprechen zu konnen, miissen diese zunéchst
formal eingefiihrt werden. Unter einer Gitterhierarchie der Tiefe L versteht man eine

Menge
{T,, T,..., T}
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V-Zyklus W-Zyklus

F-Zyklus Geschachtelte Iteration mit V-Zyklus
Abbildung 4.8: Verschiedene Mehrgitterzyklen
von zuléssigen Triangulierungen des Gebietes €2, die ineinander enthalten sind:
TycTyC...CcTy

Die Gitter 7; entstehen aus dem grobsten Gitter 7 durch sukzessive Verfeinerung.
Die einfachste Strategie hierbei ist die uniforme Verfeinerung: Ein Dreieck wird
durch Verbindung der Seitenmittelpunkte in vier Dreiecke zerlegt; ein Viereck zer-
fallt durch Verbindung der Seitenmittelpunkte ebenfalls in vier kleinere Vierecke.
Desweiteren besteht die Moglichkeit einer lokalen Verfeinerung, um zum Beispiel
Singularitdten in der Losung genauer aufzulosen. Da in diesem Kapitel lediglich
eine grundlegende Vorgehensweise beschrieben werden soll, wird auf eine Beschrei-
bung der in UG implementierten Verfeinerungsregeln verzichtet, die insbesondere in

drei Raumdimensionen relativ kompliziert sind.

Vor- und Nachglittung

Als Glatter kommen prinzipiell alle in diesem Abschnitt besprochenen Iterations-
verfahren in Frage. Die Aufgabe eines Gléitters ist dabei nicht in erster Linie die
Reduktion des Fehlers, sondern vielmehr die Reduktion der kurzwelligen Fehleran-

teile. Diese "Glattung” hat zur Folge, dass der Fehler auf dem groberen Gitter gut
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darstellbar ist. Formal gesprochen besitzt eine Iteration S die Gldttungseigenschaft,

wenn die Bedingung
(4.78) [ASY[| < m(v) - [ Al
erfiillt ist fiir eine vom Gitter [ unabhédngige Funktion mit

(4.79) lim 7n(v) = 0.

V—00

Im speziellen Fall der Navier-Stokes-Gleichungen kommen immer die Blockvarianten
der Iterationsverfahren zum Einsatz. Bereits in den Arbeiten von Rentz-Reichert [8§]
und Huurdeman [41] zeigte sich die besondere Robustheit des ILUg-Glétters. Diese
Aussage kann an dieser Stelle sogar soweit verschirft werden, als dass ILUg der ein-
zige Glatter ist, der bei der hier untersuchten Problemstellung zu einer Konvergenz

des Mehrgitterverfahrens fiihrte.

Restriktion und Prolongation

Die Transferoperatoren, die fiir die Ubertragung der Funktionsdarstellungen zwi-
schen den verschiedenen Gittern verantwortlich sind, werden Restriktion und Pro-
longation genannt. Die Restriktion R} ' transferiert die Werte des Gitters [ auf das
grébere Gitter [ — 1. Die Prolongation P! | dagegen interpoliert aus den Werten des
groben Gitters [ — 1 die Werte des feinen Gitters (.

In dieser Arbeit wird die kanonische Prolongation verwendet, die sich allein aus den
Koordinaten der Gitterpunkte ergibt. Es bezeichne J; die Abbildung, die einen Koef-
fizientenvektor y; = (Y11, .., ) in eine Linearkombination der Ansatzfunktionen

©eo() liberfiihrt:

T() = Peolicor
Dann ist die kanonische Prolongation als
(4.80) Pl =J7 0
definiert. Die kanonische Restriktion
(4.81) R = (PL)

ergibt sich schlieflich als Adjungierte der kanonischen Prolongation.
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Hierarchie der Gleichungssysteme

Durch die Hierarchie der Gitter entsteht ebenso eine Hierarchie der Gleichungssy-

steme

Die Matrix A; kann dabei auf jedem Level auf zweierlei Weise berechnet werden. Bei
Wahl des sogenannten Galerkin-Ansatzes ergibt sich die Matrix durch das Galerkin-
Produkt

A =RAP .

Dieser Ansatz hat bei Anwendung der kanonischen Restriktion und Prolongation den
Nachteil, dass sich die bei konvektionsdominanten Stromungen angewandte Upwind-
Diskretisierung auf dem feinsten Gitter bei fortfiihrender Bildung des Galerkin-
Produktes auf den groberen Gittern immer mehr einer Diskretisierung mit zentralen
Differenzen annédhert. Um den Charakter der Upwind-Diskretisierung zu erhalten,
sind stattdessen spezielle Transferoperatoren erforderlich. Aus diesem Grund wird
hier diese Strategie nicht verfolgt, sondern es wird vielmehr auf jedem Level die
Matrix A; direkt assembliert.

Konvergenztheorie

An dieser Stelle soll kurz die grundlegende Vorgehensweise fiir einen Konvergenzbe-
weis des Mehrgitterverfahrens aufgezeigt werden. Die Iterationsmatrix MZ¢ einer
Zweigitteriteration mit v; = v Vor- und 1, = 0 Nachglattungsschritten kann in der

Form
(4.83) MP% = (A — PA L R)(ASY)

notiert werden. Hinreichend fiir die Konvergenz des Zweigitterverfahrens ist die Be-

schriankung des Spektralradius der Iterationsmatrix:

(4.84) o(M7%) < 1.

Beide Faktoren des Produktes in (4.83) kénnen nun getrennt untersucht werden. Die
Matrix (A, ' — PA; | R) des ersten Faktors erfiillt die sogenannte Approximations-
eigenschaft, wenn

Ca

(4.85) |14, = PA L R| <
| Al
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fiir eine Konstante C'y unabhingig vom Gitter [ gilt.

Erfiillt nun zudem die Iteration S die bereits in (4.78) definierte Glattungseigen-
schaft, so folgt aus beiden Abschitzungen die Konvergenz des Zweigitterverfahrens.
Es bleibt festzuhalten, dass die Approximationseigenschaft (4.85) eine starke For-
derung an das zugrundeliegende kontinuierliche Problem darstellt, wohingegen die

Gléattungseigenschaft (4.78) rein algebraischer Natur ist.

4.6.5 Krylovraum-Verfahren

Eine weitere Klasse der iterativen linearen Gleichungssystemloser stellen die
Krylovraum-Verfahren dar, die auf einem génzlich anderen Konstruktionsprinzip
beruhen. Als Grundidee wird die Suche nach einer in geeignetem Sinne optima-
len Losung ° aus dem Krylovraum 4® + span{r®, Ar© . A=1rO} verfolgt, die
dann als i-te Iterierte dient. Einen guten Uberblick zu diesem Thema kann das Buch
von Barrett et al. [5] geben, das weniger auf Aspekte der theoretischen Herleitung

als vielmehr auf Details der Implementierung eingeht.

Das erste und grundlegende Verfahren dieser Klasse ist das cg-Verfahren von He-
stenes und Stiefel [38]. Auch wenn dieses aufgrund der bendtigten Voraussetzungen
nicht fiir die Navier-Stokes-Gleichungen anwendbar ist, soll es hier wegen seiner
Einfachheit erldutert werden. Die daraus abgeleiteten Verfahren werden dann in

knapper Form besprochen.

Das cg-Verfahren ist eine effiziente Methode fiir symmetrisch positiv definite Glei-
chungssysteme, bei dem iterativ durch fortgesetzte lokale Minimierung beziiglich ge-
wisser Suchrichtungen eine Ndherung an die Losung bestimmt wird. Im Algorithmus

4.2 wird das vorkonditionierte cg-Verfahren in Pseudocode-Notation angegeben.

Die Bedeutung der einzelnen Terme in Algorithmus 4.2 ist die folgende: In Such-
richtung p wird die niichste Iterierte y(*) bestimmt. Der Parameter «; wird dabei
so gewihlt, dass das Funktional (y® — )T A(y® — y) minimiert wird. Die neue
Suchrichtung wird mit Hilfe des Residuums 7 gebildet. Die spezielle Wahl des Pa-
rameters [3; sorgt dafiir, dass die Suchrichtungen p® und damit auch die Residuen
@ orthogonal zueinander sind. Die Konvergenz des cg-Verfahrens ist abhiingig von
der Konditionszahl der Matrix A. Mit Hilfe einer Vorkonditionierung durch eine Na-
herung M an die Inverse von A kann die Konvergenz des cg-Verfahrens beschleunigt

werden.
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Algorithmus 4.2 Das vorkonditionierte cg-Verfahren
1=0
Berechne 7 = b — Ay© fiir eine Startlosung y©

repeat
1=1+1
16se M20—1) = ¢(-1) (Vorkonditionierung)
iy = ri-0T 61
if © =1 then
p® = )
else
Bic1 = Ni—1/Ni-2
p) = Z0=D 4 g, pli=1)

end if

¢ = Apd

a; =i /(D" ¢
y() y(z 1 + alp(z)

)
P — pli=1) _ 0,4

until r® erfiillt das Konvergenzkriterium

Die Konvergenz des cg-Verfahrens ist auf den symmetrisch positiv definiten Fall
beschriankt. Fiir nichtsymmetrische und indefinite Matrizen, wie sie auch bei den
hier betrachteten Navier-Stokes-Gleichungen vorliegen, muss ein anderer Ansatz ge-
wihlt werden. Naheliegend ist es, auf das transformierte System A7 Az = ATbH der
Normalengleichungen iiberzugehen mit der symmetrisch positiv definiten Matrix
A = AT A. Dieses auch als CGN-Methode bekannte Verfahren hat aber zwei ent-
scheidende Nachteile: Zum einen quadriert sich die Konditionszahl, was eine deutlich
schlechtere Konvergenz zur Folge hat, zum anderen kann es sein, dass die Matrix
A nicht explizit vorliegt, sondern nur in Form einer Auswertung der Matrix-Vektor-
Multiplikation Ay. In solch einem Falle wére es somit sehr aufwindig, die trans-
ponierte Matrix AT anzugeben. Aus dem letztgenannten Grund unterscheidet man
fiir nichtsymmetrische Matrizen im Wesentlichen zwischen zwei Klassen von Verfah-
ren: Solche, die eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit A? erfordern, und sogenannte
transponiertenfreie Methoden, die nur Multiplikationen mit der Ausgangsmatrix A
benotigen. Es gibt eine Vielzahl von Methoden fiir unsymmetrische Matrizen, die al-
le mehr oder weniger grofe Unzulénglichkeiten aufweisen. Manche Verfahren leiden

an Stabilitdtsproblemen, die durch Akkumulation von Rundungsfehlern entstehen
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konnen. Andere Verfahren dagegen sind nicht robust genug, sodass es in bestimmten

Situationen zum Abbruch des Verfahrens kommen kann.

In die erste Klasse fallen zum Beispiel die BiCG-Methode und das QMR-Verfahren.
Die grundlegende Idee der BiCG-Methode ist die Bildung einer zweiten orthogonalen
Sequenz

r® = =D _ o, Ap(® 70 = 7= _ o AT (0

und einer zweiten Sequenz von Suchrichtungen
p® = (=0 _ g pli=1) PO = 70-0 _ g 51,

Da das Verfahren keine Minimierungseigenschaft mehr erfiillt, kann es zu einem
Abbruch des Verfahrens kommen. Zudem ist oft zu beobachten, dass das Konver-

genzverhalten sehr unregelméifig ist.

Zur zweiten Klasse der transponiertenfreien Methoden gehéren GMRES und zwei
Abkémmlinge der BiCG-Methode: CGS und BiCG-Stab. GMRES bildet wie im cg-
Verfahren eine orthogonale Sequenz der Residuen und die i-te Iterierte stellt die
Losung eines Minimierungsproblems dar. Aus praktischer Sicht muss die Iteration
aber nach wenigen Schritten abgebrochen werden, da die Anforderungen an Speicher-
bedarf und Rechenzeit zu groft werden. Aus diesen Griinden ist nach m Schritten
ein Neustart des dann GMRES(m) genannten Verfahrens mit der letzten Iterierten
als Startlosung vonndten. Damit wird es aber schwierig, die Konvergenz des Ver-
fahrens zu gewéhrleisten. Das in UG implementierte BiCG-Stab-Verfahren von Van
der Vorst [104] kann als ein Produkt der BiCG- und einer mehrfach angewendeten
GMRES(1)-Iteration interpretiert werden. Aufgrund der lokalen Minimierungseigen-
schaft des GMRES-Schrittes ergibt sich ein deutlich glatteres Konvergenzverhalten
als beim reinen BiCG-Verfahren. Obwohl es mehrere Situationen gibt, die zu ei-
nem Abbruch der Methode fiihren konnen, hat sich das Verfahren als Loser fiir die
diskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen in vielen Fillen bewéhrt. Da es auch in
dieser Arbeit verwendet werden soll, ist der Pseudocode fiir ein vorkonditioniertes
BiCG-Stab-Verfahren in Algorithmus 4.3 angegeben.

Das Zusammenspiel aus Mehrgitterverfahren und BiCG-Stab-Verfahren erweist sich
als besonders effektiv. Eine wesentliche Voraussetzung fiir eine schnelle Konvergenz
eines Krylovraum-Verfahrens ist ein geeignetes Vorkonditionierungsverfahren. Das
Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierung kann an dieser Stelle seine Stérke aus-
spielen. Umgekehrt ist das BiCG-Stab-Verfahren hilfreich, wenn ein reines Mehrgit-

terverfahren ein schlechtes Konvergenzverhalten aufzeigt: Umso komplexer das zu-
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Algorithmus 4.3 Das vorkonditionierte BiCG-Stab-Verfahren
=0
Berechne r(® = b — Ay© fiir eine Startlosung y©
Wihle 7, z.B. 7 = r(®

repeat
1=1+1
Moy = =D

if 7,1 = 0 then
Abbruch, da keine Losung moglich
end if
if 1 =1 then
p) = p(i-1)
else
Bio1r=i1/ni2)/ (i 1/wi 1)
p@ =00 4 g (pi=1) — wy_1qGD)
end if
l6se Mp = pt¥) (Vorkonditionierung)
¢ = Ap
a; =11/ (F"qY)
s = =D _ q,q0
if s erfiillt das Konvergenzkriterium then
y@ =y +aip
r =g
beende Iteration
end if
l1ose Ms=s (Vorkonditionierung)
t=As
w; = (tTs)/(t"t)
y @ =D L ap + w;s
r@) =5 —wt

until r® erfiillt das Konvergenzkriterium
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grundeliegende Gleichungssystem ist, umso schwieriger wird es, ein optimales Glét-
tungsverfahren zu finden. Ist die Glattung nicht optimal, so verschlechtert sich die
Konvergenz des Mehrgitterverfahrens aufgrund einiger weniger Eigenmoden. Die du-
fsere Iteration mit dem Krylovraum-Verfahren ermoglich ist dann, diese ungilinstigen

Eigenmoden effizient konvergieren zu lassen.

Bei dieser Uberlegung dringt sich natiirlich die Idee auf, das Zusammenspiel um-
zudrehen und ein Krylovraum-Verfahren als Glétter fiir das Mehrgitterverfahren
einzusetzen. Diese Vorgehensweise ist jedoch nicht zu empfehlen, da ein Krylovraum-

Verfahren in der Regel keine ausgeprigte Glattungseigenschaft aufweist [36].



5 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse fiir Sromungen aller Machzahlen
prisentiert. Es wird aufgezeigt, dass mit Hilfe der Druckaufspaltung in Verbindung
mit einer Stabilisierung schwach kompressible oder sogar inkompressible Stromungen
effizient und genau gelost werden konnen. Dass die in dieser Arbeit vorgestellte
Methode auch fiir kompressible Stromungen geeignet ist, wird in weiteren Testféllen

demonstriert. Es werden sowohl stationére als auch instationare Beispiele diskutiert.

Neben der Frage nach der numerischen Genauigkeit des in dieser Arbeit beschriebe-
nen Verfahrens steht insbesondere ein Vergleich der Eigenschaften unterschiedlicher
numerischer Losungsverfahren fiir das nichtlineare und das lineare Problem im Mit-
telpunkt. Als Kennzahl fiir die Konvergenz des linearen Problems dient die Grofe
K19, die die mittlere Konvergenz des linearen Losers innerhalb der ersten zehn itera-

tiven Schritte angibt:

1

_(rw)"

Kig = | — .
To

Mit r; wird hierbei die L?-Norm des Residuums des linearen Problems nach 7 linearen

[terationen bezeichnet. Vollkommen analog hierzu dient die Grofke

_ (%)
X15 do

mit der L?-Norm d; des nichtlinearen Defektes im i-ten Schritt als Maf fiir die

nichtlineare Konvergenz in den ersten 15 Schritten des nichtlinearen Losers.

Gl

5.1 Kanal mit Beule

Fiir reibungslose Strémungen beliebiger Machzahl hat sich in den letzten Jahren

der sogenannte Kanal mit Beule als Benchmark etabliert. Eine Strémung in einem

85
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Kanal trifft auf ein Hindernis, das durch einen Kreisbogen beschrieben wird. Fiir
gewohnlich hat das Hindernis eine Lénge, die der Kanalhche entspricht. Die Ho-
he ist bei supersonischen Berechnungen mit 4% der Kanalhohe festgelegt, in allen
anderen Fallen betriagt sie 10% der Kanalhohe. Am vorderen Rande des Gebietes
findet eine Einstromung statt. Diese ist durch die Vorgabe einer Machzahl May;,
am Einstromrand charakterisiert. An den oberen und unteren Winden herrschen

Slip-Randbedingungen, am hinteren Ende des Kanals ist der Ausstrom.

Es kénnen nun fiir verschiedene Machzahlen Vergleichsrechnungen durchgefiihrt wer-
den. In den Fillen Ma;, = 107°,10 % und 103 handelt es sich um schwach kom-
pressible Stromungen, die nur mit einem angepassten Losungsverfahren behandelt
werden kénnen. Hier wird deshalb die in dieser Arbeit vorgestellte Druckaufspaltung
mit zusitzlicher Stabilisierung zur Anwendung kommen. Eine weitere subsonische
Stromung ergibt sich fiir Ma;, = 0.5. Daneben ist Ma;, = 0.675 charakteristisch fiir
eine transonische und Ma;, = 1.65 fiir eine supersonische Stromung. Bei allen im

Folgenden betrachteten Féllen stellt sich eine stationdre Losung ein.

In der Literatur finden sich verschiedenste Ansétze und Losungsverfahren. Die et-
was éltere Arbeit von Eidelman et al. [24] betrachtet die subsonische Stromung
fiir Ma;,, = 0.5 sowie den transonischen und den supersonischen Fall. Es wird ein
Godunov-Verfahren erster Ordnung mit einem entsprechenden Verfahren zweiter
Ordnung verglichen. Leider sind in dieser Arbeit keine Angaben iiber die Gréfe der
Gitter zu finden, sodass kein direkter Vergleich mdoglich ist. Die etwas neuere Arbeit
von Karimian und Schneider [47] behandelt dieselben Problemstellungen wie Eidel-
man et al. mit einem Ansatz, der aufser im schwach kompressiblen Regime in vielen
Punkten mit der hier vorgestellten Arbeit iibereinstimmt. Allerdings verwenden die
Autoren ein Zeitschrittverfahren zur Berechnung der stationidren Losung. Die Ge-
nauigkeit des Verfahrens ist jedoch zumindest auf groben Gittern vergleichbar. Die
Arbeit von Darbandi und Schneider |21] modifiziert den Ansatz von Karimian et
al. und erzielt insbesondere fiir den subsonischen Fall Ma;, = 0.5 eine sehr gute
Losung. Schwéchen sind jedoch bei der Auflésung der Stofe im transonischen und
im supersonischen Regime zu erkennen. Erst in der Dissertation von Bijl [12] findet
sich eine Betrachtung aller Testfélle, also insbesondere auch der schwach kompressi-
blen. Sie verwendet ein explizites Verfahren, das ebenfalls eine Art Druckaufspaltung
beinhaltet. Insofern ist die Arbeit von Bijl am ehesten mit der hier vorliegenden
vergleichbar. Allerdings kommen ihre Untersuchungen iiber die Anwendung eines
GMRES-Verfahrens als linearen Loser nicht hinaus. Die Qualitét der Ergebnisse des

Verfahrens im subsonischen Bereich sind sehr beachtlich. Im transonischen und im



Kanal mit Beule &7

supersonischen Fall sind sie jedoch schlechter als in der Arbeit von Eidelman et al.
Dies liegt darin begriindet, dass der Schwerpunkt von Bijl’s Arbeit im subsonischen
Bereich liegt und fiir den supersonischen Bereich nur ein einfaches Upwind-Verfahren

erster Ordnung implementiert wurde.

Fiir das Problem Kanal mit Beule wird in dieser Arbeit die stationire Losung di-
rekt berechnet, das heisst ohne Verwendung eines Zeitschrittverfahrens. Allerdings
muss zur Berechnung der Losung wie im Abschnitt 4.2.1 beschrieben ein Upwind-
Verfahren fiir alle Grofen zum Einsatz kommen, da bei Interpolation mit zentralen
Differenzen die Matrix ohne Zeitterme singulér wird. Als Lésungsprozess wird immer
eine geschachtelte [teration verwendet: Die Losung wird auf dem grobsten Gitter be-
rechnet und dient dann als Startlosung fiir das néchstfeinere Gitter. Zum Vergleich
der Konvergenzeigenschaften werden auf jedem Gitter 15 nichtlineare Schritte und

innerhalb des nichtlinearen Iterationsschrittes 10 lineare Schritte durchgefiihrt.

5.1.1 Inkompressible Stromung

Im Limit M = 0 muss sich das Verfahren fiir die schwach kompressiblen Gleichungen
mit den Ergebnissen fiir eine inkompressible Methode messen lassen. Die inkompres-
sible Methode berechnet die Unbekannten Geschwindigkeit und Druck; die Dichte

wird als konstant angenommen.

In Abbildung 5.1 wird deshalb der Druck eines inkompressiblen Verfahrens mit dem
Schwankungsdruck p® verglichen. Beide Rechnungen wurden auf einem Gitter mit
49665 Knoten durchgefiihrt. Zur Verbesserung der Darstellung wurde beim schwach
kompressiblen Verfahren nur jeder fiinfte Wert am Rand eingezeichnet. Es zeigt sich
tatsdchlich ein identisches Ergebnis beider Methoden. Beide Verfahren weisen ledig-
lich am Einflussrand eine gewisse Unsymmetrie der Losung auf. Diese riihrt wohl
von der Implementierung der Einflussrandbedingung her und ist auch in der Arbeit
von Bijl [12] zu finden. Im Vergleich zu den von Bijl prisentierten Ergebnissen be-
rechnet das hier beschriebene Verfahren einen groferen Maximalwert fiir den Druck,

was seine Erkldrung in der Verwendung eines feineren Gitters haben diirfte.

Im nichtlinearen Losungsverhalten unterscheiden sich der inkompressible und der
kompressible Code kaum. Interessant ist dagegen der Vergleich der Konvergenzei-
genschaft des Mehrgitterverfahrens. In Tabelle 5.1 sind die Konvergenzraten aufge-
listet, die einen leichten Vorteil des inkompressiblen Verfahrens aufzeigen. Dies ist

nicht allzusehr verwunderlich, da das inkompressible System pro Knoten eine Unbe-
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Abbildung 5.1:

Numerische
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Druck am oberen und unteren Rand fiir M = 0 verglichen mit den

kannte weniger aufweist. Die Daten sind fiir einen V-Zyklus mit zwei Vor- und zwei

Nachglattungsschritten sowie dem ILUg-Glatter mit 8 = 0 angegeben. Die Kontinui-

tatsgleichung wird mit einem Newtonansatz, die restlichen Gleichungen mit einem

Fixpunktansatz linearisiert. Als Upwinding-Strategie kommt das Positive Upwinding

zum Einsatz.

Mehrgitter (1,2,2)
Level || inkompressibel | kompressibel
1 0.026 0.034
2 0.084 0.140
3 0.087 0.129
4 0.102 0.143
5 0.140 0.181
6 0.155 0.217

Tabelle 5.1: Lineare Konvergenzrate kg eines (7, v1, v2)-Mehrgitterverfahrens gemit-

telt {iber 15 nichtlineare Schritte mit einem inkompressiblen und dem
kompressiblen Code bei M =0
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Abbildung 5.2: Druckisolinien fiir M =0

Anhand einer weiteren Testrechnung im inkompressiblen Regime kann desweiteren
sehr gut demonstriert werden, wie sich die in Abschnitt 4.4.2 besprochene Stabili-
sierung nach Karimian et al. [46] im Vergleich zur einfacheren Stabilisierung nach
Raw et al. [94] verhilt.
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0.3 |

unterer Rand
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0.1

Druck
o
r
i
|
|
|
|
I
|
i
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oberer Rand
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-0.2 + -
-03fF Stabilisierung nach Raw -
——— Stabilisierung nach Karimian Y
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abbildung 5.3: Druck am oberen und unteren Rand fiir M = 0 bei unterschiedlicher
Stabilisierung

In Abbildung 5.3 zeigt sich deutlich, dass die Stabilisierung nach Raw et al. weiter-

hin ein Oszillieren der Losung zuldsst, wohingegen das Verfahren nach Karimian et



90 Numerische Ergebnisse

al. eine glatte Losung erzwingt. Dieses Verhalten ist auch im schwach kompressiblen
Regime feststellbar. Fiir alle im Weiteren besprochenen Berechnungen mit Stabili-
sierung des Gleichungssystems kommt deshalb immer die Variante von Karimian et

al. zum Einsatz.

5.1.2 Subsonische Stréomung

Bei einer subsonischen Stromung bleibt die Machzahl auf dem ganzen Rechengebiet
kleiner als Eins. Es treten dann keine Stofse auf und die Lésung muss somit sym-
metrisch sein. Aus numerischer Sicht werden bei einer subsonischen Strémung zwei
weitere Unterkategorien unterschieden. Im Falle sehr kleiner Machzahlen versagt ein
rein kompressibles Verfahren. Die asymptotische Analyse aus Kapitel 2 zeigt auf,
dass eine Druckaufspaltung die entstehenden Probleme im Limit verschwindender
Machzahl bewiltigen kann. Das so modifizierte Gleichungssystem muss dann wie in
Abschnitt 4.4.2 beschrieben stabilisiert werden. In diese Kategorie fallen die Bei-
spielrechnungen fiir Ma;, = 107% Ma;, = 1075 sowie Ma;, = 1073, Bei nicht zu
kleinen Machzahlen, wie sie etwa bei Ma;,, = 0.5 gegeben sind, ist hingegen das rein

kompressible Verfahren vollkommen ausreichend.

Fiir die schwach kompressiblen Simulationen wird wie oben erwdhnt eine Druck-
aufspaltung durchgefiihrt und die Geschwindigkeit im Divergenzterm der Energie-
gleichung geméf (4.52) interpoliert, um eine Stabilisierung des Gleichungssystems zu
erzielen. Dieses Vorgehen ist zwar ausreichend, um eine Konvergenz des Verfahrens
zu erreichen, es ist jedoch im schwach kompressiblen Regime eine weitere Schwie-
rigkeit zu beachten: Bei einer Stromung mit konstanter Dichte am Einstrémrand,
das heiftt dimensionslos p = 1, ist die Dichte im gesamten Gebiet nahezu konstant.
Die Schwankungen in der Dichte sind dhnlich wie im Druck, also in der Grofsen-
ordnung O(M?). Die asymptotische Analyse zeigt jedoch, dass im Gegensatz zum
Druck nur die Dichte fiihrender Ordnung - also in diesem Falle der konstante Anteil
- einen Einfluss auf die anderen Grofsen des Gleichungssystems hat. Dies kann zur
Folge haben, dass ein numerisch stabiles Verfahren zwar die Geschwindigkeit und
den Druck genau berechnet, die Dichte aber physikalisch nicht korrekt wiedergibt,

da eine konstante Dichte approximiert wird.

Dieses Phénomen wird in Abbildung 5.4 veranschaulicht. Bei Verwendung des Posi-
tiven Upwindings und einer Fixpunktlinearisierung sind die Machisolinien nicht zu

unterscheiden von den Ergebnissen einer zweiten Simulation mit Positivem Upwin-
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Machisolinien und Dichte mit Fixpunktlinearisierung

Machisolinien und Dichte mit Newtonlinearisierung fiir die Dichte

Abbildung 5.4: Unphysikalische und physikalische Approximation der Dichte bei
Mam = 1076

ding, die allerdings die Terme in der Kontinuitidtsgleichung mit einem Newtonansatz
linearisiert. Deutlich wird der Unterschied erst bei Betrachtung der Dichte ober-
halb der Beule: Im ersten Fall ist sie zwar nahezu konstant, jedoch nur im zweiten
Fall wird das physikalisch korrekte Ergebnis approximiert. Die dargestellten Dich-
teschwankungen liegen bei einer Machzahl von Ma;, = 107 erwartungsgeméif im

Bereich von 10713,

Mehrgitter MG-BiCG-Stab
Level | (1,1,1) | (1,22) | (222) [ (1.,3.3) || (1,1,0) [ (1,2,2) [ (2,2,2) [ (1,3,3)
1 0.043 | 0.035 | 0.035 | 0.034 | 0.010 | 0.006 | 0.006 | 0.005
0.260 | 0.151 | 0.151 | 0.109 | 0.121 | 0.157 | 0.017 | 0.003
0.381 | 0.174 | 0.175 | 0.111 0.144 | 0.042 | 0.031 | 0.010
0.528 | 0.295 | 0.289 | 0.179 | 0.237 | 0.091 | 0.068 | 0.045
0.667 | 0.466 | 0.465 | 0.289 | 0.455 | 0.221 | 0.171 | 0.125
div div div div 0.639 | 0.512 | 0.600 | 0.448

S O = W N

Tabelle 5.2: Lineare Konvergenzrate ko fiir einen (v, vy, vy)-Mehrgitterzyklus ge-
mittelt iiber 15 nichtlineare Schritte bei Regulirem Upwinding und
Mam = 1073
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Besonders interessant ist die Frage nach der Konvergenz des Mehrgitterverfahrens
im schwach kompressiblen Regime. Exemplarisch soll diese Frage fiir den Testfall
Ma;,, = 1072 erértert werden. In Tabelle 5.2 ist die gemittelte lineare Konvergenzrate
k10 angegeben bei Verwendung des Reguléren Upwindings. Eine volle Newtonlineari-
sierung divergiert, sodass auf die Fixpunktlinearisierung zuriickgegriffen wurde. Wie
bereits erwahnt wurde lediglich der Massenterm in der Kontinuitatsgleichung mit ei-
nem Newtonschema linearisiert, um eine physikalisch korrekte Losung zu erhalten.
Die Tabelle ist dabei wie folgt zu lesen: Es ist die Konvergenz des linearen Losers auf
dem groben Gitter 1 mit 65 Knoten bis zum sechs Mal verfeinerten Gitter 6 mit 49665
Knoten angegeben. Als linearer Loser dient ein reines Mehrgitterverfahren mit den
Parametern (v, vy, 15), die die Art des Verfahrens (V- oder W-Zyklus) und die An-
zahl der Vor- und Nachgliattungsschritte angeben. Daneben sind die entsprechenden
Werte zu finden fiir ein BiCG-Stab-Verfahren, das durch ein Mehrgitterverfahren
vorkonditioniert ist. Als Gléatter fiir das Mehrgitterverfahren kommt nur ILUg in
Frage, da alle anderen in dieser Arbeit beschriebenen Glatter zu einer Divergenz des
Mehrgitterverfahrens fiihren. Der Parameter 8 wird zu Null gesetzt, das heifst es
wird das unmodifizierte ILU-Verfahren verwendet. Es zeigt sich in allen Fallen eine
gute Konvergenz bis zum fiinften Level. Auf dem feinsten Gitter divergiert das reine
Mehrgitterverfahren. Das vorkonditionierte BiCG-Stab-Verfahren kann zwar noch
die Konvergenz erhalten, jedoch verschlechtert sich diese sprunghaft, da die Losung

auf dem feinsten Gitter zu oszillieren beginnt.

Diese Probleme werden bei Wahl des Positiven Upwindings umgangen. Wie aus

Tabelle 5.3 zu entnehmen, ist die Mehrgitterkonvergenz insbesondere fiir die Variante

Mehrgitter MG-BiCG-Stab ILU-
Level | (1,1,1) | (1,22) [ 2.2,2) [ (1,3.3) | (1,1,0) [ (1,2,2) [ (2.2.2) || BCGS

1 0.037 | 0.035 | 0.035 | 0.035 || 0.010 | 0.007 | 0.007 | 0.102
0.183 | 0.140 | 0.139 | 0.113 | 0.100 | 0.010 | 0.010 | 0.336
0.178 | 0.129 | 0.086 | 0.089 | 0.045 | 0.008 | 0.005 | 0.604
0.220 | 0.143 | 0.136 | 0.124 | 0.083 | 0.020 | 0.013 || 0.897
0.282 | 0.181 | 0.179 | 0.201 | 0.115 | 0.048 | 0.033 | 0.798
0.378 | 0.217 | 0.206 | 0.262 | 0.211 | 0.079 | 0.065 | 0.831

S O = W N

Tabelle 5.3: Lineare Konvergenzrate ko fiir einen (v, vy, vy)-Mehrgitterzyklus ge-
mittelt {iber 15 nichtlineare Schritte bei Positivem Upwinding und
Mam = 1073
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V-Zyklus mit zwei Vor- und Nachglattungsschritten sehr gut. Die Verwendung eines
W-Zyklus ist nur minimal besser, sodass sich der Mehraufwand nicht lohnt. Das
mit Mehrgitter vorkonditionierte BiCG-Stab-Verfahren zeigt noch bessere lineare
Konvergenzraten, allerdings ist zu beachten, dass natiirlich der Rechenaufwand gro-
fer ist. Als Glatter dient weiterhin ILUg mit S = 0. Auf eine Untersuchung des
Parameters § kann aufgrund der sehr guten linearen Konvergenzraten getrost ver-
zichtet werden. Die letzte Spalte zeigt zum Vergleich das BiCG-Stab-Verfahren mit
einer ILU-Vorkonditionierung. Es ist deutlich zu sehen, dass durch die Vorkonditio-
nierung mit dem Mehrgitterverfahren eine erhebliche Konvergenzbeschleunigung im

Vergleich zur ILU-Vorkonditionierung zu erzielen ist.

Sowohl die linearen als auch die nichtlinearen Konvergenzraten sind nahezu identisch
bei den Testrechnungen fiir Ma;, = 107°,107%,1073 und 0.1. Die Abbildung 5.5 be-
legt dies eindrucksvoll fiir die linearen Konvergenzraten ko eines V-Zyklus mit zwei
Vor- und Nachgldttungsschritten. In der untersten Zeile sind zudem die gemittelten
nichtlinearen Konvergenzraten x5 angegeben, die sich bei allen vier Testrechnungen

nur marginal unterscheiden.
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Abbildung 5.5: Konvergenzraten fiir einen (1,2, 2)-Mehrgitteryklus bei unterschied-
lichen Machzahlen
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Der letzte subsonische Testfall beim Kanal mit Beule ergibt sich fiir die Machzahl
Ma;, = 0.5 am Einstromrand. Das System ist so weit vom schwach kompressiblen Li-
mit entfernt, dass keine Druckaufspaltung und damit auch keine Stabilisierung mehr
notwendig ist. Die wie auch in den anderen subsonischen Testfillen symmetrische
Losung ist anhand der Machisolinien in Abbildung 5.6 dargestellt.

-A

Abbildung 5.6: Machisolinien fiir Ma;, = 0.5

Eine etwas genauere Betrachtung der Qualitdt der Losung erzielt man durch Ver-
gleich der Machzahlen am unteren und am oberen Rand des Kanals mit anderen

Benchmarkrechnungen in der Literatur.
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Abbildung 5.7: Machzahl am oberen und unteren Rand fiir Ma;, = 0.5
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Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung mit den Arbeiten von Eidelman et al.,
Karimian et al. und Darbandi et al., lediglich die Berechnungen von Bijl weisen
eine grokere maximale Machzahl am unteren Rand auf. Man konnte eine geringere
numerische Diffusion bei Bijl annehmen. Allerdings wurde die Losung dort auf einem
uniformen Gitter mit etwa 4000 Knoten gerechnet, die in Abbildung 5.7 dargestellten
Machzahlen jedoch auf einem uniformen Gitter mit knapp 50000 Knoten, sodass man

eigentlich von einer besser auskonvergierten Losung ausgehen kann.

Interessant ist es festzustellen, dass das Weglassen der Druckaufspaltung und der
Stabilisierung zu einem deutlich unterschiedlichen Losungsverhalten im Vergleich
zu den vorherigen Testrechnungen fiihrt. Konvergierte im schwach kompressiblen
Regime nur die Fixpunktiteration, so kann bei einer Machzahl von Ma;, = 0.5 die
volle Newtonlinearisierung zum Einsatz kommen. Ein weiterer gravierender Unter-
schied ergibt sich bei der Wahl der Upwind-Strategie. Das Positive Upwinding fiihrt
nun zu einem Divergieren des Losungsprozesses, wohingegen mit LPS und REG gute
Resultate erzielt werden konnen. Beide Strategien sind nahezu gleichwertig, weshalb
im Folgenden immer nur die Ergebnisse fiir das Regulidre Upwinding angegeben
werden. Parallelen ergeben sich lediglich bei der Wahl des Glatters im Mehrgit-
terverfahren: Auch hier kann nur mit ILUg eine Konvergenz der linearen Iteration
herbeigefiihrt werden, alle anderen in dieser Arbeit beschriebenen Glatter sind zur

Problemstellung nicht adaquat.

Mehrgitter MG-BiCG-Stab
Level | (1,1,1) [ (1,22) [ 2,22 [ (1,3.3) | (i) [ (1,22 [ (1.3,3) | s=0.1
1 0.054 | 0.039 | 0.039 | 0.035 | 0.011 | 0.007 | 0.005 | 0.005
0.415 | 0.162 | 0.162 | 0.078 | 0.149 | 0.020 | 0.003 | 0.005
0.578 | 0.341 | 0.338 | 0.196 | 0.321 | 0.091 | 0.028 | 0.030
0.716 | 0.562 | 0.562 | 0.465 | 0.608 | 0.361 | 0.164 | 0.199
0.918 | 0.819 | 0.822 | 0.758 | 0.719 | 0.605 | 0.463 | 0.472
0.923 | 0.880 | 0.880 | 0.880 | 0.904 | 0.684 | 0.671 | 0.577

S O e W N

Tabelle 5.4: Lineare Konvergenzrate k1o fiir einen (v, vy, vs)-Mehrgitterzyklus ge-
mittelt iiber 15 nichtlineare Schritte bei Regulirem Upwinding und
Ma;, = 0.5

Die in Tabelle 5.4 angegebenen linearen Konvergenzraten sind deutlich schlechter als

im schwach kompressiblen Regime und steigen auf den feineren Gittern sprunghaft
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an. Die schlechtere Konvergenz ist im Wegfallen der Stabilisierung begriindet. Die
aufgrund der Stabilisierung kiinstlich eingefiihrten Terme haben elliptischen Cha-
rakter und tragen somit wesentlich zur Verbesserung der Mehrgitterkonvergenz bei.
Es kann schon an dieser Stelle festgehalten werden, dass diese Beobachtung auch im

transonischen und supersonischen Regime Giiltigkeit besitzt.

Mit Hilfe der BiCG-Stab-Iteration kann dieses Konvergenzverhalten auch nur in ge-
ringem Mafe verbessert werden. Die besten Ergebnisse werden bei einem V-Zyklus
mit drei Vor- und Nachglattungsschritten erzielt. Allerdings ist die Konvergenzra-
te nur auf den groben Gittern erheblich verringert; auf dem feinsten Gitter ndhert
sich diese den Werten der anderen Beispielrechnungen an. Eine weitere Verbesse-
rung der Konvergenz kann durch Wahl des Parameters 3 des ILUg-Glétters erzielt
werden. In der letzten Spalte der Tabelle 5.4 ist die lineare Konvergenzrate eines
(1, 3, 3)-Mehrgitterzyklus fiir 5 = 0.1 angegeben. Diese ist im Vergleich zu der in
der vorletzten Spalte dokumentierten Rechnung mit g = 0 um ein Zehntel kleiner.
Grofere Werte fiir 3 liefern wieder schlechtere Resultate, ebenso wie die Einfiithrung

einer Dampfung gemaf (4.71).

5.1.3 Transonische Stromung

Obwohl das eigentliche Interesse dieser Arbeit auf den schwach kompressiblen Stro-
mungen liegt, soll die Qualitdat der Methode auch fiir voll kompressible Stromun-
gen aufgezeigt werden. Aus diesem Grunde wird die transonische Stromung fiir
Ma;, = 0.675 betrachtet. Bei einer transonischen Stromung sind Teile des Gebietes
subsonisch und andere Teile supersonisch. In diesem Beispiel beschleunigt sich die

Stromung iiber der Beule so stark, dass im letzten Drittel ein kleiner Stofs entsteht.

Ein sechs mal uniform verfeinertes Gitter mit 49665 Knoten wird zur Simulation
der Stromung verwendet. Die Wahl der Upwindings ist analog zum Fall Ma;, = 0.5
entscheidend: Das Positive Upwinding fiihrt zu einem Divergieren des Lésungspro-
zesses. LPS und REG zeigen ein sehr dhnliches Verhalten, wobei das Reguldre Up-
winding geringfiigig besser ist. In Abbildung 5.8 sind die berechneten Machisolinien
graphisch dargestellt. Der Stof wird gut lokalisiert bei etwa 73% der Beule, die maxi-
male Machzahl betrigt 1.36 vor dem Stofs. Der Stoft wird aufgrund der numerischen
Diffusion iiber 8 Knoten verschmiert. Bijl [12] findet den Stof bei 70% mit einem
Maximum von 1.33, wohingegen in der Arbeit von Eidelman et al. [24] der Schock

bei 72% liegt und ein Maximum von 1.32 in der Machzahl berechnet wird.
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Abbildung 5.8: Machisolinien fiir Ma;, = 0.675 mit Reguldrem Upwinding

Kﬁ\@\

Abbildung 5.9: Machisolinien fiir Ma;, = 0.675 mit PAC-Upwinding

Eine erhebliche Verbesserung der numerischen Genauigkeit wird bei Verwendung der
PAC-Upwinding-Strategie (4.50) fiir die Dichte in der Kontinuititsgleichung erzielt.
Auf dem feinen Gitter wird der Stofs deutlich besser wiedergegeben, wie in Abbil-
dung 5.9 zu sehen ist. Der Stof ist zudem nur noch iiber 4 Knoten verschmiert.
Die maximale Machzahl ist aufgrund der geringeren numerischen Diffusion grofser
und betragt 1.43, der Stof befindet sich bei 73.5% der Beule. Ein Vergleich der Ge-
nauigkeit der beiden hier eingesetzten Verfahren ist noch einmal in Abbildung 5.10
anhand der Machzahl am unteren und oberen Rand des Kanals graphisch aufbe-
reitet. Wihrend der Stof bei Reguldrem Upwinding auf dem viermal verfeinerten
Gitter mit 3201 Knoten noch nicht zu erkennen ist, wird er mit dem PAC-Upwinding
fiir die Dichte auf demselben Gitter an der korrekten Stelle wiedergegeben. Dieselbe
Genauigkeit wie auf diesem groben Gitter wird mit Reguldrem Upwinding erst auf
Level 6 erreicht. Mit Hilfe des PAC-Upwindings dagegen gelingt es auf dem feinen

Gitter, den Stofs sehr scharf aufzulésen.
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Abbildung 5.10: Machzahl am oberen und unteren Rand des Kanals mit Beule fiir
Ma;, = 0.675 und unterschiedlichen Upwind-Strategien auf Gitter
Level 4 und Level 6

Bei allen transonischen Rechnungen wurde das Newton-Verfahren als nichtlinearer
Gleichungsloser verwendet, da erstaunlicherweise die Fixpunktiteration divergiert.
Dies mag daran liegen, dass durch den vereinfachten Ansatz die Kopplungen zwi-
schen den einzelnen Grofen nicht mehr korrekt wiedergegeben werden. Das lineare

Gleichungssystem ist dann zwar stabil zu losen, der nichtlineare Losungsprozess
schliagt jedoch fehl.

Interessant ist vor allem der Vergleich des Newton-Verfahrens fiir die unterschiedli-
chen Upwind-Strategien. Dabei stellt sich heraus, dass der Gewinn der héheren Ge-
nauigkeit mit Hilfe des PAC-Upwinding durch eine deutlich schlechtere nichtlineare
Konvergenz bezahlt wird. Durch den zusitzlichen PAC-Term in der Kontinuitéts-
gleichung entstehen neue Kopplungen zwischen Dichte und Geschwindigkeit, die der
in dieser Arbeit aufgezeigte Ansatz eines Newton-Verfahrens nicht aufzulésen ver-
mag. Vielversprechend konnte hier der Einsatz einer automatischen Differentiation

sein [30] [31], die im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht implementiert wurde.

In Abbildung 5.11 ist die Verschlechterung der Konvergenz anhand des logarithmisch

aufgetragenen nichtlinearen Defektes der Losung gut zu erkennen. Neben dem Ver-
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Abbildung 5.11: Nichtlineare Konvergenz fiir den Kanal mit Beule bei Ma;, = 0.675

und unterschiedlichen Upwind-Strategien auf Level 6

gleich zwischen dem Reguldren und dem PAC-Upwinding ist zudem eine weitere
Kurve zu sehen, in der das Mehrgitterverfahren als linearer Loser durch ein mit
Mehrgitter vorkonditioniertes BiCG-Stab-Verfahren ersetzt wurde. Es zeigt sich auf
dem feinsten Gitter eine bessere nichtlineare Konvergenz, da der lineare Loser in
den verwendeten 10 Iterationsschritten eine genauere Losung erzeugt. Da im Fal-
le des PAC-Upwindings der lineare Loser wie im néchsten Abschnitt gezeigt auch
auf dem feinsten Gitter noch gut konvergiert, ist durch den Einsatz des BiCG-Stab-
Verfahrens keine Verbesserung der nichtlinearen Konvergenz zu erzielen. Die mittlere

Konvergenz x5 auf jedem Gitter ist der Tabelle 5.5 zu entnehmen.

Level | REG | PAC || Level | REG | PAC
1 0.60 | 0.53 4 0.22 | 0.55
2 0.19 | 0.47 5 0.32 | 0.54
3 0.17 | 0.57 6 0.42 | 0.59

Tabelle 5.5: Mittlere nichtlineare Konvergenzrate x5 fiir Ma;, = 0.675 bei unter-
schiedlichen Upwind-Strategien
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Mehrgitter MG-BiCG-Stab
Level | (1,1,1) [ (1,22) [ 2.2.2) [ (1,3.3) [ (110 [ (1.22) [ (2.2,2) | (1,3,3)
1 0.048 | 0.037 | 0.037 | 0.036 || 0.011 | 0.007 | 0.007 | 0.006
0.356 | 0.220 | 0.220 | 0.146 | 0.147 | 0.022 | 0.020 | 0.004
0.504 | 0.310 | 0.302 | 0.200 || 0.276 | 0.093 | 0.077 | 0.025
0.672 | 0.509 | 0.496 | 0.445 || 0.515 | 0.346 | 0.298 | 0.218
0.867 | 0.702 | 0.676 | 0.527 || 0.616 | 0.516 | 0.489 | 0.413
0.854 | 0.826 | 0.821 | 0.805 || 0.881 | 0.613 | 0.524 | 0.484

S Ot = W N

Tabelle 5.6: Lineare Konvergenzrate iy fiir einen (v, vq,vs)-Mehrgitterzyklus ge-
mittelt iiber 15 nichtlineare Schritte bei Regulirem Upwinding und
Ma;, = 0.675

Die linearen Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens konnen der Tabelle 5.6 ent-
nommen werden. Es zeigt sich wie zu erwarten in etwa dasselbe Bild wie bei der
subsonischen Stromung mit Ma;, = 0.5 am Einstrémrand. Auf den feinen Gittern

wird die Konvergenz immer schwicher, auch mehrmaliges Gléatten hilft wenig. Dieser

Lineare Konvergenzrate

0 15 30 45 60 75 90
Iterationsschritte

Abbildung 5.12: Lineare Konvergenz fiir den Kanal mit Beule bei Ma;, = 0.675 mit

unterschiedlichen Parametern fiir das Mehrgitterverfahren
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Effekt wird in Abbildung 5.12 noch einmal fiir das Reguldre Upwinding mit unter-
schiedlichen Einstellungen des Mehrgitterzyklus graphisch veranschaulicht.

Eine deutliche Verbesserung der linearen Konvergenzrate r1y 146t sich erst durch die
mit Mehrgitter vorkonditionierte BiCG-Stab-Iteration erzielen. Die entsprechende

Graphik kann der Abbildung 5.13 entnommen werden.

Aus Abbildung 5.14 kann schlieflich das unterschiedliche lineare Konvergenzverhal-
ten von Reguldrem und PAC-Upwinding abgelesen werden. Im Gegensatz zur obigen
Betrachtung des nichtlinearen Problems ist hierbei eine Verschlechterung der Kon-
vergenz bei Verwendung des PAC-Upwindings nicht festzustellen. Es zeigt sich bei
einem reinen Mehrgitterverfahren sogar eine bessere Konvergenz auf dem feinsten
Gitter.

5.1.4 Supersonische Stromung

Der Benchmark einer supersonischen Stromung ergibt sich fiir Ma;, = 1.65. Ein
Schock entsteht am vorderen Ende der Beule und wird an der oberen Wand reflek-
tiert. Am anderen Ende der Beule entsteht ein zweiter Stofs, der sich im Kanal hinter
der Beule mit dem reflektierten Schock kreuzt. Fiir die supersonischen Berechnun-
gen wurde der Kanal um eine Einheit verlingert, damit die reflektierten Stofe zu

sehen sind.

Um die Genauigkeit des Verfahrens zu verifizieren, kann der Winkel des ersten
Schocks sowie die Machzahl hinter dem Stof exakt berechnet werden. Die nun fol-

genden kurzen Ausfithrungen entstammen dem Buch von Anderson [4].

Die kreisformige Beule mit einer Hohe von 4% der Kanalhohe und einer Lénge
von 1 entspricht einem Hindernis, das im Winkel von # = 9.15° angestellt ist. Den

physikalischen Zusammenhang zum Winkel § des Schocks stellt die Formel

MaZ, sin? B — 1
Ma?, (v + cos23) +2

(5.1) tan = 2 cot f3 -

her, in der die Stromung durch die Machzahl Ma;, und den adiabatischen Koef-
fizienten 7 gegeben ist. Mit Hilfe der Formel (5.1) errechnet sich der Winkel des
ersten Schocks zu 47.76°. Zur Berechnung der Machzahl hinter dem Schock wird die

Machzahl normal zum Schock benétigt:

Ma;, = Ma;, sin 3.
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Abbildung 5.13: Lineare Konvergenz fiir den Kanal mit Beule bei Ma;, = 0.675 mit
unterschiedlichen Parametern fiir das BiCG-Stab-Verfahren
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Abbildung 5.14: Lineare Konvergenz fiir den Kanal mit Beule bei Ma;, = 0.675 mit

unterschiedlichen Upwind-Strategien und Losern
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Mai, | B | Magy
1.85 | 41.72 | 1.53
1.87 | 41.23 | 1.55
1.90 | 40.52 | 1.58
1.92 | 40.07 | 1.60
1.94 | 39.68 | 1.62
1.96 | 39.21 | 1.63
1.98 | 38.80 | 1.65

Tabelle 5.7: Zusammenhang zwischen der Machzahl vor und hinter dem Stof sowie
dem Winkel des Stofes

Mit dieser Grofe erhalt man die Machzahl normal zum Schock hinter dem Stofs:
2

~2 .
. _ o=t
v - Ma,, 5

— 1+7_—1.M
(5.2) Ma, = — 2 70

out —

Die gesuchte Machzahl Ma,,, hinter dem ersten Stofs ist dann durch die Formel

(53) Maout = - ]%out

1
sin(8 — 0)
gegeben. Mit den in diesem Benchmark vorliegenden Grofen ergibt sich somit die
Machzahl Ma,,; = 1.33. Die Berechnung des zweiten Stoftes kann analog erfolgen.
Jedoch ist es schwierig, die genaue Machzahl am Ende der Beule vor dem Stoft zu
berechnen, sodass hier kein exaktes Ergebnis angegeben werden kann. Der physi-
kalische Zusammenhang zwischen der Machzahl vor dem Schock, dem Winkel des
Stofes und der Machzahl nach dem Schock ist dabei so empfindlich, dass schon eine
geringe Abweichung bei der Machzahl vor dem Schock zu starken Abweichungen fiir
den Winkel des Stoftes fiihrt. Die Machzahl hinter dem Schock &ndert sich abso-
lut in etwa wie die Machzahl vor dem Schock. Dieses Verhalten ist in Tabelle 5.7

exemplarisch fiir verschiedene Machzahlen vor dem Stoft aufgefiihrt.

Die nun diskutierten Rechnungen wurden auf einem sechs mal uniform verfeinerten
Gitter mit 66177 Knoten auf einem Prozessor durchgefiihrt. Zunéchst zeigt sich wie
im Testfall Ma;, = 0.675 die hohere Genauigkeit des Verfahrens bei Anwendung
des PAC-Upwindings (4.50) fiir die Dichte. In den Abbildungen 5.15 und 5.16 ist
die Dichte geplottet mit und ohne Anwendung der PAC-Strategie. Es ist deutlich
zu sehen, dass das numerische Verfahren im ersten Fall erheblich weniger Diffusion

erzeugt.
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Abbildung 5.15: Dichte mit PAC-Upwinding

Abbildung 5.16: Dichte mit Reguldrem Upwinding

Noch besser ersichtlich wird die hohere Genauigkeit bei Betrachtung der Machzahl
am oberen und unteren Rand des Kanals, wie in Abbildung 5.17 dargestellt. Alle
Stoke - auch die reflektierten - werden mit dem PAC-Upwind-Verfahren scharf auf-
gelost, wohingegen das Reguldre Upwinding nur die ersten beiden Stofe am unteren
Rand korrekt wiedergibt. Die erhohte Diffusivitdt beim Reguldren Upwinding spie-
gelt sich zudem an einer niedrigeren maximalen Machzahl am hinteren Ende der
Beule. Fiir das reguldre Upwinding ergibt sich ein Wert von etwa 1.90, mit Hilfe
des PAC-Upwindings liegt der Wert bei 1.93. Wie schon weiter oben diskutiert muss
dies zu sehr unterschiedlichen Machzahlen hinter dem zweiten Schock fiithren, wenn
die Verfahren in sich konsistent sind. Im ersten Fall miisste diese bei 1.58 liegen,
im zweiten Fall bei 1.61. Wiederum ist es das PAC-Upwinding, das hier fast exakte
Werte liefert. Mit Hilfe des Regulidren Upwindings betrigt die Abweichung jedoch

ungefihr 2% von der konsistenten Losung.

Eine Betrachtung der nichtlinearen und linearen Konvergenz bringt an dieser Stel-
le keine neuen Aufschliisse. Im Wesentlichen gelten dieselben Ergebnisse wie im
transonischen Fall: Das PAC-Upwinding fiihrt zu einer Verschlechterung der nicht-
linearen Konvergenz. Die lineare Konvergenz des Mehrgitterverfahrens sollte durch
eine Einbettung in die BiCG-Stab-Iteration und durch Verwendung von drei Vor-
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Abbildung 5.17: Machzahl am oberen und unteren Rand des Kanals mit Beule fiir
Ma;, = 1.65 und unterschiedlichen Upwind-Strategien

und Nachgliattungsschritten beschleunigt werden. Durch Modifikation des Parame-
ters 8 kann die Glattungseigenschaft des ILUg-Verfahrens verbessert werden. Es
konnte allerdings keine allgemeine Regel fiir alle Rechnungen gefunden werden. Fiir

die supersonische Stromung stellt die Wahl von = —0.4 ein Optimum dar.

Da zur Auflosung der Schocks vergleichsweise viele Knotenpunkte benotigt werden
und die Losung zudem stationér ist, drangt sich die Anwendung eines adaptiven Ver-
fahrens geradezu auf. Als Fehlerindikator zur Markierung der lokal zu verfeinernden
Elemente wurde die Machzahl gewdhlt, die an den Stofsen grofe Spriinge aufweist.
Das so entstandene adaptiv verfeinerte Gitter hat neun Level und umfasst insgesamt
398.815 Knoten. Dies bedeutet eine Reduktion um 90% gegeniiber dem uniformen
Gitter, das im Vergleich aus 4.199.425 Knoten bestiinde. Zur Losung des Problems

wurden 16 Prozessoren verwendet.

Auch fiir diesen Fall soll die Machzahl am oberen und unteren Rand des Kanals
geplottet werden. Es findet sich eine sehr genaue Wiedergabe der Machzahl hinter
dem ersten Schock sowie des Winkels. Ebenso ist der zweite Stof in sich konsistent
berechnet: Die Machzahl vor dem Stof ist 1.94 und hinter dem Stof 1.613, was in

sehr guter Ubereinstimmung mit den theoretischen Werten aus Tabelle 5.7 steht.
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et

Abbildung 5.18: Adaptiv verfeinertes Gitter und Machisolinien fiir Ma;, = 1.65 bei
Verwendung des PAC-Upwinding-Verfahrens
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Abbildung 5.19: Machzahl am oberen und unteren Rand des Kanals mit Beule fiir
Ma;, = 1.65 bei adaptiver Gitterverfeinerung und PAC-Upwinding
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5.1.5 Schwach kompressible Stromung in drei

Raumdimensionen

Simulationen in drei Raumdimensionen sind natiirlicherweise von besonderem In-
teresse. Mit Hilfe von UG ist es moglich, die Implementierung der Diskretisierung
unabhingig von der Raumdimension vorzunehmen. Allerdings erfordert die in drei
Raumdimensionen schnell anwachsende Problemgrofse und der vermehrte Speicher-

bedarf die Verwendung von Parallelrechnern.

In den folgenden Beispielrechnungen soll nun das Losungsverhalten fiir dreidimensio-
nale Probleme im schwach kompressiblen Regime getestet werden. In diesem Bereich
liegen in der Literatur noch keine Vergleichsrechnungen vor, sodass mit dieser Arbeit
ein neuer Benchmark eingefiihrt werden soll. Es handelt sich um das Problem Kanal
mit Beule, das auf dreidimensionale Simulationen erweitert wurde: Die Stromung
erfolgt in einem Quader mit einer Breite und Hohe von einer Einheit und einer Lin-
ge von drei Einheiten. An der Mitte der unteren Seite ist ein Hindernis, das durch
ein Zylindersegment beschrieben wird mit einer Hohe von 10% der Kanalhohe und
einer Lange von einer Einheit. Vorne findet ein Einstrom statt und hinten der Aus-
strom, an allen anderen Winden liegen Slip-Randbedingungen vor. Die Losung der

Euler-Gleichungen ist wie in zwei Raumdimensionen stationér.

Betrachtet man einen vertikalen Schnitt durch das Gebiet, so sollte die dreidimen-
sionale Losung mit der entsprechenden Losung einer zweidimensionalen Berechnung
vergleichbar sein. Dies wird in Abbildung 5.20 anhand der Machisolinien fiir einen
senkrechten Schnitt in der Mitte des Gebietes dargestellt. Die Machzahl am Ein-
stromrand ist dabei Ma;,, = 0.00845.

Abbildung 5.20: Machisolinien fiir Ma;, = 0.00845
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Um die Moglichkeiten der in dieser Arbeit vorgestellten Methode aufzuzeigen, sol-
len nun fiir eine Machzahl von Ma;, = 107% am Einstrémrand die Ergebnisse et-
was genauer betrachtet werden. Die Analyse des zweidimensionalen Verfahrens legt
nahe, eine Newtonlinearisierung fiir die Kontinuitdtsgleichung und eine Fixpunkt-
linearisierung fiir die restlichen Gleichungen zu verwenden. Ebenso erweist sich in
drei Raumdimensionen das Postive Upwinding als einzig konvergente Strategie. Mit
Hilfe der Druckaufspaltung mit Stabilisierung der Energiegleichung kann dann die

schwach kompressible Losung berechnet werden.

Das feinste Gitter auf Level 5 enthélt etwa 815.000 Knoten, sodass ein Gleichungs-
system mit mehr als vier Millionen Unbekannten zu l6sen ist. Zur Berechnung der
Losung wurde deshalb ein PC-Cluster mit 40 Prozessoren herangezogen. Das nur
aus Hexaedern bestehende zugehorige Gitter auf Level 2 kann ebenso wie die Last-

verteilung auf die Prozessoren der Abbildung 5.21 entnommen werden.

Abbildung 5.21: Gitter auf Level 2 und Lastverteilung auf 40 Prozessoren

Die Aufmerksamkeit soll wiederum hauptséchlich auf die linearen Konvergenzraten
des Mehrgitterverfahrens gerichtet sein. In Tabelle 5.8 ist der Wert xy¢ fiir einen
reinen V-Zyklus und eine mit dem entsprechenden Mehrgitterverfahren vorkonditio-
nierte BiCG-Stab-Iteration angegeben. Wie in den zweidimensionalen Testrechnun-
gen fithrt nur die Wahl des ILU3-Glétters zu einer Konvergenz. Die besten Resultate

sind zudem fiir eine ungedampfte Iteration mit dem Parameter 5 = 0 zu erzielen.

Verstandlicherweise sind die Konvergenzraten auf dem feinsten Gitter schlechter als
im zweidimensionalen Fall. Aufgrund der hoheren Raumdimension wird das Problem
steifer und auch die Parallelisierung verdandert die Eigenschaften des Iterationsver-
fahrens. Um trotzdem eine gute Konvergenz zu erzielen sollte die Anzahl der Vor-

und Nachglattungsschritte auf vy = 15 = 3 erhoht werden. Desweiteren ist die un-
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Mehrgitter MG-BiCG-Stab
Level | Knoten || (1,2,2) | (1,3,3) || (1,2,2) | (1,3,3)
1 325 0.011 | 0.006 0.005 | 0.001
2025 0.187 | 0.123 0.043 | 0.033
14161 0.275 | 0.179 0.118 0.048
105633 || 0.433 | 0.334 0.288 | 0.177
815425 || 0.613 | 0.567 0.522 | 0.392

St = W N

Tabelle 5.8: Lineare Konvergenzrate k1o fiir einen (v, vy, vs)-Mehrgitterzyklus ge-
mittelt {iber 20 nichtlineare Schritte bei Positivem Upwinding und
Ma;, = 107°

terschiedliche Problemgrofse zu beriicksichtigen: Der gesuchte Losungsvektor enthélt
auf dem feinsten Gitter in drei Raumdimensionen etwa die zwanzigfache Anzahl an
Unbekannten als dem feinsten Gitter im zweidimensionalen Fall. Nichtsdestotrotz

ist anders als erwiinscht keine gitterunabhiangige Konvergenz zu erkennen.

Abbildung 5.22: Geschwindigkeit in z-Richtung und Machisolinien fiir Ma;, = 10°
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Abbildung 5.23: Gitter auf Level 1 und Machisolinien beim Kanal mit Rampe fiir
Mam =25

5.2 Kanal mit Rampe

Ein dhnliches Problem wie der Kanal mit Beule stellt der Kanal mit Rampe dar.
Es ist wiederum ein supersonisches Problem bei einer Machzahl von Ma;, = 2.5 am
Einstromrand. Der Kanal hat eine Lange von 1.3 und eine Hohe von 1.2; die vordere
Ecke der schrigen Rampe am unteren Rand ist 0.3 Einheiten vom Einstromrand
entfernt. Die Rampe ist im Winkel von 21.57° angestellt. Es ergibt sich eine sta-
tiondre Losung mit einem Stof, der nach der Formel (5.1) im Winkel von 45° zur
Stromung liegt. Die Machzahl hinter dem Stof betrigt Ma,,, = 1.57 bei exakter
Berechnung geméf (5.3).

Dieses supersonische Problem wird auch in den Arbeiten von Karimian et al. [47| und
Darbandi et al. |21] beschrieben. Es wurde hier ebenfalls ausgewéhlt, da aufgrund des
starken Stofses das stationére Verfahren beim Losungsprozess divergiert. Stattdessen
muss - wie auch in den zitierten Arbeiten - die stationdre Losung mit Hilfe eines

Zeitschrittverfahrens berechnet werden.

Das verwendete uniforme Gitter ist in Abbildung 5.23 auf Level 1 abgebildet. Zur
Berechnung der stationdren Lésung wurden beginnend auf dem grobsten Gitter bis
zum fiinf Mal verfeinerten Gitter mit 20769 Knoten jeweils vier Zeitschritte iteriert.
Zur Zeitdiskretisierung wurde das Backward Euler Verfahren herangezogen mit einer
variablen Zeitschrittsteuerung: Um die Iteration zu stabilisieren, wurde zu Anfang
auf den groben Gittern mit einer mittleren Schrittweite von At = 0.1 begonnen, ab

Level 2 wurden schliefilich alle weiteren Schritte mit A¢ = 1.0 berechnet.
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Abbildung 5.24: Machzahl entlang der horizontalen Schnitten durch den Kanal mit
Rampe bei y = 0.5, y = 0.75 und y = 1.0 fiir Ma;, = 2.5

Die Einfiihrung des zusitzlichen Zeittermes ist mit einer Stirkung der Diagonalen
verbunden. Diese wirkt sich umso starker aus, umso kleiner der Zeitschritt ist. Durch
die gednderten Matrixeigenschaften wird das Losungsverhalten des linearen Mehr-
gitterzyklus spiirbar besser. Fiir die hier vorgestellte Simulation wurde ein V-Zyklus
mit zwei Vor- und Nachglattungsschritten eingesetzt, der wie in den meisten vor-
herigen Rechnungen als Glatter ILUg mit 8 = 0 verwendet. Um pro nichtlinearem
Schritt eine Reduktion des Defektes um 0.1 in jeder Komponente des Gleichungssy-

stems zu erzielen, sind maximal zwei lineare Mehrgitteriterationen ausreichend.

Die Machisolinien der stationédren Losung sind der Abbildung 5.23 zu entnehmen. Es
ist daraus ersichtlich, dass der 45°-Winkel des Stofes korrekt reproduziert wird. Zur
genaueren Verifizierung der Losung wird in Abbildung 5.24 die Machzahl entlang
von drei horizontalen Schnitten bei y = 0.5, y = 0.75 und y = 1.0 aufgetragen.
Obwohl die Schnitte den Stof schrig schneiden, ist dieser fein aufgelost. Hinter dem
Stoft wird die exakte Machzahl, die durch die untere durchgezogene Linie markiert

ist, ebenfalls gut wiedergegeben.
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5.3 Backstep

Nachdem in den vorigen Abschnitten sowohl stationire als auch instationire rei-
bungsfreie Probleme betrachtet wurden, soll nun als letztes Beispiel eine Simulation
der Navier-Stokes-Gleichungen erfolgen. Fiir den inkompressiblen Grenzfall gibt es
eine Vielzahl von Benchmarks wie die Umstrémung eines Zylinders oder die Driven
Cavity. All diese Rechnungen kénnen auch mit der hier vorgestellten Diskretisierung
durchgefiihrt werden. Allerdings hat das Gleichungssystem mit der Dichte eine zu-
sitzliche Unbekannte, sodass in diesem Grenzfall das Verfahren ineffizient ist. Statt-
dessen soll an dieser Stelle ein schwach kompressibles Problem mit einer variablen

Dichte simuliert werden.

Abbildung 5.25: Grobes Gitter des Backward Facing Step

Die Geometrie des Problems ist eine riickwérts gerichtete Stufe oder auch Back-
ward Facing Step genannt. Die Einstromung findet in einem Kanal der Linge 3
und Hohe 0.5 statt, der sich dann nach einer Stufe auf die Hohe 1 erweitert. Die
Liange dieses zweiten Stiickes betrdgt 10 Einheiten. Es gelten Haftrandbedingungen
fiir alle Wénde. Das zugehorige grobe Gitter ist der Abbildung 5.25 zu entnehmen.
Fiir inkompressible viskose laminare Stromungen sind in der Literatur einige Ver-
gleichsrechnungen zu finden, es sei hier lediglich exemplarisch auf die Arbeit von
Huurdeman [41] verwiesen. Bei einer Reynoldszahl von Re = 300 bildet sich eine
Rezirkulationszone hinter der Stufe. Fiir Re = 1000 ergibt sich zusédtzlich noch eine
zweite an der Oberseite des Kanals. Bei Reynoldszahlen iiber Re ~ 1200 fiihrt diese

Konfiguration zu einer turbulenten Stréomung.

Fiir die hier vorgestellte schwach kompressible Simulation wird Re = 500 gewéhlt
mit einer Machzahl am Einstromrand von Ma;, = 0.000845. Am vorderen Ende des
Kanals wird das Dichteprofil

1 fir0<y<0.125
0=1<2  fiir 0.125 <y < 0.375
1 fir 0375 <y <05
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Fractional Step

Abbildung 5.26: Dichteverteilung des Backward Facing Step bei ¢ = 35.4 mit ver-

schiedenen Zeitschrittverfahren

vorgegeben. Die angegebenen Reynolds- und Machzahlen am Einstrémrand errech-

nen sich aus den folgenden Referenzgrofen:

lo = 1, e = 1, 000 = 1, o = 1000000, v = 0.002.

Die Simulation erfolgt auf einem sechs Mal uniform verfeinerten Gitter mit insge-
samt 107.265 Knoten. Zum Auffinden einer guten Startlosung wurde beginnend auf
Level 4 mit kleineren Zeitschritten iteriert, um schlieflich auf dem feinen Level 6
mit einer festen Zeitschrittweite von At = 0.3 zu operieren. Dies wurde so gewéahlt,
um verschiedene Zeitschrittverfahren miteinander vergleichen zu kénnen. Eine Dis-
kussion fiir der Simulationsergebnisse mit Backward Euler, DIRK(2) und Fractional

Step soll nun im Folgenden durchgefiihrt werden.

Das mit Abstand schnellste Verfahren ist natiirlich Backward Euler, da in jedem
Zeitschritt die Systemmatrix nur einmal berechnet werden muss, wohingegen bei
DIRK(2) zwei und bei Fractional Step sogar drei Assemblierungen zu beriicksichti-
gen sind. Betrachtet man die Losung rein qualitativ, so zeigt sich aber sofort, dass
Backward Euler wie erwartet aufgrund der niedrigeren Ordnung der Zeitapproxi-
mation mehr numerische Diffusion erzeugt als die beiden anderen Verfahren. Aus
Abbildung 5.26 ist gut zu entnehmen, dass insbesondere die Dichte in den Rezirku-
lationszonen verschmiert wird. Die Losungen mit DIRK(2) und Fractional Step sind

dagegen in etwa vergleichbar mit minimalen Vorteilen bei Fractional Step.
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Verfahren | Zeit K # lin | # nlin
BE 8.7 ] 0.108 24 4
23.4 || 0.134 18 3
38.4 1 0.135 | 21 3
DIRK(2) | 87 | 0.113 | 28 6
23.4 ] 0.105 | 29 6
38.4 1 0.119 | 33 6
FS 8.7 |/ 0.109 | 43 9
2341 0.073 | 24 6
38.4 1 0.096 | 27 6

Tabelle 5.9: Lineare Konvergenzrate «, sowie die Anzahl der linearen und nichtlinea-
ren Schritte in einigen exemplarischen Zeitschritten fiir unterschiedliche
Zeitschrittverfahren bei At = 0.3

In Tabelle 5.9 sind einige Zeitschritte exemplarisch angegeben, die einen Vergleich
der Effienz der verschiedenen Verfahren ermoglichen. Zunéchst ist die linearen Kon-
vergenzrate angegeben, wobei in allen Fillen ein mit einem Mehrgitterzyklus vor-
konditioniertes BiCG-Stab-Verfahren verwendet wurde. Als Glatter dient ILUg mit
B = 0 in einem V-Zyklus mit zwei Vor- und Nachgldttungsschritten. Diese lineare
Konvergenzrate ist sehr gut und unterscheidet iiber alle Iterationen hinweg nur mi-
nimal. Besonders interessant ist die Anzahl der bendtigten nichtlinearen Schritte,
da diese den grofiten Einfluf auf die Effizienz der Verfahren hat. Fractional Step
bendtigt zu Anfang der Simulation drei nichtlineare Iterationen pro Teilzeitschritt,
zusammen also neun im gesamten Zeitschritt. In dieser Phase ist Fractional Step im
Vergleich zu DIRK(2) ineffizient, da bei diesem Verfahren nur jeweils drei, zusam-
men also sechs nichtlineare Iterationen bené6tigt werden. Dies hat natiirlich direkten
Einfluss auf die Anzahl der linearen Iterationen, was sich in der vorletzten Spalte
der Tabelle widerspiegelt. Erst zu einem spéteren Zeitpunkt der Simulation reduziert
sich bei Fractional Step die Anzahl der nichtlinearen Iterationen pro Teilzeitschritt,
sodass in Summe die Anzahl mit DIRK(2) {ibereinstimmt. Beide Verfahren zeigen
dann dieselben Effizienzen. Ganz anders dagegen bei Backward Euler: Hier werden
nur 3-4 nichtlineare Iterationen pro Zeitschritt benétigt, sodass dieses Verfahren
den beiden anderen in diesem Punkt weit iiberlegen ist. Es darf jedoch nicht ver-
nachléssigt werden, dass wie schon erwidhnt die numerische Diffusion die Ergebnisse

verfalscht.



Backstep 115

Wiegt man diese unterschiedlichen Eigenschaften gegeneinander auf, so zeichnet sich
DIRK(2) fiir dieses Problem als robustes Zeitschrittverfahren aus, das sowohl die An-
forderungen der Genauigkeit als auch der Effizienz erfiillt. Backward Euler ist zwar
sehr schnell, liefert aber ungenaue Ergebnisse, sodass es wohl nur fiir erste "quick
and dirty” Ndherungen dienen kann. Der Einsatz von Fractional Step lohnt sich eher
nicht, da die Effizienz schlechter ist. Zudem hat es sich in anderen Testrechnungen
als nicht so stabil wie das DIRK(2)-Verfahren gezeigt.

In Abbildung 5.27 ist die Dichte und die Geschwindigkeit der Losung zu unterschied-
lichen Zeitpunkten abgebildet. Es entsteht zunéchst eine erste Rezirkulationszone
hinter der Stufe, die allerdings in den ersten beiden Abbildungen anhand der Dichte
nur schwach zu erkennen ist. Eine zweite Rezirkulationszone entsteht dahinter am
oberen Rand des Kanals. Die Entstehung dieser Zone kann dem zweiten bis vierten
Bild entnommen werden. Schlieflich ist auf dem fiinften und sechsten Bild zu er-
kennen, dass ein dritter Wirbel an der Unterseite des Kanals entsteht. Dieser wird
mit der Zeit nach aufsen transportiert, sodass sich eine vergleichbare Situation zu

der inkompressiblen Stromung bei Re = 1000 als stationédre Losung ergibt.
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Abbildung 5.27: Geschwindigkeit und Dichte zu den Zeitpunkten ¢t = 12.7, ¢t = 15.1,
t=18.1,t=21.7,t=30.1, t = 35.4 und t = 146.7



6 Zusammenfassung und Ausblick

Teile von deinem geistigen Wesen denen,
die mit dir auf dem Weg sind,

soviel mit, als du kannst,

und nimm als etwas Kostbares hin,

was dir von thnen zurickkommit.

Albert Schweitzer

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines Mehrgitterverfahrens fiir die Euler- und
Navier-Stokes-Gleichungen auf unstrukturierten Gittern. Das besondere Augenmerk
lag dabei auf der Beriicksichtigung des schwach kompressiblen Grenzfalles. Fiir die-
sen wurde zunéchst eine vollstindige asymptotische Analyse angegeben, die in der
Lage ist, die Interaktion der Stromung mit langwelliger Akustik zu beschreiben. Mit
Hilfe der Einfiihrung mehrerer Druckvariablen lésst sich der Grenziibergang M — 0

zu den inkompressiblen Gleichungen bewéltigen.

Fiir dieses so modifizierte Gleichungssystem wurde eine spezielle Diskretisierung
entwickelt, die die Anwendung eines robusten Mehrgitterverfahrens ermoglicht. Es
zeigen sich in zwei Raumdimensionen sehr gute Konvergenzresultate bei Verwendung
des ILUg-Glétters. Erstmals wurde auch ein Benchmark fiir schwach kompressible
Stromungen in drei Raumdimensionen vorgestellt. Aufgrund der hohen Anzahl an
Unbekannten und dem gesteigerten Hauptspeicherbedarf gelingen diese Rechnungen

nur mit einer Parallelisierung des Verfahrens.

Die vorgestellte Diskretisierung wurde auch an transonischen und supersonischen
kompressiblen reibungsfreien Stromungen getestet, da hier ein guter Vergleich zu
Ergebnissen aus der Literatur moglich ist. Es zeigte sich, dass durch Einfiihrung
einer speziellen Upwind-Diskretisierung fiir die Dichte in der Strémung vorhande-

ne Stolke scharf abgebildet werden konnen. Die Vergleichsrechnungen konnten dabei

117
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auf sehr feinen Gittern durchgefiihrt werden. Auch der Einsatz einer adaptiven Ver-
feinerung in Abhingigkeit der Machzahl wurde erfolgreich demonstriert. Allerdings
lasst die Effizienz des Mehrgitterverfahrens auf feinen Gittern stark nach. Dies liegt
in der immer stirker dominierenden Konvektion begriindet. Zudem entfallen die im
schwach kompressiblen Regime durch die Stabilisierung induzierten elliptischen An-
teile. An dieser Stelle besteht in Zukunft weiterhin Forschungsbedarf zur Anpassung

des Mehrgitterverfahrens.

Auf dem Weg zu einem gekoppelten Stromungs- Akustik-Ldoser ist die hier vorgestell-
te Arbeit nur ein erster Schritt. An dieser Stelle soll deshalb ein Ausblick auf die
Anforderungen zukiinftiger Verfahren gegeben werden. Die Modellierung langwelli-
ger Akustik mit Hilfe des Druckterms p(" wurde in dieser Arbeit nicht beriicksich-
tigt und muss vertieft untersucht werden. Eine Herausforderung wird dabei sein, ob
die auf unterschiedlichen Skalen lebenden Druckterme geeignet in ein Mehrgitter-
verfahren integriert werden konnen, ohne wie bisher a priori eine Aufspaltung des
Druckes vornehmen zu miissen. Fiir realistische Stromungen, die sowohl schwach
kompressible als auch stark kompressible Regimes beinhalten, ist zudem eine lokale
Anpassung in Abhéngigkeit der Machzahl denkbar. Weiterhin zeigt gerade das Bei-
spiel der Umstromung einer Windturbine, dass fiir praxisnahe Anwendungen weitere
physikalische Effekte modelliert werden miissen. Hier sind Turbulenzmodelle an er-
ster Stelle zu nennen, aber auch eine Beriicksichtigung von temperaturgetriebenen

Stromungen ist denkbar.
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