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Beschleunigung Hydrodynamischer Astrophysikalischer Simula-
tionen mit FPGA-Basierten Rekonfigurierbaren Koprozessoren

Zusammenfassung

Diese Dissertation befasst sich mit der Anwendung rekonfigurierbarer Koprozessoren zur Beschleuni-
gung astrophysikalischer Simulationsalgorithmen, ausgehend von einer hybriden Plattform aus Stan-
dardrechner und einem Rechenbeschleuniger fiir die Gravitationssimulation (GRAPE). Fiir Simulatio-
nen, die eine Beriicksichtigung der Hydrodynamik erforderlich machen, schrénkt die dazu eingesetzte
Simulationsmethode Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) die erzielbare Rechenleistung des Ge-
samtsystems stark ein. Es wurde der Ansatz verfolgt, durch den Einsatz einer FPGA-basierten Kopro-
zessorplattform das SPH-Verfahren zu beschleunigen. Analysen der Simulationscodes ergaben, dass
die SPH-Berechnungen unter Verwendung von Gleitkommazahlen mit 16 Mantissenbits ausreichend
genau sind. Um den Ansatz zu realisieren, wurde ein FPGA-Koprozessor in Form einer PCI-
Einsteckkarte verwendet, ausgestattet mit einem modernen Virtex-1I-3000-FPGA von Xilinx. Es wur-
den FPGA-Designs entwickelt, welche fiir die umfangreichen aber einfach strukturierten SPH-
Berechnungen bei ausreichend hoher Rechengenauigkeit eine Rechenleistung von iiber 3 GFlops er-
reichen. Dazu wurde eine Bibliothek arithmetischer Module fiir die rekonfigurierbare Logik entwi-
ckelt. Alle Module sind beziiglich der Rechengenauigkeit parametrisiert, und es wurden fiir verschie-
dene numerische Randbedingungen spezialisierte Operatoren entwickelt. Damit konnten optimal an
die Problemstellung angepasste Rechenwerke in Form einer Pipeline aufgebaut werden. Fiir die SPH-
Pipelines konnten 50-60 Gleitkommaoperationen unter Aufwendung von etwa 50 % der FPGA-
Ressourcen implementiert werden, mit einer resultierenden Geschwindigkeit von 66 MHz. Die Schal-
tungen sind in der Lage, die Berechnungen synchron zur maximalen Datenrate von Speicher und PCI-
Interface durchfithren. Um das Beschleunigungspotential (etwa Faktor 10) effektiv auszuschopfen,
wird eine tiefgehende Umstrukturierung des Simulationsalgorithmus erforderlich, was Gegenstand der
weiteren Forschung sein wird.

Acceleration of Astrophysical Hydrodynamics Simulations with
FPGA-Based Reconfigurable Coprocessors

Abstract

This dissertation deals with the application of reconfigurable coprocessors for accelerating
astrophysical simulation systems, where a simulation system consisting of a host workstation and an
accelerator platform for the gravity part of the simulation (i.e. GRAPE) was presumed as given. For
simulation algorithms which also deal with hydrodynamics, it shows, that the method of smoothed
particles hydrodynamics (SPH) which is usually used for this purpose causes a bottleneck for the
overall performance of the system. Therefore the approach was chosen to accelerate the time-critical
calculation steps of SPH by an FPGA-based coprocessor. By studying the astrophysical code it was
shown, that calculations based on floating-point numbers with 16 mantissa bits lead to a sufficient
precision for SPH. To realize the accelerator a PCl-based FPGA-coprocessor featuring a modern
Xilinx Virtex-1I-3000 FPGA was used. FPGA designs were developed which are able to deal with the
extensive but simple structured SPH calculations at sufficient precision. With these designs a
performance of more than 3 GFlops has been achieved. For the arithmetics a library of modules
parameterized in precision and specialized for different numerical situations has been developed. With
this library it was possible to synthesize calculation units as a pipeline, optimally matched for the
problem. The SPH pipelines, consisting of 50 to 60 operators, were successfully implemented in about
50 % of the FPGA resources with a resulting speed of 66 MHz. The design is able to perform the
calculations synchronously with the data rate of the PCI bus and memory. A Speedup of 10 for SPH
seems within reach, but for efficient utilization of the calculation power a deep re-design of the
simulation algorithm will be necessary which is subject to further research.
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Kapitel 1

Einflhrung

1.1 Problemstellung

Durch die Entwicklung leistungsféhiger Rechnerplattformen in den letzten Jahren wurde das wis-
senschaftliche Rechnen zu einem wichtigen Standbein der Forschung. Insbesondere die Simulati-
on komplexer physikalischer Systeme vermag eine Briicke zwischen theoretischen Modellen und
experimenteller Observation zu schlagen. Fir viele Systeme korreliert die Qualitat der Aussagen
direkt mit der zur Verfigung stehenden Rechenkraft und so gibt es einen nicht zu sattigenden
Bedarf an Rechenleistung in den Naturwissenschaften. Insbesondere im Bereich der Astrophysik
ist die Rechenleistung das entscheidende Kriterium, ob eine physikalische Fragestellung gel6st
werden kann oder nicht. Die observierten Phanomene des Weltalls sind beliebig komplex, selbst
wenn die diese Phanomene beschreibenden Gleichungen der Dynamik einfach sind, wie z.B. im
Fall der Gravitation. Bereits die Dynamik von Kugelsternhaufen aus wenigen tausend Sternen
wirft ungeldste Fragen auf, deren Beantwortung entscheidend fur das Verstandnis der Entste-
hung unserer Welt sein kann. Die Entwicklung der Rechenleistung der Mainstream-Technologie
ist einigermal3en vorhersehbar und folgt weitgehend dem Moorschen Gesetz des Fortschritts der
Transistorendichte. Damit ist jedoch auch vorhersehbar, dass die allgemeine Rechnerentwick-
lung fir viele numerische Fragestellungen in absehbarer Zeit nicht die nétige Rechenleistung
erbringen kann. Daraus motiviert sich die grof3e Nachfrage nach Spezialrechnerplattformen, die
mit aktueller Technologie eine weit héhere Leistung erreichen kdnnen als Standardsysteme.

Diese Arbeit befasst sich mit dem Ansatz, rekonfigurierbare Plattformen fiir numerische
Simulationsaufgaben im Bereich Astrophysik einzusetzen. Der Ansatz wird fur eine spezielle
Klasse von Algorithmen ausgefuhrt - die Simulation von Systemen, fur welche Nahwechselwir-
kungen einen entscheidenden Einfluss auf die Dynamik haben. Darunter fallen insbesondere die
hydrodynamischen Phéanomene, wie sie fur eine Vielzahl von astrophysikalischen Problemstel-
lungen berucksichtigt werden missen. Dazu gehoren beispielsweise Fragen zur Entstehung der
Strukturen im Kosmos, zur Dynamik von Galaxien oder zur Sternentstehung. Die Konzentration
auf diese Phanomene ist deshalb interessant, da hier der Einsatz von Rechenbeschleunigern sehr
vielversprechend ist, denn die Behandlung der Gasdynamik ist derzeit die rechenzeitkritische
Komponente, wenn die Berechnung der Gravitationskrafte durch bereits existierende Spezial-
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2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

rechnerplattformen beschleunigt wird. Solche Systeme werden in Abgchnitt 2.4.2 vorgestellt. Fir
diese Arbeit wird davon ausgegangen, dass eine solche Plattform vorliegt. Ein aktueller Rechen-
bescheuniger (GRAPE-6) erreicht 1 TFlop Spitzenrechenleistung in einem Gehéause der GrélRe
einer Workstation. Damit reduziert sich die Rechenzeit fur die Gravitationswechselwirkung auf
einen Bruchteil der Gesamtrechenzeit. Wird auch der hydrodynamische Anteil der Simulatio-
nen durch eine zweite Spezialrechnerarchitektur beschleunigt, lasst sich mit relativ geringem
Hardwareaufwand ein hoher Speedup erreichen, wie im Verlaufe dieser Arbeit gezeigt wird. Die
Berechnungen der Hydrodynamik sind wesentlich komplexer als die der Gravitation und zudem
in der genauen Formulierung applikationsabhangig. Die Struktur der Berechnungen ist jedoch
sehr einfach. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass aktuelle rekonfigurierbare Rechensysteme fiir
hydrodynamische Berechnungen geeignet sind und eine im Vergleich zu Standardprozessoren
sehr hohe Rechenleistung erreichen.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel[2 werden die wissenschaftlichen und algorithmischen Grundlagen der wichtigsten
astrophysikalischen Simulationsverfahren vorgestellt. Dabei werden die Vorziige und Einschréan-
kungen der verschiedenen Herangehensweisen motiviert und gegen die dieser Arbeit zugrunde
liegenden Algorithmen abgegrenzt. Es wird in diesem Kapitel auch eine kurze Ubersicht tiber
die bisher eingesetzten Rechensysteme gegeben.

Das Kapite[ B wird in die hardwareseitigen Grundlagen dieser Arbeit einflihren. Da sich der
Hauptteil dieser Arbeit mit der Implementierung von Algorithmen auf FPGA-basierten Systemen
beschaftigt, wird hier detailliert auf die technologischen Aspekte solcher Systeme eingegangen.
Insbesondere wird das in dieser Arbeit verwendete System beschrieben.

In Kapitel[4 werden die fir den Implementierungsteil der Arbeit bendétigten Grundlagen der
Computerarithmetik eingefiihrt. Es werden die elementaren Zahlensysteme vorgestellt und deren
Eigenschaften in Bezug auf die Umsetzung von Rechenwerken beleuchtet.

Eine Analyse der fur eine Implementierung maf3geblichen Randbedingungen an die Rechen-
leistung und Rechengenauigkeit sowie der sich aus den Algorithmen ergebenden Strukturen und
Datenflisse wird in Kapitel]5 diskutiert.

Kapitel[§ und J beschéftigen sich mit der Implementierung der Simulationsalgorithmen auf
rekonfigurierbaren Systemen. Den Hauptteil bildet die Diskussion zur Implementierung der Arith-
metik. Flr einen modernen Algorithmus wird die Implementierung auf der vorhandenen Platt-
form beschrieben und analysiert.

In Kapitel[§ werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und diskutiert und es wird
eine Ausblick auf die zukinftigen Schritte und Moglichkeiten des in dieser Arbeit verfolgten
Ansatzes gegeben.



Kapitel 2

Grundlagen Astrophysikalischer
Simulationen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Konzepte der Simulation astrophysikalischer Sys-
teme vorgestellt. Es kann hier kein vollstandiger Abriss aller Varianten der Simulationsmetho-

dik gegeben werden. Vielmehr sollen die gebrauchlichen Konzepte motiviert werden, um den
Rahmen der speziellen Formulierung, mit der sich der Implementierungsteil der Arbeit befasst,
abzustecken.

2.1 Allgemeine Simulationsmethodik

Ziel astrophysikalischer Simulationen ist es, das dynamische Verhalten von astrophysikalischen
Systemen numerisch zu studieren. Dies motiviert sich aus dem fehlenden experimentellen Zu-
gang zur zeitlichen Entwicklung von astrophysikalischen Systemen, vor allem aufgrund der ex-
tremen Zeitskalen der Evolution solcher Systeme, aber auch aus der Unzuganglichkeit von in-
neren GrolRen beobachtbarer Systeme. Andererseits kdnnen die sich aus den theoretischen Mo-
dellen fur diese Systeme ergebenden komplexen dynamischen Prozesse in den meisten Fallen
analytisch nicht geldst werden. Deshalb ist die numerische Simulation das wichtigste Bindeglied
zwischen Observation und Theorie.

Die Behandlung der Gravitation ist fur die Modellierung astrophysikalischer Systeme die
wichtigste Komponente. Die Gravitation ist eine Fernwechselwirkung, denn sie wird mit dem
Abstandr der Objekte quadratisch schwéacher — die Oberflache einer Kugelschale mit Radius
wachst jedoch mit? und somit auch die Anzahl an Objekten, die sich ungeféhr in einer Ent-
fernungr befinden kdénnen. Dies hat zur Folge, dass die Gravitationskrafte von weit entfernten
Objekten nicht vernachlassigt werden kdnnen. Fur die Kraftberechnung eines jeden simulierten
Massepunktes muss also die Masseverteilung des kompletten simulierten Systems herangezogen
werden. Abhangig von der Art der zu simulierenden Systeme (siehe Abschnitt 2.1.2) gibt es eine
Vielzahl verschiedener Algorithmen. Ein Uberblick dazu folgt in Absc. Die Simulation
zusétzlicher Physik, insbesondere auch die in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehende Hydrodyna-
mik, ist eng an die durch die Gravitationssimulation vorgegebene Codearchitektur gekoppelt, da
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4 KAPITEL 2. ASTROPHYSIKALISCHE SIMULATIONSVERFAHREN

alle Komponenten des Systems der Gravitationskraft unterworfen sind. Dies ist der Grund dafir,
dass in dieser Arbeit so detailliert auf die Simulation der Gravitation eingegangen wird.

Im Folgenden werden einige grundlegende Aspekte astrophysikalischer Simulationen disku-
tiert.

2.1.1 Numerische Simulation der zeitlichen Entwicklung

Im Allgemeinen wird eine numerische Simulation zeitlich diskretisiert, indem Zeitschritte de-
finiert werden. Fur jeden Zeitschriit werden die Wechselwirkungen der Systembestandteile
ermittelt und daraus tber einen so genantéegratordie Veranderungen der Zustandsgréfien
des Systems gegenuber dem Zeitschyritt berechnet. Beispielsweise sind fur ein System aus
Punktmassen die ZustandsgrofRen gegeben durch die Teilchenpoditjaherteschwindigkei-
tenV; und die Massem;. Die Wechselwirkungen sind hier die Gravitationskréfte, die in jedem
Zeitschrittt; ermittelt werden. Aufgrund der berechneten Kréafte ermittelt der Integrator die neuen
Positionen und Geschwindigkeiten fur den Zeitpunki. Dazu werden die newtonschen Bewe-
gungsgleichungen integriert.

Die in der Astrophysik verwendeten Integratoren unterscheiden sich im Wesentlichen in der
Ordnung der Propagation von Zustandsvariablen und den dazu erforderlichen Wechselwirkungs-
termen, die gegebenenfalls in hoherer Ordnung zu berechnen sind. Die Verfahren legen insbe-
sondere auch die Anzahl der Zeitschriftet;_;...) fest, die in die Propagation der Zustandsva-
riablen auttj. 1 einbezogen werden. Weitverbreitete Verfahren sind beispielsweise Runge-Kutta-
Verfahren verschiedener Ordnung, Leap-Frog und Hermite-Algorithmen (siehé z.B. [107]). Die
Auswabhl des Integrationsschemas héangt ab von der erwarteten Dynamik der Anwendung und der
Art der Berechnung der Wechselwirkungsterme.

Eine wichtige Optimierungsmethode, um Wechselwirkungsberechnungen einzusparen, be-
steht darin, variable Zeitschritte einzusetzen. Entsprechend eines Kriteriums zur Dynamik einer
Variablen kdnnen die Zeitschritte, fir welche die entsprechenden Wechselwirkungsterme berech-
net werden, angepasst werden. Dies hat zur Folge, dass die Bestandteile des Systems mit hoher
Aktivitat ofter neu berechnet werden als die Teile mit geringer Dynamik.

2.1.2 Klassifizierung der Dynamik astrophysikalischer Systeme

Es soll im Folgenden davon ausgegangen werden, dass die gravitativ wechselwirkenden System-
bestandteile durch Massepunkte dargestellt werden (Teilchen). Astrophysikalische Systeme wer-
den grundsatzlich danach unterschieden, ob sie als stol3frei betrachtet werden kdnnen oder nicht.
StoRRe bedeuten in diesem Zusammenhang, dass sich Elemente des Systems so nahe kommen,
dass eine starke Anderung der Impulse aufgrund der Wechselwirkung zwischen zwei oder meh-
reren Elementen resultiert. Ein Maf3 dafir, ob ein stol3freies oder stolRdominiertes System vor-
liegt, ist der Verleich der Relaxationsziiax mit der so genannten Crossing-Titggss Letztere
beschreibt die Zeitspanne fur ein Teilchen mit einer typischen Geschwindgksith einmal

durch das System zu bewegen. Fur ein kugelférmiges Systed dagchen mit Radiu®k und
Gesamtmassd - mkann tber das Virialtheorem folgende Crossing-Time angesetzt werden (sie-
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he z.B. [107]):
teross= VFf ~ G;T\Igm’ (2.2)
mit der Gravitationskonstante.
Die Relaxationszeit ergibt sich aus dem Zeitraum, in dem sich durch die Wechselwirkung
mit dem System senkrecht zur Geschwindigkeit eines Teilchens im Mittel eine Anderung in der
GroélRenordnung vom ergibt. Es l&sst sich fir die Relaxationszeit folgende Beziehung finden

(siehe[[14], vergleiche auch z.B. mit [1]):

N
trelax = tcrossm- (2-2)

Als stol3frei kdbnnen nun solche Systeme angesehen werden, figiei& tie1ax gilt. In diesen

Fallen sieht ein Teilchen nur ein geglattetes Gravitationspotential der anderen Teilchen. Beispiele
dafir sind Galaxien und kosmologische Simulationen ohne starke Cluster-Bildung. Gilt dagegen
teross= trelax Mussen die Wechselwirkungen zwischen einzelnen Teilchen exakt simuliert werden.
Dies ist beispielsweise fur Kugelsternhaufen der Fall.

2.2 Algorithmen zur Simulation der
Gravitationswechselwirkung

In diesem Unterkapitel werden nun die grundlegenden Simulationsmethoden zur Gravitation vor-
gestellt. Die verschiedenen Methoden haben gemeinsam, dass die betrachteten Systeme als dis-
krete Verteilung von Massepunkten angenommen werden. Dabei kann es mit Ausnahme von sehr
kleinen Systemen keine Eins-zu-Eins-Zuordnung von Sternen zu Massepunkten geben. Noch
weniger kdnnen die Molekile oder Staubpartikel des interstellaren Mediums im Einzelnen si-
muliert werden. Deshalb werden ganze Regionen von Sternen bzw. dunkler Materie zu einem
Massepunkt zusammengefasst. Die Masse dieser Pseudoteilchen betragt viele Sonnenmassen
(typischerweise 10- 1 Mp).

2.2.1 Direkte N-Korper-Simulation

Die naheliegendste Variante der Gravitationskraftberechnung auf ein TeilchigdPositionr;
und Massemy besteht darin, die Beitrage aller anderen Punktmassedes Systems aufzu-
summieren. Diese Methode wird Direct Summation oder auchHaRi¢le-Particle-Methode)
genannt und fuhrt auf folgende Gleichung:

- m; (1 —rj)
Fgravi = —Gm ; 3 (2.3)
i7 (e24 | —Fj]?)?

wobeiG die Gravitationskonstante ist. Die Gleichung unterscheidet sich von der bekannten For-
mel fur die Gravitation zwischen Punktmassen um den TefnDieser zusatzliche Term ver-
meidet unphysikalisch hohe Kréfte, wenn sich Pseudoteilchen, welche viele Sternenmassen als
Massepunkt reprasentieren, sehr nahe kommen.
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Um die wechselseitigen Krafte in einem System BuBunktmassen zu berechnen, missen
%(N — 1) Paarwechselwirkungen berechnet werden. Wie weiter unten vorgestellt wird, gibt es
weit schnellere Methoden. Bei Systemen, wo eine sehr hohe Genauigkeit der Kraftberechnung
notwendig ist, wie bei der Betrachtung nicht-kollisionsfreier Systeme, zum Beispiel bei der Dy-
namik von Sternhaufen, wird PP nach wie vor eingesetzt (siehelz.B. [107], [118]). Seit einigen
Jahren wird diese Methode wieder vermehrt eingesetzt, da extrem leistungsfahige Spezialrechner
verfiigbar wurden. In Abschnitt 2.4.2 wird beschrieben, wie mit der PP-Methode uber den Ein-
satz der GRAPEGRAVvity PipE) genannten Systeme ein enormes Leistungspotential erreicht
werden kann. Eine Optimierung von PP folgt aus der Beobachtung, dass bei vielen astrophysi-
kalischen Konstellationen extreme Kontraste der Masseverteilungen auftreten und entsprechend
Regionen unterschiedlicher Dynamik existieren. Die Idee ist dabei, die Simulationen mit unter-
schiedlichen Zeitschritten durchzufiihren, wie es bereits in Absdhnjtt 2.1 erwéhnt wurde. Fur
Teilchen in Regionen hoher Dynamik werden die Wechselwirkungsterme 6fter neu berechnet als
in Regionen niedriger Dynamik. Dies kann in Situationen mit hohen strukturellen Kontrasten zu
einer drastischen Reduktion des Rechenaufwandes fuhren. In [73] wurde demonstriert, wie dies
zu einer Reduktion des Rechenaufwandds fuhren kann.

2.2.2 Baumbasierte Verfahren

In Simulationsanwendungen, bei denen die Gravitation leicht fehlerbehaftet berechnet werden
darf, sind baumbasierte Verfahren (Tree-Algorithmen) eine weitverbreitete Methode, den Re-
chenaufwand stark zu reduzieren. Das Prinzip besteht darin, die Kréfte auf weit entfernte Teil-
chen dartber zu berechnen, dass eine ganze Gruppe von Teilchen als ein einzelnes Wechselwir-
kungsteilchen betrachtet wird, welches im Schwerpunkt dieser Gruppe liegt und durch Multi-
polmomente geringer Ordnung beschrieben wird. Dies jedoch nur, wenn ein Akzeptanzkriterium
(Multipole AcceptanceCriterion = MAC) fur die Teilchengruppe erfillt ist. Dieses Kriterium
begrenzt den Fehler, der durch die Vernachlassigung héherer Multipolmomente entsteht. Ein
Beispiel fir ein solches Kriterium ist der Offnungswinkel, unter dem diese Teilchengruppe er-
scheint. Ist der Winkel geringer als ein Schwellenwert, wird die Wechselwirkung anhand der
Multipolmomente der Teilchengruppe berechnet, ansonsten muss die Teilchengruppe in Unter-
gruppen aufgelost werden. Die Wahl des Akzeptanzkriteriums ist kritisch fir die Genauigkeit der
Simulation, siehe z.B[ [99]. Die Erzeugung der Interaktionslisten, welche sowohl aus Teilchen
als auch aus den Reprasentanten von Teilchengruppen bestehen, geschieht Uber eine Baumstruk-
tur, in der die Teilchen Uber ein Abstandskriterium oder durch eine rekursive Aufteilung des
Raumes angeordnet werden. Mit zunehmender Entfernung von dem Teilchen, fur das die Gra-
vitationskraft berechnet werden soll, steigt die Anzahl der Zweige des Baumes, die als Wech-
selwirkungspartner gesehen werden. Dies fuhrt dazu, dass die baumbasierten Algorithmen mit
O(N logN) in der Rechenzeit fur die Krafte skalieren. Der absolute Rechenaufwand hangt stark
von der Rechengenauigkeit ab, die Uber das MAC gesteuert werden kann, (siehe_auch [99]).
Angewendet werden baumbasierte Verfahren beispielsweise fir die Simulation von Galaxien-
dynamik und Sternentstehung. Fur Simulationen mit sehr hohen Prazisionsanforderungen sind
Tree-Algorithmen weniger geeignet, da mit sehr kleinem Offnungswinkel die Kosten hoher als
bei Direct Summation werden kdnnen (z.B. bei Sternhaufen).
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Im Folgenden werden die wichtigsten Tree-Algorithmen kurz vorgestellt werden.

Barnes-Hut-Tree-Algorithmus Diesem von Barnes und Hut entwickelten Top-Down-Verfah-

ren [5] liegt fur dreidimensionale Simulationen ein Oct-Tree zugrunde. Dies bedeutet, dass von
jedem Knoten des Baumes acht Zweige ausgehen. Jeder Knoten entspricht einer kubischen Zelle
des Raumes. Das Verfahren fuhrt eine hierarchische Unterteilung des Raumes durch, indem —
ausgehend von einer den ganzen Raum umgebenden Zelle — die Zellen jeweils in 8 kleinere
Kuben unterteilt werden. Die Unterteilung wird so weit fortgesetzt, bis in jeder Zelle héchstens
noch ein einziges Teilchen liegt. Fur alle Knoten werden die Gesamtmasse, der Schwerpunkt und
gegebenenfalls héhere Multipolmomente berechnet.

Die Interaktionsliste fur die Kraftberechnung auf Teilchewird durch Absteigen in den
Baum ermittelt. Wenn eine angetroffene Zelle weit genug amtfernt ist, also z.B. das Off-
nungswinkelkriterium erflllt ist, wird diese Zelle in die Interaktionsliste aufgenommen, anson-
sten wird eine Ebene tiefer in die Subzellen abgestiegen.

Die Methode, den Raum rekursiv geometrisch zu unterteilen fihrt zu einer einfachen Paralle-
lisierungsstrategie, wenn global eine gleichmélRige Masseverteilung vorliegt wie bei kosmologi-
schen Simulationen. Bei starker Konzentration der Verteilung auf unregelmafige Strukturen wird
eine Parallelverarbeitung jedoch sehr ineffizient. Uberdies reprasentiert die Baumstruktur in sol-
chen Fallen die Massestrukturen nur schlecht. Fir solche Situationen eignet sich die nachfolgend
vorgestellte Baumstruktur besser.

Zu modernen Implementierungen paralleler Codes basierend auf den Barnes-Hut-Trees siehe
z.B. [98], [24] und [123].

Press Tree Es handelt sich hierbei um einen Bindrbaum, welcher Bottom-Up aufgebaut wird.
Unter den Teilchen wird das Paar wechselseitig ndchster Nachbarn gesucht und durch einen
Knoten abgebildet, wobei die beiden Teilchen die Zweige des Knotens bilden. Dann wird unter
den verbliebenen ungepaarten Teilchen und den Knoten wieder das Paar wechselseitig nachster
Nachbarn gesucht und erneut durch einen Knoten und zwei Zweige ersetzt. Dieser Prozess wird
so lange wiederholt, bis nur noch ein Knoten, die Wurzel des Baumes, ubrig ist. Das Verfahren
hat den Vorteil, dass sich die raumliche Gruppierung der Teilchen in der Baumstruktur wieder-
findet und passt sich deshalb gut an die physikalischen Strukturen einer Verteilung an. Wie beim
Barnes-Hut-Algorithmus bekommen die Knoten die Summe der Masse, den Schwerpunkt und
eventuell hohere Multipolmomente zugewiesen und die Erzeugung der Interaktionslisten kann
auf die gleiche Weise geschehen. Zu modernen Implementierungen basierend auf Bindrbdumen
siehe z.B.[[111] und [126]. Ein moderner Code mit Binarbaum, der auf einer rein geometrischen
Raumaufteilung basiert, wird in [121] vorgestellt.

Fast Multipole Method (FMM) Dies ist ein Tree-Code, dessen Baumstruktur dem Barnes-
Hut-Tree entspricht. Die Baumstruktur wird jedoch anstatt zur Berechnung der Krafte zur Be-
stimmung des Gravitationspotentials fur beliebige Positionen benutzt. Dazu werden auch Mul-
tipolmomente hoherer Ordnung bertcksichtigt und es wird zudem eine lokale Entwicklung des
Feldes fur die Knoten berechnet. Die Methode kann eine hohe Genauigkeit erreichen und eignet
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sich gut fir Systeme, bei denen alle Teilchen die gleichen Zeitschritte bekommen. Sie ist jedoch
asymptotisch um einen Faktor 2 langsamer als der Barnes-Hut-Tree-Algorithmus und fuhrt zu
Schwierigkeiten bei Systemen mit hohen Dichtekontrasten [19]. Sie ist deshalb wenig verbreitet.

2.2.3 Gitterbasierte Verfahren

Bei Systemen, wo angenommen werden kann, dass sich die Bestandteile nahezu kollisionsfrei
bewegen, sind Gittermethoden ein weitverbreitetes Werkzeug (siehe z.B. [47]). Es wird ange-
nommen, dass jedes Teilchen nur das gegléattete Potential einer grof3en Zahl anderer Teilchen
spirt. Dieses Potential wir mit Hilfe eines Gitters berechnet, indem die gegebene Massevertei-
lung durch eine Verteilung auf einem Gitter approximiert wird.

Particle-Mesh-Methode PM

Dies ist eine Methode, die ursprunglich fir die Elektrostatik und Plasmaphysik verwendet wurde.
Eine Ubersicht (iber die klassische PM-Methode gibt Sellwbod [102]. Die grundsétzliche Vorge-
hensweise besteht darin, dass Gber den Raum ein GittéyrGiitterpunkten gelegt wird. Diesen
Punkten wird eine Masse abhangig von den Teilchen in der Umgebung der Gitterpunkte zugewie-
sen, wobei es fur diese Zuordnung verschiedene Verfahren gibt. Mit dem so erhaltenen Masse-
punktgitter wird dann das Potential ermittelt, indem die Poisson-Gleichung fur das Gitter geldst
wird. Dies geschieht tiber die Anwendung der FFagtFourier Transformation). Die Methode
fihrtim dreidimensionalen Fall zu einem von der FFT dominierten Rechenaufd@itogNy).

Neuere Implementierungen nutzen Techniken zur adaptiven Gitterverfeinerung (engl. AMR =
AdaptiveM eshRefinement). Hier werden, falls nétig, feinere Untergitter hinzugefligt oder Tei-

le des Gitters vergrobert (siehe z.B. [34]). Wichtigster Vorteil der PM-Methode ist ihre hohe
Geschwindigkeit. Die Auflésung des Potentials ist mit einigen Gitterabstadnden jedoch nur sehr
gering.

P3M

Die PPM-Methode Particle-Particle ParticleM esh) ist ein Mischverfahren von PM und PP (Di-

rect Summation). Hierbei wird die Wechselwirkung mit nahen Teilchen tber Direct Summati-
on berechnet, wéhrend die Krafte aufgrund des Potentials entfernter Teilchen durch eine PM-
Methode berlcksichtigt werden. Damit gewinnt man eine sehr hohe Genauigkeit fur Wechsel-
wirkungen auf kurzen Langenskalen, kann aber weiterhin von der hohen Rechengeschwindigkeit
von PM profitieren. Die Methode eignet sich fir Simulationen mit hohen Dichtekontrasten, wo
bei reinem PM fir die gleiche Genauigkeit ein wesentlich feineres Gitter erforderlich ware. Peri-
odische Randbedingungen ergeben sich ohne zusatzlichen Aufwand. Das Verfahren kann durch
adaptive Gitterverfeinerung wie bei PM optimiert werden {&PMethode). Weite Verbreitung

findet diese Methode bei kosmologischen Simulationen (siehelz.B. [19]).
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2.3 SPH-Algorithmen zur Simulation der hydrodynamischen
Krafte

In der Astrophysik hat sich zur Behandlung hydrodynamischer Phdnome das Simulationsverfah-
ren SmoothedParticle Hydrodynamics (SPH) als Standardmethode etabliert. Es wurde aus der
Motivation heraus entwickelt, nicht-achsensymmetrische astrophysikalische Systeme effizient
behandeln zu wollen[([70],[36]). Im Gegensatz zu den in anderen wissenschaftlichen Disziplinen
haufig eingesetzten gitterbasierten Methoden, wie beispielsweise die Finite-Elemente-Methoden,
handelt es sich dabei um eine teilchenbasierte Methode ohne Verwendung eines Gitters. So wird
eine Lagrange’sche Beschreibung der Hydrodynamik mdglich. Dadurch Uberwindet die Methode
Einschrankungen der Geometrie, Dichteverteilung und Dynamik, denen andere Simulationsme-
thoden unterliegen. Fur dreidimensionale Simulationen mit Berticksichtigung der Gravitation
durch eine Teilchenmethode hat sich SPH als Uberaus erfolgreiche Methode erwiesen und ist
entsprechend weit verbreitet.

Im folgenden Abschnitt wird die Methode allgemein dargestellf. Tn .3.2 wird eine weit-
verbreitete spezielle Formulierung fur die Hydrodynamik astrophysikalischer Systeme gegeben,
auf die sich der Grol3teil dieser Arbeit beziehen wird. Dies ist jedoch nicht die einzig mdgliche
Darstellung, weshalb in 2.3.3 auf diverse Variationen eingegangen wird. Abgchniit 2.3.4 zeigt
schliel3lich, wie sich die Methode in die Simulation der Gravitation einfugt.

2.3.1 Allgemeine Methode von SPH

Der Grundgedanke des SPH-Verfahrens besteht darin, eine Lagrange’sche Beschreibung der Hy-
drodynamik zu formulieren, wobei gasférmige Materie in diskretisierter Form durch ein Ensem-
ble von statistisch entsprechend der Dichte verteilten Teilchen reprasentiert wird. Diese Fluid-
Teilchen sind durch Position, Geschwindigkeit und Masse parametrisiert und die fir die Hydro-
dynamik wichtigen inneren Gro3en wie Druck, Temperatur, innere Energie und Entropie etc.
werden damit berechnet. Die Wechselwirkungskrafte auf ein Fluid-Element werden ausschliel3-
lich durch die Verteilung benachbarter Teilchen und deren innere Grél3en bestimmt. Durch diese
Wechselwirkungskrafte angetrieben, bewegen sich die Fluid-Teilchen geméaf} der Newton'schen
Bewegungsgleichungen. Einen guten Uberblick tiber diese Methode geben die Veroffentlichun-
gen von W. Benz [11] und J. J. Monaghan![77].

Glattungskernmethode

Der Ubergang von der Teilchendarstellung zu den hydrodynamischen Gleichungen, welche na-
turgemal fur kontinuierliche Verteilungen definiert sind, kann als Teil der Interpolationstheorie
verstanden werden. Die Idee dabei ist, eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung durch
eine bekannte diskrete Verteilung zu approximieren. Als statistisches Verfahren wird hierzu die
Glattungskernmethode verwendet, welche als Naherung eines Integrals durch eine Monte-Carlo-
Methode verstanden werden kann![36]. Die Methode geht von der Glattung von ortsabhangigen
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Funktionenf (T) durch eine KernfunktiokV (engl. Smoothing Kernel) aus:
(F(7)) = /w (F—F.h) f(7) . (2.4)
Y%

Der KernW ist eine Funktion mit scharfem Peak I¥ei= ' und ist parametrisiert durdh, das
die Breite der Kernfunktion bestimmt. Fif wird folgende Normierungsbedingung verlangt:

/ W(F,h) & = 1. (2.5)
Y%
Die Kernfunktion muss auf3erdem die Beziehung

(f(r)) — f(r)furh—0 (2.6)

garantieren, was bedeutet, dasstitir> 0 der KernW gegen died-Funktion konvergiert. Die
FunktionW wird weiterhin spharisch-symmetrisch gewak(f, h) =W(|F|,h)), was dazu fihrt,
dass die Naherungf ) in zweiter Ordnung genau bezuglibhst:

(f(7)) = £(F) +O(h?). (2.7)
Geeignete Kernfunktionen sind Gauf3funktionen wie z.B.

1

e (1 2.8)

W(r, h) =
und bestimmte Spline-Funktionen. FUr letztere wird im nachsten Unterkapitel eine explizite For-
mel gegeben. Spline-Kerne haben gegenluber Gaul3funktionen den Vorteil, dass sie auf einem
kompakten Tréager definiert werden konnen und auf3erhalb dieses Bereichs identisch 0 sind. Da-
durch muss bei der Berechnung der Interpolationsintegrale nach Gleichling 2.4 nur eine Sphére
umT berucksichtigt werden.

Diskretisierung

Es soll nun davon ausgegangen werden, dass die Funktimmr anN diskreten Punktem;]
bekannt ist, die entsprechend folgender Teilchenzahldichte verteilt sind:

M) =73 8F-r). (2.9)

Die Teilchenzahldichte kann wie andere skalare Funktionen durch die Glattungskernmethode
genahert werden, wobei fir die Anwendung von Gleichung 2.4rf(i)) nach Gleichung 2|7
dann folgende Beziehung gilt:

lim (n(r)) = lim 'y W(|[r—rj[,h) =n(T). (2.10)
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung der Berechnung von SPH-Gré3en durch Gewichtung der Bei-
trage aus einer Nachbarschaftsumgebung mit kompaktem Trager. Zu den variablen Glattungslan-

gen siehe Abschnitt 2.3.2.

Durch Durchmultiplizieren des Integrands von Gleichung 2.4n¢ft) / (n(7')), wonach die Glei-
chung inO(h?) genau bleibt, und Ersetzen voyi () ) durchm;/p(rj) (m ist die Masse von
Teilchenj und p(r7j) ist die Dichte an der Position von Teilchghkann folgender Ausdruck
hergeleitet werden, welcher weiterhin eine @{h?) genaue N&aherung vohist:

N

_ =~y M _P
(f(?)>—jz1 F(rj) p(mW(lf’ Fil,h). (2.11)

Wird diese Formel angewendet, um aus der diskreten Verteilung der Teilchen eine kontinuierliche
Dichteverteilungo (') zu gewinnen, ergibt sich folgender Ausdruck:

N
() = 3 mW(lr—ril.h). (2.12)
j:

Anschaulich ausgedrickt, wird die diskrete Verteilung der Fluid-Teilchen durch Faltung mit der
GlattungsfunktiorV zu einer kontinuierlichen Verteilung verschmiert, woraus sich der Name
der Methode ableitet. Die auf diese Weise numerisch erhaltene Dichte wird zur Bestimmung
weiterer GroRen nach Gleichung 2.11 dortiir;) eingesetzt.

Behandlung von Ableitungen

Die SPH-Methode wird erst dadurch interessant, dass nicht nur Funktionsf{grtsondern
auch deren Ortsableitungénf (r') an den Teilchenpositionah= r; aus einer diskreten Vertei-
lung bekannter Funktionswertigrj) bestimmt werden konnen. Dazu betrachte man folgende

Gleichung fur die Approximation vonl f (f;) welche analog zu Gleichu@A ist:
(Btm) :/if(r’)w(m—r'y,h) &3, (2.13)
v
Durch partielle Integration erhalt man:

(D) = L)W (Fi—FLh) oS+ [ 1) Bw (fi—F|.h) o’ (2.14)
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wobei “ﬁi” bedeutet, dass der Gradient nach den Koordingteles Teilchens gebildet wird.

Unter der Annahme, dass das Integrationsvolumen so weit ausgedehnt ist, dass die Friktion
oderW (|ri —T’|,h) an dessen Oberflache verschwinden, kann der Oberflachenterm vernachlas-
sigt werden. Diese Bedingung ist bei den meisten astrophysikalischen Simulationsproblemen,
fur die SPH eingesetzt wird, erfullt und soll fur diese Arbeit stets vorausgesetzt werden. Dann
kann wie bei der Ableitung von Gleichupg 211 diskretisiert werden und man erhait:

Bt = S £r) T BW(R —rLh 2.15
( “‘>>‘,Zl (1) 5y DW= ril.h) (2.15)

Es sei hier angemerkt, dass dies nicht unbedingt die numerisch beste Formulier@@ mr)>

ist. Wie in [77] gezeigt, kann es sinnvoll sein, die Dichte in die Operatoren einzubeziehen. Damit
kann alternativ folgende Naherung m’]rf( i) hergeleitet werden:

<DfF>

Hier seien schlief3lich noch zwei mogliche numerische Formulierungen zur Approximation von
[0 x g gegeben:

N
Z — £(71)) BW(Fi —rjl.h). (2.16)

(Bxgm) = p”:i)ﬁiwuﬁ—m,mx@(m, (2.17)
j=

— N —

(Dxam) = S 3, m (80 -() xBW(R—rilh.  (218)

Da wir hier mit spharisch-symmetrischen Glattungskernen arbeiten, ergibt sich fir den Gradien-
ten vonW folgende Rechenvorschrift:

OW(|Fi — |, h) = rf_ ) (2.19)

Gemal der SPH-Methode kdnnen nun beliebige gasdynamische Variablen und ebenso deren
Ableitungen Uber eine einfache Summierung einer Funktion der Teilchenparameter, multipliziert
mit dem Glattungskern oder einer Ableitung davon, berechnet werden. Dies fuhrt zu einem sehr
einfachen Rechenschema fir die zu betrachtenden hydrodynamischen Gleichungen.

2.3.2 Weitverbreitete spezielle SPH-Formulierung

Es wir nun eine seit einigen Jahren bewahrte Formulierung des SPH-Algorithmus im Detail aus-
gefuhrt, wie sie insbesondere fur den Implementierungsteil dieser Arbeit verwendet wurde. Die
Formeln entsprechen weitgehend deriin [11] beschriebenen Methode. Zu Implementierungsde-
tails und numerischen Eigenschaften siehe beispielsweiselauch [111], [126], [6].
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2 "h~~ T pI*W(rI,|/2**(1/3))I _______ —
AN pI*W(r,I) —_—
PI*W(r,I2"*(1./3)) =rmimems

pi*W(r,h)

0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 2.2: Kubische Splinefunktion des Standard-Glattungskernes nach Gle[chuhg 2.20.
Dargestellt ist der Verlauf fiir drei verschiedene Werte der Glattungslange/2(1, 1 - v/2).

Spline-Kern

Far die Wahl der SPH-Glattungsfunktiovi(r, h) gibt es verschiedene Moglichkeiten. So werden

bei theoretischen Betrachtungen tiber die SPH-Methode vor allem Gauf3funktionen als Kernfunk-
tion verwendet. Diese sind in vielen Fallen aber auch fur numerische Simulationen anwendbar.
Weiter verbreitet sind jedoch kubische Spline-Funktionen. Diese haben den Vorteil, dass sie auf
kompaktem Trager definiert werden kdnnen, sodass sie aul3erhalb einehdungegebenen
Umgebung um den Nullpunkt identisch Null sind. Entsprechend ist fur die Berechung von phy-
sikalischen GroR3en fur ein Teilchen an der Positieme SPH-Summation nur Gber die Teilchen,

fur die sich(F —T) in dieser Umgebung befindet, auszufuhren. Dies reduziert den Rechenauf-
wand vonO(N?) aufO(N - Ny), wobeiN, die durchschnittliche Zahl von Nachbarteilchen ist, fiir
welche die SPH-Summe gebildet werden muss. Gleichung 2.20 zeigt den inzwischen zum Stan-
dard gewordenen Spline-Kern, wie er von Monaghan und Lattanzio vorgestellt wuide [79]. Der
Graph dieser Kurve ist in Abbildurjg 2.2 zu sehen, wobei die Kernfunktion fir drei verschiedene
Werte vonh dargestellt ist. Die in dieser Arbeit beschriebene Implementierung wird auf dieser
Standard-Formulierung basieren.

1-3v2+ 3 @ 0<v<1
w(r,h) =L 12-v)® : 1<v<2
0 : sonst
mitv={.

(2.20)

Variable Glattungslange

Gangige Praxis in der Anwendung von SPH bei astrophysikalischen Simulationen ist es, fur jedes
Teilchen mit Index eine eigene Glattungslanbezu verwenden (siehe z.B. [43] unid[11]). Diese
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Glattungslange hangt von der Dichte des Gases an der Gtabbeund variiert mit der Dynamik
des Ensembles. Damit lasst sich erreichen, dass durch die Faltung mit der Glattungsfunktion
trotz extremer Dichtekontraste stets eine glatte kontinuierliche Verteilung resultiert. Im Simula-
tionscode geschieht dies, indem die Zahl der SPH-Nachbarn fir jedes Teilchen ndherungsweise
konstant gehalten wird, was durch Anwendung folgender Gleichung erreicht werden kann (siehe
[11]): "
1 -
a_ghm-v (2.22)

Dadurch werden die numerischen Eigenschaften des Codes weitgehend unabhangig von der
Geometrie der Masseverteilung, was einer der wichtigsten Vorteile von SPH gegeniuber ande-
ren Methoden ist. Zudem kann der Rechenaufwand pro SPH-Teilchen nahezu konstant gehalten
werden. Um die Impulserhaltung zu garantieren, ist es nun wichtig, dass die Krafte von Teilchen
i auf Teilchenj und umgekehrt von Teilchepauf Teilchen Ubereinstimmen. Dies kann von den
Interpolationsformeln nur gewahrleistet werden, wenn eine Symmetrisierung der Fornheln in
erfolgt. In dieser Arbeit wird deshalb stets vom Ansatz ausgeganger, deaben Gleichungen
durch die Form
_ h(™) +h(r)

2

ersetzt wird, was flr die diskrete Formulierung die Verwendungtypantsprechend folgender
Gleichung bedeutet:

h(r, 7 (2.22)

h(F) +h(r) _ hi+h;
2 2

In Abschnitt{2.3.B wird eine alternative Méglichkeit zur Sicherstellung der Antisymmetrie
der Krafte im Fall variabler Glattungslangen gezeigt. Benz weist in [11] darauf hin, dass die
dynamische Adaption von fiir die exakte Berechnung vayW(|ri —rj|,h) zu einem Korrek-

turterm W /oh Clh fuhrt, welcher sehr schwierig zu berechnen ist. Dieser Term kann jedoch
vernachlassigt werden, solandlk/dt < h gilt, was fur diese Arbeit vorausgesetzt werden soll.

Bei bestimmten Problemstellungen gilt diese Voraussetzung jedoch nicht, beispielsweise bei Sy-
stemen, die starke Schockwellen enthalten, jedoch Uber globale Zeitschritte integriert werden.
Fur solche Falle zeigen Nelson und Papaloizou in [84], wie durch EinflUgenld&orrekturen
drastische Verbesserungen der SPH-Simulationen erreicht werden kdnnen.

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass die Verwendung variabler Glattungslangen mit
der Symmetrisierungsvorschrift nach Gleich{ing .23 dazu fuhrt, dass fur ein Teilchen mik Index
nicht mehr alle Teilchen in der Sphdre-ri| < 2h; SPH-Nachbarn sind, sondern anstatt dessen
die Beziehungrj —ri| < 2h;; die Zugehorigkeit von Teilchem zur Nachbarschaftsliste von
Teilcheni definiert.

(2.23)

hij =

Schritt 1: Berechnung der Dichte

Wie in Gleichung 2.1]1 und 2.15 zu sehen ist, benétigt man zur Berechnung von Funktionswerten
durch die SPH-Methode stets die Dichie(rj) an den Positionen der Fluid-Teilchen. Deshalb
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besteht der erste Schritt einer Berechnung nach der SPH-Methode darin, diese Dichten zu be-
stimmen. Dies geschieht nach folgender Formel entsprechend Glejchupg 2.12:

N
pi={p() =3 mW(|ri —rj.h). (2.24)

Um im zweiten Schritt die hydrodynamische Druckkraft berechnen zu kénnen, missen zuvor
die Drucke an den Positionen der Teilchen bestimmt werden. Dazu kénnen abh&ngig von den
Eigenschaften der zu simulierenden Gase verschiedene thermodynamische Zustandsgleichun-
gen angewendet werden. Im einfachsten Fall ist der DRy den Teilchenpositionai nur

von p; abhangig, wie bei isothermen oder isentropen Gasen. Es kénnen jedoch auch sehr kom-
plexe Zustandsgleichungen auftreten, beispielsweise im Zusammenhang mit Phasenibergangen.
Bei der Berechnung der Zustandsgleichungen handelt es sich um ein@iMjiskalierenden
laufzeitunkritischen Teil des Algorithmus, der somit nicht Bestandteil der zu beschleunigenden
Berechnungen ist. Deshalb soll hier nicht naher darauf eingegangen werden.

Schritt 2: Kraft- und Energieberechnung

Die wichtigste Gleichung der Hydrodynamik ist die der Impulserhaltung, welche als Euler-
Gleichung folgende Gestalt E}at

dv oV

a—§+(v'ﬁ> o= P (2.25)

p

Aus dieser Gleichung ergibt sich die Beschleunigung der Fluid-Elemente. Durch Aufstellen der
Faltungsgleichungen natch P.4 und Naherungen mit der Genauigkeit der SPH-Methode kann nach
W. Benz [11] folgende Gleichung fir die approximierte Beschleunigung hergeleitet werden:

0--(2)-(3)0

Mit dem SPH-Verfahren zur Diskretisierung dieser Integrale analog zu Gleighung 2.15 ergibt
sich diese Gleichung zu:

avj N R P ) -
——=—ymj| =+ DiW(‘ﬁthij). (2.27)
dt J-Zl (piz pf
Dies ist die am haufigsten verwendete Form der Bestimmung der Beschleunigung aus der Druck-

verteilung des Gases. Diese Gleichung sichert sowohl die Impulserhaltung als auch die lokale
Erhaltung des Drehmoments.

IDje Beriicksichtigung des Gravitationspotentials fihrt auf der rechten Seite von Glejchuhg 2.25 zu einem zu-
séatzlichen Term-[®, welcher aus Griinden der Ubersichtlichkeit an dieser Stelle nicht beriicksichtigt werden soll.
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Die einfache Euler-Gleichurig 225 ist nicht in der Lage, Dissipation von kinetischer Energie
in Warme zu beschreiben, wofir Viskositéat des Fluids notwendig wére. Sollen jedoch Schock-
wellen simuliert werden, wird die ansonsten vernachlassigbar geringe molekulare Viskositat
astrophysikalischer Gaskomponenten signifikant und die Vernachlassigung der Dissipation fuhrt
zu unphysikalischem Verhalten (z.B. starke Oszillationen des Systems). Deshalb wird die Euler-
Gleichung fiir solche Simulationsprobleme um einen TEMFF fiir eine kiinstliche Viskositat
erweitert, welcher als zusatzlicher kiinstlicher viskoser Druck verstanden werden kann:

dv 1- ;

L _ T, (P+PYIsC) . 2.28

at o r ( + ) ( )
Ublicherweise werden zwei verschiedene Arten von viskosem Druck verwendet, die so genannte

kunstliche Volumenviskositat

Py = —aplcshl-v, (2.29)
und die so genannte von Neumann-Richtmyer-Viskositat
L N\2
%::ﬁpﬁ(mwﬁ , (2.30)

wobeia und 3 freie Parameter sind, welche die Starke der Viskositét kontrolliéreime typi-

sche Langenskala angibt, tber die sich eine Schockfront ausbreitet dielSchallgeschwin-

digkeit isf| Wurde man diese Formel derart auswerten, dasg tiber die SPH-Methode ap-
proximiert wird und die Korrekturterme dann analog[zu 2.27 berechnet werden, kénnten die
auftretenden unerwiinschten Oszillationen nicht in ausreichendem MalR3e abgeschwacht werden.
Die Ursache dafur ist, dass auf diese Weise Geschwindigkeitsfluktuationen auf Skalen kleiner als
h nicht gedampft werden konnen. Deshalb wird tblicherweise das von Monaghan und Gingold
[78] vorgeschlagene Verfahren verwendet, statt der Gid3¢einen Termu;; zu verwenden,
welcher als Schatzwert fur den Beitrag von Teilchjerur Divergenz der Geschwindigkeit am

Ort i verstanden werden kann:

_ i (M —vj) - (i —rj)
Fi=ri["+ n2ef

Mij (2.31)

Der Termnzhﬁ- sorgt dafiir, dasgijj fiir kleine Teilchenabstande nicht divergiert. Dann nimmt
die Berechnung vodv/dt folgende Gestalt an:

& _ S (RLP o awielh
ar - _jzlmj (p_i2+p—j2+ﬂlj Dlw(mj 7hlj) (2.32)
(—occijpij + Bus)
DoVT <
rlij = Pij ' r”_o (2.33)
0 . VijTij >0
Cs(Ii) + Cs(Tj i+pi
Gj = M,Pijzu,vijzvi—w (2.34)

2 2

2Die Schallgeschwindigkeit kann in Schritt 1 fir jedes Teilchen aus der Dichte und dem Druck berechnet werden
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Diese Art der Formulierung hat sich als sehr erfolgreich erwiesen. Es hat sich jedoch gezeigt
(Balsaral[4]), dass bei Scherstromen viel Entropie erzeugt wird. Dieser unerwiinschte Effekt wird

vermieden, wenn statt Gleichuhg 2.31 folgende von Balsara vorgeschlagene Formel verwendet
wird:

hijvijrij; fi+ f;
ij = 2.35
HI] f’.21+172hﬁ 2 ( )
= — (D- V)il . (2.36)
(O V)i + {0 x V)| +n'ci/hy

Dies ist die Formulierung, die fur diese Arbeit verwendet wird. Man erkennt, dass zur Berech-
nung der Balsara-Koeffizientefy die Erwartungswerte fur die Divergenz und Rotation won

fur das Teilchen erforderlich sind. Diese kdnnen in Schritt 1 zusatzlich zur Dichteberechnung
bestimmt werden, wobei analog zu den Fornmjeln]2.16 und 2.18 gerechnet werden kann:

m; (v — %) G (|rij], hij), (2.37)

—

M= M=

mj (% — ;) x W (|17 |, ). (2.38)
J

Auf diese Weise brauchen die Dichtpnfir die Summation noch nicht bekannt sein. So lasst
sich eine weitere Schleife Uber alle Nachbarteilchen zwischen Schritt 1 und Schritt 2 vermeiden,
die bei Anwendung der Gleichungen 2.15 ind .17 erforderlich sein wiirde.

Im Allgemeinen reichen die Gleichungen zur Impulserhalting {2.25) und die Zustansglei-
chung des Gases nicht aus, um ein hydrodynamisches System vollstandig zu beschreiben. Wah-
rend fir isotherme und isentrope Zustandsgleichungen keine weiteren Grof3en zu berechnen sind,
wird im Fall der idealen Gasgleichung fiur adiabatische Zustandséanderungen beispielsweise die
Temperatur oder innere Energie bendtigt. Das System von Gleichungen kann vervollstandigt
werden, wenn die Gleichung fur die Energieerhaltung einbezogen wird. Fir ein reibungsfreies
ideales Gas lasst sich die hydrodynamische Formulierung der adiabatischen Energieerhaltung
wie folgt aufstellen:

Jdu " p =
— 4+ (V-Du=—=0-V. :
ot +(V-O)u 5 0-v (2.39)
Daraus ergibt sich analog der Herleitung von Gleichung|2.15 folgende Formel:
du RN
e p_i'z j;m,- - OW(IT | hig). (2.40)

Die oben eingefiihrte kiinstliche Viskositat fihrt an Schockfronten zusatzlich zu einer Erhitzung
des Gases. Aus diesem Grund wird Gleichling]2.40 ein Term hinzugeftigt, welcher die Entro-
piednderung aufgrund der kinstlichen Viskositat bertcksichtigt. Fur diese Arbeit wird deshalb
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folgende SPH-Form fur die Energiegleichung verwendet, welche die Erhaltung der Gesamtener-
gie sichert:

dy PR N

at  p? lemlvll OIW(IFij |, hig) +

Der erste Summand der rechten Gleichungsseite kann direkt aus dem bereits fr die Berechnung
von f; ermittelten Wert fur{O - V); durch Multiplikation mitR, /p; bestimmt werden. Der zweite
Summand kann leicht in die Schleife zur Berechnungd@fdt einbezogen werden.

NII—‘

N —
Z j . DiW(mj ’,hij ) (2.41)

Zusammenfassung des SPH-Algorithmus

Es sollen hier noch einmal die wesentlichen Punkte des eben gegebenen SPH-Formalismus zu-
sammengefasst werden, um den Ablauf der Berechnungen zu verdeutlichen.

e Eswird ein Spline-Glattungskern mit kompaktem Trager verwendet. Dies fuhrt dazu, dass
nur die Beitrage einer Anzahl ndchster Nachbarn um ein Teilchen in die Berechnung von
SPH-Grdlen einflieRen. Fur jedes Teilchen wird also eine Nachbarschaftsliste erstellt und
fur die SPH-Formeln wird nur Gber diese Liste summiert.

e Fur jedes Teilchenwird in einer ersten SPH-Schleife Gber die Nachbarn durch die Sum-
menforme| 2.2)4 die Dichtg; bestimmt. In der gleichen Schleife werden die Summationen
furOJ-v (Gleichun) und] x vV (Gleichung 2.3B) durchgefuhrt.

e Fur jedes Teilchen wird nun der Druck, die Schallgeschwindigkeit und der Balsarakoeffi-
zient f; (Gleichund 2.3) bestimmt.

e Fir alle Teilchen kdnnen dann in einer zweiten SPH-Schleife Uber die Nachbarn die Krafte
(Gleichung[ 2.3R mif 2.35 fur die Berechnung vap) und Energien (Gleichung 241)
berechnet werden.

Es gibt also zwei Schleifen tGber die Nachbarschaftslisten der SPH-Teilchen, in welchen eine
Summation von SPH-Beitrdgen der Nachbarn durchgefuhrt wird.

2.3.3 Variationen des SPH-Verfahrens

Die Formeln zur Berechnung von SPH-Erwartungswerten, wie sie im letzten Abschnitt ent-
wickelt wurden, sind keineswegs die einzig mogliche Variante. Es gibt insbesondere unterschied-
liche Ansatze, eine Symmetrie der Beitrage von Teilchen einem Erwartungswert von Teil-
cheni und umgekehrt zu erreichen. Diese Symmetrie ist notwendig, damit eine antisymmetrische
paarweise Wechselwirkung zwischen Teilchen moéglich wird, was grundlegende Voraussetzung
fur die Impulserhaltung ist. So kbénnen beispielsweise die Kernel-Beitrage bei unterschiedlichen
Glattungslangeh; # hj anstatt durch

., hi+h;j
w(ln-ril. 5
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auch durch 1
5 (W(IFi = ri],h) + W(IFi — il hp)

symmetrisiert werden. Ein anderes Beispiel ist die SymmetrisierundPyp#, wie sie fir die

Berechnung der Beschleunigung gebraucht wird. Anstatt das arithmetische Mittel

L
2\p? pf

zu berechnen, kann auch das geometrische Mittel verwendet werden:

vRP
pipj
Die eben beschriebenen Symmetrisierungsvarianten wurden/in [43] eingefuhrt und diskutiert.
Besonders viele Variationen gibt es bei der Behandlung der kinstlichen Viskositéat. Diese
Grofe ist nicht direkt physikalisch motiviert, sondern soll lediglich unphysikalisches Verhalten
der SPH-Simulation bei starken Schockwellen und Turbulenz vermeiden. Sie hat den ungewoll-
ten Seiteneffekt einer unphysikalisch hohen Energiedissipation. Deshalb gibt es zahlreiche Modi-
fikationen, welche flir verschiedene Simulationsszenarien optimiert sind. Es soll an dieser Stelle
nicht ndher darauf eingegangen werden.

2.3.4 Einbettung in Simulation der Gravitation

Auf den ersten Blick unterscheidet sich die algorithmische Struktur von SPH sehr stark von
den Verfahren zur Berechnung der Gravitationskraft, und es erscheint schwierig, eine Verbin-
dung herzustellen. Jedoch basieren alle bisher beschriebenen Methoden auf der Reprasentation
des astrophysikalischen Systems durch Teilchen. Deshalb kénnen die Fluidteilchen direkt in die
Gravitationsbehandlung fur das Gesamtsystem einbezogen werden. Umgekehrt werden flr die
wichtigsten N-body-Codes auch Nachbarschaftsbeziehungen in die Berechnung einbezogen, was
sich ebenso fur die Erzeugung von Nachbarschaftslisten fir SPH ausnutzen lasst. So wenden die
P3M-Codes fiir kurze Distanzen eif@®-Methode an und die Ermittlung der dafiir benétigten
Nahbereichsteilchen leistet bereits viel Vorarbeit fur den Aufbau der SPH-Nachbarschaftslisten
(siehe z.B.[[20]). Und bei baumbasierten Verfahren beinhaltet die hierarchische Datenstruktur
bereits die Information Uber die Nachbarschaftsbeziehungen. Hernquist und Katz beschreiben in
[43] ihren TREESPH-Code, der auf einem Barnes-Hut-Tree aufbaut und fur die Nachbarschafts-
suche die Baumstruktur ahnlich wie fur den Aufbau der Gravitations-Interaktionslisten verwen-
det. Ein aktuelleres Beispiel fur einen mit einem Barnes-Hut-Tree gekoppelten SPH-Code ist
GADGET [106]. Ein Beispiel fur die Verwendung eines Bindrbaumes in Verbindung mit SPH

ist der GASOLINE-Code [121].

Diese Arbeit orientiert an der Implementierung eines Codes basierend auf dem Press-Tree
wie in [111] und [126]. Die Gravitation wird sowohl fir die N-body-TeiIcﬁhIIs auch fur SPH-
Teilchen gerechnet. Zur Beschleunigung kann ein GRAPE-System verwendet werden (siehe Ab-
schnitt2.4.2,[[110] und_[126]). Fir die SPH-Teilchen werden dann Korrekturen notwendig, da

3N-body-Teilchen sind rein gravitativ wechselwirkende Teilchen.
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die SPH-Teilchen zur Vermeidung von Inkonsistenzen ein nach dem SPH-Formalismus geglat-
tetes Gravitationspotential bewirken sollten. Dazu kann im SPH-Formalismus folgende Formel
angewendet werden, welche sich daraus ableitet, dass fur ein TeildreGlattungskernfunk-

tion W(|r —ri|, hij) als Dichteverteilungsfunktion interpretiert wird (nachl[11]):

(2.42)

2.4 Rechnerplattformen fir astrophysikalische Simulationen

Da die Qualitat astrophysikalischer Simulationen von der Auflésung und damit von der simu-
lierten Teilchenzahl abhangt, wird in der Regel mit der bei vertretbarer Rechenzeit maximal
maoglichen Anzahl von Teilchen gerechnet. Dazu wird vorzugsweise auf Hochleistungsrechnern
gearbeitet. Grundséatzlich kdnnen sowohl Rechner-Cluster als auch Supercomputer eingesetzt
werden, und beide Rechnerklassen werden abhangig von der Verfligbarkeit solcher Rechensy-
steme verwendet. In Abschnjitt 2.4.1 werden einige Aspekte der Implementierung von Simula-
tionscodes auf solchen Mainstream-Plattformen umrissen. Abschnift 2.4.2 gibt einen Uberblick
Uber Spezialrechner, die fur astrophysikalische Simulationen eingesetzt werden.

2.4.1 Hochleistungsrechner

Supercomputer sind die klassische Plattform flir astrophysikalische Simulationen. Kann die An-
wendung gut parallelisiert werden, wie es beispielsweise bei kosmologischen Simulationen mit
P3M bei relativ homogener Verteilung der Massen der Fall ist, skaliert die Rechengeschwindig-
keit sehr gut mit der Anzahl der Prozessoren. Hier kommen die Vorteile eines Supercomputers
zum tragen, wie die hohe Rechenleistung der Knoten und die schnelle Verbindung mit kurz-
er Latenzzeit zwischen Rechenknoten. Sobald jedoch auch hydrodynamische Phanomene durch
SPH beriicksichtigt werden oder starke Inhomogenitéaten durch die Zusammenballung von Mas-
sen auftreten, skaliert die Rechenleistung des Codes fur mehr als ca. 30 Prozessoren schlecht
(siehe z.B.[[90]). Mehr und mehr werden auch Rechnercluster eingesetzt. Diese Systeme sind
sehr popular geworden, seit schnelle Verbindungsnetze fir Standard-PCs existieren und gute
Standardprozessoren eine bei vielen Anwendungen vergleichbar hohe Leistung wie bei einem
Supercomputer-Knoten erzielen. Durch den Einsatz von Standardkomponenten ergibt sich eine
wesentlich bessere Price-Performance als bei Supercomputern. Mit Clustern ist eine sehr ho-
he Speicherkapazitat pro Rechenknoten mdglich, was insbesondere fir hydrodynamische Codes
wichtig ist. Zu aktuellen Beispielen von astrophysikalischen Simulationen auf Clustern siehe
z.B. [121] und [25].
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Abbildung 2.3: Simulationssystem, bestehend aus Host-Rechner und GRAPE-6-Spezialrechner
zur Beschleunigung der Gravitationsberechnung.

2.4.2 Spezialrechner
GRAPE

Die Behandlung der Gravitation ist der bei weitem rechenaufwandigste Teil von astrophysikali-
schen N-Kérper-Simulationen und limitiert deshalb die Teilchenzahl, die simuliert werden kann.
Aus dem wissenschaftlichen Bedarf nach héheren Teilchenzahlen (um die Auflésung und Aus-
sagekraft der Simulationen zu steigern) motivierte sich das GRAPE-Projekt der Universitat To-
kio [26]. Ende der 1980er-Jahre begonnen, wurde eine Generationenfolge von Spezialrechnern
entwickelt, welche auf der gemeinsamen ldee beruhen, die Gravitationskraft durch ein maf3ge-
schneidertes Rechenwerk in der Form einer Pipeline (GRAvity PIB&APE massiv parallel

zu berechnen (siehe z.B. [113], [75] und|[50]). Dieses Konzept bietet sich an, da die Gravi-
tationskraft Gber eine einzige Formel, bestehend aus wenigen Operationen berechnet werden
kann. Ein Simulationssystem besteht bei diesem Konzept aus einem Standard-Host-System und
angeschlossenem GRAPE-Rechenbeschleuniger, wie in Abbijldung 2.3 gezeigt wird. Dieser Re-
chenbeschleuniger ist im Wesentlichen aus parallelen Spezialprozessoren aufgebaut, in welchen
die Rechenpipelines implementiert sind. Die aktuelle Plattform ist GRARE!6 [74]. Die Konzep-
te, die bei dieser Architektur angewandt werden, sollen im Folgenden etwas genauer beleuchtet
werden.

Abbildung[2.4 zeigt eine schematische Darstellung der GRAPE-6-Architektur aus der Sicht
des Anwenders. Das grundsatzliche Verarbeitungsschema ist folgendes: Die Posjtiomeén
Geschwindigkeiter; der Teilchen, fir welche die Kréafte berechnet werden sollen, werden lokal
in den Pipelines gespeichert, die Daten der Wechselwirkungspartner werden dagegen in einem
externen Speicher abgelegt. Wird die Berechnung gestartet, werden die bendtigten Teilchenda-
ten der Interaktionspartner automatisch, gesteuert tiber einen Adressgenerator, den Rechenwer-
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Abbildung 2.4: Architektur des GRAPE-6-Spezialrechners aus Anwendersicht (nach [72]).

ken zugefuhrt. Die Architektur erlaubt neben der reinen Berechnung der Krafte zwei wichtige
algorithmische Optimierungen. Den Pipelines vorgeschaltet ist ein so gen&nediector Pro-
cessor Dieser ermdglicht die Extrapolation von Teilchenvariablen friiherer Zeitpupkte den
aktuellen Zeitschritt der Simulation:

Fi(t)) — Tpj ()
Vi(tj) — Vo)~ V(1)

Damit kdnnen auf einfache Weise Algorithmen mit individuellen Zeitschritten implementiert
werden. Als zweite Optimierung wird neben dem Potential die Teilchenbeschleunigung und de-
ren Ableitung berechnet. Dies erlaubt es, im Integrator ein Hermite-Schema zur Bestimmung der
Teilchenvariablen anzuwenden. Die Formel, die in den GRAPE-6-Plattformen berechnet wird,
ist dementsprechend:

Tij
(ri21~+82)3/2
' ij 3(Vij -Tij) ij
R+ (24697

. = y.Gm—1
o 2 J<ri2j +£2)1/2
Die GRAPE-6-Maschinen basieren auf eigens konstruierten ASICs, den GRAPE-6-Chips,
welche in einem 0.2%tm-Prozess gefertigt sind. Die Bausteine sind so konstruiert, dass da-
mit massiv parallele Systeme aufgebaut werden kénnen. Ein GRAPE-6-Chip beinhaltet einen
Pipeline-Prozessor, der die Netzwerkschnittstelle, das Speicherinterface und die Prediction-Einheit
implementiert sowie sechs parallele Pipelines, welche selbst logisch in acht virtuelle Pipelines

& = 2;6m
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Abbildung 2.5: Architektur der Pipeline zur Berechnung der Formeln]2.43 (entnommen aus
[75]).

aufgeteilt sind. Aus Anwendersicht beinhaltet ein solcher Chip also 48 Pipelines, welche zur
parallelen Berechnung der Krafte aller im Speicher gehaltenen Teilchen auf 48 Teilchen verwen-
det werden. Ein Blockschaltbild der Implementierung einer der sechs GRAPE-6-Pipelines zur
Berechnung der Formefln 2]43 ist in AbbildUng|2.5 dargestellt.

Ein GRAPE-6-Board besteht aus 32 GRAPE-6-Chips. Die sechs Pipelines pro Chip arbei-
ten mit einer Taktfrequenz von 90 MHz. Pro Pipeline kann in jedem Taktzyklus eine Teilchen-
Teilchen Wechselwirkungg¢(, & und &) berechnet werden, wozu 57 Gleitkommaoperationen
angesetzt werden. Fur das gesamte GRAPE-6-Board ergibt dies eine Rechenleistung von 985
GFlops und es kénnen pro Sekunde3L71.0° Kraftberechnungen durchgefiihrt werden. Alle
GRAPE-6-Chips berechnen die Wechselwirkungen auf einem gemeinsamen Satz von 48 Teil-
chen, aber jeweils mit unterschiedlichen Listen von Interaktionspartnern. Die Daten dieser Wech-
selwirkungspartner werden in lokalen Speichern abgelegt, welche direkt an die Chips ange-
schlossen sind. Das gesamte Board hat also genauso wie ein einzelner Chip 48 virtuelle Pipeli-
nes. Die 32 Teilergebnisse zu einer dieser Pipelines des GRAPE-6-Boards werden in einem Uber
FPGAs implementierten Addiererbaum auf dem Boar@imemRechenergebnis pro virtueller
Pipeline reduziert und an den Host gesandt.

Die GRAPE-Architektur erreicht bei Simulationen von Systemen, deren Entwicklung fast
ausschlief3lich durch die Gravitationskraft determiniert ist, eine sehr hohe Effizienz. So wurde in
Tokio ein paralleles System aus 64 GRAPE-6-Boards mit einer Spitzenleistung von 63.4 TFlops
aufgebaut und fir eine echte Simulationsanwendung eine durchschnittliche Leistung von tber 33
TFlops nachgewiesen [74]. Mehrfach wurde fir die GRAPE-Systeme bereits der Gordon-Bell-
Preis verliehen.

Tabelle] 2.1l zeigt die Entwicklung der GRAPE-Plattformen. Es werden zwei unterschiedli-
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che Zweige verfolgt, die sich in der Rechengenauigkeit der GRAPE-Pipelines unterscheiden.
Die Plattformen mit niedriger Genauigkeit haben ungerade, die mit hoher Genauigkeit gerade
Versionsnummern.

Plattform Jahr  Prozess Peakperf. Genauigkeit # Pipelines Frequenz

GRAPE-1 1989 240 MFlops niedrig 1 8 MHz
GRAPE-1A 1990 240 MFlops niedrig 1 8 MHz
GRAPE-2 1990 40 MFlops hoch 1/3 4 MHz
GRAPE-2A 1992 180 MFlops hoch 1 10 MHz
GRAPE-3 1991 14.4 GFlops niedrig 48 10 MHz
GRAPE-3A 1992 2.4 GFlops niedrig 4 20 MHz
GRAPE-4 1995 Jum 1 TFlops hoch 1692 30 MHz
GRAPE-5 1999 0.xm 38.4 GFlops niedrig 16 80 MHz
GRAPE-6 2002 0.2am 63 TFlops hoch 12288 90 MHz

Tabelle 2.1: Entwicklung der GRAPE-Systeme.

Mittlerweile ist neben dem aktuellen GRAPE-6-Spezialrechner mit 32 GRAPE-6-Chips auch
ein kleineres System, basierend auf einer 64-Bit-PCI-Einsteckkarte, verfugbar. Dieses enthalt
mit vier GRAPE-6-Chips nur 18 der Ressourcen des grof3en Boards, kostet jedoch auch nur
1/8 davon.

MDM

Die Molecular Dynamics Machine (MDM) ist wie GRAPE eine japanische Entwicklung und
wird am Institut fur Physikalische und Chemische Forschung, RIKEN, betrieben. Das System
besteht aus zwei Spezialrechnerplattformen, dem MDGRAPE-2-System zur Berechnung von
Van-der-Waals- und Coulombkréaften im Ortsraum und dem WINE-2-System zur Berechnung
der Coulombkrafte im Fourierraurn [83]. Das MDGRAPE-2-System hat prinzipiell die gleiche
Funktionsweise wie GRAPE, kann aber verschiedene Kraftgesetze implementieren. Die WINE-
2-Boards wurden ebenfalls basierend auf massiv parallelen Pipelines innerhalb spezieller ASICs
konstruiert und erméglichen unter anderem die schnelle Berechnung der DFT und IDFT. In [82]
wird die Leistungsfahigkeit eines Systems bestehend aus 96 Boards mit jeweils 16 MDGRAPE-
2-Chips, 144 Boards mit jeweils 16 WINE-2-Chips und diversen Host-Workstations prasentiert.
Das Gesamtsystem hat eine Peak-Performance von etwa 78 TFlops und fur eine Simulation der
Verfestigung von NaCl mit 33 Millionen Teilchen wurde eine Rechenleistung von 8.61 TFlops
erreicht [82]. Die MDGRAPE-2 Plattform ist auch fir die astrophysikalische Anwendung inter-
essant, da damit auch spezielle baumbasierte Verfahren zur Gravitationsberechnung, fur welche
GRAPE ungeeignet ist, effizient umgesetzt werden kénnen ([51]).

PROGRAPE

Das PROGRAPE-System wurde als Erweiterung der GRAPE-Plattform entwickelt. Ziel war es,
wie bei den GRAPE-Systemen eine massiv parallele Rechnerarchitektur aufzubauen, welche je-
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doch andere Wechselwirkungen als die Gravitation simulieren kann. Insbesondere sollte die Ar-
chitektur fur SPH-Berechnungen verwendet werden kdnnen. Es wurde der Ansatz verfolgt, bei
ansonsten unveranderter Systemarchitektur die GRAPE-Chips der GRAPE-Boards durch rekon-
figurierbare Chips zu ersetzen. [n [40] wird beschrieben, wie ein Prototyp dieser Plattform fir
die Gravitationswechselwirkung eine Rechenleistung von knapp 1 GFlop erreicht. Es existiert
bereits ein PROGRAPE-2-System mit einem moderneren FPGA (Altera APEX20K400). Dieser
ist in der Lage, die Pipelines fur eine etwas einfacherere SPH-Formulierung als sie in Abschnitt
[2.3.2 gegeben wurde aufzunehmen. Es wird mit einem logarithmischen Zahlenformat geringer
Genauigkeit gerechnet (14 Bit). Dem Autor sind jedoch noch keine diesbeziglichen Veréffentli-
chungen bekannt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde 2002 in Japan auf dem PROGRAPE-2-System
ein Prototyp fir die SPH-Formulierung nach Abschniit 2.3.2 implementiert. Es wurde evaluiert,
dass das PROGRAPE-2-System fur unsere Genauigkeitsanforderungen noch nicht geeignet ist.

Fir zukinftige Entwicklungen von GRAPE-Systemen raumt man in Japan den rekonfigu-
rierbaren Rechensystemen einen hohen Stellenwert ein. Bereits jetzt werden FPGASs flr die Ver-
bindung der GRAPE-6-Chips zu parallelen Recheneinheiten eingesetzt. Fur die nahe Zukunft ist
geplant, ein paralleles System mit FPGAs als zentralen Rechenelementen aufzubauen, um damit
massiv parallel SPH-Simulationen durchzufihren.
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Kapitel 3

FPGA-basierte, rekonfigurierbare
Rechnerplattformen

3.1 Rekonfigurierbare Logikbausteine

In diesem Kapitel werden die Grundlagen rekonfigurierbarer Logik erlautert, wobei ausschliel3-
lich auf die FPGA-Technologie eingegangen werden soll. Rekonfigurierbare Logik bedeutet,
dass durch die Konfiguration solcher Chips elektronische Schaltungen erzeugt werden kdnnen.
Diese Bausteine sind nicht nur einmal konfigurierbar sondern rekonfigurierbar. So kdnnen mit
ein und demselben Chip viele verschiedene elektronische Schaltungen implementiert und jeder-
zeit ausgetauscht werden. Daher sind diese Bauelemente ideal fir Anwendungen, bei denen mit
Spezialarchitekturen eine hohe Leistungsfahigkeit erreicht werden soll, aber die Flexibilitat einer
programmierbaren Losung zwingend notwendig ist.

Diese Arbeit beruht auf dem Ansatz, rekonfigurierbare Logik in Form von FPGAs zur Imple-
mentierung von Rechenbeschleunigern einzusetzen. In diesem Kapitel wird entsprechend detail-
liert auf die Architektur von FPGAs eingegangen. Damit wird das Fundament fur alle weiteren
Ausfuihrungen zur Implementierung der Spezialarchitektur gelegt, mit der astrophysikalische Si-
mulationsalgorithmen beschleunigt werden.

In Abschnitt[3.1.11 wird die allgemeine Architektur von FPGAs erlautert und in Abschnitt
[3.1.2 werden Details zum FPGA-Typ, der in dieser Arbeit hauptséchlich verwendet wurde, vor-
gestellt. Die Hochleistungs-FPGAs anderer Hersteller weisen ahnliche Eigenschaften auf, und
so ist vieles aus Abschnitt 3.1.2 tbertragbar. Fir eine Ubersicht iiber FPGAs anderer Hersteller
sei auf [122] und Referenzen verwiesen.

3.1.1 Allgemeine Architektur von FPGAs

Die Abkirzung 'FPGA steht fuField ProgrammablésateArray. Der Name weist auf die allen

FPGAs gemeinsame Struktur hin, dass sie im Wesentlichen aus einer Matrix programmierba-
rer Logikelemente bestehen (siehe Abb] 3.1). In diesem Kontext ist Programmierung gleichbe-
deutend mit Konfiguration der Eigenschaften der FPGA-Ressourcen. Durch die Konfiguration

27
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Abbildung 3.1: Prinzipieller Aufbau eines FPGAs.

bekommen die Logikelemente eines FPGAs ein bestimmtes digitalelektronisches Verhalten zu-
gewiesen. Die Logikelemente sind verbunden durch ein ebenfalls konfigurierbares Verbindungs-
netzwerk. Durch Programmieren des Chips kann eine beliebige digitalelektronische Schaltung
erzeugt werden — natdrlich im Rahmen der Logikressourcen. FPGAs werden programmiert, in-
dem ein so genannter Konfigurationsbitstrom auf den Chip transferiert wird. Nach der Konfigu-
ration verhalt sich der Baustein wie eine flr eine Anwendung speziell konstruierte Integrierte
Schaltung. Im Unterschied zum ASI@ gplikation Specific I ntegratedCircuit) kann das elek-
tronische Verhalten eines FPGAs jederzeit durch erneute Konfiguration geéandert werden. Ein
Schaltungsdesign, auf dem der Konfigurationsbitstrom fir den FPGAs basiert, wird im Folgen-
den FPGA-Design genannt.

Die am weitesten verbreiteten FPGAs benutzen auf SRAM-Zellen basierende Logikelemen-
te. Hier werden logische Funktionen einer festen Anzahl von Signalen mittels kleiner vorpro-
grammierter Speicherelemente (ROM) implementiert. Die Eingangssignale einer logischen Ver-
knupfung werden als Adressen eines solchen Speichers geschaltet. Durch eine in das Speicher-
element programmierte Look-Up-Tabelle (LUT) kann eine beliebige logische Verknupfung der
Eingangssignale gebildet werden. Diese Look-Up-Tabellen werden deshalb auch Funktionsge-
neratoren genannt. Die programmierbaren Logikelemente der gangigen FPGA-Typen beinhal-
ten eine oder mehrere LUTS, die jeweils Uber vier Eingangssignale adressiert werden. Logische
Funktionen mit mehr als vier Eingangssignalen werden durch das Zusammenschalten mehrerer
LUTs gebildet. Moderne FPGAs erweitern die Moglichkeiten der Logikzellen durch zusatzlichen
Schaltungsaufwand. So sorgt eine Carry-Logik mit speziellen schnellen Carry-Verbindungen
zwischen benachbarten Logikelementen fur schnelle Addierer und Z&hler. Die Logikzellen las-
sen sich meist auch als kleine RAM-Bldcke ansteuern. Die Funktionsgeneratoren werden dabei
nicht als ROM-Elemente sondern als SRAM konfiguriert. Damit kbnnen beispielsweise Zwi-
schenergebnisse innerhalb des FPGAs gespeichert oder FIFO-Elemente aufgebaut werden.

Um sequenzielle Logik zu ermdéglichen, beinhalten die Logikelemente eines FPGAS ein oder
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Abbildung 3.2: Struktureller Aufbau eines Virtex-l1I-FPGAs von Xilinx (nach [127]).

mehrere programmierbare Registerelemente (Flip-Flops). Typischerweise entspricht die Zahl der
Register der Zahl von Funktionsgeneratoren. FPGAs sind demnach sehr reich an Registern, was
sich direkt im Programmierstil von FPGA-Designs niederschlagt - dazu mehr in Abgchnitt 3.1.3.
Es sei hier im Voraus erwéhnt, dass in einem FPGA-Design die maximale Signalverzdgerung der
kombinatorischen Logik zwischen Register-Ausgang (oder FPGA-Eingangspad) und Register-
Eingang (oder FPGA-Ausgangspad) die Geschwindigkeit eines FPGA-Designs determiniert. Je
kirzer diese maximale Verzdgerung ist, desto héher kann die Taktfrequenz des Designs gewahlt
werden.

3.1.2 Details zur verwendeten FPGA-Serie Virtex-l|

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften der verwendeten FPGA-Serie dar-
gestellt. Es wird eine Ubersicht (iber die FPGA-Architektur gegeben, wie sie zum Verstandnis
der Implementierung und Optimierung der in dieser Arbeit betrachteten Schaltungen notwendig
ist. Obwohl moderne CAD-Software fur das Schaltungsdesign eine Beschreibung der Hardware
ohne genaue Kenntnisse der internen Struktur ermoglicht, ist es unerlasslich, diese Strukturen zu
kennen, um ressourcenschonende Schaltungsvarianten entwickeln zu kénnen. Deshalb wird be-
sonders detailliert auf die Schaltungsmaoglichkeiten fur arithmetische Module eingegangen. Fur
eine tiefergehendere Betrachtung der FPGA-Technologie sei auf das Daténblatt [127] verwiesen.
Zur Schaltungstechnik siehe auchl[27].

Abbildung[3.2 zeigt den Aufbau eines Virtex-Il FPGAs von Xilinx auf struktureller Ebe-
ne. Die IOB genannten Elemente (IOB bedeulitgiut-Output-Block), bilden die Schnittstellen
zwischen der FPGA-internen Schaltungslogik und den Anschlusspins des Bausteins. Die IOBs
kénnen fur 25 verschiedene elektrische Verbindungsstandards konfiguriert werden wie beispiels-
weise PCI, LVTTL, AGP-2X oder LVDS. Damit konnen diese FPGASs in einer Vielzahl von
digitalelektronischen Umgebungen eingesetzt werden, was das Design von FPGA-basierten Ko-
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Abbildung 3.3: Struktur einer Slice-Einheit des Virtex-1I-FPGAs (nach [127]).

prozessoren sehr vereinfacht. Weiter sind in Abb| 3.2 die als Quadrate dargestellten konfigu-
rierbaren Logikblécke (CLBs) zu sehen. Auf Details zu den CLBs wird weiter unten noch aus-
fuhrlich eingegangen. Die Matrix der CLBs wird durchbrochen von zusétzlichen Modulen - den
so genannten Block-RAMs und Multiplizierer-Elementen (auch Block-Multiplizierer genannt).
Die Block-RAM-Elemente sind SRAM-Elemente, deren Eigenschaften wie Single-Port- oder
Dual-Port-Modus, Bitbreite und Speichertiefe konfiguriert werden kénnen. Je nach Grdl3e des
FPGAs gibt es vier bis 168 Block-RAM-Elemente mit jeweils 18 KBit Speicherkapazitat. Sie
bieten damit lokale Speicherressourcen, die weit Uber die Speicherfahigkeiten der CLBs hinaus-
gehen. Sie eignen sich gut fur die Implementierung von Zwischenspeichern fiir wenige hundert
Datenworte. Die Multiplizierer-Elemente kdnnen 18-Bit-Integer-Zahlen multiplizieren. Da diese
Multiplizierer durch festverdrahtete Logik aufgebaut sind, ist deren Flachenbedarf auf dem Chip
weit geringer als bei gleichartigen Multiplizierern, die durch Verwendung von CLBs implemen-
tiert werden. Die Multiplizierer wurden in die Virtex-1l-Bausteine integriert, um vor allem die
Schaltungsmadglichkeiten fur DSP-AnwendungBrigftal Signal Processing), die das Hauptan-
wendungsgebiet fir FPGAs darstellen, zu erweitern. In dieser Arbeit spielen diese Elemente eine
wichtige Rolle fur die Implementierung der arithmetischen Module.

Nun zuriick zu den CLBs, welche die wichtigsten rekonfigurierbaren Ressourcen eines FPGAs
sind. Jede CLB besteht aus vier gleichartigen Einheiten, den so genannten Slices. Um eine Vor-
stellung von der Logikressourcen aktueller FPGAs zu vermitteln sei an dieser Stelle angemerkt,
dass der in dieser Arbeit verwendete FPGA (Xilinx XC2V3000) 14336 Slices enthélt. Diese Sli-
ces sind innerhalb der CLBs durch besonders schnelle konfigurierbare Leitungen verbunden. Der
Aufbau eines Slice wird in Abp. 3.3 schematisch umrissen. Es sind zwei Funktionsgene@Gtoren
und F mit jeweils vier Eingangen und zwei Register vorhanden. Die Elen®nted F kbnnen
wahlweise als Look-Up-Tabellen, als serielle Shiftregister oder RAM konfiguriert werden. Mit
einem Funktionsgenerator lasst sich eine beliebige logische Funktion von vier Eingangen bilden.
Die beiden Multiplexer-Element®UXFx und MUXF5 erlauben die Kombination der Funkti-
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onseinheiten sowie die Verknipfung logischer Zwischenergebnisse mit anderen Slices der CLB.
Dadurch wird es moglich, in einem Slice beliebige logische Funktionen mit bis zu funf Ein-
gangssignalen, in einer CLB mit bis zu sieben Eingangen aufzubauen. Durch Einbeziehen der
Nachbar-CLB kdnnen beliebige logische Funktionen mit 8 Eingangen erzeugt werden. Es lassen
sich auch bestimmte logische Funktionen von mehr als sieben Eingadngen in einer CLB erzeugen
(z.B. logisches OR von 32 Eingangen). Die Kenntnisse Uber die Erzeugung von Logikelementen
sind wichtig fur die Optimierung von FPGA-Designs. So determiniert die Anzahl der beteiligten
LUTs die Schaltungsverzégerung einer logischen Funktion. Ist eine hohe Schaltgeschwindigkeit
erforderlich, sollten logische Verknipfungen von mehr als 8 Signalen vermieden werden.

Zur Implementierung von schnellen arithmetischen Operatoren ist in den Slices zusatzliche
Logik vorhanden, was durch die SymbdBRCY, CY und Arithmetic Logicangedeutet wird.

Es handelt sich einerseits um eine Fast-Carry-Logik zur Beschleunigung von Schaltungen wie
Integer-Addierern oder Z&hlern. So kann mit einer CLB ein sehr schneller 8-Bit-Ripple-Carry-
Addierer aufgebaut werden. Die zuséatzliche Logik ermdglicht auRerdem die effiziente Imple-
mentierung von Multiplizier-Addier-Elementen. So kann in einer CLB eine 8-Bit-Zahl mit ei-
nem Bit multipliziert und danach zu einer zweiten 8-Bit-Zahl addiert werden. Dies ist wichtig
fur die Konstruktion von Multiplizierern und Akkumulatoren. Aufgrund der Bedeutung fur diese
Arbeit wird am Ende dieses Abschnitts detaillierter auf die Eigenschaften der CLBs bezlglich
der Implementierung arithmetischer Operationen eingegangen.

Die Option, die Funktionsgeneratorénund G als 16x1 Bit RAM-Elemente zu konfigurie-
ren ist insbesondere flur die Konstruktion von FIFO-Speichern wichtig. Dabei sind sowohl syn-
chrone Single-Port als auch synchrone oder asynchrone Dual-Port RAM-Elemente méglich. Zur
Unterscheidung von den Block-RAM-Elementen soll dieser Speicher im Folgenden CLB-RAM
genannt werden. Die Funktionsgeneratoren kénnen schlie3lich noch als Shiftregister-Elemente
konfiguriert werden. Es handelt sich dabei um einen speziellen RAM-Modus. Diese Elemente ha-
ben dann das Verhalten, dass ein Eingangsbit synchron auf die Adresse 0x0 der CLB-RAM-Zelle
geschrieben wird und in jedem Takt der Speicherinhalt um eine Speicherstelle weitergeschoben
wird. NachN Takten befindet sich ein geschriebenes Datenbit in der Speichdxzelle Durch
Lesezugriff auf eine Adresse 0x0..0xf erhalt man somit eine Verzégerung um 1..16 Taktzyklen.
Eine Verzogerungsschaltung fur ein Bit um 16 Taktperioden kostet so nur einen Funktionsge-
nerator (1/8 CLB), wahrend eine registerbasierte Implementierung 16 Flip-Flops (2 CLBs) auf-
wenden wirde. Fir Verzégerungsglieder werden deshalb vorzugsweise Shiftregister-Elemente
eingesetzt.

Zur lllustration der komplexen Schaltungsmoglichkeiten der CLBs ist in Abb. 3.7 ein sche-
matischer Schaltplan eines halben Slice dargestellt. Die Multiplexer des Schaltbilds, die ohne
Select-Eingang dargestellt sind, schalten ein festes Signal durch, welches bei der Konfiguration
des FPGAs festgelegt wird. Zu Details sei wiederum auf das Datenblatt der Virtex-11 Bausteine
verwiesen([12[7].

Wie oben erwahnt, wird an dieser Stelle noch etwas ausfuhrlicher auf die Implementierung
arithmetischer Funktionen durch die FPGA-Ressourcen eingegangen. Besonders wichtig sind
hier Addierer. Fur die Implementierung von Addierern gibt es zahlreiche Architekturen (siehe
Abschnit{4.1.P). Wichtigster Bestandteil fir FPGA-Implementierungen sind jedoch meist Halb-
addierer und Volladdierer, wie sie in Abbildung[3.4 dargestellt sind. Fur die 1-Bit-Eingangssignale
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Abbildung 3.4: Halbaddierer (links) und Volladdierer (rechts).

a, b und ¢jn(Carry-Input fur Volladdierer) und die resultierenden Signa&Summe) undcoyt
(Carry Output) ergeben sich die folgenden Gleichungen:

s = adb
Cout = a-b
s = a®bdcpn
Cout = (Gn-a-b)+(cin-(a+b)).

Halbaddierer: (3.2)

Volladdierer: (3.2)

Wirde man diese Gleichungen durch jeweils zwei LUTs im FPGA umsetzen, betriige der
Ressourcenbedarf ein Slice pro Halbaddierer oder Volladdierer. Aufderdem missten in diesem
Fall die Carry-Signale tUber allgemeine Routing-Ressourcen geleitet werden. Um diese Situation
zu verbessern, sind in den meisten handelsiiblichen FPGAs, so auch in den Virtex-1I-FPGAs,
zusatzliche Ressourcen zur schnellen Carry-Behandlung und -Verteilung vorhanden. Gleichung
[3.7 kann folgendermaf3en umformuliert werden, was sich leicht anhand der Logik{abglle 3.4
nachvollziehen lasst:

s = a®badcapy

Cout = ((a@b)-Cin)—f—((a@b)'b). (3:3)
Cn @ b adb|s Gu
O 00 0|0 O
0O 01 1|1 0O
0O 10 1|1 0O
0O 11 010 1 (3.4)
1 00 O |1 O
1 01 1 |0 1
1 10 1 10 1
111 0|1 1

Gleichund 3.B fuhrt zu einer Implementierung eines Volladdierers, wie sie in Abbi[duhg 3.5
gezeigt wird. Ist das Signa@ des MultiplexerdMUXCY auf logisch 1 (wenn genau eines der
Signalea oderb gleich 1 ist, alsa® b = 1) wird ¢, ancyyt weitergeleitet (propagate), anson-
sten wirdcoyt generiert & = b = 1) oder geldschtg = b = 0). Die Carry-Signale der Slices
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Abbildung 3.5: Implementierung eines Volladdierers (links) oder Addier/Subtrahier-Elements
(rechts) durch 1/2 Slice eines Virtex-II-FPGA.
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Abbildung 3.6: Implementierung eines Volladdierers mit Selektion des Eindadgschg mit
1/2 Slice eines Virtex-11-FPGA.

sind durch sehr schnelle Carry-Chains verbunden (siehe Abbi[duhg 3.8). Damit kénnen auf ein-
fache und ressourcensparende Weise Ripple-Carry-Addierer mit sehr kurzen Laufzeiten fur die
Propagation der Carry-Signale erzeugt werden. Dies erubrigt in den meisten Fallen den Ein-
satz von schnelleren Addiererarchitekturen wie Carry-Save- oder Carry-Lookahead-Addierer.
Mit dem gleichen Ressourcenaufwand kdnnen auch Addier/Subtrahier-Elemente aufgebaut wer-
den, was die rechte Seite von Abbildyng|3.5 zeigt. Diese Elemente werden genauso miteinander
verbunden wie im Fall des Ripple-Carry-Addierers. Das Carry-Sigpales Addierers fur das
niedrigstwertige Bit muss dann mit dem Sigsabverbunden sein.

Fur effiziente Umsetzungen von Multiplizierern und Akkumulatoren wurde in die Slices au-
Rerdem die MULTAND-Logik eingebaut. Damit lasst sich mit einem halben Slice die Addition
von ¢, a und (g- b) erreichen, also die durai(Gate) selektierte Addition vob zu a. Formel
[3.5 beschreibt die erforderliche Schaltungslogik. Die resultierende Schaltung ist in Abbildung
[3.6 dargestellt.

s = a®(b-g)®an
Cout = (Cin-a-b-g)+(Cin-(a+b-g)) (3.5)
= ((a@b-g)-cin>+((a@b-g)-(b-g))
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Abbildung 3.7: Schaltung einer halben Slice-Einheit des Xilinx Virtex-ll (obere Halfte). Das
Element MUXFx von Abb[ 33 ist hier nicht dargestellt (naich [127]).
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Abbildung 3.8: Verschaltung der Carry-Signale innerhalb einer CLB des Xilinx Virtex-Il (nach
[127]).
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3.1.3 Programmierung von FPGAs

Es wurde oben bereits erwahnt, wie ein FPGA durch die Konfiguration bzw. Programmierung
seiner Logikelemente und des Verbindungsnetzwerks seine Funktion als digitalelektronische
Schaltung erhalt. Zwischen FPGA-Design und FPGA-Konfiguration gibt es durch hochentwickel-
te Designwerkzeuge eine &hnlich hohe Abstraktion der Programmierung wie zwischen Hoch-
sprachenprogrammierung und Maschinencode. Um zu verdeutlichen, wie in der Praxis FPGAs
programmiert werden, soll hier kurz auf den Design-Flow programmierbarer Logik eingegangen
werden.

Das Analogon zur Hochsprache bei der Mikroprozessorprogrammierung istim FPGA-Design
die HardwarebeschreibungssprachiadwareDescriptionLanguage, HDL). Besonders weit
verbreitet sind die SpracharHDL und Verilog. Auf dieser Ebene geschieht das Schaltungsde-
sign mit den gleichen Techniken wie beim ASIC-Design, jedoch mit etwas unterschiedlichen
Design-Kriterien, worauf weiter unten eingegangen wird. Diese Sprachen ermdglichen sowohl
ein strukturelles Design der Schaltungen, also das hierarchische Zusammenbauen von Schaltun-
gen aus gegebenen Bausteinen, als auch das verhaltensmafige Beschreiben von Schaltungsbau-
steinen. Letzteres war urspringlich fur die reine Simulation von Schaltungsideen gedacht. Die
aktuellen Designwerkzeuge unterstitzen jedoch inzwischen bei den meisten verhaltensmalfiig be-
schriebenen Konstrukten (bei allen, wenn gewisse syntaktische Regeln eingehalten werden) die
Synthese in eine Schaltung. Da im programmierten FPGA die Fehlersuche nur begrenzt moglich
ist, muss vor der Synthese eine grindliche Simulation auf HDL-Ebene durchgefliihrt werden. Die
Transformation der in der HDL formulierten Schaltung in eine Netzliste, in der die schaltungs-
technische Struktur festgehalten wird, wird meist Synthese genannt. Das Synthesewerkzeug fuhrt
bereits eine Abbildung der Schaltungslogik auf die elementaren Elemente des FPGAs durch,
jedoch noch ohne die FPGA-Implementierung festzulegen. Dies ist Aufgabe des Place&Route-
Werkzeugs, welches in der Regel vom Hersteller des verwendeten FPGAs bereitgestellt wird.
Dort wird die Netzliste eingelesen, die Logikelemente werden auf die FPGA-Ressourcen plat-
ziert und die logische Verbindungsstruktur wird durch ein automatisches Routing-Verfahren auf
die physikalischen FPGA-Verbindungselemente abgebildet.

Grundsatzlich werden, bis auf wenige Ausnahmen, FPGA-Schaltungen nach dem Prinzip der
synchronen Verarbeitung entwickelt (synchrones Design). Hierbei werden samtliche Signale auf
ein oder mehrere Taktsignale bezogen. Die maximale Signallaufzeit zwischen zwei Registern,
die synchron zu einem Takt getriggert werden, oder zwischen solchen Registern und den Ein-
oder Ausgangen des FPGAs, bestimmt dann die maximale Frequenz dieses Taktes, bis zu der
die Schaltung vorhersehbar korrekt arbeitet. Diese Vorhersehbarkeit ist nur beim synchronen
Design gegeben, da im Allgemeinen die Funktion von asynchronen Designs von den relativen
Verzdgerungen der Logikpfade abh&ngen kann. Diese Signalverzdgerungen in rein kombinatori-
scher Logik lassen sich jedoch durch die im Place&Route-Prozess unterschiedlich zugeordneten
Verbindungsléangen zwischen den Logikelementen nur schwer kontrollieren. Die Anwendung
asynchroner Techniken ist deshalb sehr fehlertrachtig.

Wahrend im VLSI-Design Register viel Chipflache verbrauchen und deshalb nach Méglich-
keit vermieden werden, sind FPGAs reich an Registern. Wie oben gesehen, ist in der Regel jeder
LUT ein Register zugeordnet - es braucht also nicht an Registern gespart zu werden. Damit wird
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Abbildung 3.9: Grundlegende Systemarchitektur eines rekonfigurierbaren Rechensystems aus
Steuerrechner (Host) und rekonfigurierbaren Koprozessoren.

die Technik des Pipelinings fir das Design von FPGA-Schaltungen zu einem Schlusselprinzip.
Die Konstruktion einer Pipeline flr eine Schaltung beruht darauf, die Verarbeitung in Schritte
aufzuteilen, die zeitlich nacheinander ausgefiihrt werden kdnnen. Zwischen den Verarbeitungs-
schritten konnen Register eingefihrt werden. Der Datendurchsatz verandert sich dadurch nicht,
es entsteht jedoch eine Verzégerung der Ausgangssignale relativ zu den Eingangssignalen um
eine Anzahl von Taktzyklen, die der Anzahl von Registerstufen entspricht.

Die maximale Taktfrequenz einer derart aufgebauten Schaltung wird durch die Signalver-
zbgerung der Logik zwischen den Registern bestimmt. Ein tiefes Pipelining bedeutet eine feine
Aufteilung der Schaltung in Verarbeitungsschritte mit kurzen Signalverzogerungen. Mit der Tiefe
des Pipelinings steigt die erreichbare Taktfrequenz und damit die Geschwindigkeit des Designs.
Dagegen vergroRRert sich die Anzahl der Taktzyklen zwischen Signaleingang und Ausgang. Diese
Zeit soll im Folgenden Latenzzeit (engl. Latency) oder Latenz genannt werden.

3.2 Allgemeine Systemarchitektur rekonfigurierbarer
Plattformen

In diesem Abschnitt wird die Struktur von rekonfigurierbaren Plattformen umrissen. Es kann
hier kein allgemeiner Uberblick tber alle Varianten des rekonfigurierbaren Rechnens gegeben
werden. Der Abschnitt soll eher eine Idee von den méglichen Rechnerarchitekturen, die auf
rekonfigurierbaren Systemkomponenten basieren, vermitteln. Einen weiterfiilhrenden Uberblick
geben beispielsweise [17], [117]] [3] und [41].
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3.2.1 Rekonfigurierbare Rechensysteme

Rekonfigurierbare Rechensysteme werden in der Regel als Hybridsysteme aus Standardcompu-
terplattform und rekonfigurierbaren Koprozessoren zusammengesetzt. Dabei bilden Mikropro-
zessorbasierte Computer den/die Steuerungsrechner (Host) fur die rekonfigurierbare Plattform.
Dieser Aufbau wird in Abb[ 3]9 dargestellt. Die rekonfigurierbaren Systeme werden entweder
direkt Uber ein Bus-System (z.B. PCI-Bus) oder indirekt Gber Schnittstellenkarten des Host mit
diesem verbunden. Die rekonfigurierbaren Koprozessoren kdnnen jedoch dartber hinaus direkt
untereinander verbunden sein.

Dieser hybride Aufbau aus Host und Koprozessoren ist aus folgenden Grinden zweckmaRig:

e FPGAs erhalten ihre Schaltungsfunktionalitéat erst durch die Programmierung mit einem
Konfigurationsbitstrom. In der Regel geschieht die Konfigurierung durch einen Steuerrech-
ner. Moderne FPGAs unterstiitzen zwar auch die Konfigurierung tiber ROM-Bausteine,
allgemeiner verwendbare rekonfigurierbare Rechensysteme bendétigen jedoch die Option,
haufig und schnell die FPGA-Designs wechseln zu kdnnen.

e Das rekonfigurierbare Rechensystem muss mit Daten aus Standardquellen wie Festplatten
oder Netzwerkressourcen versorgt werden. Die Nutzung von Standardcomputern ist die
einfachste Mdglichkeit, solche Datenquellen bereitzustellen.

e Eine rekonfigurierbare Plattform eignet sich nur zur Beschleunigung laufzeitkritischer Tei-
le eines Algorithmus wie z.B. innere Schleifen eines Kraftberechnungsverfahrens. Simula-
tionsalgorithmen beinhalten jedoch oft komplexe, aber laufzeitunkritische Programmiteile,
die besser Uber sequentielle instruktionsbasierte Ausfiihrung in einem Mikroprozessor aus-
gefuhrt werden.

3.2.2 Rekonfigurierbare Koprozessoren

Den prinzipiellen Aufbau FPGA-basierter Koprozessoren zeigt 3.10. Die zentralen Bau-
steine sind ein oder mehrere FPGAs, die entweder durch direkte Punkt-zu-Punkt-Verbindungen
kommunizieren oder Uber einen oder mehrere Busse Daten austauschen. Die FPGAs haben
meist direkten Anschluss an Speicherressourcen. Viele rekonfigurierbare Koprozessoren ver-
fugen Uberdies Uber weitere Elektronikressourcen wie z.B. Signalprozessoren sowie tber An-
schlussmoglichkeiten an periphere Hardware, beispielsweise durch Stecker fir Aufsteckplati-
nen. Diese Ressourcen konnen durch einen Bus oder direkten Anschluss an einen FPGA in den
Koprozessor eingebunden sein.

3.3 Verwendete rekonfigurierbare Plattform

Im laufe dieser Arbeit wurde mit vier verschiedenen FPGA-Plattformen gearbeitet. Der Hauptteil
der Arbeit wurde jedoch mit der MPRACE-Plattform umgesetzt, weshalb hier nur diese beschrie-
ben werden soll. Abh. 3.11 zeigt das MPRACE-Board [55]. Dieses System wurde 2001/2002
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Abbildung 3.10: Grundlegende Architektur eines rekonfigurierbaren Koprozessors.
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Abbildung 3.11: Der rekonfigurierbare Koprozessor MPRACE.
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Abbildung 3.12: Schematischer Aufbau des MPRACE Koprozessors.

an der Universitat Mannheim als Prototypplattform fur verschiedene Anwendungen im Bereich
der Hochenergiephysik, Bildverarbeitung und des Hochleistungsrechnens entwickelt. Es handelt
sich um eine Koprozessorkarte die Uber den 64-Bit-PCI-Bus in einen handelstbliches PC-System
eingebaut werden kann. In Aljb. 3|12 ist der Aufbau der Karte schematisch dargestellt. Im Zen-
trum steht ein moderner und leistungsfahiger FPGA der Virtex-II-Serie von Xilinx. Die Boards
konnen sowohl mit einem Virtex-XC2V3000-FPGA als auch mit einem Virtex-XC2V6000, der
gegenuber dem XC2V3000 etwa die doppelte Zahl an Logikressourcen hat, bestiickt werden. Zur
Verdeutlichung der Logikkapazitat sei erwdhnt, dass der XC2V3000-FPGA lUber 28672 4-Input-
LUTs und ebensoviele 1-Bit—RegisE]axerngt. Hinzu kommen 96 1818-Bit-Multiplizierer und
ebensoviele 18-KBit-Block-RAM-Elemente. Der FPGA ist mit vier voneinander unabhangigen
SRAM-Modulen mit jeweils 36 Bit Datenbreite und einem Notebook-SDRAM-Speicherriegel
verbunden. Zwei ErweiterungssteckeortA und PortB 6ffnen den Koprozessor fur den An-

bau von Erweiterungskarten. Als PCl-Interface-Chip wurde der PCI-9656 von PLX verwendet.
Der Datenaustausch zwischen PCI-Interface und FPGA geschieht tiber einen lokalen 32-Bit-66-
MHz-Bus. Die Ubertragungsbandbreite zum FPGA ist demnach maximal 264 MByte/sec. Uber
den PLD erfolgt die Konfiguration des Boards. So ermgglicht dieser Baustein unter anderem die
Kontrolle der FPGA-Konfigurierung und das Clock-Management auf dem Board.

Der sich auf dem MPRACE-System befindliche FPGA von Xilinx wurde ab Herbst 2001
kommerziell vertrieben. Die Reihe der Virtex-1I-FPGAs war die erste Serie von FPGAs mit
Block-Multiplizierer-Ressourcen. Erst damit wurde es moglich, tber ein PCI-basiertes System
in der Art des MPRACE-Boards ein rekonfigurierbares Rechensystem in der Komplexitat aufzu-
bauen, wie es flir diese Arbeit geschehen ist.

1Genau genommen sind es noch mehr, wenn man die Register in den 10-Zellen hinzurechnet.



Kapitel 4

Grundlagen der Computerarithmetik

In diesem Kapitel wird der Stand der Forschung zur Computerarithmetik zusammengefasst, je-
doch konzentriert auf die Grundlagen, die fur die Implementierung von Rechenwerken im Rah-
men dieser Arbeit bendtigt werden. Alternative Verfahren werden nur kurz umrissen, um eine
Einordnung in das weite Feld der Architekturen fur arithmetische Operationen zu ermdglichen.
Das Kapitel ist entsprechend den wichtigsten Darstellungsmdglichkeiten von Zahlen unterteilt
in die Abschnitte zu Ganzzahlen, Festkommazahlen, Gleitkommazahlen und logarithmischen
Zahlen. Im Abschnitt fur Ganzzahlen werden auch kurz Restklassensysteme und im Abschnitt
Uber logarithmische Zahldarstellungen die Klasse der semilogarithmischen Zahlensysteme um-
rissen. Die Eigenschaften der verschiedenen Zahlenformate werden herausgestellt und die Aus-
wirkungen der verschiedenen Darstellungsmdglichkeiten auf die Implementierung von Operato-
ren erlautert. Dabei wird die Implementierung von Operationen auf ganzen Zahlen in Abschnitt
[4.7 besonders eingehend betrachtet, da diese den Kern der Implementierung von Operationen —
auch in anderen Zahlensystemen — bilden. Die elementaren Operationen auf Festkommazahlen
werden in Abschnitf 4]2 auf die Verarbeitung von Ganzzahlen zurlickgefiihrt. Darauf aufbau-
end wird in Abschnitf 4]3 die Verarbeitung von Gleitkommazahlen erlautert. Als Alternativen
zur Gleitkommaarithmetik werden in Abschijitt 4.4 die Arithmetik auf logarithmischen und se-
milogarithmischen Zahlen diskutiert. Bis zu dieser Stelle beschranken sich die Beschreibungen
auf Implementierungskonzepte der elementaren Operatoren. In Abgchnitt 4.5 werden erganzend
dazu verschiedene Methoden zur Berechnung von Funktionen einer Variablen ausgefuhrt.

Die vorgestellten Rechenverfahren sind inzwischen weitgehend Standard und werden in der
Auswahl und Formulierung prasentiert, wie sie fur die Implementierung auf FPGAs Verwendung
findet. Einen guten Uberblick Uiber die gebrauchlichen Techniken der Computerarithmetik gibt
das Buch|[89]. Weitere Standardwerke zur Computerarithmetik sind [114], [53], [101], [125],
[104] und [56].

Das Kapitel schlie3t mit einem Uberblick tiber den Stand der Forschung zur Implementierung
der Arithmetik fur wissenschaftliches Rechnen auf FPGAs in Absdhnitt 4.6.

41
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4.1 Ganzzahlen

4.1.1 Darstellungsmoglichkeiten ganzer Zahlen

Die elementare Form, ganze Zahlen darzustellen, ist die eines Stellen- oder Positionssystems
vonk Ziffern x;, deren Wertigkeit Potenzen einer Basiszahl (Radsihd, wie in Gleichun§ 4]1
ausgedruckt wird.

k-1
(X_1---X0); = .Z)xirﬂ X €l-a,pl={-a,—a+1,....6—1,8}. (4.1)

Beispielsweise handelt es sich lei= 2, = 0,8 = 1) um das Dual- oder Binarsystem, bei

(r =10, =0, =9) um das Dezimalsystem und kei= 16, « = 0, B = 15) um Hexadezimal-
zahlen. Fur(B — o > r) ergeben sich redundante Zahlendarstellungen, bei denen Zahlwerte mit
unterschiedlichen Ziffernkombinationen dargestellt werden kénnen. Im Bereich der Digitalelek-
tronik sind die Bindrzahlen besonders ausgezeichnet, da die elektronische Repréasentation von
Zahlen als Folge von Bits die Interpretation der Bits als Binarziffern nahe legt. Zahldarstellun-
gen mit hoherer Basis spielen jedoch eine wichtige Rolle bei der elektronischen Implementie-
rung von schnellen Operatoren auf Ganzzahlen. Hier werden die Ziffern jeweils durch mehrere
Bits kodiert. Die folgende Diskussion verschiedener Darstellungsméglichkeiten ganzer Zahlen
bezieht sich auf Erweiterungen der elementaren Zahldarstellung nach Glejchung 4.1, um auch
negative Zahlen elektronisch darstellen zu kdnnen und die elementaren arithmetischen Operatio-
nen in diesen Zahlensystemen zu optimieren. In dieser Arbeit werden ganze Zahlen gelegentlich
auch mit dem englischen Begriffitegerund die Untermenge der positiven ganzen Zahlen mit
Unsigned-Integebezeichnet. Am Ende dieses Abschnitts wird kurz auf Restklassensysteme ein-
gegangen, welche sich grundsatzlich von den Positionssystemen unterscheiden.

Vorzeichen-Betrag-Darstellung

Bei dieser Darstellung wird zum Zahlenformat von Gleichling 4.1 eine Vorzeicheninformation
hinzugefigt. Im Fall von Binarzahlen wird dem hochstwertigen git; ein Vorzeichenbits

vorangestellt:
k—1

(SXea o) = (1% 3 i @2)

Vorteile dieser Darstellung sind die konzeptuelle Einfachheit, der symmetrische Umfang des
darstellbaren Zahlenbereichs und die einfache Operation des Invertierens, indem lediglich das
Vorzeichenbit zu negieren ist. Die grundlegende Operation Addition ist dagegen aufwandiger zu
realisieren als fur Zahlen in Komplement-Darstellung, wie weiter unten gezeigt wird.

Darstellungen mit Bias

Eine weitere Mdglichkeit, negative Zahlen darzustellen, besteht darin, auf alle darzustellenden
Zahlenx einen konstanten Weliashinzuzuaddieren, sodass das Resultat positiv ist. Die kleinste
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darstellbare Zahl ist demnachbias Die grof3te darstellbare Zahl reduziert sich gegenuber der
Darstellung ohne Bias utmas Darstellungen mit Bias fuhren zu einem leicht erhéhten Aufwand
fur die Addition und Subtraktion, wie man an Gleichling 4.3 sehen kanndb sind Zahlen in

der Darstellung mit Bias) . Der Wert fimaskann jedoch so gewéhlt werden, dass der Aufwand
fur die zusatzliche Addition oder Subtraktion eines Bias vernachlassigbar gering ist'{z!B. 2
fur Dualzahlen mik Stellen).

X+Y+ bias= (x+ bias) + (y + bias) —bias

ath a b (4.3)
X —Yy+ bias= (x+ bias) — (y+ bias) +bias '
a_

Multiplikation und Division sind hier wesentlich komplexer als bei anderen Ganzzahlreprasen-
tationen. Diese Darstellung wird deshalb nur in Spezialfallen eingesetzt, wo nur Addition und
Subtraktion bendtigt und durch die spezielle Wahldiaseinfache Operationen und Gréf3enver-
gleiche mdglich werden. Die Darstellung mit Bias wird beispielsweise fur die Exponenten von
Gleitkommazahlen verwendet.

Komplement-Darstellungen

In der Komplement-Darstellung werden negative Zahlen wie bei der Darstellung mit Bias in po-
sitive Zahlen Uberfihrt, indem eine hinreichend grol3e Konstdrdddiert wird. Positive Zahlen
bleiben dagegen unverandert. Um die Uberschneidung von positiven und negativen Zahldarstel-
lungen zu vermeiden, mudd > N+ P+ 1 gelten, wobeP und N die betragsmallig grof3ten
darstellbaren positiven und negativen Zahlen sind.Nfie N + P+ 1 ergibt sich die maximale
Codierungseffizienz der Darstellung. In der Komplement-Darstellung werden Additionen unab-
hangig vom Vorzeichen der Argumente als Unsigned-Integer-Addition der Komplement-Zahlen
modulo M durchgefuhrt. Dies funktioniert, da in der Moduld-Arithmetik die Addition von
M — x identisch mit der Subtraktion vonist. Subtraktionen werden erzeugt, indem vom Subtra-
henden das Komplement gebildet wird.

Im Spezialfall einer Darstellung zur Basis= 2 mit k Binarstellen ergeben sich die Zweier-
komplement- und Einserkomplement-Darstellung auf folgende Weise.

1er-Komplement-Darstellung Hier wird M = 2¢— 1 gewéhit. Dies fiihrt fir die Berechnung
von M — |x| zur Darstellung einer Za < 0 zur einfachen Rechenvorschrift, alle Bits wonu
invertieren. Die Addition zweier ler-Komplement-Zahlamund b moduloM nimmt folgende
Gestalt an:

[ a+b+1 (a+b)>2k-1
(a+bymodM = { a+h (ath) <21
[ a+b+1 (a+b) > 2
- { a+b (a+b) < 2% (4.4)
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Abbildung 4.1: Aufbau eines Addier/Subtrahier-Operators fir Zahlen in der ler-Komplement-
Darstellung (A) und 2er-Komplement-Darstellung (B).

Der Wert & entspricht dem Carry-Out einer Hardwareschaltung des Addierers. Die Fallunter-
scheidung bedeutet in Hardware, dass ein Carry-Out sofort in das Carry-In des Addierers zu-
ruckgefuhrt wird, was aucknd-Around Carrygenannt wird. Es sei noch erwéhnt, dass fur den
Ergebniswert O die Darstellund 1--- 1), auftreten kann, was als zweite Représentation der O
interpretiert werden kann. Abbildung #.1 zeigt auf der linken Seite den schematischen Aufbau
eines kombinierten Addier/Subtrahier-Operators fur 1er-Komplement-Zahlen.

2er-Komplement-Darstellung In dieser Darstellung wirtl = 2¢ gewahlt. Die Addition mo-

dulo M kann durch einen einfachen Unsigned-Integer-Addierer umgesetzt werden, bei dem das
Carry-Out mit der Wertigkeit 2ignoriert wird. Die Vorschrift, bei der Subtraktion vom Subtra-
henderb das Komplement zu bilden, kann zerlegt werden in die Erzeugung des ler-Komplements
b und der Addition von 1. Letzteres kann ohne zusatzlichen Hardwareaufwand durch ein Carry-
In in einen Unsigned-Integer-Addierer erfolgen. Abbildding 4.1 zeigt auf der rechten Seite die
Realisierung eines kombinierten Addier/Subtrahier-Operators.

Redundante Darstellung

Redundante Darstellungen von Zahlen ergeben sich wie oben erwahnt aus der Wahl eines Satzes
von Zziffern, fur den entsprechend der Notation in Forfme] 4.1 die Eigensghaftx > r gilt.
Hauptmotivation fur die Einfuhrung dieser Zahlendarstellung ist, dass damit Addierer realisiert
werden konnen, die ohne Carry-Fortpflanzung Uber viele Logikstufen hinweg auskommen. Dazu
ist grob gesagt die Redundanz hoch genug zu wahlen, damit bei der Addition Stellentbertrage
in die nachfolgende Stelle dort aufgefangen werden kénnen, ohne dabei einen erneuten Uber-
trag hervorzurufen. Da Additionen grundlegender Bestandteil der Implementierung aller anderen
arithmetischen Grundoperationen sind, kdnnen diese Operationen mit Hilfe redundanter Zahlen-
formate ebenfalls durch Schaltungen mit verkirzten Carry-Ketten erzeugt werden. Redundante
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Zahlendarstellungen gehen einher mit einem erhdéhten Aufwand fur die Speicherung und den Da-
tentransport und einem hohen Aufwand der Konvertierung in nicht-redundante Darstellungen.
Die Vor- und Nachteile redundanter Zahlendarstellungen héngen stark von den Eigenschaften
der physikalischen Schaltungstechnik und der Art der Operatoren ab. Fur Implementierungen auf
FPGA-basierten Systemen ist die Verwendung redundanter Zahldarstellungen wenig verbreitet.

Restklassensysteme (Residue Number Systems)

Ganze Zahlen lassen sich in einem endlichen Zahlenbereich eindeutig durclx;Riesgtellen,

welche bei der Division durch ganzzahlige Moduip entstehen. Voraussetzung ist, dass die

m; relativ prim zueinander sind. Der Zahlenbereich ist bei der Darstellung von positiven Zah-
len durch 0< x < i, m gegeben, wenn die Zahl der Moduln ist. Restklassensysteme (eng|.
ResidueNumberSystems = RNS) erlauben eine tbertragsfreie Berechnung von Summen und
Produkten, da Addition und Multiplikation stellenweise modaiodurchgefihrt werden kon-

nen. Die Grundoperation Division ist dagegen sehr schwierig durchzufihren (siehe z.B. [44])
und fir die Berechnung der Quadratwurzel existiert kein Verfahren. Uberdies sind GroRenver-
gleiche nicht direkt moglich. Wahrend die Uberfiihrung einer Zahl von einem Positionssystem in
ein Restklassensystem leicht umzusetzen ist, ist die Rickumwandlung in ein Stellensystem sehr
aufwandig. Die Implementierung von Rechenwerken basierend auf Restklassensystemen ist vor
allem im Bereich der digitalen Signalverarbeitung verbreitet, wo bei vielen Aufgabenstellungen
ausschlief3lich Multiplikationen und Additionen durchgefiihrt werden missen (z.B. FIR-Filter
[95], Wavelet Transformation [96]). Es lassen sich dann sehr schnelle und ressourcensparende
Rechenwerke aufbauen. Aufgrund der genannten Nachteile wurden Restklassensysteme fir diese
Arbeit nicht weiter in Betracht gezogen.

4.1.2 Additionsalgorithmen

Im letzten Abschnitt wurde bereits die Implementierung von Addierern fir Zahlen in der ler-
Komplement- und 2er-Komplement-Darstellung allgemein skizziert, ohne auf die Hardware flr
die Unsigned-Integer-Addierer einzugehen. Bevor die Schaltungstechnik dieser elementaren Ad-
diererelemente beschrieben wird, soll noch auf die Implementierung eines Additions/Subtrakti-
ons-Operators fur Zahlen in der Vorzeichen-Betrags-Darstellung eingegangen werden. Den Auf-
bau eines solchen Operators zur Berechungavéib (ein SignalSubzeigt an, ob subtrahiert
werden soll) zeigt Abbildung 4.2.

Diese Schaltung wird hier ausfuhrlich erklart, da sie in ahnlicher Form auch Bestandteil der
Gleitkommaaddierer ist. Kern der Architektur ist ein Unsigned-Integer-Addierer, der, wie oben
bereits beschrieben, geeignet ist, um Zahlen in der Komplement-Darstellung zu addieren. Un-
terscheiden sich die Argumendaundb im Vorzeichen und isBub= 0 oder habem undb das
gleiche Vorzeichen und iSub= 1, gilt die Beziehundga+b| = ||b| — |a||. Entsprechend wird in
diesem Fall das Komplement der Zahiberechnet. Wird das 2er-Komplement verwendet, kann
dies dadurch geschehen, dégsegiert wird und das Carry-In des Addierers auf 1 gesetzt wird.
Das héchstwertige Bit nach der Addition gibt das Vorzeichen des Resultats an. Bei Vorliegen
einer negativen Zahl wird erneut das Komplement davon gebildetadinb| zu erhalten. Das
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Abbildung 4.2: Aufbau eines Addier/Subtrahier-Operators fur Zahlen in der Vorzeichen-Betrag-
Darstellung.

Vorzeichen des Ergebnisses kann aus den Vorzeicheravord b, dem SignalSubund dem
Signalsignermittelt werden.

Fur die elementare Unsigned-Integer-Addition sollen hier die wichtigsten Prinzipien kurz
vorgestellt werden. Welches Verfahren bei einer Anwendung gewahlt wird, hangt vor allem von
der verwendeten Technologie ab. In der Regel missen die konkurrierenden Faktoren Geschwin-
digkeit und Ressourcenbedarf gegeneinander abgewogen werden.

Ripple-Carry-Addierer

Die einfachste Weise, elementare VolladdiereNzBit-Addierern zusammenzuschalten, besteht

im Aufbau eines Ripple-Carry-Addierers. Hier werden dig-Signale der Volladdierer (Uber-
tragsausgang) in die Eingangg der nachsthdheren Stufe gegeben. Dieses Additionsschema
ergibt sich aus folgender, in logische Operationen auf den Binarstellen der Argumente aufge-
schlusselten mathematischen Formulierungstéra+ b+ cjn:

(Sk-1'%) = (-1---a0)+ (bk-1---bg)+(0---0cin)
S = adbocg
g = a-b (4.5)
P = aodhb
Ciy1 = Gi+CGC-pi, Co=Cin, Cout= Ck.
Die Signaleg; und p; geben an, dass in Stufesin Carry-Signak;,; generiert ¢ = 1) oder

propagiert o = 1) wird. Diese Formulierung fur die Carry-Signale wird sich im nachfolgenden
Abschnitt als nitzlich erweisen.
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Abbildung 4.3: Addierer fiir 4-Bit-Ganzzahlen als Ripple-Carry-Schaltung.

Abbildung[4.3 zeigt einen solchen Addierer fur binare 4-Bit-Zahlen. Die Signallaufzeit ver-
halt sich bei dieser Addiererkette linear zur Breite des Addierers.

Carry-Lookahead-Addierer

Carry-Lookahead-Addierer ergeben sich aus dem Prinzip, die Glei¢hung 4hdiizurollen,
was in folgender Formel beschrieben wird:

G = 0g-1+C-1-Pi-1
= Oi—1+0Gi-2-Pi-1+C-2-Pi-2-Pi-1
= Oi—1+0di-2-Pi-1+0i-3-Pi—2-Pi—-1+C-3-Pi-3°Pi-2- Pi-1
= 9-1+9-2-P-1+9-3"Pi—2°Pi-1+09i-4-Pi-3-Pi-2-Pi—1

9i-4i-1 (4.6)
+Ci-a-Pi—4-Pi-3° Pi—2- Pi-1
p[i—:;i—l]
Fur einen 4-Bit-Addierer ergeben sich somit folgende Gleichungen:
Ci. = Jo+CoPo
C2 = 01+Jdo-P1+Co-Po-P1
C3 = O2+01-P2+0o-P1-P2+Co-Po-P1-P2
C4 = 93+02-P3+01-P2-P3+Yo-P1-P2-P3 (4.7)
Y03
+Co-Po-P1-P2-P3.
N’

Pjo,3)

Abbildung[4.4 zeigt die entsprechende Schaltung fur einen solcbhekaheadzarry-Generator
(LCG). Die Ergebnisbits ergeben sich unter Verwendung des LCG durch die einfache Beziehung
s = pi ¢ ¢;. Die Latenz eines damit erzeugten 4-Bit-Addierers entspricht der Verzogerung von
vier Logikgattern (jeweils eines zur Erzeugung \@grund p;, zwei Gatter fur die Generierung

von ¢; und ein Gatter flis). Die Lookahead-Technik wird vor allem deshalb interessant, da
die LCG-Elemente in einer Baumstruktur zu grof3eren LCG-Bausteinen gruppiert werden kon-
nen. Abbildund 4. zeigt, wie aus flnf 4-Bit-LCG-Elementen ein 16-Bit-LCG erzeugt werden
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Abbildung 4.4: Lookahead-Carry-Generator (LCG) fir die Erzeugung der Carry-Signale aus den
Generate-d) und Propagate-Signalemp)(aus den Summanden bzw. aus der vorausgehenden
Ebene eines LCG-Baumes. Die Signglg, 3 und pjj;3 konnen in die nachsthéhere Ebene
eines LCG-Baumes gegeben oder im Fall der Wurzel eines solchen Baumes zur Erzeugung des
Carry-Out-Signals der Schaltung verwendet werden (gepunktete Elemente).

kann. Zusammen mit den Logikgattern zur Erzeugung der Signatg unds ergibt sich der
dargestellte 16-Bit-Addierer. Vier solche Addierer kdnnen mit einem weiteren LCG-Element zu
einem 64-Bit-Addierer verbunden werden. Fur jede weitere Stufe des LCG-Baumes erhoht sich
die Latenz um die Verzégerung von 4 Logikgattern (2 Gatter fr die Erzeugung der Signale

und p;. ; fur die nachste Stufe und 2 Gatter fur die Rickgabe der Carry-Signale an die voraus-
gehende Stufe). Die Baumstruktur der LCG-Elemente fihrt damit dazu, dass sich die Latenz
des Addierers logarithmisch zu dessen Breite verhalt, im Gegensatz zum linearen Anstieg bei
Ripple-Carry-Addierern.

Es sei hier nur erwahnt, dass es optimierte Varianten zum eben beschriebenen Verfahren
fur Carry-Lookahead-Addierer gibt. Beispielsweise ergibt sich der Ling-Addierer aus einer mo-
difizierten Formulierung, die fur eine VLSI-Implementierung zur Ersparnis von Logikgattern
gegenuber den hier gezeigten Schaltungen fuhrt.

Carry-Save-Addierer

Ein Carry-Save-Addierer ist eine 3-2-Reduktionsschaltung, welche drei Eingangszahlen zu zwei
Ausgangwerten reduziert. Dies ist mit einer einfachen Aneinanderreihung von \Volladdierern
mdglich, wie in Abbildung 4.6 gezeigt. Die Latenzzeit ist durch die Signalverzdgerung in einem
der Volladdierer gegeben. Solche Addierer werden vorwiegend in Addiererbdumen eingesetzt,
wo viele Argumente summiert werden muassen. Die internen Signale in Carry-Save-Darstellung
kénnen als redundante Zahlen verstanden werden. Zur Riickgewinnung von Bindrzahlen am En-
de des Baumes wird ein Carry-Propagate-Addierer erforderlich, wie z.B. ein Ripple-Carry- oder
Carry-Lookahead-Addierer.
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Abbildung 4.5: Carry-Lookahead-Addierer fir 16-Bit-Ganzzahlen unter Verwendung eines
zweistufigen LCG-Baumes (5 LCG-Elemente entsprechend Abbilduhg 4.4).

a, byc, a, b,c, a, b ¢ a, b,

‘v 3 J ‘v J ‘3 J v &J
VAl 1VAF (VA VA
[ v I v I v [ v
t, s, t, s, t, st s

Abbildung 4.6: Addierer fir Ganzzahlen als Carry-Save-Schaltung.
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Abbildung 4.7: Addierer fir Ganzzahlen als einstufige Carry-Select-Schaltung.
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Abbildung 4.8: Zweistufiger Carry-Select-Addierer.

Carry-Select-Addierer

Als letzte Variante von Addierer-Designs soll noch kurz auf die Carry-Select-Technik eingegan-
gen werden, die vor allem bei der Konstruktion von hybriden Addiererschaltungen eingesetzt

wird. Hier werden dik-Bit-Summandera undb in |-Bit-Stlicke aufgeteilt:

a=ak 1k1]---&-10 P=DBx 1x1)---bp-10-

Die Summesy _; g + by _1 g Wird einfach ausgewertet, die Ubrigen Teilsummenl eigit-Stlicke
werden zweifach berechnet, einmal &y = 0 und einmal flici, = 1. Das Resultat wird durch

einen Baum von Multiplexern anhand der Signadg der Teilsummen zusammengesetzt. Die
Abbildungerj 4. unf 4]8 zeigen zwei Beispiele fur Carry-Select-Addierer. Die Latenz verringert

sich gegentber der einkBit-Addierers auf die Latenz désBit-Addierer plus der logarithmisch
mit der Tiefe skalierenden Latenz des Multiplexer-Baumes.
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4.1.3 Multiplikationsverfahren

Die elementare Rechenvorschrift zur Bildung des Produkts zwet-Radix+-Ganzzahlerx
undy ist gegeben durch die Formel

k—1k-1
Xy = (Xk1+-%0) - (Yi—1--Yo0) = Xyt (4.8)
1 k1Yo i;j; j

Es ist also die Summe awd 1-Position-Produkten zu bilden (1-Bit-Produkte fii= 2). Die
verschiedenen Implementierungsstrategien unterscheiden sich im Wesentlichen in der Art und
Weise, wie die Partialprodukte gebildet und aufsummiert werden.

Shift/Add-Methode

Die Shift/Add-Methode entspricht der Schulmethode fur die Multiplikation . Hier sind die Parti-
alprodukte die unj Stellen nach links verschobenen Produkte xonit einer Stelley;

k—1 _
X-y=S (X_1---%0)Yj-r (4.9)
2, ’

Dieses Rechenschema kann direkt mit einer Hardwarearchitektur zur sequentiellen Multiplikati-
on, wie in Abb[4.9 dargestellt, umgesetzt werden. Dazu wird Fdrmel 4.9 durch folgendes Itera-
tionsschema fur das Zwischenergels@isgewertet:

SO) = (X1X) Yot
(i) = (k1---%)-¥i-r*¥t4s(i—1).r? (4.10)
xy = sk—1).

Fir den Fallr = 2 kann dak-Bit-Partialproduktx - yj durch einerk-Bit-Multiplexer oder ein
k-Bit-AND-Element gebildet werden. Da&-Bit-Produkt auk-Bit-Zahlen wird hier ink Takten
berechnet.

Firr > 2 ergibt sich das gleiche Hardwareschema, jedoch ist die Erzeugurtilg-Hésg,r)
Bit breiten Partialprodukts - y; aufwandiger. Das Resultat ist in diesem Fall nakhlog,r |
Takten verfugbar.

Tree-Methode

Bei dieser Technik werden die parallel berechneten Partialprodukte durch einen Addiererbaum
aufsummiert. Dies ist in Abbildur]g 4.]L0 dargestellt.

Zur Begrenzung der Signallaufzeiten im Addiererbaum kénnen redundante Zahlendarstel-
lungen gewéhlt werden, um die Anwendung von schnellen Carry-Save-Addierelementen zu er-
maoglichen. Ist die Latenz des Multiplizierers zweitrangig, kann die Schaltung durch Einfligen
von Pipeline-Registern zwischen den Addiererstufen weiter beschleunigt werden.
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Abbildung 4.9: Hardwareumsetzung der sequentiellen Multiplikation nach der Shift/Add-
Methode.
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Abbildung 4.10: Hardwareumsetzung der Multiplikation nach der Tree-Methode.
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Abbildung 4.11: Hardwareumsetzung der Multiplikation als Array-Multiplizierer.

Array-Multiplizierer

Multiplizierer dieser Art kdnnen als Tree-Multiplizierer mit besonderer Struktur des Addierer-
baums gesehen werden. Es handelt sich hier um einen Addiererbaum mit maximaler Hohe, bei
dem auf der Stufé< k das Partialproduk® = x-y; -r' zur Summe der PartialprodukggzO P

addiert wird. Dies ist die langsamste Variante fiir einen Addiererbaum, jedoch mit sehr regularer
Struktur, was eine effiziente Umsetzung als integrierte elektronische Schaltung ermdglicht. Die
Addierer fur die Partialprodukte kénnen als schnelle Carry-Save-Addierer ausgefiihrt werden,
was einen abschlielRenden Addierer zur Ruckfihrung in eine nicht-redundante Integer-Zahl erfor-
derlich macht. Abbildunpg 4.11 zeigt die schematische Darstellung eines Array-Multiplizierers. In
Abbildung[4.12 ist die detaillierte Schaltung fur einen44Bit-Multiplizierer mit Volladdierer-
Elementen dargestellt. Durch Pipeline-Register kann diese Architektur ebenso beschleunigt wer-
den wie bei der Tree-Methode.

4.1.4 Divisionsalgorithmen

Es gibt eine Vielzahl von Verfahren fur die digitalelektronische Umsetzung der Division. In die-
sem Abschnitt wird eine kurze Ubersicht Uiber die gangigen Algorithmen gegeben. Die fir die-
se Arbeit geeignet erscheinenden Methoden werden eingehend beschrieben und bezuglich der
Schaltungstechnik diskutiert. Andere Verfahren werden nur erwahnt, um sie gegen die verwen-
deten Verfahren abzugrenzen. Da in dieser Arbeit nur Divisionsoperatoren fiir vorzeichenlose
Ganzzahloperanden bendtigt werden, werden auch nur solche Operatoren beschrieben. Es sei
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Abbildung 4.12: Detailschaltbild eines Array-Multiplizierers fir 4-Bit-Zahlen bestehend aus
Volladdierern (VA), welche als dreistufiger Carry-Save-Addierer mit nachfolgender Ripple-
Carry-Stufe geschaltet sind. Jedes Und-Element bildet ez Rit-Produkt.
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jedoch erwahnt, dass die meisten hier beschriebenen Verfahren mit relativ wenig Aufwand auf
Signed-Integer-Operanden erweitert werden konnen. Eine gute Ubersicht Giber moderne Divisi-
onsalgorithmen, wie sie fur Mikroprozessoren angewandt werden, geben Obermann und Flynn
[87] und Obermanri [85].

Ein elementares Divisionsverfahren leitet sich daraus ab, dass die Digisiogid die Um-
kehrung der Multiplikatiork = d - qist. Die Schritte der Shift/Add-Methode fur die Multiplikati-
on lassen sich umkehren, was zur Schulmethode fur die Division fihrt. Damit kann die Division
durch bedingte Subtraktion und Schiebeoperationen durchgefiihrt werden.

Es seix eine Ganzzahl mitRRadix+-Stellen. Der Divisod und der resultierende Quotient
g seien Ganzzahlen mitStellen. Die Zahleis(i) seien die Restbetrage nach der Iteration

X X2k—1"""X0

d = deq--do

q = Ok-1---0o
s(i) = S(i)oxk—i—1---S(i)o.

Es mussen bei dieser Festlegung der Zahlendarstellungen vorab zwei Ausnahmebedingungen
abgefangen werden:

1. Division durch Null @ = 0)
2. Uberlauf vongim Fall x > rX.d
Die Iteration der Schulmethode=£ 1, ... k) verlauft dann nach folgendem Schema:
s(0) = x
G-i = max(me[0,r—1]: (s(i —1) —m-r*'d) > 0) (4.11)
s(i) = s(i—1)—oi-r'd.
Der Rest der Division ist gegeben dursfk). Im Folgenden werden weit verbreitete Verfahren
vorgestellt, die sich schaltungstechnisch effizient umsetzen lassen.
Non-Performing und Restoring Division

Dies sind einfache Verfahren, die Schulmethode nach Gleidhunp 4.1 &=@rumzusetzen. Das
Iterationsschema ist dann folgendes:
s(0) =
ti) = s(i—1)—2d

{ 1 : ti)>0 (4.12)
0 : t(i)<oO

_ ti) : ti)>0

s(i) = {S(i_l):t(i)+2kid . t(i) <O.

x
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Hier wird also in jedem lIterationsschritder umk — i Stellen linksverschobene Divisdrvom

Rests(i — 1) subtrahiert, was im Falle eines positiven Ergebnigggs> 0 als neuer Rest(i)
Ubernommen wird. Im Falle eines negativen Ergebnisses wird diese Differenz dagegen verwor-
fen (Non-Performing Division) und der alte Restwert weiterverwendet, bzw. der friihere Rest
durch eine Addition des verschobenen Divisors wieder restauriert (Restoring Division). Non-
Performing Division und Restoring Division sind aquivalent und werden deshalb in der Literatur
synonym verwendet. In der praktischen Ausfiihrung wird nicht dekum Stellen verschobene
Divisor subtrahiert, sondern der Restwert vor jeder Iteration um eine Stelle nach links verscho-
ben, wie an folgender aquivalenter Rechenvorschrift sichtbar wird:

s(0) =
ti) = 2-s(i—1)—2%.d

X
2.
1 t(i)>
Ok—i = {0 (
ti) : t(i)>0

)>0
t(i) <O
s(i) = {z-s(i—l):t(i)+2k-d : (i) <O.

Damit kann in einer seriellen Architektur zur Division der Divisor in einem Register gespeichert
werden, wahrend nur der Restwert, der sich in jedem Takt andern kann, linksverschoben oder
durch den linksverschobenen neuen Restwert ersetzt wird. Dies kann beispielsweise tber einen
einfachen Multiplexer, der einem Restwert-Register vorgeschaltet ist, geschehen. Eine alternative
Implementierung wéare ein parallel ladbares Shiftregister.

Abbildung[4.13 zeigt eine Hardwareimplementierung dieses Verfahrens. Vor der Operati-
on wird das Restwertregist& mit dem Dividendernx geladen und das RegistBr mit d. In
jedem Zeitschritt wird der Inhalt vos um eine Position nach links verschoben. Das MSB
(Most Significant Bit) geht dabei in das Flip-FloM. Der Addierer bildet die Differenz der
Bits 2k — 1...k von S mit dem Divisor. Ein Carrycyy: = 1 signalisiert, dass das Ergebnis der
Subtraktion positiv ist, da Werte mit unterschiedlichen Vorzeichen addiert wurden (die versteck-
ten Vorzeichenbits wirden sich mit dem Carry zu 0 addieren). Das Ergebnis kann ebenfalls als
positiv interpretiert werden, wenn das Bit M logisch 1 ist, da dann in jedem Fall der Rest grol3er
als der Divisor ist. In beiden Fallen werden die Bits-21...k von S mit dem Subtraktions-
ergebnis geladen (die Bits— 1...0 bleiben unverandert) ungk_; als logisch 1 ausgegeben.
Ansonsten wirdS nicht neu geladen (Non-Performing-Schritt) ugd; als logisch 0 ausgege-
ben. Die Ergebnisbitgx_; werden seriell in das Regist€rgeladen. Dieses Register kann auch
mit Stberlagert werden, da beide Register synchron linksverschoben werderk Ietionen
ist die Division beendet.

Das Verfahren kann durch eine Pipeline parallelisiert werden, in der fur jede Iteration eine
eigene Schaltungslogik vorhanden ist. Dazu sind die Subtrahier-Elemente zu vervielfachen und
in einer Pipeline anzuordnen. Die Auswahl, ob mit dem neuen oder alten Restwert weiterge-
arbeitet wird, geschieht dann nicht Gber das Laden oder Nicht-Laden eines Registers, sondern
durch Auswahl und Weiterleiten eines der Werte Uber einen Multiplexer. Die im nachsten Ab-
schnitt beschriebene Divisionsmethode ermdglicht bei dhnlicher Struktur der Verarbeitung die
Parallelisierung ohne den Einsatz von Multiplexern.

(4.13)
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Abbildung 4.13: Serieller Dividierer nach der Non-Performing-Methode.

Non-Restoring Division

Dies ist ebenfalls ein Verfahren fiie= 2. Es wird bei diesem Verfahren der Umstand ausgenutzt,
dass die Restaurations-Addition v(@k—'d) in Gleichund 4.1p bei negativetti) und nachfol-

gende Subtraktion vof2<—(+1d) im nachsten Iterationsschritt Aquivalent ist mit der Addition

von (2¢-(+1)d). Die Restauration eines friiheren Restwertes und die testweise Subtraktion ei-
nes verschobenen Divisors fir den nachsten Iterationsschritt konnen deshalb zusammengefasst
werden, indem der verschobene Divisor im nachsten Iterationsschritt addiert wird. Die folgende
Gleichung zeigt die Formulierung dieses Verfahrens é@hnlich der Darstellung in Gle[chuhg 4.13:

s(0) = x
[ 28i-1)—-2¢d : s(i-1)>0

s(i) {2-s(i—1>+2k-d . s(i-1)<0 (4.14)
B 1 s(i)>0

Qi = {O s(i) <0

Die Non-Restoring-Methode kann &hnlich in einer seriellen Hardwarearchitektur umgesetzt wer-
den, wie oben fir die Non-Performing-Methode beschrieben wurde. Es soll hier jedoch die
parallelisierte Implementierungsvariante vorgestellt werden. In Abbilflung 4.14 ist ein paralle-
ler Dividierer fur 8-Bit-Dividendenx und 4-Bit-Divisorend gezeigt k = 4). Die Signale, die

von einer Addiererreihe an die nachste weitergegeben werden, entsprechen den verschobenen
Restwerters(i). Durch die den linken Eingdngen der Addierer vorangehenden XOR-Elemente
werden Addier/Subtrahier-Elemente gebildet, wobei ein Eingang der XOR-Bausteine Addition
oder Subtraktion selektiert. Die Breite der Addiererreihen nkusd betragen, da einerseits die
Summe oder Differenz des um eine Stelle linksverschobenen Restwertes mit dem k-Bit-Divisor
berechnet werden muss, andererseits keine Vorzeichen berucksichtigt werden missen. Letzteres
ergibt sich daraus, dass die Vorzeichen der Summanden immer verschieden sind und das Carry-
Out einer Addiererreihe identisch ist mit dem Carry-Out, das entstiinde, wenn die Vorzeichenbits
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Abbildung 4.14: Detailschaltbild eines Non-Restoring Array-Dividierers fiir 8-Bit-Zaklend
4-Bit-Divisorend, bestehend aus Volladdierern (VA), welche mit Hilfe der XOR-Elemente als
Addier/Subtrahier-Elemente in Ripple-Carry-Schaltung aufgebaut sind. Die Volladdierer der er-
sten Spalte und der untersten Zeile kdnnen durch Logikdirersetzt werden, da deren Additi-
onsergebnis nicht benotigt wird.
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in einem(k+ 2)-Bit-Addierer mitverarbeitet wirden. Zugleich zeigt das Carry-Out ein positives
Resultat an und gibt damit neben dem Quotientenbit die Verarbeitung in der folgenden Addie-
rerreihe vor.

SRT-Division

Bei VLSI-Implementierungen sehr weit verbreitet ist die so genannte SRT-Division. Diese Me-
thode wurde benannt nach Sweeney, Robertson und Tocher. Die Methode basiert auf einer Ver-
allgemeinerung der Non-Restoring-Methode fur Radix2 und Anwendung einer redundanten
Darstellung der Quotientenstellen. Durch Erhéhung w&ann die Zahl der Iterationen zur Be-
rechnung der Division verringert werden, da eine Stelle dann aus mehreren Bits besteht, nach
wie vor aber pro Iterationsschritt eine Ergebnisstelle resultiert. Die redundante Darstellung der
Quotientenstellen ermdglicht die Vereinfachung des Auswahlverfahrens fir diese Stellen.

Fur die SRT-Division hat die Iteration Uber die Restwe(i¢ mit gleicher Nomenklatur wie



4.1. GANZZAHLEN 59

bei Gleichung 4.1l4 folgende Gestalt:

s0) = x

s(i) = r-s(i—1)—0gkid. (4.15)

Die Quotientenstellegy_; € (—(r —1),r —1) liegen nun in redundanter RadixZahlendarstel-

lung vor und kénnen beispielsweise Uber einen Carry-Propagate-Addierer in ein nicht-redundan-
tes Ergebnis umgewandelt werden. Das Schlisselproblem bei der Division ist, die §tellen

mit geringem Hardwareaufwand zu finden. Die Idee der SRT-Division besteht nun darin, die
durch die redundante Darstellung vgmgewonnene Freiheit in der Wahl der Quotientenstellen
dahingehend auszunutzen, dass nur wenige Bitsstigrund d(i) ausgewertet werden missen,

um dieqx_j mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen, sodass die Iteration konvergiert.

Abbildung[4.1% zeigt das Prinzipschaltbild eines Dividierers nach der SRT-Methode. Die
Auswahl der redundanten Quotientenstajle; geschieht im Bausteiselect ¢_j. Im Block
Multiple Generation/Selectiowerden die Produktey_; d auf mdglichst effiziente Weise gebil-
det. Durch geschickte Wahl dgg_; kann z.B. bei Radix-4-Dividierern erreicht werden, dass der
Divisor lediglich verschoben und danach eventuell das Komplement gebildet werden muss, was
beides durch einen geringen Hardwareaufwand zu erreichen ist.

Wahrend die SRT-Methode fiir serielle Dividierer-Architekturen wie in Abbildung|4.15 eine
Vervielfachung der Rechenleistung erbringen kann, verschwinden diese Vorteile bei einer paral-
lelen FPGA-Implementierung. Einfache Abschéatzungen des Implementierungsaufwands pro Er-
gebnisbit zeigen, dass die Non-Restoring-Methode bei geringerer Komplexitat des Algorithmus
mindestens ebenso gut abschneidet wie beispielsweise die SRT-Implementierung eines Radix-
4-Dividierers. Voraussetzung dafur ist, dass zwei Addier/Subtrahier-Rechenwerke flr die Non-
Restoring-Methode genauso ressourceneffizient implementiert werden kénnen wie ein Multiple-
xer und ler-Komplement-Generator, wie sie bei der SRT-Methode fiur die Auswahl der Viel-
fachen des DivisorsMultiple Generation/Selectigmotwendig werden und ein nachfolgender
Addierer. Dies ist beispielsweise beim verwendeten Virtex-11-FPGA der Fall. Gegen die Anwen-
dung der SRT-Methode bei FPGA-Implementierungen spricht aul3erdem, dass die Geschwindig-
keit und Latenz eines parallelen SRT-Dividierers wesentlich schwieriger Uber das Einfligen von
Pipeline-Registern kontrolliert werden kann, als es beispielsweise bei Array-Dividierern nach
Abbildung[4.14 geschehen kann. Aus diesen Griinden wurde die Implementierung von Dividie-
rern nach der SRT-Methode fur diese Arbeit nicht weiter in Betracht gezogen.

Weitere Divisionsverfahren

Fur die Berechnung der Division gibt es zahlreiche weitere Algorithmen. Eine Ubersicht tiber
Hardwarealgorithmen fur Divisionsoperatoren in modernen Prozessoren geben z.B. [85] und
[87]. Fur Verfahren zur Berechnung der Division mit doppelter Genauigkeit siehe auch [60]
und [92]. Die bisher beschriebenen Verfahren gehoren alle zur KlassBigigiRecurrence-
Verfahrenmit einer Ergebnisstelle pro Iteration, also linearer Konvergenz. Ein Verfahren mit
guadratischer Konvergenz ist die Division durch wiederholte Multiplikation (auch unter dem Na-
men Goldschmidt-Verfahren bekannt [38]; siehe auch [28]). Hierbei werden in mehreren Durch-
laufeni = 0,...,m— 1 jeweils sowohl der aktuelle Dividendi), x(0) = x als auch der Divisor
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Abbildung 4.15: Blockschaltbild eines einfachen seriellen Dividierers nach der SRT-Methode.

d(i), d(0) = d mit Zahlent; multipliziert, und zwar so, dasd(i) gegen 1 konvergiert. Dann
konvergiertx(i) gegeng = x/d, denn es gilt:

x(m—-1)
"
X B X'tO'tl"'tmfl

d d-to-t1---t—1.
—_—
~1

Die Faktorert; werden gewahlt ztj = 2 — d;. Damit ergibt sich die Iteration zu:

Xi+1) = x(i)-(2-d) 4.1
d(ii+1) = d(i)-(2—d).
Die quadratische Konvergenz folgt direkt aus der Beziehungdli + 1) = (1 —d(i))2. Fir
eine Genauigkeit voRk Bits missenlogy k| Iterationen berechnet werden, wobei zur Vermei-
dung der Akkumulation von Rechenfehlern mit hoherer Genauigkek Biss gerechnet wer-
den muss (mindestensg, m Zusatzbits). Flk = 24 istm= 5. Es missen alson2— 1 =9
Multiplikationen durchgefuhrt werderd(m— 1) braucht nicht berechnet zu werden). Wie im
vorangegangenen Abschnitt gezeigt, bendtigt eine Hardwareimplementierung eines Dividierers
nach der Non-Restoring-Methode in voll parallelisierter Ausfiihrung weniger als doppelt so vie-
le Ressourcen wie ein Array-Multiplizierer und damit etwa finfmal weniger Ressourcen als die
parallele Implementierung der Division durch wiederholte Multiplikation. Letzteres Verfahren
kommt deshalb fur eine FPGA-Implementierung nicht in Frage.

Einige weitere Verfahren zur Berechnung der Division basieren auf dem Ansatz, zuerst die
reziproke Zahl 1d zu approximieren und dann den Quotienten durch eine nachfolgende Mul-
tiplikation mit x zu bilden. Die Berechnung vol(d) = 1/d gehort zur Problemstellung der
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Funktionsberechnung. Zur Losung kdnnen beispielsweise Naherungsverfahren wie die Newton-
Raphson-Methode angewandt werden. Naheres dazu wird in Abgchhitt 4.5 folgen. Da jedes die-
ser Verfahren mehrere Multiplikationen und Additionen erforderlich macht, spielt diese Herange-
hensweise fur eine parallele FPGA-Implementierung ebenfalls keine Rolle. Diese Methoden sind
jedoch wichtig fur die schnelle Berechnung von Divisionen und anderen Operationen mit hoher
Genauigkeit (z.B. Double-Precision) in Mikroprozessoren. Die ebenfalls jn 4.5 beschriebenen
Verfahren, welche auf TabIe-Look-Epasieren, konnten ebenfalls in Betracht gezogen werden.
Aufgrund der groR3en, exponentiell mit den Genauigkeitsanforderungen steigenden Speicher, die
fur die Look-Up-Tables benétigt werden, wurde dieser Ansatz ebenfalls nicht umgesetzt. Diese
Verfahren hatten jedoch fur FPGA-Implementierungen bis vor wenigen Jahren noch eine grol3e
Bedeutung, als die Implementierung durch Logikressourcen noch nicht méglich war.

4.1.5 Quadratwurzel

Die Ganzzahl-Quadratwurzgleiner Zahix mit Rests st durch folgende Gleichung definiert:
X=q*+s, (4.17)
wobei firsdie Beziehung < 2q gilt. Letzteres folgt aus dem Widerspruch
s>29=x>q*+2q+1=(q+1)>%

Daraus ergibt sich, dass fir die Reprasentationsymaximal eine Stelle mehr benotigt wird als
fur g.

Fur die Quadratwurzel existiert ein &hnliches iteratives Verfahren wie jenes, das bei der Di-
vision vorgestellt wurde. Die Papier-und-Bleistift-Methode dazu ist nicht allgemein bekannt und
wird deshalb hier kurz hergeleitet. Es seiler Radikand mit R Radix+-Stellen. Die resultie-
rende Quadratwurzej sei eine Ganzzahl mik Stellen und die Zahleq(i) (k Bits) unds(i) (2k
Bits) seien die vorlaufigen Quadratwurzeln und Restbetrage nach der Itaration

X Xok—1"""X0
qg = Ok-1---0o
qi) = d(i)k-1---q(i)o
s(i) = s(i)ak_i-1---S(i)o
S s(k) = s+~ %o-

Far die vorlaufigen Quadratwurzetyii) seien die fuhrendenBits bestimmt, die Ubrigen Bits
seien identisch Null. Die Zahleg(i) und die Restwerts(i) sind Uber die Beziehung

s(i) = x—q(i)?

IMit Table-Look-Up ist ein Verfahren gemeint, das Tabellen (LUTisgok-Up-Tables) zur schnellen Bestim-
mung von Funktionsergebnissen verwendet.
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miteinander verknupft. Flg(i) gilt:

qii) = Ok-1---Oi0---0
= q(i_ ) rk qu i
q0) = 0---0 (4.18)

Q02 = (ali-D+rge)’
= i~ 12 +290— g i+ 6 r 2,

woraus sich fus(i) auf folgende Weise eine Iterationsgleichung herleiten lasst:

N

s(i) = x—q(i)

= (q(l 1)?+2q(i — )auir*" + gg_ir??)

— (_1 Q( 1)q rkfi_{_qz I,2k72i)
(i-1)

) ( (4.19)
= s(i—1)— (ZQI 1)rk- '+qk ir2k— 2') “Ok_j-

Das neue Quadratwurzellmjt_; wird im Iterationsschriti festgelegt durch die Bedingung der
Minimierung vons(i) > 0. Es ergibt sich somit folgendes Iterationsschema:

s(0) = x
Gk-i = max(me[0,r—1]:s(i—1)— (2q(i — 1)rk + mr®=2) . m>0) (4.20)
s(i) = s(i—1)—(2q(i —)r"+air*?) - g

Dieses Iterationsverfahren lasst sich intuitiver als Papier-und-Bleistift-Methode erkennen, wenn
mans(i) durchs (i) = r~22g(i) ersetzt undy(i) durchq/ (i) = r**iq(i). Dann folgt:

J(0) = x-r &
q@) = 0001 Ok-i
Gi = max(me[0,r—1]:r?s(i—1)—(2rg’(i —1)+m)-m>0) (4.21)
S(i) = r?&(i—1)—(2rq'(i— 1)+ ki) - Ok-i
s = 9(k)

Die Zahlend (i) sind weiterhin Ganzzahlen, wahreddi) Festkommazahlen sind. Durch die
Multiplikation vons(i — 1) mit r? wird ausgedriickt, dass in jedem Iterationsschritt zwei weitere
Stellen von x in die Berechnung einbezogen werden (die Nachkommastellaf{ivet) beein-
flussen die Wahl vory_; nicht). Abbildung 4.1p zeigt ein Beispiel zu dieser Methodemsit10
undk = 3, wobeiq = /123456 berechnet wird.

Furr = 2 kdnnen wie bei der Division Non-Performing-, Restoring- und Non-Restoring-
Methoden zur Berechnung angewandt werden.
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J(0)=10% = 1 2:3 4: q(0)=0
1005/(0) — 1 2:3 4:5 6 (20.0+3)-3=9<12
9 : : P =3 — Jd(1)=3
1005'(1) = 3 3 4:5 6: (20-345)-5=325<334
3 2 5: . —>m=5 — q(2)=35
1005/(2) = 9 5 6 (20-35+1)-1=701<956
7 1: —q=1 — J(3)=351
s=9(3) = 2 55 q=d(3) =351

Abbildung 4.16: Beispiel zur Berechnung der Quadratwurzel nach der Papier-und-Bleistift-
Methode.

Non-Performing- und Restoring-Methode

Diese beiden Methoden leiten sich daraus ab, dass Glei¢hurjg 4.2%fiin folgender Form
geschrieben werden kann:

J(0) = x-2°%
ti) = 4-9(—1)— (49 (i— 1)+ (01)y)
1 : t(i)>0
Ui = {0 : t(i) <0 (4.22)
q@) = 2:q>—1)+0i

ti) : t(i)>0
{4'5'(i—1)Zt(i)+(4ql(i—1)+(01)2) - ti) <0,

Das Iterationsschema ist also dem der Non-Performing- oder Restoring-Methode fir die Division
sehr ahnlich. Hier wird bei der testweisen Subtraktion eine aus der vorlaufigen Quadratjvurzel
durch Linksverschieben um zwei Stellen und Anhangen der Bits 01 gebildete Zahl verwendet.
Statt wie bei der Division in jedem Iterationsschritt den vorlaufigen Restwert um eine Stelle nach
links zu verschieben, ist hier eine Verschiebung um zwei Stellen erforderlich.

s(i) =

Non-Restoring-Methode

Furr = 2 kann genau wie im Fall der Division auch fir die Quadratwurzel eine Non-Restoring-
Methode formuliert werden. Die Herleitung ist hier jedoch etwas komplizierter. Dazu betrachte
man den Term, welcher in Gleichuhg 4.20 zur Berechnungsigrim Fall gx_j = 1 vons(i — 1)

zu subtrahieren ist. Dieser Term wird higi) genannt:

ui) = (290 —r*"+oir®?) - o

= 2q(i—1)2¢ T4+ (01),- 2% 2, (4.23)
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Wird testweisé (i) = s(i — 1) — u(i) berechnet, entscheidet das Vorzeichentfonibergy_;. Es

gilt fir qx_; = 1 die Beziehung(i) =t(i), fur gx_ij = 0 jedochs(i) =t (i) +u(i). Wie bei der Non-
Restoring-Methode bei der Division kann fur letzteren Fall die Restauration des Restwertes und
die testweise Subtraktion der nachsten Iteration zusammengefasst werden, was sich aus folgender
Gleichung erschliel3t:

ti+1) = s(i)—u(i+1)
= t(i)+u(i)—u(i+1)
—
v(i+1)
vi+1) = u(i)—u(i+1)
q((i+1)—-1) =0 i=0
— 2 QoD 24 (01)-2%2) (4.24)
—(2q((i +1) — 1)2%(+1) 4 (01), - 22~ 2(i+1))
= 2q((i+1)-1) <2kfi _ 2kf(i+1)) +(01),- (22k72i _ 22k72(i+1)>
= 2q<(| + 1) _ 1)2k—(i+1) + (11)2 . 92k=2(i+1)
V(i) = 2q(i—1)2" + (11)2- 222

Anstatt zur Berechnung varti + 1) vom restaurierters(i) den Wertu(i + 1) zu subtrahieren,
kann alsov(i + 1) zum nicht-restaurierten Restwe(t) addiert werden, wobei sial(i + 1) und

v(i+1) nur um ein Bit unterscheiden. Damit ergibt sich folgendes Iterationsschema, fiir welches
t(i) in s(i) umbenannt wurde:

s(0) = x
L [ s(i—1)—(29(i—1)2 "+ (01),-2%2) : §(i-1)>0
s(i) = {s( S+ (2q(i - D24 (10),-2%2) ¢ s(i-1)<0
1 (4.25)
Ok—i = {0 ) :Elg
qi) = Ok—i 0---0
qa = qk)

Ersetzt man hier wie beim Ubergang von Gleichling]4.20 zu Gleichungsti.pdurchs/ (i) =
2-2%+2(j) undq(i) durchq/(i) = 2 %*q(i), erhalt man die einfacher zu lesende Iterationsfor-
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X7 X6 X5 X4 X3 X2 Xl XO
L9
v v

Ay 1| VA | VA (1

1 0] 1J

q2< VA « VA [« VA «{ VA
- — |
° b
0 XOR 1 J
v v
q1< VA <« VA [« VA <« VA [« VA
L L [ =
° - el .
0 XOR XOR 1 ‘J
v v
q0< VA <« VA [« VA «— VA [« VA « VA

Abbildung 4.17: Detailschaltbild eines Quadratwurzel-Operators im Non-Restoring-Verfahren
fur 8-Bit-Zahlen x und 4-Bit-Ergebnissay bestehend aus Volladdierern (VA) welche als
Addier/Subtrahier-Elemente in Ripple-Carry Schaltung aufgebaut sind.

mel:

g(0) x- 2~
J(i) — 48 (i—1) — (4q'(i—1)+(01)2) s(i-1)>0

(i) = 49(i—1)+ (49 (i — 1)+ (11)2) s(i—1)<0

_J1 s(i)>0 (4.26)

G- { 0 : gi)<o.
qd(i) = 0---00k-1-Ok-i

qa = d(Kk).

Abbildung[4.17 zeigt die Schaltung fur einen Quadratwurzel-Operator fur 8-Bit-Zahlen. Hier
wurde das Iterationsschema auf die gleiche Weise angewandt wie beim Array-Dividierer gezeigt
wurde (siehe Abbildung 4.14).

Weitere Verfahren

Bei der Quadratwurzel handelt es sich um die Berechnung einer elementaren Funktion. Es kann
eine Vielzahl von Algorithmen, welche zur Approximation solcher Funktionen entwickelt wur-
den, angewandt werden. Dazu wird in Absc 4.5 ein allgemeiner Uberblick gegeben. Es sei
hier bereits erwahnt, dass fiur eine parallele Implementierung die in den vorangegangenen Ab-
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schnitten beschrieben@igit-RecurrenceVerfahren im Hinblick auf den Ressourcenverbrauch

den in Abschnitf 4J5 vorgestellten Implementierungsalternativen tiberlegen sind (wie auch im
Fall der Division). Diese alternativen Verfahren erlangen ihre Bedeutung vor allem im Design
programmgesteuerter Prozessoren, wo die Latenzzeit entscheidend fur die Rechenleistung ist.

4.2 Festkommazahlen

Eine Festkomma- oder Fixpunkt-Zahl ist durch einen GanzzahlK8idllen) und Nachkomma-
Teil (I Stellen) gegeben. Die Darstellung ergibt sich[auk 4.1 durch Erweiterung der Stellenwerte
auf Potenzen von mit negativen Exponenten, wie in folgender Gleichung gezeigt wird:

k-1
X 1-:X0 . X_g---X_| = inr'. (4.27)

Ganzzahl-Anteil NachkommaTeil

Die grof3te darstellbare Zahl hangt exponentiell von der Ganzzahl-Bitkraltedie kleinste dar-
stellbare Zahl exponentiell von der Anzahl der Nachkommastéll€ne relative Genauigkeit,
mit der eine Zahl darstellbar ist, ist von deren Gréf3e abhangig und ist maximal fur die grofite
darstellbare Zahl und minimal fur die kleinste. Diese Darstellung eignet sich zur Funktionsaus-
wertung nur, wenn der Wertebereich der Variablen sehr eng und a priori bekannt ist.

In Festkommaarithmetik kdnnen die grundlegenden bin&ren Operatoren auf Fixpunktzahlen
aundb als Integer-Operatoren auf den Ganzzatgeerl) und (b r') implementiert werden.

ath = (ar'+br).r! (4.28)
a-b = (ar-br').r=2 (4.29)
a/b = ((ar')-r"*'/(b r')) ke (4.30)

Je nach Operator hat fur das Integer-Resultat aus den als Integer-Werte interpretierten Fixpunk-
targumenten also lediglich eine Positionsverschiebung um eine feste Zahl von Stellen zu erfol-
gen, was fur eine Hardwareimplementierung keinerlei zusatzliche Ressourcen gegeniber einer
Integer-Implementierung erfordert. Die Addition fihrt zu einem exakten Ergebnis. Im Fall der
Multiplikation und Division ist gegebenenfalls eine Rundungsoperation zu vollziehen.

4.3 Gleitkommazahlen

4.3.1 Darstellung von Gleitkommazahlen

Die Gleitpunktdarstellung von Zahlen beruht auf der multiplikativen Zerlegung eines Zahlenwer-
tes in ein Vorzeichesigne {—1,+1}, eine Potend®*P zu einer Basid und einer normierten
Mantissesignif im Intervall [1,b):

z = sign- b*P. signif. (4.31)
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Der Exponenexpgibt somit die Gré3enordnung vor, in der die Zahl liegt und die Mantisse legt
den Wert mit der Préazision der Mantissenbreite fest. Wir schréanken uns ein auf didoBagis
Die Mantissesignif = 1.f ist dann eine Festkommazahl im Intenvdll2). Die Bitbreite dieser
Mantisse seM:

signif = 1+ fy_o2t+.. .+ fp2~ ML (4.32)

Da das fuhrende Bit einer normierten Mantisse immer 1 ist, werden nur die Nachkommastellen
gespeichert:
f = signif—1

= fu_2 21 +..+fo 2-M+1 (433)

Die niedrigstwertige Stelldo 2-M+1 wird im Folgenden auch mit LSB.astSignificant Bit)
und die Wertigkeit 2M+1 mit ulp (Unit of L eastPrecision) bezeichnet.

Der Exponenexpwird oft durch Addition eines Offsetd{as) zu einer vorzeichenlosen Zahl
transformiert, im Folgendea genannt. Der Wert flbias wird wie folgt gewéhlt, wobeE die
Bitbreite ist, mit derexpdargestellt wird:

s _ 2101 (4.34)
Diese Wahl des Wertes fimasfiihrt zu sehr einfachen Routinen zur Verarbeitung der Exponen-
ten bei arithmetischen Operationen. Das Vorzeicsign wird kodiert durch ein Bits € {0, 1}
und die Vorschrift(s= 0 — sign= +1, s= 1 — sign= —1). Durch das Tripels,e, f) wird
folgende Zahl dargestellt: _

z=(—1)S.28°Pds. (1 f). (4.35)

Der ANSI/IEEE-754-Standard [48] gibt fir Gleitkommazahlen einfacher und doppelter Genau-
igkeit die in Tabellg¢ 4]1 aufgelisteten Parameter vor. In der Tabelle sind weitere wichtige Eckda-
ten wie kleinste und groR3te darstellbare Zahlen aufgefuhrt.

4.3.2 Genauigkeit von Gleitkommaoperationen

Der IEEE-754-Standard fur Gleitkommazahlen gibt strenge Vorschriften fur die Genauigkeit von
Rechenoperationen auf diesen Zahlen vor. So wird vorgeschrieben, dass das Ergebnis einer Fliel3-
kommaoperation mit dem gerundeten Ergebnis der exakt durchgefiihrten Operation tUbereinstim-
men muss. Fir das Runden selbst sind die nachfolgend aufgestellten Modi vorgesehen. Hier
wird die gerundete Mantisse zusammen mit dem Vorzeichen des Ergebnisses als Ganzzahl in
Vorzeichen-Betrag-Darstellung 1 fy_2- - - fo) und die Mantisse der exakten Operation als Fix-
punktzahlr mit unendlich vielen Nachkommastellen interpretisrl (py_2---ro.r_1---). Diese
verschiedenen Rundungs-Modi sind in Abbild{ing 4.18 dargestellt.

e Round To Nearest Evenlieser Modus bedeutet, dass aufgerundet wird, wenn der Wert der
Nachkommastellen des exakten Ergebnisses groRel@l2 ist. Abgerundet wird, wenn
diese Stellen einen Wert kleiner allgp/2 haben. Ist der Wert exakt gleicthp/2, wird zur
nachsten geraden Zahl gerundet.
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rtne(x) trunc(x)
4—+ —e 4+ *~—
3 —— 3+ *——
2—+ *——e 2—+ *——
I T
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Abbildung 4.18: Rundungsmodi des IEEE-754-Standards fur GleitkommazahleRo(#)d To
Nearest Even(B) Round Toward O(C) Round Towardo, (D) Round Toward-co.
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einfache Genauigkeit  doppelte Genauigkeit
Wortbreite 32 64
Mantissenbits 23 + 1 verborgenes Bit 52 + 1 verborgenes Bit
Exponentenbits | 8 11
Exponenten-Bias 127 1023
Null e+bias=0,f=0 e+bias=0,f=0
Unendlich e+bias=255,f =0 e+ bias=2047,f =0
Keine Zahl e+bias=255,f #0 e+ bias=2047,f #0
Normale Zahl | e+ biase [1,254 e+ biase [1,2044
ec [—126127 ec [—10221023
reprasentiert I - 2° reprasentiert I - 2¢
min 2—126 2—1022
max ~ 2128 ~ 21024

Tabelle 4.1: Parameter und Eigenschaften des ANSI/IEEE-754-Standards fur Gleitkommazahlen
einfacher und doppelter Genauigkeit.

e Round Toward O hier werden alle Nachkommastellen des exakten Ergebnisses abge-
schnitten Truncatior).

e Round Towardo - dieser Modus bedeutet Runden der Ergebnismantisse zur nachstgrofRe-
ren Ganzzahl. Fur negative Zahlen bedeutet dies das Abschneiden der Nachkommastellen
des exakten Ergebnisses, fur Positive jedoch Aufrunden.

e Round Toward—o - dieser Modus bedeutet Runden der exakten Ergebnismantisse zur
nachstkleineren Ganzzahl. Fir positive Zahlen bedeutet dies das Abschneiden der Nach-
kommastellen des exakten Ergebnisses, fir negative Zahlen Aufrunden des Betrages.

Der ModusRound To Nearest Evest der Standardmodus. Dieser Modus gewéahrleistet,
dass der Fehler der Ergebnismantisse kleiner oder glépf2 ist. Die sich abh&éngig von der
Mantissenbreite daraus ergebenden maximalen relativen Rechenfehler sind in Abpildiing 4.19
dargestellt. Ein Modufkound To Nearest Integeder ebenfalls einen Ergebnisfehler kleiner
oder gleichulp/2 garantieren wurde, ist nicht vorgesehen, da ein solches Rundungsverfahren
eine Akkumulation von Rundungsfehlern begunstigen wirde. Dies wird an folgendem Beispiel
verstandlich, bei dem die exakte Ergebnismantisse einer Operation nur zwei Nachkommastellen
(r_1r_») ungleich 0 hat:

r_ir_» = 00 Abrunden= Fehler=0
r_ir_» = 01 Abrunden= Fehler= —-0.25
r_ir_» = 10 Aufrunden=- Fehler=0.5

r_ir_» = 11 Aufrunden=- Fehler= 0.25.
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Abbildung 4.19: Maximaler relativer Fehler von Gleitkommaoperationen abh&ngig von der Man-
tissenbreite.

Kommen alle vier Félle mit gleicher Wahrscheinlichkeit vor, ergibt sich ein durchschnittlicher
Rundungsfehler von/4- (0—0.25+ 0.5+ 0.25) = 0.125, welcher sich akkumulieren kann.

4.3.3 Operationen auf Gleitkommazahlen

In diesem Abschnitt wird die Umsetzung der elementaren Operationen Addition, Multiplikati-
on, Division und Quadratwurzel vorgestellt. Bevor die Architekturen zur Implementierung dieser
Gleitkommaoperatoren erlautert werden, wird zuerst die grundlegende Struktur, der diese Um-
setzungen folgen, beschrieben. Motivation dabei ist, die Ausfihrungen entsprechend der gemein-
samen Struktur zu untergliedern und die Beziehung zwischen den Realisierungen verschiedener
Gleitkommaoperationen herzustellen.

Allgemeine Struktur von Gleitkommaoperationen

Abbildung[4.20 zeigt den strukturellen Aufbau eines Gleitkommaoperators. Es lassen sich drei
logische Verarbeitungsblocke separierenAraparationgenannten Block werden die Eingangs-
daten aufbereitet, sodass die Verarbeitung auf Integer-Operationen auf den Exponenten und
Festkomma-Operationen auf den Mantissen zurtickgefiihrt werden kann. Es wird ebenfalls ein
vorlaufiges Ergebnisvorzeichen ermittelt. Im Bld@kerationwerden die zentralen Rechenope-
rationen des Operators ausgefihrt. Die damit berechnete vorlaufige Ergebnismantisse und der
dazugehorige Exponent werden in der StNfemalizationschliel3lich in eine normalisierte und
gerundete Gleitkommazahl tberfuhrt. Dabei kbnnen sich abhéngig von der vorlaufigen Mantisse
sowohl der Exponent als auch das Vorzeichen (bei der Addition) &ndern.
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Abbildung 4.20: Allgemeine Struktur eines Gleitkommaoperators.
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Addition

Anhand unten stehender Gleichuyng 4.36 flr die Addition zweier Gleitkommazahieml B

lassen sich die erforderlichen Verarbeitungsschritte eines FlieBkomma-Addierers leicht einsehen.
Die Mantissen der Zahlef undB werden hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit spitind s,
bezeichnet, entgegen der Bezeichnur|g in]4.35. Die Vorzeichen werden ebenfalls vereinfacht als
'+’ dargestellt.

R-A+B A B
:tssumzesum—mas _ (:I:Sl 2e1—b|as> i (:I:Sz 2e2—b|as> 436
_ 1 (isrm2ee)  gebis (4.36)

J/

Festkomma—6perat0r» Sadd

Preparation Sofort ersichtlich, kdnnen die Mantissen erst nach einer erfolgten Ausrichtung
entsprechend der Differenz der Exponenggrund e; durch einen Fixpunkt-Operator addiert
werden. Es sei angenommen, das$> e, gelte. Diese Bedingung kann dadurch erreicht wer-
den, dass im Fak; < e, die ZahlenA und B vertauscht werden. Unter dieser Voraussetzung
bedeutet, = 5,2%27% eine Rechtsverschiebung vepum die Differenz der Exponenten. Ha-
ben A und B unterschiedliche Vorzeichen, ist zudem vor der Addition das Komplement einer
der beiden Mantissen zu bilden. Ohne Einschréankung kann in diesem Fall das Kompdement
der unverschobenen Mantissiegebildet werden, ansonsten glt= s;. Als vorlaufiges Vorzei-
chenv des Ergebnisses wird dann das Vorzeichen des, gehorigen Operanden genommen,
welches im SchritNormalizationabh&ngig vom Ergebnis der Integer-Operation gegebenenfalls
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korrigiert wird.

Operation Nach der Vorbereitung der Mantisse) (inds,) ist in dem Integer-Operator ledig-
lich die Summe dieser Zahlenyq zu berechnen. Fir den vorlaufigen Ergebnisexponenten wird
der gréRere der Exponentepund e; ausgewéhlt, welcher al bezeichnet werden soll (dies
kann bereits in delPreparationStufe geschehen).

Normalization Bis zu dieser Stelle haben wir als Ergebnis ein vorlaufiges Vorzeigcheime
nicht-normierte, eventuell negative Mantissgq und den vorlaufigen Ergebnisexponengn

Was zu tun bleibt, ist die Rickflihrung des Ergebnisses in eine normierte Gleitkommazahl. Dazu
ist im Fall s,qq < 0 das Komplement dieser Zahl zu bilden, die Zahl so zu normieren, dass das
fuhrende Bit die Wertigkeit2hat und das Ergebnis zu runden. Wenn fiir die Mantissen vor der
Addition galt:

s € [12
d_l. € (_272)
5 € [12) (4.37)
s, € [0,2),
dann gilt fur das Additionsergebnis:
Sadd € (—2,4)
Sadl € [0.4) (4:39)

Um s3qq zu normieren, kann ein Rechtsshift um eine Stelle auftreten. Da bei ungleichen Vor-
zeichen vors| unds, eine Ausléschung von Bits stattfinden kann, misggq| eventuell links-
verschoben werden, wobei dann die Anzahl filhrender Nullen dieser Zahl ab der PadSition 2
die Verschiebungsweite festlegt. Nach der Normierung erfolgt die Rundung der Fixpunktzahl
auf die Anzahl von Mantissestellen des Ergebnisses. Beim Runden kann ein Ubertrag entstehen,
weshalb eine zweite Normierungsstufe erforderlich ist, die den Ubertrag feststellt und gegebe-
nenfalls die Mantisse um eine Position nach rechts verschiebt. Fir jede Positionsverschiebung in
den Normierungsstufen muss der vorlaufige Ergebnisexponent entsprechend korrigiert werden.
Die Bildung des Komplements fi$qq < 0 kann mit der Rundung zusammengefasst werden. Da
die Normierung dann vor der Komplementlogik liegt, muss die Ermittlung der Verschiebungs-
weite auch bei negativen Zahlen moglich sein. Dazu werden anstatt der Nullen die fihrenden
Einsen gezahlt. Bei Vorliegen einer negativen Zahl ist keine Rechtsverschiebung notwendig, da
Sadd > —2 gilt (Bit mit Wertigkeit 2! ist 1). Die Zahl der fiilhrenden Einsen ab der Bitpositidn 2

gibt die Verschiebungsweite der erforderlichen Linksverschiebung vor. Das Vorzeichen des Er-
gebnisses wird aus dem vorlaufigen Vorzeiclidestimmt, welches negiert wird, fallggg < 0

gilt.

Blockschaltbild Ein Blockschaltbild eines Addierers fur Gleitkommazahlen ist in Abbildung
[4.21 gezeigt. Das Elemebinpackzerlegt die eingehenden FlieBkommazahlen in ihre Bestand-
teile Vorzeichen, Exponent und Mantisse. Bei den Mantissen wird die verborgene fiihrende 1
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vorangestellt. Das ModuPrepare Exponenbildet die Differenz der eingehenden Exponenten
von A und B. Bei negativer Differenz wird im rechts nebenstehenden Block die Funi@n
lective Swapaktiviert, um die Mantissen voA und B zu vertauschen. Die FunktioBelective
Complementlieses Blocks wird durch den Blo&kontrol aktiviert, wenn die Vorzeichen vof

undB verschieden sind. Anschlie3end erfolgt im Modlign Significandslie Verschiebung der
Mantisse mit zugehdrigem grolReren Exponenterjesm e;1| Stellen. An den Ausgangen dieses
Moduls liegen dann die fur die Addition vorbereiteten Mantissennd s, vor. Beim Integer-
Addierer ist zu sehen, dass ein Signal antrol an den Carry-Eingang geht. Dieses Signal

ist genau dann gesetzt, wenn auch die oben erwahnte FurSeiective Complemeaktiviert

ist. Damit braucht dort nur das ler-Komplement gebildet zu werden. Diese Schaltung entspricht
damit genau der Anordnung von Abbildupg]4.2. Im Fall der Subtraktion zeigt ein aktiviertes
Carry-Out des Addierers dem Blockntrol an, dass der Ausgang des Addierers positiv ist, bei
Carry-Out gleich 0 ist die ausgehende Fixpunktzahl negativ. Letzteres fuhrt dazuColass

trol die Bildung des Komplements der normierten Ergebnismantisse veranlasst. Die zweistufige
Normierung mit zwischenliegendem Modul fur die bedingte Komplementbildung und Rundung
(Round & Selective Complemgatbeitet wie oben beschrieben. Die Anpassung des vorlaufigen
Ergebnisexponenteg, entsprechend der Verschiebungen in den Normierungsstufen geschieht
in denAdjust Exponengenannten Modulen. Am Ende der Schaltung werden d@®irirol er-
mittelte Ergebnisvorzeichen, der Ergebnisexponent und die Ergebnismantisse imPdokizii

einer Gleitkommazahh -+ B zusammengefasst.

Multiplikation

Ahnlich wie bei der Addition wird in diesem Abschnitt anhand der Gleichung|4.39 die Verfah-
rensweise bei der Gleitpunktmultiplikation entwickelt. Die Gleichung zeigt, wie die Multiplika-
tion als Operationen auf Fixpunktzahlen formuliert werden kann. Es lasst sich sofort sehen, dass
Exponenten und Mantissen unabhangig voneinander verarbeitet werden kdnnen.

R=AB B

A A\
-~

;:Sprod Zeprod—biag _ (:I:Sl 2e1 bias ) (:I:Sz 2e2—bia55
- 4+ 52 2(e1+€;—bias)—bias

(4.39)

Festkomma -Operator

Preparation Die PreparationStufe beinhaltet lediglich das Entpacken der Gleitkommazahlen
in Vorzeichen, Exponenten und Mantissen sowie die Erzeugung des Ergebnisvorzsighgns

B) = sign(A) & sign(B).

Operation Die Mantissen kdnnen direkt in einem Festkommamultiplizierer, welcher nach Ab-
schnit{4.2 identisch mit einem Ganzzahlmultiplizierer ist, zur vorlaufigen Ergebnismasisse
verarbeitet werden. Liegen Mantissen der Breite k vorshat 2k Stellen. Bei der Multiplikation
missen die Exponenten addiert werden. Da die Exponenten in Bias-Darstellung vorliegen, muss
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Abbildung 4.22: Funktioneller Aufbau eines Multiplizierers fur Gleitkommazahlen.

nach der Addition der Wert von Bias subtrahiert werden, um den vorlaufigen Ergebnisexponenten
zu bekommen.

Normalization Fur die Fixpunktmantissgy,; gilt folgende Beziehung:
Smut € [L,4). (4.40)

Im Normalisierungsschritt kann also eine Rechtsverschiebung um eine Position erforderlich wer-
den. Da im Rundungsschritt ein Uberlauf stattfinden kann, muss eine zweite Normalisierung
folgen.

Blockschaltbild ~ Abbildung[4.22 zeigt das Blockschaltbild fiir die Gleitkommamultiplikation.
Weil die zu verknupfenden Mantissen nicht wie bei der Addition abhangig von den Vorzeichen
und Exponenten vorverarbeitet werden missen, ergibt sich eine wesentlich einfachere Schal-
tung als in Abbildung 4.21. AusschlieBlich die Korrektur des vorlaufigen Exponenten durch die
Normalisierung der Mantisse verknupft die Pfade von Exponenten- und Mantissenverarbeitung.
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Division

Das Verfahren zur Berechnung der Gleitkommadivision ergibt sich aus folgender Gleichung:

R=A/B A 6
;:Squotzequot—biag — (:i:S]_ 2€1—bias> / <:|:S(2292—bias>
=+ (51/%2) o(e1—&-+bias)—bias (4.41)

N——
Festkomma-Operator

Wie bei der Multiplikation folgt, dass die Verarbeitung von Exponenten und Mantissen unabhan-
gig voneinander erfolgen kann (abgesehen von der Normalisierung).

Preparation Die PreparationStufe beinhaltet lediglich das Entpacken der Gleitkommazah-
len in Vorzeichen, Exponenten und Mantissen, sowie die Erzeugung des Ergebnisvorzeichens

sign(A- B) = sign(A) @ sign(B).

Operation Die Mantissen kénnen in einem Festkommadividierer zur vorlaufigen Ergebnisman-
tissesyjy verarbeitet werden. Dazu wird die Mantisse des OperaAdgeweitert, indem nach dem
LSB Nullen angefiigt werden. Der Dividierer muss abhangig vom gewdahlten Rundungsmodus
mehr alsk Ergebnisbits erzeugen und ebenfalls den Rest der Division bericksichtigen.

Bei der Division mussen die Exponenten addiert werden. Da die Exponenten in Bias-Darstel-
lung vorliegen, muss nach der Subtraktion der Wert von Bias addiert werden, um den vorlaufigen
Ergebnisexponenten zu bekommen.

Normalization Fur die Fixpunktmantissgyj, gilt folgende Beziehung:
sv € (1/2,2). (4.42)

Im Normalisierungsschritt kann also eine Linkssverschiebung um eine Position erforderlich wer-
den. Da im Rundungsschritt ein Uberlauf stattfinden kann, muss eine zweite Normalisierung
folgen. FUr beide Normalisierungsschritte muss eine Anpassung des Exponenten erfolgen.

Blockschaltbild  Abbildung[4.23 zeigt den Aufbau eines Gleitkommazahl-Dividierers. Es er-
gibt sich eine Struktur, die sehr ahnlich der des Multiplizierers ist. Die Pfade zur Verarbeitung
der Exponenten und Mantissen sind lediglich aufgrund der Normalisierungsblocke miteinander
verbunden.
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Abbildung 4.24: Funktioneller Aufbau eines Quadratwurzeloperators fur Gleitkommazahlen.

Quadratwurzel

Die Verfahrensweise bei der Berechnung der Quadratwurzel einer Gleitkommazahl ergibt sich
aus folgender Gleichung:

R=VA A
e e —N——
issqrt zesqnfblas _ (:I:Sl zeifblas) 5
- 4 s (€, ~bias) /2
v
Festkomma-Operator (4.43)
g - St . e;—bias gerade
o $12 : e —bias ungerade
o er . e —bias gerade
1~ e.—1 : e —bias ungerade

Eine Architektur fur eine Hardwareimplementierung dieser Gleichungen ist in Abbi[dunp 4.24
gezeigt und wird im Folgenden beschrieben.

Preparation Bei der Quadratwurzel ist der Exponent zu halbieren. Da ungeradzahlige Expo-
nenten nicht ganzzahlig durch zwei geteilt werden kénnen, wird in diesem Fall die Normierung
der Zahl aufgehoben, indem die Mantisse um eine Stelle linksverschoben und im Gegenzug der
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Exponent um Eins verringert wird. Da der Wert vbias ungeradzahlig ist, veranlasst ein ge-
radzahlige®; (e; — biasungerade), dass sich aus der um eine Stelle nach links verschobenen
Mantisses; ergibt, ansonsten gifj = s;. Iste; gerade, wird dementsprechegid=e; — 1, an-
sonsterg; = ey gesetzt. Es sei hier erwéhnt, dass die Verringerung des Exponenten um Eins mit
der in derOperationStufe erfolgenden Weiterverarbeitung des Exponenten zusammengefasst
werden kann.

Operation In dieser Stufe ist die Quadratwurzel aus der Festkommasgaimit Ergebniss

zu berechnen. Der Exponegftist durch zwei zu dividieren, wobei berticksichtigt werden muss,
dass der resultierende Exponent wieder in Darstellung mit Bias vorliegen muss. Daesywird

(€] + bias)/2 berechnet.

Normalization Lag die Mantisse| nach Voraussetzung im Intervéll 4), so gilts € [1,2). Es
ist also keine Normalisierungsverschiebung notwendig. Nach dem Runden wird ebenfalls keine
erneute Normalisierung notwendig, denn es gilt sefjar [1,4 — 2ul p] und damit:

(2—ulp)?=4—2ulp+ulp®?>4—2ulp>¢;

Also kann die gerundete Wurzsdy in keinem Fall gro3er als 2 ulp werden und ist deshalb
bereits die Mantisse in der normalisierten Darstellung.

Blockschaltbild Abbildung[4.24 zeigt die Struktur des Quadratwurzel-Operators. Der Imple-
mentierungsaufwand fast vollstandig durch die Festkommaoperation bestimmt.

4.4 Logarithmische Zahlen

Eine wichtige Alternative zur Verwendung von Gleitkommzahlen ist die Anwendung eines lo-
garithmischen Zahlensystems. Dieses System basiert auf der Idee, dass Multiplikationen und
Divisionen sich durch die einfache Addition und Subtraktion von Logarithmen exakt berechnen
lassen. So lasst sich beispielsweise in Anwendungen mit einem hohen Anteil von Multiplika-
tionen eine drastische Reduzierung der erforderlichen Hardwareressourcen erreichen [115]. In
diesem Abschnitt werden die Definition des logarithmischen Zahlensystemsl(@gakithmic
NumberSystem = LNS) und seine Implikationen bezuglich arithmetischer Operationen disku-
tiert. Es wird insbesondere untersucht, unter welchen Voraussetzungen dieses Zahlensystem fir
die Hardwareimplementierung von Spezialanwendungen einen Vorteil gegentber der Gleitkom-
maarithmetik bringt.

4.4.1 Darstellung im logarithmischen Zahlensystem

Eine Zahlx wird im logarithmischen Zahlensystem als Festkommaealds Logarithmus von
X zu einer Basi® dargestellt. Im Folgenden soll immer vbr= 2 ausgegangen werden (dies ist
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auch die am haufigsten verwendete Basis). Um auch negative Zahlen darstellen zu kénnen, wird
ein Vorzeichers hinzugefugt. Die Darstellun¢s, e) reprasentiert also folgenden Wert:

x=(—1)%-b° (4.44)

Die Festkommazate sei eine 2er-Komplementzahl nkitGanzzahlstellen undNachkomma-
stellen:

€ = €&_1---€.e_1---€

k2
= 2o g+ | > a2

Die Anzahl der Vorkommastellen legt die Gro3enordnung der kleinsten und grof3ten darstellbaren
Zahl fest, ahnlich wie der Exponent bei Gleitkommazahlen. Die Anzahl der Nachkommastellen
gibt die Préazision der Darstellung vor, analog zur Mantissenbreite bei Gleitkommazahlen. Hier
jedoch ist die Intervallbreite aufeinanderfolgender Zahlen von allen Bitsevaibhangig (bei
Gleitkommazahlen nur vom Exponenten). Es kann gezeigt werden, dass ein LNS mit Logarith-
men in 32-Bit-Festkommazahldarstellung eine héhere Genauigkeit ermdglicht als ein Single-
Precision-Gleitkommaformat [16].

4.4.2 Operationen auf logarithmischen Zahlen

In einem LNS nehmen die wichtigsten arithmetischen Operationen auf den Zeki@f und
y = 2 folgende Gestalt an:

log,(x+Yy) = s+logy(1+279) (4.45)
logy(x—y) = s+logy(1—29) (4.46)
logy(X-y) = s+t (4.47)
logy(x/y) = s—t (4.48)
l0g2 (V%) = > (4.49)
log,(x") = n-s (4.50)

Die Gleichungen wurden fur positive Zahlen aufgestellt. Im allgemeinen Fall wird eine zuséatz-
liche Logik geringer Komplexitat fur die Verarbeitung der Vorzeichen bendétigt. Wie an obigen
Gleichungen zu sehen ist, konnen Multiplikation und Division im LNS also durch einfache Ad-
dition oder Subtraktion der logarithmischen Zahlen ausgefuihrt werden - mit einem Rechenfehler
identisch Null. Auch Wurzeln und ganzzahlige Potenzen nehmen im LNS eine sehr einfache
Form an, denn es missen nur Divisionen und Multiplikationen mit ganzzahligen Werten durch-
gefuhrt werden. Die Berechnung von Summen und Differenzen ist jedoch ungleich schwieriger.
Diese Operationen erfordern die Auswertung einer nichtlinearen Furktion= log,(1+2").

HierfUr kbnnen Interpolationsverfahren, insbesondere Table-Look-Up-basierte Verfahren, ange-
wandt werden, wie sie in Abschritt 4.5 vorgestellt werden. Mit der Genauigkeit skaliert die Gro-
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[3e der Look-Up-Tabellen exponentiell. Coleman und Chesteér [16] berichten fur Single-Precision-
Operationen von Tabellengro3&4100) KBits fur die Addition undO(300) KBits fir die Sub-
traktion bei Anwendung einer Taylor-Naherung ersten Grades, optimiert durch eine variierende
Intervallbreite flr die Interpolation und einen Fehlerkorrekturmechanismus.

Die Skalierung der LUT-Grof3en fur die Addition und Subtraktion schrankt die Anwendbar-
keit des logarithmischen Zahlensystems bei FPGA-Implementierungen auf Anwendungen mit
geringen Genauigkeitsanforderungen ein. Hinzu kommt ein hoher Aufwand fir die Konvertie-
rung zwischen Gleitkommazahlen und logarithmischen Zahlen (wird in AbsEhiitt 4.5 diskutiert).
Da es in diesem Zahlensystem fir die Implementierung von Addierern auf FPGAs gegenuber ei-
ner LUT-basierten Implementierung keine praktikable Alternative gibt, eignet sich der Ansatz
eines logarithmischen Zahlensystems nur dann, wenn die zugrundeliegende Anwendung einen
geringen Anteil von Additionen aufweist oder der FPGA-Typ reich an RAM-Ressourcen ist.

4.4.3 Semilogarithmische Zahlen

Bei dieser Zahlendarstellung handelt es sich um eine Mischung aus logarithmischer und Gleit-
kommazahldarstellung. Wie J.-M. Muller in [80] zeigt, ermoglicht diese Darstellung einen Kom-
promiss zwischen Rechengeschwindigkeit und der Grol3e der benotigten LUTSs fir die arithme-
tischen Grundoperationen. Eine Zahird reprasentiert durch:

X =S My x- 2% (4.51)
mit einem ganzzahligen Paramekewobeig y ein Vielfaches von 2K ist, mit;
2%x < |x| < 2%t (4.52)
Dann kanrx durch folgende Darstellung reprasentiert werden:

n §its
X =s-1.000...000XXX ... XXX -2%x (4.53)
N——
k Nullen

Die Zahl e x kann als Naherung von lg¢x| auf k Nachkommastellen verstanden werden. Mit

k verringert sich die Breite der zu speichernden Mantisse vauf n— k. Fur k = 0 ergibt

sich die Gleitkommadarstellung, flir> n das logarithmische Zahlenformat. Fur die Diskussion
der arithmetischen Operatoren in diesem Zahlensystem seli duf [80] verwiesen. Als besonders
interessant stellen sich die Zahlenformate kit n/2+ 2 heraus. In diesem Fall bleibt der
Aufwand fur Multiplikation und Division a&hnlich gering wie bei den logarithmischen Zahlen.
Fir Addition und Subtraktion werden dagegen wesentlich kleinere LUTs (wenige 10 KBits fur
Single-Precision), eirin — k+ 1) x n-Bit-Multiplizierer, zwei Shift-Operationen und eine ge-
ringe Menge zusatzlicher Logik benétigt. Die Umwandlung zwischen Gleitkommadarstellung
und semilogarithmischer Darstellung und umgekehrt kann mit ahnlichem Aufwand wie bei der
Addition durchgefuhrt werden.



82 KAPITEL 4. COMPUTERARITHMETIK

Diese Zahlendarstellung ist eine interessante Alternative gegentuber der Verwendung von
Gleitkommazahlen. Die Komplexitat von Multiplikationen und Divisionen wird stark verringert.
Addition und Subtraktion benétigen dagegen ahnlich viele Logikressourcen wie bei den ent-
sprechenden Gleitkommaoperationen, zusatzlich sind hier jedoch Look-Up-Tables erforderlich,
die beispielsweise bei Virtex-1I-FPGAs durch wenige Block-RAMs abgebildet werden kénnen.
Fur Anwendungen, bei denen deutlich mehr Multiplikationen und Divisionen als Additionen
durchgefiihrt werden mussen, kann eine signifikante Verringerung des Logikressourcenbedarfs
erreicht werden, vorausgesetzt, der FPGA-Typ hat gentigend RAM-Ressourcen. Sind hingegen
ahnlich viele Additionen wie Multiplikationen zu berechnen, ergibt sich grob abgeschéatzt keine
Ressourcenersparnis. Es findet dann lediglich eine Verlagerung von Multiplizierern auf RAM-
Ressourcen statt.

4.5 Berechnung von Funktionen

Fur transzendente Funktionen wie die trigonometrischen Funktionen, die Exponentialfunktion
und den Logarithmus gibt es keine exakten Berechnungsverfahren wie bei den Grundoperatio-
nen. Diese Funktionen kdnnen jedoch durch Konvergenzmethoden numerisch beliebig genau
berechnet werden. Einige dieser Methoden eignen sich auch fir eine direkte Hardwareumset-
zung und werden damit fir eine FPGA-Implementierung interessant. Alternativ dazu kénnen in
jedem Fall Funktionswerte unter Benutzung vorausberechneter Tabellenwerte gewonnen wer-
den, wobei zur Verringerung der Tabellengréf3e in den meisten Féllen eine Interpolation durch
Polynome angewandt wird. Im Folgenden werden verschiedene Tabellenbasierte Verfahren und
Konvergenzmethoden beschrieben und hinsichtlich des Implementierungsaufwands diskutiert.
Die beschriebenen Verfahren sind die Grundlage fiir Rechenwerke in modernen Prozessoren zur
Auswertung der elementaren Funktionen wie Quadratwurzel und Kehrwertbildung mit doppelter
Genauigkeit. Ziel dieses Abschnittes ist es, die Verfahren im Hinblick darauf zu diskutieren, ob
sie fur eine Implementierung auf FPGAS interessant sind.

4.5.1 Table-Look-Up-basierte Methoden

Diese Methoden basieren darauf, Look-Up-Tables (LUTSs) zu verwenden, in denen Funktions-
werte oder Interpolationsparameter gespeichert sind, mit dem Ziel, durch die Vorausberechnung
einen grof3en Teil des Rechenaufwands fur die Funktionsauswertung einzusparen.

Direktes Table-Look-Up

Das Verfahren, Funktionswerte durch direkte Abbildung des Arguments auf eine Zahl Gber eine
LUT zu ermitteln, eignet sich nur fir Anwendungen mit sehr geringen Genauigkeitsanforderun-

gen. Die TabellengréRe steigt exponenti€ll2X - k) mit der zu erzielenden Genauigkeit vin

Bits. FUr eine Ergebnisgenauigkeit in der GroRenordnung von Single-Precision ist diese Methode
deshalb in der Regel nicht anwendbar, da alleine die LUT zur Bestimmung einer 24-Bit-Mantisse
bereits 48 MBytes (¢ 24 Bits) groR sein miisste.
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LUT-basierte polynomiale Approximation

Eine Kombination von Table-Look-Up und einer stiickweisen Naherung der Funktion durch Po-
lynome geringen Grades erlaubt es, fiir eine vorgegebene Genauigkeit wesentlich kleinere LUTs
als im Fall des direkten Table-Look-Ups zu verwenden. Durch den Grad der Interpolationspoly-
nome kann die LUT-Gro6(3e in weiten Bereichen variiert werden.

Stuckweise lineare Approximation Eine einfache Methode ist die stlickweise lineare Appro-
ximation einer Funktion durch eine Taylorentwicklung ersten Grades zwischen den durch die
fihrenderk/2 Bits des Funktionsarguments gegebenen Stitzstellen. Das Argumwédtalso
unterteilt in zweik/2-Bit-Segmente und Xz, X = (X1,X2). Die Berechnung der linearen Inter-
polation geschieht dann auf folgende Weise:

f(X) = Ca(x1) +X2- Ca(xa), (4.54)

wobei furr die einfache Taylornédheru@g(x;) = f(x1) undCy(x1) = f’(xq) gilt. Durch die Mo-
difikation vonC; undC; kann eine bessere Approximation erreicht werden. Fur die Approxima-
tionskoeffizienten werden zwei LUTs benétigt, die kiBits Genauigkeit mit 2. (k/2+k) in

der GroRe skalieremy(150 KBit filr k = 24) gegeniiber2k (=~ 390 MBit fiir k= 24) beim direk-

ten Table-Look-Up. Zusatzlich werden éifi2 x k/2-Bit-Multiplizierer und eink-Bit-Addierer
bendtigt.

In [22] wird anhand der Kehrwertbildung demonstriert, wie bei gleich bleibender Genauigkeit
und der Verwendung eing/2 + 3) x (k/2 4+ 3)-Bit-Multiplizierers sowie einegk + 2)-Bit-
Addierers eine Kompression der LUT erreicht werden kann (104 KBit fur Single-Precision).

In [116] wird eine ebenfalls auf der stiickweise linearen Approximation basierende Metho-
de vorgeschlagen, welche die Naherung verschiedener Potenzen mit Hilfe einer LUT &hnlicher
GrofRRe und einenfk + 1) x (k+ 1)-Bit-Multiplizierer durchfuhrt. Die Methode eignet sich fur
Potenzenx*?” (p ganzzahlig) und*2"+2 " (p, ganzzahlig,p, > 0 ganzzahlig) und wird an-
hand der Berechnung von Kehrwerten, Quadratwurzeln und Potenzgn-a& demonstriert.

Je nach Operation wird von erforderlichen LUT-Gro3en von einigen 10 KBit berichtet (z.B. 50
KBit fur Kehrwertbildung und 200 KBit fir Potenzen npt= 3).

Die moderaten LUT-GroR3en und die geringe Komplexitat der Berechnung machen diese Me-
thoden sehr interessant fur eine Implementierung auf Virtex-1I-FPGAs, da diese Uber Block-
Ram- und Block-Multiplizierer-Elemente verfugen (siehe Abschnitt 8.1.2). Denn in diesem Fall
kénnen solche LUTSs in einigen wenigen Block-RAM-Elementen (18 KBit pro Element) ge-
speichert werden. Da die Multiplikation fur die Virtex-11-FPGAs durch die Block-Multiplizierer
Ubernommen werden kann, lassen sich damit Operationen wie Quadratwurzel- und Kehrwertbil-
dung fast ganzlich ohne die allgemeinen Logikressourcen implementieren.

Naherungen hoéheren Grades Mit Naherungen hoheren Grades kann zwar eine weitere Re-
duktion der LUT-Gro(3e erreicht werden. Gleichzeitig steigt jedoch die Anzahl der Multiplikatio-
nen und Additionen, die berechnet werden mussen. In [93] wird beispielsweise ein Interpolator
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v

Abbildung 4.25: Lineare Approximation nach der Bipartite-Table-Methode.

zweiten Grades fur eine Minimax-Approximation vorgestellt, fir den zur Berechnung der ele-
mentaren Funktionen mit Single-Precision eine LUT-Gro3e @020 KBits) genligt. Fur eine
detaillierte Diskussion siehe z.B. [91].

Multipartite-Table-Methoden Die bisher beschriebenen Verfahren zur stiickweisen polyno-
mialen Approximation bendtigen alle mindestens einen Multiplizierer. Multipartite-Table-Me-
thoden basieren zwar auch auf dem Prinzip der stickweisen Approximation durch Taylorpo-
lynome, ermoglichen jedoch eine Implementierung der stickweise linearen Interpolation ohne
Multiplikationen. Die ldee bei diesen Methoden besteht darin, die Steigungen fir die lineare In-
terpolation Uber mehrere durch die Stutzpunkte vorgegebenen Intervalle unverandert zu lassen.
Bei den Methoden mit zwei LUTs (Bipartite-Table-Methode) wird das Funktionsargument

terteilt in drei Stlicke;, X2 und xz mit ng, np und ng Bits Breite,x = (x1,X2,X3). Anstelle der
Gleichund 4.54 fir die lineare Interpolation, wird folgende Gleichung ausgewertet:

f(X) = Cy(x1,%2) +Ca(X1,%3), (4.55)

wobeiCy = f((x1,X2,0) + & (x1,%2)) undCy = (0,0,x3) - f'((x1,0,0) + x(x1)). Die Werte& und

x dienen der Verbesserung der Approximation. Beispielsweise entsfrioHtL12] der halben
durchxs gegebenen Intervallbreitg, der halben durclk, gegebenen Intervallbreite. Die Grolie
der Tabelle fliC, wird bei diesem Ansatz aufgrund der Symmetrie der linearen Approximation
halbiert. Abbildung 4.25 veranschaulicht dieses Verfahrem{fit ny = nz = 2.

Es ist moglich, mit der Bipartite-Table-Methode die TabellengroRe fir die LUTs gegen-
Uber der Methode des direkten Table-Look-Up deutlich zu verringern. So ergab sich in [21]
fur den Fall der Kehrwertbildung mit einer zweiteiligen Tabelle und einer redundanten Dar-
stellung der Ergebnisse eine TabellengroRe VBAK2 k + 22/3K. 2/3 k Bit (~ 2600 KBits fiir
Single-Precision). Die Methode aus [112] skaliert in der LUT-Gr63e &hnlich, fihrt aber zu einer
besseren Kompression der Tabellen. So wird bei Single-Precision fur die Kehrwertbildung eine
LUT-Grol3e von etwa 1900 KBit erreicht (variiert abhangig von der Anzahl verwendeter Guard-
Bits). Eine weitere Verringerung der GrofRe kann durch eine Unterteilung der TabeUg ifitir
kleinere Tabellen erreicht werden, jedoch mit einem erhéhten Aufwand fur die Addierer. Solche
Multipartite-Table-Verfahren wurden in [112] ebenfalls diskutiert und fur verschiedene Funktio-
nen angewandt. Die Verwendung von 5 Tabellen fir die Single-Precision-Berechnungxon 1
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fuhrt zu einem Speicheraufwand von insgesamt 620 KBit. Fur eine vergleichende Diskussion der
verschiedenen Multipartite-Table-Verfahren sei auf [23] verwiesen.

4.5.2 Digit-Recurrence-Algorithmen

Digit-Recurrence-Algorithmen sind iterative Verfahren, welche in jedem Schritt eine feste Zahl
von Ergebnisstellen produzieren. Die Restoring/Non-Performing- und Non-Restoring-Division
und -Quadratwurzel sowie die SRT-Division, wie sie in den Abschnjtten]4.1.4 und 4.1.5 be-
schrieben wurden, fallen in diese Kategorie von Algorithmen.

Fur serielle Architekturen ergibt sich eine sehr geringe Schaltungskomplexitat. Durch eine
Parallelisierung durch Abrollen der Iterationen in eine Pipeline kann der Datendurchsatz ver-
vielfacht werden, mit proportional dazu skalierendem Ressourcenaufwand. Fur die Division und
Quadratwurzel wurden bereits Beispiele vollstandig parallelisierter Implementierungen gegeben.

Da Digit-Recurrence-Algorithmen Verfahren mit linearer Konvergenz sind, ergeben sich ho-
he Latenzzeiten. Wahrend dies fur Recheneinheiten in Mikroprozessoren fatal ist, spielt die La-
tenzzeit bei Implementierungen von Spezialpipelines fiir fest vorgegebene Rechenverfahren, wie
es in dieser Arbeit der Fall ist, keine Rolle. Hier kommt es nur auf den Datendurchsatz an. Des-
halb sind Digit-Recurrence-Algorithmen bei FPGA-Implementierungen sehr weit verbreitet.

Im nachsten Abschnitt wird kurz auf eine weit verbreitete Technik zur Berechnung der nichtal-
gebraischen Funktionen — die CORDIC-Methode — eingegangen, welche ebenfalls zu den Digit-
Recurrence-Algorithmen gehort.

CORDIC-Verfahren

Es soll hier nicht detailliert auf diese Methode eingegangen werden - als Standardmethode ist
sie Teil jedes Lehrbuchs der Computerarithmetik. Prinzipiell beruht die Methode auf der Idee,
dass durch die Rotation des Einheitsvekt@sl) um einen Winkelp der Ergebnisvektor die
Koordinaten(cog ¢ ),sin(¢)) hat. Durch eine solche Rotation kdnnen also die trigonometrischen
FunktionenSinusund Kosinusberechnet werden. Die Methode stellt im Wesentlichen ein ge-
schicktes Verfahren bereit, solche Rotationen iterativ mit wenig Hardwareaufwand zu berechnen
— es werden nur Additionen, Shift-Operationen und Table-Look-Ups bendétigt. Mathematisch
gehort die Iterationsmethode zu den Verfahren der additiven Normalisierung. Das verallgemei-
nerte CORDIC-Verfahren erlaubt es, iterativ mit einer festen, seriell arbeitenden Hardwareschal-
tung praktisch alle elementaren transzendenten Funktionen zu erzeugen. Dieses Verfahren ist
deshalb bei Taschenrechnern sehr weit verbreitet. Eine CORDIC-Einheit kann mit drei Addier-
Subtrahier-Elementen und einer kleinen Lookup-Tabelle erzeugt werden, das Abrollen der Ite-
rationsschleifen fur eine parallele Implementierung fuhrt zu einem Hardwareaufwand, der 2-3
parallelen Dividierern nach der Digit-Recurrence-Methode entspricht.

Logarithmus

Fur die Berechnung des Logarithmus wird nun ein Konvergenzverfahren beschrieben, das auf
der multiplikativen Normalisierung beruht. Es wird sich zeigen, dass dieses Verfahren mit weni-
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ger Hardwareressourcen als eine Implementierung mit der CORDIC-Methode umgesetzt werden
kann. Folgende Formel beschreibt das Iterationsschema zur Berechnugg-\rafx):

yO = 0 (4.56)
w(i+D) x0.cl) =xV). (1+d27") die{-1,01} |

yi+D =y —in(c®) =y —In (14 d271).

Die Wertecl) = In (1+ diZ*i) werden dabei aus einer Tabelle gelesen. Die Auswald;fge-

schieht so, daséX gegen 1 konvergiert. Dann konvergigtt gegerin(x), was sich aus folgen-
den Gleichungen einsehen lasst:

W = xnc~1 = ﬂc(i)z)—l(
_ _ (4.57)
y¥ = —sIn(c)=—In <|‘|c(')> ~ In(x).
Die Methode konvergiert fur folgenden Wertebereichxtir
! & 0.21<x<3.45 (4.58)

1
_ <X =
a2 = -2
Fir Werte vorx auBerhalb dieses Intervalls kann mit 29 s — wobeiq so gewahlt wird, dass
1 < s< 2 gilt —folgende Beziehung zur Berechnung des Logarithmus herangezogen werden:

In(x) =In(29s) = qIn(2) +In(s). (4.59)

Bei dieser Methode werdédterationen benétigt, um ein Ergebyi&) mit k Stellen Genauigkeit
zu erzeugen. Der Grund dafir ist, dass fiir groBe& Naherundn(1+2"") ~ +27' gilt. Dies
hat zur Folge, dass dlete Iteration den Wert vog um hdchstenslp andert.

Pro Iteration miissen nw) und y® durch Addition/Subtraktion eines Wertes aus einer
Look-Up-Tabelle verandert werden. Bei CORDIC wéren pro lteration drei Additions/Subtrak-
tions-Operationen notwendig. Aul3erdem mussten zur Sicherstellung der Konvergenz bei COR-
DIC manche Iterationen wiederholt werden, weshalb flir eine Genauigkek Bds mehr alsk
Iterationen erforderlich waren. Diese Faktoren fihren zu einem klaren Vorteil der vorgestellten
Methode gegenuber einer CORDIC-Realisierung im Fall des Logarithmus.

4.5.3 Iterative Naherungsverfahren

Die Anwendung iterativer Naherungsverfahren ist eine Standardmethode zur Berechnung tran-
szendenter Funktionen in Software, wenn nur die elementaren Operationen zur Verfigung ste-
hen. Aufgrund der schnellen Konvergenz (oft quadratisch) lasst sich das Funktionsergebnis durch
wenige Iterationen mit gewinschter Genauigkeit bestimmen. Seit wenigen Jahren basieren auch
die Rechenwerke einiger Mikroprozessoren zur Berechnung elementarer Funktionen wie Kehr-
wert und Quadratwurzel auf iterativen Naherungsverfahren (siehe z|B. [86]). In diesem Abschnitt
werden einige gebrauchliche Verfahren vorgestellt und hinsichtlich ihrer Eignung fur eine FPGA-
Implementierung untersucht.
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Newton-Raphson-Methode

Diese Methode basiert auf dem Newton-Verfahren zur Berechung der Nullstellen einer Funktion
f(z) = 0. Die Iterationsgleichung lautet:

2i) = 2i-1)- g, (4.60)

wobei z(0) ein Startwert ist, welcher abhangig von der Funktion zu wéahlen ist. Die Newton-
Raphson-Methode wird vor allem zur Berechnung zenl/x verwendet, wobei in diesem Fall
Uber die Nullstelle vorf (z) = 1/z— x gefunden werden kann. Dann wird die Iterationsvorschrift
zu:

Z(i)=2zi—-1)(2—2z(i—1)x). (4.61)

Das Verfahren konvergiert quadratisch. Pro Iteration mussen zwei Multiplikationen und eine
Addition ausgefiihrt werden. Der Rechenaufwand ist also vergleichbar mit der bereits vorgestell-
ten Methode der Division durch wiederholte Multiplikation und damit gilt auch hier, dass eine
Implementierung der Division ausschlief3lich ber dieses Verfahren nicht sinnvoll ist. Eine Kom-
bination mit einem LUT-basierten Verfahren zur Bestimmung eines Startwertes kann jedoch eine
Alternative zur Digit-Recurrence-Methode sein. Zur Implementierung der Quadratwurzel nach
der Newton-Raphson-Methode siehe zB. [100]. Hier sind pro Iteration drei Multiplikationen
erforderlich.

Spezielle Verfahren mit multiplikativer Konvergenz

Fur die Division/Kehrwertberechnung wurde bereits das Verfahren der wiederholten Multiplika-
tion (Goldschmidt-Verfahren) vorgestellt. Ein &hnliches Verfahren existiert fur die Quadratwur-
zel und inverse Quadratwurzel vere [1,2) (siehe z.B.[[2B]). Es soll hier nun auch fur diese
Methode untersucht werden, ob sie fir FPGA-Anwendungen in Frage kommt. Das Prinzip ist
hier, eine Sequenz von Faktorgzu finden, sodass fur eine Iterationsvariadjl®) gilt:

s(m = x-t2-t2...t2 1(m— oo
(m) 2021 2m—1—> (M— o) (4.62)
Dann folgt:
m) = . b= 1 m-— oo
q(m) [Ti=0.m-1Ti \/;(( ) (4.63)
Zm) = X[lizo.m1ti = vX(M— ).
Die Wahl vont; mit StartwertS, /g4 Zu:
to = S1/sqrt (4.64)
i = <1+ —1_§(m)> '
fuhrt zu quadratischer Konvergenz, was sich aus folgender Beziehung ergibt:
§ = 1-—4(i
! ) (4.65)

&1 = 1- S(| + 1) = %Eiz + %18i3‘
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Zur Berechung voa = /x werdens(m) undz(m) iterativ berechnetg=1,...,M), furz=1/,/x
werden dageges(m) undq(m) iteriert. Der Ausgangswetg = S; /54 kann als 1 angesetzt wer-

den. Alternativ kénnen zur Beschleunigung des Verfaht@mmdtg durch ein Table-Look-Up

fur 1/,/x und dessen Quadrat mit geringer Préazision bestimmt werdeh ([28])./In [91] wird de-
monstriert, wie durch Anwendung einer Minimax-Approximation zweiten Grades und einer ein-
zigen Iteration mit quadratischer Konvergenz die Operationen Kehrwertbildung, Quadratwurzel
und Kehrwert der Quadratwurzel mit Double-Precision berechnet werden kénnen. In diesem Fall
braucht fur die Quadratwurzel naf2) ausgewertet zu werden, was durch drei Multiplikationen
und zwei Additionen geschehen kann:

Z(l) = XS!L/sqrt

4.66

22) = 2(1)+2(1) T2 s (469
Fir eine FPGA-Implementierung mit einer Genauigkeit geringer als Single-Precision wirde ei-
ne einfache lineare Approximation f& 54 mit einer einzigen nachfolgenden Iteration nach
Gleichund 4.6 gentigen, woflr einige wenige Block-RAMs, zwei Addierer und mehrere Block-
Multiplizierer erforderlich sind. Gegenuber einer parallelen Implementierung nach der Digit-
Recurrence-Methode ist eine solche Schaltung nur sinnvoll, wenn im FPGA abzuglich der fur
andere Operationen verwendeten Block-Multiplizierer noch mehrere solche Elemente ungenutzt
blieben.

4.5.4 Kombination verschiedener Verfahren

Die im letzten Abschnitt beschriebene Kombination eines Table-Look-Up-Verfahrens zur Ge-
nerierung eines Startwerts fur ein iteratives Naherungsverfahren mit einer geringen Zahl nach-
folgender Iterationen lasst sich genauso fir die Division hach dem Goldschmidt-Verfahren und
fur die Verfahren nach der Newton-Raphson-Methode anwenden. Besonders attraktiv ist dabei
die Variante, nur eine einzige Iteration durchzufthren. Der Startwert muss dann eine Genauig-
keit von etwa der Halfte der Ergebnisstellen erreichen. Soll z.B. eine Ergebnisgenauigkeit von
Single-Precision erreicht werden, sollte der Startwert dann mit etwa 12 Bit Genauigkeit ermittelt
werden, was durch eine Bipartite-Table rait10) KBit erreicht werden kann. Gegenuber ei-

ner Digit-Recurrence-Implementierung werden hauptsachlich Block-RAM-Elemente und Block-
Multiplizierer bendtigt, dagegen nur eine geringe Zahl von allgemeinen Logikressourcen fur die
Addierer. Der Nachteil einer solchen Methode ist die Komplexitat der Implementierung aufgrund
der Verbindung unterschiedlicher Berechnungsmethoden. Insbesondere die Look-Up-Tables fir
die Bestimmung des Startwertes mussen fur jede gewlnschte Ergebnisgenauigkeit neu bestimmt
werden und unterscheiden sich stark in der Grof3e. Letzteres fiihrt zum Problem der effizienten
Abbildung dieser Tabellen auf die vorgegebenen Block-RAMs des FPGAs. Schlief3lich entsteht
auch das nicht unerhebliche Problem der Verifizierung der Genauigkeit fir alle Implementierun-
gen eines in der Rechengenauigkeit parametrisierten Operatormoduls. Spielen die letztgenann-
ten Faktoren jedoch eine untergeordnete Rolle, wenn etwa die erforderliche Operatorgenauigkeit
einen a priori festgelegten Wert hat, kann durch ein solches Kombinationsverfahren der Res-
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sourcenverbrauch von den knappen allgemeinen Logikressourcen hin zu den ansonsten eventuell
brach liegenden Block-Multiplizierern und Block-RAMs verschoben werden.

4.6 Stand der Forschung zu Implementierungen auf FPGAs

Seit die Technik rekonfigurierbarer Logik mit den ersten leistungsfahigen FPGAs Ende der
1980er-Jahre einem breiteren Anwenderkreis bekannt wurde, wird versucht, diesen Ansatz fir
wissenschaftliches Rechnen zu verwenden. Aufgrund der im Vergleich zu heute geringen Men-
ge von Logikressourcen friher FPGAs beschrankte sich die Anwendung anfangs hauptsachlich
auf Aufgaben de®igital-Signal-Processing (DSP) wie Bild- und Ton-Verarbeitung, wo haufig
eine geringe Genauigkeit der Arithmetik gentgt. Frihe Versuche, FPGAs fur Gleitkommaarith-
metik nutzbar zu machen, wurden von Fagin und Rerard [30], Shirazi ét al. [103] und Louca
et al. [69] veroffentlicht. Zu dieser Zeit war es nicht moglich, auch nur einen einzigen Single-
Precision-Multiplizierer auf einem FPGA zu implementieren, weshalb die Rechengenauigkeit
eingeschrankt (in_[103]), die Berechnung in mehrere Iterationen zerlegt (in [69]) oder in mehre-
ren FPGAs implementiert wurde (in [30]). Kompliziertere Operatoren wie Dividierer wurden wie

in [103] durch Table-Look-Up aus synchronen Speicherelementen umgesetzt. Fir Anwendungen
mit geringerem Datendurchsatz wurden serielle Digit-Recurrence-Algorithmen vorgeschlagen.
Louie und Ercegovac zeigen in [68] urid [67] solche Implementierungen fir die Division (siehe
auch [66]) und Quadratwurzel. Wenige Jahre spater mit der Verfuigbarkeit weit groRerer FPGAs
war es bereits maglich, vollstandig parallele Single-Precision-Operatoren zu implementieren. Li-
gon et al. demonstrierten in [65] die Implementierung von Addierern und Multiplizierern. Li und
Chu publizierten in[[57] inre Umsetzung von Quadratwurzeloperatoren (siehe auch [58]).

Die heute verfigbaren FPGAs ermdglichen es bereits, eine grol3e Zahl von Gleitkommaope-
rationen auf einem Chip zu implementieren. Entsprechend schnell wachst derzeit die Anzahl
von Veroffentlichungen zu diesem Thema. Beispiele fur neuere Implementierungen parame-
trisierbarer Gleitkommamodule sind [49], [8], ]45] urid [59]. Die Veréffentlichungen [49], [8]
und [45] beschranken sich auf die Diskussion von Gleitkommaaddierern und -multiplizierern.
In [59] vergleichen Liang et al. verschiedene Verfahren, um die Latenzzeit von Gleitkommaad-
dierern auf Kosten des Ressourcenverbrauchs zu reduzieren. Roesler und Nelson diskutieren in
[97] die Anwendung der Block-Multiplizierer und Shift-Register, welche ab der Generation der
Virtex-1I-FPGAs verfugbar sind, zur Optimierung von Gleitkommaaddierern, -multiplizierern
und -dividierern. Fur die Dividierer wurde ein Newton-Raphson-Iterationsschema mit voran-
gehender Bestimmung eines Startwertes durch eine Look-Up-Table gewahlt! In [13] untersu-
chen Beuchat und Tisserand Verfahren zur Optimierung von Multiplizierern und verschiedenen
SRT-Dividierern unter Verwendung der Virtex-1I-Block-Multiplizierer, einschliel3lich dem Ska-
lierungsverhalten der beschriebenen Methoden mit der Breite der Operanden.

Die Entwicklung von FPGA-Designs fur Gleitkommaoperatoren durch den Autor dieser Ar-
beit verlief parallel zur Forschung anderer Gruppen in diesem Bereich ([49], [8], [45], [59],
und [97], wie oben bereits diskutiert), da die im Verlaufe der Arbeit neu verfligbar geworde-
nen FPGAs neue Implementierungsmoglichkeiten erdffneten. In [64] verodffentlichte der Autor
die Implementierung einer Bibliothek von vollstandig parallelen und parametrisierbaren Gleit-
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kommaoperatoren, welche Addition, Multiplikation, Division und Quadratwurzel einschlief3t,
und demonstrierte die Leistungsfahigkeit anhand der Implementierung eines Teiles des SPH-
Formalismus.

Eine sehr aktuelle Darstellung der Performance von Gleitkommaarithmetik auf FPGAs im
Vergleich zu CPUs wird in [120] gegeben.

Zur Problemstellung der Optimierung der Rechengenauigkeit einzelner Operatoren in kom-
plexen Rechenwerken seien die Arbeiten von Gaffar et al. ([32]/und [33]) erwahnt. Die in diesen
Veroffentlichungen vorgestellten Optimierungsmethoden werden anhand einfacher Anwendun-
gen im Bereich DSP, bei denen ausschlief3lich Additionen und Multiplikationen erforderlich sind,
demonstriert.

Eine Implementierung eines Rechenwerks auf einem FPGA, basierend auf dem logarithmi-
schen Zahlensystem wurde In [76] publiziert.

Im Bereich der astrophysikalischen Simulationsalgorithmen gab es 1995 von Cook €t al. [18]
eine Veroffentlichung Uber die Implementierung der Gravitationsberechnung auf einem FPGA-
Prozessor bestehend aus acht FPGAs, die Uber einen Bus verbunden sind und zusammengenom-
men etwa 3—4 % der Logikressourcen des in dieser Arbeit verwendeten FPGAs haben. Es wurden
Gleitkommazahlen in Single-Precision verarbeitet, wobei die Arithmetik durch serielle Addierer
und Multiplizierer sowie eine lineare Interpolation fiir die Berechnungwot? implementiert
wurde. Mit dieser Architektur wurde eine Rechenleistung von 40 MFlops erreicht.

Eine Implementierung der Gravitationskraftberechnung unter Verwendung der in Abschnitt
[2.4.2 vorgestellten PROGRAPE-PIlattform wurde in [40] veroffentlicht. Die PROGRAPE-1-Platt-
form verfligt Uber etwa 30 % der Logikressourcen des MPRACE-Boards. Damit wurde unter
Verwendung eines logarithmischen 12-Bit-Zahlenformats eine Rechenleistung von 0.96 GFlops
erreicht, wobei fiir die Formel zur Gravitationskraftberechnung (nach Glei¢hung 2.3 in Abschnitt
[2.2.1) 30 Operationen gezahlt wurden.

Ho et al. verwendeten in [46] die Gravitationsberechnung als Testproblem fur ihre Entwick-
lung der Symmetric Table Addition Method zur Naherung von Funktionen. Diese Approximati-
onsmethode wurde fiir die Bestimmung vor?/2 eingesetzt. Auf ihrer Plattform basierend auf
einem Virtex-FPGA von Xilinx wurde unter Aufwendung von 10260 Slices fur die Berechnung
mit Single-Precision (vgl.: der in dieser Arbeit verwendete FPGA enthélt 14336 Slices, siehe
Abschnitf3.1.2 bzw. 3]3) wurde eine Peak-Performance von 1.5 GFlops angegeben, wobei auch
hier 30 Operationen fir eine Berechnung einer Paarwechselwirkung angesetzt wurden.

In [54] wurden die Vorarbeiten fir eine SPH-Implementierung auf einem FPGA-Prozessor
veroffentlicht. Mit einer Prototypimplementierung der Formel fiir die SPH-Dichteberechnung
(entsprechend Gleichuifig 2|24 in Abschpitt 2.3.2) auf einem System bestehend aus 16 FPGAs
(mit zusammen etwa 10 % der Logikressourcen des flr diese Arbeit verwendeten FPGAS) wur-
de unter Verwendung eines Gleitkommaformats mit 20 Mantissenbits eine Peak-Performance
von 208 MFlops erreicht. Die Division und Quadratwurzel wurden tber eine lineare Interpola-
tion berechnet. Das in dieser Dissertation beschriebenen Projekt ist die FortfUhrung dés in [54]
vorgestellten Ansatzes.



Kapitel 5

Analyse der Astrophysikalischen
Algorithmen beztglich der Anforderungen
an eine Beschleunigerplattform

In diesem Kapitel werden die diese Arbeit betreffenden astrophysikalischen Algorithmen nach
notwendigen Kriterien fir eine Beschleunigung durch eine Koprozessorplattform untersucht.
Dies sind insbesondere die Rechenleistung und die Kommunikationsbandbreite. Weiter wird
analysiert, welche Rechengenauigkeiten gegeben sein missen, damit ein korrektes numerisches
Verhalten der Algorithmen gewéhrleistet ist. Daraus wird die grundlegende Beschleunigerarchi-
tektur abgeleitet.

Es wird von einem System bestehend aus einem Rechnerknoten und einem Beschleuniger
fur die Gravitationsberechnung ausgegangen, wie es in Abs¢hnitf 2.4.2 in Abbjldung 2.3 ge-
zeigt wurde. Zu diesem System soll eine zweite Spezialrechnerarchitektur hinzugeftigt werden,
um die rechenzeitkritischen Teile des Algorithmus zu beschleunigen. Es wird von einer mo-
dernen Implementierung eines astrophysikalischen Simulationscodes des Max-Planck-Instituts
fur Astrophysik, HeidelbergWINE, siehe[[126]) ausgegangen, fur den detaillierte Analysen an-
gefertigt werden konntEh Die Gravitationswechselwirkung wird bei diesem Code Uber einen
baumbasierten Algorithmus berechnet, mit der Option, einen GRAPE-Rechenbeschleuniger an-
zuwenden. Die SPH-Berechnungen sind in der Formulierung umgesetzt, wie sie in Abschnitt
[2.3.2 gegeben wurde. Da viele Codes anderer Arbeitsgruppen eine grundsatzlich éhnliche Struk-
tur aufweisen, sind die Ergebnisse weitgehend tbertragbar.

5.1 Erforderliche Rechenleistung

In diesem Abschnitt wird die Skalierung des Rechenaufwands mit der simulierten Teilchenzahl,
wie sie bereits in den Grundlagen erwahnt wurde, prazisiert. Anhand einer Analyse der Perfor-
mance fur eine Testrechnung werden konkrete Zahlen zum Rechenaufwand gegeben. Hierbei

!Die Messungen an den Simulationscodes wurden von T. Naab, O. Kessel-Deynet und M. Wetzstein am Max-
Planck-Institut fur Astronomie in Heidelberg ausgefihrt.
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ist insbesondere von Interesse, welchen Anteil an der Gesamtrechenzeit die Berechnung der
SPH-Formeln verursacht. Denn dieses Verhdltnis ist entscheidend fir den maximal erreichbaren
Speedup.

Skalierung des Rechenaufwandes

Wie erwéhnt basiert der untersuchte Code auf einem Baumverfahren fur die Behandlung der
Gravitation. Es wird ein Bottom-Up-Binarbaum verwendet, wie er unter der Bezeiclitresg

Treein Abschnit@ beschrieben wurde. Mgay die Anzahl der gravitativ wechselwirkenden
Teilchen, skaliert die Rechenzeit fur die Gravitationssimulation mit:

tgravHost = @ Ngrav109, Ngrav, (5.1)

mit einer Poportionalitatskonstante welche durch die Rechenleistung der Simulationsplatt-
form bestimmt ist. Die ZahNgyr,y setzt sich zusammen aus der Anzahl an SPH-Teil®gmn
und der Anzahl rein gravitativ wechselwirkender TeilciMyhoqy ES gilt also:Ngray = NNpody+
Nsp. Typischerweise liegsp in der gleichen Grézenordnung Wigpody:

Die Gravitationssimulation dominiert den Gesamtrechenaufwand, wenn daftir kein Rechen-
beschleuniger eingesetzt wird. Der Einsatz eines Rechenbeschleunigers bewirkt folgende Veran-
derung der Rechenzeit:

tgravgRAPE = B Ngrav109, Ngrav + YNgrav, (5.2)

mit B < a und einem durch die Kommunikationsbandbreite mit dem Rechenbeschleuniger be-
stimmten Faktory.

Fur SPH ergibt sich folgende Skalierung, weNgeigh die durchschnittliche Anzahl von
Nachbarn ist, Uber die in den SPH-Formeln summiert werden muss:

tspH = & NspHactive Nneigh (5.3)

Hier wurde anstatispy die ZahlNsphactive VErwendet, was ausdriickt, dass bei Variable-Time-
step-Verfahren in manchen Zeitschritten nur eine Untermenge der SPH-Teilchen neu berechnet
wird.

Analyse eines Simulationscodes

Wahrend die Peak-Performance moderner Prozessoren im GFlops-Bereich liegt, wird bei wis-
senschaftlichen Simulationsanwendungen in der Regel nur ein Bruchteil dieser Rechenleistung
auch tatsachlich erzielt. Um die fur die SPH-Formeln auf einem Standardprozessor erreichba-
re Rechenleistung abzuschatzen, wurde die innerste Schleife der Druckkraftberechnung nach
Gleichung 2.3p separat implementiert und die Performance dieses Codefragments gemessen. Es
ergab sich auf einem Pentium-I11l1-System mit 1266 MHz abhangig von der Reihenfolge der Teil-
chen, fir welche die SPH-Formeln ausgewertet wurden, eine Rechenleistung von etwa 180-320
MFlops. In echten astrophysikalischen Codes kann die Performance noch weit darunter liegen, da
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sich durch verteilte Datenstrukturen sehr komplexe Zugriffsmuster auf den Hauptspeicher erge-
ben kdnnen. Es wird im Folgenden anhand\d8BIE-Codes diskutiert, welcher Speedup fiir das
Gesamtsystem erreicht werden kann, wenn die laufzeitkritischen Formeln des SPH-Algorithmus
beschleunigt werden.

Durch Laufzeitmessungen wurde ermittelt, wie sich die Rechenzeit auf die Behandlung von
Gravitation, SPH und den Rest aufteilt. FUr den Fall, dass alles auf einem einzigen Rechnerkno-
ten gerechnet wird, ergab sich, dass firr Teilchenzahlen in der GréRenordriuatwa070 %
der Rechenzeit fur die Ermittlung der Gravitationskréafte aufgewendet wird, etwa 25 % der Zeit
fur SPH bendtigt wird und alles tGbrige nur wenige Prozent des Rechenaufwandes verursacht.
Wird die Gravitationsrechnung durch eine GRAPE-5-Plattform beschleunigt, reduziert sich die
Rechenzeit dafir auf etwa 14 %, wobei die Kommunikation mit GRAPE-5 die Rechengeschwin-
digkeit limitiert. Bei Anwendung der neuen 64-Bit-PCl-basierten GRAPE-6-Plattform kann eine
weitere deutliche Reduktion dieses Rechenzeitanteils erwartet werden.

Durch eine genauere Analyse der Rechenzeit fir den SPH-Teil des Codes zeigte sich, dass
etwa 70 % der Rechenzeit auf die inneren Schleiferfaiftd etwa 30 % fiir die Nachbar-
schaftssucleverwendet wird, wobei die Nachbarschaftslisten fiir den zweiten Schritt des SPH-
Algorithmus erneut berechnet werden. Fir die inneren SPH-Schleifen wurde eine Rechenlei-
stung von etwa 70 MFlops erzielt, wobei fiir die Messung ein System mit Pentium-IlI-Prozessor,
500 MHz, verwendet wurde. FUr ein aktuelles System kann dagegen von einer Rechenleistung
von etwa 200 MFlops ausgegangen werden.

Um ein hohes Beschleunigungspotential fir die Gesamtapplikation zu ermoglichen, muss
der Anteil der Rechenzeit, der aul3erhalb der SPH-Formeln aufgewendet wird, méglichst niedrig
werden. Anhand dieser Bedingung lassen sich folgende Designkriterien fir ein beschleunigtes
System finden:

e Sehr viel an Rechenzeit kann eingespart werden, wenn die Nachbarschaftslisten fir den
ersten SPH-Schritt zwischengespeichert werden, so dass sie fur Schritt 2 nicht mehr neu
berechnet werden missen. Der Speicherbedarf dafur ist jédiggh Nneigh (far 10° Teil-
chen und durchschnittlich 50 Nachbarn sind das etwa 20 MByte). Die Zwischenspeiche-
rung wurde bisher vermieden, um neben der Baumstruktur nicht noch andere dynamische
Datenstrukturen verwalten zu missen.

e Die Gravitationsberechnung sollte simultan mit der Erzeugung der Nachbarschaftslisten
fur SPH geschehen, damit sich die Rechenzeiten beider Teile nicht summieren.

e Die Generierung der Nachbarschaftslisten kann unter Einsparung von Rechenzeit “ver-
grobert” werden, beispielsweise durch gemeinsame Listen flr mehrere aktive Teilchen.
Die Extraktion der entgultigen Nachbarschaftslisten kann dann vom Rechenbeschleuniger
tibernommen werden (sofern dafiir noch Ressourcen verfugbar sind).

2In diesen Schleifen werden die Berechnungen der SPH-Summen wie in der Formulierung nach Abschnitt 2.3.2
durchgeflihrt (siehe Gleichung 2|24, 2.32 ind P.41).

3Nur Teilchen aus einer lokalen Umgebung tragen zu den SPH-Summen bei, siehe Apschhitt 2.3.2. Die Nach-
barschaftslisten werden durch eine lokale Suche in einer verketteten Liste bestimmt. Siehe dazu [126].
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Werden diese Punkte bertcksichtigt, erscheint eine Reduktion des Rechenaufwands aller Co-
deteile auRerhalb der inneren SPH-Schleifen auf unter 10 % erreichbar. Es ergibt sich dann ein
Beschleunigungspotential um einen Fakigd0). Um einen Speedup in dieser GréRenordnung
zu realisieren, muss die Beschleunigerplattform eine Dauerrechenleistung von mehr als 2 GFlops
erreichen.

5.2 Erforderliche Kommunikationsbandbreite fir einen Re-
chenbeschleuniger

In diesem Abschnitt wird die Kommunikation fir eine Architektur aus Steuerungsrechner und
Rechenbeschleuniger diskutiert. Es soll davon ausgegangen werden, dass nur die zeitkritischen
inneren Schleifen des Simulationscodes auf dem Rechenbeschleuniger implementiert werden.
Diese Schleifen summieren die Beitrdge der Teilchen aus einer Nachbarschaftsliste zu den SPH-
Néaherungen fur die Dichtp, die Divergenz und Rotation vo# die Druckkraftkomponenten

und die Energien. Dann mussen fiur den ersten Schritt des SPH-Algorithmus folgende Daten
transferiert werden:

e Fur die Dichteberechnung werden die Positionsvektgreplattungslangeh; und Massen
m; benatigt.

e Fur die Berechnung vofi]-v); und (LI x V); sind zusatzlich die Geschwindigkeitsvektoren
Vi zum Beschleuniger zu Ubertragen.

e Die Endergebnissg;, (C1-V); und (0 x V); werden zuriick zum Steuerungsrechner ge-
schrieben.

Ist Nspy wie oben eingefuhrt die Anzahl der SPH-Teilchen, die insgesamt in die Berech-
nungen involviert sind, werden fur die erste SPH-Schleife Blgey- 8 Gleitkommazahlen zum
Rechenbeschleuniger Ubertragen. Ngpnactive SPH-Teilchen, fur welche die SPH-Summen
ausgefuhrt werden, ergibt sich ein Rucktransfer MgpHactive: 5 Gleitkommazahlen. Fiir die
eigentlichen Berechnungen wird fur jedes aktive Teilchen zusétzlich seine Nachbarschaftsliste
bendtigt. Bei einer mittleren Zahl an SPH-Nachbispgign, woflr Npeigh~ 50 ein typischer Wert
ist, ergibt sich ein zusatzliches Volumen vbctive- Nneigh Datenworten, das zum Rechenbe-
schleuniger Ubertragen werden muss.

Fur den zweiten Schritt der SPH-Berechnungen ergibt sich folgender zusatzlicher Kommu-
nikationsaufwand:

e Es mussen die auf dem Steuerungsrechner erzeugten DRjdRalsarakoeffizienter;
und die Schallgeschwindigkeitenzum Rechenbeschleuniger tbertragen w@den

“Es wurde hier angenommen, dass die in Gleicjung 2.32 auftretenden Konstamel§ fest sind. Bei man-
chen Codes werden diese Parameter individuell fiir jedes Teilchen berechnet und miissen dann ebenfalls zum Re-
chenbeschleuniger Ubertragen werden.
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¢ Als Ergebnisse werden die Druckkréfe und Entropie&nderung durch die kinstliche Visko-
sitdt zum Steuerungsrechner transferiert.

Hier ergibt sich also ein Datenaufkommen Wegpy - 3 Worten hin zum Steuerungsrechner
und Nspractive: 4 Datenworten zuriick. Falls die Nachbarschaftsliste nicht auf der Beschleuni-
gerplattform gespeichert werden kann, ist diese fur den zweiten Schleifendurchlauf erneut zu
Ubertragen. Falls auch die Teilchendaten aus Schritt 1 nicht gespeichert werden kdénnen, bei-
spielsweise wenn der Speicher des Rechenbeschleunigers nur einen Teil der SPH-Teilchendaten
aufnehmen kann, sind diese Daten ebenfalls ein zweites Mal zu Ubertragen.

Zusammengerechnet ergibt sich fir die Berechnung der SPH-Formeln pro Zeitschritt ein
minimales Datenaufkommen von:

Comyostaccel = NspH- 11+ Nactive Nneigh
CoMuccel~Host = Nsph-9,

wobei das Transfervolumen zwischen Steuerungsrechner und Beschlebongeys; . accel UNd

in umgekehrter Richtun@omccel-Host ge€nNannt wurde. Falls auf dem Beschleuniger keiner-

lei Daten aus der ersten Schleifenberechnung gespeichert werden kdénnen, ergibt sich folgendes
Volumen fir den Upload zum Beschleuniger:

CoMyost—Accel = NspH: 19+ 2 Nactive' Nneigh (5.5)

Es soll nun eine grobe Abschatzung fur die Mindestbandb&iésmin gemacht werden, ab

der eine Rechenleistung von tber 2 GFlops erreicht werden kann. Fiur die SPH-Berechnungen
werden pro aktivem Teilchen 100 Gleitkommaoperationen angesetzt. Es wird déispak=

Nactive UNd Nreigh = 50 angenommen. Dann ergibt sich bei einer UbertragungsbandBggite

fur den Datentransfer zwischen Steuerungsrechner und Beschleuniger folgende Zeit, wenn vom
maximalen Datentransfervolumen aus Gleichung 5.5 ausgegangen wird:

tcom = (Nsph-28+2-Nspy-50) -4 Byte/Beom

128 Ngpy- 4 Byte (5.6)
Bcom '

Demgegenuber wird folgende Zeit fir eine SPH-Berechnung mit 2 GFlops bendtigt:

: _ Nsp-50-100
2GFlops— W

sec

(5.4)

(5.7)

Furtcom = tagFiops €rgibt sich dann:
Bcommin &~ 200MByte/sec (5.8)

Wird davon ausgegangen, dass die Nachbarschaftsliste und alle Teilchendaten auf dem Re-
chenbeschleuniger zwischengespeichert werden konnen, reduzieBgsighin auf etwa 140
MByte/sec. Soll eine signifikante Beschleunigung der SPH-Berechnungen erreicht werden, muss
die Kommunikationsbandbreite deutlich Uber diesen Werten liegen. Vor allem aber durfen die
Berechnungen selbst nicht viel langer als die Kommunikationszeit dauern, was insbesondere
bedeutet, dass wahrend der Ubertragung der Daten gerechnet werden muss (zumindest beim
Nachbarschaftslistentransfer, da dieser den gré3ten Kommunikationsaufwand verursacht).
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5.3 Erforderliche Rechengenauigkeit von SPH

Die bendétigte Rechengenauigkeit ist der entscheidende Faktor daftir, ob eine Rechenbeschleu-
nigung mit rekonfigurierbaren Rechensystemen madglich ist, und, falls dies der Fall ist, welcher
Speedup erwartet werden kann. Dies lasst sich wie folgt begrinden: Zur Beschleunigung mussen
die Rechenwerke hoch parallelisiert implementiert werden, denn rekonfigurierbare Prozessoren
erreichen konstruktionsbedingt wesentlich geringere Taktfrequenzen als Standardprozessoren.
Der Ressourcenaufwand der einzelnen Operatoren hangt wiederum stark von der zu erzielenden
Rechengenauigkeit ab. Je geringer also die Genauigkeitsvorgaben sind, desto mehr Operatio-
nen kdnnen parallel implementiert werden und desto hoher ist deshalb das Potential fur eine
Beschleunigung.

Die Analyse der erforderlichen Rechengenauigkeit wurde in zwei Schritten durchgefuhrt.
Erstens wurde ein kinstlich in der Rechengenauigkeit eingeschrankter Simulationscode auf ein
typisches Simulationsproblem angewandt, um die Genauigkeitsschwelle zu finden, ab der sich
Abnormalitaten in der Simulation zeigen. Es wurde hier nicht jeder einzelne Rechenschritt in
der Genauigkeit beschnitten. Nur die wichtigsten Zwischenergebnisse wurden verandert, damit
der modifizierte Code ohne grof3e Leistungseinbul3en verwendet werden konnte. Nur so war es
moglich, ein realistisches Simulationsproblem in vertretbarer Zeit zu untersuchen. Um das nu-
merische Verhalten bei reduzierter Genauigkeit detaillierter zu analysieren, wurden in einem
zweiten Schritt die SPH-Berechnungen mit kiinstlichen Eingangsdaten anhand einer Simulation
eines Spezialrechenwerkes untersucht. Beide Schritte werden in den folgenden Unterabschnitten
eingehend erlautert.

5.3.1 Testsimulationen mit kiinstlicher Reduktion der Genauigkeit

Es wurde der Kollaps einer Gaswolke simuliert. Es handelt sich um die gleiche Simulation, die
auch im Zusammenhang mit den Tests eines neuen Simulationscades in [126] beschri@)en wird
Gestartet wurde mit einer zu Beginn ruhenden spharischen isothermen Gasverteilung mit Masse
M, RadiusR und folgendem Dichteprofil:

M 1

p(r) - 2R2 F? (5.9)

die unter dem Einfluss der Eigengravitation kollabiert. Das System wurde mit 20000 SPH-
Teilchen simuliert, wobei eine durchschnittliche Zahl an Nachbarteilchen von 50 eingestellt wur-
de.

Zur Beurteilung der Qualitat der Simulationen wurden die Energieanteile des Gesamtsystems
mit den Resultaten fiir die volle Rechengenauigkeit Gber den Zeitraum der Simulation miteinan-
der verglichen. Die Energie wurde dabei aufgeschlisselt in kinetische Energie, Gravitations-
energie und innere Energie. Dies ist das ubliche Vorgehen, neue astrophysikalische Codes auf
korrektes physikalisches Verhalten zu testen. Fehler in der Simulation fihren zu Abweichungen

5Die Messungen wurden von Markus Wetzstein am Max-Planck-Institut fir Astronomie, Heidelberg durchge-
fuhrt



5.3. ERFORDERLICHE RECHENGENAUIGKEIT VON SPH 97

in der Dynamik des Systems, welche am einfachsten Gber den zeitlichen Verlauf der Energiebe-
standteile nachzuweisen sind.

Es wurden vier Simulationen durchgefthrt, in denen mit verkirzten Mantissenbreiten von
8, 12, 16 und 20 Bit gerechnet wurde. Abbilddng|5.1 zeigt den Vergleich der Energien der 8-
Bit-Rechnung mit der Single-Precision-Rechnung. Es zeigen sich bei der 8-Bit-Version zwar
geringe aber dennoch signifikante Abweichungen. Besser zu sehen sind diese Abweichungen in
den Plots fiir die relativen Fehler, wie sie in Abbildiyng|5.2 auf der linken Seite gegeben sind.
Es tritt neben Fehlern im Prozentbereich auch eine deutliche Akkumulation von Rechenfehlern
auf. Bereits bei 12-Bit Rechengenauigkeit ist keine signifikante Fehlerakkumulation mehr zu
sehen, wovon man sich anhand der rechten Seite von Abbildung 5.2 Gberzeugt. Die Fehler in der
Energie bewegen sich durchweg in einem akzeptablen Bel®{€h1(%6)). Bei den Simulationen
mit héheren Bitbreiten ergibt sich kaum noch eine Verbesserung des Verhaltens. Abpildung 5.3
zeigt die Ergebnisse im Fall von 20-Bit-Mantissen.

Zur Auswertung der Simulationsdaten ist zu erwdhnen, dass der Simulationscode bei unter-
schiedlichen Rechengenauigkeiten die Daten fur unterschiedliche Zeitschritte ausgab. Fur die
Berechnung der relativen Rechenfehler mussten die Daten deshalb auf die Zeitschritte der Refe-
renzsimulation interpoliert werden. Es wurden drei Interpolationsverfahren angewandt, eine li-
neare Approximierung, eine Spline-Interpolation, und das Verfahren der kleinsten quadratischen
Fehler. Durch den Vergleich zwischen den Verfahren ergab sich, dass die Rechenfehler bereits
bei 12-Bit-Mantissen etwa im Rahmen der Interpolationsfehler lagen.

5.3.2 Simulation der Rechenwerke

Um einen detaillierten Einblick in das numerische Verhalten eines Rechenwerks fir die SPH-
Formeln zu erhalten, in dem wie bei der spateren FPGA-Implementierung jede Rechenoperation
mit beschrankter Genauigkeit arbeitet, wurde ein Simulationssystem fur Gleitkommaoperationen
mit limitierter Genauigkeit entwickelt. Dazu wurden Simulatoren fur die Operationen Addition,
Multiplikation, Division und Quadratwurzel erzeugt, welche das Verhalten dieser Operatoren
fur beliebige Mantissenbreiten auf Bit-Ebene abbilden, einschliel3lich verschiedener Rundungs-
modﬁ. Mit diesen Operatoren wurden Rechenwerke zusammengesetzt, wie sie als Pipeline in
Hardware implementiert werden kdnnen. Als Eingangsdaten fur die Genauigkeitssimulationen
wurden fiinf stark unterschiedliche kiinstlich erzeugte Teilchenverteilungen verwendet:

1. Gleichverteilung in alle Raumrichtungen.

2. Linear von einer Ecke eines Wiirfels in Richtung einer Diagonale des Wiirfels abfallend.
3. In X-Richtung Gauf3verteilung, in Y- und Z-Richtung Gleichverteilung.

4. Um einen Punkt in X-, Y- und Z-Richtung gaul3verteilt.

5. Stufenférmige Verteilung in X-, Y- und Z-Richtung.

6Es wurden die ModRound To Nearest EveRound To Nearest Integend Truncationimplementiert.
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Abbildung 5.1: Vergleich der Energien bei SPH-Berechnung mit Rundung der Zwischenergeb-
nisse auf 8-Bit-Mantissen (RD08sph) mit den Ergebnissen des Originalcodes (CH24sph, Single-
Precision). Es ist die zeitliche Entwicklung der inneren Enerdig kinetischen Energiegin),
GravitationsenergieHgray) und der GesamtenergiBfy) dargestellt. Es zeigen sich signifikante
Abweichungen zwischen den Kurven fir hohe und niedrige Rechengenauigkeit.
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Abbildung 5.2: Zeitliche Entwicklung der relativen Fehler in der Berechnung der Energien bei
Rundung der Zwischenergebnisse auf 8-Bit-Mantissen (links) und 12-Bit-Mantissen (rechts).
Links ist deutlich die Akkumulation von Rechenfehlern zu sehen, wahrend rechts die Fehler um
Null pendeln. Man beachte auch die links und rechts unterschiedlichen Skalen.



100 KAPITEL 5. ANFORDERUNGEN AN EINE BESCHLEUNIGERARCHITEKTUR

0.0008 T T T T T

0.0004

0.0002

0.0000
—0.0002

—0.0004

CH24sph / RDZ20sph

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

—0.0006

P’lll‘lll‘lll\lllllll‘lll

=}

o TT T[T rrT

0.006 T T T T T

0.004

0.002

0.000

—0.002

lll\lllllllllllllll

CH24sph / RD20sph Eiin
—0.004 1 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

I
5}

0.0008 T T T T T

0.0006

0.0004

0.0002

0.0000

—0.0002

—0.0004

|I|\\\‘I\Illllll\ll\l‘lll

IlIIllllllll[llllllllllllll

CH24sph / RD20sph

-0.0006 | | 1 L |
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

grav

©w

.0

Abbildung 5.3: Relative Fehler in der Berechnung der Energien bei Rundung der Zwischener-
gebnisse auf 20-Bit-Mantissen.
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Die Verteilungen wurden in einem>33 x 3-Wurfel erzeugt, wobei fur die Teilwirfel eine
Kantenlange vom = 4 festgesetzt wur@elm Zentrum des innersten Wirfels war ein Teilchen
mit Glattungsparametdr= 0.5 vorgegeben. Nun wurden so lange Teilchen entsprechend einer
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion hinzugefiigt, bis das Zentralteilchen in seiner durch die Spha-
re mit Radius B gegeber Nachbarschaft 50 SPH-Wechselwirkungspartner erhielt. In Abbildung
[5.4 sind mit Ausnahme der Gleichverteilung die sich ergebenden Teilchenkonstellationen dar-
gestellt. Die Simulationen wurden fir alle Teilchen im innersten Wiirfel durchgefGiog)
Teilchen). In allen Fallen wurde die Geschwindigkeitsverteilung durch gauf3verteilte Komponen-
ten der Geschwindigkeitsvektoren angesetzt.

Es wurden folgende Formeln entsprechend den Berechnungen von Schritt 1 und Schritt 2 der
in Abschnit{2.3.2 beschriebenen speziellen SPH-Formulierung berechnet:

pi = ij (Irijl, hij) (5.10)
pi (0-0); = — > M} Vi oW ()i, hij) (5.11)
]
Pi (i x V) = ij Vij X iiW(|I’Tj|,hij) (5.12)
dvi P
d_t' — —ij< +PJ +n.,>mw(\nj\ hij ) (5.13)
d s I
% = Ezmi”ijvij'DiW(\?ithij)- (5.14)
]

Erwartungsgemaln zeigten die Berechnungen fir die in drei Achsrichtungen gauf3verteilte haufen-
formige Teilchenkonstellation, welche die grof3ten Dichtekontraste der getesteten Verteilungen
hat, die gro3ten Rechenfehler. Die mittleren relativen Fehler unterschieden sich jedoch selbst
hier nicht um mehr als einen Faktor 2 von den Resultaten fir die anderen Verteilungen. In Abbil-
dung5.5 sind die gemittelten Ergebnisse fur verschiedene Mantissenbreiten dargestellt. Fir alle
Operatoren wurde hier mit dem StandardrundungsmBdusd To Nearest Evagerechnet.

Die wichtigste Beobachtung ist, dass sich fur die Dichten mittlere Fehler im Bereich der
Darstellungsgenauigkeit der Gleitkommazahlen ergeben. Bereits ab 12 Bit erhéalt man so ei-
ne Rechengenauigkeit in der GréRenordnung®tQ04, was vergleichbar ist mit den Fehlern
in der Energie aus Abbildurig 5.2 (rechte Seite). Fur 16-Bit-Mantissen ist der mittlere relative
Fehler bereits so niedrig, dass keinerlei signifikante Fehlerfortpflanzung auf die weiteren SPH-
Berechnungen zu befirchten ist. Die Werte fiur die Divergenz- und Rotationsberechnung liegen
etwa einen Faktor 50 Gber dem Fehler der Dichteberechnung. Etwa genauso stark weichen die
Ergebnisse fur die Berechnung der Krafte und Entropieanderung ab. Verantwortlich dafir ist das
hohe Mal3 an Ausldschung signifikanter Stellen bei der Akkumulation der Zwischenergebnisse.
Der Faktor 50 &Rt auf einen durchschnittlichen Verlust von funf bis sechs fihrenden Mantissen-
bits schlie3en.

’Es interessieren in diesem Zusammenhang nur relative GréRen, so dass der Betaageliehig gewéhlt
wurde.
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Abbildung 5.4: Simulierte Teilchenverteilungen zur Analyse der Randbedingungen an die Re-

chenwerke. Es ist die dreidimensionale Verteilung innerhalb eines 3x3x3-Kubus und deren Pro-
jektion auf die Grundflache des Kubus zu sehen. Die Sphare im Zentrum des inneren Kubus
entspricht der Nachbarschaftsumgebung des Teilchens in der Mitte, welche etwa 50 Nachbarteil-
chen einschliel3t. Links oben ist eine linear in alle Richtungen abfallende Verteilung, rechts oben

eine Stufenverteilung, links unten eine in eine Richtung normalverteilte und rechts unten eine in

alle Achsrichtungen normalverteilte Teilchenkonstellation gezeigt.
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Abbildung 5.5: Abh&ngigkeit des mittleren relativen Fehlers der Berechnungen der SPH-Formeln
fur die Dichte (RhoErr), Divergenz (DivVErr), Rotation (RotVErr), Kraft (ForceErr) und Entro-
piednderung aufgrund der kinstlichen Viskositét (EntropyErr) von der Genauigkeit der verwen-
deten Gleikommaoperationen.
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Abbildung 5.6: Abh&ngigkeit des mittleren relativen Fehlers der Berechnungen der SPH-Formeln
fur die Dichte (RhoErr), Divergenz (DivVETrr) und Rotation (RotVErr), wenn nur die Eingangs-
gréfl3en und einige Zwischenergebnisse in der Genauigkeit eingeschrankt werden, wie es fur die
Messungen bei echten astrophysikalischen Testsimulationen gemacht wurde.
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Um beurteilen zu kdnnen, ob die Ergebnisse zu den Simulationen der Rechenwerke ver-
gleichbar mit den Testrechnungen aus Abschnitt 5.3.1 sind, wurden ebenfalls Simulationen durch-
gefuhrt, bei denen nur die Eingangsdaten und einige Zwischenergebnisse in der Genauigkeit
reduziert wurden, wie es fur die Testrechnungen geschehen ist. In Abbjldiing 5.6 sind die Ergeb-
nisse dazu gezeigt. Es ergab sich, dass sich die relativen Fehler der Dichten nicht signifikant von
den Fehlern fur die detaillierte Rechenwerkssimulation unterschieden, die der tibrigen Grof3en im
Mittel ebenfalls nur wenig unterschiedlich waren bei etwas erhéhter Streuung der Genauigkeiten
(siehe Fehlerbalken). Im einzelnen wichen die Genauigkeiten bis etwa auf einen Faktor 2—-3 ab.
Eine Erhéhung der Rechengenauigkeit um zwei Mantissenbits gegentber den Testrechnungen
sollte also zu einer vergleichbaren Genauigkeit der SPH-Simulation flhren.

Es bleibt die Ungewissheit, ob das in Abschnitt §.3.1 beschriebene astrophysikalische System
reprasentativ fir eine Vielzahl anderer astrophysikalischer Simulationen beztiglich des Verhal-
tens bei reduzierter Genauigkeit ist. Deshalb soll im Folgenden von einer Mantissenbreite von
16 Bit ausgegangen werden, um eine Prototypimplementierung mit einigen Sicherheitsreserven
beziglich der Numerik aufzubauen. Die mdgliche Variation der Genauigkeitsanforderungen, ab-
hangig von der Applikation, motiviert den Aufbau von in der Rechengenauigkeit skalierbaren
FPGA-Designs. Diese Skalierbarkeit wird im Folgenden ein wichtiges Designkriterium fir die
Architektur der Rechenwerke sein.

Neben der Rechengenauigkeit der Operationen spielt auch das Rundungsverhalten und vor
allem die Ausnahmebehandlung eine wichtige Rolle, weshalb diesbezuglich einige Designricht-
linien fur die SPH-Rechenwerke gegeben werden sollen.

Runden Im SPH-Formalismus werden alle Gré3en durch die Akkumulation von Beitrdgen
aus Nachbarwechselbeziehungen gebildet. Um zu vermeiden, dass sich systematische Rechen-
fehler akkumulieren, sollten die Berechnungen korrekt gerundet werden. Bei Testrechnungen
konnte kein signifikanter Unterschied in den Rechengenauigkeiten zwischen dem Standardrun-
dungsmoduskound To Nearest Evaind dem einfacheren Modu®ound To Nearest Integer
festgestellt werden. Es ist jedoch nicht auszuschliel3en, dass es Testszenarien gibt, fur die sich
doch Unterschiede zeigen. Deshalb sollte fir die Implementierung der Rechenwerke stets erwo-
gen werden, ob fur einen Operator die Werte der Ergebnisstellen nach dem LSB nicht statistisch
gleichverteilt sind, was vor allem bei Additionen auftreten kann. In Absdhniti]4.3.2 wurde bereits
ein Beispiel fir das Ungleichgewicht von Rundungsfehlern gegeben. In solchen Féllen sollte der
Standard-Rundungsmodé&und To Nearest Evatem einfacheren ModuRound To Nearest
Integervorgezogen werden. Fir Operationen wie Multiplikation, Division und Quadratwurzel,
bei denen mit hoher Wahrscheinlichkeit nach dem Rundungsbit noch weitere Bits ungleich Null
folgen, kann davon ausgegangen werden, dass der MRolusd To Nearest Integeur Vermei-

dung der Fehlerakkumulation ausreichend genau ist.

Ausnahmebehandlung Es kann vorausgesetzt werden, dass die Berechnungen im Verlaufe ei-
ner Simulation nicht zu Uberlaufen von Zwischenergebnissen fiihren, da ansonsten die Software-
Implementierung ebenfalls nicht korrekt arbeiten wiirde. Dagegen sind Underflow-Bedingungen,
also die Unterschreitung der kleinsten darstellbaren Zahl, haufige Ereignisse. Sie kdnnen bei-
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spielsweise bei der Subtraktion gleicher Zahlen oder Multiplikation sehr kleiner Zahlen auftre-
ten. Die fur die Simulation einzig sinnvolle Antwort auf Zahl-Unterlaufe ist die Ausgabe von
Null, beziehungsweise die Ausgabe der kleinsten darstellbaren Zahl, falls Null durch das ver-
wendete Zahlsystem nicht reprasentiert werden kann. Einen Underflow nicht abzufangen, wére
fatal, da anstatt Null dann eine der groéf3ten darstellbaren Zahlen ausgegeben werden kdnnte.

5.4 Folgerungen fur die Rechenbeschleunigerarchitektur

Die in den letzten Abschnitten diskutierten Randbedingungen an einen Rechenbeschleuniger
lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Fur eine deutliche Beschleunigung muf3 eine Dauerrechenleistung von etwa 2 GFlops be-
reitgestellt werden.

¢ Die Kommunikationsbandbreite zwischen Beschleuniger und Host sollte tber
200 MByte/sec betragen.

¢ Es soll eine Rechengenauigkeit entsprechend der Verwendung eines Gleitkommaformats
mit 16 Mantissenbits erreicht werden.

Die hohen Anforderungen an die Ubertragungsbandbreite lassen sich am besten erfiillen,
wenn die Beschleunigerplattform moglichst eng mit dem Host-System verbunden ist. Die ge-
forderte Kommunikationsbandbreite kann insbesondere durch eine Bus-basierte L6sung umge-
setzt werden. Ein 64-Bit-PCI-Bus mit 66 MHz hat beispielsweise eine maximale Bandbreite
von Uber 500 MByte/sec. Eine Implementierung Uber eine Standard-Netzwerkschnittstelle (z.B
GBit-Ethernet) kommt nicht in Frage, da damit keine Dauertibertragungsbandbreite von 200
MByte/sec erreichbar ist. Andere Schnittstellen, wie z.B. Myrinet oder proprietare Lésungen,
kénnten schnell genug sein, sind aber mit einem hohen Implementierungsaufwand verbunden.

Fur den Aufbau einer Koprozessorplattform mit einer Dauerrechenleistung von tiber 2 GFlops
konnen verschiedene Strategien in Erwagung gezogen werden. Bereits zu Beginn dieser Arbeit
wurde der Ansatz motiviert, den Rechenbeschleuniger basierend auf der FPGA-Technologie zu
entwickeln. Dieser Ansatz soll an dieser Stelle im Hinblick auf die nun préazisierten Anforderun-
gen an die Rechenleistung im Vergleich zu alternativen Strategien diskutiert werden.

DSPs Im Bereich der Signalverarbeitung in der Industrie werden als Rechenbeschleuniger typi-
scherweise digitale Signalprozessoren (DSPs) verwendet. Diese lassen sich leicht parallel betrei-
ben und erreichen fur Spezialanwendungen pro Prozessor Rechenleistungen im GFlops-Bereich.
Solche Anwendungen sind beispielsweise digitale Filter fir die Bild- und Tonverarbeitung. Hier
werden viele Multiplizier-Akkumulier-Operationen bendtigt, wofiur die Rechenwerke der DSPs
optimiert sind. Fur die SPH-Berechnung werden Signalprozessoren jedoch kaum bessere Lei-
stungen erzielen als Standardprozessoren, da sie tber ein &hnlich enges Speicherinterface ver-
fugen und die Rechenwerksstruktur dieser Prozessoren fur die SPH-Summationsschleifen keine
Vorteile bringt. Ein Leistungsgewinn kann also nur durch den parallelen Einsatz mehrerer DSPs
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erreicht werden. Fur eine Rechenleistung von 2 GFlops mussten schatzungsweise 5-10 Signal-
prozessoren verwendet werden, wobei vollig unklar ist, wie diese effizient mit den Teilchendaten
versorgt werden konnen. Uberdies ist die Implementierbarkeit eines Bus-basierten Koprozessors
mit so vielen Hochleistungs-DSPs fraglich. Der Ansatz eines Standardrechners als Host misste
aufgegeben werden zugunsten eines Industrie-PC-Formfaktors oder einer proprietdren System-
struktur wie beispielsweise bei [35], was die Kosten vervielfachen \@L‘ere

ASICs Die grofite Rechenleistung lieRe sich erzielen, wenn ein anwendungsspezifischer Spe-
zialchip (ASIQ entwickelt wirde, der fur die SPH-Berechnungen maf3geschnittene Rechenwer-
ke in Form von Pipelines enthalt. Dies kdnnte &hnlich wie bei der Entwicklung der GRAPE-
Plattformen aus Abschnitt 2.4.2 geschehen. Fiir eine spezielle SPH-Formulierung liel3en sich
damit enorme Rechenleistungen erzielen. Wie in Abschnitt]2.3.3 erwahnt wurde, kénnen die
SPH-Algorithmen jedoch deutlich variieren. Sollen zusatzliche physikalische Effekte berick-
sichtigt werden, wie beispielsweise magnetohydrodynamische Krafte, werden zudem Erweite-
rungen der Berechnungsformeln erforderlich. Eine fir viele Forschergruppen anwendbare und
fur den Fortschritt der Simulationsalgorithmen offene Architektur kann also nicht Gber diesen
Ansatz feststrukturierter Spezialchips geschaffen werden.

FPGAs Die Verwendung von FPGAs kann als Kompromiss zwischen der Flexibilitat von Pro-
zessoren und der extrem hohen Leistungsfahigkeit von ASICs gesehen werden. |Ihre Struktur
ermdoglicht es, wie in den nachsten Kapiteln ausfuhrlich beschrieben wird, hochspezialisierte
Rechenpipelines aufzubauen. Trotz deutlich niedrigerer Taktfrequenz als bei Prozessoren (et-
wa Faktor 10-20) lasst sich damit fur viele Anwendungen ein wesentlich hoherer Datendurch-
satz erreichen als bei Standardprozessoren. Die Rekonfigurierbarkeit sichert die Flexibilitat des
Ansatzes. Fir unterschiedliche Formulierungen von SPH brauchen nur unterschiedliche FPGA-
Designs aufgespielt zu werden. Es ist jedoch a priori nicht klar, ob die Logikressourcen aktueller
FPGAs gentigen, um die komplexen Rechenwerke fiir die SPH-Algorithmen zu implementieren.
Dies zu zeigen wird ein elementarer Gedanke der weiteren Ausfiihrungen dieser Arbeit sein.

Die FPGA-Koprozessorkarte MPRACE, wie sie in Abschnitf 3.3 vorgestellt wurde, gentgt den
wesentlichen Anforderungen, wie sie in diesem Abschnitt gegeben wurden. Als Einsteckkar-
te fUr den 64-Bit-PCI-Bus stellt sie eine hohe Kommunikationsbandbreite bereit (maximal 264
MByte/sec, limitiert durch den lokalen Bus auf dem Board, siehe auch Abschniit 5.4.2). Der mo-
derne FPGA beinhaltet, wie sich zeigen wird, gentigend Logikressourcen, um die Rechenwer-
ke mit ausreichend hoher Geschwindigkeit und Rechengenauigkeit zu implementieren. Deshalb
wurde dieses Board als Prototypplattform verwendet und alle weiteren Ausfiihrungen beziehen
sich auf diesen Koprozessor.

8Bei einer proprietaren Lésung wéren zumindest die Initialkosten sehr hoch und zudem die Entwicklungszeit
betrachtlich.
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5.4.1 Grundlegende Struktur der Rechenwerke

Wie bereits motiviert wurde, kann eine Rechenleistung im GFlops-Bereich nur Gber die Paral-
lelisierung der Rechenwerke erreicht werden. Dabei ist die vollstdndig auf Operatorebene par-
allelisierte Struktur als Rechenpipeline die naheliegendste Va{ﬂahhanmt man fur die SPH-
Formeln 100 Operationen an, und kalkuliert mit einer sehr konservativen Schatzung von 50 MHz
Taktfrequenz im FPGA, ergibt sich fur diese Stategie eine Rechenleistung von 5 GFlops. Dies
entspricht sehr gut den Anforderungen and den Rechenbeschleuniger, weshalb diese Parallelisie-
rungsstrategie fur die Implementierung gewahlt wurde.

Die Struktur der SPH-Berechnungen istimmer gleich. Fur ein Teilchen mit inded eine
Summation tber die SPH-Beitrage der Teilcheainer Nachbarschaftsumgebung von Teilchen
durchgefihrt. Die SPH-Beitrage ergeben sich aus den Teilchendaten mit lmaex. Wird die
zu berechnende SPH-Gro8genannt und werden die Summandenkniiezeichnet, ergibt sich
folgendes Schema:

S = z F(Xil,...,XiN,le,...,XjN), (5.15)
jeNeighborlis(i)

wobei die verwendeten Teilchendaten fur Teilchenit x;1,...,xN bezeichnet wurden. Dieses
Rechenschema kann in eine Hardwarearchitektur Gibersetzt werden, wie sie in Abpildung 5.7 ge-
zeigt ist. In dieser Schaltung wird davon ausgegangen, dass im Speicher an der Adtiesse
Daten zu Teilcherj liegen. Zu Beginn einer Summation wird das Registeata geladen und

der Akkumulator wird zurlickgesetzt. In jedem weiteren Takt wird ein neuer Datensatz der Nach-
barteilchenj aus dem Speicher gelesen und lber das Regisgta@a in die Pipeline gegeben.
Wurde die gesamte Nachbarschaftsliste abgearbeitet, kann das Endresultat aus dem Akkumula-
tor ausgelesen werden. Sollen mehrere Formeln gleichzeitig ausgewertet werden, beispielsweise
die Berechnung der Dichte, Geschwindigkeitsdivergenz und Rotation des Geschwindigkeitsfel-
des, werden im Modulrithmetic Unitbei unveranderter aul3erer Beschaltung einfach mehrere
Summationen parallel ausgefiihrt.

5.4.2 Datenfluss

Eine hohe mittlere Datentransferrate tber den PCI-Bus kann nur erreicht werden, wenn grol3e
Datenbldcke Ubebirect Memory AccesDMA) auf den Rechenbeschleuniger Ubertragen wer-
den. Denn Einzelzugriffe Giber den PCI-Bus fiihren zu Ubertragungsbandbreiten von nur etwa 5
MByte/sec fir Lesezugriffe und ca. 30 MByte/sec fir Schreibzugriffe, wie fur das MPRACE-
Board gemessen wurde. Werden DMA-Transfers eingesetzt kénnen ab einer Blockgro3e von 8
KByte sowohl fiir Lese- als auch fir Schreibzugriffe Datenraten von 200 MByte/sec gemessen
werden, wie in Abbildun§ 5|8 gezeigt wird. Dass gegenliber einer theoretischen Bandbreite von
512 MByte/sec nur etwa die Halfte davon erreicht wird, folgt aus dem nur halb so schnellen
lokalen Bus auf der MPRACE-Plattform.

9Andere Ansétze waren z.B., instruktionsbasierte Rechenwerke, gesteuert durch ein Mikroprogramm, auf dem
FPGA zu implementieren oder eine Reihe von Operatoren parallel zu implementieren und die Verarbeitung tber
dynamische Verbindungsstrecken zwischen diesen Operatoren, kontrolliert durch eine State-Machine, zu steuern.
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Abbildung 5.7: Hardwarearchitektur die sich aus dem abstrakten Rechenschema der SPH-
Formeln ergibt.

300
250 0 H
B Write Rate in MBytes/sec
O Read Rate in MBytes/sec
150 -
100 H
50 H
0 -+ T+ I I T T T T T T T T T T T 71 T 1
S HTERO S YR YL Y S
SIS I

Abbildung 5.8: Datentransferleistung Giber den 64-Bit 66 MHz PCI-Bus fir das MPRACE-Board.
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5.4.3 Geeignetes Zahlenformat fir die Rechenwerke

Die Gleitkommaarithmetik ist in jedem Fall ein numerisch geeignetes Zahlenformat fur die Si-
mulationen. Unter Verwendung dieses Zahlenformats wurden schlie3lich alle bisherigen Tests
durchgefihrt, insbesondere auch die Genauigkeitssimulationen aus Abgchnjtt 5.3.2. Entschei-
dend dafir, ob diese Zahlendarstellung auch fur eine FPGA-Implementierung eine gute Losung
darstellt, ist die zu erwartende Performance bei einer Umsetzung im FPGA. In diesem Abschnitt
erfolgt deshalb anhand der Grundlagen aus Kggitel 4 eine vergleichende Diskussion fur die Gleit-
kommaarithmetik und alternative Rechentechniken.

Die sich typischerweise Uber viele GroRenordnungen erstreckenden Werte astrophysikali-
scher ZustandsgroRen fuhren zur Grundvoraussetzung, dass das verwendete Zahlenformat einen
weiten Zahlenbereich darstellen kann. Eine Verarbeitung alleine unter Verwendung von Fest-
kommazahlen scheidet also aus. Es kann héchstens partiell mit Festkommazahlen gerechnet
werden, wie beispielsweise bei der Berechnung der Glattungskernfunktionen. Diese haben als
EingangsgroRe eine Zahl aus dem Inter{@lIR], kbnnen also prinzipiell durch ein Rechenwerk
mit Festkommazahlen umgesetzt werden, wobei dies fur kleine Eingangsgrof3en mit einem Ver-
lust an Genauigkeit fur die Ergebnisse einhergeht. Da es noch keine Untersuchungen dazu gibt,
wie sich solche Rechenfehler in den Simulationen auswirken, soll vorerst auf die Verwendung
von Festkommazahlen ganzlich verzichtet werden.

Neben dem Gleitkommaformat sind vor allem die logarithmische und semilogarithmische
Zahlendarstellung interessante Kandidaten fir eine Implementierung. Es wird davon ausgegan-
gen, dass eine logarithmische Darstellung mit 24-Bit-Zahlen eine ahnliche Rechengenauigkeit
erlaubt wie eine Gleitkommadarstellung mit 16-Bit-Mantissen und 8-Bit-Exponenten (siehe da-
zu [16]).

Wie in Abschnitf 4.4 erlautert wurde, kénnen in logarithmischer Darstellung Multiplikatio-
nen, Divisionen, Potenzen und Wurzeln sehr einfach implementiert werden. Dagegen muss fir
Additionen und Subtraktionen eine nichtlineare Funktion ausgewertet werden, was in der Regel
Uber eine LUT-basierte Approximation geschieht. Erschwerend kommt hinzu, dass fir die Ad-
dition und Subtraktion verschiedene Approximationen anzuwenden sind. Ein Addier/Subtrahier-
Operator, wie er fur die Summation vorzeichenbehafteter Zahlen erforderlich ist, erfordert also
die Implementierung von zwei Operatoren (wobei alles aul3er den LUTSs fiir die Approximation
gemeinsam implementiert werden kann). Das Erfordernis einer Funktionsapproximation fir Ad-
dierer und Subtrahierer ist das Kernproblem bei logarithmischen Zahldarstellungen. Wird diese
Né&herung beispielsweise durch eine wie in Abschnitt 4.5.1 beschriebene lineare Approximati-
on durchgeflhrt, werden bereits bei logarithmischen 18-Bit-Zahlen pro Addition mindestens 2
Block-RAM-Elemente eines Virtex-1I-FPGAs benttigt. Wie in Abschhitf] 5.3 angemerkt wur-
de, kann es fur die Simulationsrechnungen durchaus erforderlich werden, mit logarithmischen
24-Bit-Zahlen (entsprechend 16-Bit-Mantissen einer Gleitkommadarstellung) zu arbeiten, wofur
bereits mehr als 16 solcher Block-RAM-Elemente fir eine einzige Addition benétigt werden. Bei
genauerer Betrachtung der SPH-Formeln findet man ein Verhéaltnis von Addierern zu Multiplizie-
rern von etwa 2 zu 3. Es werden fur eine Implementierung mit logarithmischen Zahlen bereits bei
einer 18-Bit-Darstellung deutlich mehr Block-RAM-Elemente benétigt als Block-Multiplizierer
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im Fall einer Implementierung durch Gleitkommaarithn@leabei ist die Verdoppelung der
LUT-Anzahl fur Addier/Subtrahier-Bausteine noch nicht eingerechnet. Bei Erhéhung der Ge-
nauigkeit steigt der Bedarf an Block-RAM-Elementen zudem dramatisch an. Da die entgtiltige
Rechengenauigkeit der Rechenbeschleunigerarchitektur nicht auf die geringe Genauigkeit einer
logarithmischen 18-Bit-Darstellung festgelegt werden kann, scheidet das logarithmische Zahlen-
system aus.

Als letzte abzuwagende Alternative zum Gleitkommaformat bleiben die semilogarithmischen
Zahlen. Wie in Abschnitt 4.4]3 beschrieben wurde, kann mit diesem Zahlenformat fiir den hier
vorliegenden Fall, dass éhnlich viele Addierer wie Multiplizierer benétigt werden, eine Verschie-
bung von Multiplizierer- auf RAM-Ressourcen erreicht werden. Der tbrige Logikressourcenver-
brauch wird jedoch nur unwesentlich verringert. Dividierer kdnnen im Vergleich mit einer Gleit-
kommaimplementierung wesentlich ressourcensparender aufgebaut werden, jedoch ist unklar,
wie es sich fur den Quadratwurzeloperator verhalt. Fir FPGA-Architekturen, die Block-RAM-
Elemente enthalten, jedoch nicht tber Block-Multiplizierer verfligen, ist das semilogarithmische
Zahlensystem sehr vielversprechend. In unserem Fall bei Verwendung eines Virtex-lI-FPGAs
sind jedoch genlgend Block-Multiplizierer vorhanden. Damit Gberwiegen die durch den LUT-
basierten Ansatz entstehenden Nachteile beztiglich der Skalierbarkeit in der Rechengenauigkeit
die Vorteile dieses Zahlensystems.

OHier wurde bereits im Vorgriff auf Abschnift 6.2.3 verwendet, dass fir einen Gleitkommamultiplizierer bis
zu einer Mantissenbreite von 18 Bit die interne Festkommaoperation auf einen Block-Multiplizierer des Virtex-I1-
FPGAs abgebildet werden kann.



Kapitel 6

Implementierung der Arithmetik auf
FPGAS

In diesem Kapitel wird die Entwicklung der elementaren Bausteine flr eine Pipeline-Implemen-
tierung diskutiert, mit der die astrophysikalischen SPH-Algorithmen simuliert werden kénnen.

In Kapitel[§ wurde auf die Anforderungen an die Arithmetik eingegangen. Wie gezeigt, muss
das verwendete Zahlenformat sowohl eine hohe Prazision garantieren als auch viele Grol3en-
ordnungen darstellen kdnnen und sollte zudem in der Rechengenauigkeit leicht skalierbar sein.
Geeignet dazu ist ein Gleitkommaformat mit parametrisierter Mantissenbreite, wie es in Ab-
schnitt{4.3 dargestellt wurde. Wie in Abschiitt 5]4.3 motiviert, ist dieses Format im Fall einer
SPH-Implementierung auf einer modernen FPGA-Plattform anderen Zahlenformaten Uberlegen.

Deshalb wird im Hauptteil dieser Arbeit das Gleitkommaformat verwendet, entsprechend
konzentriert sich dieses Kapitel auf die Implementierung der zugehdrigen Operatoren. Alle ele-
mentaren Gleitkommaoperationen, wie| in 4,.3.3 gesehen, beinhalten eine Fixpunkt-Operation.
Deshalb wird in Abschnift 6|1 zuerst auf die Implementierung von Festkommaoperatoren ein-
gegangen. Darauf aufbauend, werden in Abschnit 6.2 die flr diese Arbeit erforderlichen Gleit-
kommaoperatoren entwickelt.

6.1 Festkommaarithmetik auf FPGAS

In diesem Abschnitt wird die Implementierung der wichtigsten Operatoren auf FPGAs vorge-
stellt: Addition/Subtraktion, Multiplikation, Division und Quadratwurzel. Die Diskussion von
nicht-elementaren Operatoren wurde auf die Implementierung der Quadratwurzel beschrankt, da
nur diese Bausteine fur die Implementierung des Rechenbeschleunigers bengtigt wurden.

6.1.1 Addition und Subtraktion

Zentrale Rechenelemente fur sdmtliche Festkomma-Operatoren sind Integer-Addierer beziehungs-
weise Addier-Subtrahier-Elemente. Entsprechend grundlich werden die Eigenschaften verschie-
dener Implementierungsstrategien, wie sie in Abschnitt 4.1.2 vorgestellt wurden, analysiert.

111
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Bei der Konstruktion von schnellen Addierer-Rechenwerken fir Mikroprozessoren oder an-
wendungsspezifische Spezialchips (ASICs) ist es ein weitverbreitetes Standardverfahren, Carry-
Lookahead-Addierer einzusetzen. Diese haben ein Zeitverhalten, das logarithmisch mit der Ad-
diererbreite skaliert. Fur sehr breite Operanden werden dartber hinaus Carry-Select-Addierer-
techniken eingesetzt. Sollen mehr als zwei Argumente summiert werden, werden die dazu erfor-
derlichen Addiererb&dume typischerweise durch Carry-Save-Addierer mit nachfolgender Carry-
Lookahead-Stufe implementiert. Zur Untersuchung, ob fir FPGAs ahnliche Design-Kriterien
gelten, wurde eine Vergleichsstudie angefertigt, welche die Eigenschaften von Carry-Lookahead-
Addierern gegenuber der Implementierung als einfache Ripple-Carry-Addierer fur verschiede-
ne Bitbreiten gegenuberstellt. Die Carry-Lookahead-Addierer wurden nach dem in Abbildung
[4.5 gezeigten Bauprinzip umgesetzt und die Ripple-Carry-Addierer entsprechend Abpildung 3.5
implementiert. Ergdnzend wurde auch die Implementierung von Carry-Select-Addierern unter-
sucht (implementiert, wie in Abbildurig 4.7 upd 4.8 gezeigt mit Teiladdierern in Ripple-Carry-
Bauweise). Tabelle 6.1 gibt die Resultate wieder.

Carry-Lookahead Ripple-Carry Carry-Select
Breite | LUTs | f/MHz | WP || LUTs | f/MHz WP || LUTs | f/MHz WP
4 11 269 4L 4 425 1L
+3C
8 28 206 5L 8 390 1L
31 263 4L +7C
16 57 140 7L 16 334 1L
69 166 6L +15C
32 117 106 oL || 32 261 1L 65 249 2L+16C
153 121 oL +31C|| 86 202 3L+8C
64 246 75 |13L| 64 181 1L| 129 189 2L+32C
281 97 | 11L +63C|| 167 169 3L+16C
128 497 58 |[17L| 128 112 1L | 257 138 2L+64C
527 80 |13L +127C| 330 137 3L+32C
256 984 50 |[19L| 256 64 1L | 513 87 |2L+128C
1026 | 68 |15L +255C| 652 102 3L+64C
512 | 1982 | 51 |18L| 512 34 1L | 1025| 54 |2L+256C
+511CJ| 1316| 74 |3L+128C

Tabelle 6.1: Leistung verschiedener Addierertechniken bei Implementierung in Virtex-1I-FPGA
XC2Vv3000-4. Abhangig von der Breite der Addierer wurden die Logikressourcen (LUTS), die
maximale Taktfrequenz f und die Lange des zeitkritischen Logikpfades (WP) in LUTs (L) und
Carry-Multiplexer (C) bestimmt.

Es wird deutlich, dass die einfache, aber durch die FPGAs mittels spezieller Carry-Propagation-
Netzwerke unterstitzte Implementierung von Ripple-Carry-Addierern Uber alle fur Gleitkom-
maoperationen auftretende Bitbreiten deutlich schneller und zugleich um einen Faktor 3-4 res-
sourcensparender ist als eine Carry-Lookahead-L6sung. Erst bei sehr hohen Breiten Uber 256
Bit kommt das logarithmische Zeitverhalten zum Tragen. Doch auch fiir diesen Bereich gibt es
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bessere Design-Strategien, wie die Spalte fir Carry-Select-Addierer zeigt. Diese erreichen bei
deutlich geringerem Logikaufwand wesentlich héhere Taktfrequenzen als die Carry-Lookahead-
Addierer. Es sei hier noch angemerkt, dass durch Pipelining die Geschwindigkeit der Ripple-
Carry-Addierer ohne zusatzlichen Aufwand an LUTSs, jedoch unter Aufwendung zusatzlicher
Register erhoht werden kann, indem die Operationen zerteilt werden und die Addition der Stlicke
nacheinander erfolgt, entsprechend dem Erscheinen der Carry-Out-Signale der Teiladdierer.
Bis jetzt wurden nur Integer-Addierer betrachtet. Daraus ergeben sich jedoch auf sehr ein-
fache Weise auch die Festkomma-Addierer. Wie im Abschniit 4.2 bereits gezeigt wurde, kann
die Beziehung zwischen der Addition auf Festkommazahland b mit Resultatc, wobeia, b
undc jeweils| Nachkommastellen haben und der Implementierung durch einen Integer-Addierer
durch folgende Gleichung beschrieben werden:

c=atb=(ar +br).r . (6.1)

Die Zahlena undb kénnen also als Integer-Werger' undb r' verarbeitet werden und es muss
lediglich eine Kommaverschiebung des Resultats-tingtellen erfolgen, um das Festkomma-
Resultatc zu erhalten.

6.1.2 Multiplikation

Wie die Addition kann auch die Multiplikatioo= a- b von Fixpunkt-Zahlera, b auf eine Ope-
ration auf Integer-Zahlen zuriickgefuhrt werden, wie bereits in Abs¢hnjtt 4.2 gezeigt wurde:

c=a-b=(ar-br').r 2, (6.2)

Hier muss fur das Fixpunkt-Resultat also eine KommaverschiebungluateZlen erfolgen. Im
weiteren Verlauf dieses Abschnitts kann die Diskussion deshalb auf die Implementierung von
Integer-Multiplizierern beschrankt werden.

Der fur den grof3ten Teil der Arbeit verwendete FPGA der Virtex-II-Serie ermgglicht die
Implementierung von Multiplizierern sowohl mit programmierbaren Logikelementen, wie sie
in jedem FPGA vorhanden sind, als auch Uber die vorhandenen Block-Multiplizierer, wie sie
in Abschnittf 3.1.2 erwahnt wurden. Im Verlauf der Implementierung der Arithmetik wurde mit
verschiedenen FPGA-Typen gearbeitet, weshalb beide Varianten implementiert wurden. Da die
Ergebnisse dieser Arbeit auch fir andere FPGA-Typen anwendbar sein sollen, wird nicht nur die
einfachere Methode mit den Block-Multiplizierern beschrieben, sondern auch auf die allgemei-
ner verwendbare Implementierung von Multiplizierern ausfuhrlich eingegangen. Letztere wird
zwar ebenfalls in einer auf die interne Struktur von Virtex-1I-FPGAs optimierten Form disku-
tiert, die Methode ist jedoch auf die meisten neueren FPGA-Typen mit ahnlichen Ergebnissen
Ubertragbar.

Implementierung durch Logikressourcen des FPGAs

In Abschnitt{4.1.B wurden die Array-Multiplizierer vorgestellt. Wie dort in Abbild{ing #.12 zu
sehen ist, bestehen diese Multiplizierer im Wesentlichen aus einem Netzwerk von Volladdierern,
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Abbildung 6.1: Multipliziererschaltung fir 4-Bit Integer-Zahlen mit Multiplizier-Addier-
Primitiven (graue Blocke).

denen UND-Gatter vorgeschaltet sind. Diese Struktur lasst sich sehr effizient auf die FPGA-
Ressourcen eines Virtex-FPGAs abbilden. Wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben und in Abbildung
[3.6 illustriert wurde, lasst sich ein 1-Bit-Volladdierer fir die Bésind b und Carry-Eingang
Cin Mit einer UND-VerknUpfung auf dem Eingangsbimit dem Signaly durch ein halbes Slice
des FPGAs implementieren. Da die verwendete LUT in diesem Fall noch einen freien Eingang
besitzt, kann in derselben LUT auch das 8init einem weiteren Eingangshitverknipft wer-
den, ohne zuséatzliche Logikressourcen zu bendtigen. Aus solchen Multiplizier-Primitiven kon-
nenN x 1-Bit-Multiplizierer zusammengesetzt werden, welche Uber das gleiche schnelle Carry-
Netzwerk verbunden sind wie die im letzten Abschnitt besprochenen Ripple-Carry-Addierer.
Daher verhalt sich die Geschwindigkeit solcher Multiplizier-Elemente mit der Breite genau so
wie bei den Addierern. Die Schaltung nach Abbild{ing 4.12 verwendet auf3er in der letzten Stu-
fe Carry-Save-Addierer. Bei der FPGA-Implementierung ist eine Umsetzung mit den eben be-
schriebeneiN x 1-Bit-Multiplizierern besser geeignet, da wie bei den Addierern die Vorteile der
Nutzung der im FPGA vorhandenen speziellen Carry-Leitungen den Gewinn durch weniger tie-
fe Logikketten uberwiegt. Abbildurig 6.1 zeigt eine nach diesen Kriterien aufgebaute Schaltung
eines 4x 4-Bit Multiplizierers, der in 6 12 Slices (13 LUTs) implementiert werden kann.
Tabelld 6.2 zeigt den Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit von Array-Multiplizier-
Schaltungen fiir Breiten der Operandemnind y (gleiche Bezeichnung wie in Abbildurig 6.1)
von vier Bit bis 24 Bit. Ebenfalls sind die Ergebnisse fir eine feste Breite von 24 Bx Ibii
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variierender Breite von zwei bis acht Bit fiirdargestellt. Insbesondere daran ist gut zu sehen,
dass die Geschwindigkeit vor allem von der Breite des Operaypdbhangig ist, wahrend z.B.

ein 24x 4-Multipizierer nicht sehr viel langsamer als einx4-Multiplizierer ist. Die Daten

zu den Operatoren, die wie in Abbildupg 6.1 ohne Register implementiert wurden, sind in der
Tabelle durch die Pipelinetiete angedeutet.

Der starken Abnahme der Geschwindigkeit mit der Breite y&@ann durch Einfligen von
Pipeline-Registern entgegengewirkt werden, wie in Talelle 6.2 zu sehen ist. Die Latenzzeit
des Operators steigt fur einen solchen Aufbau dann linear mit der Breitg aonwenn die
Geschwindigkeit bzw. die Pipelinetiefe konstant gehalten wird. Aul3erdem werden zusatzliche
Pipeline-Register fix, Teile vony und fur die bereits ermittelten Ergebnisbits erforderlich. Wah-
rend Pipeline-Register, welche die Ausgabe von LUTs (z.B. das Ergebnisbit einer Multiplizier-
Addier-Primitiven) speichern, in der Regel in die gleichen Slices gepackt werden wie diese
LUTs, ist dies fur die Pipeline-Register fiir y und die Ergebnisbits nicht der Fall. Der Lo-
gikzellenverbrauch steigt also insgesamt deutlich mit der Verkiirzung der Pipelinestufen (nicht
in der Tabelle dargestellt, da dies erst nach dem Place&Route-Prozess sichtbar wird).

Ein anderer Weg, die Geschwindigkeit fur breite Multiplizierer zu erhdéhen, besteht darin,
einen Multiplizierer nach der Tree-Methode, wie in Abschiitt 4.1.3 beschrieben, aufzubauen.
Die Partialprodukte kbnnen durch Array-Multiplizierer mit geringer Tiefe berechnet werden und
werden Uber einen Addiererbaum reduziert. Auf diese Weise kdénnen Multiplizierer verschie-
dener Breite mit einer logarithmisch entsprechend der Hohe des Addiererbaumes skalierenden
Latenzzeit aufgebaut werden (fur die hier betrachteten Operandenbreiten kann die Latenz sogar
konstant gehalten werden).

Die Multiplizierer wurden in dieser Arbeit auf diese Weise implementiert. Abbildunp 6.2
zeigt als Beispiel einen 16-Bit-Multiplizierer. Tabelle 6.3 zeigt die Implementierungsergebnisse
fur Integer-Multiplizierer bis zu einer Breite von 24 Bit. Wie zu sehen ist, ergibt sich im Ver-
gleich mit den Array-Multiplizierern bei einem geringen Mehrverbrauch von etwa 10 Prozent an
LUTs eine hohe Geschwindigkeit bei kleiner Latenz. Alle Register sind vorausgehenden LUTs
assoziiert und kdnnen damit ohne zusatzliche Logikzellen des FPGAs implementiert werden (im
Gegensatz zu den Pipeline-Registern im Fall der Array-Multiplizierer).

Implementierung durch Block-Multiplizierer

Da die Multiplikation von Festkommazahlen bei vielen Anwendungen, fur die FPGASs eingesetzt
werden, wichtiger Bestandteil ist, werden in einigen neueren FPGA-Generationen Multiplizier-
Elemente bereits als feste Schaltung integriert. So auch in den FPGAs der Virtex-1I-Serie (von
Xilinx Block-Multiplizierer genannt), wie in Abschnift 3.1.2 bereits erwéahnt wurde. Festver-
drahtete Multiplizierer nehmen auf dem FPGA nur einen Bruchteil der Flache ein, die fur einen
gleichwertigen Operator, implementiert durch die programmierbare Logik, benétigt wird. Im
FPGA der Serie Virtex-1l sind je nach Gro3e des FPGASs bis zu 168 18-Bit-Multiplizierer (fur
Signed-Integer-Zahlen) vorhanden. Integer-Zahlen, die breiter als 18-Bit sind, kdnnen durch
Verwendung mehrerer Block-Multiplizierer mit anschlieenden Additionsstufen fur die Parti-
alprodukte implementiert werden. Moderne Synthese-Werkzeuge wie z.B. das in dieser Arbeit
verwendete Programm Synplify der Firma Synplicity erzeugen aus der rein verhaltensmafigen
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Breitex Breitey Pipeline-| Register LUTs Geschwindigkeit Latenz
tiefe /MHz

4 4 ) 0 13 112 0
8 8 00 0 57 54.2 0
8 8 4 40 56 85.5 2
12 12 00 0 133 36.7 0
12 12 4 96 132 82.4 3
12 12 3 120 137 101 4
12 12 2 165 143 131 6
16 16 00 0 241 27.5 0
16 16 4 161 246 80.0 4
16 16 3 190 251 97.5 6
16 16 2 281 259 125 8
20 20 00 0 381 21.9 0
20 20 4 239 393 77.9 5
20 20 3 314 401 94.4 7
20 20 2 429 407 120 10
24 24 00 0 553 18.2 0
24 24 4 331 573 76.1 6
24 24 3 422 580 91.8 8
24 24 2 609 587 115 12
24 2 0 0 25 156 0
24 3 ) 0 49 115 0
24 4 0 0 73 91.8 0
24 5 00 0 97 76.1 0
24 6 00 0 121 65.0 0
24 7 00 0 145 56.7 0
24 8 ) 0 169 50.3 0

Tabelle 6.2: Ergebnisse flr

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Array-

Multiplizierern bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 nach der Synthese mit Synplify. Eine

Pipelinetiefe vorw bedeutet, dass keine Register verwendet wurden.

Breite | Register LUTs Geschwindigkeit/MHz Latenz
4 8 12 113 1
8 40 64 137 2
12 72 146 129 2
16 112 264 123 2
20 160 410 96.6 2
24 216 592 92.8 2

Tabelle 6.3: Ressourcenverbrauch, Geschwindigkeit und Latenz von Integer-Multiplizierern bei

Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 nach Synthese mit Synplify.
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Abbildung 6.2: Multipliziererschaltung fur 16-Bit-Integer-Zahlen mit Array-Multiplizierern zur
Berechnung der fiinf 16-Bit4-Bit-Partialprodukte.

Beschreibung der Multiplikation in der Hardwarebeschreibungssprache automatisch die Umset-
zung mit den Block-Multiplizierern. Zum Beispiel wird dann ein auf diese Weise erzeugter 24-
Bit-Multiplizierer nach der Divide-And-Conquer-Methode aus vier Block-Multiplizierern und
zwei Addierern zusammengesetzt. Wielin|[13] aufgezeigt wird, kann ein solcher Multiplizierer
mithilfe der Methode nach Karatsuba und Ofman aus nur drei Block-Multiplizierern, drei Addie-
rern und zwei Subtrahierern zusammengesetzt werden. Dies ergibt sich aus folgender Zerlegung
der Multiplikation fur ZX-Bit-Operandernx undy, wobeix undy in k-Bit Stiickexy, X, yn undy;

zerteilt werden:

Xy = (% 2%4%)-(Ya 2X+y)

6.3
= Xn-Yh (2K =2+ (X0 +X) - (Yot Y1) 24x -y - (1—29). (63

Ubersteigt die Breite der zu implementierenden Multiplizierer die Breite der Block-Multiplizierer
nur wenig, ist es sinnvoll, Block-Multiplizierer und FPGA-Logikelemente fur die Partialprodukte
zu mischeﬁ, was dann jedoch manuell durch strukturellen HDL-Code erzeugt werden muss.

Quadrierung

Soll nicht eine allgemeine Integer-Multiplikation y, sondern lediglich eine Quadratgt be-
rechnet werden, kann diese Operation wesentlich ressourceneffizienter als beim oben beschrie-

IBeispielsweise auf die in [13] beschriebene Weise.



118 KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG DER ARITHMETIK

benen Multiplizierer implementiert werden. Das liegt vor allem daran, dass viele Partialsummen
des Produktes identisch sind und deshalb gemeinsam berechnet werden kénnen, wie an folgender
Gleichung deutlich wird:

k-1 ck-Lyy. id]
2= (X1 X0)f = 3o Yi—oXiXj I

= P " (6.4)
k— k—1 <k—
SioX 42 T Tl Xk .

Damit miissen stak? nur nochk + "ZT‘" Partialprodukte summiert werden. Rk 2 ergibt sich:
k—1 k-1 k-1 o
z= Z)xi 22 4 % Y (xix) 2 (6.5)
i= i=0 j=i+1

In Abbildung[6.3 ist auf der linken Seite ein auf diese Weise aufgebauter Quadrierer fir 4-Bit-
Ganzzahlen gezeigt. Im Vergleich zur Implementierung des 4-Bit-Multiplizierers wie in Abbil-
dung6.1 ergibt sich eine Ressourcenersparnis von tiber 50 Prozent.

Eine weitere Mdglichkeit, einen Quadrierer zu bauen, besteht darin, eine Look-Up-Table
(LUT) dafiur anzuwenden. Das Ergebnis der Operation ist nur vonkdgits des Arguments
abhangig. Es gibt also bei Binarzahlen ntin2rschiedene Quadratzahlen, im GegensatZ%u 2
moglichen Produkten bei der Multiplikation. Bei einem 4-Bit-Quadrierer gentgt beispielswei-
se eine Tabelle mit 16 Eintragen, um alle Resultate zu speichern. Werden die 4-Bit-Argumente
als 4-Bit-Adressen interpretiert und ist an der damit adressierten Speicherstelle einer LUT der
Tabellenwert des Resultats gespeichert, erfullt diese LUT die Funktion des Quadrierers. In Ab-
bildung[6.3 ist auf der rechten Seite die Implementierung des 4-Bit-Quadrierers nach dieser Me-
thode gezeigt und man erkennt, dass sich die gleiche Menge an Ressourcen wie fur den auf
Multiplizier-Addier-Elementen basierenden Quadrierer ergibt (eine 1-Bit-16-Adress-LUT beno-
tigt genauso wie ein 1-Bit-Mult-Add-Element 1/2 Slice des Virtex-l1I-FPGASs). Diese Variante,
einen Quadrierer fur 4-Bit-Zahlen zu bauen, ist in diesem Fall die bevorzugte, da sich fir die
FPGA-Implementierung eine Logikverzogerung ergibt, die der einer einzigen LUT entspricht
und deshalb extrem kurz ist.

GrolRRere Quadrierer werden nach der Divide-And-Conquer-Methode aus kleineren Quadrie-
rern und Array-Multiplizierern Gber einen anschlieBenden Addiererbaum zusammengesetzt, ahn-
lich wie beim Aufbau grofRerer Multiplizierer, jedoch mit der Mal3gabe, den Anteil der Array-
Multiplizierer zu minimieren. Dies fihrt zu einer relativ komplexen Implementierung solcher
Operatoren. Abbildunf 6.4 zeigt als Beispiel den Aufbau eines Quadrierers fir 16-Bit-Binér-
zahlen. Der sich ergebende Ressourcenverbrauch, die Geschwindigkeit und die Latenz sind fur
verschiedene Breiten der Operanden in Talelle 6.4 aufgestellt.

6.1.3 Division

Die Division wurde in dieser Arbeit basierend auf der in Abschnitt 4.1.4 erlauterten Non-Restoring-
Methode implementiert. Gegentber der dort ebenfalls erwdhnten Non-Performing-Methode zeich-
net sich dieser Algorithmus dadurch aus, dass anstatt des Aufbaus aus Multiplexern und Ad-
dierern bei einer parallelen Implementierung lediglich Stufen von Addier-Subtrahier-Elementen
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Abbildung 6.3: Schaltungsvarianten zur Quadrierung einer 4-Bit-Zahl. Links mit Multiplizier-
Addier-Primitiven, rechts mit Look-Up-Tables.
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Abbildung 6.4: Quadriererschaltung fur 16-Bit-Integer-Zahlen aus kleinen Quadrierern und
Array-Multiplizierern zur Berechnung der Partialprodukte.
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Breite | Register LUTs Geschwindigkeit/MHz Latenz
4 0 6 355 0
8 15 45 124 1
12 64 89 136 2
16 84 177 124 2
20 119 262 124 2
24 160 328 98.3 3

Tabelle 6.4: Ressourcenverbrauch, Geschwindigkeit und Latenz von Integer-Quadrierern bei
Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 nach Synthese mit Synplify.

notwendig werden. Wie in Abschnfitt 3.1.2 gezeigt (siehe inbesondere Abb[ldyng 3.5), erméglicht
der Virtex-1I-FPGA die Implementierung eines 1-Bit-Addierer/Subtrahierer-Elements in einem
halben Slice, wahrend ein 1-Bit-Multiplexer und Addierer den doppelten Ressourcenaufwand be-
notigen. Die Grinde, warum die SRT-Divisionsmethode nicht verwendet wurde, wurden bereits
bei der Vorstellung des Verfahrens in Abschhitt 4.1.4 diskutiert.

Die Non-Restoring-Methode fur Festkommazahlen soll nun in etwas modifizierter Form auf-
gestellt werden, da wir hier daran interessiert sind, Dividenden, Divisoren und Quotienten mit
gleicher Breite der Fixpunktdarstellung zu verwenden. Dazu nehmen wir an, dass der Dividend

e (engl. enumerator), der Divisar und der Quotient| binare Festkommazahlen mit einer Vor-
kommastelle undl Nachkommastellen sind:

e = a)'e—l"'e—|
= do.d_1---d
= (o-g-1---9-.

Durch eine Kommaverschiebung in davon abweichend dargestellten Festkommazahign

d kann diese Form in jedem Fall erreicht werden (z.B. bei nach Gleichung 4.27 dargestellten
Zahlen umk — 1 Stellen). Die Grol3e des Quotienten ist von dieser Verschiebung unabhangig,
solangee und d um die gleiche Anzahl von Stellen verschoben werden. Das Resuikann

nicht mehr mit einer Vorkommastelle dargestellt werden, wenn die Bedingangd zutrifft —

es liegt dann also ein Uberlauf vor. Deshalb muss gelten:

e< 2d. (6.6)

Die Iterationsformel fur die Non-Restoring-Methode der Division ergibt sich nun ensprechend
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Gleichund 4.4 wie folgt:

(6.7)

Die Bedingund 6J6 garantiert, dass auysfi| < 2d gilt, was man wie folgt induktiv schlieen
kann:

9 = e<2d
Firs) >0, sV <2d = s+ = 250 _2d < 2d
<~
<4d
Firs) <0, sV <2d = Y = 240 42d > —2d
>—4d
O

Die Beziehungs'| < 2d impliziert, dasss') dargestellt werden kann durch die Festkommare-
présentatior(is(l')sg).s(_')l.--s(l)l). Wird der Restwert der Division bendtigt, wird bei negativem
Wert vons(!+1 eine Korrekturaddition notwendig:

(41 gl+1) .« 1) 5 g
rem= 2-(+)(s0+D 4 2.d) - s+D <q (6.8)

Dies entspricht dem Ubergang von der Non-Restoring-Methode zur Restoring-Methode der Di-
vision im letzten Iterationsschritt.

Abbildung[6.5 zeigt die Implementierung eines Dividierers fur 4-Bit-Festkommazahlen nach
diesem Schema, einschliel3lich der Erzeugung des Restwemelan beachte, dass es in den
Stufen zur Erzeugung vam_1 . .. -3 nicht notwendig ist, die Vorzeichenbits vef{ zu verar-
beiten. Der Grund dafur ist, dass in jeder Stufe zwei Bindrzahlen unterschiedlichen Vorzeichens
addiert werden. Ein Carry-Out aus dem Addierer mit Wertigkkiv@rde zu einem Vorzeichen-
bit identisch Null fuhren, und zeigt damit bereits ein positives Ergebnis an.

Die Einfiihrung von Pipeline-Registern zur Reduzierung der Logiklaufzeiten kann bei einem
solchen Array-Dividierer sehr einfach durch Einfugen solcher Register zwischen die Addier-
Subtrahier-Elemente geschehen. Die Pipeline-Register fur die Ergebnisse der Addier-Subtrahier-
Stufen kdnnen effizient in die gleichen Logikelemente fur diese arithmetischen Funktionsblécke
gepackt werden und fliihren deshalb zu keinem erhéhten FPGA-Flachenverbrauch. Dagegen sind
die Register, die fur die Weiterleitung des Divisors gebraucht werden, nicht mit vorausgehenden
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Abbildung 6.5: Dividiererschaltung fir 4-Bit-Festkommazahlen mit Addier-Subtrahier-
Primitiven (graue Blockey=e/d,rem=e—q-d.

Logikblocken verbunden und benétigen zu deren Implementierung deshalb zusatzliche Logikele-
mente. Im Fall der Multiplizierer wurde das bei den Array-Multiplizierern in gleicher Weise be-
stehende Problem, eine ressourceneffiziente Pipeline aufzubauen, dadurch gel6st, dass nur kleine
Array-Multiplizierer fur die Partialprodukte verwendet und diese Uber einen Addiererbaum re-
duziert wurden. Dieser Ansatz ist bei der Division nicht méglich, da die iterative Berechnung
des Quotienten nicht wie bei der Multiplikation in mehrere nebenlaufig I6sbare Teilprobleme
(dort war dies die Bestimmung der Partialprodukte) zerlegt werden kann. Trotz &hnlichen Um-
fangs im Ressourcenverbrauch an arithmetischen Logikbausteinen bendétigen deshalb Dividierer
wesentlich mehr Logikelemente des FPGAs als Multiplizierer gleicher Operandenbreite.

Der Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit der so erzeugten Dividierer flr einen
Virtex-1I-FPGA, abhéngig von der Breite der Festkommazahlen und der Pipelinetiefe, ist in Ta-
belle[6.% aufgestellt. Die Pipelinetiefe ist als Anzahl von Quotientenbits pro Pipelinestufe ange-
geben und entspricht damit der Anzahl von Addier-Subtrahier-Stufen zwischen zwei Registern.
Es ist zu sehen, dass sich fur den Fall von Registern nach jeweils zwei Stufen bei akzeptabler
Geschwindigkeit ein gutes Verhaltnis von Registern zu LUTs ﬂg[burch noch tieferes Pi-
pelining kann zwar die Geschwindigkeit deutlich erhéht werden, der Ressourcenverbrauch wird
jedoch aufgrund der hohen Zahl von Registern etwa verdoppelt.

2Es sei hier daran erinnert, dass es im FPGA gleich viele 1-Bit-Register und LUTSs gibt.
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Breite Quotientenbits Register LUTs Geschwindigkeit/MHz Latenz
pro
Pipelinestufe

4 4 4 25 67.0 1
4 2 15 26 98.9 2
4 1 36 26 160.8 4
8 4 8 73 515 2
8 2 65 76 91.7 4
8 1 130 79 151.2 8
12 4 74 158 47.2 3
12 2 143 164 85.2 6
12 1 290 167 142.7 12
16 4 133 278 45.2 4
16 2 153 284 80.2 8
16 1 514 287 135.8 16
20 4 196 430 41.7 5
20 2 395 436 76.2 10
20 1 807 441 130.0 15
24 4 281 614 36.6 6
24 2 569 620 72.7 12
24 1 1157 630 125.0 24

Tabelle 6.5: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Festkomma-Dividierern bei Virtex-
[I-FPGA XC2V3000-4 ohne Erzeugung des Divisionsrestes.
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6.1.4 Quadratwurzel

Wie in Abschnitf4.1.p herausgestellt wurde, kann die Quadratwurzel nach @hnlichen Schema-
ta wie die Division berechnet werden. Von den verschiedenen Verfahren wurde aus gleichen
Grinden wie bei der Division die Non-Restoring-Methode ausgewahlt. Es soll nun auch hier von
einem Festkommaoperanden, mgenannt, mit einer Vorkommastelle unMachkommastellen
ausgegangen werderR £ xo.X_1---X_|). Dann kann die iterative Losungsmethode diie /X
ahnlich wie Gleichun§ 4.26 auf folgende Weise aufgestellt werden:

q(o) =0
0 { 4si-1) — E4q<i1) +(01 g si-0 >0
sV =
(i-1) (i-1) (i-1)
4s + 4q +(11), S <0 (6.9)

R si) >0

=Y ) s <0

q(') = 0---0qo--- g1

Aquivalent dazu ist folgende Formulierung, welche die Verarbeitung der Daten etwas anschauli-
cher ausdruckt:

s0 — o
s = ((xox_1)2—(01)2)
(1
qv = 1 st >0
0 3(1) 0
(2 _ | Vxaxap-(@Yo1, V>0
(VX 2x 3)2+(qV11), : sV <0
@ = @Y1), : s?@>0 010
(q®0), s <0 :
s = (S(i_l)x—2i+2x—2i+1)2—(q(i‘l) 2 si- >0
(" Yx_gipoxzit1)2+ (Y11, : si-U <o
gl = (q(i_l)l)z : s(f)zo
q=Y0), : sV<o
i = 3.
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Abbildung 6.6: Schaltung zur Berechnung der Quadratwurzel fiir 4-Bit-Festkommazahlen mit
Addier-Subtrahier-Primitiven (graue Blocke)= /x.

Abbildung[6.6 zeigt die parallele Implementierung eines Quadratwurzel-Operators flr 4-Bit-
Zahlen nach diesem Verfahren. Der Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit der so er-
zeugten Quadratwurzel-Operatoren fur einen Virtex-1I-FPGA abhé&ngig von der Breite der Fest-
kommazahlen und der Pipelinetiefe istin Tab@ 6.6 aufg@t@lile Pipelinetiefe ist wie bei den
Dividiererschaltungen als Anzahl von Ergebnisbits pro Pipelinestufe angegeben und entspricht
damit der Anzahl von Addierer/Subtrahierer-Stufen zwischen zwei Registern. Die Geschwindig-
keiten sind geringfligig hoher als bei den Dividierern. Der Ressourcenverbrauch entspricht etwa
70% des Aufwandes fur einen Dividierer gleicher Breite und liegt sogar deutlich unter dem Auf-
wand fir die Multiplizierer (ohne Block-Multiplizierer). Der Bedarf an LUTs entspricht etwa
dem Aufwand fur die Quadrierer.

3Fur die erzeugten Operatoren wurde vorausgesetzt, dass eines der fiihrenden beiden Operandenbits den Wert
Eins hat, was bei der Verwendung innerhalb eines Gleitkommaoperators immer der Fall ist, wie weiter unten gezeigt
wird. Dies fuhrt zu einer Ressourcenersparnis von mehreren LUTSs.
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Breite Ergebnisbits Register LUTs Geschwindigkeit/MHz Latenz
pro
Pipelinestufe
4 4 0 16 102 0
4 2 9 15 177 2
4 1 12 14 186 4
8 4 18 52 69 2
8 2 39 53 106 4
8 1 67 53 172 8
12 4 42 107 52.7 3
12 2 89 107 92.2 6
12 1 155 109 162 12
16 4 77 177 49.9 4
16 2 159 177 86.6 8
16 1 271 183 153 16
20 4 123 263 47.0 5
20 2 243 265 82.0 10
20 1 419 273 146 20
24 4 177 365 44.5 6
24 2 339 371 78.1 12
24 1 599 379 140 24

Tabelle 6.6: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von

Implementierungen des

Quadratwurzel-Operators fur Festkommazahlen bei Virtex-11-FPGA XC2V3000-4.
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6.2 Gleitkommaarithmetik auf FPGAs

In dieser Arbeit wird fur alle Operanden davon ausgegangen, dass sie normale Zahlen sind,
was insbesondere bedeutet, dass deren fihrendes Mantissebit stets den Wert Eins hat. Wie in
Abschnitf4.3.1L in Tabellg 4.1 illustriert, erlaubt der ANSI/IEEE-754-Standard fiir Gleitkomma-
zahlen neben der Darstellung normaler Zahlen auch die Spezialféd)eNull und NaN (Not

a Number). Zugunsten einfacherer Schaltungen wird auf die Spezialfalle verzichtet, da sie ftr
die Auswertung der SPH-Formeln in Simulationsberechnungen keine Bedeutung haben. Es wird
also insbesondere auch auf die Darstellung und Verarbeitung von Nullen verzichtet, was keine
Einschrankung fir die Genauigkeit der zu berechnenden Formeln bedeutet. Tritt bei den Berech-
nungen ein Wert identisch Null auf, wird statt einer Null die kleinste darstellbare Zahl propagiert.
Die physikalisch relevanten Rechenergebnisse (z.B. Dichte, Beschleunigung) werden dadurch in
keiner Weise verfalscht.

Im Verlaufe dieses Abschnitts wird detailliert auf die Umsetzung der Gleitkommaoperato-
ren Addition, Multiplikation, Division und Quadratwurzel auf FPGAs eingegangen. Kern der
Implementierungen werden die Festkommaoperatoren sein, wie sie in Ab§chnitt 6.1 dargestellt
wurden. Eine allgemeine Darstellung der Verarbeitung von Gleitkommazahlen wurde in Ab-
schnitt{4.3.B bereits gegeben. Aufbauend auf diesen Grundlagen werden die Schaltungstechni-
ken zur Implementierung auf FPGAs konkretisiert. Die Implementierungen werden dariber hin-
aus abhangig von verschiedenen Randbedingungen an die Schaltungen spezialisiert, sodass die
FPGA-Ressourcen moglichst effizient eingesetzt werden. Die allen implementierten Operatoren
gemeinsame Strategie zur Behandlung von Ausnahmen wird im folgenden Abschnitt diskutiert.
In den weiteren Abschnitten zur Implementierung der Operatoren wird die Ausnahmebehandlung
dann nicht weiter bertcksichtigt, denn es wird davon ausgegangen, dass die Verarbeitungsein-
heiten so gestaltet sind (insbesondere durch interne Verbreiterung der Exponenten, s.u.), dass in
den Rechenwerken keine Ausnahmen entstehen und erst PadkiModulen die Ausnahmebe-
handlung erfolgen muss.

6.2.1 Behandlung von Ausnahmen

Aufgrund der Beschrankung der Operanden auf normale Zahlen reduziert sich die Ausnahme-
behandlung fiir die Gleitkommaoperatoren auf die Erkennung von Overflow- und Underflow-
Bedingungen, die sich aus der Verarbeitung der Exponenten ergeben. Auf die Erfassung der
Overflow-Situationen wird verzichtet, da der Algorithmus so eingestellt ist, dass keine Uberlau-
fe auftretefil Es bleibt also die Behandlung der Underflow-Situationen. Bei der Quadratwur-
zel kdnnen keine Underflow-Ausnahmen auftreten. Bei den tbrigen Grundoperationen kommen
diese Ausnahmen dagegen relativ haufig vor und kénnen unbehandelt extreme Rechenfehler her-
vorbringen. Die Rechenwerke kdnnen gegen Underflows wahrend der Exponentenverarbeitung
abgesichert werden, wenn die Exponergeavor um ein Bit erweitert werden &1Die Erweite-

rung geschieht mit Beriicksichtigung des neuen Bias-Weitssfiir den breiteren Exponenten.

“Dies ist bereits bei der Softwareimplementierung, auf der diese Arbeit aufsetzt, eine zwingende Voraussetzung
fur das Funktionieren des Algorithmus.
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Ist die Breite vor der Erweiterung Bit und danactE = E + 1 Bit, ergibt sich:

€ = e—bias+ biad )
= e—(F1_142F1
= e+2F 1

Die Addition braucht nicht durchgefiihrt zu werden, denn dag[Bit 1] von é kann einfach

auf den Wert von BifE — 1] von e gesetzt werden, das Bi — 2] auf das Inverse davon; die
Ubrigen Bits entsprechen den Bits vendmgekehrt kann eine Verkiirzung des Exponenten um
ein Bit ausgefuhrt werden, indem das MSB weggelassen und dés Bit] invertiert wird. Die
Underflow-Bedingung liegt vor, wenn beide flihrenden Bits des zu verkirzenden Exponenten
identisch Null sind (sind diese Bits identisch Eins, liegt ein Uberlauf vor). Denn es gibt keinen
kirzeren Exponenten, der durch eine Erweiterung um ein Bit in diesen Zustand kommen kdnnte.
Diese Verkiirzung der Exponenten auf die urspringliche Breite mit Abfangen der Ausnahmen
geschieht wie bereits erwahnt in desckEinheit der Operatoren und wird im Folgenden stets
implizit angenommen.

6.2.2 Implementierung von Gleitkomma-Addierern auf FPGAs

Die Gleitkomma-Addierer sind die komplexesten Operatoren, die in dieser Arbeit behandelt wer-
den. Wahrend der Kern der Operation - die Addition von Festkommazahlen - sehr leicht und
effizient in FPGAs umgesetzt werden kann, wie wir in §.1.1 gesehen haben, iseg@ration

und NormalizationStufe des Operators sehr aufwandig. Wie in Absclnitt 4#.3.3 deutlich wur-
de, sind dazu Verschiebungen von Festkommazahlen um eine variable Anzahl von Stellen not-
wendig (siehe dazu insbesondere GleicHung|4.36). Wie solche Shift-Operationen implementiert
werden, zeigt der folgende Abschnitt. Im daran anschlieRenden Abschnitt wird kurz auf die far
die Normalisierung bendétigten Elemente zur Bestimmung der Anzahl aufeinanderfolgender Nul-
len oder Einsen eingegangen. Daran anschlie3end folgt die detaillierte Diskussion verschiedener
Spezialisierungen von Gleitkomma-Addierern. Die Motivation dazu besteht darin, dass durch
die Spezialisierung eine Reduzierung des Ressourcenverbrauchs erreicht werden kann. So reicht
es in manchen Féllen aus, Additionen ohne Berlcksichtigung von Vorzeichen durchzufiihren,
beispielsweise wenn Quadrate summiert werden sollen. Zuerst wird die reine Addition von vor-
zeichenfreien Zahlen beschrieben. Dann wird auf den allgemeinen Fall der Addition von Zahlen
mit Vorzeichen eingegangen. Schlie3lich wird noch ausfihrlich die Umsetzung von Akkumu-
latoren fur Gleitkommazahlen diskutiert, welche elementare Bausteine fir die in dieser Arbeit
betrachteten Algorithmen sind. Innerhalb der Abschnitte wird auf weitere Spezialisierungsmog-
lichkeiten eingegangen, insbesondere die Implementierung der Rundungsmaodi.

Shift-Elemente

In diesem Abschnitt wird nun die Implementierung von Verschiebungsbausteinen beschrieben,
wie sie fur Gleitkomma-Addierer bendtigt werden. Die wichtigste Eigenschaft, die diese Ele-
mente erfullen mussen, ist, einen Bitvektor um eine variable Zahl von Stellen verschieben zu
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konnen. Dazu kommt eine weitere Eigenschaft, die im Zusammenhang mit dem Runden des
Resultats der Addition erforderlich wird. Wie spéater eingehend beschrieben wird, bendtigt die
Rundungseinheit im Fall des Standard-Rundungsmodus die Information, ob an irgendeiner vor-
hergehenden Stelle der Schaltung Bits ungleich Null vernachlassigt wurden. Deshalb missen
die Verschiebungsbausteine registrieren, ob durch die Shift-Operation Bits verloren gehen. Das
Flag, welches einen solchen Verlust von Bits anzeigt, wird im Folgenden entsprechend dem im
Englischen gebrauchlichen Begriff Sticky-Bit genannt.

Das Ubliche Verfahren, ein Shift-Modul fir eine variable Zahl von Verschiebungen aufzu-
bauen, basiert auf der Idee, eine Kaskade von Multiplexern aufzubauen, die in &f0fe — 1]
eine wahlweise Verschiebung urh Stellen erlauben. Bai Stufen ergibt sich eine maximale
Verschiebung um™- 1 Stellen. Die Anzahl der Multiplexerstufen skaliert logarithmisch mit der
maximalen Verschiebung, wobei sich die Breite dieser Stufen linear zu der Breite der zu verschie-
benden Bitvektoren verhalt. Mit der Breikeder Bitvektoren skaliert der Ressourcenverbrauch
an Multiplexern also mik[logok]|. Zur Erzeugung des Sticky-Bits kann bei einem solchen Auf-
bau eine sehr einfache Schaltung verwendet werden. Alle Signale, die in einer Stufe jenseits des
LSBs verschoben werden kénnterh 8iick), miissen nur mit einer ODER-Verkniipfung verse-
hen und im Fall der Verschiebung mit dem Sticky-Bit aus einer eventuell vorhergehenden Stufe
(fur i > 1) Gber ein ODER-Gatter verknupft werden. Falls in Siufeine Verschiebung erfolgt,
wird lediglich das frihere Sticky-Bit weitergeleitet.

Abbildung[6.7 zeigt eine solche Schaltung fiir die Verschiebung einer 32-Bitahlbis zu
31 Stellen (Verschiebungswetemit Ergebnisy und Sticky-Bitt. Soll die Schaltung zusatzlich
die Mdglichkeit bieten, veranlasst durch ein SignatoOutalle Ausgangsbits auf Null zu setz-
ten, lasst sich dies ohne zusatzlichen Aufwand an FPGA-Ressourcen erreichen. Dazu kdnnen die
Multiplexer der letzten Stufe ersetzt werden durch LUTs, welche das Multiplexer-Signal noch
mit zeroOutiiber ein UND-Gatter verknipfen. Da die LUTs fir die 2-auf-1-Multiplexer noch
einen Eingang frei haben, Iasst sich doetoOuteingeben und in den LUTs das gewiinschte Ver-
halten programmieren. Soll beéroOut= 1 ein korrektes Sticky-Bit erzeugt werden, missen die
Signalesy bis 4 auf Eins geschaltet sein umdst bei der vorliegenden Schaltung zusatzlich mit
x31 Uber ein ODER-Gatter zu verknupfen. Es sei hier bereits erwdhnt, dass fir die Gleitkomma-
Addierer der Wert des Sticky-Bits fireroOut= 1 unerheblich ist, da in einem solchen Fall das
Rundungsbit nach der Addition in jedem Fall Null ist.

Die Implementierung der Verschiebeelemente geschah durch verhaltensmalR3ige Beschrei-
bung der Schaltungsstruktur entsprechend Abbildung 6.7, um dem Synthesewerkzeug Optimie-
rungsmoglichkeiten zu bieten. Tabgflle]6.7 zeigt den sich ergebenden Ressourcenverbrauch fir
Shift-Elemente verschiedener Breite, sowohl mit Sticky-Bit-Generierung als auch ohne. Es wird
deutlich, dass ein Verschiebebaustein bereits mehr FPGA-Ressourcen bendtigt, als ein Addierer
gleicher Breite. Die Geschwindigkeit kann im Bedarfsfall leicht durch Einfligen von Pipeline-
Registern annahernd ohne Vergrol3erung des Flachenverbrauchs erhéht werden. Deshalb sind
Shift-Elemente fur die Addierer nicht geschwindigkeitslimitierend.



130 KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG DER ARITHMETIK

X31

0
So%z

00

el NG NG AN

S3
L OO
00000000\00000000
S
4 h
|H [T T[T TT]
v
Y31

Abbildung 6.7: Schaltung zur Verschiebung eines 32-Bit-Vektarsn Null bis 31 Stellen nach
rechts. Das Signalzeigt an, ob ein Bit ungleich Null herausgeschoben wurde (Sticky-Bit).

kein Sticky-Bit mit Sticky-Bit
Breite | LUTs Geschwindigkeit/MHZ LUTs Geschwindigkeit/MHZ

8 20 199 26 172
10 30 174 43 141
12 39 161 51 141
14 48 157 60 125
16 55 151 67 136
18 73 139 98 105
20 83 136 107 105
22 96 134 120 105
24 106 133 127 105
26 117 132 139 106

Tabelle 6.7: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Shift-Bausteinen ohne und mit Er-
zeugung des Sticky-Bits bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4.
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Zahlen von Nullen Nullen oder Einsen
Breite | LUTs Geschwindigkeit/MHZ LUTs Geschwindigkeit/MHZ
16 23 211 39 165
20 24 188 35 150
24 32 188 a7 164
28 41 162 58 175
32 50 162 75 150
36 60 162 81 139
40 67 162 105 126

Tabelle 6.8: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Bausteinen zum Zahlen fihrender
Nullen oder selektiver Z&hlung von Nullen und Einsen bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4.

Zahlen fuhrender Nullen oder Einsen

Sind bei einem Gleitkomma-Addierer die Vorzeichen der Summanden unterschiedlich, so wer-
den die zuvor aufeinander ausgerichteten Mantissen subtrahiert. Dadurch kann es zur Auslo-
schung von Bits kommen, wie bereits in Abschinitt 4.3.3 beschrieben. Diese Ausléschung aul3ert
sich bei positivem Ergebnis der Subtraktion in einer Reihe fuhrender Nullen. Ist das Ergebnis
negativ, tritt dagegen eine Reihe fuhrender Einsen auf. Die Anzahl dieser fihrenden Bits mit
gleichem Wert ist zu zahlen, um die Weite der bei der Normalisierung erforderlichen Verschie-
bung nach links festzustellen. Die Module, die diese Aufgabe erfillen, wurden in VHDL ver-
haltensmafig beschrieben, wobei die Beschreibung beztiglich des Synthesewerkzeuges so weit
optimiert wurde, dass die Implementierung vergleichbar effizient wie bei einer handoptimierten
strukturellen Implementierung wurde. Tabélle|6.8 zeigt die erzielten Ergebnisse. Es wird deut-
lich, dass die Zahlschaltung fur fihrende Nullen bereits et&arial so viele FPGA-Ressourcen
erfordert wie ein Addierer fur Bitvektoren gleicher Breite. Sollen neben Nullen auch Einsen ge-
z&hlt werden kdnnen, erhoht sich der Ressourcenverbrauch noch einmal um etwa 50 %.

Addition vorzeichenloser Zahlen

Dieser und die folgenden Abschnitte zur Implementierung von Addiererschaltungen sind wie der
Grundlagenabschniit 4.3.3 zu Gleitkomma-Addierern geglieddé?téparation Operationund
Normalization Dies soll es erleichtern, die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Implemen-
tierungen darzustellen.

Die Addition von vorzeichenlosen Zahlen unterscheidet sich vom allgemeinen Fall vor allem
dadurch, dass im Festkomma-Addierer GgrerationStufe keine Ausléschung von fiihrenden
Bits mit einhergehendem Verlust an Genauigkeit des Ergebnisses stattfinden kann. Fir den Res-
sourcenverbrauch der Implementierung bedeutet dies insbesondere, dass das aufwandige Shift-
Modul der Normalisierung entfallen kann.

Zur Erinnerung der Nomenklatur sei hier anlehnend an Gleichung 4.36 aus Abgchnjtt 4.3.3
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die Formulierung der Addition positiver Gleitkommazahlen gegeben:

A+B A B
esum—bias __ 1 e, —bias \ e —bias
Ssum?2 = (s2 + (2
— (51 +52%2°9) oe1-bias (6.11)

Festkomma—Bperatep Sadd

Preparation Die UnpackStufe aus Abbildung 4.21 ist bei allen Gleitkommaoperationen iden-
tisch und soll an dieser Stelle nur einmal kurz beschrieben werden. Einzige Aufgabe dieser Stufe
ist, die eingehenden Gleitkommazahl-Operanden, welche hier entsprechend der Nomenklatur
von Abschnitf 4.3JA = (%, €A, f4) undB = (s, €8, £B) genannt werden, in Vorzeicheign(A)
undsign(B) (das erubrlgt sich hler) Mantissenunds, und Exponenter; unde, zu zerlegen.
Die Exponenten liegen in der Gleitkommadarstellung bereits in Ganzzahldarstellung @Breite
Bit) mit Bias Z-1 — 1 vor. Lediglich die als Fraction gegebenen Weffe= f& ,... {5 und
fB=fg ,... f§ mussen durch Erganzen eines fuhrenden Bits mit Wert Eins zu den Mantissen
S unds, erganzt werden.

Der erste Schritt bei jeder Addition besteht darin, die Differenz e; — e; der Exponenten
der eingehenden Operanden festzustellen. Daraus wird die AchzigniStellen, um die eine der
Mantissen vor der Festkomma-Addition verschoben werden muss und die Auswahl des vorlau-
figen Ergebnisexponentef) bestimmt. Iste;» negativ, wirde] = ey, ansonster] = e; gesetzt.
AulRerdem werden flgq»> < 0 die Mantissen vertauscht, damit das Verschiebemodul nur fur ei-
ne Mantisse implementiert werden muss. Der Wert gdomird dann durch den Betrag vas»
festgelegt. Im Allgemeinen ist die Breite von |ej2| groRer als die Breite vod, welche durch

= [log2(M 4 1)| gegeben ist (fur diese Arbeit wur@= 5 festgesetzt). Deshalb ist der Wert

der Verschiebung durcth = min(25 — 1, |e;,|) zu berechnen. Fiir den Aufbau einer Schaltung,
welche die beschriebene Verarbeitung der Exponenten tbernimmt, sind zwei Addierer zur Be-
rechnung der Differene;, und des Betrag$e;o| und zusétzliche Logik zur Auswertung der
Uberlaufbedingung fud erforderlich. Abbildung 68 zeigt die Implementierung einer solchen
Schaltun]

Abbildung[6.9 zeigt die Gesamtschaltung eines Gleitkommazahl-Addierers als Blockschalt-
bild. Im durch das RechtedRreparationumrandeten Teil ist das Mod&repare Exponentgu
sehen, welches der eben beschriebenen Schaltung entspricht. Das®gnakist die Einheit
Selective Swagn, die Mantissen zu vertauschen. Dieses Modul besteht lediglich aus zwei Multi-
plexern. Um Ressourcen zu sparen, wird die ErganzungMierl)-Bit-Signalef; und f, zu den
Mantissen erst nach diesem Baustein durchgefuhrt. Des Weiteren wird ein Rundungsbit an die
Mantissen angehéangt, sodass FestkommazahleM mil Stellen resultieren. Bei der Mantisse,
die durch ein Shift-Element verschoben werden kann, wird das fuhrende Bit nur dann als Eins

5Genauso hétte die Bildung des 2er-Komplements iiber einen Addier-Subtrahier-Baustein geschehen kénnen, mit
einfacherer Feststellung des Uberlaufs und Maximierungdson Fall des Uberlaufs durch ODER-Gatter. Diese
Variante wirde jedoch zu mehr Ressourcenverbrauch fiihren, da die vorgestellte Implementierung dem Synthese-
werkzeug mehr Optimierungsmaoglichkeiten bietet.
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Abbildung 6.8: Schaltung zur Verarbeitung der Exponenten zur Bestimmung der Verschiebungs-
weited und Auswahl des grél3eren der Exponerdgefiuf der rechten Seite ist die Schaltung zur
Bestimmung des Uberlautsvflbei Reduktion der Signed-Integer-Zahp auf den Betrag dieser

Zahl mit reduzierter Breite (Anzahl der Bits rechts vom grauen Balken) abgebildet.
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Abbildung 6.9: Blockschaltbild fiir einen Gleitkommazahl-Addierer fiir positive Zahlen.
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erganzt, wenn voiRrepare Exponentkein Uberlauf (Flagowfl) von der Verschiebeweite si-
gnalisiert wird. Dadurch kann das im letzten Abschnitt beschriebene zusétzliche &igu@lit

fur das Verschiebemodul selbst fur die maximal @it 5) erlaubte Mantissenbreite vivh= 31
entfallen. DiePreparationStufe wird komplettiert durch den Verschiebebausg&hiftN welcher

den eingehendefM + 1)-Bit-Vektor um maximal 31 Stellen verschieben kann. Fik= 31 und

owfl = 1 ist das resultierende Sticky-Bit aufgrund der Maskierung des MSB zwar nicht korrekt,
da das Rundungsbit in diesem Falle aber Null ist, spielt das fur das Standardrundungsverfahren
keine Rolle.

Operation Da die Auswahl des gréReren der eingehenden Exponenten bereit$iredarati-
on-Stufe erledigt wurde, bleibt fur di®perationStufe nur noch die Addition der Festkomma-
zahlens, unds,. Das Rundungsbit muss nicht in die Addition einbezogen werden. Deshalb ge-
nugt einM-Bit-Addierer mit(M + 1)-Bit-Ergebnis. Es wird ein einfacher Ripple-Carry-Addierer
verwendet, der (wie in Abschnijtt 6.].1 diskutiert) fiir die hier vorliegenden Bitbreiten die effizi-
enteste Implementierungsvariante ist.

Normalization Waéhrend im Fall der allgemeinen Addition von Gleitkommazahlen nach For-
mel[4.38 der Betrag des Ergebnisses der Festkommazahladdition im Infer¢aliegt, bleibt

das Additionsresultat,qq fr positive Gleitkommazahlen im Intervall, 4). Die Normalisierung

kann also lediglich eine Verschiebung vefag um eine Stelle nach rechts erforderlich machen

- Linksverschiebungen sind nicht nétig. Ebenso kann nach dem Runden eine Verschiebung um
eine Stelle nach rechts notwendig werden, wgpg € [1,2) gilt, durch das Runden jedoch eine

Zahl groRer oder gleich 2 entsteht. Niemals ist jedoch eine zweimalige Verschiebung notwendig,
wovon man sich durch die Betrachtung der Addition der gro3stmoéglichen Mantissen Uiberzeugen
kann:

Smax = 1. 11..11]|0
Rundungsbit
Saddmax=Smax+Smax = 11 1 1 ... 1 0 | O
Shormmax=NOM(Saggmaxy) = 0 1 1 1 ... 1 1 | O (6.12)
Ssummax < Snormmax—f-%mp = 01 1 1. 11]0
+0 00 .. 001
- 0111..11]|1

Deshalb konnen die beidédormalizeStufen und die Rundungsstufe aus Abbild{ing #.21 zu
einer Stufe zusammengefasst werden, die lediglich aus einem Addierer fir das Runden, einem
nachgeschalteten 2-auf-1-Multiplexer und etwas Logik zur Bestimmung des fir das Runden zu
addierenden Betrags besteht. Letztere wertet das fihrende und die letzten zwei Bitg,vaas
Rundungsbit und das Sticky-Bit aus, um festzustellen, ob zu einem der letzten beiden Bits von
Sadd €ine Eins addiert werden muss.

Das Sticky-Bit liefert die Information, ob das exakte Additionsresultat tGber das LSB von
Sadd hinaus noch Bits ungleich Null hatte. Diese Information wird insbesondere fiir den Standar-
drundungsmoduRound To Nearest Evdrenottigt, da dann an der Schwelle zwischen Auf- und
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Abbildung 6.10: Schaltung zur Rundung und Normalisierung des Resultats fur die Addition von
positiven Gleitkommazahlen. Rechts ist die Logik zur Umsetzung des Standard-Rundungsmodus
Round To Nearest Evesibgebildet. Die gepunkteten Verbindungen werden fur die Schaltung
nach der linken Abbildung nicht benétigt, erleichtern aber das Verstandnis.

Abrunden so gerundet wird, dass das LSB der Ergebnismantisse Null wird. Dies macht es erfor-
derlich, zu bestimmen, of,qq exakt auf der Rundungsschwelle liegt. Dies ist genau dann der
Fall, wenn das Rundungsbit identisch Eins ist und alle dariber hinausgehenden Bits des exakten
Additionsresultats identisch Null sind. Letztere Information wird gerade durch das Sticky-Bit
angezeigt.

Die Schaltung zur Rundung und Normalisierung ist in Abbildung]6.10 gezeigt und entspricht
dem BlockRound & Normalizeaus Abbildung 6)9. DaMSBin Abbildung[6.10 zeigt gleich-
zeitig an, ob der vorlaufige Exponeelf inkrementiert werden muss, um den Exponenten des
Resultatsesym zu erhalten. Diese Anpassung des Exponenten wird im BAatjlkist Exponent
aus Abbildung 69 durchgefihrt.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit In Tabellg 6.9 sind die Ergebnisse fiir den Res-
sourcenverbrauch der Gleitkomma-Addierer fir positive Zahlen aufgestellt. Die Ergebnisse sind
aufgeschlisselt beziglich der Anzahl an 4-Input-LUTs und 1-Bit-Registern nach der Synthese
durch Synplify und der Anzahl an Virtex-1I-Slices und der maximale Taktfrequenz, bestimmt
durch die Implementierung des Designs auf einem Virtex-1I-FPGA (XC2V3000, Speed Grade
-4). Die im weiteren Verlauf dieses Kapitels angegebenen Zahlen zu Ressourcen wurden auf die
gleiche Weise ermittelt. In Abbildurjg 611 ist der Ressourcenverbrauch grafisch in Abhéngigkeit
von der Breite der Mantisse dargestellt. Man erkennt ein nahezu lineares Ansteigen aller Gro-
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Round To Nearest Integer Round To Nearest Even
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design
Bits Freq. Bits Freq.

(MHz) (MH2)
12 147 91 81 91 12 157 92 88 89
14 167 103 91 91 14 177 104 99 87
16 187 115 102 88 16 211 117 117 90
18 213 128 116 89 18 230 129 126 87
20 232 140 128 94 20 253 141 141 87
22 253 152 139 90 22 273 153 151 86
24 276 164 152 90 24 296 165 165 81

Tabelle 6.9: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Addierern flr positive
Zahlen bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4.

Ben mit der Mantissenbreite. Die zusatzliche logarithmische Komponente der Skalierung, die
sich aus der Implementierung der Shifter-Elemente ergibt, ist an dem Sprung an der Anzahl von
LUTs zwischen Bitbreite 14 und 16 zu sehen.

Die Geschwindigkeit der Operatoren ist durch die Verarbeitung der Exponenten im Modul
Prepare Exponentbegrenzt. Durch tieferes Pipelining kann die Geschwindigkeit noch stark
erhoht werden. Dann werden jedoch auch zuséatzliche, nicht mit vorangehenden LUTs gepaarte
Registerstufen fur die Mantissen notwendig. Dies wirde zu einem Anstieg an aufzuwendenden
Slices fuhren. Ohnehin werden die Festkomma-Dividierer und -Quadratwurzeloperatoren, wie in
Abschnit{ 6.1 gezeigt, die Geschwindigkeit der Gesamtschaltung limitieren. Damit erlibrigt sich
eine Optimierung durch tieferes Pipelining der Addierer.

Addition beliebiger Gleitkommazahlen

In Abschnitt{4.3.B wurden die Verarbeitungsschritte der Gleitkommazahl-Addition anhand fol-
gender Gleichung motiviert:

A+B A B
/_/% - ~N 7 - ~N
+ Zesum—blas _ (:i:S 2e1—b|as) + <j: 2e2—b|as>
Ssum 1 ) (6.13)

= + (isl _|_522€2—91) o€ —bias

N J/

Festkomma-Bperatep Sadd

Bezugnehmend auf den letzten Abschnitt wird im Folgenden nun detailliert auf die Hardware-
implementierung dieser Berechnung eingegangen.

Preparation Die Vorverarbeitung der Exponenten ist im allgemeinen Fall der Addition von
GleitkommazahleA und B mit beliebigem Vorzeichen identisch mit dem Verfahren, das im
letzten Abschnitt beschrieben wurde und die dort in Abbildung 6.8 gezeigte Schaltung kann
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Addierer fiir positive Gleitkommazahlen
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Abbildung 6.11: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fir die Gleitkomma-Addierer fir positive
Zahlen nach Tabelle 8.9.

auch hier unverandert tbernommen werden. Genau wie dort werden die Mantissen vertauscht,
wenne; > e gilt, damit das Shift-Modul nur fur eines der Argumente implementiert werden
muss. Hinzu kommt nun jedoch die Verarbeitung der Vorzeidign/A) und sign(B) und die
Komplementbildung einer der Mantissen, falls die Vorzeichen unterschiedlich sind. Die Kom-
plementbildung wird nur fur die Mantisse aufgebaut, die nicht verschoben wird. Deshalb kann
als vorlaufiges Vorzeichen der Summe das Vorzeichen der in das Verschiebeelement geleiteten
Zahl genommen werden. Dieses Vorzeichen soll kigr, genannt werden. Die Bildung des
Komplements kann ohne zusatzlichen Aufwand an FPGA-Ressourcen als ler-Komplement im
Vertauschungsmodul implementiert werden. Dazu sind lediglich die LUTs fur den Multiplexer
fur s; mit einem zusatzlichen Eingargpmplzu versehen, welcher eine Negierung aller Aus-
gangssignale veranlasst. Die Addition von Eins zur Bildung des 2er-Komplements kann auf den
Additionsvorgang vors; unds, verschoben werden.

Fir ein imNormalizationSchritt durchzufiihrendes korrektes Runden nach dem Standard-
Verfahren mussen die Mantissen am niederwertigen Ende um zwei Bits erweitert werden, ein
Guard- und ein Round-Bit. Das Sticky-Bit wird ebenfalls ben6tigt. Die Begrindung dafiir erfolgt
in der Beschreibung zuMormalizationStufe. Die Erweiterung geschieht féif durch Anfiigen
von Einsen, wenn eine Komplementbildung erfolgte, ansonsten durch Nullen. Wie wir spéater
sehen werden, brauchen Round- und Guard-Bisfiiticht weiterverarbeitet zu werden - es er-
leichtert aber das Versténdnis der Schaltung, die Erweiterung anzunehmepweiiden bereits
vor dem Shift-Modul am niederwertigen Ende zwei Nullen angehangt. Da in der nachfolgenden
OperationStufe Festkommazahlen in Komplementdarstellung verarbeitet werden, missen die
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Mantissen am héherwertigen Ende um zwei Stellen erweitert werders, lg@nigt es, Nullen
voranzustellen, fus| ergeben sich die voranzustellenden Bits aus dem Sigprapl| welches
die Komplementbildung veranlasst.

In Abbildung[6.12 ist die Gesamtschaltung des Gleitkomma-Addierers gezeigt und man ver-
gleiche die gezeigtereparatiorrStufe mit der Schaltung aus Abbildupg6.9. Der Ressourcen-
verbrauch fur didPreparationStufe ist nur geringfuigig hoher als fir den Addierer fur positive
Zahlen. Der Mehrverbrauch entsteht vor allem im Mo8hliftN da ein um eine Stelle breiterer
Bitvektor verschoben werden muss.

Operation Diese Stufe wird wie beim Addierer flr positive Zahlen durch die Anwendung eines
einfachen Ripple-Carry-Addierers als Festkommazahl-Addierer implementiert. Die zuséatzliche
Addition eines LSB fir den Fall, das$ eine 1er-Komplement-Zahl ist, wird durch ein Carry-In
in den Addierer realisiert. Sowohl Sticky-Bit als auch Guard- und Round-Bit brauchen nicht in
die Addition einbezogen zu werden. Diese Bits wirde sich durch die Addition nicht verandern,
da einerseits ficompl= 0 nur Nullen addiert wirden, andererseits fismpl= 1 die LSBs
111 plus dem Carry-In addiert wirden, was durch das Carry-In in den um diese Bits gekuirzten
Addierer erledigt werden kann.

Abhangig vom Vorzeichen der sich nach der Addition ergebenden Festkommazahl in 2er-
Komplement-Darstellung ist das vorlaufige Vorzeicke, zu invertieren. Dies hatte man auch
derNormalizationStufe zuordnen kdnnen.

Normalization In dieser Stufe ist nun die 2er-Komplement-Festkommagagfal (einschliel3-
lich Guard-Bitg und Round-Bitr) zu einer normalisierten und korrekt gerundeten Mantisse
zu Uberfihren. Wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben, kann die Normalisierung bereits in der 2er-
Komplement-Darstellung vosqq geschehen. Dies hat den Vorteil, dass der Addierer, der fur die
Umwandlung vors,qq in den Betrag davon benétigt wirde, entfallen kann. Die Betragsbildung
kann mit der Rundungsschaltung, welche der Normalisierung folgt, verbunden werden.

Das fuhrende Bit vors,qq entspricht dem Vorzeichen und sslgn,gq genannt werden. Die
Zahl syqq hat dann folgende Darstellung:

Sadd = SigMadd Y1Y0.Y—1--Y-M+10T. (6.14)

Fursaqq gilt, wie bereits in Gleichunpg 4.38 festgestellt wurde:

Sadd € (—2,4)
|5adoliT c [0,4). (6.15)

Deshalb kann bei positivesyqq eine Rechtsverschiebung um eine Stelle oder unabhangig vom
\orzeichen vors,gg eine Linksverschiebung um die volle Breite vefag erforderlich werden.
Fursignigq = 0 gibty; = 1 eine Rechtsverschiebung um eine Stelle vor.yiris 0 gibt die An-

zahl der fuhrenden Nullen iyg.y_1---y_m+19r die Zahl der Stellen an, um die linksverscho-
ben werden muss. Fisign,gg = 1 sind die fihrenden Einsen ip.y_1---y_m+19r zu zahlen,

um die Weite der Linksverschiebung zu bestimmen. Damit ein Shift-Modul verwendet werden
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Abbildung 6.12: Blockschaltbild fur einen Gleitkommazahl-Addierer fur beliebige Gleitkomma-
zahlen.
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kann, das eine Verschiebung in nur eine Richtung durchftihrt, wird ein leicht abgewandeltes Ver-
fahren angewandt. Die ZaBlyq wird in jedem Fall um eine Stelle rechtsverschoben zur Zahl
Sidd = SiOMdd Y1.Yo- - - Y-m+10r, was keinerlei Hardwareressourcen braucht. Danach wird durch
die Anzahl der fihrenden Nullen f8rgn,qq = 0 oder Einsen fusignagg=1iny1.Yo---Y-m+19r

die WeitepShiftsder Linksverschiebung bestimmt. Als Resultat der Normalisierung ergibt sich
die (M + 2)-Bit-Zahl shorm = Sigradd oY 1Y _m41 !’ Mit dem neuen Rundungsbit also ei-

ne um zwei Bits kiirzere Zahl atgq4. Aus den am niederwertigen Ende herausgefallenen Bits
und dem alten Sticky-Bit wird Uber eine ODER-Verkniufung das neue Sticky-Bit gewonnen. Die
Detailschaltung der ersten Normalisierungsstufe zeigt Abbildungd 6.13. Entsprechend den Ver-
schiebungen der Mantisse bei der Normalisierung muss der vorlaufige Expremyepasst
werden. Dazu ist voe] die ZahlpShiftszu subtrahieren und aufgrund der vorausgegangenen
Rechtsverschiebung eine 1 zu addieren.

Von der normierten Zahd,orm muss nun der gerundete Betrag gebildet werden. Das Runden
geschieht auf &hnliche Weise wie beim Addierer fir positive Zahlen. Hier ist zusétzlich noch das
2er-Komplement zur Erzeugung des Betrags notwendig, $ajis negativ ist. Wird zum Run-
den anstatt des Addierers ein Addier-Subtrahier-Baustein verwendet, kann diese Komplement-
bildung ohne weitere Hardwareressourcen gemeinsam mit der Rundungsaddition geschehen. Die
Schaltung fur das Modubelective 2’'s Complement & Round & Normaldes Addierers ist fur
das Standardrundungsverfahren in Abbild{ing |6.14 gezeigt. Die Schaiualgze Rounding
bendtigt wie bei der Addition ohne Vorzeichen nur 2 LUTs des FPGAs. Der Multiplexer zur ab-
schlieBenden Normalisierung im Fall eines Uberlaufs durch das Runden kann hier entfallen. Der
Grund dafiir ist, dass ein Ubertrag auf das Bit mit Wertigk&in@r stattfinden kann, wenn vor
der Rundungsaddition alle Bits von der Wertigkéeitiils einschlieRlich des Rundungsbits den
Wert Eins und folglich danach alle den Wert Null haben. Das MSB der normierten Mantisse aus-
genommen, welches immer Eins ist und deswegen irPdek Stufe entfallt, haben die anderen
Mantissebits, egal ob um eine Stelle rechtsverschoben oder nicht, bereits den richtigen Wert. Es
muss also lediglich anhand des Bits mit der Wertigkéiti&r Exponent des Ergebnisses korri-
giert werden, was durch eine selektive Inkrementierung in der zwAidgrst-ExponerEinheit
geschieht. Die beidefdjust-ExponenModule hatten mit Ersparnis eines Addierers zusammen-
gefasst werden konnen. Da die Module auf verschiedenen Tiefen in der Pipeline liegen und eine
Zusammenlegung deshalb zusétzliche Register erfordert hatte, welche die Ersparnis wieder auf-
wiegen, wurden sie getrennt implementiert.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit Die Ergebnisse zum Ressourcenverbrauch fur
die Addierer in Abhangigkeit von der Mantissenbreite und die erzielte Geschwindigkeit sind in
Tabellg 6.1D und in Abbildurig 6.1L5 aufgetragen. Es ergibt sich ein ahnlicher Verlauf wie im Fall
des Addierers flr positive Zahlen, allerdings auf einem um etwa 70% hoheren Niveau. Der loga-
rithmische Anteil der Skalierung der Shifter-Elemente zeigt sich hier bereits am tberproportio-
nalen Anstieg der LUT-Anzahl zwischen der Bitbreite 12 und 14, da ein zuséatzliches Guard-Bit
verschoben werden muss.

Fur die Geschwindigkeit ergeben sich geringfiigig schlechtere Werte als bei den Addierern
fur vorzeichenlose Zahlen. Auch hier limitiert die Schaltung fur die Verarbeitung der Exponenten
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Abbildung 6.14: Schaltung zur 2er-Komplement-Bildung und Rundung der Mantisse beim Ad-
dierer fur beliebige Gleitkommazahlen. Die abschlie3ende Normalisierung beschrankt sich auf
die Feststellung einer erforderlichen Inkrementierung des Exponenten (siehe Text). Rechts ist
die Logik zur Umsetzung des Standardrundungsmétusd To Nearest Eveabgebildet.
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Round To Nearest Integer Round To Nearest Even
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design
Bits Freq. Bits Freq.

(MHz) (MH2)
12 232 143 139 83 12 275 157 162 83
14 270 160 158 88 14 318 166 183 85
16 312 177 181 83 16 346 183 199 87
18 339 193 197 85 18 382 198 219 85
20 374 209 214 88 20 419 214 240 78
22 403 225 233 86 22 447 231 257 82
24 437 241 251 85 24 480 247 276 78

Tabelle 6.10: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Addierern bei Virtex-
[I-FPGA XC2V3000-4.

in der PreparationStufe die Geschwindigkeit der Addierer. Durch tieferes Pipelining kann die
Geschwindigkeit noch stark erhoht werden, diese Optimierung wurde jedoch aus den gleichen
Grinden wie beim Addierer fir vorzeichenlose Zahlen nicht durchgefuhrt.

Akkumulation vorzeichenloser Zahlen

Die Akkumulation von Gleitkommazahlen, also die Addition aufeinanderfolgender Gleitkom-
mazahlen, ist fur die in dieser Arbeit betrachteten Berechnungen stets erforderlich, um die SPH-
Grol3en aus den Einzelbeitrdgen von Nachbarteilchen zu gewinnen. Bei der gegebenen Design-
Strategie einer Rechen-Pipeline, die pro Takt eine Wechselwirkung berechnet, missen die Ak-
kumulatoren in der Lage sein, pro Takt eine Akkumulation durchzufiihren.

Bei der Addition zweier Zahlen hangt das Ergebnis der Operation nur von den beiden Sum-
manden ab. Spielt es keine Rolle, ob das Ergebnis erst nach mehreren Takten erscheint, kann
deshalb bei der Implementierung der Operation beliebig tiefes Pipelining angewendet werden.
So konnten bei den bisher vorgestellten Implementierungen zur Erhéhung der Taktfrequenz zwi-
schen eingehenden Mantissen und dem Festkommazahl-Addierer zwei Pipelinestufen arbeiten.

Bei der Akkumulation von Zahlen verhalt es sich grundlegend anders. Hier ist ein neuer Sum-
mand zur Summe aller vorangegangenen Summanden zu addieren. Das aktuelle Zwischenergeb-
nis muss also in deédperationStufe in dem Moment korrekt ausgerichtet am Festkommaaddie-
rer bereitstehen, wenn dort der neue Summand ansteht. Die Schwierigkeit dabei besteht darin,
dass das Resultat der Festkommaaddition abhangig vom neuen Summanden um eine variable
Anzahl von Stellen verschoben werden muss. Ein entscheidender Punkt fur die Implementie-
rung schneller Akkumulatoren ist, dass die zu den sich gerade in der Festkommaaddiererstufe
befindlichen Zahlen gehdrenden Exponenten frihzeitig berechnet werden kdnnen. Bereits bei
Eingang eines neuen Summanden kann aus dessen Exponenten und den Exponenten der vorher
eingegangenen Summanden der temporare Exponent berechnet werden, der aktuell sein wird,
wenn die Mantisse des neuen Summanden ifOj@rationStufe angelangt. Deshalb kann die
PreparationStufe fur die eingehenden Operanden durch Pipelinestufen genauso beschleunigt
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Abbildung 6.15: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fiir die Gleitkomma-Addierer nach Tabelle
6.10.

werden, wie es bei den Addierern der Fall war. Es bleibt das Problem, dass das Zwischener-
gebnis derOperationStufe um eine variable Zahl von Stellen verschoben werden muss. Der
Schlussel fur eine schnelle Implementierung liegt darin, die moglichen Verschiebeweiten ein-
zuschranken, indem nur um ein Vielfaches einer ganzen Rakldrschoben wird. Dies wird
dadurch erreicht, dass intern die Exponenten auf Vielfaché aurfgerundet werden. Um einen
Verlust von Rechengenauigkeit aufgrund der vergroberten Verschiebeweiten zu vermeiden, wird
die Mantissenbreite am niederwertigen EndeRinl Bits erhoht. Fur diese Arbeit wurde= 8
verwendet, was dazu fiihrt, dass statt eines flnfstufigen Verschiebeelementes nur ein dreistufiges
Element erforderlich wurde. Aul3erdem wurde anstatt eines Ripple-Carry-Addierers ein Carry-
Save-Addierer verwendet. Damit konnte die Signalverzogerung auf vier Logikstufen begrenzt
werden, was zu einer fur diese Arbeit ausreichend schnellen Implementierung fuhrt. Nachfol-
gend werden die drei Verarbeitungsstufen im Detail vorgestellt.

Preparation Im ersten Schritt dePreparationStufe wird der eingehende Exponermg im
Vergleich zum internen temporaren Exponerdggnvelcher zur Zwischensumme d@peration

Stufe gehort, analysiert. Da intern auf einem vergroberten Exponentenbereich gearbeitet wird,
ist zuerstey, auf ein Vielfaches vorP = 8 aufzurunden. Der Exponesy, liegt zwar in Bias-
Darstellung vor - das spielt hier jedoch keine Rolle, da fir die Verarbeitung bei der Additi-
on nur die relativen Bezlige zwischen den Exponenten wichtig sind. Deshalbewichne
Einschrankung als positive Ganzzahl interpretiert. Das Aufrunderemos ene—1---€no ZU

&u = €u,E—1 - €u,0 geschieht durch Null-Setzen der Bjs 0] und Addition einer Eins zu Bit
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[3], wenn die ODER-Verknupfung der drei B - - - - &in o Eins ergibt. Zur Feststellung der Ver-
schiebungsweite der Mantisse des neuen Summasjdeder der Mantisse der Zwischensumme
s wird die Differenzv = g — e gebildet. Istv positiv, musss, rechtsverschoben werden und
zwar um den Betrag = v+ ey — en. Flrv < 0 musss, dagegen nur und = e, — g, Stel-

len rechtsverschoben werden. Im letzteren Falkisim |v| Stellen nach rechts zu verschieben.
Ist v < O wird fur die nachste Akkumulatioa = e gesetzt, ansonsten bleigt unverandert.
Abbildung[6.16 zeigt die Umsetzung der Exponentenanalyse als Schaltung. In Abljildung 6.17
wird dieser Teil der Schaltung afyepare Exponentsezeichnet. Es sind weiterhin der Verschie-
bebaustein fur die Mantissg, und die beiden Verschiebebausteine fir die in Carry-Save-Form
vorliegende Zwischensumnsg,mgezeigt. Letztere verschiebgrum dasP-fache der angezeig-
ten Verschiebeweitshifts(hier gilt P = 8).

Die urspringlichM Bit breiten Mantissen werden intern in einem erweiterten Format verar-
beitet. Zum Ausgleich der Verschiebung durch das Aufrunden der Exponenten auf Vielfache von
8 werdenrext, = 7 Stellen hinter das LSB angehéngt. Zur Erh6hung der Genauigkeit der Akku-
mulation kdnnen weitere Guard-Bitex§ sg) angehangt werden. Da wahrend der Akkumulation
keine Analyse der Zwischensummen auf fihrende Nullen stattfindet, miissen die Mantissen auch
am hoherwertigen Ende erweitert werden. Sollen bisNzBummanden akkumuliert werden,
musserexiysg = [l0g2N| Bits hinzugefligt werden.

Die Flusssteuerun@ontrol sichert das korrekte Arbeiten des Akkumulators, indem fir ein-
gangsseitigesalid = 0 die Registerinhalte der Exponentenvorverarbeitung und der verschobe-
nen Mantissen fixiert werden. Durch das Sigmat getriggert, veranlasst die Steuerung den
Reset der Register iRrepare Exponentand unterdrtickt die Eingandgg undC desCSA Das
Signallast induziert die Meldung eines fertigen Akkumulationsresultats durch Setzen des aus-
gangsseitigenalid-Signals.

Operation Wie bereits erwahnt, arbeitet der Addierer zur Akkumulation einer neuen Mantisse
zur vorherigen Zwischensumme (beide in erweiterter Darstellungx®jts+ M + exty + exi sg

Bits Breite) als Carry-Save-Addierer. Damit wird der Addierer so schnell wie eine einfache LUT
des FPGAs, erfordert jedoch doppelt so viele Logikressourcen wie ein Ripple-Carry-Addierer.
Zudem liegt das Additionsergebnss in Carry-Save-Form vor und muss nachfolgend in der
NormalizationStufe durch einen Carry-Propagate-Addierer in eine Binardarstellung umgewan-
delt werden. Aufgrund der Verschiebeelemente im Logikpfad des Addierers wurde diese Imple-
mentierungsvariante zur Gewéhrleistung einer hohen Geschwindigkeit notwendig.

Normalization Wie in Abbildung[6.1} gezeigt, beginnt déormalizationStufe mit der Er-
zeugung einer Binarzahl f&. Dazu wird ein Ripple-Carry-Addierer verwendet. Die Zwischen-
summe kann maxima&ixisg+ ext, fuhrende Nullen aufweisen. Die Anzahl fuhrender Null-Bits

wird &hnlich wie beim Gleitkommazahl-Addierer gezahlt, woraus die Verschiebeweite zur Nor-
mierung der Mantisse bestimmt wird. Fiur die Verschiebung um diese Verschiebeweite miissen
nur exiysg+ M + ext, Bits einbezogen werden. Das fuhrende Bit braucht nicht verschoben zu
werden, da das MSB nach der Verschiebung nach Voraussetzung den Wert Eins haben wird, und
deshalb ignoriert werden kann. Das letzte Bit ist das niederwertigste Bit, welches durch eine Ver-
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Abbildung 6.16: Schaltung zur Vorverarbeitung der Exponenten im AkkumulatorbauBtein (
pare Exponends Ermittelt wird die erforderliche Verschiebeweteder eingehenden Mantisse
(owfl= 1 zeigt einen Uberlauf der Verschiebung an) und die Weite Vielfachen vorP = 8 der
Rechtsverschiebung der Zwischensumme sowie der vorlaufige Exponent der Zwischemsumme
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Abbildung 6.17: Blockschaltbild fir einen Akkumulator fir positive Gleitkommazahlen. Es sind
nur die fur die Funktion notwendigen Register gezeichnet. Zur Beschleunigung kénnen — mit
Ausnahme der Ruckkopplungsschleife des CSA — weitere Pipeline-Register eingefligt werden.
Die Steuerungssignale sind grau dargestellt.
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positive Zahlen beliebige Zahlen
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design

Bits Freq. Bits Freq.

(MHz) (MH2)
12 417 255 236 93 12 483 345 330 95
14 454 275 259 92 14 521 371 355 95
16 497 296 278 91 16 573 397 383 94
18 532 316 298 92 18 617 423 418 95
20 580 337 322 91 20 656 449 437 91
22 619 357 346 91 22 712 475 471 91
24 644 377 356 90 24 742 501 494 95

Tabelle 6.11: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Akkumulatoren fir Gleitkomma-
zahlen bei Virtex-II-FPGA XC2V3000-4.

schiebung zum Rundungsbit werden kann. Der verschobene Bitvekta, gghannt werden.

Die Rundung selbst geschieht durch Addition einer Eins zu den fuhrdvidéits vons,. Eine

zweite Normierung nach der Rundung braucht wie beim Addierer nicht durchgeftihrt zu werden.
Ein Uberlauf kann nur stattfinden, wenn die fihrend&mits vons, alle Eins sind, dann aber

sind diese Bits nach der Rundung alle Null und die ausgegebene Mantisse (ohne fiihrende 1)
bleibt auch ohne Verschieben korrekt. Es muss also nur das Carry-Out des Rundungs-Addierers
registriert werden, um den Exponenten des Ergebnisses entsprechend zu korrigieren. Die Anpas-
sung des Exponenten geschieht anhand der Anzahl fuhrender Nullen, dexgajalund des

eben erwahnten Carry-Out-Signals.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit Tabellg 6.1]L zeigt auf der linken Seite den Res-
sourcenverbrauch fur die Akkumulatoren fir positive Gleitkommazahlen in Abhangigkeit von
der Mantissenbreite. Es ist zu sehen, dass etwa 40% mehr FPGA-Ressourcen bendtigt werden
als fur den allgemeinen Gleitkommazahladdierer. Die Designs sind hier etwas schneller als bei
den Addierern, was daran liegt, dass die Vorverarbeitung des eingehenden Exponenten durch
tieferes Pipelining schneller als bei den Addierern wurde.

Akkumulation beliebiger Gleitkommazahlen

Sollen positive und negative Gleitkommazahlen akkumuliert werden, ergibt sich das Problem
der Ausldschung fiihrender Stellen in d@perationStufe. Zur Kompensation des damit ein-
hergehenden Genauigkeitsverlustes missten deutlich mehr Guar@ésgitg)(und wesentlich
grolRere Verschiebeelemente fur die Zwischenergebsissgplementiert werden. Um dies zu
vermeiden, wurde stattdessen die Idee verfolgt, positive und negative Summanden getrennt zu
addieren.

Mit dieser L6sung kann der Aufbau des Akkumulators weitgehend gleich bleiben wie ftr
die Akkumulation positiver Zahlen. Es liegt namlich pro Takt immer nur ein Summand, positiv
oder negativ, an. Es kann also so getan werden, als waren zwei Akkumulatoren, jeweils einer
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Abbildung 6.18: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fur die Gleitkomma-Akkumulatoren nach
Tabelle 6.111.

fr positive und negative Zahlen, vorhanden und abh&angig vom Vorzeichen der eingehenden
Summanden wird der eine oder andere aktiv. Es missen dazu nur die Register zur Zwischenspei-
cherung der temporéren Exponenten und Mantissen verdoppelt und tber Multiplexer selektiert
werden, die tbrige Hardware kann fur beide Akkumulatoren geteilt werden. Damit erhéalt man
einen 2-Kanal-Akkumulator fur Gleitkommazahlen ohne Vorzeichen.

Um daraus einen allgemeinen Gleitkommazahl-Akkumulator zu machen wird eine zusatzli-
che Kontroll-Logik erforderlich. Als Kontrollsignale von auf3en werden die Anzeige der ersten
(first) und der letztenlést) zu akkumulierenden Gleitkommazahl ben6étigt. Das Sifjnstisetzt
die Zwischenergebnisse zurtit¢ksttriggert die Ausgabe der Ergebnisse. Damit der Akkumula-
tor in der Lage ist, einen kontinuierlichen Zahlenstrom zu verarbeiten, kénnen die beiden Kanéle
nicht nach Vorzeichen geordnet werden. Stattdessen wird die eingehende Zisk f&rl in
Kanal 1 verarbeitet und das Vorzeichen gespeichert. Alle folgenden Zahlen mit gleichem Vor-
zeichen kommen ebenfalls in Kanal 1, die mit abweichendem Vorzeichen werden in Kanal 2
geleitet. Fudast = 1 wird das Ergebnis aus Kanal 1 ausgegeben, ein Takt danach das Ergebnis
aus Kanal 2. Die ausgegebenen Vorzeichen ergeben sich aus dem gespeicherten Vorzeichen fur
den ersten Kanal.

In Abbildung[6.19 ist die Schaltung fiir einen solchen Akkumulator gezeigt. Es ist zu se-
hen, dass sowohl fur die Zwischenergebnisse in der CSA-Rickkopplungschleife als auch fir die
vorlaufigen Ergebnisse nach der Normalisierungsstufe zwei Registersatze eingefugt wurden, die
Uber Multiplexer selektiert werden. Genauso ist das Register fur die Zwischenspeicherung des
temporéaren Exponenten im ModRtepare Exponentsu verdoppeln. Dies wird durch die grau-
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en Kontrollsignale zu diesem Modul hin angedeutet, welche zwei Clock-Enable-Signale und ein
Reset-Signal darstellen. Die Kontrolle tber die Clock-Enable-, Reset- und Select-Signale wird
von derControl State Machinébernommen.

Tabelle/ 6.1]L zeigt auf der rechten Seite den Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit
der auf diese Weise erzeugten Akkumulatoren in Abhangigkeit von der Mantissenbreite (siehe
auch den grafischen Verlauf in Abbildupg 6.18). Gegeniiber dem Akkumulator fiir positive Zah-
len ergibt sich ein Offset im Ressourcenverbrauch von etwa 40 %. Die Geschwindigkeit bleibt
dagegen unverandert.

6.2.3 Implementierung von Gleitkomma-Multiplizierern auf FPGAs

In diesem Abschnitt wird zuerst detailliert auf den allgemeinen Fall der Multiplikation von zwei
Zahlen eingegangen. Danach wird kurz der Spezialfall der Quadratur diskutiert.

Allgemeine Multiplikation

In Abschnitt{4.3.B wurden die Verarbeitungsschritte eines Gleitkommazahl-Multiplizierers an-
hand Gleichunfy 4.39 motiviert, die hier zur Erinnerung noch einmal wiedergegeben wird:

A A\
~\ I

;:Sprod 2eprod—bia§ _ (:l:Sl 2e1 bias ) (:i:Sz 2e2—bias>
= 4+ 52 2(e1+€;—bias)—bias

R=A-B B

(6.16)

Festkomma -Operator

Durch Abbildund 4.2P und die zugehdrige Erklarung ist bereits der grundsatzliche Aufbau eines
Gleitkomma-Multiplizierers gezeigt worden. Dieser Aufbau wird nun etwas detaillierter, insbe-
sondere in Bezug auf eine FPGA-Implementierung, ausgefihrt. Die Struktur der sich ergebenden
Schaltung ist i 6.30 skizziert.

Preparation Hier andert sich nichts im Vergleich zu den Ausfiihrungep in 4.3.3. Das Vorzei-
chen des Ergebnisses ergibt sich aus einer XOR-Verknupfung der Operanden-\Vorzeichen. Ent-
sprechend der Bezeichnungen in Gleichiing]6.16 ejnahd e; die Exponentens; und s, die
Mantissen der entpackten Operanden.

Operation In dieser Stufe mussen die Exponenten addiert und die Mantissen multipliziert wer-
den. Die Multiplikation vons; und s, geschieht tber einen Festkomma-Multiplizierer in der
Realisierung nach der Tree-Methode, wie in Absclinitt 6.1.2 vorgestellt.

Die Multiplikation vonM-Bit-Mantissen mit MSB der Wertigkeit?und LSB der Wertigkeit
2-M+1 fiihrt zu einem Zwischenergebrsg,; mit 2M Stellen, wobei das MSB die Wertigkeit 2
hat (s1,s2€ [1,2) = s1- S € [1,4) ).

Fur die Addition der Exponenten ist zu bertcksichtigen, dass sie in einer Darstellung mit
Bias vorliegen. Nach der Addition va® unde, muss deshalb der Wdstassubtrahiert werden,
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Abbildung 6.19: Blockschaltbild ftr einen Akkumulator fur Gleitkommazahlen. Positive und
negative Summanden werden getrennt akkumuliert. Die Kontrollsignale sind grau dargestellt.
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um den vorlaufigen Exponenten zu erhalten. Da bei einer Exponentenbreite #0Bit nach
Gleichund 4.3 gilthias= 251 — 1, bedeutet eine Subtraktion dieser Zahl die Addition einer
Eins zu Bit[E — 1] und[0]. Die Addition einer Eins zum LSB kann bereits durch ein Carry-In im
Addierer fure; unde, umgesetzt werden und die Addition einer Eins zum MSB entspricht der
Invertierung des MSB. Effektiv ist also der Hardwareaufwand fir die Addition der Exponenten
identisch mit der Addition von 2er-Komplement-Zahlen.

Normalization Dass die vorlaufige Ergebnismantisse @perationStufe im Wertebereich
[1,4) liegt, war bereits beim Addierer flr positive Zahlen der Fall. Auch hier Uberzeugt man
sich durch die Betrachtung der Operation auf den groRtmaglichen darstellbaren Margissen (
s, = 2—ulp) leicht davon, dass das gerundete Ergebnis niemals gré3er oder gleich 4 wird:

<2ulp
—

4—A4ulp+ulp?+ulp (6.17)

(2—ulp)(2—ulp)+ulp =
< 2-(2—ulp).

Deshalb kann hier die gleiche Normalisierungs- und Rundungseinheit wie bei diesen Addierern
verwendet werden, also die Schaltung nach Abbildung|6.10. Das Sticky-Bit ergibt sich aus der
ODER-Verkniipfung aller Bits vos; mit niedrigerer Wertigkeit als 2+ (Bits [M — 2,0)),

das Rundungsbit ist BiM — 1], die Bits[2M — 1, M] entsprechen dem Bitvektsgqq in dieser
Abbildung. Auch hier muss der Exponent durch Inkrementieren korrigiert werden, falls eine
Rechtsverschiebung der Mantisse notwendig wurde.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit Die Resultate fir den Ressourcenverbrauch und

die Geschwindigkeit der implementierten Gleitkomma-Multiplizierer sind in den Taldelleh 6.12
und[6.13 differenziert nach Rundungsmodus und Verwendung von Block-Multiplizierern auf-
gelistet. Die Abbildungen 6.21 urld 6]22 zeigen den grafischen Verlauf der Ergebnisse. Fur
den Fall, dass keine Virtex-lI-Block-Multiplizierer verwendet werden, ergibt sich ein klarer
guadratischer Zusammenhang zwischen Mantissenbreite und Ressourcenaufwand. Ausschlagge-
bend ist die Skalierung der Festkomma-Multiplikation. Durch die Exponentenverarbeitung und
NormalizationStufe ergibt sich ein Overhead von 15-40 %, abhangig von der Mantissenbreite.

Quadratur

Die Architektur zur Implementierung der Quadratur ist weitgehend identisch mit der der allge-
meinen Multiplikation. Statt zweier Operanden ist uzu entpacken und die Vorzeichenver-
arbeitung entfallt komplett. Der Festkomma-Multiplizierer wird mit grol3er Ressourcenersparnis
ersetzt durch eine Quadrierer-Einheit. Die Addition der Exponenten wird reduziert auf eine Ver-
doppelung des eingehenden Exponenten. Dazu wird der Exponent um eine Stelle linksverscho-
ben und zur Bias-Korrektur das LSB auf Eins gesetzt und das MSB invertiert. Der Ressourcen-
aufwand daflr ist mit einem Inverter fir das MSB also minimal. Die weitere Verarbeitung in
derNormalizationStufe ist identisch mit dem Multiplizierer flr Gleitkommazahlen. Die Resul-
tate sind in Tabellg 6.14 und in Abbildupg 6|23 aufgetragen. Es wurde nur der Rundungsmodus
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Abbildung 6.20: Blockschaltbild fir einen Multiplizierer fur Gleitkommazahlen.
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Round To Nearest Integer Round To Nearest Even
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design
Bits Freq. Bits Freq.

(MH2) (MH2z)
12 46 54 34 104 12 50 54 39 95
14 50 58 36 92 14 55 58 42 88
16 57 62 40 91 16 60 62 45 81
18 119 124 92 76 18 126 128 101 76
20 118 82 68 73 20 125 100 84 73
22 133 88 76 71 22 138 108 91 71
24 145 94 82 70 24 150 116 97 70

Tabelle 6.12: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Multiplizierern

bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 unter Benutzung der Block-Multiplizierer-Ressourcen des
FPGAs. Bis zu einer Mantissenbreite von 18 Bit wird ein 18x18-Bit-Block-Multiplizierer ver-
wendet, darliber hinaus vier dieser Elemente.

Round To Nearest Integer Round To Nearest Even
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design
Bits Freq. Bits Freq.

(MH2) (MH2z)
12 202 102 107 113 12 206 116 114 104
14 259 130 138 101 14 264 146 146 101
16 328 146 170 101 16 334 164 179 104
18 400 180 210 96 18 406 200 219 94
20 482 198 247 92 20 489 220 256 90
22 574 238 297 87 22 582 262 307 87
24 672 258 342 84 24 680 284 352 82

Tabelle 6.13: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Multiplizierern
bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 ohne Benutzung der Block-Multiplizierer-Ressourcen des

FPGAs.
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Abbildung 6.21: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fir die Gleitkomma-Multiplizierer nach Ta-
belle[6.138.

Multiplizierer mit 18x18-Block-Mult-Elementen

1 Mult18x18-Element * 4 Multl8x18-Elemente
160 = i -

_____ Round to nearest
even

___ Round to nearest
integer

- @ - Register
-8 -LUTs
- -k - Slices
——Register
—&—LUTs
—&— Slices

Elementanzahl

12 14 16 18 20 22 24

Mantissenbreite

Abbildung 6.22: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fur die Gleitkomma-Multiplizierer nach Ta-
belle[6.12.
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mit Block-Multiplizierern ohne Block-Multiplizierer
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design
Bits Freq. Bits Freq.
(MHz) (MH2)
12 36 49 23 107 12 132 92 70 108
14 40 53 25 96 14 193 106 102 97
16 45 57 27 91 16 222 116 117 85
18 82 73 42 102 18 271 142 143 86
20 89 79 46 102 20 320 155 168 95
22 96 85 49 99 22 364 236 204 103
24 103 91 53 97 24 390 250 216 112

Tabelle 6.14: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Quadrierern bei
Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4 mit und ohne Benutzung der Block-Multiplizierer-Ressourcen des
FPGAs. Bei Verwendung der Block-Multiplizierer werden bis zu einer Mantissenbreite von 18
Bit eines, dartber hinaus drei dieser Elemente implementiert.

Round To Nearest Integenplementiert. Der Fall, dass das Rundungsbit 1 ist und sich ein Sticky-
Bit identisch Null ergibt, wird bei der Quadratur von physikalischen Gré3en nur extrem selten
auftreteﬁ. Es ist also kein signifikanter mittlerer Offset der Rechenergebnisse zu befiirchten, wie
er beispielsweise bei der Addition auftreten kann. Bei den Multiplizierern konnte diese Annahme
nicht vorausgesetzt werden, da beispielsweise die Situation einer Multiplikation einer Konstan-
te (z.B. 3.0) mit einer physikalischen Grof3e bei diesem Rundungsmodus durchaus zu einem
mittleren Offset flhren kann. Gegentber den Multiplizierern ergibt sich fur die Umsetzung ohne
Block-Multiplizierer eine Ressourcenersparnis von 30-40 %. Der grafische Verlauf in Abbildung
[6.23 zeigt kein quadratisches Verhalten, was darauf hindeutet, dass die Festkomma-Quadrierer
nicht optimal implementiert sind. Der Ressourcenverbrauch liegt bei 12-Bit-Mantissen fast 50 %,
bei 24-Bit-Mantissen dagegen nur etwa 19 % hoher als bei den Festkommaquadrierern (verglei-
che Tabell¢ 6]4). Die Geschwindigkeit der Designs ist vergleichbar mit den Ergebnissen fur die
Gleitkomma-Multiplizierer.

6.2.4 Implementierung von Gleitkomma-Dividierern auf FPGAs

Zur Erinnerung der Verarbeitungsschritte eines Dividierers fur Gleitkommazahlen sei hier die
bereits in Abschnift 4.3]3 gegebene Gleichung fiir die Dividion {4.41) nochmals aufgestellt:

R=A/B A 5
;:Squotzeq”"‘_biag = <i512e1_bias>/<j:322ez—bias>
=+ (s1/%2) o(e1— & bias)—bias (6.18)
N——

Festkomma-Operator

8Dazu miissten bei einer Mantissel; ... X_p.1 Mit ungerader Mantissenbreité das BitXm41)/2 ungleich 0
und die Bitsx11)/2—1---X-m+1 identisch O sein.
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Abbildung 6.23: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fur die Gleitkomma-Quadrierer nach Tabelle
6.14.

Die schaltungstechnische Umsetzung dieser Berechnung, deren grundlegende Struktur bereits in
Abschnittf4.3.B ausgefiihrt wurde (siehe Abbild{ing #.23), wird nun konkretisiert. In Abbildung
[6.24 ist die Struktur der FPGA-Implementierung fir den Dividierer gezeigt, wie sie im Folgenden
beschrieben wird.

Preparation Diese Stufe ist identisch mit der des Gleitkomma-Multiplizierers, da auch hier die
Exponenten keine Vorverarbeitungsschritte der Mantissen bedingen. Es ist lediglich das Vorzei-
chen des Ergebnisses zu bilden.

Operation In dieser Stufe muss die Differenz der Exponergennde, und der Quotient der
M-Bit-Mantissers; unds, gebildet werden. Fir die Division der Mantissen wird ein Festkomma-
Dividierer nach der Non-Restoring-Methode, wie er in Abschinitt §.1.3 vorgestellt wurde, im-
plementiert. Hierbei ist zu erwahnen, dasund s, im Intervall [1,2) liegen und deshalb die
Bedingung 6.5 in jedem Fall erfllt ist - es kann also kein Uberlauf auftreten. Um das Ergebnis
korrekt runden zu kénnen, ist es erforderlich, den vorlaufigen Quotignéeh mindestens + 2

Stellen zu berechnen. Dies folgt daraus, dass®itt: (0.5,2), und deshalb vor dem Runden ei-

ne Normalisierungsverschiebung um eine Stelle nach links erfolgen kann. Insbesondere fiir den
Standardrundungsmodus muss auch ein Sticky-Bit erzeugt werden. Dieses kann aus dem Rest
der Division ermittelt werden, denn das Sticky-Bit ist genau dann identisch Null, wenn der Rest
Null ist. Es muss also ein Dividierer mit Ausgabe des Restwedssverwendet werden. Das
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Sticky-Bit ergibt sich dann aus der ODER-Verknupfung der Bits rem

Bei der Subtraktion der Exponenten, welche in der Darstellung mit Bias vorliegen, ist zu
beriicksichtigen, dass der Waits= 251 — 1 hinzuaddiert werden muss, um den vorlaufigen
Exponenterg ebenfalls in der Bias-Darstellung zu erhalten. &gilt also:

& = e —e+2 -1
e]_—|—§—|—2E_l.

Es muss deshalb nur das ler-Komplement gprzu e; addiert und das MSB des Resultats
invertiert werden, ung zu erhalten.

Normalization Wie bereits erwéhnt, fuhrt die Beziehusge (0.5,2) dazu, dass eine Links-
verschiebung um eine Stelle zur Normalisierung der Mantisse erforderlich werden kann. Dass
niemals eine gerundete Mantisse groé3er oder gleich 2 entstehen kann, wird aus der Betrachtung
der Division der gro3tmoglichen Mantisss,gx = 2 — ulp) durch die kleinstmdgliche Mantisse

(Smin = 1) ersichtlich:

Sn ulp _ 2—ulp , ulp _ ulp
St 2 — 1 T2 2772

= 111..11]|.1 . (6.19)
~~
Rundungsbit

Es wird nuns in jedem Fall um eine Stelle nach links verschoben, sodasssieR - s € (1,4)

ergibt. Die Mantissey kann nun mit der gleicheRound & NormalizeSchaltung normalisiert

und gerundet werden, wie sie fur den Addierer fur positive Gleitkommazahlen und den Mul-
tiplizierer verwendet wurde (Abbildurig 6]10). Zeigt diese Schaltung eine erfolgte Rechtsver-
schiebung um eine Stelle an, macht das die Linksverschiebung worg riickgangig und der
vorlaufige Exponeng ist auch der Exponent des Ergebnisses. Wurde dagegen keine Rechtsver-
schiebung vorgenommen, stum Eins zu verringern.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit Die Tabellerj 6.15 unld 6.16 zeigen die erzielten
Ergebnisse bezlglich Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit der Gleitkomma-Dividierer fur
verschiedene Pipelinetiefen und Rundungsmodi. Abbildung 6.25 illustriert die Skalierung des
Ressourcenverbrauchs fir die Dividierer mit Rundungsmétushd To Nearest Evelie bei

der Diskussion der Festkomma-Dividierer deutlich wurde, sind Dividierer mit einer Pipelinetiefe
von vier Stufen inakzeptabel langsam, bei einer Pipelinetiefe von 1 dagegen wird der Ressour-
cenverbrauch von den Registern dominiert. Deshalb wurden nur die Pipelinetiefen 2 und 3 néher
untersucht. Wie bei der Muliplikation ergibt sich ein quadratisch skalierender Ressourcenauf-
wand. Wahrend sich die Anzahl an LUTs nur wenig (< 10 %) von den Zahlen fur die Mutipli-
zierer unterscheidet, ergibt sich fur eine Pipelinetiefe von 2 ein Mehrverbrauch von etwa 50 %,
welcher, wie bereits bei der Diskussion der Festkomma-Dividierer erwahnt, von der grol3en Zahl
an Registern stammt, die nicht einer vorangehenden LUT zugeordnet werden kénnen. Der Uber-
gang von einer Pipelinetiefe von 3 zu einer Tiefe von 2 fihrt zu einem Mehrverbrauch an Slices
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3 Quotientenbits 2 Quotientenbits
pro Pipelinestufe pro Pipelinestufe
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design

Bits Freq. Bits Freq.
(MH2z) (MH2)
12 228 153 147 71 12 230 200 161 91
14 288 173 180 69 14 292 257 206 91
16 359 226 230 69 16 362 322 257 90
18 438 287 285 64 18 440 395 314 85
20 522 325 332 61 20 526 476 377 84
22 617 388 399 61 22 620 565 446 79
24 720 469 471 59 24 722 662 521 78

Tabelle 6.15: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Dividierern ohne
Rundung des Ergebnisses bei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4.

in der GroRenordnung 12—-14 %. Die Implementierung des RundungsriRmdusl To Nearest
Evenfihrt gegentber defruncationModus zu einem Mehraufwand von 15-20 %. Nicht auf-
gefuhrt wurden die Daten zum ebenfalls implementierten RundungsniRaiwsd To Nearest
Integer Hier liegen die Zahlen zum Ressourcenverbrauch relativ genau zwischen den Werten
der Tabelle 6.15 urld 6.116.

6.2.5 Implementierung der Gleitkomma-Quadratwurzel auf FPGAs

Wie bei den vorangegangenen Abschnitten soll auch hier die in Abschniit 4.3.3 angefiihrte Glei-

chung fur die Operation auf Gleitkommazahlen wiedergegeben werden, um davon ausgehend
die in jenem Abschnitt bereits grundlegend beschriebene Verarbeitung der Gleitkommaeinheit
fur die Quadratwurzel zu konkretisieren. Es handelt sich hier um die Wiedergabe von Gleichung

[4.43:

R=VA A
——l ———1
Z*ISsqrt 2esqn—b|as _ (:I:Sl 2e1—b|a5) 5

— 4 \/g o(¢,~bias) /2

~~
Festkomma-Operator (6.20)
B S . e —bias gerade
S = { $12 : e;—bias ungerade
o { e . e, —bias gerade
OO ee—1 : e —bias ungerade

Abbildung[6.26 zeigt die Implementierung des Operators, wie sie im Folgenden erlautert
wird.
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3 Quotientenbits 2 Quotientenbits
pro Pipelinestufe pro Pipelinestufe
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design

Bits Freq. Bits Freq.
(MH2z) (MH2z)
12 277 151 174 70 12 281 219 198 86
14 347 199 223 69 14 350 279 249 83
16 426 254 279 67 16 436 347 311 89
18 509 283 325 62 18 513 423 366 76
20 603 351 389 62 20 606 527 434 75
22 706 426 463 59 22 708 621 509 77
24 807 477 523 59 24 818 723 588 78

Tabelle 6.16: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Dividierern mit Run-
dungsmodufound To Nearest Evéaei Virtex-1I-FPGA XC2V3000-4.

Division mit Rundung (Round To Nearest Even)
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Abbildung 6.25: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fur die Gleitkomma-Dividierer nach Tabelle

6.16.



162 KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG DER ARITHMETIK

Preparation Dass bei der Quadratwurzel der Exponent ganzzahlig durch zwei dividiert wer-
den muss, dieser jedoch nicht notwendigerweise geradzahlig ist, macht eine Vorverarbeitung der
eingehenden Mantisse erforderlich.ésigerade, was bedeutet, dass- biasungerade ist, wird

s1 um eine Stelle linksverschoben, ansonsten belassen. Die Schaltung dazu besteht aus einem
einfachen Multiplexer, dessen Select-Signal durch das LSBevtwestimmt ist. Die bearbeitete
Mantisse iss,;. Fir ein gerades; musste nur; durch Subtraktion von Eins berechnet werden.

Um dazu nicht einen eigenen Subtrahierer aufzuwenden, wird diese Operation@pédéition

Stufe verschoben, indem lediglich ein Sigdaicr= 1 = 0 weitergeleitet wirddecr= 1 fiir e;
ungerade).

Operation Der Exponent des Ergebnisses ergibt sich aus der Beziehung:
&sqrt = (€4 — bias)/2+ bias= (e; + bias— decr) /2.

Diese Operation kann auch folgendermaf3en formuliert werden:

-1 ias— 1
& +b|as +1 : decr=0

2 2
Ssart = ep bias—1
> + 5 decr=1.

Dies bedeutet, dass um eine Stelle nach rechts verschoben werden muss und dabei das LSB
vernachlassigt werden kann. Die Addition vBiﬁf—l = 2E-1_1 und Eins im Falledecr=0
geschieht tiber einen einfachen Addierer, dessen Carry-ldeunitverbunden ist.

Die Quadratwurzel deiM + 1)-Bit-Zahl s; (MSB mit Wertigkeit 2) muss auM + 1 Stellen
berechnet werden (MSB mit Wertigkei?)2- das LSB ist dann das Rundungsbit, welches in der
NormalizationStufe benétigt wird. Das Festkomma-Quadratwurzelergebnss ist

Normalization Diese Stufe beinhaltet lediglich die Addition voip/2 zus, um das Resultat
Ssqrt ZuU erhalten. Ein Sticky-Bit wie bei den bisher besprochenen Operationen ist im Fall der
Quadratwurzel nicht erforderlich. Dies liegt daran, dass der Fall eines nichtverschwindenden
Rundungsbits bei gleichzeitigem Verschwinden aller Bits eines exakten Ergebnisses uber das
Rundungsbit hinaus nicht auftreten kann. Wére dies der Fall, stetlie exakte Wurzel vos;
dar. Da die Quadrierung vai dann zu einem nichtverschwindenden Bit der Wertigkigt /2
fuhrt, welches nicht irs; vorliegt, ergibt sich daraus jedoch ein Widerspruch.

Wie bereits in Abschnift 4.3].3 festgestellt, bedarf es weder nach der Festkomma-Quadratwurzel
noch nach der Rundung einer Normalisierungs-Verschiebung.

Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit In den Tabellef 6.17 urd 6.[18 sind die erzielten
Werte fur den Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeiten fur die Gleitkomma-Quadrat-
wurzelberechnung aufgefiihrt. Abbilduing 6.27 zeigt den Verlauf des Ressourcenverbrauches aus
Tabellg 6.1B. Es ergibt sich qualitativ der gleiche Verlauf wie bei den Dividierern. Die Operatoren
benotigen jedoch grob nur etwa 60 % der Ressourcen der Dividierer gleicher Mantissenbreite,
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3 Ergebnisbits 2 Ergebnisbits
pro Pipelinestufe pro Pipelinestufe
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design

Bits Freq. Bits Freq.

(MH2z) (MH2)
12 134 79 92 70 12 134 112 102 96
14 171 114 119 67 14 172 144 129 93
16 210 124 144 66 16 215 183 161 95
18 253 164 178 66 18 258 216 191 89
20 303 208 213 64 20 309 264 230 87
22 356 212 243 61 22 362 310 269 86
24 413 262 284 62 24 420 366 313 87

Tabelle 6.17: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Quadratwurzel-
Operatoren ohne Rundungsfunktion bei Verwendung des Virtex-II-FPGAs XC2V3000-4.

was sich vor allem durch die gegenuber den Festkommadividierern um etwa 30 % geringere
GroRRe der Festkommaquadratwurzeln ergibt. Die erzielten Geschwindigkeiten sind etwas héher
als bei den Dividierern. Beim Ubergang von Pipelinetiefe 3 zu 2 ergibt sich ein Mehraufwand an
Slices in der GréRenordnung 10 %.

6.2.6 Zusammenfassung und Vergleich der Implementierungsergebnisse
zu den Operatoren

In den letzten Abschnitten wurden die wichtigsten Gleitkommaoperatoren, die im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelt wurden, im Detail diskutiert. Wichtigstes Optimierungskriterium war, einen
maoglichst geringen Ressourcenaufwand bei akzeptabler Geschwindigkeit zu erreichen. Bei den
Digit-Recurrence-Methoden flr die Divisions- und Quadratwurzelberechnung wurde durch die
Parametrisierung der Pipelinetiefe eine direkte Einflussmdglichkeit auf die Geschwindigkeit und
den Ressourcenverbrauch der Schaltungen gegeben. Es wurden zahlreiche Spezialisierungen der
Operatoren entwickelt, um abhangig von den numerischen Eigenschaften eines Algorithmus je-
weils die optimale Implementierung wahlen zu kénnen. So wurde bei der Addition und Ak-
kumulation unterschieden, ob die Operanden lber ein Vorzeichen verfiigen oder ausschlief3lich
positiv sind. Es wurden getrennte Designs fir die Multiplikation und die Quadratur aufgebaut.
AulRRerdem wurde die Unterstitzung verschiedener Rundungsmodi eingefihrt.

Fir die einzelnen Operatoren wurden bereits die Implementierungsergebnisse in Abhéngig-
keit von der Darstellungsgenauigkeit der verarbeiteten Gleitkommazahlen tabellarisch und gra-
fisch dargestellt, wobei die Resultate beziglich des Aufwands an 4-Input-LUTSs, 1-Bit-Registern
und Slices sowie der erzielten Geschwindigkeit aufgeschlisselt wurden. Dies macht es maoglich,
bereits vor der Implementierung neuer Rechenwerke den Aufwand relativ genau abzuschatzen.

Um fur Ressourcenabschatzungen den Vergleich zwischen verschiedenen Operationen zu er-
leichtern, sind in Abbildunf 6.28 einige Ergebnisse bei Mantissenbreiten von 16 und 24 Bit ein-
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3 Ergebnisbits 2 Ergebnisbits
pro Pipelinestufe pro Pipelinestufe
Mantisse LUTs Regs Slices Design Mantisse LUTs Regs Slices Design

Bits Freq. Bits Freq.

(MH2z) (MH2z)
12 157 91 103 66 12 159 124 113 94
14 195 126 131 70 14 200 158 140 101
16 237 168 161 69 16 244 194 170 95
18 282 178 188 66 18 292 234 203 88
20 335 224 224 61 20 344 278 239 88
22 391 274 262 63 22 400 326 278 92
24 450 280 294 62 24 460 378 320 88

Tabelle 6.18: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit von Gleitkomma-Quadratwurzel-
Operatoren mit RundungsmodBeund To Nearest Evérei Verwendung des Virtex-1I-FPGAs

XC2V3000-4.
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Abbildung 6.27: Verlauf des Ressourcenverbrauchs fir die Quadratwurzel-Operatoren nach Ta-

belle[6.18.
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Lienhart Nallatech Quixilica
Operator| Slices Freq. LatenzSlices Freq LatenzSlices Freq. Latenz
(MH2z) (MHz) (MH2z)
Add 276 78 6 290 152 14 | 365 137 10
Mult 97 70 3 126 113 6 358 128 7
Div 588 78 15 730 154 26 738 139 27
SQRT | 320 88 14 330 151 29 675 175 27

Tabelle 6.19: Vergleich der Implementierungsergebnisse des Autors mit kommerziellen Produk-
ten fur den FPGA Virtex-1I-4. Verglichen werden folgende Operatoren: Addierer fur allgemeine
Zahlen (Add), Muliplizierer (Mult), Dividierer (Div) und Quadratwurzel-Operator (SQRT), alle
mit Single-Precision und Standardrundungsmodus.

ander gegenubergestellt, wobei die Zahlen fur den jeweils besten implementierten Rundungsmo-
dus verglichen werdEh Fir die Dividierer und Quadratwurzel-Operatoren wurde eine Pipeline-
tiefe von zwei Addier/Subtrahier-Stufen zwischen den Registerstufen gewahlt. Damit erreichen
alle aufgefiihrten Operatoren eine Geschwindigkeit von etwa 90 MHz.

Entscheidend fur den Flachenverbrauch auf dem FPGA ist die Anzahl an Slices. Es sei an
dieser Stelle daran erinnnert, dass eine Slice zwei 4-Input-LUTs und zwei 1-Bit-Register enthélt.
Liegt die Anzahl der Slices deutlich Gber der Halfte der LUTs, bedeutet dies, dass viele Register
nicht mit vorangehenden Logikstufen gepaart sind, beispielsweise durch direkt aufeinanderfol-
gende Pipelining-Register. In diesem Fall wird noch tieferes Pipelining den Flachenverbrauch
weiter steigern. Sehr deutlich ist dies bei den Dividierern und Quadratwurzel-Operatoren zu se-
hen. Die Addierer und Multiplizierer haben dagegen ein sehr gutes Verhaltnis von Slices zu
LUTs. Hier gibt es noch Spielraum fur eine Geschwindigkeitsoptimierung, ohne den Flachen-
verbrauch wesentlich zu erhéhen.

Besonders auffallend ist die Skalierung des Ressourcenaufwands. Wéahrend die Addierer und
Akkumulatoren bei 24-Bit- gegenuber 16-Bit-Mantissen einen Mehraufwand an Slices von etwa
30-40 % verursachen, ergibt sich bei den Gbrigen Operatoren etwa eine Verdoppelung. Deut-
lich wird auch die enorme Einsparung von Logikressourcen flr die Multiplizierer und Quadrie-
rer, wenn die Block-Multiplizierer-Elemente des Virtex-1I-FPGAs verwendet werden. Allerdings
ist zu bertcksichtigen, dass fur 24-Bit-Mantissen viek 18-Bit-Multipliziererelemente fir die
Multiplizierer und drei dieser Elemente fur die Quadrierer benétigt werden, wahrend nur jeweils
einer dieser Bausteine bei 16-Bit-Mantissen gebraucht wird.

In Tabellg 6.1P werden die Implementierungsergebnisse fir die Operatoren mit 24-Bit-Man-
tissen und RundungsmodBR®und To Nearest Evenit den Leistungsdaten kommerzieller Pro-
dukte verglichen. Fir den Vergleich wurden die FPGA-IP-Cores der Fildadilatech Limited
[81] und QinetiQ Limited(Quixilica Cores,[[94]) angefuhrt. Die Operatoren des Autors weisen
in allen Fallen einen geringeren Ressourcenverbrauch auf als die kommerziellen Produkte. Al-

"Mit Ausnahme der Quadrierer wurde der Standardmdriomsnd To Nearest Evarerwendet. Bis auf extrem
seltene Ausnahmen fuhrt der ModReund To Nearest Integen Fall der Quadrierer zum gleichen Rechenergebnis,
siehe dazu die Diskussion der Gleitkomma-Quadrierer.
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Abbildung 6.28: Vergleich des Ressourcenaufwands fur verschiedene Gleitkommaoperatoren fur
16-Bit- und 24-Bit-Mantissen fur die Implementierung auf Virtex-1I-FPGAs. “BM” bezeichnet
die Verwendung von Block-Multplizierern des Virtex-1I-FPGAs. Die Bezeichnungen “RTNE”
und “RTNI” stehen fir die Rundungsmodbund To Nearest EvemdRound To Nearest Integer
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lerdings werden auch deutlich niedrigere Taktfrequenzen erreicht. Wie an den Zahlen fur die La-
tenzzeiten (in Taktzyklen) zu sehen ist, wurde in den kommerziellen Produkten ein etwa doppelt
so tiefes Pipelining der Operatoren implementiert und so ergibt sich ein Geschwindigkeitsvorteil
um bis zu einen Faktor 2. Fir die Addierer und Quadratwurzel-Operatoren werden bei Nallatech
trotz erheblich gré3erer Pipelinetiefe nur wenig mehr Logikressourcen benétigt. Der Grund da-
fur ist, dass Nallatech intern ein eigenes 38-Bit-Zahlenformat verwendet, sodass die Rundungs-
und Normalisierungs-Logik vereinfacht werden kann. Die Quixilica-Designs sind in der Rechen-
genauigkeit skalierbar, wie die Designs des Autors. Die Module von Nallatech sind dagegen auf
Single-Precision festgelegt.

Fur diese Arbeit war vor allem wichtig, eine in der Rechengenauigkeit skalierbare Bibliothek
von Gleitkommaoperationen mit moglichst geringem Logikressourcenaufwand fir die Opera-
toren aufzubauen. Motivation dafur war, mit den gegebenen FPGAs auch sehr komplexe For-
meln vollstéandig parallelisiert implementieren zu konnen. Dieses Ziel wurde sehr gut erreicht.
Alle Operatoren des Autors weisen ein ausgewogenes Verhéltnis von Geschwindigkeit und Res-
sourcenverbrauch auf und selbst mit einer Genauigkeit von Single-Precision kann mit voller
Geschwindigkeit des PCI-Bus (66 MHz) gerechnet werden. Im folgenden Abschnitt wird sich
zeigen, dass aufgrund der limitierten Speicherbandbreite auf der verwendeten Koprozessorplatt-
form derzeit eine Erhéhung der Taktfrequenz fur die Rechenwerke tiber 66 MHz hinaus ohnehin
nicht sinnvoll erscheint.

Wird fur zuktinftige FPGA-Designs eine Erhéhung der Taktfrequenz erforderlich, bieten die
derzeitigen FPGA-Designs des Autors noch reichlich Potential fir eine Geschwindigkeitssteige-
rung.



Kapitel 7

Implementierung des
Rechenbeschleunigers

7.1 Implementierung der Rechenwerke fur SPH

In diesem Abschnitt werden die FPGA-Designs der Rechenwerke flr eine Prototypimplemen-
tierung eines Rechenbeschleunigers beschrieben. Es wird von einer SPH-Formulierung ausge-
gangen, wie in Abschnift 2.3.2 vorgestellt. Die fur die SPH-Simulation zentralen Formeln der
Dichteberechnung (Schritt 1) und Kraftberechnung (Schritt 2) wurden vollsténdig parallel im-
plementiert. Details der Umsetzung werden in den Abschijitten 7.1/3 und 7.1.4 ausgefiihrt. Zuvor
werden in Abschnift 7.1]1 die Rechenwerke fiir den Spline-Kernel und dessen Gradienten vorge-
stellt, welche Kern der Implementierung von SPH-Formeln sind. Dieser Abschnitt wurde von der
Beschreibung der SPH-Rechenwerke separiert, da fir die Umsetzung der Kernfunktionen spe-
zielle Ressourcen sparende Operatorbausteine verwendet wurden, auf welche kurz eingegangen
werden soll. Demgegenuber sind die in den Abschnijtten|7.1.8 und 7.1.4 beschriebenen Rechen-
werke im Wesentlichen aus bereits diskutierten Bausteinen zusammengesetzt.

7.1.1 Rechenwerke fur die Bestimmung der Spline-Kernel-Werte
Berechnung des SPH-Kerns Wk h)

Es wird hier von der Kernfunktion ausgegangen, wie sie in Abschnitt|2.3.2 in Fprmel 2.20 als
Funktion vonv = { aufgestellt wurde und hier noch einmal wiedergegeben ist:

32,3 )
. 1-3v +Zv3 - 0<v<l1
W(r.,h) = — 1o )3 - 7.1
(r,h) prec 7(2-v)° : 1<v<2 (7.1)
0 : sonst

169



170 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG DES RECHENBESCHLEUNIGERS
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Abbildung 7.1: Spline-Kernfunktion fir SPH entsprechend Foimél 7.2.

Lasst man den Skalierungsfakt%# weg, ergibt sich folgende skalare Funktion, welche im
Intervall [0,2) ungleich Null ist:

1—%x2+%x3 - 0<x<l1
W' (x) = %(Z—X)S L 1<x<2 (7.2)
0 : sonst

Abbildung[7.]1 zeigt den Graphen dieser Funktion. Zur Implementierung kénnen hier beispiels-
weise die Table-Look-Up-Methoden, welch¢ in 4]5.1 diskutiert wurden, verwendet werden. Statt-
dessen wurde der Weg gewahlt, eine direkte Implementierung durch Gleitkommaoperatoren
durchzufiihren. Dies hat folgende Vorteile:

e Architekturunabhangigkeit, da keine Block-RAM- oder externe RAM-Ressourcen beno-
tigt werden.

e Gute Skalierbarkeit in der Rechengenauigkeit, da lediglich die Genauigkeit der Einzel-
operatoren angepasst werden muss. Fur eine LUT-basierte Implementierung mussten die
Look-Up-Tables fur jede Operandenbreite neu berechnet werden. Zudem vergro3ert sich
die LUT-Tiefe exponentiell mit der Genauigkeit.

e Leicht verifizierbare Korrektheit der Implementierung, da Schaltungsfehler bereits bei ei-
ner geringen Zahl von Testrechnungen sichtbar werden. Bei LUT-basierten Implementie-
rungen ist die Verifizierung weit schwieriger (prominentes Beispiel: Pentium-Bug).

Durch die Anwendung von Spezialoperatoren konnten die Ressourcenanforderungen der direk-
ten Implementierung auf ein Niveau vergleichbar mit zwei Multiplikationen und zwei Additionen
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Abbildung 7.2: Schaltung zur Berechnung der Spline-Kernfunktion nach Glei¢hung 7.2.
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gefuhrt werden, was ungefahr dem Aufwand fir die Interpolationseinheit einer LUT-basierten

N&herung zweiten Grades entspricht.

Die Implementierung des Rechenwerks fiir den Spline-Kernel zeigt Abbilduhg 7.2. Es wird
vorausgesetzt, dass das Teilchen mit Inglesin echter SPH-Nachbar von Teilcherst, was
bedeutet, dass= rjj /hjj < 2 gilﬂ Die Fallunterscheidung, ab< 1 oderx > 1 gilt, wird im
Modul Testdurchgefuhrt. Darin ist lediglich zu testen, ob der Exponent von x identisch mit
dem Exponenten-Bias der Gleitkommadarstellung ist. Im ¥all1 kann die Berechnung von
W’ nach Gleichung 7]2 in folgende Operationen zergliedert werden, wobei die eingekreisten
Nummern auf die in Abbildung 7.2 gleichermaf3en gekennzeichneten Operatoren verweisen.

y =
V%)

@)
®
Z1- 7 (7.3)
2-2
2-|z12| +|z12]
1-7,

Z.

Fir 1< x < 2 ergibt sich dagegen folgender Ablauf:

y:

Var)
Z
Z3
W(x)

2—-x @
=y
zy @
Zl‘%
Z3.

(7.4)

Fur Operator? (Special2MinusXwurde eine spezielle Variante eines Addierers implementiert.
Dieser Operator wird nur bendtigt, wenrn<lx < 2 gilt. Die Zahlx entspricht dann der Mantis-

se. Somit kann ein Festkomma-Subtrahierer angewandt werden, der sich aufgrund des zweiten
Arguments, welches identisch 2 ist, auf eine 2er-Komplement-Logik reduziert. Abschliel3end ist
die Differenz wie bei der Gleitkommaaddition zu normalisieren, wobei der Fall der Rechtsver-

schiebung nicht auftreten kann.

Bei den Operatore(®, 3 und(®@ handelt es sich um normale Gleitkommaoperationen, die
gegen Underflow-Ausnahmen abgesichert sein missen.

Der Operators (Mult3) ist eine spezielle Version eines Addierers fur positive Zahlen. Die
Auswertung der Exponenten und Verschiebung der Mantissen PrdparationStufe kann ent-
fallen. Nach der Addition der Mantisse zur um eine Stelle linksverschobenen Mantisse geschieht
die Normalisierung wie im Fall des Addierers fur positive Zahlen aus Abs¢hnit{ 6.2.2.

IFalls eine Routine zur Bereitstellung der Nachbarindizes dies nicht garantieren kann, ist es erforderlich, den
Fall x > 2 zu erkennen und daraufhin die Ausgabe Wfiix) = 0 zu erzeugen.
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Fur den Operato(e) kann ebenfalls eine Ressourcen sparende spezielle Addierervariante
implementiert werden. Denn es gilt die Beziehuhg<= 3/4. Damit vereinfacht sich die Nor-
malisierungsstufe erheblich, denn es kann héchstens eine Verschiebung um zwei Stellen nach
links erforderlich werden.

Die Divisionen durch 4 und 2, welche amf und zz anzuwenden sind, werden durch eine
einfache Subtraktionsoperation auf den Exponenten dieser Zahlen implementiert, woftr nur sehr
wenig Logikressourcen bendétigt werden. Bei der Divisipid muss ein auftretender Exponent-
Underflow festgestellt werden, um fiér> 1 gegebenenfalls das Ergebii& auf Null zu setz-
ten. Bis auf diesen Fall braucht keine weitere spezielle Aktion bei auftretenden Underflow-
Ausnahmen implementiert zu werden. Falls im Logikpfad zur Bestimmungaan irgendeiner
Stelle ein Underflow auftritt, ist der in den Operafer eingehende Exponent so klein, dass au-
tomatischzy, = 1 ausgegeben wird. Auf der anderen Seite wird jeder auftretende Underflow im
Logikpfad fuirzz zu einem erneuten Underflow ExpMinusXfuhren, welcher wie beschrieben
behandelt wird.

Berechnung des GradientertW (r, h)

Der Gradient des Spline-Kernes aus Gleichung 7.1, der insbesondere fiir die Kraftberechnung
der SPH-Methode bendtigt wird, berechnet sich wie fatgt (i — ;| /h):

—3+%x L 0<x<1

OW([Ti —Tj|,h) = #F’ij —:A—g‘rx+3—)—3(’ C1<x<2 (7.5)
0 : sonst '
= ﬁf’ij Q(X).

Der Kern dieser Funktion ist die skalare Funkti@fx), die hier noch einmal separat aufgestellt
wird:
-1+ % X : 0<x«1

Q(x) = —lex+1—>—1( C1<x<?2 (7.6)
0 : sonst

Abbildung[7.3 zeigt den Verlauf dieser Funktion. Sie wurde nicht aus Modulen fur die Standard-
operationen zusammengesetzt, sondern es wurde daftir ein spezieller Gleitkomma-Operator auf-
gebaut, um optimal von den Eigenschaften dieser speziellen Funktion zu profitieren. Abbildung
[7.4 zeigt die Umsetzung der Schaltung. Es wurden zwei getrennte Rechenwerke zur Berechnung
von 1— 3/4x (links) und V4 x+ 1/x— 1 (rechts) implementiert. Die Unterscheidung, welche
Formel angewandt wird, kann allein aufgrund des Exponenten getroffen werden. Liegt die Zahl
im Intervall [1,2), ist der Exponent der Zahl identisch mit dem Bias der Exponentendarstellung.

In diesem Fall wird durch einen Multiplexer das Ergebnis der rechten Schaltung ausgewahlt, an-
sonsten das der linken Schaltung. Kann eine Eingangszahl grél3er oder gleich 2 auftreten, ist dies
durch Test auk > biasfestzustellen und in diesem Fall die Ausgabe auf Null zu setzen (in der
Schaltung nicht gezeigt).
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Abbildung 7.3: KernfunktiorQ fir SPH entsprechend Fornjel]7.6.

Linkes Rechenwerk Dieses Rechenwerk ist eine Abwandlung des Oper&pesiallMinusX

aus Abbildung 7]2 (Operat@)), denn es wird ebenfalls eine Zahl3/4 von 1 subtrahiert. Hier

wird jedoch zusétzlich die Berechnung des Produkjesxdn den Operator integriert, da diese
Operation dann Uber eine einfache Festkommazahlberechnung auf der eingehenden Mantisse
ausgefuhrt werden kann. Die Multiplikation von x mit drei erfolgt durch die Addition der um
eine Stelle linksverschobenen Mantisseu s. Die resultierende Zahl (mit MSB der Wertigkeit

22) wird Uiber das ModuShiftNrechtsverschoben, genauso wie es inRieparationStufe bei

allen Gleitkomma-Addierern durchgefiihrt wird. Die Verschiebeweite ergibt sich hier aus der
Differenz des Exponenten-Bias mit dem eingehenden Exponeniiaa Division durch 4 erfolgt

durch die Interpretation der Shifter-Ausgabe als Zahl mit einem MSB der Wertigkeitdbei

die beiden LSBs dann die Stelle eines Guard- und Round-Bits annehmen. Die Differenz 1
3/4x ergibt sich dann durch Bildung des Zweierkomplements und Invertierung des MSBs. Das
Ergebnis kann maximal zwei fihrende Nullen aufweisen, welche in der Normalisierungseinheit
eine entsprechende Linksverschiebung induzieren. Entsprechend den Werten der beiden MSBs
kann der Exponent des Resultats Uber eine Look-Up-Table mit drei EintrageaknpExponent
gefunden werden. Um Ressourcen zu sparen, wurde keine Rundungsoperation implementiert.

Rechtes Rechenwerk Da das rechte Rechenwerk nur §i€ [1,2) zum Zuge kommt, entfallt

der PreparationnSchritt. Die aufwéndigste Operation dieses Rechenwerkes ist die Kehrwertbe-
rechnung der Mantisse. Diese wird mit einer GenauigkeitMon 1 Stellen durchgefihrt. Die
Addition von 1/4 x erfolgt Uber einen einfachen Ripple-Carry-Addierer, die nachfolgende Sub-
traktion von 1 durch die Invertierung des MSB des Additionsresultats. Die resultierende Fest-
kommazahl liegt im Intervall0.25,0]. Es kann also eine Linksverschiebung tn+ 1 Stellen
notwendig werden, mindestens jedoch um zwei Stellen. Letzteres impliziert, dass bereits der
Addierer um zwei fihrende Stellen gektirzt werden kann und auch die OpdratetMSBent-
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Abbildung 7.4: Spezialoperator zur Berechnung der Kernfunk@idiir SPH entsprechend For-
mel[7.6.



176 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG DES RECHENBESCHLEUNIGERS

behrlich ist (aus Grunden der Verstandlichkeit wurde diese Vereinfachung nicht in Abbildung
[7.4 gezeigt). Der Ergebnisexponent wird alleine durch die Verschiebeweite bestimmt. Er wird
im ElementGenerateExponergebildet. Eine Rundung des Ergebnisses erfolgt wie im linken
Rechenwerk nicht.

7.1.2 Designmethode flr die Rechenwerke

Alle FPGA-Designs wurden in VHDL entwickelt. Um die aus insgesamt Giber 100 Gleitkomma-
operatoren bestehenden Designs sowohl fur die Erzeugung der Codes als auch fir die Simulation
der Schaltungen beherrschbar zu machen, wurden folgende Methoden angewandt:

¢ Die Schaltungen wurden hierarchisch aufgebaut. Es wurden nur vier Hierarchiestufen ver-
wendet: die elementaren Operatoren (z.B. Addition, Multiplikation), die zusammengesetz-
ten Operatoren (z.B. Skalarprodukt), Formelteile (z.B. Berechung der Glattungskerne) und
das Gesamtrechenwerk. Dadurch wurde ein Kompromiss zwischen der Codelange fir die
Module und der Ubersichtlichkeit der Signale bei der Simulation erreicht.

e FUr die Ebene der Formelteile und des Gesamtrechenwerks wurde ein Design-Schema
angewandt, welches durch Abstraktion der Gleitkommazahlsignale und Vereinheitlichung
des Codes fiir das Verbinden von Operatoren eine Ubersichtliche und leicht zu verifizieren-
de Design-Erstellung erlaubt.

Der zweite Punkt soll nun noch etwas weiter ausgeftihrt werden. Die Simulation eines kom-
plexen Rechenwerks ist extrem schwierig, wenn die Zwischenergebnisse nur als Bitvektoren
vorliegen. Deshalb wurde eine abstrahierende Datenstruktur fur die Zwischenergebnisse imple-
mentiert, die fur die Syntheseversion die Bitvektoren flr Mantisse, Exponent und Vorzeichen
enthalt. FUr die Simulation ist dagegen zusatzlich ein Gleitkommafeld vorhanden, welches zu
jeder Zeit die durch die Bitvektoren dargestellte Zahl anzeigt.

Einzelne Operatoren werden verbunden, indem Uber einheitliche VHDL-Prozeduren eine
Verknupfung der abstrahierten Gleitkommasignale zu den Ein- und Ausganssignalen der Opera-
toren erzeugt wird. Diese Signale bleiben vorerst ebenfalls in der abstrahierten Darstellung, und
werden erst bei der Erzeugung der Operatoren aufgelost. Auf diese Weise lasst sich sehr intuitiv
die Verbindungsstruktur des Rechenwerks programmieren und der grol3e Overhead an Code zur
Erzeugung der Operatoren wird in einen separaten Codeabschnitt verschoben.

In diesem von der strukturellen Beschreibung abgesonderten VHDL-Code werden die In-
stanzen der Operatoren durch ein festes Schema implementiert. Die Ein- und Ausgangssignale
haben fir alle Operatoren die gleichen Bezeichnungen und unterscheiden sich nur in der Ope-
ratornummer. Die noch abstrahierten Eingangssignale werden in Bitvektoren aufgel6st und mit
dem betreffenden Operator verbunden. Die Ausgangssignale werden sofort wieder in eine ab-
strahierte Darstellung Uberfihrt. Auf diese Weise kann die Operatorinstanziierung sehr schnell
anhand von Vorlagen geschehen.

Die Operatoren kénnen fur verschiedene Mantissenbreiten verschiedene Latenzzeiten auf-
weisen. Deshalb wurde auch die Erzeugung von Ausgleichsgliedern zwischen den Operatoren
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schematisiert. Zu jedem Operator gibt es eine Funktion, welche in Abh&ngigkeit von den Ope-
ratorparametern die Latenzzeit zuriickgibt. Anhand dieser Funktionen wird jedem Zwischener-
gebnis eine Latenzzeit zugeordnet. Basierend auf diesen Zahlen wird das Einfligen von Aus-
gleichsgliedern durch ein &hnliches Abstraktionsschema umgesetzt wie bei der Erzeugung der
Operatoren.

Das Verfahren kann automatisiert werden, indem beispielsweise anhand der abstrahierten
Signale nur die Verbindungsstruktur programmiert wird und der Rest durch einen Codegenerator
erzeugt wird. Diese Automatisierung wurde noch nicht implementiert.

7.1.3 Rechenwerk fur die SPH-Dichteberechnung
Struktur

Wie in der Formulierung nach Abschrfitt 2.3.2 sind im ersten Schritt des SPH-Formalismus fol-
gende Formeln zu berechnen:

pi = Zm] (Irij[/hij) (7.7)
pi (H-V)i = ij Vi) CiW(rj | /hij) (7.8)
pi (OxV)i = Zml — Vi) x iW([rij | /hij). (7.9)

Zur Implementierung der Summationsvorschrift nach Gleicjunp 7.7 ist anzumerken, dass die
KernfunktionW(|rij|/hij) Uber die GleichundV(|rij|/hij) = 1/m-W'(|rjj |/h.,)/h implemen-

tiert wurde (siehe Beschreibung zu Gleich{ing 7.2). Der Vorfaktar\urde weggelassen was
leicht im Steuerungsrechner korrigiert werden kann. Der GradientWaerird nach der in Glei-
chung[ 7.5 gegebenen Formel berechnet. Auch hier wird die Multiplikation des Vorfaktors 3
auf eine Korrekturmultiplikation im Steuerungsrechner verschoben. Es ergibt sich damit folgen-
des Rechenschema fiir die Gleichungein 7.7 bis 7.9:

TP = 2_3 "(Irij1/hij) (7.10)
l l

3P| (0-v)i = z% i - 1i) Qi [ /hij) (7.11)
)

2o (DX = z%’ (Vi x 15) Q(IFj /by ). (7.12)
J ]

Ausschlag gebend fur die Architektur der Implementierung des Rechenwerkes fur diese For-
meln war die MalRgabe, mdglichst wenig Ressourcen zu verwenden und daher die Anzahl an
Operatoren zu minimieren. Gemalf? dieser Regel bleibt nur eine geringe Gestaltungsfreiheit, die
sich im Wesentlichen auf die Anordnung nacheinander folgender kommutierender Operationen
begrenzt. In Abbildun 7]5 ist der Aufbau der resultierenden Implementierung zu sehen.
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Abbildung 7.5: Blockschaltbild zur SPH-Dichteberechnung.
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Bewertet man die Berechnung v@hnach Gleichun@ 7]6 mit vier Operationen, sind fur das
gesamte Rechenwerk 54 elementare Gleitkommaoperatoren zu implementieren. Darunter sind
20 Multiplizierer, 5 Quadrierer, 15 Addierer, 5 Akkumulatoren, jeweils ein Dividierer und ein
Quadratwurzel-Operator und diverse spezielle Operatoren fur die Kernfunktionen.

Fur alle Operationen wurde die gleiche Mantissenbreite implementiert. Bis auf die Berech-
nung vonQ wurde fir alle Operationen der RundungsmoBasind To Nearest Integgerwen-
det, da die Simulation bei Verwendung dieses Modus gegeniiber dem Standardmodus keinerlei
Nachteile zeigte, sich jedoch etwa 10 % der FPGA-Ressourcen einsparen lassen. Sollten sich fur
spatere astrophysikalische Simulationen beztiglich des Rundungsmodus Probleme ergeben kann
auch der Modufound To Nearest Evererwendet werden, da wie im letzten Kapitel beschrie-
ben auch dieser Modus von den implementierten Gleitkommaoperationen unterstitzt wird.

Implementierungsaufwand

Die Implementierung des Rechenwerks fur den ersten Schritt des SPH-Algorithmus fiihrte zu
folgendem Ressourcenverbrauch, wobei in Klammern die Anteile an den insgesamt zur Verfu-
gung stehenden Ressourcen eines Virtex-1I-FPGAs vom Typ XC2V3000 notiert sind:

10618 LUTs (37 %)
8196 1-Bit-Register (29 %)
25  18x18-Bit-Blockmultiplizierer (26 %)
6924 Slices (48 %)

Fur das Rechenwerk wird also etwas weniger als die Halfte eines FPGAs mittlerer Grol3e aufge-
wendet. Damit gibt es also noch Erweiterungsspielraum fir zusatzliche Gleichungen, beispiels-
weise flr die Berticksichtigung zusatzlicher Physik. Laut Synthese-Werkzeug kann das Rechen-
werk mit einer Taktfrequenz von 74 MHz betrieben werden. Die unter Verwendung dieses Re-
chenwerks erzielte Rechenleistung und Rechengenauigkeit wird in Abgchhitt 7.4 diskutiert wer-
den.

7.1.4 Rechenwerk fur die SPH-Kraftberechnung
Struktur

Fur den zweiten Schritt des SPH-Algorithmus wurden die Formeln fir die Druckkraft des Ga-
ses einschliel3lich Berucksichtigung der kiinstlichen Viskositat implementiert. Entsprechend den
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Gleichungen 2.32 ur]d 2.35 sind dazu folgende Berechnungen durchzufuhren:

(0}V/ R P -
— = =S my | —+—+M | GW(|7i| /h (7.13)
dt ; l<pi2 sz 'l) ! (‘ 'Jl 'l)
(—occij pij + Bus)
DoVijT <

M = o ifij <0 (7.14)

0 . VijTij >0

hij (Vij - ij)

i = (7.15)
! 2+ n2hd

Die GroRenfij, ¢jj undpjj sind Mittelwerte aus den Balsara-Faktoren, Schallgeschwindigkeiten
und Dricken fir Teilchem und j, genau wie behjj. Die Berechnung des Entropieterms auf-
grund der kunstlichen Viskositat nach Gleich{ing 2.41 wurde vorerst nicht implementiert. Wird
eine isotherme oder isentrope Zustandsgleichung angenommen, ist dieser Term entbehrlich. Soll
stattdessen auf Grundlage einer adiabatischen Zustandsanderung simuliert werden, lasst sich die-
ser Term leicht einbauen. Es werden lediglich zwei weitere Multiplizierer und ein Akkumulator
dazu bendtigt. Der erste Multiplizierer bildet dann das Produkt der fir die Viskositat berechne-
ten TermdT;; - (Vi - 17j ), welches danach mit dem ebenfalls bereits fir die Druckkraftberechnung
bestimmten Faktom; /h?j Q zu multiplizieren ist. Das Schema entspricht genau der Vorgehens-

weise zur Berechnung vcm(ﬁ -V); im letzten Abschnitt (siehe Gleichull).
Fur Gleichung 7.1]3 kann folgendes Rechenschema angewendet werden:

Eﬂ_ _ ﬂ E ﬂ M: 1O /hi 7.16
3 dt ;hﬁ (Pi2+Pj2+ IJ> (Irij1/hif) (7.16)

Fur diese Berechnung missen 52 Operatoren implementiert werden, wobei nur die “grof3en”
Operatoren gezahlt wurden. Rechnet man entsprechend der Operatorzahl einer Softwareimple-
mentierung, wo auch Divisionen durch Potenzen von 2 eine volle Gleitkommaoperation bedeu-
ten, kommt man auf 60 Operationen. Von den elementaren Operatoren werden drei Akkumu-
latoren, 9 allgemeine Addierer, 8 Addierer fur positive Zahlen, 14 Multiplizierer, 10 Quadrie-
rer, drei Dividierer und ein Quadratwurzel-Operator bendétigt. Hinzu komm@Qd@perator aus
Abschnitt 7.1.1L. In Abbildung 7]6 ist die resultierende Schaltung skizziert. Wie fiir den ersten
Schritt des SPH-Algorithmus wurde auch hier fur alle Operatoren die gleiche Mantissenbreite
verwendet. Es wurde ebenfalls wieder, mit Ausnahme der Berechnur@,\ausschliel3lich der
RundungsmoduRound To Nearest Integgerwendet.

Implementierungsaufwand

Die Implementierung des Rechenwerks flr den zweiten Schritt des SPH-Algorithmus flhrte zu
folgendem Ressourcenverbrauch (In Klammern der Anteil an den Gesamtressourcen des Virtex-
[ XC2V3000):
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Abbildung 7.6: Blockschaltbild zur Berechnung der Beschleunigung durch den Druckgradienten
und kunstliche Viskositat.
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10900 LUTs (38 %)
8433 1-Bit-Register (29 %)
25 18x18-Bit-Blockmultiplizierer (26 %)
7097 Slices (49 %)

Fir dieses Rechenwerk wird also leicht mehr an FPGA-Ressourcen aufgewendet als fur die

Schaltung zu Schritt 1 des SPH-Formalismus. Es gibt auch hier noch Erweiterungsspielraum fur

zusatzliche Berechnungen. Laut Synthese-Werkzeug kann das Rechenwerk ebenfalls mit einer
Taktfrequenz von 74 MHz betrieben werden. Zur erzielten Rechenleistung und Rechengenauig-

keit sei auf Abschnift 714 verwiesen.

7.2 Einbettung in den FPGA-Prozessor

Es wurden getrennte FPGA-Designs fur den ersten und zweiten Schritt des SPH-Algorithmus
implementiert. Ein gemeinsames FPGA-Design fur beide Schritte wurde fir die Prototypimple-
mentierung aus folgenden Griinden nicht angestrebt:

¢ Die verfugbaren Logikressourcen sind fur zwei eigenstandige Rechenwerke fur Schritt 1
und Schritt 2 nicht ausreichend. Es mussten unter hohem Entwicklungsaufwand Designs
erstellt werden, die beide Rechenschritte mit Giberlappenden Teilrechenwerken umsetzen,
was die Effizienz der Implementierung deutlich senken wirde.

e Schon aufrund der begrenzten Speicherbandbreite kbnnen die beiden Schritte nicht simul-
tan gerechnet werden. Die gleichzeitige Berechnung erscheint aufgrund der Struktur des
Simulationscodes auch wenig sinnvoll.

¢ Die Konfigurationszeit des FPGAs betragt etwa 40 Millisekunden, wenn sich der Kon-
figurationsbitstrom bereits im Speicher befindet. Demgegeniber liegt die Rechenzeit pro
SPH-Schleife bei typischerweise tber 10 Sekunden. Fir die Prototypimplementierung be-
deutet die Rekonfigurierung deshalb nur eine unwesentliche Verschlechterung der Rechen-
leistung.

Das FPGA-Design der Rechenbeschleunigerarchitektur wurde unter dem Gesichtspunkt der leich-
ten Portierbarkeit auf andere Systeme aufgebaut. Es wurde ein modulares Design gewabhlt, bei
dem die Rechenwerke logisch von der Peripherie getrennt wurden. Die Rechenpipeline kommu-
niziert Gber eine architekturunabhangige Schnittstelle mit einem Interface-M8&-(nter-
face. Dieses implementiert alle plattformspezifischen Schnittstellen zur Umgebung. Dies sind
insbesondere die Anbindung an Speicherressourcen und die Verbindung nfiR{eAzInter-
face welches mit der AulRenwelt kommuniziert. Abbildung]7.7 zeigt die Struktur bei Verwen-
dung des MPRACE-Boards aus Abschitf 3.3. Es wurden auch Portierungen auf andere Systeme
implementiert, insbesondere auf das japanische PROGRAPE-System aus Apschhitt 2.4.2.

Das ModulSPH Pipelinenimmt die Rechenwerke fir Schritt 1 oder 2, die in den letzten
Abschnitten beschrieben wurden, auf. Es verflgt Uber getrennte Eingange fir die Daten von
Teilchen mit Index und j (Nomenklatur wie bei der Formulierung der SPH-Gleichungen). Als
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Abbildung 7.7: Modulares Design des Rechenbeschleunigers zur Abstraktion der Hardwareum-
gebung.

Flusskontrolle wird signalisiert, wann die Daten fur eine Berechnung tlbernommen werden sol-
len, ob eine neue Summation begonnen wird und wann die letzten Daten eingehen. In Abbildung
[7.7 sind diese Signale durch die Bezeichnaogtrol angedeutet. Registriert das ModsiPH
Pipelinedas Eingehen eines abschlielBenden Datensatzes, wird die aktuelle Akkumulation ab-
geschlossen und das ResultatPH-Interfacelibertragen. Die Pufferung der Resultate muss
von dieser Schnittstelle tGbernommen werden. Denn die Pipeline ist dazu ausgelegt, kontinuier-
lich Berechnungen durchzufuhren, weshalb die Akkumulatorinhalte sofort nach Abschluf3 einer
Akkumulation geléscht werden.

Das MPRACE-Board verfligt Uber vier unabhangige SRAM-Banke mit einer Breite von je-
weils 36 Bit. Darin werden die Teilchendaten fur die SPH-Berechnung in einer Form abgelegt,
sodass auf sie parallel zugegriffen werden kann. Fir das in der Prototypimplementierung ver-
wendete Gleitkommaformat mit 16-Bit-Mantissen und 8-Bit-Exponenten werden pro Zahl 24
Bit bendtigt. Damit kann also maximal auf sechs Werte gleichzeitig zugegriffen werden. Fir die
Kraftberechnung werden jedoch 12 Teilchenvariablen benétigt. Deshalb wird das Speicherinter-
face mit doppelter Taktfrequenz relativ zur Pipeline betrieben. Damit kdnnen in jeder Taktperi-
ode die bendtigten Teilchendaten parallel ausgelesen werden und die Pipeline kann mit voller
Auslastung arbeiten. Auf dem MPRACE-Board kénnen die Daten von maximal 65536 Teilchen
gespeichert werden.
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Abbildung 7.8: Datenfluss zwischen Host und Rechenbeschleuniger fur die Prototypimplemen-
tierung. Vor der Berechnung werden die Teilchendaten aktualisiert (A). Die Berechnung ge-
schieht synchron mit der Ubertragung der Nachbarschaftslisten (B).

7.3 Datenfluss und Steuerung der Prototypimplementierung

Aus dem derzeitigen Design des Rechenbeschleunigers ergibt sich ein Kommunikationsschema
in zwei Phasen, wie es in Abbildupg [7.8 dargestellt ist. In der ersten Phase werden die benétig-
ten Teilchendaten tber einen DMA-Zugriff in das SRAM des MPRACE geschrieben. Wahrend
dieser Phase ruhen die Rechenwerke. In der zweiten Phase werden die Nachbarschaftslisten der
Teilchen transferiert, fur welche die SPH-Formeln berechnet werden sollen. Diese Listen beste-
hen aus den Speicherindices fir die Daten der Nachbarteilchen. Diese Indices werden direkt zur
Addressierung der Teilchendaten im Speicher verwendet und die so ausgelesenen Daten werden
fur den nachsten Berechnungsschritt in die SPH-Pipeline gefiihrt. Die Pipeline rechnet synchron
mit den Zugriffen auf die Teilchendaten und pro Takt kann eine SPH-Summation durchgefihrt
werden.

Die Resultate der Rechenpipeline miissen gepuffert werden. Um eine hohe Ubertragungs-
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Design mit Pipeling Design mit Pipeline
fur SPH-Schritt 1 | fur SPH-Schritt 2
LUTs 11049 (38.5 %) 11139 (38.8 %)
Regs 9028 (31.5 %) 9597 (33.5 %)
Slices 7625 (53.2 %) 7975 (55.6 %)
18x18-Block- 25 25
Multipizierer
Design Freq. (MHz) 67 69

Tabelle 7.1: Ressourcenverbrauch und Geschwindigkeit der FPGA-Designs fiir die Prototypim-
plementierung auf dem Virtex-II-FPGA XC2V3000-4.

bandbreite zwischen Host und MPRACE zu gewahrleisten, wurde von einer DMA-BlockgroR3e
von 8 KByte ausgegangen, woflir sowohl fur Schreib- als auch Lesezugriffe etwa 200 MBytes/sec
erreicht werden (siehe Abbildurg 5.8 aus Kagitel 5). Dann missen 2000 Resultate zwischen-
gespeichert werden. Da in der Prototypimplementierung die Resultate eine Breite von 24-Bit
haben, genligen dafir bereits drei Block-RAM-Elemente des Virtex-1I-FPGAs, die als FIFO be-
trieben werden kénnen. Mit neun Rechenergebnissen pro Nachbarschaftsliste bei der Pipeline
zur Dichteberechnung (inklusive Divergenz und Rotation der Geschwindigkeit; positive und ne-
gative Ergebnisse werden getrennt akkumuliert) kénnen die Ergebnisse von 227 Berechnungen
gepuffert werden. Die zugehdrigen Nachbarschaftslisten haben bei durchschnittlich 50 Nachbarn
pro Teilchen dann eine Grof3e von etwa 40 KByte.

7.4 Ergebnisse flr den Rechenbeschleuniger

In Tabelle] 7.1 sind die Resultate fur den Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit der in
Abschnitt[ 7.2 beschriebenen Prototypimplementierung gezeigt. Die Pipelines zu Schritt 1 und
Schritt 2 des SPH-Algorithmus entsprechen genau den in den Abschnitten 7.1.3 uhd 7.1.4 be-
schriebenen Schaltungen.

Beide FPGA-Designs kdonnen mit der Taktfrequenz des PCI-Bus rechnen. Wird der erste
Schritt des SPH-Algorithmus mit 54 Operationen bewertet, resultiert fir das erste Design eine
Peak-Rechenleistung von 3.5 GFlops. Fur das zweite Design ergibt sich bei 60 Operationen eine
Spitzenleistung von 3.9 GFlops. Solange Nachbarschaftslisten mit 66 MHz bereitgestellt wer-
den, kann diese Rechenleistung aufrecht erhalten werden. Etwa 20 Prozent der Rechenleistung
fur Schritt 1 und 15 Prozent fur Schritt 2 gehen dadurch verloren, dass die Ergebnisse zurtick
zum Host transferiert werden mussen. Berticksichtigt man noch den Transfer der Teilchendaten
vor der Berechnung (Etwa 20 % des Volumens der Nachbarschaftslisten), findet man, dass die
Prototyparchitektur nur mit etwa 50 % Auslastung rechnen kann (ca. 1.75 GFlops fur Schitt 1
und 1.95 GFlops flr Schritt 2).

Mit der aktuellen Prototyparchitektur sind die Pipelines zwar in der Lage, mit einer Ge-
schwindigkeit von 66 MHz zu arbeiten, jedoch hat sich gezeigt, dass das mit doppelter Taktrate
betriebene SRAM des MPRACE nicht bis 133 MHz betrieben werden kann. Es wurde eine Re-
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GrolRe| mittlerer relativer Fehler | mittlerer relativer Fehler
fur FPGA-Implementierung nach Simulation
P (2.85+ 1.53)-10°° (2.24+ 1.04)-10°°
0.V (0.84+ 0.38)- 1073 (0.88+ 0.26)- 103
O x V (0.88+ 0.23)- 1073 (0.86+ 0.19)- 1073
dv/dt (1.3+0.8)-10°° (1.2+1.1)-10°3

Tabelle 7.2: Rechengenauigkeit der FPGA-Implementierung fur Schritt 1 und Schritt 2 des SPH-
Algorithmus im Vergleich mit der Simulation aus Abschiitt 5/3.2. Es wurde mit den gleichen
Teilchenverteilungen gerechnet, die fur die Simulation in Kapjtel 5 verwendet wurden.

duktion der Taktfrequenz auf 50 MHz erforderlich, wodurch sich die Spitzenleistung auf 2.7
GFlops flr den ersten SPH-Schritt und 3 GFlops fur den zweiten reduziert. Um damit eine Dau-
errechenleistung von tber 2 GFlops zu erreichen, wie in Abs¢hnitt 5.4 gefordert wurde, muss ein
Re-Design des SPH-Algorithmus und der FPGA-Architektur erfolgen, sodass mit komprimierten
Nachbarschaftslisten gearbeitet werden kann. Nur so kann das derzeit die Rechenleistung limitie-
rende Speicher- und Kommunikationsbandbreitenproblem gelést werden. Ein mdglicher Ansatz
besteht darin, auszunutzen, dass sich die Nachbarschaftslisten benachbarter SPH-Teilchen stark
Uberlappen, also viele der Listeneintrage Ubereinstimmen. Berlcksichtigt man zudem, dass die
Akkumulatoren mit geringem Aufwand mit der Fahigkeit ausgestattet werden kénnen, mehrere
unabhangige SPH-Summen Uberlappend auszufuhren, sollte sich das Bandbreitenproblem I6sen
lassen. Diese Strategie wird Bestandteil der weiteren Entwicklungen in diesem Projekt sein.

In Tabelle[7.2 sind die erzielten Rechengenauigkeiten der FPGA-Implementierungen ge-
zeigt. Zur deren Messung wurden die gleichen Bedingungen angesetzt, die schon in[Kapitel 5
in Abschnit5.3.2 im Zusammenhang mit der Simulation der Rechenwerke vorgestellt wurden.
Zum Vergleich wurden in Tabel[e 7.2 auch die Simulationsergebnisse aufgefuhrt. Fiir die Dich-
teberechnung ergeben sich leicht erhéhte Rechenfehler, die jedoch gegeniber der Schwankung
der Fehler fur die verschiedenen Teilchenverteilungen nicht signifikant sind. Die Abweichun-
gen gegenuber der Simulation lassen sich aus dem speziellen Ressourcen sparenden Aufbau des
Rechenwerks fur den Spline-Kern erklaren. Hierfur wurden Spezialoperatoréd-fix) und
(1—x) verwendet (siehe Abschnitt 7.1.1), die in dieser Art nicht simuliert wurden. Fiir alle tib-
rigen Fehlergréen aus Tabelle]7.2 lassen sich keine signifikanten Abweichungen feststellen.
Die spezielle Architektur zur Berechnung v@nnach Abschnitt 7.1]1 fuhrt also nicht zu einer
Verschlechterung der Genauigkeit.

Die erzielten Ergebnisse bestéatigen den Grundgedanken der Arbeit, dass basierend auf der
FPGA-Technologie ein Rechenbeschleuniger fur SPH-Algorithmen aufgebaut werden kann. Da-
bei kann die Rechengenauigkeit auf solch hohem Niveau gehalten werden, dass keinerlei An-
omalien im dynamischen Verhalten der simulierten Systeme zu befiirchten sind. Die erreichbare
Rechenleistung genugt fur einen deutlichen Speedup der Gesamtanwendung, jedoch bedarf es
zur Ausschopfung der Beschleunigung noch weiterer Entwicklungen an den Simulationsalgo-
rithmen, um die derzeitigen Einschrankungen durch die Datenkommunikation zu tberwinden.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde untersucht, wie das Verfah@moothed Particle Hydrodynamiesir
Simulation der Hydrodynamik astrophysikalischer Systeme durch den Einsatz eines rekonfi-
gurierbaren Koprozessors beschleunigt werden kann. Damit wurde ein wichtiges Teilproblem
astrophysikalischer Simulationen unter dem Aspekt der Anwendbarkeit neuer Rechentechniken
behandelt. Es konnte ein System aufgebaut werden, welches fur die zeitkritischen Berechnungs-
schritte des SPH-Formalismus eine Rechenleistung von tber 3 GFlops erreicht. Daraus ergibt
sich fur astrophysikalische Simulationen ein Beschleunigungspotential um den Faktor 10. Dieses
Potential kann jedoch erst ausgeschopft werden, wenn die Simulationscodes tiefgreifend veran-
dert werden. Dies wird Gegenstand der weiteren Forschung sein.

Motivation und Strategie

Der Ansatz, Spezialarchitekturen zu verwenden, motiviert sich aus dem grundsatzlichen Pro-
blem, dass die Entwicklung von allgemein verwendbaren Rechnersystemen die Untersuchung
dringender astrophysikalischer Fragestellungen auf absehbare Zeit nicht ermdglichen wird, ob-
wohl die Entwicklung der Rechenleistung durchaus beeindruckend ist. Mit dem Gedanken, durch
Spezialarchitekturen die Rechenleistung linear sowohl an die Steigerung der Transistorzahl als
auch der Taktfrequenz zu koppeln, erhofft man sich, die Mainstream-Entwicklung der Rechenlei-
stung weit Ubertreffen zu kénnen. Dies wirde einen Durchbruch in den Mdglichkeiten astrophy-
sikalischer Simulationen bedeuten. Eine solche Skalierung mit der Chipentwicklung ist mog-
lich, wenn ein Algorithmus auf der Ebene der Rechenoperationen durch Spezialrechenwerke
parallel implementiert werden kann, so dass die Schaltung dauerhaft ausgelastet wird. Fur die
Berechnung der Gravitationswechselwirkung hat sich dieser Ansatz bereits als sehr erfolgreich
erwiesen. So erreichen die GRAPE-Spezialrechner (beschrieben in Abschnjtt 2.4.2) mit einem
einzigen System in der Grol3e einer Workstation eine Rechenleistung eines Supercomputers (1
TFlop). Kann SPH durch einen &hnlichen Ansatz ebenfalls beschleunigt werden, lasst sich flr
viele Anwendungen eine Vervielfachung der Simulationsleistung erreichen.

Diese Arbeit wurde interdisziplinar durchgefiihrt. Die Grundlagen von Seiten der Astrophy-
sik wurden in Kapite[ P eingefuhrt, in den Kapitdlih 3 und 4 dagegen wurden die notwendi-
gen Grundlagen der Technik und Computerarithmetik ausgefihrt. In Kapitel 5 wurden anhand

187



188 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND DISKUSSION

von Messungen an den astrophysikalischen Codes und Abschatzungen des Speedups einer hy-
briden Rechnerarchitektur aus Standardrechner und Rechenbeschleuniger die Voraussetzungen
aus Physik und Informatik zusammengefuhrt. Daraus ergaben sich die Kriterien nach denen die
Beschleunigerarchitektur entwickelt wurde. Der Ansatz, einen FPGA-Koprozessor zu verwen-
den und Gleitkommaarithmetik mit beschrénkter Genauigkeit anzuwenden, konnte als geeignete
Strategie herausgestellt werden. Fir die Architektur innerhalb des FPGAs wurde die vollstandi-
ge Parallelisierung der SPH-Berechnungen in Form von Rechenpipelines gewahlt. Demzufolge
wurden die Rechenelemente fiir ein FPGA-basiertes System entwickelt (Kapitel 6), und aufbau-
end darauf ein Prototyp fiir einen Rechenbeschleuniger synthetisiert (Kapitel 7). Es soll nun auf
diese Schritte im einzelnen eingegangen werden.

Voraussetzungen von Seiten der astrophysikalischen Simulationsalgorithmen

In Kapitel[2 wurden die Standardmethoden der numerischen Simulation astrophysikalischer Sy-
steme erlautert. Es wurde gezeigt, dass fur stol3freie Systeme wie Galaxien effiziente Simula-
tionsverfahren existieren, die im Rechenaufwand NiibgN skalieren (Teilchenzahl N). Die

fur eine Vielzahl von astrophysikalischen Systemen zu beriicksichtigende Hydrodynamik kann
durch das SPH-Verfahren durch eine Teilchenmethode (wie die Gravitation) bertcksichtigt wer-
den. In SPH wird Uber eine Glattungskernmethode mit lokal begrenzten Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen gerechnet. Es ergibt sich ein Rechenaufwani Meigh, wenn Nneign

die durchschnittliche Zahl von Nachbarteilchen ist, die einen Wechselwirkungsbeitrag leisten.
Der SPH-Algorithmus zerteilt sich in zwei Berechnungsschritte. Im ersten Schritt wird fur alle
Teilchen die Dichte an deren Positionen im Raum berechnet, denn diese Werte werden fur al-
le weiteren Berechnungen bendétigt. Im zweiten Schritt werden die Beschleunigungen, Energien
und eventuell weitere Grof3en berechnet.

In typischen astrophysikalischen Codes liegt der Rechenaufwand fir die Gravitation etwa um
einen Faktor 2—-3 Uber dem der Hydrodynamik. Wird fir die Gravitation ein GRAPE-Rechenbe-
schleuniger eingesetzt, dominiert die SPH-Berechnung die Simulationszeit. Dies wurde in Ab-
schnit{5.]1 anhand der Analyse eines aktuellen Simulationscodes demonstriert.

Voraussetzungen von Seiten der Informatik

Die Funktionsweise von rekonfigurierbaren Koprozessoren basierend auf FPGAs wurde in Ka-
pitel[3 beschrieben. Im Wesentlichen stellen FPGAs einen Pool von programmierbaren Logik-
ressourcen bereit, die zu beliebigen digitalen Schaltkreisen zusammengesetzt werden kdnnen, li-
mitiert nur durch die Anzahl an verfugbaren Logikelementen. In Kalpjtel 4 wurden verschiedene
Strategien diskutiert, fur unterschiedliche Zahlensysteme arithmetische Operatoren mit FPGAs
zu implementieren. Es wurde dabei kein spezieller FPGA-Typ vorausgesetzt, da die Ergebnisse
der Arbeit auf andere Architekturen Ubertragbar sein sollen. So wurden fir alle Operationen Be-
rechnungsmethoden formuliert, die ohne spezielle FPGA-Ressourcen wie Block-Muliplizierer
auskommen. Es wurde zusatzlich auf die Optimierungsmdglichkeiten bei modernen FPGAs, ins-
besondere fur den verwendeten Virtex-1I-FPGA eingegangen. Als Kern der Operationen in ande-
ren Zahlensystemen wurden Ganzzahloperationen besonders eingehend analysiert. Fur Addierer
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wurden die wichtigsten Standardmethoden wiedergegeben. In Abgchnitt 6.1.1 erwies sich, dass in
FPGAs die einfachen Ripple-Carry-Addierer die beste Performance erreichen. Fir Multiplizie-
rer ergab sich die Architektur eines Array-Multiplizierers als besonders vielversprechend fir eine
FPGA-Implementierung. In Abschnjitt 6.1.2 wurde dagegen die Kombination aus kleinen Array-
Multiplizierern mit einem nachfolgenden Addiererbaum als bessere Implementierungsstrategie
begrindet. Sind im FPGA Block-Multiplizierer vorhanden, kdnnen natirlich diese verwendet
werden. Fir die Dividierer und Quadratwurzeloperatoren konnten Digit-Recurrence-Methoden
gefunden werden, die sich optimal auf die FPGA-Ressourcen abbilden lassen. Es wurden alterna-
tive Verfahren zur Berechnung elementarer Funktionen wieuhd /x diskutiert (in Abschnitt
[4.5), wie sie auch in Mikroprozessoren eingesetzt werden. Diese Alternativen sind teilweise auch
fur eine FPGA-Implementierung interessant, fur diese Arbeit iberwogen jedoch deren Nachtei-
le. Die einfachen Digit-Recurrence-Methoden stellten sich als beste Implementierungsvariante
heraus.

In den Abschnittef 4]3 urjd 4.4 wurden die fiir die Implementierung von SPH-Rechenwerken
interessantesten Systeme der Gleitkommazahlen, der logarithmischen und der semilogarithmi-
schen Zahlen diskutiert.

Kriterien fur die Beschleunigerarchitektur

Ausgehend von der Analyse eines aktuellen astrophysikalischen Simulationscodes wurden in
Kapitel[5.1 die Anforderungen an einen Rechenbeschleuniger abgeleitet. Fur ein System beste-
hend aus einer Workstation und einem GRAPE-5-System ergab sich ein Anteil von etwa 14 %
fur die Gravitationskraftberechnung, wobei die Rechenzeit von der Kommunikation mit dem
GRAPE dominiert wird. Bis auf wenige Prozent entfallt der Rest der Rechenzeit auf den SPH-
Algorithmus. Fir die neuen Bus-basierten GRAPE-6-Systeme kann erwartet werden, dass dann
nur deutlich unter 10 % der Zeit fur die Gravitationsberechnung aufgewendet wird. Es ergibt
sich ein Beschleunigungspotential der Gesamtanwendung von 10, wenn fur SPH ein Speedup
auf eine Dauerrechenleistung von mehr als 2 GFlops erreicht wird. Dazu kann ein Rechenbe-
schleuniger eingesetzt werden, der eine Kommunikationsbandbreite mit dem Host-System von
etwa 200 MByte/sec aufweisen muss. Voraussetzung ist auch eine Bereitstellung der Nachbar-
schaftslisten mit dieser Ubertragungsrate. Bei der aktuellen Struktur des Simulationscodes wird
noch etwa 30 % der Rechenzeit fur die Generierung dieser Listen aufgewendet. Es wurde davon
ausgegangen, dass dieser Anteil durch eine Anderung des Simulationscodes ausreichend gesenkt
werden kann, wobei die erforderlichen Optimierungsstrategien skizziert wurden.

Ein zentraler Aspekt fur eine Implementierung auf einem rekonfigurierbaren Rechensystem
ist die Rechengenauigkeit, da davon der Ressourcenverbrauch abhangt. Der Ressourcenaufwand
entscheidet wiederum Uber daf3 Mal3 an Parallelisierung und damit Uber die Rechengeschwin-
digkeit. Die erforderliche Rechengenauigkeit wurde eingegrenzt, indem Testsimulationen mit
kunstlich eingeschrankter Genauigkeit durchgefuhrt wurden und signifikante Abweichungen im
Zeitverhalten der Energien als Indikator fir eine zu geringe Rechengenauigkeit angenommen
wurden. Bereits bei einer Mantissenbreite von 12 Bit ergab sich eine sehr hohe Qualitat der Si-
mulation. Zur detaillierteren Analyse wurde eine Simulationsumgebung fir Rechenwerke mit be-
schrankter Genauigkeit erstellt. Es konnte gezeigt werden, dass die Testsimulationen das Verhal-
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ten von Rechenwerken fur Gleitkommazahlen mit reduzierter Mantissenbreite bis auf einen Unsi-
cherheitsfaktor von 1-2 Bits korrekt wiedergeben. Fir die Dichten ergab sich eine Rechengenau-
igkeit im Bereich der Darstellungsgenauigkeit. Fur eine Mantissenbreite von 16 Bits Ubertreffen
bereits samtliche lokale SPH-GrolRen die Genauigkeitsanforderunged(0ak) % an die ma-
kroskopischen Groéf3en (z.B. Energien). Mit grof3er Sicherheit gentigt also ein den Berechnungen
zugrunde liegendes Gleitkommaformat mit 16 Mantissenbits, mit hoher Wahrscheinlichkeit sind
bereits 13-14 Bits ausreichend, was Spielraum fur Optimierungen erdffnet. Die verbleibende
Unsicherheit beztglich der optimalen Rechengenauigkeit fihrt zum Design-Paradigma, dass al-
le Rechenwerke in der Genauigkeit skalierbar sein miissen. Die Strategie, die Rechenwerke mit
Gleitkommaarithmetik zu implementieren, konnte gegenuber der Verwendung logarithmischer
oder semilogarithmischer Zahlensysteme am meisten tiberzeugen.

Implementierung der Rechenoperatoren fir den Beschleuniger

In Kapitel[§ wurde detailliert auf die Implementierung der Gleitkommaarithmetik auf FPGAs
eingegangen. Es wurde eine leistungsfahige Bibliothek von Gleitkommaoperatoren aufgebaut,
welche fir verschiedene FPGA-Typen anwendbar ist. Alle Operatoren sind in einem weiten
Bereich in der Rechengenauigkeit skalierbar. Der Leitgedanke bei der Implementierung war,
moglichst wenig Logikressourcen fur die Operatoren aufwenden zu missen und dennoch eine
akzeptable Geschwindigkeit zu erreichen. Es wurden die Operationen Additon, Multiplikation,
Division und Quadratwurzel implementiert, da diese fur die Berechnung der SPH-Formeln ben6-
tigt werden. Besonders wichtig war auch die effiziente Implementierung von Gleitkommaakku-
mulatoren, da alle SPH-Berechnungen tUber Summationsvorschriften durchgeftihrt werden. Mit
groRer Ressourcenersparnis konnten spezialisierte Operatoren entwickelt werden, welche von
Randbedingungen an die Numerik profitieren. So wurde bei der Addition und Akkumulation un-
terschieden, ob die Operanden Uber ein Vorzeichen verfligen oder nur positive Betrage addiert
werden. Im letzteren Fall kbnnen 30-50 % an Logikressourcen eingespart werden. Es wurden
getrennte Designs fur die Quadratur und Multiplikation erstellt, mit einer Ressourcenersparnis
von etwa 35 % gegenuber einem Multiplizierer, wenn nur quadriert werden muss. Die Optio-
nen, Block-Multiplizierer zu verwenden (der Xilinx Virtex-1I-FPGA XC2V3000 hat z.B. 96 die-

ser Elemente), oder nur mit allgemeinen Logikressourcen zu arbeiten, wurden beide umgesetzt.
Werden Block-Multiplizierer verwendet, kbnnen tber 80 % an Logikressourcen eingespart wer-
den. Es wurden dariber hinaus verschiedene Rundungsmodi implementiert, um eine Reduktion
des Logikbedarfs um bis zu 15 % gegenuber dem Standardrundungsmodus zu ermdglichen. Die
Quadratwurzel- und Divisions-Operatoren wurden uber Digit-Recurrence-Methoden implemen-
tiert, mit der Freiheit die Pipelinetiefe zu variieren. Damit wurde eine direkte Einflussmdglich-
keit auf den Ressourcenverbrauch und die Geschwindigkeit dieser Operatoren bereitgestellt. Al-
le Operatoren wurden tber einen Mantissenbreitenbereich von 12 bis 24 Bit synthetisiert. Die
Ergebnisse erlauben die schnelle Abschatzung des Implementierungsaufwands zukiinftiger Re-
chenwerke fir verschiedene Rechengenauigkeiten.
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Prototypimplementierung des Rechenbeschleunigers

Die Plattform fur die Implementierung war das an der Universitdt Mannheim entwickeltes Ko-
prozessorboard MPRACE, basierend auf einem Virtex-1I-FPGA von Xilinx (XC2V3000-4). Es
wurden zwei getrennte Schaltungsdesigns fuir den ersten und zweiten Schritt des SPH-Algorith-
mus implementiert. Die Schaltungsarchitektur ful3t auf dem Ansatz, alle Rechenoperationen fur
die innersten Schleifen des SPH-Algorithmus vollstandig parallel als Pipeline zu implementie-
ren. Fur den ersten Schritt mussten dazu 54 Gleitkommaoperationen zusammengesetzt werden.
Es gelang eine Implementierung unter Aufwendung von 48 % der Logikressourcen fir das Re-
chenwerk. Es wurde ein Gleitkommaformat mit 16 Mantissenbits und 8 Exponentenbits verwen-
det und bis auf wenige Ausnahmen mit dem RundungsmBadusid To Nearest Integgerech-

net. Fur die Interpolationskerne der SPH-Methode wurden Spezialoperatoren implementiert, um
von der speziellen Form dieser Funktionen eine besonders ressourceneffiziente Implementierung
ableiten zu kénnen. FiUr den zweiten Schritt wurde eine ahnliche Pipeline wie fur den ersten
Schritt aufgebaut. Hier mussten 60 Operationen parallel implementiert werden und es folgte ein
Aufwand von 49 % der Logikressourcen des FPGAs. Um die Rechenwerke in die Koprozes-
sorplattform einzubetten, wurde eine modulare Interfacestruktur implementiert, die es gestattet,
sehr einfach Portierungen auf andere FPGA-Plattformen durchzufuhren. So wurde zu Evaluie-
rungszwecken innerhalb von vier Wochen auch eine Portierung auf das japanische PROGRAPE-
System durchgefuhrt, (es wurde in der Arbeit nicht weiter darauf eingegangen, da sich diese
Plattform als zu klein fir Pipelines der gewiinschten Rechengenauigkeit erwies).

Fur die Gesamtschaltung auf dem MPRACE-Board ergab sich ein Ressourcenbedarf von et-
wa 53 % flr Schritt 1 und 56 % flr Schritt 2. Die Pipelines konnten mit der PCI-Bus-Geschwin-
digkeit von 66 MHz betrieben werden — mit einer Spitzenrechenleistung von 3.5 und 3.9 GFlops.
Allerdings erzwang die Anbindung an den mit doppelter Taktfrequenz arbeitenden Speicher des
MPRACE-Boards eine Reduzierung der Frequenz auf 50 MHz. Der Datenfluss der Prototypim-
plementierung fuhrt zu einer weiteren Reduktion der Verarbeitungsgeschwindigkeit, so dass die
erzielbare Dauerleistung etwa 1.5 GFlops betragt.

Diskussion der Perspektiven

Durch diese Arbeit konnte gezeigt werden, dass die rechenzeitkritischen Formeln des SPH-Algo-
rithmus auf FPGAs wesentlich schneller berechnet werden kdnnen als auf Standardprozessoren.
Mit 3.9 GFlops ist die FPGA-Implementierung fur die SPH-Kraftberechnung etwa um einen
Faktor 20 schneller als eine moderne CPU. Es ergab sich jedoch auch, dass dieses Beschleu-
nigungspotential derzeit nicht ausgeschopft werden kann. Die limitierte Kommunikationsband-
breite zwischen Host und Koprozessor sowie zwischen FPGA und dem lokalen Speicher redu-
zieren die Rechenleistung um etwa 50 %. Auch sind die aktuellen Simulationscodes noch nicht
in der Lage, den Geschwindigkeitsvorteil effizient auszunutzen. Es muss vor allem die Erzeu-
gung der Nachbarschaftslisten optimiert werden, um sowohl die Rechenzeit dafiir von derzeit
etwa 30 % auf deutlich unter 10 % der Rechenzeit fir SPH zu reduzieren und gleichzeitig das
zum Koprozessor zu transferierende Datenvolumen zu verringern. Mit dem Ansatz, fur mehrere
SPH-Teilchen gemeinsame Nachbarschaftslisten zu verwenden, kdnnen diese Ziele voraussicht-
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lich erreicht werden. Die verwendete FPGA-Plattform bietet noch einige bisher brach liegende
Logikressourcen, so dass Erweiterungen der FPGA-Designs zur Unterstlitzung neuer Verfahren
mit komprimierten Nachbarschaftslisten mdglich sind. Eine genauere Analyse dieser Modifika-
tion steht noch aus. Es mussen in jedem Fall tiefe Eingriffe in den Simulationscode erfolgen um
eine neue Methode der Nachbarschaftslistengenerierung zu implementieren und das Timing ver-
schiedener Codeteile aufeinander abzustimmen. Das einfache Anwendungsprinzip der GRAPE-
Systeme, nur die Teilchendaten zum Beschleuniger zu schicken und alles tbrige autonom auf
der Beschleunigerplattform durchzufiihren, lasst sich nicht auf SPH Ubertragen. Der Grund da-
fur ist die Lokalitat der Wechselwirkung, was dazu fihrt, dass fur jedes Teilchen eine individuelle
Interaktionsliste abgearbeitet werden muss.

Dennoch stehen die Chancen gut, durch die Koprozessorarchitektur eine Beschleunigung um
den Faktor 7-10 zu erreichen. Mit diesem Speedup kann ein relativ kleines System aus Host,
GRAPE und einem rekonfigurierbaren Rechensystem mit der Rechenleistung eines Supercom-
puters konkurrieren — bei auf3erst hoher Preis-Performance. Wird diese hybride Plattform paral-
lelisiert, wird es dann mdglich sein, bereits mit etwa 32 Knoten astrophysikalische Simulationen
unter Bertcksichtigung der Hydrodynamik mit einer Dauerrechenleistung weit tiber einem TFlop
durchzufihren.
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