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,Und ehrlich gesagt”, fiigte der alte Logiker hinzu, wihrend er sich diskret den Kreidestaub von den
Hinden klopfte, die in ihrer scheuen Schmalheit den Eindruck machten, nie eine Frau liebkost zu
haben, am Ende eines langen und verschwitzten Beweises, ,.ehrlich gesagt habe ich nie verstanden,
warum gerade die Existenz als so wichtig gelten soll. Einhorner und imagindre Zahlen kommen
auch so zu recht [... ] Und den Rest behandeln wir in der niichsten Stunde.”

(Lars Gustafsson)



Abstract

Let G be a connected, quasi-split, reductive group over a perfect field K of good characte-
ristic. Steinberg and Kottwitz study whether a rational conjugacy class = in G contains an
element of G(K). Their approach investigates the conjugacy class z in the simply connected
cover Gg. of G.

The main purpose of this paper is to give a different second approach for quasi-split, semi-
simple groups. First of all we show that each rational conjugacy class of a connected, split,
semisimple group contains an element of G(K). This result leads to a classification of all ra-
tional conjugacy classes in connected, quasi-split, simple groups which have no element of
G(K). They are classified by the cup product of both approaches.

Zusammenfassung

Sei G eine zusammenhdngende quasizerfallende reduktive Gruppe iiber einem perfekten
Korper K und sei die Charakteristik von K gut. Steinberg und Kottwitz untersuchen die
Frage, ob eine rationale Konjugationsklasse x ein Element aus G(K) enthélt. Hierbei studie-
ren sie die Konjugationsklasse in der einfach zusammenhédngenden Uberlagerung Gge VONn
G.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen weiteren Zugang fiir quasizerfallende halbeinfache Grup-
pen anzugeben. Zu allererst beweisen wir, dafs eine rationale Konjugationsklasse in einer
zusammenhangenden zerfallenden Gruppe G ein Element aus G(K) besitzt. Dieses Resultat
fihrt zu einer Klassifikation aller rationaler Konjugationsklassen in zusammenhédngenden,
quasizerfallenden, einfachen Gruppen, die kein rationales Element enthalten. Das Cuppro-
dukt beider Zugéange beschreibt dies.
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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, Aussagen iiber die Existenz von rationalen Elementen in rationalen
Konjugationsklassen von reduktiven algebraischen Gruppen zu treffen. Die Fragestellung,
ob rationale Konjugationsklassen rationale Elemente enthalten, kann als Teil des Langland-
sprogrammes angesehen werden. Hier entsteht die Frage in natiirlicher Weise bei der Stabi-
lisierung der Selbergschen Spurformel. Der Beweis des sogenannte Fundamentallemma ist
jedoch ein schwieriges kombinatorisches Problem der lokalen harmonischen Analysis, das
bislang nur in wenigen Spezialfédllen verstanden ist. Es identifiziert eine geometrische Ent-
wicklung und eine Spektralentwicklung der Selbergschen Spurformel. Anscheinend muf3
man die Spurformel in Termen von rationalen Konjugationsklassen und stabilen Distribu-
tionen schreiben und diese Term fiir Term vergleichen, um entsprechende Anwendungen
fiir die Zahlentheorie zu erhalten [La79].

Fir die allgemeine lineare Gruppe G := GL,, iiber einem vollkommenen Korpern K ist
fiir die Konjugation in G(K) und G(K), K ein algebraischer Abschluf von K, neben der
Tatsache, da8 zwei Elemente aus G(K) genau dann in G(K) konjugiert sind, wenn sie es
bereits tiber G(K) sind, die folgende Eigenschaft bekannt:

E Eine Konjugationsklasse z in G(K), die iiber K definiert ist, enthilt bereits ein Element
aus G(K).

Wir untersuchen in dieser Arbeit, fiir welche Gruppen G die Eigenschaft E erfiillt ist. Die
einzigen hierzu in der Literatur vorhandenen Resultate sind die von Steinberg [St65] und ih-
re Verallgemeinerung von Kottwitz [Ko82]. Im Fall, dafs die Charakteristik von K gleich null
ist, gibt Kottwitz fiir reduktive Gruppen ein notwendiges und hinreichendes kohomologi-
sches Kriterium in Termen der zweiten Kohomologiegruppe mit Werten in einer gewissen
Untergruppe C, der Fundamentalgruppe 71 (G) an. Eine praktische Anwendung der durch
Kottwitz gegebenen Obstruktion stellt sich jedoch oft als schwierig dar.

Ohne Beweis bemerkt Kottwitz, dafy die Aussagen nicht nur in Charakteristik null, sondern
auch in sogenannter guter Charakteristik richtig sind. Wir fiihren in dieser Arbeit den Be-
weis aus. In den Anwendungen ist die Bedingung der guten Charakteristik meist erfiillt,
da die Charakteristik p, abhédngig von der Gruppe, nur fiir 2, 3,5 (oder p|n + 1 fiir Gruppen
vom Typ A,) schlecht sein kann. Fiir halbeinfache rationale Konjugationsklassen ist diese
Bedingung sogar unnotig.

Im Wesentlichen hat Steinberg fiir quasizerfallende zusammenhéngende halbeinfache Grup-
pen gezeigt, daf3 fiir Korper mit kohomologischer Dimension kleiner eins jede rationale

11



12 1. Einleitung

Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter besitzt, also diese Aussage insbesondere fiir
endliche Korper richtig ist.

Wir zeigen:

Theorem (vgl. Theorem 22). Sei K ein vollkommener Korper und G eine reduktive Gruppe iiber
K. Dariiber hinaus sei die Charakteristik von K gut. Falls die Konjugationsklasse von x € G rational
ist, dann gilt fiir die zugehorige Kohomologieklasse o € H?*(K, C,): Die Konjugationsklasse von =
enthiilt genau dann ein rationales Element, falls o trivial ist.

Fiir halbeinfache, rationale Konjugationsklassen gibt es keine Einschriinkung an die Charakteristik.

Wir zeigen dieses Resultat, in dem wir Kottwitz Beweis folgen und mit Hilfe des verallge-
meinerten Satzes von Jacobson-Morozov [Pr95] fiir gute Charakteristik zeigen:

Theorem (vgl. Theorem 19). Sei K ein vollkommener Korper und G eine quasizerfallende zusam-
menhiingende reduktive Gruppe iiber K. Dariiber hinaus sei die Charakteristik von K gut. Dann
besitzt jede unipotente rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

In den obigen Resultaten geht stets die Bedingung ein, daf} die auftretenden Gruppen qua-
sizerfallend sind. Nach Ergebnissen von Steinberg [St65] ist diese Bedingung fiir einfach
zusammenhdngende halbeinfache Gruppen notwendig. Wir zeigen, daf3 dies allgemeiner
fiir reduktiven algebraische Gruppen der Fall ist.

Theorem (vgl. Theorem 9). Sei K ein vollkommener Korper und A eine zusammenhingende re-
duktive Gruppe. Falls jede rationale Konjugationsklasse ein rationales Element enthiilt, dann ist A
quasizerfallend.

Fiir quasizerfallende halbeinfache Gruppen ldfit sich die Konstruktion der Obstruktion « in
der 2-Kohomologiegruppe H?*(K, C,) einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse
dahingehend modifizieren, daf sie als Bild einer Klasse 3(z) € H'(K, m;(G)/ C,) unter der
zur exakten Sequenz

1—Cp—»m(G)P -m(G)P/C, =1

gehorigen langen exakten Kohomologiesequenz beschreiben léfit. Fiir eine quasizerfallende
halbeinfache Gruppe verschwindet die Obstruktion a nach dem Theorem 22 genau dann,
wenn die Konjugationsklasse x einen rationalen Vertreter besitzt. Die Analyse der kurzen
exakten Sequenz liefert den Input fiir die weiteren Untersuchungen, denn es gilt:

Theorem (vgl. Theorem 32). Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende halbeinfache Grup-
pe. Falls 1(G) bzw. das Zentrum Z in der Kategorie der I'-Moduln ein halbeinfaches Objekt ist,
dann besitzt jede rationale Konjugaitonsklasse einen rationalen Vertreter.

Unter den quasizerfallenden halbeinfachen Gruppen sind die zerfallenden Gruppen von
besonderer Wichtigkeit. Steinberg zeigt zwar fiir zerfallende einfach zusammenhangende
halbeinfache Gruppen, daf jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter be-
sitzt, aber wir zeigen mit Hilfe von Kummertheorie und dem obigen Theorem, daf3 die Vor-
aussetzung einfach zusammenhéangend nicht notwendig ist:
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Theorem (vgl. Theorem 48). Sei K ein vollkommener Korper und G eine zerfallende zusammen-
hingende halbeinfache Gruppe. Dariiber hinaus sei die Charakteristik von K gut. Dann besitzt jede
rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Die schwichere Bedingung, quasizerfallend zu sein, ist jedoch nicht hinreichend. Kottwitz
gab hierfiir ein Gegenbeispiel [Ko82] in PU4(R) an, dessen Konjugationsklasse rational ist,
jedoch eine nichttriviale Kottwitz-Obstruktion besitzt, d.h. keinen rationalen Vertreter hat.

Wir werden in dieser Arbeit zunéchst alle einfachen algebraischen Gruppen G in guter Cha-
rakteristik klassifizieren, fiir die die Eigenschaft E erfiillt ist. Nur die einfachen Gruppen
vom Typ Ay,—1 und D24 stellen hiervon eine Ausnahme dar. Fiir diese Gruppen werden
wir diejenigen Elemente klassifizieren, deren rationale Konjugationsklasse keinen rationa-
len Vertreter enthalt. Hierfiir geben wir jeweils Kriterien an das charakteristische Polynom
an und interpretieren die Kottwitz Obstruktion a € H?(K, C,) in Abhéngigkeit des charak-
teristischen Polynoms.

Fiir gute Charakteristik konnen wir alle halbeinfachen rationalen Konjugationsklassen, die
kein rationales Element enthalten, klassifizieren. Die Klassifikationsresultate werden wir an-
schlieflend auf fasteinfache und K-einfache Gruppen tibertragen.

Die Obstruktion o € H?*(K,C,) kann fiir quasizerfallende absolut einfache Gruppen G
als Cupprodukt zweier 1-Kozykel verstanden werden. Dies gilt ebenso in einigen allge-
meineren Fillen. Der eine Kozykel 3; liegt in H' (K, 71(G)/ C,;) und wird via des kanoni-
schen Verbindungshomomorphismus auf a € H?*(K, C,) abgebildet. Der andere Kozykel
B2 € HY(K, Hom(7(G)/ Cys, Cz)) beschreibt, in wie weit die Gruppe G davon entfernt ist,
zerfallend zu sein. Dies wird im Abschnitt 4.7 genauer beschrieben.

Es gilt im Fall, daf8 C,, ein direkter abelscher Summand von 7 (G) ist, der Satz:

Satz (vgl. Satz 54). Sei die Charakteristik von K gut. Sei die exakte Sequenz
1—-C, — 7r1(G)D — 7T1(G)D/C373 —1

in der Kategorie der abelschen Gruppen zerfallend. Die rationale Konjugationklasse von x enthiilt
genau dann ein rationales Element, wenn das Cupprodukt von 31 in H' (K, 71(G)/ C,) und (3 in
HY(K, Hom(71(G)/ Cy, Cy)) trivial ist.

Dies bedeutet, dafs der Zugang von Kottwitz/Steinberg tiber die einfach zusammenhan-
gende Uberlagerung Gs. von G und der durch Theorem 48 beschriebene Zugang in vielen
Fallen die konkrete Beschreibung der abstrakten Kottwitz-Obstruktion liefern.

Interessant erscheint die Frage, welcher Art die Probleme sind, die durch die Kottwitz-
Obstruktion beschrieben werden. Es sind keine Klassifikationsresultate fiir halbeinfache,
reduktive oder lineare algebraische Gruppen zu erwarten. Die Problematik liegt am Uber-
gang von einem Produkt von fasteinfachen Gruppen zu halbeinfachen Gruppen. Fiir jede
halbeinfache Gruppe G gibt es bekannterweise eine Isogenie zu einem Produkt von fastein-
fachen Gruppen [ [ G;, jedoch wissen wir {iber die induzierte Abbildung zwischen den Fun-
damentalgruppen [[ 71(G;) und 7 (G) nicht genug. Die Fundamentalgruppe 7 (G) konn-
te beispielsweise diagonal in das Produkt der jeweiligen Fundamentalgruppen eingebettet
sein. Es stellt sich heraus, daf$ dies der schwierigste zu betrachtende Fall ist.



14 1. Einleitung

Zur Berechnung der Obstruktion der zweiten Kohomologiegruppe H?(K, C,,) aus Theorem
22 miiften wir in der Lage sein, alle Gal(K/ K)-invarianten Untermoduln C, des Gal(K/ K)-
Moduls 71 (G) zu klassifizieren. Wir konnen nur zeigen:

Satz (vgl. Satz 83). Es gilt
C, = m(G)nCad,

mit C24 =[], CL, wobei C%, C m1(G;) die C,-Komponente fiir den fasteinfachen Faktor G ist.

Dies hilft, um in konkreten Fillen festzustellen, ob eine gegebene rationale Konjugations-
klasse die Eigenschaft E besitzt. Damit konnen wir folgendes erreichen:

Satz (vgl. Satz 90). Sei K ein vollkommener Korper und G eine quasizerfallende zusammenhingen-
de halbeinfache Gruppe. Sei die Charakteristik von K gut. Falls keiner der Faktoren in der Produkt-
zerlegung von G.,q in fasteinfache Gruppen vom Typ A, _1, n nicht quadratfrei, oder D24 ist, dann
enthiilt jede rationale Konjugationsklasse ein rationales Element.

Beim Ubergang zu reduktiven Gruppen und - falls jede rationale Konjugationsklasse einen
rationalen Vertreter besitzt — zu linear algebraischen Gruppen, treten neue Probleme auf, fiir
die wir ein Beispiel angeben.

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel, wobei die Kapitel drei und vier die eigenen Resultate
enthalten. Das zweiten Kapitel dient der Klarung der Begriffe und gibt einige wohlbekannte
Resultate tiber reduktive Gruppen wieder.

Im dritten Kapitel werden die wichtigsten Ergebnisse aus dem Artikel [Ko82] vorgestellt
und fiir den Fall guter Charakteristik verallgemeinert. Im Wesentlichen ist dies die Kon-
struktion der Gruppe C, und der Beweis des Hauptresultat von Kottwitz (Theorem 22) fiir
gute Charakteristik.

Im Kapitel vier werden wir das kohomologische Kriterium auf zerfallende Gruppen an-
wenden und fiir einfache algebraische Gruppen die Elemente klassifizieren, deren Konju-
gationsklasse zwar rational ist, jedoch keinen rationalen Vertreter besitzt. Diese Ergebnisse
werden auf fasteinfache und K-einfache Gruppen iibertragen. Ebenso wird der Ubergang
zu halbeinfachen Gruppen und zu reduktiven Gruppen genauer studiert, um aufzuzeigen,
an welchen Stellen Probleme entstehen.

Das Kapitel fiinf bildet den Anhang. Hier werden wir die Konjugation in der orthogonalen
Gruppe anhand der Arbeit [Mi69] vorstellen. Dariiber hinaus zeigen wir den Zusammen-
hang zwischen der Berechnung des Hilbertsymbols und den Problemfillen in der ortho-
gonalen Gruppe auf. Zusétzlich zeigen wir, wie die Fundamentalgruppe einer einfachen
Gruppe nach [Hi75] explizit berechnet wird.

Ich mochte mich bei Prof. Dr. R. Weissauer fiir die Themenstellung und Betreuung in den
vergangenen drei Jahren bedanken, bei Dr. J. Ballmann, Dr. U. Weselmann und Dr. Denis
Vogel fiir die Unterstiitzung.

Der Friedrich-Ebert-Stiftung gebiihrt der Dank fiir meine finanzielle Unterstiitzung wih-
rend der Zeit, in der die Arbeit entstanden ist, und Prof. Dr. W. Jager fiir die Unterstiitzung.



Grundlagen und Methoden

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten Begriffe und Methoden, die wir spéater in der Arbeit be-
notigen, vorzustellen. Ebenso werden viele Resultate tiber reduktive Gruppen zusammen-
getragen. Als Standardreferenz dienen die Arbeiten und Bticher [BFW99], [Bo91], [Ca85],
[NSWO00], [Se02] und [Ti66].

2.1. Reduktive Gruppen

Eine algebraische Gruppe G iiber einem Korper K der Charakteristik null ist eine algebrai-
sche Varietit tiber K, die eine Gruppenstruktur besitzt. Jede algebraische Gruppe G besitzt
eine ausgezeichnete abgeschlossene normale Untergruppe G°, die Zusammenhangskompo-
nente der Eins in G ([Bo91] 1.1/1.2).

Eine grofie Anzahl von Beispielen liefern die sogenannten linearen algebraischen Gruppen.
Eine lineare algebraische Gruppe G ist eine abgeschlossene Untergruppen der allgemeinen
linearen Gruppe GL,, ([Bo91] 1.6). Die Jordan-Zerlegung ist ein wichtiger Schiissel zur Theo-
rie der linearen algebraischen Gruppen. Darunter verstehen wir das folgende: Fiir jedes Ele-
ment x € G, in diesem Sinne bezeichnet G immer die K-rationalen Punkte G(K) von G, gibt
es ein eindeutiges halbeinfaches Element x, € G und ein eindeutiges unipotentes Element
zy € G, so dafs gilt

T =Tg Ty = Ty * Ts-

Diese Zerlegung heifst die Jordan-Zerlegung von x ([Bo91] 4.2). Haufig werden z; und x,,
einfach mit s und u bezeichnet. Eine analoge Zerlegung existiert fiir Liealgebren ([Bo91] 4.4).

In einer zusammenhédngenden linearen algebraischen Gruppe G hat die Menge der abge-
schlossenen zusammenhdngenden auflosbaren normalen Untergruppen genau ein maxi-
males Element beziiglich der Inklusion. Dieses wird von allen solchen Untergruppen von
G erzeugt, und heifit Radikal R(G) von G ([Bo91] 11.21). Ebenso besitzt die Menge aller ab-
geschlossenen zusammenhéngenden unipotenten normalen Untergruppen von G ein maxi-
males Element beztiglich der Inklusion, das sogenannte unipotente Radikal R,,(G). Da jede
unipotente Gruppe nilpotent ist, liegt das unipotente Radikal R, (G) als Untergruppe im
Radikal R(G) ([Bo91] 11.21).

Eine lineare algebraische Gruppe G heifit halbeinfach, falls das Radikal R(G) = 1 ist. Die
Gruppe G / R(G) ist immer halbeinfach. Eine lineare algebraische Gruppe G heifst reduktiv,

falls R,,(G) = 1 ist. Insbesondere ist jede halbeinfache Gruppe reduktiv, umgekehrt stimmt
dies nicht ([Bo91] 11.21).

15



16 2. Grundlagen und Methoden

Falls G keine eigentliche abgeschlossene zusammenhingende normale Untergruppe ent-
hilt, dann heifit G einfach. Das Zentrum Z(G) einer einfachen Gruppe ist endlich und ent-
hélt jede eigentliche normale Untergruppe. Als abstrakte Gruppe ist die Gruppe G / Z(G)
einfach. Im Anhang 5.5 findet sich eine Ubersicht iiber den Aufbau dieser Gruppen.

Die Gruppe der K-wertigen Punkte G(K) von G ist definiert als die Fixpunktmenge von G
unter der Operation der absoluten Galoisgruppe Gal(K/ K) von K ([Hu75] 34.2.), also

G(K) = GNGL,(K) € GL,(K).

2.2. Weylgruppe und Wurzelsysteme

Sei G eine lineare algebraische Gruppe und T C G ein maximaler Torus. Betrachten wir
den Normalisator N(T) und den Zentralisator C(T) von T in G, dann ist der Quotient
N(T)/ C(T) eine endliche Gruppe, die sogenannte Weylgruppe W (G, T) von G beztiglich T
([Bo91] 11.19). Da alle maximalen Tori in G zueinander konjugiert sind, ist die Weylgruppe
bis auf Isomorphie eindeutig definiert ([Bo91] 14.7). Wir bezeichnen die Gruppe mit W(G)
und fassen sie als abstrakte Gruppe auf. Falls die Gruppe G reduktiv ist, gilt C(T) = T.
Dann erhalten wir als Weylgruppe

W(G,T) = N(T)/T.

Wir betrachten die adjungierte Darstellung Adg : G — GL(g), wobei g die Liealgebra von
G ist. Adg ist ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen, daher besteht das Bild
Adg(T) aus kommutierenden, halbeinfachen Elementen und ist folglich diagonalisierbar.
Wir konnen daher g beztiglich der Operation von T in eine direkte Summe

1= P s
)

aeX(T

zerlegen, wobei fiir jeden Charakter a aus der Charaktergruppe X(T) := Hom(T, G,,) der
Summand g, definiert ist als

o ={X €g|Adc(t)X = a(t)X furallet € T}.

Die nichttrivialen Charaktere o € X(T), fir die g, # 0 ist, heilen die Wurzeln von G
beztiglich T. Die Menge aller Wurzeln wird mit (G, T) bezeichnet und ist eine endliche
Teilmenge von X (T). Da alle maximalen Tori in G konjugiert sind, ist das Wurzelsystem
®(G, T) eindeutig bis auf Isomorphie. Daher schreiben wir der Einfachheit halber ® anstelle
von ®(G, T). Das Wurzelsystem ® besitzt eine Basis A C &, so daB sich jede Wurzel a € ®
als Linearkombination o = ) Bea M3 3 darstellen 143t, wobei alle Koeffizienten mg das glei-
che Vorzeichen haben. Ein Wurzel a heifit positiv, wenn alle Koeffizienten mg grofier gleich
null sind. 7 ist die Menge aller positiven Wurzeln von ®. Die Menge II C ® bezeichnet
die Menge aller Fundamentalwurzeln. Dies sind alle positiven Wurzeln, die sich nicht als
Summe von zwei positiven Wurzeln schreiben lassen. Als Standardreferenz hierzu dienen
[Bo91] 14.7 oder [St74] §3.2.
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Die Weylgruppe W(G) permutiert die Wurzeln o ([Bo91] 14.6). Diese Permutationen w €
W (G) werden von Spiegelungen an einer Wurzel «

<a,fB>
— Q.
<a,a>

sa(B) = aj—2

erzeugt ([Bo91] 14.8). Mit Hilfe der Weylgruppe W(G) und der Fundamentalwurzeln kon-
nen wir das ganze Wurzelsystem ¢ rekonstruieren; ®(G,T) = W(G, T) - 1L

Tits benutzt die Theorie der Wurzelsysteme, um einfache Gruppen tiber dem algebraischen
Abschluss K zu klassifizieren ([Ti66] Theorem 1, §3). Nach der Klassifikation der zugrunde-
liegenden Wurzelsysteme gibt es als einfache Gruppen iiber K die vier unendlichen Serien
vom Typ A,, By, Cp, D, und die fiinf exzeptionellen Gruppen vom Typ Eg, E7, Eg, F, und
G. Diese werden durch sogenannte Dynkindiagramme beschrieben. In der folgenden Ta-
belle, entnommen aus [Ti66] Tabelle 1, sind die zugehorigen erweiterten Dynkindiagramme
abgebildet, d.h. das Dynkindiagramm ist durch die Hinzunahme der lingsten Wurzel oy
erweitert worden, die mit e gekennzeichnet wurde.

0] ‘ Dynkindiagramm o ‘ Dynkindiagramm
o——o0 O0——O. O0——0
A, o/ \o Es ° o o/
n>1 \o—o o—o/ \o o
° o
\ t
B o——o0 0——0=>=0 E
7’1,2713 o/ T e—O o) o) o) o)
o
C, | e==o—o0 o——0===0 FEg l
TLz 2 o O O o) o) o) 'Y
° o
D \O—o O—o/ F e 0 0=>0—0
le’r}l o/ \O !
G o o=>o0

Tabelle A: Erweiterte Dynkindiagramme der Wurzelsysteme einfacher Gruppen

Fiir eine reduktive Gruppe mit dem Wurzelsystem & unterscheidet man zwischen guter
und schlechter Charakteristik p des Grundkorpers. Die Charakteristik p > 0 heifdt schlecht
(beziiglich ®), wenn p in der folgenden Tabelle B aus [Bo70] E §4.3 aufgefiihrt ist.

Waurzelsystem | schlechte Charakteristik
A, keine

By, Cpn, Dy, 2

Eﬁ, E7, F4, GQ 2und 3

Eg 2,3und 5

Tabelle B: Schlechte Charakteristik fiir ®
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Die lingste Wurzel « ist die Summe von einfachen Wurzeln «;, d.h. o = ) m;a;. Falls es ein
i gibt mit m; = p, dann ist dies dquivalent dazu, dafy die Charakteristik p schlecht ist. Die
Charakteristik p heifit gut, wenn sie nicht schlecht ist und im Fall A,, nicht n + 1 teilt; in der
englisch sprachigen Literatur wird dies als very good bezeichnet.

2.3. Galoiskohomologie

Sei K der algebraische Abschluf8 des vollkommenen Kérpers K und Gal(K/ K) die absolute
Galoisgruppe von K. Sei A ein diskreter Gal(K/K)-Modul. Die n-te Galoiskohomologie-
gruppe ist als die n-te Gruppenkohomologiegruppe

H'(K, A) := H"(Gal(K/K), A) fiir n > 0

definiert.

In [Se02] §5.1. ist die nullte und erste Kohomologiegruppe definiert. Die nullte Kohomolo-
giegruppe ist gegeben als die Fixpunktmenge von A unter der Operation von Gal(K/ K)

HO(K,A) _ AGal(K/K)'

Die Menge der 1-Kozykel Z'(K, A) besteht aus den stetigen Abbildungen a von Gal(K/K)
nach A, welche fiir a, := o(a) die Relation

g
Gor = Q507

fiir alle o, 7 € Gal(K/K) erfiillen. Wir nennen zwei Kozykel a, a’ dquivalent (a ~ a'), falls
a, = b~1(al )b fiir ein b € A und fiir alle g € Gal(K/K) gilt. Die erste Kohomologiegruppe
HY(K, A) ist definiert als

HY(K, A) :=ZYK, A)/ ~ .

In dieser Arbeit spielt spiter die zweite Kohomologiegruppe H?(K, A) eine besondere Rolle.
Die Gruppe H?(K, A) kann man als Menge der Aquivalenzklassen aller zentraler Gruppen-
erweiterungen

1—-A4— X — Gal(K/K) — 1

betrachten. Hierbei nennen wir zwei Gruppenerweiterungen dquivalent, wenn es einen Iso-
morphismus ¢ : X — X’ gibt, so dafl das Diagramm

X
/ \ J—
A\Q,/Gal(K/K)Hl

1——

kommutiert.

Ein wichtiges Beispiel fiir die spdteren Betrachtungen ist die Kummersequenz

1—>un—>Gm£>Gm—>1.
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Mit Hilfe der langen exakten Kohomologiesequenz und dem Satz Hilbert 90 ((INSW00] 6.2.1)
folgern wir, da H' (K, p1,,) = K* /(K*)" ist und H?*(K, p1,,) isomorph zur n-Torsion ,, Br(K)
in der Brauergruppe Br(K) := H?(K, K™) ist ([Se02] 11 §1.2).

Weiter Resultate kann der Leser im Buch von Serre [Se02] finden.

2.4. Fundamentalgruppe 71 (Gper)

Fiir reduktive Gruppen G hat Borovoi in der Arbeit [Boro98] §1 eine Definition der soge-
nannten Borovoi-Fundamentalgruppe gegeben. Die Borovoi-Fundamentalgruppe 7 (G) :=
71 (G(K)) liefert einen exakten Funktor von der Kategorie der reduktiven Gruppen tiber K
in die Kategorie der Gal(K/ K)-Moduln ist. Fiir K = C entspricht 71(G) der gewdhnlichen
topologischen Fundamentalgruppe.

Betrachten wir die (einfach zusammenhingende) universelle Uberlagerung Gg. der deri-
vierten Gruppe Gpe,. Fiir die von Deligne definierte Abbildung
p:GscHGDer;’G

definieren wir fiir einen maximalen Torus T C G das Urbild p~!(T) in Gg. als Ty. Die
Borovoi Fundamentalgruppe ist definiert als

m1(G) 1= X (T(K))/p+ Xo(Tsc(K)),

wobei X, die Kocharaktergruppe bezeichnet. In [Boro98] Remark 0.1 deutet Borovoi an, wie
man die Definition auf lineare algebraische Gruppen iibertragen kann.

Die Definition der Fundamentalgruppe fiir einfache Gruppen ist bereits seit lingerem be-
kannt. Sie stellt einen Spezialfall der Definition der Borovoi-Fundamentalgruppe dar.

In weiten Teilen der Arbeit werden vorallem (halb-)einfache Gruppen und deren Funda-
mentalgruppe betrachtet. Hierzu konnen wir die Resultate und Definitionen von Tits ([Ti66]
§1.5.) tibernehmen. Sei ¥ die Menge der Kowurzeln und Z[®"| das davon erzeugte Gitter.
Damit definieren wir das Gewichtsgitter Z[®]* als

Z[®)* :={z € Z[®'| 9 R |< o,z >€ Z fiir alle a € D}.

Die Fundamentalgruppe 71 (G) einer einfachen Gruppe ist nun definiert als der Quotient
des Gewichtegitters Z[®]* nach dem Kowurzelgitter Z[®"|

m1(G) = Z[®]* /Z[®"].

Die Fundamentalgruppe 7 (G) einer einfachen Gruppe G ist eine endliche, abelsche Gruppe
([Hu75] 31.1).

Die Gruppe 71 (G) laf8t sich kombinatorisch als Symmetriegruppe des wie in Tabelle A (bzw.
[Ti66] Tabelle I) dargestellten, erweiterten Dynkindiagramms des entsprechenden Wurzel-
systems auffassen.

Fiir vollkommene Korper K hat Tasaka in den Arbeiten [Ta69] und [Ta71] sowohl die Fun-
damentalgruppe 7 (G) der einfachen Gruppen G als auch die zweite Kohomologiegruppe
H?(K, 71 (G)) in Termen der Brauergruppe von K berechnet.
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Satz 1 ([Ta71] Theorem 1). Sei G eine zerfallende einfache Gruppe vom adjungierten Typ. Dann
besitzt G die aus Tabelle C ersichtliche Fundamentalgruppe 1 (G).

Wurzelsystem | m1(G) | H*(K,m1(G))
Ap Hn+1 n+1Br
B, H2 2 Br
Cn w2 2 Br
Doy, p2 X p2 | 2BrxoBr

Doy iq Ha 4 Br
Eg 3 3Br
E; H2 2 Br
Eg 1 1
Fy 1 1
Go 1 1

Tabelle C: Fundamentalgruppen und H?(K, m (G))

2.5. z-Erweiterungen

Viele Aussagen lassen sich fiir zusammenhéngende reduktive Gruppen, bei denen die deri-
vierte Gruppe Gper einfach zusammenhéngend ist, leichter beweisen, da wir hier auf einige
Resultate von Steinberg u.a. zuriickgreifen konnen. Deshalb liegt es nahe, zu entsprechen-
den Uberlagerungen von G iiberzugehen, und nachzupriifen, wie sich hier die zu untersu-
chende Eigenschaft verhilt. Diese Uberlagerungen heifien z-Erweiterungen, deren Existenz
Langlands ([La79] Seite 721-722) gezeigt hat. Dort befinden sich in bereits einige Anwen-
dungen, ebenso wie in den Arbeiten [Ko82], [Ko84] und [Ko86].

Definition 2. Seien G und G’ zusammenhiingende reduktive Gruppen iiber K. Ein Homomorphis-

mus von reduktiven Gruppen o : G' — G heifit z-Erweiterung, falls

(i) die derivierte Gruppe G, von G’ einfach zusammenhingend ist,
(ii) o surjektiv ist,
(iii) der Kern(«) im Zentrum von G' liegt und isomorph zu einem Produkt von Tori der Form
Resy, )k (Gm) ist fiir endliche Korpererweiterungen L iiber K.
Spater werden wir zahlreiche Anwendungen von z-Erweiterungen kennenlernen, ein Bei-
spiel hierfiir ist:
Lemma 3 ([Ko82] Lemma 1.1). Sei o : G' — G eine z-Erweiterung iiber K, Z := Kern(«). Dann

gilt fiir jeden Korper K ¢ K' € K, dap HY(K', Z) = 1 und G'(K') — G(K') surjektiv ist.

Beweis: Nach dem Lemma von Shapiro ([NSWO00] 1.6.3) und dem Theorems Hilbert 90
(INSWO00] 6.2.1) ist H!(K’, Z) trivial. Insbesondere erhalten 1 — Z'x’ — GTx' — Gl'w — 1,
weshalb G'(K’) — G(K') surjektiv ist. 0
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2.6. Konjugation in Gruppen

Sei G eine zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe iiber K. Zwei Elemente z,y €
G(K) heiflen konjugiert in G(K), wenn es ein g € G(K) gibt, so dafl gzg~! = y ist.

Nun betrachten wir die Operation der Galoisgruppe I' := Gal(K/ K) auf G. Sei g7 := o(g).
Dann erhalten wir fiir beliebiges o € I' := Gal(K/ K), daf8 das Element
az:=g"'g°,
im Stabilisator G, von x in G liegt, und fiir beliebige o, 7 € I' erhalten wir
Uor = Qg7
Ersetzt man g durch g- 2z mit z € G, (K), so erhalten wir einen zu a,, dquivalenten 1-Kozykel.

Jedem y € G(K), welches konjugiert in G(K) zu z ist, entspricht daher eine 1-Kohomologie-
klasse in H! (K, G,), die wegen a, = g 1g° im Kern der Abbildung

¢ : HY(K,G,) — H(K, G)

liegt. Ist umgekehrt (a,) € H'(K,G,) im Kern dieser Abbildung, ist also etwa a, = g~ '¢°
mit g € G(K), so setzen wir einfach 5 := gzg~! und rechnen nach: y° = y fiir alle o € T.
Also ist y € G(K). Damit hat man

Lemma 4 ([Bo70] E10/E11). Sei + € G(K), C(z) = {y € G(K) | * ~ y in G(K)} und
m = | Kern ¢|. Dann zerfillt G(K) N C(x) in genau m Konjugationsklassen in G(K).

Die Frage, wann zwei Elemente zueinander konjugiert sind, 148t sich fiir die meisten klassi-
schen Gruppen wie folgt beantworten:

Satz 5 ([Ba81] Lemma 3). Sei G eine K-Form der Gruppen GL,,, SLy,, O,, oder SP,,. Falls x,y €
G(K) das dasselbe irreduzible Minimalpolynom beziiglich der trivialen Darstellung von G besitzen,
dann ist x ~ y in G(K).

Falls G eine dufiere Form der Gruppe GL,, oder SL,, bzgl. einer zugehorigen Erweiterung
L / K ist, dann miissen x und y das gleiche Minimalpolynom m(t) € L [t] besitzen, damit die
Aussage des Satzes gilt.

2.7. Stabile Konjugation

Langlands hat den Begriff der stabilen Konjugation eingefiihrt, der zwischen K-Konjugation
und K-Konjugation liegt. Fiir die Fille, in denen K-Konjugation und stabile Konjugation
sich voneinander unterscheiden, scheint die Definition der stabilen Konjugation fiir die har-
monische Analysis relevanter zu sein [La79].

Definition 6. Sei G eine zusammenhiingende lineare algebraische Gruppe iiber K. Zwei K-rationale
Elemente x und y sind stabil zueinander konjugiert, wenn es ein g € G gibt, so dafs

grg ' =yund g7 g° € G fiiralleo € T := Gal(K/K)

ist, wobei s der halbeinfache Anteil von x ist.



22 2. Grundlagen und Methoden

Aus der Definition folgt, dal ¢~ '¢° ein 1-Kozykel von T in G N G,, ist, da g~ '¢° in G, und

somit in G§ N G, liegt. Die Kohomologieklasse davon liegt im Kern der Abbildung
H'(K,G2NG,) — H(K,G).

Esist G, = G;,NG,. Aufgrund der Definition der Konjugation gilt folglich

Lemma 7 ([La79] 701/702). Sei x € G, x = us = su und G, zusammenhingend. Dann stimmt
die K-Konjugation mit der stabilen Konjugation iiberein.



Kottwitz’ Resultat iiber rationale
Konjugationsklassen

Fiir eine zusammenhédngende halbeinfache Gruppe studieren wir in diesem Kapitel rationa-
le Konjugationsklassen. Als Beispiel hierfiir rufen wir die allgemeine lineare Gruppe G :=
GL,, tiber einem vollkommenen Korper K in Erinnerung. Fiir die Konjugation in G(K) und
G(K) gilt das folgende Resultat:

E Eine Konjugationklasse in G(K), die iiber K definiert ist, enthilt bereits ein Element
aus G(K).

Fiir reduktive Gruppen ist diese Aussage im allgemeinen falsch, wie das Beispiel von Kott-
witz ([Ko82] 798f) fiir die Gruppe PU4(R) zeigt. Wir werden weitere Beispiele im nachsten
Kapitel angeben und diese nach Moglichkeit klassifizieren.

Dieses Kapitels widmet sich der Arbeit [Ko82]. Wir werden alle notwendigen Voraussetzun-
gen, Begriffe und Konstruktionen erkldren, um den Satz 8 aus seiner Arbeit zu formulieren.

Die Hauptidee in [Ko82] besteht darin, dafs jede Invariante einer zusammenhéngenden li-
nearen algebraischen Gruppe G, die trivial fiir einfach zusammenhingende Gruppen, fiir
unipotente Gruppen und fiir quasi-triviale Tori ist, in Termen der Fundamentalgruppe von
G berechnet werden kann. Dies ist insbesondere durch Steinbergs Artikel motiviert.

Die Arbeit folgt dieser Idee und gibt zusatzlich ein Kriterium in Termen einer gewissen
Untergruppe C, der Fundamentalgruppe 71 (G) an:

Theorem 8 ([Ko82] Theorem 4.7). Sei G eine quasizerfallende reduktive Gruppe. Sei die Charak-
teristik des vollkommenen Korpers K null oder x halbeinfach. Falls die Konjugationsklasse [x] von x
iiber K definiert ist, dann sind dquivalent:

(i) a € H*(K, C,) ist trivial.
(i) Die Konjugationsklasse von x besitzt einen rationalen Vertreter

In [Ko82] wird zwar bemerkt, dafs dieses Theorem fiir gute Charakteristik giiltig ist. Ein
Beweis wird jedoch nicht gegeben.

Steinberg zeigt in seiner Arbeit [St65] im Theorem 9.8, daf3 eine einfach zusammenhéngen-
de, halbeinfache Gruppe G, welche die Eigenschaft E erfiillt, quasizerfallend ist, d.h. sie ent-
hilt eine Boreluntergruppe, die tiber dem gleichen Grundkorper definiert ist. Wir werden

23
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dies im ndchsten Abschnitt fiir reduktive algebraische Gruppen formulieren und zeigen,
daf} die Voraussetzung an die Gruppe, quasizerfallend zu sein, notwendig ist.

Auflerdem zeigt Steinberg fiir Kérper der Charakteristik null, daff eine quasizerfallende
halbeinfache Gruppe, die einfach zusammenhingend ist, die gewiinschte Eigenschaft E be-
sitzt. Dieses Resultat wurde in [Ko82] verallgemeinert fiir den Fall, daf$ die derivierte Grup-
pe Gper einfach zusammenhéngend ist.

3.1. G ist quasizerfallend

Fiir halbeinfache Gruppen G tiber einem vollkommenen Korper K studiert Steinberg in
[St65] im Abschnitt 9 die Frage, ob jede Gruppe G, in der jede rationale Konjugationsklasse
ein rationales Element enthilt, quasizerfallend ist. Hierzu wahlt man eine abgeschwéchte
Beschreibung der Eigenschaft, das jede rationale Konjugationsklasse ein rationales Element
enthilt. Diese lautet: Die natiirliche Abbildung von der Menge der rationalen reguliren hal-
beinfachen Elemente in die Menge der rationalen reguldren halbeinfachen Konjugations-
klassen ist surjektiv. Steinberg zeigt:

Theorem 9 ([St65] Theorem 9.10). Sei K ein vollkommener Korper und G eine einfach zusammen-
hingende, halbeinfache Gruppe iiber K. Falls die natiirliche Abbildung der Menge der reguliiren
halbeinfachen rationalen Elemente in die Menge der reguliren halbeinfachen rationalen Konjugati-
onsklassen surjektiv ist, dann enthilt G eine Borelgruppe, die bereits iiber K definiert ist, d.h. G ist
quasizerfallend.

Beweis: Falls der Korper K endlich ist, dann ist nach Langs Theorem ([La56] Seite 557,
[Mii03]) eine Borelgruppe iiber K definiert.

Sei daher K unendlich. Wir wihlen ein feste Borelgruppe B C G, sowie festes T und 7.
Sei Z C G das Zentrum von G und n die Ordnung von Z. Seien ¢, € K* mit ¢ = ",
und die Ordnung von c sei grofier als die Coxeterzahl des Wurzelsystems ®. Sei T C G
ein maximaler Torus tiber K. Dieser existiert in G nach [St65] Theorem 9.4. Wir wihlen ein
t' € T, so daB fiir jede einfache Wurzel o; € @ gilt, daB «;(t') = ¢ ist. Definiert man
t := t'", dann folgt nach Voraussetzung «;(t) = c. Fiir jede Wurzel o vom Gewicht m ist
a(t) = ¢™ # 1, da m kleiner als die Coxeterzahl ist. Daher ist ¢ ein reguldres Element.
Dartiber hinaus ist ¢ = ¢ nur fiir m = 1 und wir erhalten, daf8 alle Wurzeln o mit «(t) = ¢
einfach sein miissen.

Wir werden zeigen, dafs die Konjugationsklasse des reguldren Elements ¢ iiber K definiert
ist, und daB8 wir T bzw. ¢ durch einen geeigneten konjugierten Torus T" bzw. t” € T” er-
setzen konnen, so dafd die Borelgruppe B tiber K definiert ist. Damit ist das Theorem dann
bewiesen.

Jedes Element v € T' := Gal(K/ K) operiert als Automorphismus auf dem Wurzelsystem ®,
daher gibt es ein eindeutig bestimmtes Element w., in der Weylgruppe W(G) von G, so daf3
w o 7 die einfachen Wurzeln von ®* permutiert. Da «;(t') unabhingig von i ist und in K
liegt, folgt

ai(wy 0 y)(t') = (wyy™ ") (aa)(t') = eu(t).
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Somit gibt es ein k € Z mit (wy o ¥)(t') = k - ¢ und die Konjugationsklasse von ¢ ist tiber K
definiert, da (w o y)(t) = k" - t = t gilt.

Nach Voraussetzung ist die Abbildung der Menge der halbeinfachen rationalen Elemente in
die Menge der halbeinfachen rationalen Konjugationsklassen surjektiv, deshalb gibt es ein
t" € G(K), welches in der Konjugationsklasse von ¢ liegt. Jeder innere Automorphismus,
der t in t” {iberfiihrt, bildet den maximalen Torus T in den maximalen Torus T” ab.

Der Torus T” ist iiber K definiert, da nach [Bo91] Proposition 12.2. das regulédre Element ¢”
in einem eindeutig bestimmten maximalen Torus T” enthalten ist. Zusétzlich bildet dieser
®(G,T)in ®(G, T") ab, jedoch so, daf die Gleichung «;(t) = c erhalten bleibt. Wenn wir den
Torus T durch T” und ¢ durch ¢’ ersetzen, definiert ®(G, T"”) eine Boreluntergruppe B von
G, die tiber K definiert ist. O

Wir verallgemeinern dieses Resultat auf reduktive Gruppen:

Theorem 10. Sei K ein vollkommener Korper und G eine zusammenhingende reduktive Gruppe
iitber K. Falls die natiirliche Abbildung der Menge der reguliiren halbeinfachen rationalen Elemente
in die Menge der reguliiren halbeinfachen rationalen Konjugationsklassen surjektiv ist, dann enthiilt
G eine Borelgruppe, die bereits iiber K definiert ist, d.h. G ist quasizerfallend.

Beweis: Wir betrachten eine z-Erweiterung o : G’ — G. Nach Lemma 3 ist die Abbildung
G'(K) — G(K) surjektiv und bildet die Menge der reguldren halbeinfachen Elemente aus
G'(K) surjektiv auf die Menge der reguldren halbeinfachen Elemente in G(K) ab. Ebenso
ist die Abbildung zwischen den Mengen der reguldren halbeinfachen Konjugationsklassen
von G'(K) und von G(K) eindeutig.

Sei s € G ein reguldres halbeinfaches Element mit rationaler Konjugationsklasse und s = s’z
mt s € G’ und z € Kern(a). Da die Konjugationsklasse von s rational ist, gilt fiir alle
Elemente z € [s]: 2 = g,zg,'. Nach Voraussetzung besitzt die Konjugationsklasse von s
einen rationalen Vertreter. Sei 0.B.d.A s € G(K), dann liegt ebenso wegen der Surjektivitét
der Abbildung G'(K) — G(K) das Element s’ in G'(K) und es gilt

§'27 = (5'2)7 = go5'2g, L.
Da «a(s’) regulér ist, ist ebenso g, reguldr und vertauscht mit z. Wir erhalten somit (s'2)7 =
905’952 Da s € G'(K) liegt, konnen wir 0.B.d.A. g, = 1 wihlen. Daher ist s'2° = s’z und
somit 272! trivial. Nun gibt es ein A € Gpe, fiir das 272! durch s'A\(s')"1A~! dargestellt
wird. Die Wahl der Konjugationsklasse ist somit eindeutig.

Nach Theorem 9 besitzt die einfach zusammenhéngende, halbeinfache Gruppe Gp,, eine
Borelgruppe B, die iiber K definiert ist. Das Bild a(BZ’) C G ist nach [Bo91] Proposition
11.14 wiederum eine Borelgruppe, die in G liegt und iiber K definiert ist. Somit ist G quasi-
zerfallend. O

3.2. Uber die Arbeit von Kottwitz

Nach den Ergebnissen des ersten Abschnitts ist die Bedingung, daf8 G eine reduktive Grup-
pe ist, die eine {iber K definierte Boreluntergruppe enthdlt, eine notwendige Voraussetzung
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dafiir, daf’ die halbeinfachen rationalen Konjugationsklassen von G einen Vertreter aus G(K)
besitzen.

Sei x € G und Z das Zentrum von G. Um im nichsten Abschnitt den Theorem 8 zu formu-
lieren, konstruieren wir eine gewisse Untergruppe C, der Fundamentalgruppe 71 (G) und
rechnen einige Eigenschaften nach.

Wir betrachten die Abbildung p aus Abschnitt 2.4:

/p
C Gsc GD_er\ Gv

wobei Kottwitz mit C die Fundamentalgruppe m1(Gpe:) bezeichnet. Mit Hilfe von p kon-
struieren wir einen Quotienten C,, in zwei Schritten:

1. Wir betrachten den kanonischen Homomorphismus p : Gsc — G. Als Kern erhélt man
die Fundamentalgruppe C = 71 (Gpe). Insbesondere ist C endlich und abelsch.

2. Wir definieren einen Homomorphismus ¢ : G, — C. Dannist C; := ¢(G).

Schritt 1 ist bekannt und befindet sich ansatzweise im Abschnitt 2.4. Daher widmen wir uns
der Konstruktion eines Homomorphismus ¢ : G, — C.

Hierfiir wéhlen wir ein y € Gy, und ein z € Z mit p(y) = ¢’ und = = y'z. Fir g € G, folgt

aus

1 1 1

Yz=x=gxg =gyzg =gyg 'z

die Bedingung gy’ = g, weshalb g im Zentralisator von y’ liegt.
Sei A : G — Gygq. Fiir h € Gg. mit A(p(h)) = A(g) gilt, daB hyh~! und y das gleiche Bild in
G haben, d.h. p(hyh™1) = p(y). Daher gibt es ein

k € m(G) mit hyh ™! = yk.

Aufgrund der Bedingungen an y und h folgt aus der Konstruktion, da hyh 'yt in 71 (G)
liegt. Da zwei verschiedene Elemente y und 3 in G sich nur um ein Element in Zy. unter-
scheiden — und h und h in Gy um ein Element in m1(G) —ist k unabhingig von der Wahl
von y und h.

Wir erhalten einen wohldefinierten Homomorphismus ¢ : G, — C mit g — k im Sinne von
algebraischen Gruppen. Dies liefert fiir C, := ¢(G,) den kanonischen Homomorphismus
¢z : Gz — C,. Die Gruppe C, ist endlich und abelsch als Untergruppe von 7 (G).

Wir geben nun eine ad hoc-Beschreibung fiir C, an. Hierzu benétigen wir vorher eine wei-
tere Eigenschaft von z-Erweiterungen aus [Ko82] §1 und §3.

Lemma 11 ([Ko82] Lemma 3.1). Sei o : H — G eine z-Erweiterung. Dann gelten:
(i) Seix € G undy € Hmit a(y) = z. Dann gilt a1 (GING,) = Hy, und a(H,) = G2 N G,.

(ii) Seien x,2' € G(K). Genau dann sind x und z' stabil konjugiert, wenn es zwei stabil konju-
gierte Elemente y,y' € H(K) mit a(y) = z und a(y") = 2’ gibt.
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Beweis: zu (7). Nach Definition ist o surjektiv. Damit folgt die zweite Behauptung aus der
Ersten.

Um o 1(GSNG,) = Hy zu beweisen, zeigen wir, daf8 h € H, bereits in a1 (G NG,) liegt.
Das Bild a(h) ist in G, enthalten, also gentigt es, dafd a(h) € Gj ist. Betrachten wir hierzu die
Jordanzerlegung = = us = suund y = tu’ = u't. Aufgrund der Eindeutigkeit der Jordanzer-
legung ([Bo91] 4.2) ist a(t) = s. Daher liegt «(h) in a(H;) C Gs. Da die derivierte Gruppe
Hper nach Voraussetzung zusammenhangend ist, ist a(H;) zusammenhangend. Somit gilt:
hea Y (GING,).

Wir miissen noch beweisen, daf jedes h € a1 (G N G,) in H, liegt. Es gilt a(hyh™1) = a(y).
Daher gibt es ein z € Kern(a) mit hyh™! = yz. Wegen der Eindeutigkeit der Jordanzerle-
gung gilt fiir den halbeinfachen Anteil ¢ von y die Gleichung hth™! = tz. Wegen der Sur-
jektivitit von « ist a(H;) = Gg. Wir wihlen ein ' € H; mit a(h’) = a(h). Nach Definition
einer z-Erweiterung ist Kern(a) im Zentrum Z enthalten, weswegen bereits % in H; liegt und
somit z trivial ist. Aus diesem Grund gilt hyh~! =y, d.h. h € H,,.

Zu (ii). Falls es zwei stabil konjugierte Elemente v,y € H(K) mit a(y) = z und o(y’) = 2’
gibt, dann sind z und 2’ in G(K) stabil konjugiert. Falls andererseits = und 2’ in G(K) stabil
konjugiert sind, dann gibt es ein g € G mit grg~! = 2/ und g7 '¢° € GING, fiiralle o € T.
Wir wihlen ein y € H(K) mit a(y) = 2 und ein A € H mit a(h) = g. Hier benttigen wir, daf3
die Abbildung o nach Definition surjektiv ist. Wir definieren 3/ := hyh~!. Da a(h™1h%) =
g 1g7 € GING, ist, folgt h~1h° € H, nach (i), also ist

(A W)y (kA7) =y,

Somit gilt
y/ _ hyh—l _ hayh—a — ha'yoh—o — (hyh—l)o _ (yl)o.

Also haben wir ein Element ¢’ gefunden, das in H(K) mit a(y’) = 2’ liegt und iiber K zu y
konjugiert ist. Die Elemente y und 3’ sind somit stabil zueinander konjugiert. O

Lemma 12 ([Ko82] Lemma 4.5.(1)). Sei x € G. Der Kern von ¢, ist G; N G,. Somit erhalten wir
den natiirlichen Isomorphismus G, / G; NG, — C,.

Beweis: Sei s der halbeinfache Anteil von z, dann gilt G, C G;. Per Definition ist der Ho-
momorphismus ¢ : G, — C die Einschrankung des Homomorphismus G; — C auf G,. Da
das Bild der Zusammenhangskomponente von G, in der endlichen Gruppe C trivial sein
muf3, sieht man, daf} G N G, im Kern(p,) enthalten sein muf3. Sei anderseits g € Kern(yy).
Benutzen wir die Notation von Lemma 11, dann gilt

hyh™' = yk mitk =1,

und somit ist & € (Ggc)y- Sei t der halbeinfache Anteil von y, dann ist & € (Ggc):. Da sich das
Bild ¢ von t in G von dem Element s nur um ein Element aus dem Zentrum Z unterscheidet,
ist das Bild von (Gs.); unter der Abbildung Gs. — G in G4 enthalten. Dartiber hinaus ist das
Bild zusammenhéngend, da die Gruppe (Gsc): zusammenhédngend ist, und enthélt das Bild
von h, also g. Somit ist g € G, und folglich gilt g € G; N G,. O
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Lemma 13 ([Ko82] Lemma 4.5.(2),(3)). Seien x,g9 € G und o € I'. Dann gilt:

(i) Seiy = gxg~'. Dann ist C, = C, mit ¢, = ¢, o Int(g).

(i) Seiy = x°. Dann ist C,, = C mit 0 0 v, = @y 0 0.
Beweis: Zu (7). Fiir die Abbildung ¢ gilt

Pz = ¢lc,= plg-1a, = (py o Int(g))

fur alle x € G. Fur C, bedeutet dies

Cr = ¢2(Gy) = (SOy o Int(g))(Ge) = Soy(Gy) =Cy.

Fir (i7) gilt:
C7 = (0092)(Ga) = (py 0 0)(Gz) = SDy(GZ) =Cy.

Eine Folgerung ist

Lemma 14 ([Ko82] Lemma 4.5.(4)). Sei x € G und die Konjugationsklasse von x iiber K definiert,
dann ist C,, iiber K definiert, d.h. die Gruppe C,, ist eine I'-invariante Untergruppe von m1(G).

Beweis: Die Konjugationsklasse [z] ist {iber K definiert, d.h. [z]7 = [z] fiir alle 0 € Gal(K/K).
Somit folgt nach Lemma 13, das C, = C{ fur alle o € Gal(K/K) ist, weswegen C, iiber K
definiert ist. O

Ist die Konjugationsklasse von x € G {iber K definiert, dann ist nach Lemma 14 die Gruppe
C, tiber K definiert. Daher konnen wir die Galoiskohomologiegruppen von C, betrachten.

Als nichstes konstruieren wir eine Obstruktion o € H? (K, C;), um die Existenz eines ratio-
nalen Vertreters aus der Konjugationsklasse von = zu beweisen. Fiir jedes o € I wihlen wir
ein g, € G mit 2% = g,xg, !. Fiir o, 7 € T erhalten wir zwei Ausdriicke fiir 2°7:

27" = (o295 ") = 952795 = 9591095 9o
und
27T = Gorxg,n.
Also gilt
T = (907 9597)% (977 979-) "
Somit erhalten wir g, 197 g, € G,. Das Bild von g} g7 g, unter ¢, definieren wir als ¢, , und
erhalten

Lemma 15 ([Ko82] Lemma 4.6). Die 2-Kokette c, ; ist ein 2-Kozykel von I" mit Werten in C,. Die
Kohomologieklasse (c,r) ist unabhingig von der Wahl von g,. Falls x und y konjugiert sind, dann
ist C, = Cy und x und y bestimmen die gleiche Kohomologieklasse in H?(K, Cy,).



3.2. Uber die Arbeit von Kottwitz 29

Beweis: Im folgenden bezeichnen wir ¢, mit ¢. Der Korand (0cq, ) ..+ VON ¢q - ist

7 -1 —1
(86077)/’7077 - Cp,crcp,crrcpaffca,r?

wobei ¢, » = p(g,L g5 gr) ist. Wenn wir die Definition von c, . einsetzen, gilt

(Ocor)por = o P(9or 9y GporGporGpe 9797 Gy Gor)s

wir erhalten
—OoT T

(0¢or)por = C;,a ) 90(9;7-1% gpag;TgUT)‘
Da Int(g,7gor) x = 27 gilt, folgt mit dem Lemma 12, daf3

TO Yy = (Ppr OT = (g O Int(g;TgW)_1 oT

und deshalb

T —T _OT T —T 0T

o =295 907) " 9pr 957 95(95 " 907)) = 2(90r 95900 95 or)

ist. Somit ist ¢, » ein 2-Kozykel.

Wir zeigen, dafy die Kohomologieklasse von ¢, unabhingig von der Wahl von g, ist, da
wir g, durch ¢/, = g,h, mit h, € G, ersetzen konnen. Sei(cf”) der Kozykel, den wir nach
dem Ersetzen von g, durch g/, erhalten, also

Cfm- = (g(IJ'T)_l(g;')Tg;' = (gaThaT)_l(gahU)TgThT~
Bezeichnen wir ¢(h,) mit d,, dann ergibt sich:

/o

e =dyt (95t a59r97 " hlgr) dr = dy )t cor (g7 hTgr) dor.

Aufgrund von Lemma 13 ist

go(g;lh;gT) = ¢(ho)" = dg.
Die Kozykel ¢, . und ¢, unterscheiden sich nur um den Kozykel

d-td7d..
Dieser ist ein Korand, weswegen die Kohomologieklasse o von der Wahl von g, unabhingig
ist.

Sei y zu = konjugiert, also y = g 'xg mit ¢ € G. Aufgrund von Lemma 13 erhalten wir

C, = Cy mit ¢, = ¢, o Int(g). Somit ist

1

Y = (g '29)” =g 279" = g °9o29,"9° = 9 " 959y9 9, 9"

Mit v, := ¢~ 7g,g erhalten wir als Kozykel fiir y

/!

=y (Varvove) = 0y(97 (952 959:)9) = 02(951 9007) = Copr-

Also stimmen die Kohomologieklassen iiberein und somit ist das Lemma bewiesen. O

C

Daraus ergeben sich Schlufifolgerungen fiir die I'-Operation.
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Lemma 16. Seien 0,7 € I'. Falls o oder T trivial ist, ist der Kozykel c, ; trivial. Falls x in G(K)
liegt, ist ¢y - trivial.

Beweis: Falls x in G(K) liegt, d.h. es gilt z = 27 fiir alle 7 € Gal(K/K), weswegen wir
gia = 1 wahlen konnen. Somit ist ¢, trivial.

Fiir triviales 7 gilt
Cor = Pa(9or 9597) = Pu(9y '90) = 1.

Falls o trivial ist, erhdlt man analog ¢, = 1. O

3.3. Verallgemeinerung von Kottwitz’ Theorem

In der Arbeit [Ko82] §4 beweist Kottwitz, daf jede Konjugationsklasse eines unipotenten
Elementes von G, die tiber K definiert ist, ein Element aus G(K) enthilt, solange die Cha-
rakteristik des Korpers K null ist. Diese Aussage geht wesentlich in die weiteren Beweis
von Theorem 22 ein. Nachdem wir Theorem 19 fiir den Fall guter Charakteristik bewiesen
haben, konnen wir alle anderen Siatze umformulieren.

Um den Zusammenhang der Sitze klar erkenntlich zu machen, beweisen wir sie erst im
nichsten Abschnitt.

Wir beginnen mit dem Satz von Kottwitz {iber halbeinfache Konjugationsklassen, der bereits
eine Verallgemeinerung des Satzes von Steinberg darstellt:

Satz 17 ([Ko82] Theorem 4.1). Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende reduktive Gruppe
und Gper einfach zusammenhingend. Dann besitzt jede halbeinfache Konjugationsklasse, die iiber K
definiert ist, ein Element aus G(K).

Fiir den Beweis des Satzes 17 verweisen wir vollstandig auf den Beweis von [Ko82] Theorem
4.1.

Folgerung 18 ([St65] Theorem 9.8.). Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende halbeinfache
Gruppe. Falls G einfach zusammenhingend ist, dann besitzt jede halbeinfache Konjugationsklasse,
die iiber K definiert ist, ein Element aus G(K).

Mit dem verallgemeinerten Satz von Jacobson-Morozov von Premet [Pr95] Theorem 2.5 las-
sen wir die Einschrankung an die Charakteristik weitestgehend fallen und beweisen fiir
unipotente Elemente den

Theorem 19. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe und die Charakte-
ristik des Grundkorpers K gqut. Dann gibt es in jeder unipotenten Konjugationsklasse, die iiber K
definiert ist, ein Element aus G(K).

Anmerkung. Fiir einen perfekten Korper positiver Charakteristik hat Steinberg in [St65] Re-
mark 6.15c zwei Vermutungen fiir quasizerfallende halbeinfache Gruppen aufgestellt.

(1) Jede unipotente Konjugationsklasse ist iiber K definiert.

(2) Jede unipotente Konjugationsklasse besitzt ein Element aus G(K).
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Mit Hilfe der Aussage des Theorem 19 sehen wir, daf$ die erste Vermutung die zweite im-
pliziert.

Fiir halbeinfache Elemente gilt

Satz 20 ([Ko82] Theorem 4.7). Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende reduktive Gruppe.
Sei x € G halbeinfach und die Konjugationsklasse von x iiber K definiert. Die Konjugationsklasse
von x enthilt genau dann ein Element aus G(K), wenn die zugehorige Obstruktion o € H*(K, C,)
trivial ist.

Damit verallgemeinern wir schliefslich den Satz von Steinberg und Kottwitz:

Satz 21. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe, Gper einfach zusam-
menhingend und die Charakteristik des Grundkorpers K gqut. Dann gibt es in jeder Konjugations-
klasse, die iiber K definiert ist, ein Element aus G(K). Fiir halbeinfache Konjugationsklassen gibt es
keine Einschrinkung an die Charakteristik.

Wir erhalten letztendlich

Theorem 22. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe und die Charakte-
ristik des Grundkorpers K gut. Sei die Konjugationsklasse von x € G iiber K definiert. Dann sind
dquivalent:

(i) o € H*(K, C,) ist trivial.

(i) Die Konjugationsklasse von x besitzt einen rationalen Vertreter.
Fiir halbeinfache Konjugationsklassen gibt es keine Einschrinkung an die Charakteristik von K.

Eine Anwendung ist die

Folgerung 23. Sei x ein Vertreter einer rationalen Konjugationsklasse. Falls es eine galoische Kor-
pererweiterung K' / K gibt, so daf die Konjugationsklasse ein Element aus G(K') enthiilt und die
Obstruktion o in H*(Gal(K' / K), C,) trivial ist, dann enthilt die Konjugationsklasse von x einen
rationalen Vertreter.

Anmerkung. In der Arbeit [BS68] §8.6. von Borel und Springer wird darauf hingewiesen, dafs
sich der urspriingliche Beweis des Theorems 9.8. von Steinberg [St65] auf beliebige Korper
verallgemeinern lifst, sofern man an der Bedingung, dafy G eine reduktive Gruppe ist, fest-
halt.

3.4. Beweis von Theorem 22

Wir beweisen die Aussage fiir gute Charakteristik. Einige Beweise aus [Ko82] §4 sind ebenso
fiir gute Charakteristik giiltig und werden der Einfachheit halber tibernommen. Die eigent-
liche Idee fiir den Fall guter Charakteristik steckt in der Anwendung des verallgemeinerten
Satzes von Jacobson-Morozov.

Die weiteren Beweise orientieren sich an der Reihenfolge der Sétze.
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3.4.1. Beweis von Satz 19
Wir werden zeigen:

Satz (vgl. Satz 19). Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende reduktive Gruppe und die
Charakteristik des Grundkorpers K gut. Dann gibt es in jeder unipotenten Konjugationsklasse, die
iiber K definiert ist, ein Element aus G(K).

Seiu € G ein unipotentes Element. Bekanntlich liegt dieses bereits in der derivierten Gruppe
Gper und wir kénnen uns im Beweis somit auf halbeinfache Gruppen beschranken. Falls die
Charakteristik von K gut ist, betrachten wir das zugehorige nilpotente Element in der Alge-
bra g. Die Expotentialabbildung, die nilpotente Elemente iiber K auf unipotente Elemente
uber K abbildet, ist bekanntlich tiber K definiert ([Ca85] §1.15).

Mit Hilfe des Satzes von Jacobson-Morozov kann man zeigen, dafs unter gewissen Ein-
schrankungen jedes nichttriviale nilpotente Element A in einer geeigneten 3-dimensionalen
Unteralgebra s liegt, die isomorph zu sl(2) ist. Springer und Steinberg zeigen mit Hilfe der
Dynkin-Konstant-Theorie in [St68] III §4, daf8 die Konjugationsklasse von nilpotenten Ele-
menten eineindeutig den Konjugationsklassen von 3-dimensionalen einfachen Unteralge-
bren von g entspricht.

Wir greifen hier auf eine Verallgemeinerung des Satzes von Jacobson-Morozov zuriick und
zitieren, unter Verwendung der Bezeichnungen aus [Pr95], ohne Beweis:

Satz 24 ([Pr95] Theorem 2.5.). Jedes nichttriviale nilpotente Element A € g hat mindestens einen
Dynkin-Torus A € X,(G), d.h. A € g(2) und 34(A) C B, 8(7) beziiglich \.

Dieser Satz gilt in beliebiger guter Charakteristik. Es gentiigt folgendes Lemma zu zeigen:

Lemma 25. Sei die Charakteristik von K gut. Jede nilpotente Klasse von g, die iiber K definiert ist,
enthilt ein Element aus g(K).

Beweis: Sei A € g nilpotent und die Konjugationsklasse von A tiber K definiert. Nach Satz
24 gibt es einen Dynkin-Torus, so dafs A ein Element in g(2) ist. Somit enthilt die Konjuga-
tionsklasse von A eine nichttriviale Untermenge von g(2). Falls g(2) bereits tiber K definiert
ist, dann liegen die K-rationalen Punkte in g(2) Zariski-dicht ([BS66] Theorem A). Somit
enthalt die Konjugationsklasse von A ein Element aus g(K).

Es bleibt zu zeigen, dafs g(2) bereits tiber K definiert ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
wir den Charakter A aus Satz 24 durch einen geeigneten konjugierten Charakter ;. ersetzen
konnen, der tiber K definiert ist.

Es gibt eine Einparameteruntergruppe p : G, — T, die konjugiert zum Charakter A ist und
zum Abschlufd der positiven Weylkammer von X, gehort. Da ;17 und ;o unter G konjugiert
sind und beide in der Weylkammer liegen, gibt es ein Element w der Weylgruppe, fiir das
wp = p° gilt. Da p in der Weylkammer liegt, gilt © = ;7. Somit ist 1 tiber K definiert und
die Aussage bewiesen. O
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3.4.2. Beweis von Satz 21

Vorher benétigen wir noch

Lemma 26 ([Ko82] Lemma 3.3.). Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende Gruppe und x €
G(K) halbeinfach. Dann gibt es ein zu x stabil konjugiertes Element y € G(K) mit der Eigenschaft,
dafy Gy, quasizerfallend ist.

Beweis: Sei H eine quasizerfallende Form von Gj und ¢ : H — Gj ein innerer Twist. Wir
konnen fiirjedes o € T ein g, € G wihlen, so dafl die Eigenschaft ¢ o p~! = Int(g,) erfiillt
ist. Wir wéhlen einen maximalen K-zerfallenden Torus S C H, d.h. S ist tiber K isomorph
zu einem Produkt endlich vieler Kopien der Gruppe G,, und betrachten den Zentralisator
T := C(S) von S. Dieser ist ein maximaler Torus in H. Sei i die Abbildung T — G, die
wir durch Hintereinanderausfiithrung von ¢|t und der Inklusion G; < G erhalten. Fiir alle
o € I'ist 7 unter G; — und damit auch unter G — zu i konjugiert.

Wenn wir den maximalen Torus T durch die Abbildung i nach G einbetten, ist das Bild
i(T) ein maximaler Torus in Gj;. Da G nach Voraussetzung quasizerfallend ist, gibt es nach
[Ko82] Lemma 2.2. ein g € G, so daf8 j := Int(g) o ¢ tiber K definiert ist. Nun ist j genau
dann iiber K definiert, wenn g='¢%g, in i(T) fiir alle 0 € T ist. Somit gilt fiir alle 0 € T,
daB g~1¢% in G¢ ist. Damit ist das Element y := gxg~! aus G(K) und stabil zu = konjugiert
und dadurch G eine innere Form von G3. Gy besitzt einen maximalen K-zerfallenden Torus
j(T). Dieser hat j(S) als zerfallende Komponente mit der gleichen Dimension wie S. Nun ist
j(S) ein maximaler K-zerfallender Torus der quasizerfallenden Form H von G} und somit
ist G, quasizerfallend. O

Wir kommen zum Beweis von Satz 21.

Satz (vgl. Satz 21). Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe, Gpe, einfach
zusammenhiangend und die Charakteristik des Grundkorpers K gut. Dann gibt es in jeder Konjuga-
tionsklasse, die iiber K definiert ist, ein Element aus G(K). Fiir halbeinfache Konjugationsklassen
gibt es keine Einschrinkung an die Charakteristik.

Insbesondere nehmen wir den Fall guter Charaktersitik an, um Satz 19 anwenden zu kon-
nen.

Beweis: Nehmen wir an, daf3 fiir v € G die zugehorige Konjugationsklasse tiber K definiert
ist. Dann gibt es fiir jedes o ein g, € G, so daf3

-1 o
9o TGgo = T

ist. Sei x = su = us die Jordanzerlegung von z, und sei o € I'. Aufgrund der Eindeutigkeit
der Jordanzerlegung erhalten wir

95890 = 5.
Da die Konjugationsklasse von z {iber K definiert ist, konnen wir wegen Satz 17 annehmen,
daf$ s bereits in G(K) liegt. Dann gilt also g, € Gs.

Auflerdem konnen wir nach dem obigen Lemma annehmen, daff Gs quasizerfallend ist,
wenn wir = durch ein geeignetes stabil konjugiertes Element ersetzen. Da Gp,, einfach
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zusammenhdngend und s halbeinfach ist, folgt, dafs G, zusammenhédngend ist. Daher ist
Gs = GS.

Mit o und g, wie oben erhalten wir aufgrund der Eindeutigkeit der Jordanzerlegung die
Gleichung g, Mgy = u®. Die Konjugationsklasse von u liegt wegen g, € Gy in G, und ist
tiber K definiert, weswegen wir Satz 19 anwenden konnen. Daher ist u zu einem Element
u’ € G4(K) in G, konjugiert. Setzen wir beides zusammen, sehen wir, dafd die Konjugations-
klasse von z ein Element aus G(K) enthalt. O

3.4.3. Beweis von Theorem 22

Wir zeigen nun:

Theorem (vgl. Theorem 22). Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe
und die Charakteristik des Grundkorpers K gut. Sei die Konjugationsklasse von x € G iiber K
definiert. Dann sind dquivalent:

(i) o € H*(K, C,) ist trivial.

(ii) Die Konjugationsklasse von x besitzt einen rationalen Vertreter.
Fiir halbeinfache Konjugationsklassen gibt es keine Einschriinkung an die Charakteristik von K.

Beweis: Zu (i). Sei z ein Vertreter einer rationalen Konjugationsklasse, die einen rationalen
Vertreter besitzt. Nach Lemma 15 ist die Obstruktion a nur von der Konjugationsklasse
abhangig und wir konnen ohne Einschrankung annehmen, daf$ x bereits aus G(K) ist, d.h.
es gilt r = 2% und 2° = g,rg,'. Daher kann g, = 1 fiir alle ¢ € I' angenommen werden.
Somit ist

o = (CU,T) = 9%(9;719;97) = (1) =1
fiir alle o, 7 € T". Dies beweist, daf$ « trivial ist.

Zu (ii). Sei G quasizerfallend und « trivial. Da die Obstruktion « unabhédngig von der Wahl
von g, ist, wihlen wir ein g, € G, so da8 2° = g,zg; ' und ¢, (g, g7g,) = 1 fiiralleos, 7 € T
gilt.

Sei 5 : H — G eine z-Erweiterung mit Z := Kern(/3). Wahlen wir ein y € Hund ein h, € H
mit f(y) = = bzw. f(h,) = ¢, fiir jedes o € I', dann gilt

Y’ = hoyhz;lza

fiir ein eindeutig bestimmtes 2z, € Z. Mit dieser Relation erhalten wir zwei Ausdriicke fiir
aT

Yy,
aT

Yy = hJTyh;; ZoT
und
yUT = h;hTy(h;hT)ilngTa
die wir miteinander vergleichen und erhalten:

y = tyt (2202 ) mitt = b hTh

oT'Y0'"T"
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Wir betrachten diese Gleichung in Hpe,. Seien y = yoc und ¢t = tod mit yo,ty € Hper und
¢,d € Z(H). In Hpg, gilt nun die Gleichung

Yo = toyoty ' (2r27257 )-
Da Hp,, einfach zusammenhéngend ist, gilt v, (3(h,hTh,)) = 1. Aus der Definition von
vz + Gy — C, folgt

eo(B(1)) = o Blhgt W hezrTsh)) = 1+ (B2 25250).

Aus der obigen Gleichung sehen wir leicht, daf8 wir h, bereits aus Hpe, wéhlen konnen.

Dariiber hinaus gilt, da8 2,27 2! in Z N Hp,, liegt.

Nach Voraussetzung ist o = ¢, (3(t)) trivial. Da z, € Z = Kern(3) liegt, gilt 2,272, = 1.
Dies zeigt, daf3 (2,) ein 1-Kozykel von I' mit Werten in Z ist. Da die Kohomologiegruppe
HY(K, Z) trivial ist, gibt es ein z € Z mit z, = 2277 fiir alle o € T. Somit gilt fiir das Element
yz € Hper - Z(H):
(y2)? = 4°2° = hoyh,; ' 252° = hoyh,122792% = h,(yz)h; .

Damit ist gezeigt, dafs die Konjugationsklasse von yz tiber K definiert ist. Der Satz 21 zeigt,
daf} die Konjugationsklasse von yz ein Element aus H(K) enthilt. Somit enthilt die Konju-
gationsklasse von (yz) = z ein Element aus G(K). O






Stabile und instabile rationale
Konjugationsklassen

Dieses Kapitel stellt den Kern der Arbeit dar. Wir verfolgen das Ziel, eine Liste von Gruppen
und eine Liste von Elementen anzugeben, fiir welche die Konjugationsklassen stabil bzw.
instabil unter der Operation der absoluten Galoisgruppe sind.

Ein erster Schritt ist es, fiir einen beliebigen Vertreter « einer rationalen Konjugationsklasse
in einer reduktiven Gruppe zu zeigen, daf3 bereits der halbeinfache Anteil der Jordanzerle-
gung von z die notwendigen Informationen dartiiber enthélt. In den weiteren Untersuchun-
gen werden wir uns daher auf halbeinfache rationale Konjugationsklassen beschranken.

Sei G eine quasizerfallende halbeinfache Gruppe. Ein entscheidenes Resultat in diesem Ka-
pitel ist die Beobachtung, daf8 die Obstruktion o € H?*(K, C,) aus Theorem 22 im Bild der
Gruppe H!(K, 71(G)/ C,) liegt. Dieses Ergebnis geht in die weiteren Untersuchungen ein.

Um erste Phdnomene zu studieren, widmen wir uns zundchst dem Beispiel einer instabi-
len Konjugationsklasse aus [Ko82] Seite 798f. Danach werden wir in den quasizerfallenden
einfachen Gruppen alle Moglichkeiten fiir x klassifizieren, in denen eine rationale Konjuga-
tionsklasse keinen rationalen Vertreter enthélt. In einem ersten Schritt zeigen wir fiir zerfal-
lende halbeinfache Gruppen, dafs es derartige Probleme nicht gibt.

In einem zweiten Schritt zeigen wir, daf fiir jede quasizerfallende einfache Gruppe die ratio-
nalen Konjugationsklassen jedes Elementes einen rationalen Vertreter besitzen - Ausnahmen
hiervon sind die einfache Gruppe vom Typ A4, —1 und die einfache adjungierte Gruppe vom
Typ DA4. AnschlieSend werden wir diese Aussagen auf halbeinfache Gruppen verallgemei-
nern, sofern die Gruppe G keinen Faktor des genannten Typs enthalt.

Dartiber hinaus bestimmen wir alle halbeinfachen Elemente s € G, falls G eine einfache
Gruppe vom Typ A4,,—1 oder eine einfache adjungierte Gruppe vom Typ D, ist, deren ratio-
nale Konjugationsklasse keinen rationalen Vertreter besitzt. Diese Untersuchungen werden
wir ebenso fiir K-einfache und fast-einfache Gruppen durchfiihren. Wir zeigen dartiber hin-
aus auf, welche Probleme entstehen, wenn wir zu halbeinfachen Gruppen tibergehen.

Abschliefiend werden wir die hier erzielten Resultate am Beispiel einfacher und halbeinfa-
cher Gruppen iiber R mit Galoisgruppe Gal(C/R) veranschaulichen.

37
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4.1. Das Beispiel von Kottwitz

Es schien lange Zeit, daf? jede rationale Konjugationsklasse in einer quasizerfallenden zu-
sammenhdngenden reduktiven Gruppe einen rationalen Vertreter besitzt. In der Arbeit [Ko82]
hat Kottwitz im Jahr 1982 ein Beispiel angegeben, fiir das die Aussage von Theorems [Ko82]
4.7 nichttrivial ist. An diesem einfachen Beispiel konnen wir bereits einige Phanomene, die
wir spater genauer studieren werden, angeben.

Sei G die projektive unitdre Gruppe PU4(R), die zur Grammatrix

o O O
SO = O O
o O = O
o O o=

gehort. Diese Gruppe ist quasizerfallend tiber R. Die Gruppe G ist tiber C isomorph zu
PGL,. Wir konnen daher die Elemente von G bis auf die Multiplikation mit einem Skalaren
durch 4 x4 Matrizen darstellen. Fiir eine komplexe Zahl a # 0 mit Realteil 0 und Imaginarteil
ungleich +i definieren wir das Element x in G durch

1 0 0 O
v 0 -1 0 O
0 0 a O
0 0 0 —a

Dieses Element ist reguldr und halbeinfach. Die komplexe Konjugation o bildet = auf

-a! 0 0 0 -1 0 0 O
o(z) = 0 a' 0 o0 N 0 1 0 0
0 0 -1 0 0 0 —a 0
0 0 0 1 0 0 0 a

ab. Somit ist die Konjugationsklasse tiber R definiert, und daf8 C,, = Z/2Z ist. Die Kohomo-
logieklasse von x in HQ(]R, C.) wird durch ¢, , dargestellt, wobei ¢, , = —1 ist, falls o und 7
nichttrivial sind. Die Gruppe H*(R, C,) hat die Ordnung zwei.

Es lafst sich beobachten, dafs ¢, ; fiir a = +i trivial wird und die Spur des nicht notwendig
reguldren Elements x null sein muf (z.B. — Lemma 64).

Wir werden nun genauer untersuchen, wieso C, = Z/2Z ist. Die Galoisoperation o auf der
Gruppe PGL4 lafst sich auf die Gruppe G tibertragen. Dies bedeutet fiir g € G und z € PGL4:
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wobei 0% = ¢ o Flip mit

0 0 0 1 0 0 0 1
. [ o 0o -10 w0 0 -1 0
Flipg)=1 g | ¢ o (9") 01 0 0
10 0 0 10 0 0

ist.
Wir konnen das Element = so abdandern, dafd  in SLy liegt. Hierzu multiplizieren wir das
Element z mit /a~ ', d.h.

1 0 0 0 b 0 0 0

-1 -1 [0 -10 0 0 -bt o0 0

Varrr=val g g o [T o 0 b o

0 0 0 —a 0 0 0 —b

mit b := 7 - (g = y/a. Der Automorphismus ¢* operiert auf  durch

b0 0 0 b1 0 0 0 —ib™t 0 0 0
y 0 b0 0 _ 0 bt 0 0]_ 0 bt 0 0
7 0 0 b 0 | o o —bo ] 0 0 —ib 0
0 0 0 —b 0 0 0 b 0 0 0 b

Wenn wir dies in der Form o> (z) = kyw,(x) mit k, € ZY(T',71(G)) und w, € ZY(T, W(Q))

schreiben, erhalten wir wegen —b~1 = b~}
b1 0 0 0 b1 0 0 0
. 0 b1 0 0 B 0 b1 0 0
7 O 0 b 0 =i-(12) 0 0 b 0
0 0 0 —-b 0 0 0 —-b

In diesem Schritt geht ein, dafl » # +1 ist, und somit a # +i. Andernfalls ist k, trivial, also
bleibt nur die Moglichkeit k, = i. Berechnen wir den Kozykel ¢, -, so erhalten wir

—1 fallso=7#1
1 sonst

oT"''T

Cor =k kT kg =1-0%(i) i = {

Die Bedingung, die hier eine nichttriviale Obstruktion liefert, ist fiir r # 41 die Relation

b1 =4qp L.

Um diese besser zu verstehen, zerlegen wir x in seinen reellen und kompakten Anteil, den
wir mit z g bzw. mit x i bezeichnen:

10 0 0 Y0 0 o0
v—zpoag—| 0 T 00 0 G' 0 o0
0 0 70 0 0 ¢ O
0 0 0 r 0 0 0 —(
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Fiir den reellen Anteil zp gilt 0* (zr) = xg. Der reelle Anteil 1dt nur solche Symmetrien
bzw. Weylgruppenelemente zu, die die ersten oder die letzten beiden Vektoren vertauschen.

Beim kompakten Anteil gilt hingegen
o (xk) =1 wy(rK).

Die Symmetrien der Weylgruppe reichen aus, damit das Element &, trivial ist. Man konnte
vermuten, daf$ dies daran liegt, dafs mit (g auch —(g, (g L und —(g ! Eigenwerte von z i sind.

Somit gibt es sowohl fiir den reellen Anteil als auch fiir den kompakten Anteil einen ratio-
nalen Vertreter. Jedoch sind die Symmetrien, die der kompakte Anteil erlaubt, die Vertau-
schung des 1. mit dem 4. Vektor oder des 2. mit dem 3. Vektor.

Die Frage, ob das Element z einen rationalen Vertreter hat, wird durch die Vertraglichkeit
der Symmetrien beschrieben. Durch die obige Bedingung an b und zr # 1 erzwingt man,
daf’ sich die Symmetrien nicht ausschliefSlich durch die Weylgruppe ausdriicken lassen. Das
Element k, ist nichttrivial und liefert eine nichttriviale Obstruktion o € H?*(K, C,.). Dies ist
nach Kottwitz” Theorem 8 ein hinreichender Grund dafiir, dafs es fiir die Konjugationsklasse
von z keine Vertreter in G(K) gibt.

4.2. Ein Satz in der Kategorie der I'-Moduln

Der folgende Abschnitt studiert die Konstruktion der Gruppe C, aus Abschnitt 3.2 fiir eine
quasizerfallende halbeinfache Gruppe tiber K. Dies liefert ein Hilfsmittel, mit dem wir in
vielen Fallen berechnen, ob die Obstruktion o € H?(K, C,) aus dem Theorem 22 trivial ist.
Wir zeigen, daf8 die Obstruktion « im Bild von H' (K, 71(G)/ C,) in H*(K, C,,) liegt.

Sei z € G. Die Fundamentalgruppe 7 (G) ist der Kern der Abbildung p : Gsc — G. Jedem
o € I' = Gal(K/ K) ordnen wir ein Element 2, € 71 (G) zu, so daf gilt

—1
fb“gc = GoTsclys <o,
wobei x4 ein Urbild von z in Gg. ist. Wir wenden nun o, 7 € I" auf x4 an und erhalten

1

(g;—lgggT)xsc (9;7-19;97)7 = ZoT (ZZZT) 7133sc-

Nun gilt
P (gt;'lg;g‘l') = Co,r = ZJT(Z;ZT)_l = 0(z5) € Cs.
Daher ist das Element 2, eindeutig in 71 (G)/ C, und wir konnen einen stetigen Morphismus

definieren, der jedem Element o € I' das Element z, zuordnet. Wir fassen das Element z,
als Vertreter des Kozykels 1 in H' (K, 71 (G)/ C,) auf.

Es gilt

2or = 272, furalleo, 7 € T,

woraus sich ergibt, daf z, ein 1-Kozykel ist und in Z' (K, 71(G)/ C,) liegt. Daher ist z, =
z - 27 9. Ersetzen wir in diesem Fall z durch z - w mit w € G, so erhalten wir anstelle von z,
einen zu z, dquivalenten Kozykel 2/, der wegen

22T = w2 (2w 27T (2w 2T) T = 1
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in der gleichen Kohomologieklasse in H' (K, 71 (G)/ C;) liegt.

Wir betrachten die exakte Sequenz
1—C; —m(G) - m(G)/Cy — 1.

Diese Sequenz zerfillt im Allgemeinen nicht in der Kategorie der I'-Moduln. Durch die lan-
ge exakte Kohomologiesequenz erhalten wir den kanonischen Verbindungshomomorphis-
mus A : H(K, 71 (G)/ C,) — H*(K, Cy), f1 —

= HYK, m(G)) — HY(K, m1(G)/ Cy) 2 HE(K, Cp) — - --

Die Kohomologieklasse von « in H*(K, C,,) aus Theorem 22 liegt im Bild von einer Koho-
mologieklasse 3 in H' (K, 7;(G)/ C,) unter dem Homomorphismus A, wie man aus dem
Beweis von Theorem 22 entnehmen kann. Daher gilt:

Theorem 27. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe und die Cha-
rakteristik von K gut. Sei x ein Vertreter einer rationalen Konjugationsklasse von G. Falls die kurze
exakte Sequenz

1—-C, - m(G) - m(G)/C, — 1

in der Kategorie der I'-Moduln zerfillt, dann enthiilt die Konjugationsklasse von x ein rationales
Element. O

Ein I'-Modul N heifit einfach, wenn 0 und NN die einzigen Teilmoduln von N sind. Falls
71(G) ein einfacher I'-Modul ist, so treten nur die folgende beiden Extremfille fiir die Grup-
pe C; auf: Zum einen der Fall, in der C, trivial ist, zum anderen der, in dem C, gleich der
Fundamentalgruppe 71 (G) ist. Hierfiir gilt:

Dies bedeutet fiir den I'-Modul 7 (G):

Folgerung 28. Falls der I'-Modul 7,(G) in der Kategorie der I'-Moduln ein einfaches Objekt ist,
dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter. O

Eine weitere Konsequenz aus Theorem 27 ist, dafs die Ordnungen der Gruppen C, und
71(G)/ Cy einen gemeinsamen, nichttrivialen Teiler besitzen miissen, damit die Kohomolo-
giegruppe H?(K, C,) nicht verschwindet, denn es gilt

Lemma 29. Falls | C, | und | m1(G)/ C, | teilerfremd sind, dann besitzt jede rationale Konjugati-
onsklasse einen rationalen Vertreter.

Beweis: Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus zerfillt die obige Gruppenerweiterung, wenn
die Gruppen C, und 7;(G)/ C, teilerfremde Ordnung haben. Es gibt einen stetigen Schnitt

v :m(G)/Cy — m(G).
Aufgrund von Theorem 27 folgt die Aussage. O

Folgerung 30. Falls die Ordnung von m1(G) quadratfrei ist, dann besitzt jede rationale Konjugati-
onsklasse in G einen rationalen Vertreter. O
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Ein I'-Modul M heifst halbeinfach, wenn M eine direkte Summe von einfachen Teilmoduln
von M ist. In unserem Fall gilt:

Satz 31. Falls der I'-Modul 71 (G) in der Kategorie der I'-Moduln ein halbeinfaches Objekt ist, dann
besitzt jede rationale Konjugaitonsklasse einen rationalen Vertreter.

Beweis: Nach [Lo90] §28 F 12 ist jeder Teilmodul und jeder Restklassenmodul eines halbein-
fachen Moduls halbeinfach. Daher ldfit sich sowohl 71 (G) als auch C, simultan in einfache
Teilmoduln zerlegen. Fiir jeden dieser einfachen Teilmoduln zerfillt die Sequenz aus Theo-
rem 27. O

Die Fundamentalgruppe 7 (G) liegt im Zentrum Z, weswegen sich als einfacheres Kriterium
tir die halbeinfache Gruppe ergibt:

Theorem 32. Falls 71(G) oder das Zentrum Z ein halbeinfaches Objekt in der Kategorie der I'-
Moduln ist, dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Falls wir quasizerfallende halbeinfache Gruppen klassifizieren wollen, die eine rationale
Konjugationsklasse besitzen, die keinen rationalen Vertreter hat, dann gentigt es solche zu
betrachten, fiir die C, C 71(G) ein echter, nichttrivialer I'-Untermodul ist und die exakte
Sequenz

1— CI — 7T1(G) — 7T1(G)/Cx — 1

nicht spaltet.

4.3. Die Reduktion auf halbeinfache Elemente

Sei G eine quasizerfallende zusammenhdngende reduktive Gruppe. Sei x ein Vertreter einer
rationalen Konjugationsklasse von G mit der Jordanzerlegung + = su = wus. Nach dem
Satz 19 hat eine unipotenten rationalen Konjugationsklassen von G ein rationales Element
enthilt, sofern die Charakteristik des Grundkorpers gut ist. Somit ergibt sich die Frage, ob
es hinreichend ist, nur den halbeinfachen Anteil eines Elementes x zu betrachten, d.h. den
Quotienten C; := G5 / G} zu untersuchen.

Lemma 33. Sei x € G mit x = us. Falls die Konjugationsklasse von x iiber K definiert ist, dann
sind die Konjugationsklassen von s und w iiber K definiert.

Beweis: Wir betrachten die Jordanzerlegung x = us = su. Da die Konjugationsklasse von
x {iber K definiert ist, gibt es fiir alle 0 € T ein g € G mit 2° = gxg~!. Aufgrund der
Eindeutigkeit der Jordanzerlegung gilt gsg~' = 5%, weshalb die Konjugationsklasse von s
tiber K definiert ist. Dies gilt analog fiir den unipotenten Anteil. O

Daher kénnen wir annehmen, dafs die Konjugationsklasse von s tiber K definiert ist. Nun
laB3t sich die Gruppe C, in die Gruppe C; := G5 / G einbetten, da gilt

Lemma 34. Sei v € G mit x = us. Die Abbildung C, — C, existiert und ist injektiv.

Beweis: Betrachten wir das exakte Diagramm
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1 —=GoNGy—>= G —>G°/CG°NGy —=1

Y

1—>GyNGy—>Gy—> Gy /GeNGy —> 1

Nach Lemma 12 ist der Quotient G; N G,, / G; N G,, isomorph zu C,. Daher erhalten wir mit
dem Schlangenlemma die exakte Sequenz

1-C; =G /G — ...,

weswegen die gesuchte Abbildung injektiv ist. O

Nach Konstruktion ist die Gruppe C, in G,/ G enthalten. Somit gentigt es, zuerst halb-
einfache Elemente zu klassifizieren. Wenn G / G; bereits trivial ist, so enthalt die rationale
Konjugationsklasse eines Elementes, dessen halbeinfacher Anteil s ist, einen rationalen Ver-
treter.

Falls G, / Gy nichttrivial ist, kann C, eine beliebige Untergruppe von G,/ Gj sein. Dies
konnte dazu fithren, dafl die Obstruktion o € H? (K, C,) trivial ist, wahrend sie fiir H%(K, C,)
nichttrivial ist. Dies ist nicht immer der Fall, wie folgender Satz zeigt.

Satz 35. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe und die Charakteristik
von K gut. Sei x ein Vertreter einer rationalen Konjugationsklasse mit x = su. Falls G4 zusammen-
hingend ist, dann gibt genau dann ein rationales Element in der Konjugationsklasse von x, wenn die
Konjugationsklasse von s einen rationalen Vertreter besitzt.

Beweis: Nach Lemma 33 ist die Konjugationsklasse von s tiber K definiert, da bereits die
Konjugationsklasse von z rational ist. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dafd x bereits in
G(K) liegt, d.h. daf8 7 = z fiir alle o € T' gilt. Aufgrund der Eindeutigkeit der Jordanzerle-
gung gilt
s7u’ =27 =z = su.

Die Konjugationsklasse von u besitzt nach Satz 19 einen rationalen Vertreter und wir konnen
ohne Einschrankung annehmen, daf$ u bereits in G(K) liegt. Andernfalls konnen wir « durch
ein geeignetes in G| konjugiertes rationales unipotentes Element ersetzen. Somit gilt

su = su,

und die Konjugationsklasse von s enthdlt einen rationalen Vertreter.

Andererseits konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dafs bereits s in G(K) liegt. Auf-
grund von Lemma 26 konnen wir s durch ein geeignetes stabil konjugiertes Element erset-
zen, so daf$ G quasizerfallend ist. Das unipotente Element u liegt in G§. Nach Satz 19 besitzt
die Konjugationsklasse von v einen rationalen Vertreter in G, sofern die Charakteristik gut
ist. Daher gibtes ein h € G2, so dal huh™! € G2(K) ist. Dann liegt hz h~1 = shuh™! in G(K)
und wir erhalten einen rationalen Vertreter in der Konjugationsklasse von . O

Folgerung 36. Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende reduktive Gruppe und die Charakte-
ristik gut. Falls jede halbeinfache rationale Konjugationsklasse in G einen rationalen Vertreter besitzt,
dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse in G einen rationalen Vertreter.
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Fiir ein Element x = su € G, fiir das u regular ist, ist der Beweis einfacher.

Lemma 37. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe. Sei x = us € G und
die Konjugationsklasse von x iiber K definiert. Falls u regulir ist, enthilt die Konjugationsklasse von
x ein Element aus G(K).

Beweis: Die Jordanzerlegung von z = su = us bedeutet, dafs die Gleichung G, = Gs NG,
gilt und s in G, liegt. Da u reguldr ist, gilt nach [Ca85] Proposition 5.1.5. fiir jedes halb-
einfache Element s € G,, dafy s im Zentrum Z von G liegt und somit G = G ist. Folglich
gilt

C,=G, /G, =GsnNG, /G.NG, =GNG, /GNG, =1,
weswegen jede Obstruktion in H*(K, C,) trivial ist und nach Theorem 22 die Behauptung
folgt. O

Fiir halbeinfache Gruppen G I3t sich der Quotient G / G beschreiben durch

Satz 38 ([Bo70] E 38). Sei G eine halbeinfache Gruppe und m : Gs. — G die universelle Uberlage-
rung mit w1 (G) := Kern(n). Dann ist fiir jedes halbeinfache Element s € G der Quotient G, / G
isomorph zu einer Untergruppe von m(G). O

Als Untergruppe der Fundamentalgruppe 71 (G) einer halbeinfachen Gruppe G ist C; eine
endliche, abelsche Gruppe.

4.4. Die Reduktion auf halbeinfache Gruppen

Sei [s] eine halbeinfache rationale Konjugationsklasse in G. Jede reduktive Gruppe G lafst
sich als fast semidirektes Produkt ihrer derivierten Gruppe Gpe, mit der Zusammenhangs-
komponente des Zentrums Z° schreiben (Abschnitt 2.1 bzw. 5.5). Wir betrachten ein halb-
einfaches Element s aus G. Wir schreiben s = s’z mit s’ € Gpe, und 2z € Z°, wobei s’ und z
beide halbeinfach sind. Falls g in G liegt, dann ist g bereits in Gy. Nun gilt fiir den Zentra-
lisator von s

Gs = Gs’z = Gs’ = (GDer)s’ 7°.

Die Konjugationsklasse von s ist nicht notwendig rational, weshalb wir uns nicht ohne
weiteres auf halbeinfache Gruppen bzw. adjungierte beschranken konnen. Hierfiir gibt es
jedoch ein kohomologisches Kriterium.

Aus der kurzen exakten Sequenz
1—-7ZNGpeg — G — GDerXZ/ZﬂGDer — 1

folgt, da3 die Abbildung A : G(K) — Gper(K) % (Z / ZN Gper)(K) dann surjektiv ist, wenn
die Gruppe H' (K, Z N Gpe;) verschwindet. Die Gruppe H' (K, Z N Gpe,) ist im Allgemeinen
nicht trivial und somit A nicht surjektiv.

Betrachten wir die kurze exakte Sequenz

1 — ZNGper — Gper = Gaa — 1.
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Hiermit sehen wir, daff die Gleichung
(5")7 = go5'g;1 mod ZNGpe
erfiillt ist. Falls die Konjugationsklasse von s’ in G,q einen rationalen Vertreter besitzt, folgt
()7 =5 ¢
in Gper. Damit erhalten wir ein Element

272, € Cy = {s'gs’1g71 € ZNCpe | g € G}.

Dieser 1-Kozykel 27271, liefert eine Invariante v € H' (K, Z N Gpe;).

Lemma 39. Falls v € H! (K, ZN Gpey) trivial ist, ist die Konjugationsklasse von s’ rational.

Falls die Konjugationsklasse von s’ bereits in Gpe, rational ist, werden wir als Néchstes zei-
gen, daf8 C; = G4 / G bei reduktiven Gruppen eine einfachere Gestalt annimmt als im halb-

einfachen Fall. Mit anderen Worten: Der Quotient G, / G} lafst sich auf die Zentralisatoren
in der derivierten Gruppe zuriickfiihren.

Aufgrund der Tatsache, dafs die derivierte Gruppe Gp.r eine zusammenhdngende halb-
einfache Gruppe ist, beschranken wir uns in diesen Féllen auf halbeinfache Gruppen, wenn
wir die Frage studieren, ob jede rationale Konjugationsklasse ein rationales Element besitzt.

Sei die Konjugationsklasse von s’ in Gpe, rational. Wir betrachten C; fiir das halbeinfache
Element s, dann gilt

Cs = Gs / G; = (Gper)s' Z° /((Gper)s' Z°)° = (Gper)s Z° /(Gper) g Z°

und somit
Cs = (GDer)s’/(GDer)Z/(Zo ﬂ(G’Der)s’)~

Die Gruppe (Gper)Y ist in (Gper)Y (Z° N(Gper)s') enthalten. Der Kern der Surjektion
@ (GDcr)s’/(GDcr)gl - (GDor)s’/(GDcr)z/(Zo m(GDcr)s’)
ist gegeben durch
Kern(p) = (Z° N(Gper)s)/ (Z° N(Gper)3)-
Hiermit haben wir bewiesen:

Lemma 40. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende reduktive Gruppe und s € G halb-
einfach. Sei s = s'z mit s' € Gpey und z € Z°. Sei dariiber hinaus die Konjugationsklassen von s
und s’ rational. Die Abbildung (Cper)s — Cs mit (Cper)s' := (Gper)s'/(Gper)S ist surjektiv mit

Kern(¢) = (Z° N(Gper)s)/ (2° N(Gper ) )-

Insbesondere ist die Gruppe C, isomorph zu einer abelschen Untergruppe der Fundamentalgruppe
von 1 (Gper)-

Fiir die Obstruktion a bedeutet dies

Folgerung 41. Sei die Konjugationsklasse von s’ in Gpe, rational. Falls fiir die derivierte Gruppe
Gper die Obstruktion o € H2(K, (Cper )y ) trivial ist, dann ist das Bild von o in H2(K, C,) trivial.
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4.5. Ein Satz iiber Korper der kohomologischen Dimension < 1

Ein Korper der kohomologischen Dimension < 1 ist ein Korper fiir den die Kohomologie-
gruppen H" (K, M) fiir alle natiirlichen Zahlen n und alle diskreten Torsions-T-Moduln
M verschwinden, insbesondere sind endliche Kérper von der kohomologischen Dimension
< 1([Se02] II §3).

Jede endliche abelsche Gruppe, aufgefasst als Z-Modul, ist ein Torsionsmodul. Somit ist fiir
alle x € G die Gruppe C, ein diskreter Torsions-I'-Modul, weshalb die zweite Kohomolo-
giegruppe H?(K, C,,) verschwindet.

Nach [Se02] III §2.2. ist jede reduktive Gruppe iiber einem perfekten Korper der kohomolo-
gischen Dimension < 1 quasizerfallend, weshalb wir auf diese Bedingung verzichten kon-
nen.

Das folgende Resultat tiber Korper der kohomologischen Dimension < 1 findet sich bereits
in der Arbeit von Steinberg [St65] Corollary 10.2. Unter Anwendung des Theorem von Lang
[Mii03] wir die Aussage fiir halbeinfache Gruppen. Alternativ kann es ebenso mit den obi-
gen Argumenten und dem Satz 22, den wir hierfiir im Kapitel 3 verallgemeinert haben, fiir
reduktive Gruppen bewiesen werden.

Satz 42 ([St65] Theorem 1.9.). Sei K ein perfekter Korper der kohomologischen Dimension < 1 und
G eine reduktive Gruppe iiber K. Dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen
Vertreter. O

Beispiel 43. Endliche Korper sind Beispiele fiir Korper der kohomologischen Dimension klei-
ner gleich eins. Mit anderen Methoden hat Tits in [Ti66] 54ff fiir endliche Korper bewiesen,
daf’ jede halbeinfache Gruppe quasizerfallend ist. Andere Beispiele fiir Kérper der kohomo-
logischen Dimension kleiner gleich eins findet man bei Serre ([Se02] II. §3.3).

4.6. Ein Satz iiber zerfallende halbeinfache Gruppen

Sei G eine zerfallende zusammenhangende halbeinfache Gruppe, d.h. die halbeinfache Grup-
pe G besitzt einen maximalen Torus T C G, der iiber dem Grundkorper isomorph zu einem
Produkt von endlich vielen Kopien der multiplikativen Gruppen Gy, ist, d.h. T = [[ Gy,.
Jede zerfallende Gruppe ist quasizerfallend.

Steinberg zeigt

Satz 44 ([St65] Theorem 9.2.). Sei G eine einfach zusammenhiingende zerfallende halbeinfache
Gruppe. Dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Wir werden diese Aussage verallgemeinern, indem wir zeigen, dafd die Bedingung, einfach
zusammenhidngend zu sein, fiir halbeinfache Gruppen nicht notwendig ist. Zuerst werden
wir dies fiir zerfallende einfache Gruppen (aufser Gruppen vom Typ Dsy,) mit Hilfe der
Kummertheorie beweisen, um die Beweisidee klarer hervorzuheben.

Fiir zerfallende zusammenhéngende einfache Gruppen G (aufler Dy,,) ist die Fundamental-
gruppe 71(G) eine Gruppe von Einheitswurzeln. Wegen der Kummersequenz ist bekannt,
daB fiir 71 (G) = py, die Gruppe H' (K, 71(G)) isomorph zu K* /(K*)¥ ist. Damit gilt:
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Lemma 45. Sei 71(G) zyklisch von der Ordnung k und | die Ordnung von m(G)/ Cy. Das Dia-
gramm

KX /(KX)k KX /(KX)I

F

HY(K, 1 (G)) —%> HY(K, 71 (G)/ Cp) *— H2(K, Cy)

1%

kommutiert.

Beweis: Wir identifizieren 71 (G)/ C; mit y;. Die Abbildung f : m1(G) — m1(G)/ C, ist die
Potenzierung mit k/I. Die Abbildungen

HY(K, m(G)) — K* /(K*)"
und
H'(K, m(G)/ Ca) — K* /(K*)!
sind Isomorphismen und die Abbildung H*(K, 71 (G)) — H'(K, 71 (G)/ C,) wird durch die
Abbildung f induziert. Daher kann man leicht sehen, dafs das Diagramm kommutiert. O
Die Quotientenabbildung K* /(K*)¥ — K* /(K*)! ist surjektiv, daher gilt

Lemma 46. Sei G eine zerfallende zusammenhingende einfache Gruppe mit zyklischer Fundamen-
talgruppe. Dann ist die Abbildung

v HY (K, m(G) — HY (K, m(G)/ Cy)
surjektiv. O

Somit ist das §-Bild von H' (K, 71 (G)) in H*(K, C,) trivial und es folgt

Satz 47. Sei G eine zerfallende zusammenhingende einfache Gruppe iiber K und die Charakteristik
von K gut. Dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse von G einen rationalen Vertreter.

Beweis: Nach Lemma 46 ist die Abbildung ¥ surjektiv und somit ist
HY(K, 7 (G)/C,) — H*(K, C,)

die Nullabbildung. Das Bild von H'(K, m(G)/ C) ist in H*(K, C,) trivial. Fiir jedes x € G
ist die zugehorige Obstruktion in H?(K, C,,) trivial und nach dem Theorem 22 enthalt die
Konjugationsklasse von z ein Element aus G(K). O

Jede halbeinfache Gruppe G besitzt eine Isogenie zu einem Produkt von fasteinfachen Grup-
pen G; ([Bo91] 14.10). Im Idealfall ist hier die Fundamentalgruppe 71 (G) = [[71(G;) mit
Cy,i C m(G;); dafiir konnen wir das Ergebnis tibertragen. Dieser naive Ansatz ist jedoch
nicht moglich, da sich die Fundamentalgruppe einer halbeinfachen Gruppe G nicht einfach
als Produkt der Fundamentalgruppen der einzelnen fasteinfachen Gruppen schreiben l&f3t.

Um die Aussage von Satz 47 auf halbeinfache Gruppen iibertragen zu kénnen, wiirden
wir eine verschérfte Version des Untergruppentheorems bzw. des Hauptsatzes tiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen A benétigen, in der es fiir jede Zerlegung einer Untergruppe
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B C A eine simultane Zerlegung der Gruppe A gibt. Dafiir gibt es jedoch zahlreiche Gegen-
beispiele.

Daher miissen wir fiir halbeinfache Gruppen oder fiir einfache Gruppen vom Typ D»,, einen
anderen Beweis fiihren, um zu zeigen:

Theorem 48. Sei G eine zerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe. Dariiber hinaus sei
die Charakteristik von K gut. Dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse von G einen rationalen
Vertreter.

Die Fundamentalgruppe 71 (G) einer zerfallenden zusammenhéangenden halbeinfachen Grup-

pe G ist von der Form A(1) := Homgz(A, K ™) mit dem entsprechenden zyklotomischen Cha-
rakter, wobei A eine endliche abelsche Gruppe ist, falls die Isogenie seperabel ist. Dies ist
der Fall, da die Charakteristik gut ist. Ziel ist es, die Sdtze 45 und 47 zu verallgemeinern, um
den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 49. Sei A eine endliche abelsche Gruppe und A" C A eine Untergruppe. Sei B := A / A’. Dann
kommutiert das folgende Diagramm

H'(K, A1) —= A@ K~

P

HY(K,B(1)) —=B®KX*.
Dariiber hinaus ist die Abbildung ¥ surjektiv.

Wenn wir den Satz 49 bewiesen haben, folgt ebenso wie im Fall einfacher Gruppen das
Theorem 48, denn es gilt:

Folgerung 50. Das Bild von H' (K, B(1)) in H*(K, C,) ist trivial. 0

Somit bleibt noch der Satz 49 zu zeigen:

Beweis von Satz 49: Sei A" das Pontryagindual von A, d.h. AV := Hom(A, Q/Z), und B" das
Pontryagindual von B. Die surjektive Abbildung A — B induziert eine injektive Abbildung
von BY nach AV. Fiir die freien Auflésungen von BY und A" erhalten wir das folgende
Diagramm

1 14 Lo AV 1
A A
1 Lg L4 BY 1.

Der Z-Modul Ly ist ein projektiver Modul, weswegen wir den Homomorphismus Ly — A"
zu dem Homomorphismus ¢ : Ly — Lo liften kdnnen. Dieser induziert eine Abbildung
@ : L3 — L1 zwischen den Untergittern.

Wir zeigen zuerst, dal H' (K, A(1)) = A ® K* ist. Wir wenden Homyg(-, Z), Homgz (-, Q) und
Homy (-, Q/Z) auf die Auflésung von A" an, so erhalten wir das Diagramm
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0 0
HomZ(AV, Z) HomZ(Lg, Z) HomZ(Ll, Z)
0 Homgz(AY,Q) Homgz(Ly, Q) Homyz(L1,Q) ——0

Die Z-Moduln L; und Ls sind frei, weswegen die beiden rechten Spalten des Diagramms
exakt sind. Da Q und Q/Z injektive Z-Moduln sind, folgt, dafd die beiden unteren Zeilen
exakt sind. Die Gruppen Homy (A", Z) und Homyz (A", Q) sind dariiber hinaus trivial, da A"
endlich ist. Wir erhalten nach dem Schlangenlemma — wenn wir es auf die beiden exakten
Zeilen anwenden — die exakte Sequenz

0— HomZ(Lg, Z) — HomZ(Ll,Z) — (AV)V — 0
und deshalb mit L;- := Homg(L;, Z) die Sequenz
0—>L%‘—>Li‘—>A—>O.

Wenn wir diese Sequenz mit dem rechts-exakten Funktor ®7 K* tensorieren, erhalten wir
die exakte Sequenz
L @7 KX — Lt @7 KX — A®@zK* — 0.

Wir vergleichen nun diese Sequenz mit dem Ausschnitt
(Ly @2 K" — (Lt @z K)' — HY(K,A(1)) = 0
aus der langen exakten Kohomologiesequenz von
1-AQ1) =Ly 92K - LT @, K" — 1.
Da I auf Lf- und Lé- trivial und nur auf K nicht-trival operiert, erhalten wir
(L @2 K ) = L @7 K~

und deshalb
HY(K,A(1)) 2 A®zK*,

Analog erhalten wir fiir B
H'(K,B(1)) @ BozK*.



50 4. Stabile und instabile rationale Konjugationsklassen

Aufgrund der Konstruktion zu Beginn des Beweises sind diese Isomorphismen funktoriell,
d.h. das Diagramm kommutiert. Da * ®7 K* ein rechtsexakter Funktor ist, folgt, dafs die
Abbildung ¥ : H (K, A(1)) — H'(K, B(1)) surjektiv ist. O

Jede zusammenhingende halbeinfache Gruppe ist iiber einer endlichen separablen Kor-
pererweiterung L iiber K zerfallend [BS66] Corollary 8.3. Hierfiir ist die Obstruktion in
H?(Gal(K/ L), C,) trivial (vgl. Folgerung 23).

Ein Kriterium, um zu priifen, ob eine quasizerfallende Gruppen zerfallend ist, lautet:

Lemma 51 ((KMRT98] §27.8). Falls G quasizerfallend ist und Aut(Dyn(G)) = 1, dann ist G
zerfallend. O

Anmerkung. Die Dynkindiagramme Dyn(G) mit den irreduziblen Komponenten vom Typ
By, Cy, Er, Eg, Fy und G erfiillen die Voraussetzung an die Automorphismengruppe. Wir
werden einfache Gruppen (dieser Typen) im nidchsten Abschnitt genauer studieren.

Satz 52. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe. Falls Dyn(G) trivial
ist, besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Wir werden abschliefiend alle zerfallenden einfachen klassischen Gruppen angeben, um zu
zeigen, daf3 die Aussage des Satzes eine grofie Klasse von Gruppen abdeckt.

Theorem 53 ((KMRT98] §25). Es gilt:

(i) Jede zerfallende zusammenhingende einfache Gruppe vom Typ A,, ist isomorph zu einer Grup-
pe von der Form SL(V) / ju,, wobei k die Zahl n + 1 teilt und V ein K-Vektorraum der Dimen-
sion n + 1 ist.

(ii) Jede zerfallende einfache Gruppe vom Typ B, ist isomorph zu einer Gruppe von der Form
Spin(V, q) oder OT(V,q), wobei (V,q) ein nicht-ausgearteter quadratischer Raum der Di-
mension 2n + 1 ist.

(iii) Jede zerfallende einfache Gruppe vom Typ C,, ist isomorph zu einer Gruppe von der Form
SP(V, h) oder PGSp(V, h), wobei (V,h) eine nicht-ausgeartete alternierende Form der Di-
mension 2n ist.

(iv) Jede zerfallende einfache Gruppe vom Typ D,, ist isomorph zu einer Gruppe von der Form
Spin(V, q), 0T (V, q), PGOT(V, q) oder zu Spin®(V, q), wobei (V, q) ein hyperbolischer qua-
dratischer Raum der Dimension 2n ist. O

4.7. Beschreibung der Kottwitz-Obstruktion

Die Obstruktion o € H?(K, C,) kann fiir quasizerfallende zusammenhzngende absolut ein-
fache Gruppen G als Cupprodukt zweier 1-Kozykel verstanden werden. Dies gilt ebenso in
einigen allgemeineren Fillen. Der eine Kozykel 3 liegt in H' (K, 711(G)/ C;) und wird via
des kanonischen Verbindungshomomorphismus auf o € H*(K, C,) abgebildet. Der andere
Kozykel 3, € H' (K, Hom(7(G)/ C,, C,)), dies ist nichts anderes als ein Element im Kern
der Abbildung Extf(m1(G)/ C,, C;) — Ext}(m1(G)/ Cy, C,)', das die kurze exakte Sequenz
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liefert, beschreibt, in wie weit die Gruppe G davon entfernt ist, zerfallend zu sein. Es gilt im
Fall, daf} C, ein direkter abelscher Summand von 71 (G) ist, der Satz:

Satz 54. Sei die exakte Sequenz
1—-Cp —m(G) - m(G)/Cy — 1

in der Kategorie der abelschen Gruppen zerfallend. Die rationale Konjugationklasse von x enthiilt
genau dann ein rationales Element, wenn das Cup-Produkt von £y in HY (K, 711(G)/ C,) und Bs in
HY(K, Hom(71(G)/ Cy, Cy)) trivial ist.

Beweis: Die Obstruktion o € H?(K, C,.) beschreibt nach Theorem 22, ob eine rationale Kon-
jugationsklasse einen rationalen Vertreter besitzt. Somit gentigt es zu zeigen, daf3

H*(K, C,) 2 HY(K, 7 (G)/ C,) UHYK, Hom(m(G)/ Cy, Cy))

und
a=031UpB
ist. Nach [NSW00] 1.4.5 erhalten wir fiir p = 0, ¢ = 2 und B = C,, die Behauptung. |

Dies bedeutet, dafs der Zugang von Kottwitz/Steinberg tiber die einfach zusammenhan-
gende ﬂberlagerung Gsc von G und der durch Theorem 48 beschriebene Zugang in vielen
Fallen die konkrete Beschreibung der abstrakten Kottwitz-Obstruktion liefern.

Aus nicht bekannten Griinden gilt dies auch im Fall der Orthogonalen Gruppe, wie wir im
Abschnitt 4.8.3 und Anhang 5.3 sehen werden. Im nédchsten Abschnitt wird dies fiir quasi-
zerfallende absolut einfache Gruppen Fall fiir Fall gezeigt.

4.8. Aussagen iiber quasizerfallende absolut einfache Gruppen

Fiir zerfallende zusammenhéangende halbeinfache Gruppen haben wir bereits gesehen, dafs
jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter besitzt. Nach [Ko82] Seite 798f
ist dies nicht fiir jede quasizerfallende zusammenhéangende reduktive Gruppe der Fall. Wir
betrachten daher quasizerfallenden halbeinfache Gruppen G, die nicht zerfallend sind.

Jede dieser halbeinfachen Gruppen besitzt eine Isogenie zu einem Produkt von fasteinfa-
chen Gruppen G; ([Bo91] 14.10), d.h. G; / Z(G;) ist einfach.

Alle absolut einfachen Gruppen sind fasteinfach (Abschnitt 5.5). Wir betrachten daher zu-
erst die quasizerfallenden zusammenhdngenden absolut einfachen Gruppen Fall fiir Fall,
um spéter im Abschnitt 4.9 auf quasizerfallende zusammenhéngende fasteinfache Gruppen
schliefsen zu konnen.

4.8.1. Der Fall An_;

Sei G eine quasizerfallende zusammenhéngende absolut einfache Gruppe vom Typ Anx_1
mit n teilt N und n = k- [, die nicht zerfallend ist. In diesem Fall ist die Gruppe G isomorph
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zu einer speziellen unitdren Gruppe PSU%\/ K fiir eine hermitesche Form in N Variablen iiber
einer quadratischen Korpererweiterung L von K.

Betrachten wir die quadratische Korpererweiterung L / K mit den zugehorigen Galoisgrup-
pen:

=

I'L:=Gal(K/L)

=

—eni"’

FL / K:Gal(L / K)

/

K

Sei @; definiert als
—~ Norm

Gm = Kern(Resy,  k(Gm) —— Gm).

Die Gruppe @; ist eine L-Form, die tiber L isomorph zu Gy, ist. Damit ist K" = @;(K) zu
K™ als abstrakte Gruppe isomorph. Sei ¢ : T' x K — K die gewohnliche Galoisoperation

auf K. Die (getwistete) Galoisoperation auf K * ist gegeben durch
p(o,x) fure eIy,

~:FXKA¥X—>K~X, o,x) — (o) =
4 () Plo.) {gp(a,x_l) firo € T'r.

Die Gruppe mit getwisteter Galoisoperation, die als abstrakte Gruppe isomorph zur Gruppe
1, der n-ten Einheitswurzeln ist, wird durch

Norm

[n = Kem(ReSL/K(Mn) —— Hn)
definiert. Offensichtlich gilt:

Lemma 55. Das Diagramm

1 Hn Gm Gm 1
(.
— —_— ko~
1 ks Gm G 1
kommutiert und ist exakt. O

Damit berechnen wir die Kohomologiegruppe H!(T', @;)
Lemma 56. Es gilt:

(i) HO(D,K*) = N[/* := {a € L | Normy, o = 1}

(i) HY(I,Gy) = K* / Normy, ;5 L* .
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Beweis: Aufgrund der Hochschild-Serre-Spektralsequenz gilt fiir B<JA und einem A-Modul
M:
H'(B,H/(A/B, M)) = H"" (A, M).

Sei nun i = j = 0. Fiir die Gruppe H(I", K) bedeutet dies

P

0 ivae 0 0 X 77X\ FL/K ’\;F L/K
HO(T, K*) = HO(Ty, i, HO(T, K)) = (K™ — ([D)T/x = NE/K

—_~

mit (K*) = G (K) und LX = Gm(L).

Wir betrachten die exakte Sequenz

1— HY(Ty, %, L*) — H'(T,Gp) — HO(FL/K7H1(FL7@;))

Aufgrund des Satzes Hilbert 90 ist H'(T'y,, @;) trivial. Die Gruppe H%(T', /K> HI(FL,@;))

verschwindet und es gilt H'(I'y,  , L*) = H(T, Gm), wodurch wir fiir H' (T, G,,,) die Grup-
pe K* /Normy, /x L™ erhalten. O

Mit Hilfe der langen exakten Kohomologiesequenz erhalten wir aus Lemma 55:

Lemma 57. Das Diagramm

NIf/K k N%/K
n l
le/K le/K
Ao A1
H' (K, in) - H' (K, /i) H2(K, 1ir.)
Ao
K* /Normy, /g L* kKX / Normy, /i L™
n l
K* /Normy, g L* == K* /Normy, ;g L
kommutiert und ist exakt. ]

Wir untersuchen die Abbildung ¢ aus Lemma 57 und das Bild von H!(K, ;) in H*(K, zz,)
unter .

Lemma 58. Falls k ungerade ist, dann ist die Abbildung ¢ : H' (K, 1,) — H*(K, /1) surjektiv.

Beweis: Sei k ungerade. Die zweite und die letzte Zeile sind jeweils die identische Ab-

bildung. Die K* /Normy, ,x L™ kKX /Normy, /i L™ ist surjektiv, da die Ordnung von
K* /Normy, /g L™ durch zwei teilbar und % ungerade ist. Somit folgt nach dem Fiinferlem-
ma, daf$ die Abbildung ¢ auch surjektiv ist. O
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Lemma 59. Falls | ungerade ist, dann ist die Abbildung < : HY(K, 1) — HY(K, ji;) surjektiv.

Beweis: Sei | ungerade. Dann ist die Abbildung K* /Normy, ;g L™ 1 Kx /Normy, /i L™
bijektiv. Folglich ist das Bild von Ay in K* / Normy, ;g L™ trivial, weshalb die Abbildung A
surjektiv ist. Weil das Diagramm nach Lemma 57 kommutiert, gilt A o Id = € o Ag. Somit
ist die Abbildung ¢ surjektiv. O

Nach Abschnitt 2.4 ist die Ordnung der Fundamentalgruppe 71(G) gleich n = k - I. Daher
gilt:

Satz 60. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende einfache Gruppe vom Typ A, iiber K
und die Charakteristik von K gut. Falls vier kein Teiler von n ist, dann besitzt jede rationale Konju-
gationsklasse einen rationalen Vertreter. O

Aus dem Lemma 57 erhalten wir zusitzlich:

Lemma 61. Falls k und | gerade sind, dann ist K* / Normy, , x L™ eine Untergruppe von H* (K, 11y;).

Beweis: Sei | gerade. Die Abbildung
§ : K* /Normy, ) x L* — H*(K, ux)

existiert, da fiir gerades I die Abbildung K* / Normy, ;g L — K* /Normy, ;g L™ die Nul-
labbildung ist und somit die Abbildung A, aus Lemma 57 surjektiv ist. Daher sind die Ele-
mente aus K* /Normy, ;g L™ in HY(K, /i;) bis auf ein Element in NIf/ K eindeutig bestimmt
und landen wegen der Abbildung ¢ o A, auf dem gleichen Bild in H?(K, ziz,).

Die Abbildung  ist injektiv, da die Abbildung K* /Normy, ;g L* — K* /Normy, ;¢ L™ fiir
gerades k die Nullabbildung ist, und somit die Elemente von K* /Normy, /x L aufgrund
der Exaktheit des Diagramms aus Lemma 57 injektiv in H?(K, 1i;,) abgebildet werden. O

Nach dem Lemma 56 und 57 erhalten wir fiir gerade £ und / das Diagramm

HY(K, )

HY(K, 1) K* /Normy, ) g L ——1

|~

K* /Normy, g L*——— H*(K, i1,).

Anmerkung. Die Ordnung der Fundamentalgruppe muf$ nach diesem Satz durch vier teilbar
sein, um rationale Konjugationsklassen zu finden, die keinen rationalen Vertreter besitzen.
Dartiber hinaus miissen nach den Lemmata 58 und 59 die Ordnungen von C, und 71 (G)/ C,,
hierfiir jeweils durch 2 teilbar sein.

Berechnung von x mit nichttrivialer Gruppe C,

Fiir eine quasizerfallende zusammenhédngende absolut einfache Gruppe G vom Typ A,_1
muss n = 0 mod 4 gelten, damit wir eine rationale Konjugationsklasse finden koénnen, die
keinen rationalen Vertreter besitzt. Dann ist G, die Gruppe SUy.



4.8. Aussagen iiber quasizerfallende absolut einfache Gruppen 55

Sei z € G halbeinfach. Wir werden im folgenden die Gruppe C, untersuchen, um mit Hilfe
des charakteristischen Polynoms eines Vertreters der Konjugationsklasse von = Aussagen
dariiber zu treffen, ob die Ordnung von C, ein Vielfaches von 2 und ein echter Teiler der
Ordnung von 7 (G) ist.

Uber dem algebraischen Abschlu8 K von K 148t sich die zyklische Gruppe C, C 7 (G) wie
folgt beschreiben:
C,={¢em(G)|3heCG mitheh ' =z}

Sei T ein maximaler Torus in G, der das halbeinfache Element z enthilt, und sei x von der
Form
x = diag(z1,...,zn) in SUy.

Die Konjugation mit einem Gruppenelement léf3t sich im Torus T beschreiben als die Kon-
jugation mit einem Weylgruppenelement aus der Weylgruppe W(G, T). Da die Weylgrup-
pe W(G) auf dem Torus T wie die symmetrische Gruppe S,, operiert ([Bou68] Planche I),
zerféllt die Gruppe C, in (;-Orbiten, fiir eine /-te Einheitswurzel (;. Daher kénnen wir C,,
beschreiben als

C, = {¢ € m1(G) | ¢ operiert als Permutation auf (z1,...,2n)}.

O.B.d.A. sei ¢ ein Eigenwert von C,. Daf3 eine I-te Einheitswurzel ¢ ein Element in C,, ist,
heifdt nichts anderes als, daf3 fiir jeden Eigenwert z; von x auch (;z; ein Eigenwert von = mit
derselben Multiplizitdt ist. Daher mufS = — bis auf Konjugation — die Diagonalgestalt

: 2 -1 -1
dlag(xlaCl:EhCl J;la"'aCl LUl,.IQ,C[CL‘Q,...,(l l'k;)

haben, wobei n = [ - k ist. Nach Lemma 13 &ndert sich die Gruppe C, nicht, wenn wir x
durch ein anderes Element der Konjugationsklasse ersetzen. Daher konnen wir annehmen,
dafd x bereits die obige Gestalt hat. Wenn wir das charakteristische Polynom von z in der
Unbestimmten T betrachten, erhalten wir

-1

char,(t) = H(t —x;) = HH(t —(lay) = H(tl - xé)

J =0 J
Das charakterische Polynom ist demzufolge ein Polynom in #. Es gilt im Falls G = PSU,,:

C, D w = char,(t) ist Polynom in t.

Auch die umgekehrte Implikation ist richtig: Sei das charakteristische Polynom char, (¢) von
z ein Polynom in t', d.h. wir konnen tiber dem algebraischen Abschlufs K das Polynom
schreiben als
char, (t) = [ [(t — a).
i€l
Jeder der Faktoren (¢ — z;) = Hé—zl (t— Clj x;) wird durch eine I-te Einheitswurzel (; permu-
tiert, weswegen wir C,, = y; erhalten, wenn [ maximal gewdhlt ist.

Damit haben wir bewiesen
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Lemma 62. Sei z € G und char,(t) = ant™ + -+ + a1t + ag das zugehdrige charakteristische
Polynom. Dann ist C,, = py mit | = ggT(i | a; # 0).

Aufgrund der Tatsache, dafy die Ordnung von C, von zwei geteilt werden muf3, wenn man
eine rationale Konjugationsklasse finden mochte, die keinen rationalen Vertreter besitzt, er-
halten wir

Lemma 63. Die ungeraden Koeffizienten des charakteristischen Polynoms char,(t) verschwinden
identisch, falls die Konjugationsklasse von x rational ist, aber keinen rationalen Vertreter besitzt. O

Da n gerade ist, verschwindet somit der Koeffizient a,,—; und es gilt:

Lemma 64. Sei x ein Vertreter einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse. Falls die Spur
von x ungleich null ist, dann besitzt die Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Beweis: Wir geben hierfiir einen anderen Beweis. Ein Element = hat die Spur null, falls =
zur Form

2 -1 -1
(1, @1, Gwr,y .o, G T, T2, G2, ., G Ty

konjugiert ist, weil gilt

Spur(x) = (1 + - +ap) + Gy +- - +ap) + -

_ . 1_l

Da ein Vertreter einer rationalen Konjugationsklasse von dieser Gestalt ist, falls die Klasse
keinen rationalen Vertreter besitzt, folgt die Behauptung. O

Anmerkung. Sei I die Galoisgruppe Gal(C/R) und G eine quasizerfallende zusammenhan-
gende einfache Gruppe vom Typ A3 iiber R. Wenden wir die bisherigen Resultate auf das
Beispiel aus dem Abschnitt 4.1 an und erhalten fiir das Element x = diag(1, —1, a, —a), daf3
die Gruppe C, isomorph zu p; ist. Wir erhalten als charakteristisches Polynom char, (¢) das
Polynom t* — (a%+1)t? +a?. Falls a € C\Rist, liegt z nicht in G(R). Da char, () ein Polynom
in R[t] ist, folgt a*> € R, und somit ist @ = ri mit r € R. Fiir den Fall, daf a* # —1 ist, ver-
schwindet der Term (a? + 1) nicht und der ggT(0, 2,4) ist 2. Deswegen wird in [Ko82] 798f
die Bedingung a # =i gestellt, um eine nichttriviale Obstruktion in H*(K, C,) zu erhalten.
Das Element x beschreibt in diesem Fall alle auftretenden Moglichkeiten.

Wir haben bisher berechnet, fiir welche Elemente x die Gruppe C, C 71 (G) ein nichttrivialer
I'-Modul ist. Wir nehmen nun an, dafs die Konjugationsklasse von z rational ist, und studie-
ren, welche Eigenschaften das charakteristische Polynom von z hat, wenn o € H*(K, C,)
nichttrivial ist.

Ist die Konjugationsklasse von z rational, dann ist auch ihr Bild in G(K) rational und es gilt:

w®xy,....7 zN) = (xl_l, . ,:z]_vl)ya

fireinoc € I'\I'y und y, € K.

Lemma 65. Das Element x kann in der Ahnlichkeitsklasse in GU x (K), dass gilt: charp, (t) € L[t].
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Beweis: 0.B.d.A. zerféllt G iiber L und die Klasse enthilt ein L-rationales Element. Es gibt
ein Weylgruppenelement w mit

w(®z,....7Nn) = (21,...,ZN)Ys
fiir ein o € ', und y, € K. Somit gilt fiir die Koeffizienten a,(x)° = y%a, ()

0.B.d.A. teilt [ die Zahl v und wir konnen fiir die Koeffizienten schreiben a, ()7 = A,a, ()
mit \, := 3% € 71(G)/ Cp. Nuniist 1 = (A\,) und 6(61) = (3}) € H' (K, G,) = Normy, /i L*.
Somit gibtes ein p € K™ mit yh = %ag mit a, € HY(K, Gp,) & Normy, ,x L. Fiir b := {/p lafit
die Abbildung z — bz die Gleichungen invariant und 0.B.d.A. y/, = 1 fiir alle o € I'r.. Daher
koénnen wir in der Ahnlichkeitsklasse von z ein Element wihlen, so dass die Koeffizienten
ap,aj,asl, ... in L liegen. O

Die Koeffizienten a, (=) des charakteristischen Polynoms von x sind elementarsymmetrische
Polynome der Gestalt

a,(x) = Z le

Ic{1,..,n} i€l
[I|=v

Es gilt
Die Polynome erfiillen dabei die Relation

n

ay(z7Y) = an_y () Hm‘;l,
i=1
wobei 7! = (z;',...,2,!) ist. Dies bedeutet fiir die Koeffizienten des charakteristischen

rrn

Polynoms von x, daf$ sie sich unter der Involution o verhalten wie

0.B.d.A. liegt nach Satz 65 a,(z) € L. Diese Relation bleibt invariant, wenn wir a, durch
a,b” und y durch ybb mit b € L* ersetzen

TV

@b = an_,b" Va,; b "y (bb)”.

Die Substitution entspricht der Multiplikation von x mit zentralem b € L.

Lemma 66. Die Substitutionen a, — a,b” und y — ybb fiir bb € Normy, ;i L™ lassen die obige
Formel 4.1 invariant. |

Falls wir die Involution o nochmals auf o(a,) anwenden, erhalten wir die Identitit auf a,,
d.h.

2 e — 15y —
o ((Iy) =Gy =Qp—pay Yy =
— al/a;l@*lynfl/gl/ — al/.
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Somit erfiillt der Koeffizient a,, die Relation a,a,, = y" (%) Y fiir alle v mit a,, # 0. Da keine

anderen Koeffizienten a, auftreten, gilt dies insbesondere fiir v = 0,1, 2[, . .., weshalb g =1
ist. Folglich erhalten wir die Relation

GnQp = yn
und es gilt:
Lemma 67. Sei C, = 1. Dann ist y' € K* bis auf Elemente aus Normy, sk L™ eindeutig bestimmt.

Der Koeffizient a,, hat folglich die Gestalt

n
an:yZ

ISR

fiir ein geeignetes z € K. Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von z erfiillen
die Symmetrie

(%)~ () @

Wir berechnen nun die Determinante des obigen Elementes x und erhalten

-1
det(z) = ([[¢HFab- ... -2l =ab- ... -af.
=0

Das charakteristische Polynom char, (t) ist ein Polynom in K[t], weshalb der Ausdruck z, -
. -z} rational. Es gilt:

Satz 68. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende absolut einfache Gruppe vom Typ Asp—1.
Sei x ein Vertreter einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse. Falls das charakteristische Po-
lynom char, (t) von x ein nichttriviales, im Sinne von (4.2) symmetrisches, normiertes Polynom in
t? vom Grad 4n = 4Kl ist, dann besitzt die Konjugationsklasse keinen rationalen Vertreter, sofern
y! keine Norm aus Norm L> ist.

In den einfachen Gruppen vom Typ A,,_ sind durch diesen Satz alle halbeinfachen rationa-
len Konjugationsklasse bestimmt, die keinen rationalen Vertreter besitzen. Im Abschnitt 4.1
erklart, wie dieses Ergebnis auf beliebige rationale Konjugationsklassen iibertragen werden.

4.8.2. Die Fille B,, und C,,

Fiir die (quasi-)zerfallenden zusammenhangende absolut einfachen Gruppen G vom Typ
By, oder C,, hat die Fundamentalgruppe 71 (G) jeweils die Ordnung zwei nach Abschnitt
2.4. Wegen [Hu75] 35.1 sind die Gruppen von diesen Typen zerfallend, weshalb aufgrund
von Theorem 48 folgt:

Satz 69. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende absolut einfache Gruppe vom Typ By, oder
C,, tiber K. Dariiber hinaus sei die Charakteristik von K gut. Dann enthiilt jede rationale Konjugati-
onsklasse einen rationalen Vertreter.
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4.8.3. Der Fall D,,

Wir nehmen an, dass die Charakteristik sehr gut ist, d.h. p # 2. Fiir eine quasizerfallende,
nicht zerfallende, zusammenhéngende absolut einfache Gruppe vom Typ D,, betrachten wir
folgende Félle: Fiir n > 4 kann man zwischen ungeradem n = 2n/ 4+ 1 mit Fundamental-
gruppe 71 (Dap+1) = pra und geradem n = 2n' mit 71 (Da,y) = p2 X pg unterscheiden (siehe
Abschnitt 2.4). Die Gruppe D4 nimmt eine gewisse Sonderrolle ein, da die Automorphis-
mengruppe des zugehorigen Dynkindiagramms die Ordnung sechs hat. Hier unterscheiden
wir zwischen den Gruppen Dy,® D4 und 6 Dj.

Genau dann, wenn die Fundamentalgruppe von G mit der Fundamentalgruppe der adjun-
gierten Gruppe G,q libereinstimmt, gibt es einen nichttrivialen, echten I'-Untermodul C,
von 71 (G), der zu pp isomorph ist. Nach Lemma 28 gilt:

Satz 70. Sei G eine einfache Gruppe vom Typ D,,. Falls G nicht adjungiert ist, dann besitzen alle
halbeinfachen Konjugationsklassen, die iiber K definiert sind, ein Element aus G(K). O

Also betrachten wir im Folgenden die Fille, in denen G eine quasizerfallende, nicht zer-
fallende, zusammenhingende absolut einfache adjungierte Gruppe vom Typ D, ist und
untersuchen, unter welchen Bedingungen einem Vertreter einer halbeinfachen rationalen
Konjugationsklasse die Gruppe C;, = u2 zugeordnet wird.

Konkret heif3t dies fiir uns:

Der Fall Dy: Fiir eine einfache Gruppe G vom Typ Dy betrachten wir das erweiterte Dyn-
kindiagramm

o\o /o
o/ \o

Die Automorphismengruppe des Dynkindiagrammes Aut(Dyn) vertauscht die Ecken o, a3
und oy, alle mit o gekennzeichnet, und diese ist daher isomorph zur Gruppe Ss.

Die Automorphismengruppe Aut(Dyn) istisomorph zu S, es gibt jedoch keinen nichttrivia-
len T-Untermoduln. Nach den Lemmata 28 ist somit die Obstruktion o € H*(K, C,,) trivial
und somit folgt:

Lemma 71. Fiir die quasizerfallenden zusammenhiingende einfachen Gruppen vom Typ Dy, Dy
und S Dy besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter. O

Der Fall D3, 1 (n > 1): Fiir eine einfache Gruppen vom Typ D»,,11 ist die Fundamental-
gruppe 71 (G) isomorph zu j4. Wir suchen alle moglichen Untergruppen U C 71 (G), fiir die
o € H3(K, U) nichttrivial ist und anschlieSend die Elemente = € G mit C, = U.

Dieser Fall stimmt mit den Untersuchungen im Abschnitt 4.8.1 {iberein. Wir erhalten daher

aus Lemma 61:

Lemma 72. Sei G eine adjungierte, quasizerfallende zusammenhingende einfache Gruppe vom Typ
Dap 1. Dann ist das Bild von H' (K, 71 (G)/ C,) in H*(K, Cy) isomorph zu K* / Normy, i L*
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Der Fall D2,, (n > 2): Die Fundamentalgruppe einer einfachen Gruppen vom Typ D>,
ist isomorph zu po x po. Sie hat drei Untergruppen der Ordnung zwei, aber es gibt nur
einen nichttrivialen I'-Untermodul der Ordnung zwei, falls G nicht spaltet ([Ta71] Seite 255).
Sei L eine quadratische Korpererweiterung von K mit Galoisgruppe I'y, := Gal(K/L) C T
Nach dem Abschnitt iiber die Kategorie der I'-Moduln (Theorem 27) ist nur die exakte nicht-
zerfallende Sequenz
diag ———— prod
L= pig —= p X pig —— piz — 1

weiter zu untersuchen, um eine rationale Konjugationsklasse zu finden, die keinen rationa-
len Vertreter besitzt.

Die Galoisgruppe I' operiert trivial auf 2. Auf der Gruppe jiz X i definieren wir die Ga-
loisoperation fiir o € I' wie folgt: Fiir o € I'y, ist sie durch o(z,y) := (“2,” y) und fiir o & T',
durch (“y,” x) gegeben.

Lemma 73. Es gilt Resy, /k(Gw)(K) = (LoxK ") = (K" xK") via (@ z) = (lz,lz). O
Wir bezeichnen mit
Kokern; := Kokern(L"* Horm, K*)

und mit
Kokerny = Kokern(H' (K, pa x p2) — HY (K, u2)),

wobei H2/>\<//~L2 definiert ist als Kern Resy, /x (p2 X p12) — p2 X p2. Wegen char(K) # 2 ist be-
kanntlich H (K, ug) = K* /(K*)?, daher gilt

Lemma 74. Das Diagramm

2 ¢
L* L* HY(K, pg x o) — 1
lNorm J{Norm l
2 P
K~ K~ H' (K, p12) 1
Kokern; = Kokerno
kommutiert und ist exakt. O

Es gilt sogar
Lemma 75. Die Abbildung ¢ : Kokern; — Kokerny ist bijektiv.

Beweis: Die Abbildungen ¢ und ¢ sind beide surjektiv, daher ist die Abbildung ¢ surjektiv.

Die Abbildung e ist ebenso injektiv, da das Bild(K* 2 K*) im Bild(L* Horn, K*) enthalten
ist. Die beiden Bilder unterscheiden sich nur um ein Element in H!(K, z12) und landen daher
im Kokerny auf dem gleichen Element. O

Wieder ist die einzige Situation, in der die rationale Konjugationsklasse keinen rationa-
len Vertreter enthalten kann, der Fall C, = py. Nun ist Kokern; = K* /Normy, /K L* und
Kokerny das Bild von H' (K, 71(G)/ C,) in H*(K, C,). Daher folgt



4.8. Aussagen iiber quasizerfallende absolut einfache Gruppen 61

Lemma 76. Das Bild der Kohomologiegruppe H (K, m(G)/ C,) in H*(K,C,) ist isomorph zu
K* /Normy, /x L™. 0O

Nach Klassenkorpertheorie entspricht fiir einen lokalen Korper K die Ordnung der Gruppe
K* /Normy, /g L der Ordnung der Galoisgruppe Gal(L / K). Daher gilt

Lemma 77 ([(OMe63] Seite 167). Sei K ein lokaler Korper und L / K eine quadratische Korperer-
weiterung und die Charakteristik ungleich zwei. Dann hat die Gruppe K* / Normy, ;¢ L die Ord-
nung zwei. O

Berechnung von z mit nichttrivialer Gruppe C,

Wir betrachten quasizerfallende zusammenhangende absolut einfache adjungierte Gruppen
G vom Typ D,, mit der Fundamentalgruppe 7 (G) = 4 fiir ungerades n und 71 (G) = po X 2
fiir gerades n. Im Folgenden werden wir die Gruppe C, C 7(G) analog wie im Fall A,
untersuchen und die Frage kléren, fiir welche Elemente x die Gruppe C, isomorph zu p»
ist.

Wir betrachten die Uberlagerung

Gse = Spiny,, — SO2y, — PSO2y, = Gag .

Wir bezeichnen die halbeinfachen Elemente

tq

t
" 1 € SOs9,

7

der Einfachheit halber mit (1, t2, . . . , ty,). Erster n xn Block geht zu einem maximal isotropen
Teilraum von SO.,, iiber K {iber.

Unter der Abbildung Gy — SO», wird der Torus Ty, auf den Torus Tso abgebildet. In
Koordinatenschreibweise bedeutet dies fiir t2 =[], ¢;

(tost1s ..o stn) — (t1,... t).
Die Gruppe C, 143t sich in Gy beschreiben als
Cx = Wl(SOQn) = {ilSpin} = {(:l:l, 1, ceey 1)}

Die Weylgruppe W(G, T) ist fiir einfache Gruppen vom Typ D,, isomorph zur Gruppe
(Z/2Z)"~! x S,, und wird im folgenden Sinne von den beiden Typen von Elementen

5it (tostty ooy tiot, tistint, ..o tn) (fytlw--,ti—17t[1,ti+1,~--,tn)
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und Permutationen
o (to,t1,- .. ,tn) — (t07ta(1)7 e 7t0(n))
erzeugt ([Bou68] Planche IV). Es gilt

WG T) =<0 [] slIc{l..,n}

i€l
|I| gerade

Fiir gerades n hat 71 (G,q) drei nichttriviale Untergruppen der Ordnung zwei, aber nur eine
galois-invariante Untergruppe ([Ta71] Seite 255). Fiir diese zerféllt die Sequenz

1= pg — po X g — pg — 1

nicht, wobei ,u2/>\</u2 der Gruppe 71 (Gaq) entspricht. Dies ist die Gruppe 71 (SOz2;,). Ebenso
ist die Untergruppe von Ordnung zwei fiir ungerades n die Gruppe 71(SO2,) = po, fiir die
gilt

1— o — g — po — 1.

In beiden Fillen erhalten wir fiir C, somit
Cm = WI(SOQn) = {:I:ISpin}a

wobei 1gpi, das Einselement in der Gruppe Gg. = Spin,,, ist. Damit fiir ein halbeinfaches
Element z die Gruppe C, gleich p ist, mufs fiir ein Urbild von z in G gelten:

JheGs : haseh™ ' = —Ispin * Tsc-

Folglich gilt in SO, die Gleichung hzh =T bzw. hz = Zh.
Da x4 ein halbeinfaches Element in Gy ist, gibt es einen maximalen Torus Ty, C Gy, der
xsc enthdlt. Wegen Gg. / ~= Ts./ ~ ist die Konjugation im Torus T, mit einem Element
h € Ggc nichts anderes als die Konjugation mit einem Weylgruppenelement w € W(G, T),
d.h. es gilt

{haeh™ | h € G} N Ty = {wagew™ | w € W(G,T)}.

Seih € W(G,T)und I = {4y, ...,1i;} mit k gerade. Um die Gleichung
h zge = _1Spin * Tsc

zu erfiillen, muf es ein i und ein o geben, so daf3

to
ti, .. ti,

(

7t0'(1)7" . ’t;(lil)"") = (—to,tl,. . .,tn>

ist. Fiir k = 0 erhalten wir den Widerspruch ty = —to # 0. Daher konnen wir annehmen,
dafs k > 0 ist.

Wir betrachten die Operation von s;. Um ¢ in —t( tiberzufiihren, muf$ es i, j € I geben, so
daf
tj=—t;"
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gilt. Fiir den Fall, dafs t; = —1 ist, gilt
si(toyte, .o —1, . tn) = (=to,t1, ..., —1,...,tn).
Falls es zusétzlich ein j mit t; = 1 gibt, so erhalten wir mit
(siosj)(to,tr,..., L, =1, . tn) = (—to, t1,..., 1, ..., =1,... )
die gewiinschte Eigenschaft. Daher erfiillt jedes halbeinfache Element z, welches 1 und —1

als Eigenwert besitzt, die Gleichung h zsc h ™' = —1gpin * Tsc.

Seit := (tg,t1,...,t,). Durch
mult,(¢) :=8{i |1 <i<n,t; =7}

wird die Multiplizitit von 7 definiert. Die Multiplizitdt mult,(¢) ist nichts anderes als die
Summevonf{ie [ |1 <i<n,t;=7}undif{i ¢ |1 <i<n,t; =7} Esgiltnun:

mult, (t) = mult (o - [[si(t) ={i e I |1 <i<mt;=7"}+4{i g |1 <i<mt; =T}
el

Hieraus erhalten wir
flicl|1<i<nt;=t}=tlicl|1<i<nt;=7"'},

weshalb ¢ jeden Eigenwert 7 mit der gleichen Multiplizitat wie 7! besitzt. Nun ist

H t; = H Tﬁ{ieﬂti:T}_

el T

Fiir 7 # 41 heben sich die Anteile von 7—! und 7 auf, da sie die gleiche Multiplizitit be-
sitzen, so dafs nur noch die Anteile 7 = —1 und 7 = 1 {ibrig bleiben. Letzterer ist trivial,
weshalb gilt:

mult, (t) = (—1)#iet==1)

d.h. falls die Anzahl m := #{i € I | t; = —1} des Eigenwertes —1 von t gerade ist, dann
besitzt die rationale Konjugationsklasse von ¢ einen rationalen Vertreter. Daher gilt:

Satz 78. Sei G = PSOa, eine quasizerfallende zusammenhiingende adjungierte absolut einfache
Gruppe vom Typ D,, und x ein Vertreter einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse in SOzg;,.
Falls x nicht 1 und —1 als Eigenwerte besitzt oder die Multiplizitit des Eigenwertes —1 gerade ist,
enthilt die Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Beweis: Sei w € W(G) 0.B.d.A. ein Produkt von signierten Zykeln. Nach [BFW99] laéft sich
w in gerade und ungerade Zykel zerlegen. Fiir die geraden Zykel heben sich die Beitrdge
von #I weg und die ungeraden Zykel liefern jeweils einen Eigenwert +1. O

Anmerkung. Es gibt den Ausnahmeisomorphismus von D3 nach A3 [KMRT98] §27, der jedes
Element € PGL4 auf ein Element 2/ € PSOg abbildet. Fiir das Beispiel aus Abschnitt 4.1
bedeutet dies fiir das Element
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a 0 0 0
a0 —a0 0
1o 0o b 0
0 0 0 —b
daf3 es auf das Element
—a*> 0 0 0 0 0 &0 00 0 0
0 ab 0 0 0 0 0 -1 00 0 0
,_ 1 0 0 —ab 0 0 0 _001000_(911)
ab 0O 0 0 —a 0 0o |~ o 0o o1 0 01| ‘p
0 0 0 0 ab O 0 0 00 —1 0
0o 0 0 0 0 —b? 00 00 0 &
abgebildet wird. Fiir ¢ := 3 # 0 erhalten wir das Element
t 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0
00 -1 0 0 0
00 0 1 0 0 = (t,-1,1)
00 0 0 —1 0
00 0 0o o0 ¢!

in D3, das sowohl den Eigenwert 1 und —1 besitzt.

Fiir Elemente mit Eigenwerten +1 gilt es nun den Fall auszuschliefien, fiir den die Gruppe
C, gleich der Fundamentalgruppe 7 (G) ist. Wir nehmen an, dafs z nicht selbst in G(K) liegt,
da wir ansonsten einen rationalen Vertreter hétten.

Fiir gerades n gilt fiir die Gruppe C,,

(—i,—1,...,—-1),
Coxm(Gu) =4 Tl
(1,1,...,1)
und fiir ungerades n gilt
(1,1,...,1),
Co = m1(Gad) = (1(’__11’71’ ’_73’

Fiir diese Gruppen miissen wir die Gleichung
haeh™ =k - 25 mitk € 71(Gag)

studieren. Der Fall k£ = (1,1, ...,1) ist trivial, und das Element k£ = (—1,1,...,1) € m1(Gaq)
haben wir am Anfang dieses Unterabschnittes betrachtet.
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Fiir die weiteren Elemente k € 71(G,q) gilt fiir ¢ ohne Berticksichtigung der to-Koordinate:
(t1yeeostpytn st )~ (=t ey =ty =t o =11,

daher muf3 es einen Eigenwert 7 von ¢ geben, der diese Symmetrie stort, d.h. fiir einen
Eigenwert 7 gilt:

mult,(¢) + mult, -1 (¢) # mult_(¢) + mult_.—1(¢).

Satz 79. Sei G eine quasizerfallende zusammenhiingende adjungierte absolut einfache Gruppe vom
Typ D,, und sei x ein Vertreter einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse. Falls das Element
x die Eigenwerte £1 hat und die Multiplizitit des Eigenwertes —1 ungerade ist, dann besitzt die
Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter, wenn zusitzlich fiir jeden Eigenwert T von x gilt:

mult,(t) + mult, -1 (¢) = mult_;(¢) + mult_, -1 (¢).

Wir wollen dies nun, wie im Unterabschnitt 4.8.1 fiir die einfachen Gruppen vom Typ A,,_1,
in Termen des charakteristischen Polynoms ausdriicken.

Der Fall, dafs die zweielementige Fundamentalgruppe 71(S02,) in C, enthalten ist, wird
durch die Bedingung beschrieben, dafs £1 Eigenwerte von z sind, d.h. in Termen des cha-
rakteristischen Polynom:s:

char; (1) = chary(—1) = 0.

Der Fall, daf die Gruppe C, gleich der vierelementigen Fundamentalgruppe m;(G,q) der
adjungierten Gruppe ist, wird durch die folgende Bedingungen beschrieben:

(1) chary(1) = chary(—1) =0,
(2) char,(T) =Y ayT?.

Der Satz 79 heifst umformuliert in Terme des charakteristischen Polynoms:

Satz 80. Sei G eine quasizerfallende adjungierte zusammenhingende absolut einfache Gruppe vom
Typ D,, und sei x ein Vertreter einer halbeinfachen rationalen Konjugationsklasse. Falls das charak-
teristische Polynom char,(T") von x der Bedingung

chary (1) = chary(—1) =0

gentigt, dann besitzt die Konjugationsklasse von x einen rationalen Vertreter, wenn es keinen nicht-
trivialen Koeffizienten az;y1 von char,(T") gibt.

Wir betrachten die Abbildung, die = in SO3,, auf 7 in PSOs,, abbildet. Die Konjugationsklasse
von 7 ist somit rational und es gilt in SO»,

Falls [x]7 = [z] ist, gibt es einen rationalen Vertreter z( in [z], da SOz, nicht vom adjungierten
Typ ist (vgl. Satz 70). Daher konnen wir 0.B.d.A. annehemen, dass [z]° = —[z] ist, d.h. es
gibt ein w in W(G) mit w(%ty,...,7t,) = —(t1,...,t,). Da charg(w(t)) = char,(¢) fir alle
w € W(G) ist, folgt 7 char,(t) = chary(—t).
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Lemma 81. Sei char,(t) = > a;X". Es gilt: az, € K und falls es ein as,y1 # 0 gibt, dann
gibt es eine quadratische Korpererweiterung L iiber K, wobei L der Fixkorper des charakteristischen
Polynoms ist, mit L = K(v/A) und as, 11 € VAK.

Hieraus folgt, daf$ sich das charakteristische Polynom schreiben 1af3t als
char, (T) = Z ay T2 + \/ZZ g T2

fir ein A € K* /(K*)2 Nun gilt A € K* /(K*)? = HY(K,7r(G)/C,) und es gilt fiir das
davon erzeugte Ideal (A):

Im Fall 71 (PSO) = p2 x musy folgt aus Satz 54 oder dem Anhang, dass AU B € H%(K, C,)
genau dann trivial ist, wenn die rationale Konjugationsklasse von x einen rationalen Vertre-
ter besitzt, wobei (B) das Ideal ist, das zu der Korpererweiterung, die die quasizerfallende
Form in die zerfallende tiberfiihrt, gehort.

Im Fall 71 (PSO) = p4 erhélt man nach Lemma 72 Dies fiihrt zu einer analogen Situation wie
im Abschnitt 4.8.1, die nicht exakt die gleiche ist.

Nach dem Satz 105 ist dies dasselbe Kriterium.

Anmerkung. Sei K ein lokaler Korper. Es gilt K* /Normy, /x L = {41}. Sei [ die Ordnung
von C,. Fiir [ = 2 erhalten wir die Abbildung

HY (K, po) = K* /(K*)* — K* /Normy, ;x L™ .

Die Aussage, dafi [a] € H2(K, C.) nichttrivial ist, ist dquivalent zur Aussage, da8 das Hil-
bertsymbol p(A) := (A, B)yijpert Nichttrivial ist. Seien (A), (B) die Kohomologieklassen in
HY(K, p2), von denen A bzw. B Vertreter wie oben sind. Dann konnen wir zeigen, da8 das
Cup-Produkt (A) U (B) genau dann in H*(K, C,) trivial ist, wenn A in Normp liegt (siehe
dazu Anhang 5.3).

4.8.4. Die Fille EG’ E7, Es, F4 und G2

Fiir exzeptionelle Gruppen zeigen wir:

Satz 82. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende absolut einfache exzeptionelle Gruppe iiber
einem vollkommenen Korper K, d.h. G ist vom Typ Eg, Ev, Eg, Fy oder Go. Dariiber hinaus sei die
Charakteristik von K gut. Dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter.

Beweis: Bis auf die einfachen Gruppen vom Typ Ej sind die exzeptionellen Gruppen zerfal-
lend ([Hu75] 35.1), weshalb wir fiir die Gruppen vom Typ E7, Eg, Fy oder G2 das Theorem
48 anwenden konnen. Die Fundamentalgruppe 71 (E¢) hat die Ordnung 3 (Abschnitt 2.4)
und ist somit ein einfacher I'-Modul. Nach Lemma 28 folgt die Behauptung. O

4.9. Fasteinfache Gruppen G

Um die bisherigen Resultate zu verallgemeinern, miissen wir nachpriifen, ob sich die Ergeb-
nisse iiber quasizerfallende zusammenhéngende absolut einfache Gruppen aus dem vorhe-
rigen Abschnitt 4.8 auf zusammenhé&ngende fasteinfache Gruppen G tiibertragen lassen.
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Wir betrachten eine halbeinfache rationale Konjugationsklasse in G. Fiir zerfallende Grup-
pen haben wir bereits gezeigt, dafs jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Ver-
treter besitzt (E).

Fiir quasizerfallende absolut einfache Gruppen haben wir die folgende Tabelle

Wurzelsystem E
einfach zusammenhingend | Ja
zerfallend Ja
A4n_1 Nein
Asonst Ja
B, Ja
Cn ]a
D,, (adjungiert) Nein
D,, (sonst) Ja
Eﬁ, E7, Eg ]a
F. 4, G 2 ]a

Tabelle D: Eigenschaft E erfiillt?

Damit eine halbeinfache rationale Konjugationsklasse, die ein halbeinfaches Element s ent-
hilt, keinen rationalen Vertreter besitzt, muf$ fiir absolut einfache Gruppen G vom Typ
Ayp—1 das Element s konjugiert zu einem Element der Gestalt

-1

SN(517<1517"'7(}7181)827"-7 1 Sk)

sein. Fiir absolut einfache adjungierte Gruppen G vom Typ D,, hat das Element s den Eigen-
wert —1 mit ungerader Multiplizitdt und keinen Eigenwerte 7 von s mit

mult,(s) + mult, -1 (s) # mult_,(s) + mult__-1(s).

Die Abbildung G — G /Z bildet rationale Konjugationsklassen wieder auf rationale Kon-
jugationsklassen ab und ist, eingeschrankt auf eine halbeinfache Konjugationsklasse, eine
Isogenie.

Sei s € G halbeinfach und seien

— Gper —

GSC
/

R S —

G/Z
s
die Bilder von s in den jeweiligen Gruppen. Nach Konstruktion gibt es fiir 5 € G /Z ein
Element k € C; C 71 (G / Z), fiir daf
595 g7t =k

gilt. Die Wahl von k ist unabhingig von der Wahl von 5 und g € Gs. Alle oben konstruierten
Elemente k, die in 71 (Gper) liegen, miissen ebenso in C, liegen.
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Satz 83. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe und s € G ein halb-
einfaches Element. Dann gilt Cs N m1(Gper) = Cs. O

Folgerung 84. Falls Cs N1 (Gper) trivial ist, dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen
rationalen Vertreter.

Betrachten wir die exakte Sequenz
1—-Cs—Cs—Cg/Cs— 1,
dann erhalten wir die Kohomologiesequenz

HY(K,Cs/C,) — H*(K, C,) — H*(K, Cy).

Falls C5 N 71 (Gper) # Cs und die Obstruktion o/ € H2(K, C,) trivial ist, mufl o € H*(K, Cy)
trivial sein. Dies bedeutet nichts anderes, als dafs jede nichttrivialen Obstruktionen « in
H?(K, Cg) nichttriviale Obstruktionen o/ in H*(K, C;) liefern. Wir konnen daher alle nichttri-
vialen Obstruktionen, die wir fiir Konjugationsklassen in einfachen Gruppen konstruieren,
ebenso in Konjugationsklassen in gewissen halbeinfachen Gruppen konstruieren. Die Frage
ist nun, ob aus der Tatsache, dafd die Obstruktion a € HQ(K, Cy5) trivial ist, bereits folgt, daf3
o € H%(K, Cy) trivial ist.

Fiir fasteinfache Gruppen G heifien die bisherigen Resultate konkret: Wir betrachten noch-
mal die Abbildung
G—-G/Z.

Diese induziert eine Abbildung zwischen den Konjugationsklassen von G und G /Z. Die
Einschrankung auf rationale Konjugationsklassen ist eine Isogenie. Aus dem Abschnitt 4.4
ist bekannt, daf3 fiir ein halbeinfaches Element s € G die Gruppe C; eine Untergruppe von
Cs ist. Da die Sequenz

1—-Cs —m(G) - m(G)/Cs—1

fur die absolut einfachen Gruppen G vom Typ B, Cy, D,, (sonst), Eg, E7, Eg, Fy und Gs
zerfallt, ist deren Kohomologiegruppe H? (K, C;) trivial. Im Fall der Gruppen Ay4,,—; und D,
(adjungiert) gilt folgende Relation in 71 (G / Z):

Cs = Cg ﬂm(G).

Die Gruppe C; hat die Ordnung ggT(Cs, 71 (G)). Nach Definition ist die Gruppe G/ Z ein-
fach und die Fundamentalgruppe 7 (G) ist in 71 (G / Z) enthalten, d.h. 71 (G) C py, pt4 oder
2 X pr2 (Abschnitt 2.4). Somit sind als nichttriviale und nicht-spaltende Untermoduln von
m1(G) alle i, wobei k ein Teiler der Ordnung von 71 (G) ist, moglich. Fiir D,, (adjungiert)
bleibt wiederum nur der Fall C, 2 uy und fiir A,,—; der Fall |71 (G)| = 4n’ zu betrachten.
Die Rechnungen fiir einfache Gruppe lassen sich auf den Fall der fasteinfachen Gruppen
tibertragen.

Im Fall guter Charakteristik konnen wir von halbeinfachen rationalen Konjugationsklassen
auf alle rationalen Konjugationsklassen schliefien, wie wir es im Satz 35 bewiesen haben.

Satz 85. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende fasteinfache Gruppe iiber einem vollkom-
menen Korper K. Dariiber hinaus sei die Charakteristik von K gut. Falls vier kein Teiler der Ordnung
der Fundamentalgruppe von G ist, dann besitzt jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen
Vertreter.
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4.10. K-einfache Gruppen

Eine quasizerfallende zusammenhéngende K-einfache Gruppe I ist isogen zu einer durch
die Weilrestriktion der Skalare einer einfachen Gruppe G definierte Gruppe ([PR94] §2.1.2),
d.h. T ~ Resy, /x(G) fiir eine Kérpererweiterung L {iber K. Wir untersuchen zuerst den Fall
I := Resy, /k(G). Fiir die K-einfache Gruppe I stimmen die K-wertigen Punkte [(K) mit den
L-wertigen Punkten G(L) tiberein. Falls L / K galoisch ist, zerfallt I tiber L in ein Produkt
von G(L), d.h.

I(L) =2 G(L) x --- x G(L).

Andernfalls gilt fiir eine K-Algebra M
I(M)=G(M ®kL).
Uber dem algebraischen Abschlufl K von K 148t sich die Gruppe I darstellen durch

IxK = H G xK.
Hom(L,K)

Wir betrachten das Verhalten der rationalen Konjugationsklassen von G, wenn wir diese
via ¢ : G — I abbilden und untersuchen, ob jede rationale Konjugationsklasse in I einen
rationalen Vertreter besitzt. A priori wissen wir jedoch nicht, ob die Konjugationsklasse von
¢(x) rational ist. Aber aufgrund der Identitit I(K) = G(L) konnen wir schliefSen:

Lemma 86. Die Abbildung der L-rationalen Konjugationsklassen in G auf die K-rationalen Konju-
gationsklassen in 1 ist surjektiv.

Beweis: Sei L /K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n. Sei I' := Gal(K/K) die
absolute Galoisgruppe und I'f, := Gal(K / L). Dann léfst sich I" schreiben als

I'=o0I'tU---Uo,I'L.

Wir betrachten die Abbildung
¢ : {L —rat. Konjugationsklassen } — {K —rat. Konjugationsklasse }
mit
9= 2(9) =(9,---,9)

zwischen den L-rationalen Konjugationsklassen in G und den K-rationalen Konjugations-
klassen in I. Wir zeigen zuerst, dafd die Abbildung wohldefiniert ist.

Hier gilt fiir v € I', und 6, € G:

Tg = 1B(03) = B(101) = B(8,038, 1) = B(3,) (1) B3, 1) = Ay g A

mit A, := ®(6,) € L.
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Als Nachstes zeigen wir, dafd die Abbildung ® surjektiv ist. Ohne Einschrankung kdnnen
wir in der Konjugationsklasse von (g1, ..., g») in I einen Vertreter mit g; = 1 wahlen. Somit
gilt

g; = (I)(O',L) == q)(O'fL . 1) == Uiq)(l) == Ao‘i <I>(1) A;il = Ao‘i g1 A;jl,

weshalb jede Komponente g; zu ¢g; konjugiert ist. Daher gibt es in der Konjugationsklasse

von (g1,...,9n) in I einen Vertreter (g, ..., §) und somit ist die Abbildung zwischen den
Konjugationsklassen surjektiv. O
Fiir den Fall I = Resy,/x(G) stimmen daher die Aussagen {iber K-rationale Konjugati-

onsklassen mit denen iiber L-rationale Konjugationsklassen iiberein. Nun sind jedoch K-
einfache Gruppen I nur isogen zu Resy, / k(G).

Die Weilrestriktion Resy, /i (—) der Skalare ist ein linksexakter Funktor von der Kategorie
der L- Gruppen und L-Homomorphismen in die Kategorie der K-Gruppen und K-Homo-
morphismen ([PR94] §2.1.2). Daher gilt

Lemma 87. Es gilt: C;z = Resy, /k(Cy) und m1(I) = Resy, /x(m1(G)).

Beweis: Der Funktor Resy, /i (—) fiihrt einfach zusammenhéngende Gruppen in einfach zu-
sammenhédngende Gruppen iiber ([Sp98] 12.4.7.), daher ist Resy, / k (Gsc) einfach zusammen-
héngend und somit Is. = Resy, / k(Gsc). Wir erhalten das Diagramm

1 ——71(G) x K——= G4 xK X

S

| ——=m() x K —= I xK

=

=

Hieraus folgt 71 (I) = Resy, /x(71(G)) und analog erhalten wir Cz = Resy, / x(Cz). O

Die Aussage von Theorem 22 143t sich auf quasizerfallende zusammenhéngende K-einfache
Gruppen anwenden. Mit Hilfe des Lemmas von Shapiro (INSWO00] 1.6.3) erhalten wir fol-
gendes kommutatives Diagramm

H' (K, Resy, k(1 (G))) —H' (K, Resy, k(71 (G)/ Cz)) — H*(K, Resy,  k(Cx))

l i |

HY(L, 71(G)) HY(L, 71 (G)/ Cy) H(L, C,),

wobei die vertikalen Abbildungen nach Shapiro Isomorphismen sind. Wir kénnen daher
die Ergebnisse, die wir bereits fiir einfache Gruppen erzielt haben, auf K-einfache Gruppen
iibertragen.

Satz 88. Sei I ~ Resy, x(G) eine quasizerfallende zusammenhingende K-einfache Gruppe. Falls
G zerfallend, einfach zusammenhiingend oder G keine Gruppe vom Typ Au,—1 oder D29 ist, dann
besitzt jede rationale Konjugationsklasse in 1 einen rationalen Vertreter. O
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4.11. Produkte von einfachen Gruppen

Wir werden in diesem Abschnitt die Ergebnisse iiber quasizerfallende fasteinfache Grup-
pen, soweit wie moglich, auf quasizerfallende halbeinfache Gruppen verallgemeinern. Hier-
zu betrachten wir die Isogenie von fasteinfachen Gruppen G; zu halbeinfachen Gruppe G

Gy x--x Gy, —G.

Diese Isogenie fiihrt rationale Konjugationsklassen bzw. rationale Elemente in rationale
Konjugationsklassen bzw. rationale Elemente in G tiber.

Die Bedingung im Satz 52, daf die Automorphismengruppe des Dynkindiagramms trivial
ist, heifst nichts anderes, als daf3 keine irreduzible Komponente des Dynkindiagramms vom
Typ A, bzw. D,, ist. Daher gilt

Satz 89. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe iiber einem vollkom-
menen Korper K. Falls keiner der Faktoren G; in der Produktzerlequng von G in fasteinfache Grup-
pen vom Typ A,,_1 oder D, ist, dann enthiilt jede rationale Konjugationsklasse in G einen rationalen
Vertreter.

Beweis: Wir betrachten die adjungierte Gruppe G,q von G mit der Fundamentalgruppe
71(Gad). Nach Voraussetzung ist die Gruppe 71(Gaq) ein halbeinfaches Objekt in der Kate-
gorie der I'“-Moduln und somit ist die Fundamentalgruppe 71 (G) von G ebenso halbeinfach
([Lo90] §28 F 12). Nach dem Satz 32 besitzt daher jede rationale Konjugationsklasse einen
rationalen Vertreter. ]

Es gilt sogar mehr: Betrachten wir die Phdnomene, die auftreten, wenn wir eine quasizer-
fallende zusammenhdngende halbeinfache Gruppe G haben, die eine Isogenie zu einem
Produkt von fasteinfachen Gruppen besitzt, in dem der Faktor A,,_; oder D29 auftritt.

Nehmen wir an, dafd nur einfache Faktoren des Types A, oder D,, auftreten, dann ist die
Fundamentalgruppe 7 (G) halbeinfach und nach Theorem 27 bleibt die Aussage des Satzes
89 richtig.

Die Aussage des Satzes 89 gilt allgemeiner, falls wir - aufgrund von Folgerung 30 - Faktoren
vom Typ A,,_1, n quadratfrei, zulassen. In diesen Féllen konnen wir die Fundamentalgrup-
pe m1(Ga,_,) in die p-primdren Anteile zerlegen, die jeweils galoisstabil sind. Nach dem
Theorem 27 gilt

Satz 90. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende halbeinfache Gruppe iiber einem vollkom-
menen Korper K. Falls keiner der Faktoren G; in der Produktzerlequng von G,q in fasteinfache
Gruppen vom Typ A,—1, n nicht quadratfrei, oder DA ist, dann enthilt jede rationale Konjugati-
onsklasse in G einen rationalen Vertreter. ]

In diesem Fall 14£3t sich die Klassifikation der Elemente x aus den Abschnitten 4.8.1 und 4.8.3
tibertragen.
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4.12. Probleme bei einer Klassifikation fiir halbeinfache Gruppen

Es sind keine Klassifikationsresultate rationaler Konjugationsklasse ohne rationale Elemen-
te fiir halbeinfache oder reduktive Gruppen zu erwarten. Die Problematik liegt am Uber-
gang von einem Produkt von fasteinfachen Gruppen zu halbeinfachen Gruppen. Fiir jede
halbeinfache Gruppe G gibt es bekannterweise eine Isogenie zu einem Produkt von fastein-
fachen Gruppen [ [ G;, jedoch wissen wir tiber die induzierte Abbildung zwischen den Fun-
damentalgruppen [[ 71 (G;) und 7 (G) nicht genug. Die Fundamentalgruppe 7 (G) konnte
diagonal in das Produkt der jeweiligen Fundamentalgruppen eingebettet sein. Somit 1af3t
sich die Gruppe C, nur in konkreten Situationen Fall fiir Fall ausrechnen. Generelle Aussa-
gen sind nicht zu erwarten. Wir werden dieses Phanomen an einigen Beispielen im Folgen-
den zeigen.

Es gentigt hierfiir den Fall zu betrachten, daf} sich die halbeinfache Gruppe G als Produkt
zweier fasteinfacher Gruppen G; und G schreiben 1aft. Fiir die Fundamentalgruppe von G
gilt

m1(G) € m1(Gaa) 2 m(GI) x m (G5,

und fiir die Gruppe C, gilt nach 83 folglich

Cyp = (C2 x 3 Ny (G).

Wir folgen der Idee, da8 wir durch die Verkniipfung der beiden Komponenten (x;, z2) von
x eine nichttriviale Untergruppe C, in der Fundamentalgruppe 71 (G) erhalten. Hier kon-
nen zwei Phdnomene auftreten. Zum einen kann die Konjugationsklasse eines Elementes
x keinen rationalen Vertreter enthalten, obwohl die jeweiligen Komponenten z; und z3 in
den fasteinfachen Gruppen G; und G, jeweils einen rationalen Vertreter haben (Beispiel 91
(A)). Zum anderen kann das umgekehrte Phanomen auftreten, dafs die Komponenten in
einer Gruppe G; keinen rationalen Vertreter besitzen, wohingegen z in G einen rationalen
Vertreter besitzt (Beispiel 91 (B)).

Falls wir fiir die Gruppe G; eine k-einfache Gruppe wahlen, treten die gleichen Probleme
auf (Beispiel 92 (C)). Selbst fiir k-einfache Gruppe ist nicht mit einem besseren Klassifikati-
onsresultat zu rechnen (Beispiel 92 (D)).

Beispiel 91. Sei G eine quasizerfallende zusammenhéngende halbeinfache Gruppe und Ggq
die adjungierte Gruppe von G. Die adjungierte Gruppe ist isomorph zu SL4 x SL4 mit der
Fundamentalgruppe 71(Gaq) = pa X pa.

(A) Die Gruppe G hat die Fundamentalgruppe 71 (G) = {((—1)",¢}) | n = 0,1,2,3}. Ein
Element = € G hat die Koordinaten (z1, z2), welche komponentenweise die Gruppen Ci‘f =
1und C";f; = 14 besitzen. Das Element hat die Gruppe C, = 2 und liefert eine nichttriviale
Obstruktion ¢, ; fiir nichttriviale o, 7 € Gal(K/ K). Folglich enthalt die Konjugationsklasse
von z kein rationales Element, obwohl die Projektion der Konjugationsklassen auf die z1-
Koordinate, so wie die auf die x2-Koordinate jeweils einen rationalen Vertreter in G; bzw.
G besitzen.

In diesem Fall muf’ jede Moglichkeit einzeln berechnen. Einfache Regeln sind nicht in Sicht,
anders verhilt es sich in folgendem Beispiel.
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(B) Die Gruppe G besitzt die Fundamentalgruppe 71 (G) = p4, die durch Multiplikation mit
einer vierten Einheitswurzeln auf x € G operiert. Ein Element 2 hat wiederum die Koordi-
naten (z1, z2), welche komponentenweise die Gruppen C;‘li = ps und C;‘; = 1 besitzen. Die
Konjugationsklasse von x liefert dennoch eine triviale Obstruktion, da die Gruppe C, trivi-
al ist. Folglich besitzt die Konjugationsklasse von z einen rationalen Vertreter, obwohl nach
Abschnitt 4.1 die Projektion der rationale Konjugationsklasse auf die z1-Koordinate keinen
rationalen Vertreter besitzt.

Fiir dieses Beispiel gilt:
(i) Falls C';‘fll oder C?f; trivial ist, so ist die Obstruktion o € H2(K, C,) trivial.

(ii) Falls po = Cfccll c €%, dann ist die Obstruktion o € H2(K, C,) nichttrivial.

xo/

(ili) Falls s = C24 = €24, dann ist die Obstruktion o € H*(K, C,) trivial.

In diesem Beispiel hdngt die Obstruktion von z nur von der Projektion auf die z1-Koordinate
ab und es gelten die gleichen Resultate wie fiir absolut einfache Gruppen vom Typ A,,_; aus
Abschnitt 4.8.1.

Beispiel 92. Ahnliche Probleme treten auf, wenn wir zusétzlich k-einfache Gruppen als Fak-
toren betrachten:

(C) Sei G eine quasizerfallende zusammenhéngende halbeinfache Gruppe, deren adjungier-
te Gruppe isomorph zu Resy, ;g (SL2) x SLs ist. Jeder dieser Faktoren hat die Eigenschaft,
daf3 jede rationale Konjugationsklasse einen rationalen Vertreter besitzt. Fiir die Gruppe G
ist dies nicht der Fall, weil fiir die Fundamentalgruppe 71 (G) = {(z,Norm(z)) € Z | = €
Resy, /x(p2)} C Z = Resy, /k(p2) X p2 die Gruppe C, = Resy, /g (p2) x 1 auftritt. Sofern die
Projektion auf die zweite Koordinate von z unter der Abbildung PGL2(K) — K* /(K*)?
auf ein Element geht, das keine Norm von E nach F ist, erhalten wir eine rationale Konjuga-
tionsklasse ohne rationalen Vertreter.

(D) Sei L / K eine Korpererweiterung vom Grad 3. Wir betrachten eine K-einfache quasi-
zerfallende zusammenhidngende Gruppe G, deren adjungierte Gruppe G,q isomorph zu
Resy, /k (SLo) ist. Fiir geeignete Gruppen G ist die Fundamentalgruppe 71 (G) schief in 19
eingebettet, wodurch analog zu (A) - (C) weitere Beispiele fiir rationale Konjugationsklas-
sen ohne rationalen Vertreter auftreten werden.

Diese Beispiele lassen sich leicht auf weitere Félle verallgemeinern. Im Abschnitt 4.14 finden
sich fiir K = R einige Beispiele explizit nachgerechnet.

4.13. Theorem 22 fiir algebraische Gruppen?

Interessant erscheint die Frage, inwieweit sich Theorem 22 auf zusammenhéingende lineare
Gruppen A verallgemeinern laf3t.

Hierzu miifite man die Fundamentalgruppe 71 (A) definieren, um ein entsprechendes Kri-
terium fiir eine I'-invariante Untergruppe von 71 (A) zu formulieren. Borovoi bemerkt am
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Rande ([Boro98] Remark 0.1), dafd wir die Definitionen fiir die reduktive Gruppe G := A /R,
einfach auf algebraische Gruppen tibertragen kénnen, indem wir

71 (A(K)) := 71(G) und HY(K,A) := HY(K, G)

setzen. Somit scheint es, als ob wir die Aussage des Theorems 22 ebenso fiir algebraische
Gruppen formulieren kénnen. Wir werden am Ende dieses Abschnittes ein Beispiel ange-
ben, das zeigt, welche Schwierigkeiten im unipotenten Radikal versteckt sind, die sich nicht
mit der Borovoi-Fundamentalgruppe erklédren lassen.

Damit wir das Resultat von Kottwitz anwenden konnen, benotigen wir, daf sich die Ei-
genschaft quasizerfallend zu sein, von der linearen algebraischen Gruppe auf die reduktive
Gruppe vererbt. Fiir die Definition von quasizerfallend fiir lineare algebraische Gruppen
siehe [St65] §11.

Satz 93 ([St65] §11). Sei K ein vollkommener Korper und A eine zerfallende lineare algebraische
Gruppe. Sei R das Radikal von A und Z das Zentrum von A /R. Dann ist die Gruppe (A /R)/Z
quasizerfallend.

Beweis: Sei R das Radikal von A und Z das Zentrum von A /R. Dann gibt es eine quasi-
zerfallende Gruppe Gy tiber K und einen Isomorphismus ¢ : Gg — (A /R)/Z, der tiber K
definiert ist. Sei B C Gq eine Borelgruppe iiber K. Da Gq eine halbeinfache Gruppe ohne
Zentrum ist, zerfdllt die Automorphismengruppe Aut(Gog) = GoE, wobei E eine endliche
Gruppe ist, die B fest lafst. Fiir ein Element € I' in der absoluten Galoisgruppe von K gilt

90717(90) = g~€y.

Da nach Voraussetzung die Gruppe A quasizerfallend ist, ist die erste Kohomologiegruppe
HY(K, A) nach [St65] §11 trivial, weswegen der Kozykel g, ein Korand ist. Der Kozykel g e,
ist dquivalent zu e, € H' (K, Aut(G)), und es gilt

e 1(p) = ey
Somit bleibt die Borelgruppe B unter der Galoisoperation auf ¢ fest und ¢(B) ist eine Borel-
gruppe in (A /R)/Z, die tiber K definiert ist. Die Gruppe (A /R)/Z ist damit quasizerfal-
lend. O

Steinberg bemerkt in der Arbeit [St65] §Remark 9.9 folgendes: Falls das Bild einer rationalen
Konjugationsklasse in A /R, ein rationales Element besitzt, dann besitzt diese schon ein
rationales Element in A. Die angebene Beweisskizze ist jedoch nicht ausreichend, wie wir
nun erldutern werden.

Lemma 94. Die Abbildung A — A / R, (A) bildet rationale Elemente in A auf rationale Elemente in
A /Ry (A) und rationale Konjugationsklassen in A auf rationale Konjugationsklassen in A / R, (A)
ab.

Fiir den Beweis dieser Aussage geniigt es zu zeigen, dafs die Abbildung

A(K) = A /Ru(A)(K)
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surjektiv ist. Wir betrachten hierzu die exakte Sequenz
1—-Ry(A) = A—A/Ry(A) — 1.
Hieraus erhalten wir die lange exakte Sequenz
<= AK) = A /Ry (A)(K) — H'(K, Ry(A)) = ...
Lemma 95. Sei K ein vollkommener Korper. Die Kohomologiegruppe H' (K, Ry, (A)) ist trivial.

Beweis: Das unipotente Radikal R, ist eine zusammenhédngende, unipotente Gruppe, wes-
wegen wir Satz 3.1.1. aus [Se62] anwenden konnen, nachdem fiir jede zusammenhéngende,
unipotente Gruppe U die erste Kohomologiegruppe H*(K, U) trivial ist. Dies folgt aus der
Aussage, da8 H' (K, G,) trivial ist. O

Jede unipotente Gruppe zerfillt und somit gilt nach Satz 47

Lemma 96. Jede rationale Konjugationsklasse in R,,(A) besitzt einen rationalen Vertreter. O

Nach den bisherigen Aussagen ist es zwar richtig, dafs jede rationale Konjugationsklasse in
A /R, ein rationales Element besitzt, falls diese bereits ein rationalen Vertreter in A hat. Es
ist jedoch nicht klar, dafd die gewtinschte Umkehrung richtig ist. Zwar wird dies in [St65]
Remark 9.9 fiir einfach zusammenhéngende Gruppen behauptet, hierfiir gibt es jedoch kein
ausreichende Argumente, weshalb der Lift in die lineare algebraische Gruppe tiber dem
Grundkorper K definiert ist.

Nach Voraussetzung gibt es einen rationalen Vertreter w’ einer rationalen Konjugationsklas-
sein A /R,, der eine rationale Konjugationsklasse in A représentiert. Wenn wir diesen Ver-
treter w’ nach A zuriickziehen, erhalten wir ein rationales Element wu ™!, mitu € R,, (K), von
dem wir nicht wissen, ob w und wu~! in der gleichen Konjugationsklasse liegen. So haben
wir das Problem zwar auf ein Konjugationsproblem reduziert. Es scheinen jedoch nichttri-
viale Resultate notwendig zu sein, um dies zu 16sen. Das Argument fiir die Giiltigkeit von
[St65] Remark 9.9 ist nicht stichhaltig.

Beispiel 97. Das unipotente Radikal ist auflosbar, daher geniigt es folgendes Beispiel zu be-
trachten: Sei (V, ¢) ein quadratischer Raum und G = SO(q). Wir betrachten V' x G. Zwei
Elemente v, v’ sind zueinander konjugiert, wenn die quadratische Form auf v und ¢’ tiber-
einstimmt, d.h. ¢(v) = ¢(v’). Die Konjugationsklasse von v ist rational, wenn ¢(v) € K liegt.
Sei z = v x 1 mit ¢(v) € K. Falls die Gruppenoperation nicht den Eigenwert 1 hat, besitzt
die rationale Konjugationsklasse von v einen rationalen Vertreter. Anderfalls, wenn 1 ein
Eigenwert ist, entstehen Probleme. Wir betrachten hierzu das reelle Beispiel:

a b «x
b oa y ||a®+b2=1),
0 0 1

wobei die Konjugationsklasse von

rational ist, aber es offensichtlich keinen rationalen Vertreter gibt.
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4.14. Beispiele fiir K = R

In diesem Abschnitt werden wir die Obstruktion a € H*(R, C,) aus Theorem 22 im Fall qua-
sizerfallender zusammenhdngender einfacher bzw. halbeinfacher Gruppen tiber R berech-
nen. Die Galoisgruppe der Kérpererweiterung C tiber R hat die Ordnung 2. Sei . € Gal(C/R)
die komplexe Konjugation.

Sei vorerst G eine quasizerfallende zusammenhédngende einfache Gruppe tiber R und z € G
halbeinfach. Seien o, 7 € Gal(C/R) und sei c, - ein Vertreter der Kohomologieklasse «.. Der
Kozykel c, - ist fiir triviales o oder 7 trivial. Falls o und 7 nichttrivial sind, gilt somit

Corr = Pu(9r 9ugr) = 0u(g:9.)-

Wir wihlen fiir g, € G, einen Steinbergreprasentanten als Vertreter. Dies konnen wir ma-
chen, da g, unabhingig von der Wahl des Vertreters in G, ist. Bekanntlich sind die Steinber-
greprasentanten fiir eine adjungierte oder einfach zusammenhingend Gruppe G rational.

Damit ist die Konjugationsklasse von x tiber R definiert und es gilt

Cor = Pu(9gr 909r) = 02(9:9.) = ¢2(9.9.) = ¢x(9.)*.

Somit nimmt ¢, (g,)? einen Wert aus C, C m1(G) an.

Falls G vom Typ B, Cy, Dy (nicht adjungiert), Es, E7, Es, F) oder G5 ist, dann enthilt folg-
lich jede rationale Konjugationsklassen einen rationalen Vertreter, da ¢, (g,)*> = 1 fiir alle
g, € G gilt.

Fiir eine einfache Gruppe vom Typ 4,,_; ist die Obstruktion fiir 2 in H*(K, C,) nur fiirn = 0
mod 4 nichttrivial. Die Ordnung von C, sei 2! fiir geeignete [ € N, wobei n = 4l - n ist.

Fiir die Gruppen vom Typ D,, ist nur der Fall mit C, = Z/2Z weiter zu untersuchen. Da die
Galoisgruppe Gal(C/R) die Ordnung zwei hat, ist bekanntlich die Ordung von H*(K, C,)
zwei. Es gilt:

Satz 98. Sei G eine quasizerfallende zusammenhingende einfache Gruppe iiber R. Sei x ein Ver-
treter einer rationalen Konjugationsklasse. Die Konjugationsklasse von x besitzt genau dann einen
rationalen Vertreter (Eigenschaft E), wenn die zugehorige Obstruktion in H*(R, C,) trivial ist. Die
Eigenschaft E gilt entsprechend der folgenden Tabelle:

Wurzelsystem E x | Cy | H*(R, C,)
Agn—1 — | (21, Gan, -, ¢ty 2 2
l=1,...,n
Asonst E - 1 1
B,,C, E - 1 1
D, (adjungiert) - (1,—-1,x1,...) 2 12
D,, nicht adjungiert | E - 1 1
Eg, E-, Ex E - 1 1
Fy, Go E - 1 1
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Wir geben ein Beispiel fiir eine rationale Konjugationsklasse, die keinen rationalen Vertreter
besitzt, in einer quasizerfallenden halbeinfachen Gruppe G an. Sei G die quasizerfallende
halbeinfache Gruppe vom Typ A3 x A; mit der Fundamentalgruppe m(G) = {(i", (—1)") |
n =0,1,2,3}, die zur Grammatrix

OO R O OO
[ elNell =]
(e lololl S =
oo oo o
_ o O O OO
oSO RO O OO

gehort. Diese Gruppe ist quasizerfallend tiber R. Fiir zwei reelle Zahlen a, b # 0, 1 definieren
wir folgendes Element z in G, welches durch die Matrix

@i 0 0 0 0 0
00 a 0 0 0 0
1l oo0o-a 0 0 0
oo 0o —a 0 o0
00 0 0 b 0
00 0 0 0 —b

dargestellt werden kann. Das Element z ist halbeinfach und fiir a # b regulér. Sei o die
komplexe Konjugation und o* die wie in Abschnitt 4.1 durch ¢ induzierte Abbildung.

Nun operiert o> auf x durch

@i 0 0 0 0 0
0 —a 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0

X _
@=1 09 0 0 —ai 0 0
0 0 0 0 —b o0
0O 0 0 0 0 b

Somit ist die Konjugationsklasse von x tiber R definiert. Da die Eintrdge b und —b unter der
Operation von o vertauschen, gibt es ein Element k, € C,, so daf$ k, = —1 ist. Wir erhalten
somit, da8 die Ordnung von C,, zwei ist. Fiir w, € W(G) gilt folglich:

o (x) = ko - wy -z =—1-(23) - .

Die Konjugationsklasse von z liefert eine Obstruktion « in H*(R, C,,). Ein Vertreter der Ko-

homologieklasse o kann durch den Kozykel ¢, , := k! k7 k. dargestellt werden, wobei

{ 1 falls 0 und 7 trivial sind
Cor =
—1 sonst
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ist. Die Gruppe H%(R, C,) hat die Ordnung zwei und die rationale Konjugationsklasse von
x besitzt keinen rationalen Vertreter.

Abschliefiend werden wir ein weiteres Beispiel zu dem aus Abschnitt 4.1 angeben, in dem
ein Element in einer quasizerfallenden einfachen Gruppe G iiber R eine nichttriviale Ob-
struktion e € H?(K, C,,) liefert. Wir betrachten die projektive unitire Gruppe PUs, die iiber
C isomorph zu PGLy ist. Bis auf Multiplikation mit einem Skalar kdnnen wir einem Ele-
ment von G eine 8 x 8 Matrix zuordnen. Sei o € Gal(C/R) die komplexe Konjugation mit
o(¢) = ¢ = ¢!. Wir betrachten das Element

a 0 0 0 0 0 0 0
0 —a 0 0 0 0 0 0
0 0 4a O 0 0 0 0
L0 0 0 —ia 0 0 0 0
“10 0 0 0 ia? 0 0 0
0 0 0 O 0 —ia”' 0 0
0 0 0 0 0 0 —a?t' 0
0 0 0 0 0 0 0 a!
Es ist reguldr und halbeinfach.
Wir erhalten
a 0 0 0 0 0 0 0
0 =a 0 0 0 0 0 0
0 0 4a O 0 0 0 0
y 0 0 0 —ia O 0 0 0
@=109 0 0 0 W@l 0 0 0
0 0 0 O 0 —ia ! 0 0
0 0 0 0 0 0 —al 0
0 0 0 0 0 0 0 a1
und somit
a 0 0 0 0 0 0 0
0 —a 0 0 0 0 0 0
0 0 —ia 0 0 0 0 0
oX(x) = 8 8 8 Zg z‘ao—l 8 8 8 = (3 (34) (78) - .
0 0 0 0 0 —ia! o0 0
0 0 0 0 0 0 al 0
0O 0 0 0 o0 0 0 —at

Die Permutationen (34) ud (78) vertauschen die entsprechenden Eintrdge in x. Berechnen
wir den Kozykel ¢, ; := k- kT k., erhalten wir

oT "o
—1 o = 7 Konjugation
1 sonst

Cor = 10X(<§)C43:{



4.14. Beispiele fiir K = R 79

Dies zeigt uns, wie wir das Beispiel aus Abschnitt 4.1 fiir eine rationale Konjugationsklasse,
die keinen rationalen Vertreter besitzt, verallgemeinern kénnen.






Anhang

5.1. Alternative Beschreibung von H*(K, C,)

Sei G eine reduktive Gruppe tiiber einem vollkommenen Korper K und die Charakteristik
von K gut. Sei I die absolute Galoisgruppe Gal(K/K) von K. In [Ko82] wird ein beliebiges
Element = € G betrachtet, fiir das die Konjugationklasse rational ist, d.h. fiir alle o € I gilt:

o —1
27 = goTg, -

In Theorem 22 wird jeder Konjugationsklasse eine Obstruktion in H?(K, C,) zugeordnet.
Sei ¢, ein Vertreter dieser Kohomologieklasse. In diesem Abschnitt beschreiben wir den
2-Kozykel ¢, mit Hilfe einer Arbeit von R. Langlands und D. Shelstad [LS87] §2.2. Wir
ubernehmen die Notation der beiden Autoren.

Im Abschnitt 4.3 haben wir gezeigt, dafs wir uns auf halbeinfache Elemente s € G beschran-
ken konnen. Sei T' C G ein maximaler Torus, der s enthilt. Fiir halbeinfache Elemente z in
einem Torus T erhalten wir folglich die Konjugation

s7 = w, ! (s) fiir ein w, € W(G).

g

Wir wihlen fiir w; ! einen Vertreter n(w, ') im Normalisator N(T) von T. In Gy erhalten wir
die Gleichung

ko5, = n(w, 1)ssen(w, ) ™! mit ky € m(G).

Den Elementen g, bei Kottwitz entsprechen nun die Elemente n(w, ') im Normalisator. In
der Notation von [LS87] §2.2 wird w, ! mit wy (o) bezeichnet.

Wir betrachten den Kozykel ¢, » = ¢.(g,.97g-) aus dem Theorem 22. Nach Lemma 15 ist
¢or unabhangig von der Wahl von g,. Daher konnen wir fiir g, Steinbergreprasentanten
n(wr(o7)) wahlen. Somit gilt fiir alle o, 7 € I':

Corr = Pa(0ar 9597) = $a(n(wr(o7))n(wr (o)) n(wr (1)) ™).
Wir wissen, dafd wr (o) ein 2-Kozykel in W(G) ist, d.h.

wT(U)wT(T)"wT(aT)*l = 1.

81
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Fiir das weitere Studium dieser Realisierung des Kozykels c, ; benotigen wir
Lemma 99 ([LS87] §2.2). Es gilt:

(i) o :=wr(o) xo e W(G)xT
(ii) n(or) = n(wr(o) x o) = n(wr (o)) x o Steinbergreprisentant mit n € N(T)
(iii) n(or)n(rr)n((o1)r)~t = (0z)(or, 71) " a

Aufgrund von Lemma 99 gilt:

n(wr(o))n(wr () n(wr(er))™ = n(wr(e)n(wr(r))” x (o7)(o7) " n(wr(or)) ™
= (n(wr(0)) x o) (n(wr(r)) x 7)(n(wr(oT)) x (o7))7
= n(og)n(rr)n((o7)r)™!

= ((9%)(07“, TT)fl.

Das Element z(77) liegt im Torus T. Daher erhalten wir, wenn wir ¢, an der Stelle (0z) (o7, 77)
auswerten:

o((0z)(or,77)) = o2 (17)")pu (2 (07, 7))~ Pa(2(07)).

Fiir den Fall, daf8 ¢, (z(71)7) = pz(x(7r))? gilt, ist die Abbildung ¢, galoisdquivariant und
¢o.» €in 2-Korand. In diesem Fall wird die Obstruktion in H?(K, C,,) berandet und wir haben
gezeigt:

Lemma 100. Falls fiir @, die Bedingung o, (x(m1)?) = @ (x(7r))7 in Cy erfiillt ist, dann besitzt
die rationale Konjugationsklasse von x einen rationalen Vertreter. O

Zur Berechnung von z(7r) definieren wir zu jedem Wurzelsystem ® mit Galoisaktion soge-
nannte a-Data:

Definition 101. Ein a-Datum ist eine Menge {a, € K* |ae®},s0 daf

A—q = —q Und ayo = oaq fiiralleo € ®und o € I.

In der Arbeit [LS87] §2.2 wird die Formel

w(rr) = [[ a8

fur geeignete a-Data gezeigt.
Anmerkung. Fiir I'-Orbiten unterscheiden wir die beiden Falle:

(i) Fir asymmetrische I'-Orbiten gilt: Ohne Einschrankung konnen wir alle a-Data a®’
gleich 1 wihlen. In diesem Fall ist 2(77) trivial und die Obstruktion in H?(K, C,) trivi-
al.

(ii) Fir symmetrische I'-Orbiten gilt: Die Wurzeln oo und —a liegen im gleichen I'-Orbit.
Sei 7 das nichttriviale Element in Stab(+a)/Stab(«), dann gilt nach Definition der
a-Data:

7(a) = r(a) = Ao = —a.

Folglich liegt a im Kern(Spury,,;-) mit [L : L7] = 2.
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5.2. Konjugation in der Orthogonalen Gruppe

Sei V ein quadratischer Raum der Dimension n iiber einem lokalen Korper K der Charakter-
istik ungleich zwei. Sei t € O(V) ein Element der orthogonalen Gruppe.

Sei p(t) = apt* +- - - +ay, ein beliebiges Polynom vom Grad k iiber K. Wir bezeichnen p(t) als
e-symmetrisch, falls a; = cay,_; fiir ein festes ¢ € K ist. Offensichtlich ist ¢2 = +1, weshalb ¢
nur +1 sein kann.

Lemma 102 ([Mi69] Lemma 1.2). Das Minimalpolynom m(t) ist e-symmetrisch. O

Im Allgemeinen hat jedes e-symmetrische Polynom m(t) geraden Grad und es gilt ¢ = 1.
Die einzigen beiden Ausnahmen sind die Polynome (¢ — 1) und (¢ + 1) und ihre Vielfachen.

Fir e # 1 gilt m(1) = 0 und so mufs m(¢) ein Vielfaches von (¢t — 1) sein. Falls der Grad
ungerade und ¢ = 1 ist, gilt m(—1) = 0. Somit ist m(t) ein Vielfaches von (¢ + 1).

In einigen unverodffentlichen Fillen konnte Levine den folgenden Satz zeigen, jedoch erst
Milnor beweist in der Arbeit [Mi69] die Vermutung von Levine:

Satz 103 ([Mi69] Theorem 2.1). Falls zwei Isometrien t und t’ eines quadratischen Raumes V iiber
K das gleiche Minimalpolynom haben, dann sind t und t' in der orthogonalen Gruppe zueinander
konjugiert. O

Fiir beliebige Korper, beispielsweise den Korper der rationalen Zahlen, ist der Satz definitiv
falsch.

Milnor studiert zusitzlich die Frage, fiir welches irreduzible Polynom m(t) es eine Isometrie
gibt, so dafd m(t) das zugehorige Minimalpolynom ist. Hierauf gibt Milnor die Antwort:

Satz 104 ([Mi69] Remark 1.3). Sei V ein nicht-ausgearteter quadratischer Raum der Dimension n
iiber K. Sei m(t) ein normiertes, irreduzibles Polynom in K[t| vom Grad k, also m(t) = t* +- - - +a.
Falls m(t) ungleich (t £ 1) ist, dann gilt:

(M1) m(t) ist genau dann Minimalpolynom eines Elementes aus O(V), wenn k gerade ist und n
teilt, m(t) symmetrisch und die Diskriminante disc(V) = (m(1)m(—1))% mod (K*)? ist.

(M2) Fiir jedes solche Polynom m(t) gibt es genau eine Konjugationsklasse in O(V) mit Minimal-
polynom m(t). O

Fiir einen lokalen Korper der Charakteristik ungleich zwei sind der Rang n > 1, die Deter-
minante det(V) € K* /(K*)? und das Hasse-Symbol S(V) € {£1} eine vollstindige Menge
der Invarianten fiir den quadratischen Raum V ([OMe63] 13 §63 B). Falls n = 1 oder 2 und
det in — K* ist, ist das Hasse-Symbol gleich dem Hilbert-Symbol (det V, —1).

Anmerkung. Die Voraussetzung im Satz 104, dafs m/(t) irreduzibel ist, kann nicht fallengelas-
sen werden. Falls wir annehmen, daf8 m(t) reduzibel ist, liefert jede nicht-total ausgeartete
Eichlertransformation mit dem Minimalpolynom (¢ — 1)? ein Beispiel dafiir, da die Eigen-
schaft M 1 nicht mehr gilt.

Dartiber hinaus sind alle nichttrivialen total ausgearteten Elemente mit Minimalpolynom
(t — 1)% im Allgemeinen ein Gegenbeispiel zu der Eigenschaft M 2.
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5.3. Der Fall C, = Z/2Z - Das Hilbertsymbol

Fiir den Fall einer einfachen Gruppe vom Typ Dy, wurde im Abschnitt 4.8.3 angedeutet,
daf} mit Hilfe des Cupproduktes beschrieben werden kann, ob die zu einer rationalen Kon-
jugationsklasse zugehorige Obstruktion o in H%(K, C,) trivial ist (siehe auch [We02] Lemma
4.5). In der kiirzlich erschienen Arbeit [Pf03] von Pfister werden diese Rechnungen eben-
so durchgefiihrt. Die Bezeichnungen und Rechnungen sind daher der Einfachheit halber
tibernommen worden.

Sei K ein vollkommener Korper und die Charakteristik char(K) von K ungleich zwei. Sei K,
die separable Hiille von K und I' die Galoisgruppe Gal(K, / K). Wir fassen Z /2Z als trivialen
I'“Modul auf.

Es gilt: Z/27Z ® Z/27 = 7Z/2Z - 7/2Z = 7Z/27Z. Wir haben somit eine kommutative Cup-
produktpaarung
HY(T,Z/27) x H'(T, Z/27) — H*(T, Z./27.).

Bekanntlich ist die Kohomologiegruppe H' (T, Z/2Z) = Hom(T',Z/2Z). Fiir jedes von null
verschiedene Element A € Hom(I', Z/27Z) erhalten wir eine Untergruppe A = Kern(A) C T
vom Index 2. Zu dieser Untergruppe gehort eine quadratische Korpererweiterung K(va/)
von K. Jeder Quadratklasse a € K* /(K*)? 148t sich bijektiv auf eine Untergruppe von T’
vom Index hochstens 2 abbilden. Diese bezeichnen wir mit A,. Fiir o € I" definieren wir

Aa(0) =

o(va) | 1 fallsoeA,
va =1 fallso & A,.

Auflerdem ist A\, (o) multiplikativ in Z/2Z, d.h. es gilt Aoy (0) = Ao (o) - Ap(0).

Wir fassen )\, als Element von H!(T", Z/27) auf, und bezeichnen es als (a). Dann ist das Ziel
dieses Abschnittes, zu zeigen

Satz 105. Seien a,b € K*(v/d'). Dann sind dquivalent:

(i) b e NormK(ﬁ)/K.
(ii) (a) U (b) trivial in H*(T', Z/27)

Erster Beweisabschnitt: (i) = (ii). Falls b € Normy /. /i ist, dannist (a)U(b) € H%(T',Z/27)
trivial.

Falls @ ~ 1 bzw. b ~ 1 ist, dann ist der zugehorige Kozykel (a) bzw. (b) trivial und folglich
ist das Cupprodukt (a) U (b) trivial. Daher konnen wir davon ausgehen, dafs sowohl a % 1
als auch b ¢ 1 und b = a@ mit a € K(va’) ist. Fiir b £ 1 folgt, daf gilt: o ¢ K, o # @ und «q,
a sind jeweils keine Quadrate.

Wir zeigen, da88 zu je zwei Elementen (a) und (b) aus H(T', Z/2Z) das Cupprodukt (a)U(b) =
asb; durch einen Korand berandet wird, d.h.
1_q

aobr = (0¢)6r = CoCre, -
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wobei

]

1 fallso(y/a) = —y/abzw. o(y/a) =

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen aller Félle:

Ql

. _{ 1 falls o(v/a) = abzw. o(ya) = —

(1) 7(v/a) = £y/a. In diesem Fall ist 7(y/a) = y/a und somit b, = 1.

(A) 7(y/a) = y/a. Hieraus folgt, daf nach Definition ¢; = 1 und ¢, = ¢, ist. Daher
istagh, =1-(£1)2 =1.

(B) 7(y/a) = —y/a. Hieraus folgt, dal nach Definition ¢, = —1 und o7(\/a) =
—o(y/a) ist, weswegen ¢, # ¢, gilt. Daherist a,b, = (—1)-1-(—1) = 1.

2) 7(v/@) = FVa. In diesem Fall ist 7(y/a) = —/a und somit b, = —1.

(A) 7(y/a) = —V/@. Hieraus folgt, dal nach Definition ¢, = 1 und o7(y/a) = —o (V@)
ist. Es ist genau dann (9¢)o,r = ¢, + # 1, wenn ¢, # ¢} ist. In den folgenden 16
bzw. 8 weiteren Fallen - die Anzahl ist davon abhéngig, ob v/b bereits in K(,/a)
liegt - erhalten wir stets a, = 1 und somit ist das Cupprodukt (a) U (b) trivial.

(B) 7(v/a) = va. Hieraus folgt, da8 nach Definition ¢, = —1 und o7(\/a) = o(v/a)
ist. Es ist genau dann (9c),, = —cyc,t # 1, wenn ¢, = ¢} ist. Hierfiir erhalten
wir wiederum a, = 1.

Somit haben wir in allen Féllen nachgerechnet, daf (a)U(b) trivial ist, falls bin Norm (Va)/ K
liegt.

Zweiter Beweisabschnitt: (ii) = (i). Falls (a) U (b) in H*(T', Z/27Z) trivial ist, dann ist b in
NormK(\/C?)/K.

Hierzu beweisen wir, daf3 das Element 4/ % € K unter allen Automorphismen o € I' fest
bleibt, falls (a) U (b) trivial ist. Somit folgt, daf8 b ~ o in K ist.

Falls a ~ 1 ist, ist K(v/a’) = K und somit b € Norm}X{ W)/ K = K*. Wenn andernfalls b ~ 1
ist, dann folgt b = ¢? = Normy (/o) /K(c) mit ¢ € K ¢ K(v/d) fiir alle a € K*. Daher nehmen
wir an, da3 a # 1 und b ¢ 1 sind.

Nach Voraussetzung existiert ein ¢ mit

(0¢)g,r = co-cTc;} = ayb,.

Falls a ~ b ist, gibt es nichts zu zeigen. Sei daher a 7 b. Dann gibt es ein Element o € T,
das weder \/a noch /b festlaBt, d.h. o1(y/a) = —v/a und o1(vb) = —V/b. Somit ist a,, by,
nach Definition nichttrivial und daher gilt (0¢),, », = ¢,z = —linZ /2Z. Andererseits ist

(0¢)p1 = c1coc;t =1 = 1inZ/2Z. Alsoist 0? # 1 und es gilt o1 & [y, 0% € T,
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Fir o,7 € T, gilt a,b; = —1, und somit folgt ¢, = c,c,. Mit anderen Worten ist die
Abbildung
clr,:To — Z)2Z

ein Gruppenhomomorphismus, der wegen ¢,2 = 1 surjektiv ist.

Sei A := Kernc |r,. Der Index [T, : A] ist zwei. Somit ist der zu A gehorende Fixkorper der

Korper K(v/a, /a) mit o € K(y/a) und a ¢ 1 in K(y/a). Die Quadratklasse von « ist damit
in K(y/a) vollstindig bestimmt.

Bezeichnen wir mit @ das Konjugierte von « in K(v/a). Fiir jedes o € T gilt bei geeigneter
Wahl des Vorzeichens von v&

o1(va) = —va,o1(a) =a # aund o1 (Vo) = Va.
Wir erhalten allgemein fiir jedes o € I' die Kozykelrelationen
CoCo—1 = Ugby—1 = apby,
und es gilt

CJCJ—l — ]. = U’K(\/E,\/E) — 0-1|K(\/a,\/l;)'

Da o? ¢ A ist, gilt auBerdem o?(,/a) = o1(v/a) = —/a. Fiir of € A erhalten wir damit eine
direkte Zerlegung von I' durch

I = U‘mod4UiA und I’y = AUG?A.

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, daf8 ¢,, = 1 und Cort = —1 ist, andernfalls
vertauschen wir einfach oy und o} . Fiir § € A gilt cs = bs = —1. Wegen der Kozykelrelation
cacTc;} = asb, folgt, dafs cac;(ls = —1 erfuillt ist. Damit folgt fiir ein beliebiges Element
y=0ld€el

1 ¢=1,2mod4
C =
K -1 i=3,4mod4.

Es bleibt zu zeigen, daf das Element /2% € K, unter allen Automorphismen o € I fest

bleibt. Wenn wir I in 0} A direkt zerlegen, kénnen wir folgende Falle unterscheiden:

(1) 0 = o1. Nach Konstruktion gilt
01(\/5) = Va, 01(\/5) = —v/aund 01(\/5) = —\/57
weswegen offensichtlich folgt: 01(@ )= @ .
(2) Fir o = § € A unterscheiden wir zwei Félle:

(A) Esist 0oy = 016" € 1A, somit gilt ¢5,, = ¢y, = 1 und as = asby, = 0500105_7;1 =
—1. Hieraus ergibt sich

s(Va) = do1(Va) = 018 (a) = 01(a) = Va.
Zusitzlich gilt §(,/a) = v/a und §(v/b) = Vb, weswegen § (\/% )= \/% ist.
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(B) Esistéoy = oy '0" € o7 ' A, somit gilt c5,, = o1 = —1 und as = 1. Hieraus ergibt
sich

5(Va) = d01(v/a) = 078/ (a) = o7 (@) = —V.
Zusitzlich gilt §(/a) = \/a und §(vb) = —/b, weswegen & (\/%) = \/% ist.

Der Ausdruck 4/ %2 bleibt unter allen Automorphismen von K /K fest. Nach der Galois-

theorie folgt, dal b € Normy ;7 (@) = a@ € K ist und somit b € Normy 7 i liegt.
d

Anmerkung. Nach [KMRT98] Satz 30.2 gibt es folgende Beziehung zwischen quadratischen
Formen und H?(K, ps): Sei char(K) # 2, und seien aj, as € K*. Dann hangt (a1) U (ag) in
H?(K, p2) nur von der Isometrieklasse der 2-Pfisterformen ab. Die Abbildung e zwischen
den Isometrieklassen, die gegeben ist durch ex(<< a1, a2 >>) = (a1) U (a2), ist injektiv.

5.4. Explizite Berechnung der Fundamentalgruppe

Sei G eine einfache Gruppe und = € G halbeinfach. Wir berechnen explizit die Fundamen-
talgruppe 71 (G) und die Untergruppen von 71 (G). Hier benutzen wir, da8 wir sowohl G,
als auch G;, berechnen koénnen.

Satz 106 ([Hu95] Theorem 2.2.). Sei T ein maximaler Torus von G mit x € T. Dann ist G,
reduktiv. Die Gruppe G, wird erzeugt von T, U, mit o(x) = 1 und den Weylgruppenvertretern
n, € N(T), die mit x vertauschen, wihrend G, von T und U, mit a(x) = 1 erzeugt wird. O

Nach diesem Resultat ldfst sich die Gruppe C,, aus Theorem 22, die zum Quotienten G, / G;,
isomorph ist, durch die entsprechenden Weylgruppenvertreter n,, ausdriicken.

Nach [Hi75] Appendix I §1 und [Ha93] §4 erhalten wir folgendes Programm, die Elemente
der Gruppe C, auszurechnen.

(i) Berechne die hyperspeziellen Punkte 3 bzgl. des zugehorigen Wurzelsystems II.
(ii) Berechne die Abbildung p;(x) = 8 + wm,w, () mit IT; ;== II\ {a;}.
(iii) Berechne die Fundamentalgruppe 71(G) und deren Untergruppen.
(iv) Berechne die Fixpunktmenge des Alkoven (] A? unter allen Abbildungen p;.
(v) Prife, ob | A% |> 1.
(vi) Berechne iiber die Exponentialabbildung die Reprasentanten

N = €xp(Xa)erp(—Xa)exp(Xa).

In Planche I bis X aus [Bou68] - sowie in [BFW99] - sind die wichtigsten Ausgangsdaten
enthalten, der Einfachheit halber zitieren wir nur die fiir uns wichtigen Daten.
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Hyperspezielle Ecken: Die hyperspeziellen Ecken im Alkoven sind die Ecken, die wir bei
der Berechnung der gesuchten Weylgruppenelementen aus dem Diagramm entfernen. Die
Definition des Begriffes hyperspeziellen wird in [Ti79] 1.10 und 1.11 gegeben. Die Gruppen
vom Typ Ejs, F; und G2 besitzen keine hyperspeziellen Ecken [BFW99].

In den Koordinaten bzgl. der Bourbaki-Basis sind die hyperspeziellen Ecken:

Wurzelsystem | Hyperspezielle Ecken | Koordinaten
An ﬁYavﬁy\{ (1_#3"'71 #7 #7 7_nil)t
By, By (1,0,...,0)
Cy B (35--->3)
Dn ﬂi/a 7\{71757\1/ (1707 “70)t7(%7 7%7_%)t7(%7" %)t
EG ﬁYaﬂg (0,0,0,0,0,—%)t,(0,0,0,0,0,—%)t
E7 ﬁ%/ (070707070717_%7%)t

Weylgruppenelemente w;: Die Weylgruppenelemente wy := wry, finden wir in der folgen-
den Tabelle, die aus [Bou68] Planche I bis X zusammengetragen ist. Sie werden zur Berech-
nung der Elemente w; := wry, benotigt. Wir betrachten das zugehorige Dynkin-Diagramm,
aus dem man eine hyperspezielle Ecke 3 entfernt hat, dann erhalten wir das gesuchte
Weylgruppenelement w; mit Hilfe des Teildiagramms. Die meisten Fille benotigen entwe-
der einen Basisshift oder eine Basistransformation, um die Basis des Teildiagramms in die
Bourbaki-Basis tiberzufiihren.

Wurzelsystem wo
Aq -1
An(n > 2) wo(@vi) = —Qpt1—i

B, -1

Cn -1

D, -1

Doyiq wo(ap—1) = ay, sonst fix

E6 wo vertauscht a1, 9,3, 04,05, 0g
mit —ag, —o, —a5, —yq, —u3, — Q]

E; -1

Ey -1

Fy -1

Go -1
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Beispiel 107. Fiir die einfache Gruppe G vom Typ D5 wollen wir exemplarisch die Werte w;
angeben. Die Gruppe G besitzt die hyperspeziellen Ecken 3y, 3} und Y und das Dynkin-
Diagramm

.
° ® ®
aq Q2 013\

°

Qs .

Somit erhalten wir fiir w; := wyy, mitII; :=II'\ {a;} die Elemente

10 0 0 O O 0 0 o0 -1
0O -1 0 0 O 0 0 O -1 0
wi=1] 00 -1 0 O ws=1] 0 0 -1 0 O
00 O -1 0 0 -1 0 0 O
00 0 O 1 10 0 0 O
und
00 0 O 1
00 O -1 0
ws=1] 0 0 -1 0 O
O -1 0 0 0
10 0 0 O

Abbildung p;(X): Die Abbildung p;(X) ist nach [Hi75] Appendix I §1.2 definiert durch
pi(z) = B, + wn,wi,z, wobei 3; die i-te hyperspezielle Ecke ist. Daher erhalten wir ebenso
viele Abbildungen, wie es hyperspezielle Ecken gibt, d.h. fiir B,,, C;,, und E; jeweils eine,
fur E¢ zwei, fiir D,, drei und fiir A,, n Stiick. Das Resultat wird in der folgenden Tabelle
wiedergegeben.

Wurzelsystem i Abbildung p;(X)
An i B+ < Enfl_i % ) (X)
B, v g, )
Cn n n — Jn(X)
-1 0 0
D, 1 |8+ 0 E.n 0 |(X)
0 0 -1
0 0 1
n—1 gl+(0 —Jn—s 0)(X)
1 0 0
n By — In(X)
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Beispielsweise kann die Operation der Abbildung p; fiir das Wurzelsystem vom Typ A, _1
auf dem Dynkin-Diagramm beschrieben werden als Drehung um ¢ Wurzeln nach rechts.

Lemma 108. Fiir D,, gilt: p1 © pp = pn—1 = pn © p1.
Anmerkung. Die Abbildung p;(x) identifiziert

r — 3 = wn,wn, ()
tiber die Exponentialabbildung mit

hyh™ = ky.

Alkoven: Zur Berechnung der Fixpunkte und Relationen, die im Alkoven gelten, bendtigen
wir folgende Daten des Alkoven aus [BFW99]:

Waurzelsystem | Relationen im Alkoven

l+ap1 2212222220 2 Ty
l—xo>2r12202- 22,20
2w >a> >, >0
l—292212202 221 > —Tp—1

3

3

3

SESEOY-IS

6 T5 2 X4 2 X3 2 T2 > T1 > —T2

und —2—|—Z?:1 T, < 3xg <11 — Z?:Q X;
Er Tg > T5 > T4 > X3 > Ty > T > —T2
und —T1 +Z?:2 T; < 2-778 < 1

Fundamentalgruppe: Mit Hilfe der Abbildungen p; (x) erhalten wir als Fundamentalgruppe

7T1(G)Z
Wurzelsystem m1(G) Explizit in Termen von p;(z)
Ap Z/n+17Z <p|pitt=1>
By, Z)2Z <p|lpi=1>
Cn Z[2Z <pnlpp=1>
Dapt1 Z|AZ <p|lpi=1>
Do, L2 X Z)27 | <p1|p?=1>x<p,|pi=1>
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Untergruppen der Fundamentalgruppe: Die zugehorigen Untergruppen der Fundamental-
gruppe 71 (G) sind:

Wurzelsystem | Untergruppen I
Ay, <I><pb () =1>mitk-r=n+1,<p |pfT=1>
B, <1l><p|pP=1>
Ch <1><pylpi=1>
Dap i1 <1><pi|(p)P=1><p|pt=1>
Doy, <1><pilp=1><palpr=1><pnp1l|ps=1>,
<prlpl=1>x<p,|pt=1>

Fixmengen: Durch Losen von linearen Gleichungssystemen erhalten wir fiir den Alkoven
unter der Operation der vollen Fundamentalgruppe

_i

fiir A,, die Relation z; = z;_; — |

Losungsraum erzeugen.

fiir B,, die Bedingung z; = } mit beliebigen 5, ..., z, im Alkoven.

fiir C), die freie Wahl der ersten 5 bzw. ”7*1 Eintrdage mit der Relation z,,1—; = % — x;; falls

n ungerade ist, gilt auBerdem zn11 = 1.
2

1
fiir D,, die Eintrage z; = % und z,, = 0. Die weiteren ersten 5 — 1 bzw. %‘1 — 1 Eintrdge
konnen frei gewdhlt werden, fiir die restlichen gilt die Relation z,,11—; = % — x;; falls n
ungerade ist, gilt auflerdem zn41 = 1.

2

furi < j < n+ 1, wodurch die ersten i Eintrdge den

5.4.1. Eine alternative Methode

Wir konnen die Relationen im Alkoven auch beziiglich einer anderen Basis als der Bourbaki-

Basis berechnen. Betrachten wir die Basis 3, ..., 8. Dann hat der Alkoven die Gestalt
A= {x = Z:CZ,B;/ | z; € [0, ”’in = 1} mitﬁ(\{ =0.
i=0 i=0
Fiir p; gilt:
pi(z) = B +wiwo(x) = 2 x;iB +wiw(3x;8))

= 2B Fwiwo(B)) = By + X xipi(B)).

Wir erhalten durch Koeffizientenvergleich die Relationen im Alkoven. Die erzielten Resul-
tate lassen sich leicht in die Bourbaki-Basis tibersetzen.

Die Berechnung liefert zusétzlich eine obere Schranke fiir die Dimension von Fix(p;) und
somit fiir A?. Es scheint, als ob es hierbei einen Zusammenhang mit der Anzahl der Orbiten
von G gibt.
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5.5. Uber den Aufbau von linearen algebraischen Gruppen

Wir geben abschlieffend einen kurzen Uberblick {iber den Zusammenhang zwischen den
verschiedenen in der Arbeit auftauchenden Gruppen. Die genauen Definitionen und Be-
schreibungen sind im Kaptiel 2 und in [Ti66] §3 und [Bo91] zu finden.

linear algebraisch

reduktiv

halbeinfach

einfach zusammen-
hangend

K-einfach

absolut einfach

quasizerfallend

zerfallend

Eine zusammenhingende lineare algebraische Gruppe A iiber
einem vollkommenen Korper K ist eine zusammenhingende
abgeschlossene Untergruppen der allgemeinen linearen Grup-
pe GL,. Eine zusammenhdngende lineare algebraische Gruppe
mit trivialen unipotenten Radikal R, (G) ist eine zusammenhén-
gende reduktive Gruppe G. Jede zusammenhidngende reduk-
tive Gruppe lafit sich zerlegen in Z° - Gp.,, wobei der Durch-
schnitt Z° N Gper endlich und Gpe, die derivierte Gruppe ist.
Die derivierte Gruppe Gpe ist eine halbeinfache Gruppe. Ei-
ne zusammenhingende reduktive Gruppe mit trivialen Radikal
R(G’) ist eine zusammenhingende halbeinfache Gruppe G'. Ei-
ne zusammenhdngende Gruppe mit trivialer Fundamentalgrup-
pe m1(G’) heiflt einfach zusammenhingend. Jede zusammen-
hiéngende halbeinfache Gruppe besitzt eine einfach zusammen-
hingende Uberlagerung Gg.. Eine einfach zusammenhingende
halbeinfache Gruppe G” ist isomorph zu einem Produkt von
einfach zusammenhidngenden K-einfachen Gruppen H;. Eine
Gruppe H' heifit K-einfach (bzw. absolut einfach), falls sie (bzw.
H’ xkK) keine iiber K (bzw. K) definierted bgeschlossene zusam-
menhidngende normale Untergruppe aufler {1} und sich selber
besitzt. Eine einfach zusammenhangende K-einfach Gruppe H ist
isomorph zu einer durch die Weilrestriktion einer einfach zusam-
menhingende absolut einfachen Gruppe H' definierten Grup-
pe, d.h. sie ist von der Form Resp, /K(H’ ) fiir eine tiber einer end-
lichen Korpererweiterung L definierte absolut einfache Gruppe
H'. Eine einfach zusammenhéngende absolut einfache Gruppe ist
eine innere Form einer quasizerfallenden, einfach zusammen-
hiangenden absolut einfachen Gruppe I. Eine (einfach zusam-
menhdngenden absolut einfache) Gruppe I heifst quasizerfallend,
falls sie eine Boreluntergruppe iiber K enthilt. Eine quasizerfal-
lende einfach zusammenhidngende absolut einfache Gruppe ist
eine dufSere Form einer zerfallenden einfach zusammenhangen-
den absolut einfachen Gruppen I'. Eine (einfach zusammenhéan-
gende absolut einfache) Gruppe I’ heif3t zerfallend, falls sie einen
zerfallenden maximalen Torus besitzt. Diese werden durch Dyn-
kindiagramme klassifiziert.
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