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Einleitung

Die Schrédinger-Gleichung stellt die Grundlage der quantenmechanischen Beschrei-
bung nichtrelativistischer, mikroskopischer Systeme dar. Die Losungen der Schrédinger-
Gleichung, die Wellenfunktionen, erlauben eine relativ anschauliche Interpretation des
Ergebnisses einer theoretischen Rechnung. Die Schrodinger-Gleichung fiir ein wech-
selwirkendes Vielteilchensystem kann allerdings in der Regel nicht exakt gelost wer-
den. Zudem sind ihre Losungen auch schwer zu handhaben, da sie von den Koordi-
naten sdmtlicher Teilchen im zu beschreibenden System abhéingen. Die Vielteilchen-
Wellenfunktionen enthalten so eine Fiille von Informationen, die zur Beantwortung
konkreter Fragen an das physikalische System wie z. B. nach Anregungsenergien oder
Lebenszeiten transienter Zusténde nicht notwendig sind. Oft ist es sinnvoller, auf die
Berechnung der vollstdndigen Wellenfunktion zu verzichten und stattdessen reduzier-
te Systemgréflen zu betrachten, die es erlauben, gezielt auf die relevante Information
zuzugreifen. Ein Beispiel stellt die in den 40er und 50er Jahren entwickelte Theo-
rie der Vielteilchen-Greensfunktionen oder n-Punkt-Funktionen [1-9] dar, durch wel-
che die Propagation eines oder mehrerer Testteilchen bzw. -l6cher im wechselwirken-
den Vielteilchensystem beschrieben wird. Die Greensfunktionen hdngen nur noch von
den Koordinaten eines oder weniger Teilchen und von Zeit- oder Energievariablen
ab und enthalten damit nur noch Informationen iiber ganz bestimmte physikalische
Eigenschaften. Eine Hierarchie von n-Teilchen-Greensfunktionen beginnend bei der
Einteilchen-Greensfunktion ermoglicht die Rekonstruktion der vollen Information aus
der Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung.

Die Theorie der Greensfunktionen war vor allem deshalb sehr erfolgreich, weil die
Feynman-Dyson-Storungstheorie einen verh&ltnisméfig einfachen Zugang zu gutar-
tigen Ndherungen bietet. Ein praktischer Vorteil von Greensfunktionsmethoden ge-
geniiber der Berechnung einzelner Wellenfunktionen ergibt sich insbesondere bei der
Beschreibung von Anregungs- und Ionisierungsenergien oder Ubergangsmomenten, da

hierzu die Beriicksichtigung verschiedener Zusténde notwendig ist. Bei einer getrennten
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Berechnung von Ausgangs- und Endzustand aus der Schrodingergleichung, z. B. mit
der Methode der Konfigurationswechselwirkung (,,configuration interaction“, CI), ist es
schwierig, die Giite der Ndherungen fiir beide Zusténde auszutarieren. Zudem kann es
auch zu numerischen Schwierigkeiten kommen wenn die Differenz zweier grofler Zahlen
berechnet werden muf. Uber stérungstheoretische Néherungen fiir die entsprechende
Greensfunktion [10-18] kénnen die interessierenden Groflen hingegen direkt berechnet
werden, und eine balancierte Behandlung von Ausgangs- und Endzustand wird durch
das storungstheoretische Verfahren garantiert.

Unter den Greensfunktionen der Vielteilchentheorie nimmt die Einteilchen-
Greensfunktion [9] eine Sonderrolle ein. Einer der Griinde fiir ihre herausragende Be-
deutung ist die Tatsache, dafl die Einteilchen-Greensfunktion die sogenannte Dyson-
Gleichung [4, 5] erfiillt. Die Dyson-Gleichung stellt den Zusammenhang zwischen der
Einteilchen-Greensfunktion und der sogenannten Selbstenergie dar, die eine vereinfach-
te Storungsentwicklung gegeniiber der Greensfunktion besitzt. Die Dyson-Gleichung
ermoglicht somit effizientere Zugénge zur ndherungsweisen Berechnung der Einteilchen-
Greensfunktion (fiir Verfahren und Anwendungen siehe Referenzen [19-23]). Ande-
rerseits erlaubt die Dyson-Gleichung, auch zweite Resolventengleichung genannt, die
Einteilchen-Greensfunktion zu invertieren und somit als Resolvente eines effektiven
Einteilchenoperators darzustellen [10]. Damit wird es moglich, bestimmte Prozesse
in Vielteilchensystemen wie Einteilchenstreuung oder Ionisierung (in der sogenannten
,sudden approximation®) exakt durch eine Einteilchen-Schrodinger-Gleichung zu be-
schreiben, in der die Selbstenergie die Rolle einer Potentialfunktion iibernimmt und die
Einfliisse des Vielteilchensystems beriicksichtigt. Bell und Squires [24] haben erstmalig
gezeigt, dafl die Selbstenergie der Einteilchen-Greensfunktion ein sogenanntes optisches
Potential fiir elastische Einteilchenstreuung darstellt. Die Bezeichnung ,,optisches Po-
tential“ ist durch eine Analogie zum Bereich der Optik entstanden, wo Absorption
von Licht in einem Medium durch einen komplexwertigen Brechungsindex beschrieben
wird. Bei der Streuung von Einteilchenprojektilen an Vielteilchensystemen ist bei aus-
reichender Streuenergie neben der elastischen Streuung immer auch inelastische Streu-
ung moglich. Der damit einhergehende Verlust an elastischer Streuamplitude 148t sich
in Analogie zum Brechungsindex mittels eines komplexen Streupotentials beschreiben.

In der Kernphysik werden schon seit langer Zeit optische Modellpotentiale zur
phénomenologischen Erklarung von Streuexperimenten eingesetzt. Die Vorteile der ef-
fektiven Einteilchenbeschreibung liegen vor allem darin, dafl sie einen anschaulichen
Zugang zur komplexen Problematik der Vielteilchensysteme bietet. Die Streuung an

einem, wenn auch komplizierten Einteilchenpotential 148t sich viel leichter intuitiv er-
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fassen als ein echtes Vielkanal-Streuproblem. Auch technisch gesehen bietet der Weg
iiber das optische Potential Vorteile bei der Beschreibung von Streuprozessen, da sich
im Gegensatz zu einem Vielteilchen-Streuproblem ein Einteilchenproblem numerisch
quasi exakt losen la8t. Ein Teil der Schwierigkeiten ist nun natiirlich auf die Berech-
nung des optischen Potentials verlagert, die der Streurechnung vorausgehen muf}. Fiir
die ab-initio-Berechnung der elektronischen Selbstenergie in Atomen oder Molekiilen,
vergleichbar mit quantenchemischen Rechnungen an gebundenen Zusténden, stehen je-
doch leistungsfihige Methoden zur Verfiigung. Das optische Potential hilft somit, das
Gesamtproblem in Streu- und Vielteilchenproblem zu zergliedern, die getrennt vonein-
ander mit den jeweils geeigneten Methoden gelost werden kénnen.

Das optische Potential fiir ein gegebenes Vielteilchensystem ist in der Regel ein
sehr komplizierter, energieabhéngiger Operator, der zudem nicht eindeutig definiert
ist (siehe auch Abbildung 1). Eine Alternative zur Definition {iber die Selbstenergie
der Einteilchen-Greensfunktion wurde von Feshbach etwa zur gleichen Zeit vorgeschla-
gen [25,26]. Sein durch Projektion der Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung gewonne-
nes optisches Potential 148t sich jedoch nicht direkt stérungstheoretisch berechnen.
Die Unterschiede des optischen Potentials nach Feshbach und der Selbstenergie der
Einteilchen-Greensfunktion wurden in der Literatur eingehend vom formalen [27] und
vom praktischen Standpunkt [28] aus analysiert und deuten eine Uberlegenheit des op-
tischen Potentials der Greensfunktion an. In Abschnitt 8.1 dieser Arbeit wird zu Teila-
spekten dieses Problems nochmals ausfiihrlicher Stellung genommen. Ein wesentlicher
Unterschied der beiden Potentiale ist, daf3 die Einteilchen-Greensfunktion und damit
auch die Selbstenergie sowohl Teilchen- als auch Lochpropagation beschreibt, wogegen
bei Feshbach nur Teilchendynamik eine Rolle spielt. Die Kombination von Teilchen-
und Lochpropagation macht die Einteilchen-Greensfunktion exakt und stérungstheo-
retisch invertierbar und ermoglicht so die Dyson-Gleichung. Die dadurch definierte
Selbstenergie bleibt dadurch stérungstheoretisch entwickelbar.

Neben der Einteilchen-Greensfunktion gibt es in der klassischen Vielteilchentheorie
eine Reihe von Zwei- und Mehrteilchenpropagatoren [9, 29], die aber keiner Dyson-
Gleichung geniigen. Ein Analogon zur Dyson-Gleichung kann noch in der Bethe-
Salpeter-Gleichung fiir Zweiteilchen-Greensfunktionen gesehen werden, die jedoch eine
viel kompliziertere Gleichung darstellt [30,31]. Thr Integralkern hingt von mindestens
drei voneinander unabhéngigen Energie- oder Zeitvariablen ab und ist dementspre-
chend sehr schwer physikalisch zu deuten und zu berechnen. Die vereinfachten Zwei-
teilchenpropagatoren, die an Stelle von vier nur noch von zwei Zeit- bzw. einer Ener-

gievariablen abhéngen, sind normalerweise nicht invertierbar und erlauben daher kei-
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ne sinnvolle Definition einer Selbstenergie. In meiner dieser Arbeit zugrundeliegenden
Diplomarbeit [32] wurden erstmalig Zweiteilchen-Greensfunktionen untersucht, die ge-
eignet erweitert wurden, so daf} sie einer Dyson-Gleichung geniigen. In dieser Arbeit
iiber verschiedene Varianten der erweiterten Teilchen-Teilchen-Greensfunktion wurde
die Struktur dieser Propagatoren und ihrer Selbstenergie mit Hilfe einer Matrizendar-
stellung untersucht. Uber Bewegungsgleichungen wurde desweiteren die Selbstenergie
in zweiter Ordnung Storungstheorie entwickelt.

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurden nun
die Untersuchungen an erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen fortgesetzt. Es konnte gezeigt
werden, dafl die Selbstenergie der erweiterten
Teilchen-Teilchen-Greensfunktion ein exaktes op- ®
tisches Potential fiir Zweiteilchenstreuung dar-
stellt. Die Untersuchungen wurden auf Teilchen-

Loch-Propagatoren ausgedehnt und ein umfas-

sender Formalismus zur Beschreibung und Berechnung verschiedener Varianten der
erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen entwickelt. Ausgehend von der Teilchen-
Loch-Selbstenergie wurde ein Naherungsschema zur Berechnung von Anregungsener-
gien und Ubergangsmomenten entwickelt, dessen Eigenschaften iiber stérungstheoreti-

sche Entwicklungen und an Hand eines einfachen Modellsystems ausfiihrlich untersucht

wurde.

Mit  &hnlichen Konstruktionsprinzipien,
wie sie bei den erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen erfolgreich  waren, konnte
die sogenannte  dynamische  Greensfunktion
definiert werden, mit der die Dynamik des
Kerngeriists bei elektronischen Prozessen in
Molekiilen beriicksichtigt werden kann. Die

dynamische Greensfunktion ist eine Einteilchen-

Greensfunktion, die zusétzliche, quantenme-

chanische Freiheitsgrade mit der Einteilchen-

dynamik gleichstellt und ebenfalls eine Dyson-Gleichung erfiillt. Die zugehorige Selbst-
energie definiert ein exaktes optisches Potential fiir Elektron-Molekiil-Streuung. Auf
diese Weise konnten exakte Streugleichungen in den Koordinaten des streuenden Elek-
trons und des Kerngeriists des Targetmolekiils hergeleitet werden, die besonders zur

Beschreibung von Streuprozessen mit sehr langsamen Projektilgeschwindigkeiten ge-
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eignet sind. Bei sehr langsamen Geschwindigkeiten des streuenden Elektrons werden
ndmlich die Zeitskalen der Elektronenbewegung und der Kerndynamik vergleichbar, so
daf} die adiabatische oder Born-Oppenheimer-Néherung in diesen Fiéllen aufgegeben
werden mufl.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: Im ersten Kapitel werden die
formalen Grundlagen des optischen Potentials der Einteilchen-Greensfunktion analy-
siert, indem eine algebraische Herleitung der Dyson-Gleichung vorgestellt wird. Damit
wird das wesentliche Konstruktionsprinzip aufgezeigt, das in der Projektion auf einen
in der Einteilchenbasis vollsténdigen Satz von orthogonalen Zustédnden liegt. Dieses
Prinzip wird in den folgenden Teilen der Arbeit bei der Konstruktion der erweiterten
Greensfunktionen Anwendung finden.

Der erste Teil dieser Doktorarbeit behandelt erweiterte Zweiteilchen-
Greensfunktionen. Der grundlegende Formalismus fiir eine einheitlichen Behandlung
der verschiedenen Typen von erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen wird in Kapi-
tel 2 abstrakt eingefiihrt. Das sich anschliefende dritte Kapitel enthélt die Definition
der Zweiteilchen-Greensfunktionen und die Herleitung der Dyson-Gleichung und ist
so konzipiert, dafl es auch ohne die vorherige Lektiire des mathematischen Prologs
aus Kapitel 2 lesbar sein sollte. In den Kapiteln 4 und 5 werden Eigenschaften der
erweiterten Greensfunktionen und ihrer Selbstenergien am Beispiel der erweiterten
Teilchen-Loch-Greensfunktion untersucht. Dabei steht in Kapitel 4 die Zusammen-
setzung der Erweiterungen und die analytische Struktur der Greensfunktion im
Vordergrund, wogegen Kapitel 5 die Eigenschaften der Selbstenergie behandelt. Hier
wird auch eine Besonderheit der erweiterten Greensfunktionen, ndmlich das Auftreten
von entarteten Zusténden in der dynamischen Selbstenergie, eingehend untersucht.

Das sechste Kapitel behandelt ein Ndherungsschema zur Berechnung von Anre-
gungsenergien und Ubergangsmomenten in endlichen Vielteilchensystemen, das aus der
Teilchen-Loch-Selbstenergie erster Ordnung hergeleitet wurde. Die sogenannte FOSEP-
Néherung (,first-order static exciation potential“) wird verglichen mit der oft ver-
wendeten RPA (,random-phase approximation“) und der einfacheren TDA (,, Tamm-
Dancoff approximation®), die sich beide ebenfalls durch definierte Naherungen an die
Teilchen-Loch-Selbstenergie herleiten lassen. Eine stérungstheoretische Analyse zeigt,
dal die FOSEP-Niherung eine Inkonsistenz in der Behandlung der Grundzustands-
korrelation bei der RPA korrigiert. Zudem vermeidet die FOSEP-Néherung Instabi-
lititen der RPA. Diese Ergebnisse werden von einem sehr einfachen Modellsystem,
dem sogenannten Hubbard-Modell fiir Hy, bestétigt, bei dem die FOSEP-N#herung im
Gegensatz zur RPA oder TDA die exakten Anregungsenergien liefert.
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Die letzten beiden Kapitel des ersten Teils wenden sich der Streuproblematik zu.
In Kapitel 7 wird gezeigt, dal die Teilchen-Teilchen-Selbstenergie ein exaktes opti-
sches Potential fiir Zweiteilchen-Streuung darstellt. Kapitel 8 befafit sich eingehender
mit dem energieunabhéngigen, dem sogenannten statischen Anteil der effektiven Streu-
potentiale. Nach einem kurzen Riickgriff auf optische Potentiale fiir Einteilchenstreu-
ung, wobei die Potentiale von Feshbach und die Einteilchen-Selbstenergie verglichen
werden, folgt eine Untersuchung der statischen Zweiteilchenpotentiale. In diesem Zu-
sammenhang werden auch Teilchen-Loch-Potentiale diskutiert, die in Analogie zu den
Zweiteilchenpotentialen verstanden werden koénnen.

Die dynamische Einteilchen-Greensfunktion wird im zweiten Teil dieser Arbeit be-
handelt. Nach einer Einfiihrung in Elektron-Molekiil-Streuung in Kapitel 9, die den
Rahmen fiir die nachfolgenden Ausfithrungen setzt, wird in Kapitel 10 die dynamische
Greensfunktion definiert, ihre Dyson-Gleichung hergeleitet und damit auch ihre Selbst-
energie definiert. In Kapitel 11 werden schliefSlich effektive Streugleichungen hergeleitet,
in denen die Projektildynamik und die Dynamik der Atomkerne explizit gekoppelt sind
und alle Vielteilcheneinfliisse der Elektronenhiille des Targetmolekiils im optischen Po-
tential beriicksichtigt werden. Die ndherungsweise Berechnung des optischen Potentials
mit ab-initio-Methoden wird diskutiert, wobei der Einflufl der Kerndynamik auf das
optische Potential besondere Aufmerksamkeit erhélt.

Aus dieser Doktorarbeit gingen mehrere Veroffentlichungen hervor: In Referenz [33]
wird neben der Definition und einer Herleitung der Dyson-Gleichung fiir die Teilchen-
Teilchen-Greensfunktion gezeigt, dafl die Teilchen-Teilchen-Selbstenergie ein optisches
Potential fiir Zweiteilchenstreuung darstellt (Kapitel 7). Der grundlegende Formalismus
in der in Kapitel 2 dargebotenen Form sowie die Untersuchungen der Kapitel 3 bis 5 und
Kapitel 8 sind zur Veroffentlichung eingereicht [34]. In Referenz [35] sind die FOSEP-
Néherung und die Ergebnisse von Kapitel 6 vertffentlicht. Die Untersuchungen an der
dynamischen Greensfunktion aus dem dritten Teil dieser Arbeit wurde ebenfalls zur

Veroffentlichung eingereicht [36].
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b) Austauschwechselwirkung

a) statische Ladungsdichte

c) Polarisierung

e) lonisierung

Abbildung 1: Physikalische Effekte bei der Streuung an einem Vielteilchensystem. Die
a) Coulomb- und b) Austauschwechselwirkung an der statischen Ladungsverteilung des
Targets liefern eine energieunabhéngige Potentialfunktion, die aber durch den Aus-
tausch zu einem nichtlokalen Operator wird. Die sogenannte dynamische Korrelation
beschreibt u. a. ¢) die Polarisierung des Targets durch das vorbeifliegende Projektil
und d) Feshbach-Resonanzen. Diese Resonanzen sind metastabile gebundene Zusténde
des Projektilteilchens im Feld des angeregten Targetmolekiils. Reicht die Streuenergie
aus, um inelastische Kanéle, wie e) Ionisierung oder Anregung des Targets zu 6ffnen,
dann wird das optische Potential komplex, um so dem Verlust von elastischer Streu-
amplitude Rechnung zu tragen. Das optische Potential enthélt somit nichtlokale [b),

d)], energieabhéngige [c), d), )] und komplexwertige Beitrige [e)].






Kapitel 1
Einteilchen-Greensfunktion

In der Hierarchie der Greensfunktionen nimmt die Einteilchen-Greensfunktion ei-
ne Sonderrolle ein und besitzt daher eine herausragende Bedeutung fiir die Viel-
teilchentheorie. Dies ist insbesondere dadurch bedingt, dafl sie die Dyson-Gleichung
erfiillt und mit ihrer Selbstenergie ein optisches Potential fiir Einteilchenstreuung
liefert. Die Einteilchen-Greensfunktion fiir nichtrelativistische, fermionische Vielteil-
chensysteme bildet den Ausgangspunkt fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Studi-
en zur Konstruktion komplizierterer Greensfunktionen, die viele Eigenschaften der
Einteilchen-Greensfunktion erben werden. In diesem Kapitel soll daher die Einteilchen-
Greensfunktion und ihre wichtigsten Eigenschaften in einer Weise présentiert werden,
die eine Ubertragung auf die spiter betrachteten Zweiteilchen-Propagatoren (Teil I)

und die dynamische Greensfunktion (Teil IT) ermoglicht.

1.1 Definition der Einteilchen-Greensfunktion

Die sogenannte zeitgeordnete FEinteilchen-Greensfunktion der nichtrelativistischen

Quantenmechanik wird folgendermafien definiert [9]:

iG(rt,r't) = (T [o(r, )i, ) |5 0t — ')
(T (" ) (r, 1) [ W) Ot —1). (1.1)

Der Referenzzustand |¥(') soll hier durch den exakten Grundzustand des betrachte-
ten, wechselwirkenden Systems von N Fermionen realisiert werden. Der Feldoperator
im Heisenberg-Bild (r,t) erzeugt ein Teilchen am Ort  und zur Zeit t. Obwohl
im allgemeinen fermionische Teilchen, vor allem Elektronen oder auch Nukleonen, be-

trachtet werden, soll der Einfachheit halber die explizite Notation von Spin-Indizes

9
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unterdriickt werden und r fiir das Ort-Spin-Indexpaar (7, o) stehen. Die Definition der

Heavysideschen Thetafunktion lautet:

1 firt>0
0(t) = - . 1.2
®) {0 firt<0 (12)

Die Einteilchen-Greensfunktion setzt sich aus dem sogenannten Teilchen-

Propagator G und dem Loch-Propagator G* zusammen:
G(rt, 7'ty = GP(rt,r't') + G"(rt,r't)). (1.3)

Beriicksichtigt man die Zeitentwicklung der Heisenberg-Operatoren (7, ¢) mit dem

Hamilton-Operator des Vielteilchensystems H
Ol (r, t) = et (r)e 1, (1.4)
so lassen sich Teilchen- und Loch-Propagator in folgender Weise umformen:

iGP(rt, ') = (U] (r)e TN [0 (1 — ), (1.5)
iGM(rt,r't) = (U i) e Dy () [9) O(F — 1), (1.6)

Hier wurde ausgenutzt, dafl der Grundzustand |¥)') ein Eigenzustand des Hamilton-

Operators H mit der Grundzustandsenergie EY¥ als Eigenwert ist:
H|¥y) = Ey [97). (1.7)

An dieser Stelle mochte ich darauf hinweisen, daf§ bei Anwendung der Einteilchen-
Greensfunktion zur Beschreibung der elektronischen Struktur von Molekiilen F} fiir
die rein elektronische Grundzustandsenergie steht und eine Hyperfliche im Raum der
moglichen Kernkonfigurationen R darstellt. Ebenso hingen selbstverstandlich auch H
und |¥)') parametrisch von den Kernkoordinaten ab.

Es wird spéater von Nutzen sein, die Einteilchen-Greensfunktion in der Frequenz-
statt in der Zeitdomé&ne zu betrachten und eine Orbitaldarstellung an Stelle der Orts-
raumdarstellung einzufithren. Der zur Definition (1.1) dquivalente Ausdruck fiir die

Einteilchen-Greensfunktion lautet dann:
1
w—H+ EY +in

1
N
0y

Gplw) = <\IJ(ZJV| Qp GI, |\I[év>

77% Wy (1.8)
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Die Fourier-Transformation von der Zeitdoméne in die Frequenzdoméne ist hierbei
folgendermaflen definiert:

fw) = / T At — ) D f(— 1), (1.9)

—00

Die positive infinitesimale Grofle n im Nenner bleibt von einem Faktor {ibrig, der ein-
gefithrt werden muf3, um die Konvergenz der Fourier-Transformation sicherzustellen.
Der Parameter 7 ist als kleine, positive Grofle aufzufassen, die am Ende aller Rech-
nungen im Limes n — 07 verschwindet. Salopp nennen wir n daher gelegentlich auch
,Infinitesimale“. Das Vorzeichen der ¢n Terme héngt mit der Zeitordnung der Greens-
funktion durch die Thetafunktionen in den Gleichungen (1.5) und (1.6) zusammen [9)].
Der Ubergang zur Orbitaldarstellung wird durch eine Transformation der Feldoperato-
ren bewerkstelligt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da§ die Menge der Orbitale
{¢p(r)}, eine diskrete aber vollstindige Menge von quadratintegrablen und normier-
ten Basisfunktionen des Einteilchen-Hilbert-Raums ist. Der Erzeugungsoperator fiir

ein (fermionisches) Teilchen im Orbital ¢,(r) wird folgendermafien definiert:

a; = /dr ©p (1)t (7). (1.10)

Wie iiblich impliziert die Orthonormalitéit der Orbitale die kanonischen Antivertau-
schungsrelationen {af, ag} = 6, usw.

Der Orbitalsatz wurde nur aus Griinden der konzeptionellen Klarheit und der einfa-
chen Notation diskret gew#hlt. Die Verallgemeinerung auf kontinuierliche Quantenzah-
len stellt aber kein prinzipielles Problem dar. Niitzliche Realisierungen von Orbitalen
mag man in den Hartree-Fock-Orbitalen des N-Teilchen-Zustands |[¥)') (zusammen
mit einer geeigneten Diskretisierung des Kontinuums) oder in der Impulsdarstellung
(diskretisiert durch einen groBen, endlichen Kasten mit periodischen Randbedingun-

gen) finden.

1.2 Die Dyson-Gleichung

Im Gegensatz zur klassischen Vielteilchentheorie [4,5,9], wo die Dyson-Gleichung iiber
eine diagrammatische Storungsentwicklung der Einteilchen-Greensfunktion mit Hilfe
der Feynman-Dyson-Reihe gewonnen und die Selbstenergie durch unendliche Summa-
tion der sogenannten irreduziblen Diagrammen definiert wird, soll in dieser Arbeit die
Dyson-Gleichung als algebraische Eigenschaft der Greensfunktion aufgefaBlt werden.

Dementsprechend werde ich eine rein algebraische Herleitung der Dyson-Gleichung
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vorstellen und ebenfalls die Selbstenergie ohne Bezug auf unendliche Reihenentwicklun-
gen definieren. Diese Sichtweise der Dyson-Gleichung bildet den Ausgangspunkt fiir die
Konstruktion einer allgemeinen Klasse von erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen,
die im ersten Teil dieser Dissertation im Mittelpunkt stehen werden, wie auch fiir die
Betrachtungen zur dynamischen Greensfunktion im zweiten Teil. Die folgende Herlei-
tung der Dyson-Gleichung ist &hnlich zu der in den Referenzen [37] und [38] gegebenen.
In der hier vorliegenden Form wurde sie schon in meiner Diplomarbeit [32] vorgestellt.

Der Einfachheit halber verwenden wir die durch Gleichung (1.8) definierte Darstel-
lung der Einteilchen-Greensfunktion G,,(w) in der Frequenzdoméne und Orbitaldar-
stellung. Diese Darstellung 148t sich noch kompakter notieren, wenn man Teilchen-
und Loch-Propagator zusammenfaft. Dazu fiihre ich die folgenden zusammengesetz-
ten Zusténde oder Vektoren von Zustdnden

Yp) = (a’T’ ’\Ijév>> (1.11)

(0| af

. H - EY
H= 0 0 (1.12)
0 EN - H

und die Matrix

ein. Gleichung (1.8) ld8t sich nun umschreiben, indem man formal die Einteilchen-
Greensfunktion als Matrixelement der Resolvente von H mit Bezug auf die Zustinde

|Y,) schreibt:
1

Gpg(w) = (Y| ——=IYy). (1.13)
w—H

Die @n Terme wurden hier weggelassen, um eine umstéandliche Notation zu vermeiden.

Die durch diese Terme bewirkte Zeitordnung ist fiir die meisten Betrachtungen un-

wichtig. Sie bekommt allerdings in der zeitabhéngigen Formulierung der Streutheorie

eine gewisse Bedeutung und wird dann an gegebener Stelle diskutiert werden (siehe

Abschnitte 7.1 und 11.1).

Das Skalarprodukt der Vektoren |Y,) beinhaltet jetzt ein Matrix-Vektor-Produkt
und ein gewohnliches Hilbert-Raum-Skalarprodukt fiir die Komponenten, wobei die
Konvention gelten soll, dafl vor der Bildung des Skalarprodukts immer ,,bra“-Zustédnde
nach links und , ket“-Zusténde nach rechts wandern. Beziiglich dieses kanonischen Ska-

larprodukts erfiillen die Zusténde |Y},) die folgenden Orthonormalitétsrelationen:
(YolYe) = (g apaf [W) + (¥5'| afa, [T5) = 6y

Nihert man die N-Elektronen-Wellenfunktion |¥)’) durch eine Slater-Determinante

an, dann enthélt der Vektor |Y,) entweder einen Ein-Loch-Zustand, wenn der Index p
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ein unbesetztes Orbital kennzeichnet, oder einen Ein-Teilchen-Zustand, wenn das Or-
bital ¢, in der Slater-Determinante besetzt ist. Im allgemeineren Fall einer korrelierten
Wellenfunktion |¥J') mischen die Vektoren |Y,) Zustéinde mit N 4+ 1 und N — 1 Elek-
tronen. In jedem Fall und auch fiir beliebige Einteilchen-Indizes p stellen die Vektoren
|Y,) orthogonale Zusténde dar, die einen linearen Raum mit derselben Dimension wie
der des Einteilchen-Hilbert-Raums aufspannen. Diesen von den Vektoren {|Y})}, auf-
gespannten Raum nenne ich den primdren Raum. Da die priméren Zustande |Y,) und
ihre Linearkombinationen im allgemeinen keine exakten Eigenzustdnde des Hamilton-
Operators H sind, koppeln sie an hohere Anregungen wie Zwei-Teilchen-Ein-Loch-
Anregungen, Ein-Teilchen-Zwei-Loch-Anregungen usw. Der Raum der héheren Anre-
gungen wird sekunddrer Raum genannt.! Das Konzept der Ein-Loch-, Zwei-Teilchen-
Ein-Loch-Anregungen usw. trifft natiirlich nur dann wirklich zu, wenn der Referenz-
zustand |P)') von einer einzelnen Konfiguration dominiert wird; der verwendete For-
malismus ist jedoch unabhingig hiervon giiltig. Im allgemeinen wird |[¥)’) durch ei-
ne korrelierte Wellenfunktion dargestellt werden und daher konnen die priméren und
sekundédren Zustdnde nicht einfach durch Basiszustdnde mit einzelnen Konfiguratio-
nen ausgedriickt werden. Eine explizite Konstruktion einer Basis fiir den sekundéren
Raum, die auch zu niitzlichen N&herungen fiir die Einteilchen-Greensfunktion oder
ihre Selbstenergie fiihrt, ist im Rahmen der sogenannten ,,intermediate state represen-
tation® moglich und wird in den Referenzen [37,39] beschrieben. Der in dieser Arbeit
verwendete Formalismus ist zunéchst vollig unabhéngig von der expliziten Konstrukti-
on der Basis des sekundédren Raums. Ich werde daher einfach annehmen, daf§ { |Q )},
eine beliebige Basis des zusammengesetzten Raumes darstellt, die aus den primé&ren

Zusténden {|Y),)}, und einer geeigneten Basis fiir den sekundéren Raum besteht.

Man kann nun die Dyson-Gleichung durch Inversion von Gleichung (1.13) herleiten.
Die Basis { |Qs)}s des zusammengesetzten Raumes definiert eine Basissatzdarstellung
Q des Matrix-Operators H:

(Hlrr = Qi H|Q). (1.14)

! Man kann die Vektoren |Y},) als Elemente eines zusammengesetzten Hilbert-Raums Y& auffassen,
der eine direkte Summe aus dem Hilbert-Raum mit N + 1 Teilchen und dem Dualraum des (N — 1)-
Teilchenraums bildet: Y& = HN+) g HV=1* wobei N die Anzahl der Fermionen ist (z. B. der Elek-
tronen des betrachteten Molekiiles). Der durch die Zusténde |Y,) aufgespannte, sogenannte primére
Raum ist nur ein (kleiner) Teilraum von Y. Der sekundire Raum wird durch das orthogonale Kom-

plement des prim#ren Raumes in Y€ definiert.
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Durch die Unterteilung der Basis in den priméren und den sekundiren Teil, erhélt die
Matrix E eine Blockstruktur:

gba ibb

H= ( ia gab ) . (1.15)

Der Blockindex a bezieht sich auf die priméren Zusténde {|Y),) }, und b auf den Rest der
Basis { |Qs)}s. Der obere linke Block der Matrix 148t sich mit Hilfe der Gleichungen

(1.11) und (1.12) sofort auswerten. Fiir seine Matrixelemente gilt:
4,.) = WIHY,) = (¥ {ay, [H, al]} ¥5). (1.16)

Man sieht nun leicht, daf§ die Einteilchen-Greensfunktion aus Gleichung (1.13) als

der obere linke Block einer inversen Matrix aufgefafit werden kann:

1
Gw) = = . 1.17
6= (7). (117)
In den Beweis dieser Aussage geht die Vollstédndigkeit der Basis { |@Q )}, und die Ortho-
normalitidt der priméren Zustande {|Y,)}, ein. Durch einfache Matrix-Partitionierung

kann die inverse Matrix der Greensfunktion G(w) folgendermaflen ausgedriickt werden:

-1 ~ ~ 1 ~
G(w =wl-H —-—H, ——H, . 1.18
[:( ):| = =—aa ==ab wi . gbb:ba ( )
Um die Selbstenergie definieren und damit die {ibliche Form der Dyson-Gleichung
formulieren zu konnen, fiihre ich wie iiblich eine stérungstheoretische Aufspaltung des

Hamilton-Operators in zwei Teile durch:
H = Hy+ H,. (1.19)

Dabei enthélt H; die gesamte Zweiteilchenwechselwirkung [siehe auch Gln. (4.1) bis
(4.4)]. Der Anteil Hy definiert die nullte Ordnung der Stérungstheorie und ist ein

Einteilchenoperator der Form
Ho = Zgij CLICLJ'. (120)
ij

Eine geeignete Wahl fiir Hy stellt oft der Hartree-Fock-Operator oder der Hamilton-
Operator freier Teilchen (die kinetische Energie) dar. Es soll hier nicht generell an-
genommen werden, dafl Hy in der gegebenen Orbitalbasis diagonal ist, aber es ist
immer moglich, eine diagonalisierende Einteilchenbasis zu finden. Falls z. B. Hy durch

den Operator der kinetischen Energie realisiert wird, dann wird die Matrix € mit den
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Matrixelementen [g} = Ci in der Impulsdarstellung diagonal. Die diagonalen Ein-
trige der Matrix lauten dann einfach e, = p*/2 in atomaren Einheiten. Entsprechend
ist die Wahl von Hartree-Fock-Orbitalen fiir die Einteilchenbasis oft sinnvoll, da der
Hartree-Fock-Operator dann diagonal wird. Bei praktischen Anwendungen auf Atome,
Molekiile oder Atomkerne wird in der Regel so vorgegangen.

Nimmt man an, da§ sowohl die elektronische Grundzustandswellenfunktion |¥[)
und -energie Fy, gutartige Storungsentwicklungen besitzen, dann kann die nullte Ord-
nung der Matrix H .. leicht aus Gleichung (1.16) berechnet werden. Man erhélt die
Matrix der Orbitalenergien der nullten Ordnung:

f{(o)

—aa

(1.21)

liw

Man sieht ebenfalls leicht, daf die nichtdiagonalen Blocke A, und H, in nullter
Ordnung verschwinden. Fiir die Einteilchen-Greensfunktion nullter Ordnung G © findet

man dann geméf Gleichung (1.18):

1
_wi—

GO(w) . (1.22)

llon

Die Selbstenergie der Einteilchen-Greensfunktion wird nun folgendermaflen definiert:

. . 1 .
Sw)=H —e+H ——H | 1.23
:( ) ==aa = :abwi_ gbb:ba ( )
womit sich Gleichung (1.18) kompakter fassen lafit:
Glw) = 1 (1.24)
=T ul e D) '

An dieser Form der Dyson-Gleichung sieht man schén, daffi man die Einteilchen-
Greensfunktion als Resolvente eines effektiven Einteilchen-Hamilton-Operators g +
Y(w) auffassen kann. Damit wird auch bereits deutlich, dafl das jeweils betrachte-
te Gesamtproblem in zwei Teilprobleme, die Berechnung der Selbstenergie und die
Losung eines effektiven Einteilchenproblems aufgeteilt werden kann. Wie bereits in der
Einleitung erwdhnt wurde, kann man beispielsweise zeigen, dafl die Selbstenergie ein
optisches Potential fiir Einteilchenstreuung darstellt [10,24].

Durch algebraische Umformung und Verwendung von Gleichung (1.22) gelangt man
zur iiblichen Form der Dyson-Gleichung:

G(w) =GV (w) + CV(W)EW)G(w). (1.25)
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Damit die Dyson-Gleichung Sinn macht, mufl die Greensfunktion als Matrix,
d. h. im gesamten Indexraum, invertierbar sein, wie aus Gleichung (1.24) deutlich
wird. Mit Ausnahme der Nullstellen des Nenners, also z. B. fiir beliebige nichtreelle
Werte von w, ist die Einteilchen-Greensfunktion G(w) als Matrix oder als Operator
im gesamten Einteilchenraum invertierbar. Daraus wird auch klar, dal es keinen Sinn
macht, die Dyson-Gleichung fiir einen beliebigen Propagator zu postulieren, um damit
eine Selbstenergie zu definieren. Andererseits garantiert die Dyson-Gleichung auch, dafl
die Selbstenergie im gesamten Indexraum definiert ist und damit als Operator im Ein-
teilchenraum aufgefafit werden kann. Mit Hilfe der Feynman-Dyson-Stérungstheorie,
iiber welche die Dyson-Gleichung iiblicherweise hergeleitet und die Selbstenergie de-
finiert wird [9], 148t sich die Selbstenergie storungstheoretisch entwickeln. Man kann
sogar zeigen, dafl die Storungsreihe der Selbstenergie sehr viel einfacher und kompakter
ist als die der Greensfunktion. Im Gegensatz dazu kann z. B. das optische Potential
nach Feshbach [26] bei nicht vollstédndig korrelierten Target nicht auf dem gesamten
Einteilchenraum definiert werden. Als Folge davon 143t es sich auch nicht ohne weiteres
storungstheoretisch entwickeln. In Abschnitt 8.1 werde ich nochmals auf die Unterschie-
de zwischen der Selbstenergie und dem optischen Potential nach Feshbach eingehen.
Was ist nun aber der Nutzen der Dyson-Gleichung und der durch sie definierten Selbst-

energie? Dieser Frage soll im nichsten Unterabschnitt nachgegangen werden.

1.3 Zur Bedeutung der Dyson-Gleichung

Ein Skeptiker mag nun fragen [40], wozu denn iiberhaupt eine Dyson-Gleichung oder ein
optisches Potential notig sei? Man kénne doch viele interessieren Groflen wie z. B. An-
regungsenergien oder Ubergangsmomente direkt aus einer geeigneten Greensfunktion
berechnen, die sich auch ohne Umweg {iber eine Dyson-Gleichung n&herungsweise be-

rechnen lassen. Ich sehe folgende Griinde, an der Dyson-Gleichung festzuhalten:

e Das Konzept eines optischen Potentials als physikalische Grofle stellt ein intui-
tiv ansprechendes Konzept dar. Der technische Vorteil bei Streuproblemen, die
Streurechnung vom Vielteilchenproblem trennen zu kénnen, wurde in der Ein-
leitung schon erwéhnt. Auch in Anwendungen im Bereich gebundener Zusténde
wie der Berechnung von Ionisierungs- oder Anregungsenergien behélt das Kon-
zept eines optischen Potentials seine Vorteile. Wenn die Selbstenergie nach einem
definierten Schema genéhert wird und anschlieBend die Dyson-Gleichung benutzt

wird, um die Greensfunktion zu definieren, dann wird das ,,Streuproblem® exakt
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gelost und die einzige vorgenommene Néherung betrifft das Potential. Im Rah-
men der Storungstheorie manifestiert sich dieser Gedanke in der Tatsache, dafl
die mit Hilfe der Dyson-Gleichung gewonnene Greensfunktion Diagramme belie-
biger Ordnung enthélt, selbst wenn die Selbstenergie nur in endlicher Ordnung
gendhert wird. Wird stattdessen das ,,Streuproblem® nur bis zu einer gegebenen
Ordnung gelost, so macht man einen zusétzlichen Fehler. Als Beispiel sei hier die
Mgller-Plesset-Storungstheorie [41] in der Atom- und Molekiilphysik angefiihrt.
Im Vergleich mit anderen quantenchemischen Methoden wie z. B. stérungstheore-
tisch konsistenten ,,coupled-cluster-Methoden* [42] liefert sie sehr schlechte Néhe-
rungen fiir angeregte Zustédnde, obwohl sie die direkte Methode darstellt, Anre-
gungsenergien storungstheoretisch zu berechnen. Es wurde sogar gezeigt, daf die
Mgller-Plesset-Storungsreihe in numerischen Studien an atomaren und moleku-
laren Systemen mit sehr groflen Orbitalbasen divergieren kann, selbst wenn eine
einzelne Slater-Determinante vorherrscht und damit bereits die nullte Ordnung

nahe am exakten Ergebnis ist [43].

e Auch der Fall von Einteilchen-Hamilton-Operatoren verdient Beachtung. Wenn
der Hamilton-Operator des Systems ein Einteilchenoperator ist und damit keine
Zweiteilchenkrifte sondern nur &uflere oder gemittelte Felder auftreten, dann
wird die Selbstenergie der Einteilchen-Greensfunktion eine energieunabhéngige
Grofle, deren Storungsreihe nach der ersten Ordnung abbricht, wie sich leicht

zeigen 1af3t:

In Gleichung (1.21) wurde bereits die Matrix H fiir den Einteilchenoperator H,
berechnet. Lautet der vollstdndige Hamilton-Operator des Systems Hy + v, wo-
bei v =3, vijazaj ein Einteilchen-Wechselwirkungsoperator ist, dann bleibt die
b = 0), und
fiir die Selbstenergie bleibt die energieunabhingige Matrix ¥,, = v,, iibrig. Die

Struktur der Matrix Q so wie in nullter Ordnung (mit Q w = E

Selbstenergie ist damit linear in der Wechselwirkung, wie oben bereits behauptet

wurde.

Eine Niherung der Selbstenergie in erster Ordnung stellt also schon die exakte
Losung dar. Ndhert man hingegen den Propagator direkt, also ohne die Dyson-
Gleichung zu verwenden, so bricht die Stérungsreihe nicht ab (es sei denn, man

wéhlt eine diagonalisierende Einteilchenbasis).

e Numerische Beispiele deuten darauf hin [44], daf die statischen Diagramme der

Feynman-Dyson-Reihe fiir die Einteilchen-Greensfunktion [9] eine schlecht kon-
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vergierende Reihe ergeben. Sie miissen renormiert werden. Eine deutlich stabile-
re Ndherung fiir die statische Selbstenergie 148t sich aus dem energieabhéngigen
Anteil der Selbstenergie berechnen, wie in Referenz [21] beschrieben ist. Mit
geeigneten numerischen Algorithmen [45] ist die Berechnung der Selbstenergie
zu einer gegebenen Ordnung auch nicht langsamer als die direkte Berechnung
des Propagators, da dieselbe Anzahl an Matrixelementen berechnet werden mu$.
Trotzdem wurden in der Literatur auch Naherungsverfahren fiir Eigenschaften
gebundener Zustande vorgeschlagen, welche die Einteilchen-Greensfunktion ohne
Dyson-Gleichung néhern [46,47].

Ein weiteres Argument fiir die Niitzlichkeit der durch die Dyson-Gleichung de-
finierten Selbstenergie wird das in dieser Arbeit vorgestellt FOSEP-N&herungs-
schema sein. In Kapitel 6 wird gezeigt werden, dafl die einfachste nichttrivia-
le Ndherung fiir die Selbstenergie der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion
ein gutartiges, hermitesches Schema hervorbringt. Durch diese Naherung werden
Nachteile der iiblicherweise verwendeten RPA, welche sich vom traditionellen
Polarisierungspropagator ableitet, vermieden. Eine storungstheoretische Analyse
und Untersuchungen an einem einfachen Modell werden zeigen, dafl dies darauf
zuriickzufiihren ist, dafl Beitrdge der Grundzustandskorrelation zu Anregungs-

energien in der Selbstenergie erster Ordnung konsistent beriicksichtigt werden.
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Kapitel 2
Grundlegender Formalismus

Viele der algebraischen Eigenschaften der Einteilchen-Greensfunktion, insbesondere die
Erfiilllung der Dyson-Gleichung, lassen sich auf Zweiteilchenpropagatoren iibertragen,
wenn sie ausgehend von einem orthonormalen Satz von , priméren“ Zustdnden kon-
struiert werden. Im folgenden sollen Propagatoren G(w) mit der Hilfe von ,erweiterten
Zustanden“ | A, B) konstruiert werden, die in diesem Kapitel definiert werden. Die be-
sondere Figenschaft dieser Zustédnde ist, dafl sie ,,orthonormal® sind, wenn fiir A und
B kanonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eingesetzt werden. Die erwei-

terten Greensfunktionen kénnen dann folgendermafien definiert werden:

1

G(w) = (A, B|—

| A, B). (2.1)

Die runden Klammern stehen hier fiir das sogenannte pu-Produkt, das eine Verallge-
meinerung des Skalarprodukts im Hilbert-Raum mit einer indefiniten Metrik darstellt.
Der ,erweiterte Operator* H iibernimmt die Rolle eines Anregungsenergieoperators,
der wie die erweiterten Zustédnde | A, B) in einem ,erweiterten Hilbert-Raum*“ Y lebt.
Alle diese Objekte werden in diesem Kapitel formal definiert. Beim ersten Lesen kénnen
diese formalen Definitionen zunéchst iibersprungen werden.

Der in diesem Kapitel eingefiihrte, abstrakte Formalismus bildet das Fundament der
Theorie der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen. Der Zugang ist sehr allgemein
und erlaubt eine umfassende Behandlung der verschiedenen, erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen, die in dieser Arbeit untersucht wurden. Da die betrachteten Propa-
gatoren auf ganz unterschiedliche physikalische Situationen angewandt werden kénnen,
liegt die Betonung zunéchst auf der vereinheitlichenden mathematischen Struktur. Der
Formalismus wird simultan fiir fermionische und bosonische Teilchen entwickelt. Die

erweiterten Zustdnde, mit denen der Modellraum fiir die erweiterten Greensfunktionen

21
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aufgespannt wird werden allgemein definiert. Unter dem p-Produkt, dessen Definition
vorgestellt wird, erfiillen die erweiterten Zustdnde Orthonormalitétsrelationen. Schlief3-
lich wird eine kanonische Erweiterung fiir gewohnliche Fock-Raum-Operatoren und
Superoperatoren auf dem Raum der erweiterten Zustédnde eingefiihrt. Dieses Kapitel
basiert auf Referenz [34].

2.1 Erweiterte Zweiteilchenzustinde

Definition Seien |¢) und |¢) normierte Vielteilchenzustinde, d. h. Elemente des
physikalischen Fock-Raums mit (¢])) = (ple) = 1, und sei @ = 1 — [¢) (| der
orthogonale Projektor auf das Komplement von {[¢)}. Dann ist der erweiterten
Zustand | A, B) fiir lineare Fock-Raum-Operatoren A und B durch den Vektor

QAB [¢)

(] ABQ
(plA® (Y| BF (p| B® (¢ A
Alp) ® (Y| BF Blp) @ (| A

| A, B) = (2.2)

definiert, wobei das obere bzw. untere Vorzeichen fiir Operatoren A und B mit fermio-
nischem bzw. bosonischem Charakter gilt.

Eigenschaften
1. Der erweiterte Zustand | A, B) ist linear in den beiden Argumenten A und B.

2. Wenn die beiden Operatoren A und B antikommutieren (kommutieren), dann ist
der erweiterte Zustand | A, B) antisymmetrisch (symmetrisch) beziiglich Vertau-

schung von A und B:
| A,B) = F| B, A) falls [A, B]+ = 0. (2.3)

Die eckigen Klammern [., .]1 bezeichnen den iiblichen Antikommutator (Kom-
mutator). Das obere bzw. untere Vorzeichen gilt wieder im Fall von Fermionen

bzw. Bosonen.

3. Mit Hilfe der folgenden kanonischen Regeln fiir direkte Summen und Tensor-
produkte [48] kann man fiir die erweiterten Zusténde ein Skalarprodukt (inneres

Produkt) konstruieren:
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e Bei einer direkten Summe addieren sich die Produkte der Komponenten:

|A) ) \\ _
<< (B ) , ( D )> = (A|C) + (D|B). (2.4)

In diesem Beispiel wurde als zweite Komponente ein sogenannter , bra“-
Zustand gewéhlt. Wir wollen solche bra-Zusténde als Elemente des Dual-
raums zum Hilbert-Raum der entsprechenden , ket“-Zustdnde verstehen. Im
Sinne des Rieszschen Darstellungssatzes [48] ist die Zuordnung zwischen bra

und ket eineindeutig.

e Bei Tensorprodukten multiplizieren sich die Skalarprodukte der Komponen-
ten:

(14)® |B), |C) ® |D)) = (A|C)(B|D). (2.5)

Spéter werden wir an Hand eines Beispiels sehen [Gleichung (2.12)], wie Skalar-

produkte der erweiterten Zustande (2.2) ausgewertet werden.

4. Die erweiterten Zustdnde | A, B) sind Elemente eines Hilbert-Raums Y, der
sich durch direkte Summen und Produkte von Komponentenrdumen zusammen-
setzt und das unter Punkt 3 beschriebene Skalarprodukt besitzt. Die erweiterten
Zusténde | A, B) koénnen natiirlich nur Elemente eines Hilbert-Raums sein, wenn
alle Komponenten wie in der Quantenmechanik iiblich eine endliche Norm haben.
Ausgehend von einem Satz erweiterter Zustidnde ist die Definition des zugehori-
gen Hilbert-Raums Y nicht eindeutig. In Anhang A wird eine formale Definition
des ,minimalen® Hilbert-Raums Y vorgestellt. Es ist wichtig zu beachten, dafl der
Raum Y im allgemeinen nicht zu einem Teilraum des physikalischen Fock-Raums
isomorph ist. Dies riihrt daher, dafl die Tensorprodukte in der dritten und vierten
Komponente in Gleichung (2.2) nicht die korrekte Symmetrie von Wellenfunktion
fiir Systeme ununterscheidbarer Teilchen aufweisen (d. h. im Falle von Fermionen

das Pauli-Prinzip verletzen).

Beispiel Wihlt man fiir die beiden Referenzzustéinde [¢) und |p) den N-
Teilchengrundzustand |¥’) eines fermionischen Systems, dann erhélt man fiir die
sogenannten erweiterten Teilchen-Loch-Zustéinde |al,a,), die spiter noch
ausfiihrlich diskutiert werden:

Qalas V)

(Wy'| ala,Q
(T | af @ (T | as — (T | as @ (Tg| af
ai |\Ilév> ® <\Ilév| s — Qs |\Ilév> ® <\Ilév| ai

‘ CLL CLS) =
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Hier sind al und a, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir ein Fermi-
on in dem Einteilchenzustand (Orbital) |¢,) und Q = 1 — [¥)) (V)] ein Pro-
jektionsoperator. Die erweiterten Zusténde | af,a,) sind Elemente eines Hilbert-
Raums Y, welcher als direkte Summe von vier Komponentenrdumen dargestellt
werden kann. Die erste Komponente Qala, |¥{) ist Element des physikalischen
N-Teilchen-Hilbert-Raums HY. Man kann sie nitherungsweise als Teilchen-Loch-
Anregung verstehen. Der zweite Eintrag (U] ala,Q ist ein bra-Zustand und da-
her ein Element des Dualraums (HY)" des physikalischen N-Teilchen Hilbert-
Raums. Der zweite Eintrag kann ebenfalls als approximativer Anregungszustand
interpretiert werden, aber die Einteilchenindizes r und s haben ihre Funktion zur
Beschreibung von Loch- bzw. Teilchenposition im Vergleich mit dem ersten Bei-
trag getauscht. Die beiden letzten Komponenten im erweiterten Zustand | af, a,)
aus Gleichung (2.6) bestehen ihrerseits aus direkten Summen von Produkten aus
bra- und ket-Zusténden, z. B. gilt

(N af @ (W) |a, € HV-D" @ HVHDT, (2.7)

Damit lautet der zusammengesetzte Hilbert-Raum Y im betrachteten Fall folglich
Y —HN D HN* D {H(Nfl)* ® H(N+1)* D H(N+1)* ® H(Nfl)*}
® [HVD @ HVD™ @ HV-D @ HV-1"] . (2.8)

Eine Basis fiir diesen Raum kann leicht durch entsprechende Summen- und Pro-
duktbildung aus den Basen der Komponentenrdume, welche selbst aus Slater-
Determinanten aufgebaut sein konnen, gewonnen werden. Die Dimension des
zusammengesetzten Hilbert-Raums Y ist bedeutend gréfler als die des physika-
lischen N-Teilchen-Raums HY, welcher alle teilchenzahlerhaltenden Anregungen
enthélt. Gleichung (2.8) erlaubt jedoch lediglich eine grobe Abschéitzung der Di-
mension des relevanten Raumes, durch die man eine obere Grenze erhéalt. Un-
ter Ausnutzung von Symmetrien kann die Dimension des tatséchlich benétigten
Raums eventuell noch drastisch reduziert werden. Dadurch, dafl beide Referenz-
zustdnde in Gleichung (2.6) gleich gew#hlt wurden, ist es beispielsweise moglich,
die dritte Komponente der erweiterten Zustinde durch v/2(¥{|al @ (¥} |a, zu
ersetzen. Dadurch fillt der Term HVD™ @ HN-D" aus der direkten Summe
(2.8) heraus. Auch dem physikalischen System inhdrente Symmetrien kénnen die
Dimension des Raumes Y verringern. Fiir eine exakte, aber nicht konstruktive De-
finition des minimal notwendigen Raumes Y sei der Leser nochmals auf Anhang

A verwiesen.
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Eine Moglichkeit zur Konstruktion einer Basis fiir den Raum Y kénnte auch dar-
in bestehen, Operatormengen A und B zu definieren, so daf§ die Menge von
Zustinden {|A,B)|A € A,B € B} den Hilbert-Raum Y aufspannt. In der
Theorie der traditionellen Ein- und Zweiteilchenpropagatoren wurden derartige
vollsténdige Operatormannigfaltigkeiten gefunden und erfolgreich zur Herleitung
von N#herungsschemata eingesetzt (siehe z. B. Referenz [49] und dort zitierte
Literatur). Im vorliegenden Fall ist eine dhnliche Konstruktion jedoch aufgrund

der komplizierten Natur der erweiterten Zusténde | A, B) fragwiirdig.

5. Lineare Operatoren im Raum Y sind im allgemeinen durch beliebige 4 x 4 Ma-
trizen von Operatoren gegeben. In dieser Arbeit werden allerdings nur diagonale
Matrixoperatoren eine Rolle spielen, welche die verschiedenen Komponenten des
Y-Raumes nicht mischen. Ein derartiger diagonaler Matrixoperator O wird durch
Spezifizierung der Operatoren O; bestimmt, die in den verschiedenen Teilrdumen

von Y wirken. Man schreibt
0= diag(Ol, 02, 03, 04) (29)

In einem Dualraum agieren die Operatoren ,,von rechts.” Fiir die zweite Kompo-

nente gilt zum Beispiel
0] 4, B)L = (| ABQO:. (2.10)

Man beachte, dafl es zunéchst keine kanonische Moglichkeit gibt, die Anwendung
eines allgemeinen Fock-Raum-Operators auf einen Zustand aus dem Raum Y zu
definieren. Spater werde ich jedoch zeigen, wie man sogenannte erweiterte Ope-
ratoren, die auf dem Hilbert-Raum Y definiert sind, aus Fock-Raum-Operatoren

konstruieren kann.

2.2 Das p-Produkt

Das Skalarprodukt (oder innere Produkt) (., .) im Hilbert-Raum Y ergibt sich geméf}
der Regeln fiir Skalarprodukte in direkten Summen und Tensorprodukten von Hilbert-
rdumen, wie weiter oben schon angemerkt wurde. Wir benutzen die iibliche Dirac-
Schreibweise fiir das Matrixelement (Y| O |Z) eines Operators O und der Vektoren
|Y) und |Z) im Hilbert-Raum Y.
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Definition Das p-Produkt zwischen zwei Zustdnden |Y), |Z) € Y wird durch das
Matrixelement (Y| |Z) definiert, wobei p = diag(1,—1,1,+1) den sogenannten me-
trischen Operator darstellt. Hier wie auch im folgenden bezieht sich das obere Vor-
zeichen auf den fermionischen Fall und das untere auf den bosonischen. Fiir die geméaf
Gleichung (2.2) definierten, erweiterten Zusténde fithren wir die folgende Kurzschreib-

weise ein:

(4,B|C,D) = (| A, B), u| C, D). (2.11)
Eigenschaften

1. Man beachte, dal der metrische Operator p mit allen diagonalen Operatoren im

Y-Raum kommutiert.

2. Die durch das p-Produkt induzierte ,,Metrik® ist indefinit. Dies bedeutet, dafl
(Y| £ Y') nicht notwendigerweise positiv sein muf, sondern auch negativ werden

oder verschwinden kann, auch wenn |Y") nicht der Null-Vektor ist.

3. Das p-Produkt der erweiterten Zustidnde | A, B) und |C, D) berechnet sich

(geméB der oben erwéhnten kanonischen Regeln) zu

(A>B ’ C, D) = <¢’ [BTAT>CD]7 W)
! [C, AT [0) (0| DBY[¢) + (| [D, B« |} (| CAT [¢)
+l[C, B+ @) (@ DAY [¢) + (o] [D, AT [@) (| CBY [¢).  (2.12)

Dieser Ausdruck vereinfacht sich erheblich, wenn sich die Antikommutatoren
(Kommutatoren) eines beliebigen Paares der Operatoren A', BT, C' und D durch

komplexe Zahlen ausdriicken lassen:
(Au B ‘ 07 D) = [ATu C]:I:[BTu D]:I: + [AT7 D]:I:[BT7 C’]:I: (213)

Man beachte, dafl dieses Ergebnis unabhéngig von der Wahl der Referenzzusténde
|1)) und |p) ist.

Beispiel Seien af und a, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, welche die kanoni-
schen Vertauschungsrelationen erfiillen ([a], as]+ = 6,5, usw.). Die erweiterten Zustéinde
|al, ay) sind dann ,normiert“ und bilden beziiglich des p-Produkts einen ,,orthogona-

len®“ Satz:
(a:rw Qg ’ ai'; as/) = 67"7"/635/- (214)
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Definition Eine Menge von Zustidnden {|Y;)}; C Y heifit p-orthonormal, wenn
(Yi|p|Yy) = £615 (2.15)

gilt. Das Vorzeichen sei hier unbestimmt (und zwar sowohl im fermionischen als auch
im bosonischen Fall).

Anmerkungen
1. Ein p-orthonormaler Satz von Zusténden ist notwendigerweise linear unabhéngig.

2. Ein (abzihlbarer) Satz linear unabhéingiger Zusténde {|Y;)}; C Y mit nicht-
verschwindender , pu-Norm“ kann mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens pu-

orthonormiert werden.

3. In diesem Kapitel wird sowohl die Notation des p-Produkts mit runden Klam-
mern wie auch die {ibliche Dirac-Schreibweise des Skalarprodukts mit eckigen
Klammern fiir erweiterte Zustédnde verwendet. Wahrend sich die Schreibweise
als p-Produkt als sehr praktisch im Zusammenhang mit Superoperatorentwick-
lungen erweist, liegt der Hauptvorteil der Dirac-Schreibweise darin, die Hilbert-
Raum-Natur des Formalismusses zu betonen, was ein intuitives Verstédndnis von

Basisentwicklungen und Matrixdarstellungen erlaubt.

2.3 Superoperatoren

Die Bezeichnung , Superoperator” ist in der quantenchemischen und physikalisch-
chemischen Literatur fiir lineare Abbildungen von Fock-Raum-Operatoren gebrauch-
lich. Es ist sehr hilfreich, dieses Konzept auf die erweiterten Zustédnde zu iibertragen
und die Anwendung von Superoperatoren auf den erweiterten Zustand | A, B) iiber die
Wirkung auf die Operatoren A und B zu definieren. Spéater wird klar werden, wie die-
se Definition uns zu einer kompakteren Notation von iterierten Bewegungsgleichungen
und Storungsentwicklungen verhelfen kann. In bestimmten Féllen ist die Anwendung
eines Superoperators dquivalent zur Anwendung eines Operators im Hilbert-Raum Y.
Das alternative Konzept der Operatoren im Y-Raum erlaubt dann Néherungen durch
endliche Basisdarstellungen der Operatoren auf wohldefinierte und durchsichtige Art
und Weise durchzufithren. Im folgenden soll ausschliellich von Superoperatoren die

Rede sein, die folgendermaflen konstruiert sind:
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Definition Ausgehend von einem Fock-Raum-Operator U definieren wir U als die

lineare Abbildung, die einen Operator A auf den Kommutator von U mit A abbildet:
U(A) = [U, A]_. (2.16)

Man nennt U den dem Operator U zugeordneten Superoperator.
Die Anwendung des Superoperators U auf die erweiterten Zustinde | A, B) wird fiir

beliebige Operatoren A und B folgendermaflen definiert:

U|A7B) = |U(A)7B)+‘A70(B))
= |[U A]l_,B)+ | A,[U,B].). (2.17)

Beispiel Sei aﬁ) ein fermionischer Operator wie oben und sei v = 37, vijajaj ein

Einteilchenoperator in zweiter Quantisierung. Dann beschreibt
(af, as |0] al, ag) = VpprBssr — Vg5Brp (2.18)

ein Matrixelement, welches ausschliefllich durch den Operator v und die Einteilchen-
basis bestimmt wird, aber unabhéngig von den Referenzzustinden |¢) und |p) ist.

Eigenschaften Sind die Zustidnde |¢) und |p) Eigenzustinde eines selbstadjungier-
ten Operators U mit Eigenwerten wu,, und u,, so ist die Anwendung des Superoperators
U auf die erweiterten Zustinde vollig dquivalent zur Anwendung des diagonalen Ope-

rators
U = diag(U — uy,uy — Uyt — U @1+ 1uy —1QU, U1 —uy +uy — 10 U). (2.19)

Die Behauptung U| A, B) = U| A, B) soll am Beispiel der Wirkung auf die zweite

Komponente illustriert werden. Weil ) mit U vertauscht, gilt

UIAB)|, = (4| ABQ(uy—U) = (¢|UABQ — (| ABQU

= (|[U,ABJQ = [U| A, B)| (2.20)

.
Definition Man nennt U den dem selbstadjungierten Fock-Raum-Operator U zu-
geordneten erweiterten Operator im Raum Y.

Anmerkungen

1. Die Symbole " und ~ sind als Operationen zu verstehen, die einen Fock-Raum-
Operator auf den entsprechenden Superoperator bzw. Operator im Raum Y ab-
bilden.
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2. Ein dem Superoperator U entsprechender Y-Raum-Operator existiert im allge-

meinen nur dann, wenn |¢) und |p) Eigenzustinde von U sind.

3. Die Operationen " und ~ sind linear in folgendem Sinne: Ist der Operator U durch

eine Linearkombination von Fock-Raum-Operatoren V' und W gegeben
U=aV + bW (2.21)

mit komplexen Zahlen a und b, dann gilt auch fiir den zugeordneten Superope-

rator
U=aV +0bW. (2.22)

Falls weiterhin |¢)) und |¢) Eigenzustédnde von V' und W sind, gilt auch fiir die

zugeordneten erweiterten Operatoren

U=aV +bW. (2.23)

4. Wie man leicht sieht, ist der dem selbstadjungierten Operator U zugeordnete

erweiterte Operator U ebenfalls selbstadjungiert:
(| A,B),ull| C, D)) = (U| A, B), | C, D)). (2.24)

Entsprechendes gilt fiir zugeordnete Superoperatoren.






Kapitel 3

Effektive Zweiteilchenbeschreibung

mit orthonormalen Zustinden

Im vorhergehenden Abschnitt wurde eine in sich geschlossene Einfithrung in den ab-
strakten Formalismus der erweiterten Zustédnde und des p-Produkts gegeben. Viele
wichtige Figenschaften der erweiterten Zustdnde werden aber auch im folgenden Text
erklart werden. In diesem Kapitel wird gezeigt werden, wie man fiir die erweiterten
Zweiteilchenzusténde eine Dyson-Gleichung herleiten und eine Selbstenergie definieren
kann. Diese Herleitung wurde in Referenz [33] fiir das Beispiel der erweiterten Teilchen-
Teilchen-Greensfunktion und in Referenz [35] in dem hier dargestellten allgemeineren
Zusammenhang veroffentlicht. Die vorgestellte Herleitung gilt fiir eine allgemeine Klas-
se von fermionischen wie auch bosonischen erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen.
Die Analogie zur algebraischen Herleitung der Dyson-Gleichung fiir die Einteilchen-
Greensfunktion ( [37], s. a. Abschnitt 1) spiegelt sich im benutzten abstrakten Forma-

lismus wider, welcher die zugrundeliegenden Konzepte deutlich werden 1483t.

3.1 Erweiterte Zweiteilchen-Greensfunktion

Die erweiterten Greensfunktionen G(w) werden nach folgendem Schema aus erweiterten
Zustinden | A, B) und | A, B'), dem verallgemeinerten Anregungsenergieoperator I
und einer Energievariablen w gebildet:

1
w—H
Die Wahl der Operatoren A, A’ und B, B’ bestimmt den Typ des konstruierten Pro-

pagators. Der Hamilton-Operator und der in der Definition der erweiterten Zusténde

G(w)=(A,B]| | A", B'). (3.1)

31
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(2.2) enthaltene Referenzzustand [v¢) legen dagegen das betrachtete physikalische Sy-
stem fest. Im Folgenden werden drei verschiedene Greensfunktionen untersucht werden,
die sich vom formalen Standpunkt aus sehr dhneln, aber die Beschreibung unterschied-

licher physikalischer Situationen erlauben:

(a) Die erweiterte Teilchen-Loch-Greensfunktion wird folgendermaflen defi-

niert: .
GP (W) = (af,ay | ——al,, ay), (3.2)
’ w—H

Sie beinhaltet Informationen iiber teilchenzahlerhaltende Anregungen und
,linear-response“-Figenschaften wie z. B. Polarisierbarkeiten von Molekiilen. Die
ihrer Konstruktion zugrundeliegenden Zusténde |Y,?") = | af, a,) heifilen erwei-
terte Teilchen-Loch-Zustéande.

(b) Die erweiterte Teilchen-Teilchen-Greensfunktion wird durch

1
7}?| al,,al,) (3.3)

(pp)
gr].z?r’s/ (W) = (CLL al |
definiert und kann zur Beschreibung von Zweiteilchen- Anlagerungsprozessen oder
Streuprozessen verwendet werden. Sie wird aus den erweiterten Teilchen-

Teilchen-Zusténden |Y,P)) = |af, al) konstruiert.

(c) Die erweiterte Loch-Loch-Greensfunktion wird definiert durch

1
gr(glz’)’s’ (Ld) = (aT7 Qs ‘ < ‘ Qyr s as’)- (34)
’ —H
Sie erlaubt die Beschreibung von Prozessen, bei denen zwei Teilchen entfernt wer-

den, wie z. B. den atomaren oder molekularen Auger-Zerfall. Die entsprechenden

erweiterten Loch-Loch-Zustinde sind durch |Y,*")) = | a,, a,) gegeben.

Die Operatoren a) und a, bezeichnen hier die kanonischen Erzeuger und Vernichter
fiir Fermionen. Im Folgenden werde ich nicht weiter auf bosonische Greensfunktionen
eingehen, obwohl ein Grofteil der in diesem Kapitel entwickelten Ableitungen auch fiir
bosonische Greensfunktionen gilt.

Als vorldufige Rechtfertigung fiir die oben gegebene Einteilung der erweiterten
Greensfunktionen und erweiterten Zustédnde mochte ich anfithren, dafl die erste oder
physikalische Komponente des Vektors | A, B) geméfl Definition (2.2) durch den

Zustand AB |¢) bestimmt wird. Im folgenden soll der zunéchst nicht néher bestimmte
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Referenzzustand [¢) die exakte Grundzustandswellenfunktion |/} eines wechselwir-
kenden N-Fermionen-Systems beschreiben. Die physikalischen Komponenten der er-
weiterten Zustinde |Y,?") |V, ®P)) und |Y, (")) beschreiben folglich Zustinde mit N,
N + 2 bzw. N — 2 Teilchen. Die iibrigen Komponenten des Vektors | A, B) beschrei-
ben andere physikalische Situationen und sollen als unphysikalische Komponen-
ten klassifiziert werden. Diese zuséatzlichen Komponenten sind niitzlich, da durch sie
die besonderen algebraischen Eigenschaften, die im Folgenden besprochen werden, er-
reicht werden koénnen. Spéter wird ihre Bedeutung insbesondere im Zusammenhang
mit Néherungslosungen genauer untersucht werden.

Die Zusténde {|Y;s)}, deren Indizes r uns s jeweils iiber den gesamten Satz von Ein-
teilchenindizes laufen, spannen den sogenannten primiren Raum oder Modellraum
auf und werden auch primére Zusténde oder Y-Zustinde genannt. Die priméren
Zusténde bilden in jedem der drei oben genannten Fille jeweils einen p-orthonormalen

Satz von Zustédnden (im Sinne von Abschnitt 2.2):

(ajw ag | ai’a as’) - 6’[’1’,658/7 (35)
(CLI, ai ‘ CLI/, ai’) = (ar> Qs ’ Qe as/) = 67"7"/653’ - 67"3’637“’- (36)

Diese Relationen folgen direkt aus der formalen Eigenschaft (2.13) der erweiterten
Zusténde | A, B).

Man beachte, daf sich die obigen Gleichungen auch ohne Benutzung der p-Produkt-
Schreibweise (- | -) schreiben 148t. Stattdessen kann man die tibliche Dirac-Schreibweise
des Skalarprodukts im Hilbert-Raum Y verwenden. In diesem Fall taucht der (in Ab-
schnitt 2.2 definierte) metrische Operator u explizit auf und Gleichung (3.5) wird zu

<Y;(8ph) ’/LD/;(/I;]})) = 67“7"/635/ . (37)

Im Weiteren werden beide Schreibweisen verwendet werden, da jede ihre spezifischen
Vorteile besitzt.

Die Orthogonalitétsrelation (3.5) fiir den Teilchen-Loch Fall (a) unterscheidet sich
von der Relation (3.6) fiir die Félle (b) und (c). Fiir die beiden letzteren Fille driickt
Gleichung (3.6) Antisymmetrie beziiglich der Vertauschung der Einteilchenindizes r
und s, bzw. von r’ und s" aus. Antisymmetrie beziiglich der Vertauschung von Einteil-
chenindizes tritt auch bei den zugehérigen erweiterten Zustinden |Y,?P)) und |Y,(*))
auf, wie in Abschnitt 2.1 gezeigt wurde. Folglich spannen die priméren Zusténde {|Y;) }
in den Féllen (b) und (c) einen Modellraum auf, der isomorph zum physikalischen

Hilbert-Raum fiir zwei ununterscheidbare Fermionen ist. Im Teilchen-Loch-Fall (a)
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hingegen ist diese Symmetrie gebrochen und die priméren Zustéinde {|Y,?")} spannen
einen Modellraum auf, der zum physikalischen Raum zweier unterscheidbarer Teilchen
isomorph ist.

Die oben definierten Zusténde |Y;s) sind Elemente des erweiterten Hilbert-Raums 'Y,
was in Abschnitt 2.1 ausfiihrlich diskutiert wurde. Im Raum Y {ibernimmt der auf dem
iiblichen Fock-Raum-Operator basierende erweiterte Operator H (wie er in Abschnitt
2.3 definiert wurde) die Rolle eines Anregungsenergieoperators. Gleichung (2.19)
zeigt in der Tat, dafl der Operator H auf die physikalische Komponente der Zustédnde
Y,s) wie H — E}’ wirkt, wobei E}Y der Energieeigenwert des N-Teilchengrundzustands
/WYY ist. Man kann folglich sagen, daB H die Energie des Systems relativ zur Grund-
zustandsenergie des N-Teilchensystems mifjt.

Die erweiterten Zweiteilchenpropagatoren (3.2) bis (3.4) sind Projektionen der Re-
solvente des Anregungsenergieoperators H auf die erweiterten Zustinde |Y,s). Man
kann daher, ohne einen der Félle (a), (b) oder (c) zu spezifizieren, durch die folgenden
Matrixelemente eine allgemeine erweiterte Zweiteilchen-Greensfunktion G(w) als
Funktion der Energievariable w und als Matrix in den Zweiteilchenindizes (rs) definie-
ren:

7
——|Yoy). 3.8
= |V (33

grs,r’s’ (W) - <)/'rs|

Diese Gleichung umfafit gewissermafien die zuvor gegebenen Definitionen (3.2), (3.3)
und (3.4).

3.2 Dyson-Gleichung und Selbstenergie

Man kann nun eine Dyson-Gleichung herleiten, indem man die inverse Matrix der
erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktion G,y (w) durch eine Matrixdarstellung des
erweiterten Operators H ausdriickt. Es wurde schon angemerkt, da die priméren
Zustdnde {]Y;,s)} nur einen Unterraum (den priméren Raum) des Hilbert-Raums Y
aufspannen. Zur Begriindung sei angemerkt, dafl die von den Y-Zustdnden représen-
tierten Teilchen-Loch-Anregungen in korrelierten Systemen keine exakten Zusténde
bilden, sondern an Zwei-Teilchen—Zwei-Loch- und héhere Anregungen koppeln. Da die
Zusténde {|Y;s) } p-orthonormal sind, sind sie auch linear unabhéngig und stellen daher
eine Basis des von ihnen aufgespannten Unterraums dar. Die Menge der Paare von Ein-
teilchenindizes (r, s) mufl nun fiir die Teilchen-Teilchen- und Loch-Loch-Fille (b) und
(c) durch die Bedingung r > s eingeschrinkt werden, da hier die Zusténde |Y,) anti-

symmetrisch unter Vertauschung von r und s sind. Im Teilchen-Loch-Fall (a) ist keine



3.2. DYSON-GLEICHUNG UND SELBSTENERGIE 35

Beschrénkung notwendig. Die priméren Zusténde {|Y;,)} konnen zu einer vollsténdi-
gen Basis {|Q,)} D {|Y;s)} des Hilbert-Raums Y erweitert werden. Auflerdem kann

man fordern, daf die Zusténde |Q;) p-orthonormal sind:

(Qrl1|Qs) = £b1,. (3.9)

Da die Metrik p indefinit ist, treten auch Zustdnde mit negativer ,Norm* auf. Dies ist
eine Konsequenz des Sylvesterschen Triigheitssatzes [50]. Die diagonale Uberlappmatrix

0 sei definiert durch
1] = Qi Q). (3.10)

Entsprechend wird die Matrixdarstellung A des erweiterten Operators H durch die

Matrixelemente
[H] = (Qil pH Q) (3.11)

definiert. Durch die Einteilung der Basis { |@)} in die priméren Zusténde {|Y,,)} und
den Rest ergibt sich eine Blockstruktur fiir die Matrix H:

ﬂ: ( gaa gab ) . (3‘12)

gba gbb

Der primére Block H_  ist dabei gerade die Projektion des Operators H auf die
priméren Zustinde {|Y;)}:

= <Y7"s,/iﬁ‘YWS’>' (3.13)

[——aa} rs,r's!

Die erweiterte Greensfunktion G(w) kann nun als ,obere linke Ecke“ einer inversen

Matrix aufgefafit werden:

1
G(w) = Lﬂ_il a (3.14)

Durch diese Gleichung wird letztlich ausgedriickt, dafl man die erweiterte Greensfunk-
tion G(w) als Projektion einer Operatorresolvente auf eine Menge p-orthonormaler
Zustinde auffassen kann. Man beachte, daf die Matrix H hermitesch ist, falls der
Hamilton-Operator H des Vielteilchensystems hermitesch ist, wovon in dieser Arbeit
durchgehend ausgegangen wird. Mit Hilfe von Matrixpartitionierung 148t sich die in-

verse Matrix der Greensfunktion folgendermaflen ausdriicken:

1 1
W] =wl-4, - oo — 1 Lo (3.15)
=
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Diese Gleichung ist eine alternative Formulierung der Dyson-Gleichung und stellt das
wichtigste Ergebnis diese Kapitels dar. Um nun die Zweiteilchen-Selbstenergie S(w) zu
definieren und den Bezug zur iiblichen Darstellung der Dyson-Gleichung herzustellen,
ist die Einfithrung einer stérungstheoretischen Sichtweise notig, in der eine geeignete
Einteilchenbeschreibung (zum Beispiel die Hartree-Fock-Néherung) die nullte Ordnung
definiert. Spiter wird man sehen, daf die Kopplungsblécke H , und H, in einer Ein-
teilchenbeschreibung verschwinden. In diesem Fall ist die erweiterte Greensfunktion die

0)

echte Resolvente des priméren Blocks nullter Ordnung H Em, welcher als Operator im

physikalischen Zweiteilchenraum verstanden werden kann:
1

O () —
G (w) = A= HO (3.16)

Fiihrt man nun die Zweiteilchen-Selbstenergie

_ 0
Swy=H, —HY+ Qab? . (3.17)
=S
ein, so a8t sich Gleichung (3.15) in die folgende Form bringen:
G(w) . (3.18)
w) = : .
= wl-H)) - SWw)
Durch Umformung erhélt man die iibliche Form einer Dyson-Gleichung:
G(w) =g w) + GO W)S(W)G(w). (3.19)

3.3 Der statische und der dynamische Anteil der

Selbstenergie

Die in Gleichung (3.17) definierte Selbstenergie S(w) hat eine &hnliche analytische
Struktur wie die in Abschnitt 1 besprochene Selbstenergie [11,37] der Einteilchen-
Greensfunktion. In der komplexen w-Ebene treten entsprechend dem Eigenwertspek-
trum des sekundéren Blocks H,, Pole erster Ordnung und Verzweigungsschnitte entlang
der reellen Achse auf. Fiir hohe Energien w, die weit auflerhalb des Figenwertspektrums
des Hamiltonoperators liegen hat die Selbstenergie S(w) einen endlichen Limes. Diese
sogenannte statische Selbstenergie S(oo) besteht aus den Beitrédgen hoherer Ord-
nung zum priméren Block A :

S(0)=H, — HY (3.20)

==aa =aa ’
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Diese Gleichung liefert einen geschlossenen Ausdruck fiir die statische Selbstenergie. Th-
re physikalische Bedeutung besteht darin, die Wechselwirkungen und Austauschphéno-
mene zwischen zwei Testteilchen (bzw. -16chern) und der (statischen) Ladungsdichte
des isolierten N-Teilchensystems zu beschreiben. Auch die zusétzlichen, unphysikali-
schen Komponenten der erweiterten Zustdnde nehmen hier Einfluf. Die Diskussion
der statischen Zweiteilchen-Selbstenergien und ihrer physikalischen Bedeutung ist ein
wichtiges Ziel der Kapitel 6 sowie 8.

Der verbleibende energieabhingige Teil M (w) der Selbstenergie wird dynamische

Selbstenergie genannt:

M(w) = S(w) —S(o0) = H,——— 1 (3.21)

—— =——ab _ =ba
“hy, be

Dieser Teil beriicksichtigt die dynamische Korrelation zwischen den Testteilchen und
dem Vielteilchensystem und wird zur vollstdndigen Beschreibung von Zweiteilchen-
anregungen benotigt. Auch in dieser Grofle spielen selbstverstindlich Einfliisse der
unphysikalischen Komponenten der erweiterten Zustédnde eine Rolle.

Wihlt man die Zusténde |Y,s) geméB der drei zu Beginn des Kapitels besprochenen
Fille, dann erhélt man drei verschiedene Sorten von Zweiteilchen-Selbstenergien. Bevor
diskutiert werden soll, inwiefern sich diese Selbstenergien fiir eine effektive Zweiteilchen-
beschreibung diverser Vielteilchenprobleme eignen, soll kurz ein niitzlicher Zugang zur

Berechnung der Selbstenergie skizziert werden.

3.4 Superoperatorentwicklungen

In der bisherigen Argumentation wurde ein Bild von Operatoren benutzt, wie z. B. H
und pu, die im Hilbert-Raum Y auf Zusténde wie |Y,5) und |Q;) wirken. Zur Herlei-
tung von storungstheoretischen Argumentationen ist es dagegen oft niitzlich, auf das
komplementére Konzept von Superoperatoren zuriickzugreifen, die so auf Fock-Raum-
Operatoren wirken, wie es in Abschnitt 2.3 beschrieben wurde. Unter Benutzung des
Superoperators H kann die Definition der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion

aus Gleichung (3.2) folgendermafBen umgeschrieben werden:

1
gr(ls),}i’)’s’ (W) = (CLI, Qs ‘ f{‘ CLI/, as’)- (322)

Die ,,Superoperatorresolvente“ ﬁ definiert man wie iiblich durch Reihenentwicklung.

Die Anwendung von H auf die erweiterten Zustinde | al,, ay) wurde in Gleichung (2.17)
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definiert. Storungsentwicklungen der Greensfunktion und der Selbstenergie gewinnt
man leicht durch Entwicklungen der Superoperatorresolventen in Verbindung mit
Storungsentwicklungen der Referenzzusténde. Fiir die Einteilchen-Greensfunktion wur-
de dieses Verfahren explizit von Kutzelnigg und Mukherjee durchgefiihrt [51]. Sie konn-
ten zeigen, dal man die {ibliche Feynman-Dyson-Reihe auf diese Weise ohne Ausnut-
zung des Wickschen Theorems erhalten kann. Sie konnten auch geeignete Storungsent-
wicklungen angeben, die von Multikonfigurationszustédnden als Referenzzusténden null-
ter Ordnung ausgingen. Thre Techniken kénnen auch auf die erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen iibertragen werden, was sehr hilfreich ist, da das Wicksche Theorem
hier nicht zur Verfiigung steht. Man kann diese Entwicklungen nicht auf dieselbe Weise
wie in Referenz [51] rechtfertigen, da sich die mathematischen Konzepte, mit denen
dort Eigenwertspektren von Superoperatoren beschrieben werden, nicht direkt auf die
erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen iibertragen lassen. Man kann aber leicht
eine entsprechende Argumentation fiihren, indem man die Aquivalenz zwischen dem
Superoperator H und dem Anregungsenergieoperator H ausnutzt (siehe Abschnitt 2.3).

Im folgenden Kapitel sollen einige Eigenschaften wie die Polstruktur sowie eine
Néherung erster Ordnung fiir die Selbstenergie am Beispiel der erweiterten Teilchen-
Loch-Greensfunktion besprochen werden. Im Zusammenhang mit Streupotentialen
werden spéter (Abschnitt 8) auch noch Analogien zwischen der Teilchen-Teilchen- und

der Teilchen-Loch-Selbstenergie diskutiert werden.



Kapitel 4

Formale Eigenschaften der

erweiterten Propagatoren

Verschiedene formale Eigenschaften der im voranstehenden Kapitel definierten erwei-
terten Zusténde, Greensfunktionen und Selbstenergien [Gleichungen (3.2) — (3.4) und
(3.17)] sollen nun diskutiert werden. Insbesondere méchte ich die Bedeutung der ein-
zelnen Komponenten der erweiterten Zustdnde betrachten und auf Auswirkungen der
Erweiterungen eingehen, die sich fiir Entartungen der erweiterten Zusténde und fiir die
analytische Struktur der Greensfunktionen ergeben. In diesem Kapitel wird exempla-
risch nur der Teilchen-Loch-Fall [Fall (a) in Abschnitt 3.1] diskutiert, obwohl sich die
meisten Eigenschaften auch analog auf die anderen Fille iibertragen lassen. Die hier
gegebene Darstellung basiert auf Referenz [34].

Wir betrachten ein nicht nidher spezifiziertes, endliches nichtrelativistisches System
von ununterscheidbaren Fermionen, die {iber statische Zweiteilchenkrafte miteinander
wechselwirken und gegebenenfalls unter dem Einflufl dulerer statischer Felder stehen.
Um Stoérungstheorie zu erméglichen, spalten wir den Hamilton-Operator wie iiblich auf:
H = Hy+ H;. Der Einteilchenoperator Hy = >, ¢; a;f a; wird hier diagonal gewahlt und
definiert die nullte Ordnung der Storungstheorie. Er wird durch die diagonalisierende
Basis der Einteilchenorbitale {|¢;)} und die Einteilchenenergien {e;} charakterisiert.

Der verbleibende Wechselwirkungsanteil

enthélt in der Regel Beitrdge von einem Einteilchenoperator v und einer Zweiteilchen-

Wechselwirkung V:

v o= ZU” ala;, (4.2)
irj

39
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1
5 Z Viju af CL AL (4.3)
Jkyl

l\')

Bei der Mgller-Plesset- Aufteilung des Hamilton-Operators wird die nullte Ordnung H,
durch die Hartree-Fock-Né&herung definiert. Fiir einen nichtentarteten Grundzustand
lauten die Matrixelemente v;; des Einteilchenanteils von H; aus Gleichung (4.2) dann

folgendermaflen:
k

Hier steht Vg5 = Vigg — Vg flir antisymmetrisierte Matrixelemente der Zwei-
teilchenwechselwirkung und n, fiir die Besetzungszahl des Orbitals ¢, in der Slater-

Determinante |®)') der nullten Ordnung des Grundzustands:

) = [ 1)) = [Tnaf fvak). (45)

4.1 Erweiterte Teilchen-Loch-Zustande

In der Definition der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion gms (w) von Glei-

chung (3.2) treten die folgenden erweiterten Zusténde |Y,?") auf:

Qala, |Wg')

(Wy'] ala,Q
(plal @ (U] as — (¢l as @ (¥ | af
al o) ® (¥ | as — as ) ® (V§'] af

YV,¥V) = |af,a,) = (4.6)

Die Wahl des sekunddren Referenzzustands |¢) ist irrelevant fiir die algebraischen
Umformungen des vorangegangenen Kapitels wie auch fiir die folgende Diskussion
der formalen Eigenschaften. Sinnvollerweise konnen fiir |p) z. B. der N-Teilchen-
Grundzustand |¥)’) oder das Vakuum |vak) gewiihlt werden. Die Freiheiten bei
der Wahl des Fock-Raum-Zustands |¢) werden in Abschnitt 8.2 genauer betrachtet.
Der Operator () bezeichnet den Projektor, der auf das orthogonale Komplement des
priméren Referenzzustands |¥)') projiziert.

Die erste Komponente Qala, |¥Y) des erweiterten Teilchen-Loch-Zustands |Y,®M)
bestimmt die physikalischen Situationen, die beschrieben werden sollen. In diesem Fal-
le sind das die teilchenzahlerhaltenden Anregungen des Systems. Die iibrigen Kom-
ponenten sind lediglich notwendig, um die Orthogonalitétsrelation (3.5) zu erfiillen
und damit die Herleitung der Dyson-Gleichung in Abschnitt 3.2 zu ermoglichen. Die
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p-Orthogonalitét (3.5) der erweiterten Zustédnde ist in zweifacher Hinsicht beachtens-
wert: Erstens erstreckt sie sich iiber den gesamten Indexraum von zwei unabhéngigen
Einteilchenindizes, und zweitens gilt sie vollig unabhéngig von den Referenzzustinden
|0 und |p). Die Orthonormalitét gilt daher auch in allen Ordnungen Stérungstheo-

rie.

Es ist hilfreich die nullte Ordnung der erweiterten Teilchen-Loch-Zusténde zu be-
trachten, um zu verstehen, wie die Orthogonalitdt zustande kommt. Die Rolle der
einzelnen Komponenten kann hier auf einfache Weise verstanden werden, wenn wir
fiir den priméren und den sekundéren Referenzzustand die Slater-Determinante |®),
welche die nullte Ordnung der Wellenfunktion |¥{') darstellt, wihlen:

Q(O)alas |25) —ph
Y, PRy (0) — (| ala, Q" = hp . (4.7)
" (@) | af @ (2| as — (2(] as ® (@] al — hp
al |2f) @ (2| as — a, | P() @ (| al « pp, hh

Die auf der rechten Seite gegebene Klassifizierung der Eintrédge bezieht sich auf den
Charakter der Einteilchenindizes. Dabei soll der Index r als Teilchenindex (p) be-
zeichnet werden, wenn er sich auf ein Einteilchenorbital ¢, (x) bezieht, welches in der
Grundzustands-Slater-Determinante |®)') unbesetzt (virtuell) ist. Im Gegensatz dazu
kennzeichnet ein Lochindex (h) ein besetztes Orbital in |®}). Dementsprechend wird
die erste Komponente von |Y,P?)©) in Gleichung (4.7) mit ph klassifiziert, da sie nur
dann beitrdgt, wenn r ein Teilchen- und s ein Lochindex ist. Genauso verschwinden die
zweite und die dritte Komponente falls das Indexpaar (r, s) nicht hp-Charakter besitzt

und die vierte Komponente tragt nur fiir hh- oder pp-Indexpaare bei.

Die Rolle der Komponenten der erweiterten Zustinde |Y,P") 148t sich nun auf
folgende Weise interpretieren: Geméf der Orthogonalitétsrelation (3.7) haben die er-
weiterten Zustdnde immer die u-Norm 1. Da die erste und physikalische Komponente
in nullter Ordnung nur fiir ph-Indexpaare beitrégt, miissen in den anderen Féllen die
iibrigen Komponenten (die Erweiterungen) Beitrdge liefern. Die zweite Komponente
des erweiterten Zustands aus Gleichung (4.6) oder (4.7) ist eine Art symmetrischer
Partner der ersten Komponente und tritt auch im iiblichen Polarisierungspropagator
der traditionellen Vielteilchentheorie auf. Die zweite Komponente alleine liefert einen

negativen Beitrag zum p-Produkt (K(Sph)]u\ﬁ(,lj)% da die Metrik p ein Minuszeichen
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fiir diese Komponente beitrégt:

1 0 00
0 -1 0 0

_ 48

=10 0 10 (48)
0 0 01

Die dritte Komponente des erweiterten Zustands |Y,?")) muB daher diesen Beitrag
iiberkompensieren, um eine positive ,,u-Norm* sicherzustellen. Dies bedeutet aber, daf3
bei einem hp-Indexpaar zwei Komponenten beitragen. Folglich mufl es auch linear
unabhéngige , Partner® der Y-Zustinde mit negativer ,u-Norm“ geben. Spéter wird
man sehen, dafl diese Zusténde, die ich K-Zustédnde nennen werde, in nullter Ordnung
zu den Y-Zustdnden entartet sind und zum energieabhingigen Teil der Selbstenergie
beitragen. Die vierte Komponente der priméren Zustinde |Y,P") triigt in den beiden
iibrigen Fillen von pp- und hh-Indexpaaren bei. Sie enthélt Tensorproduktzustédnde,
wie es auch bei der dritten Komponente der Fall ist.

Auf den ersten Blick erscheint es etwas fragwiirdig, eine indefinite Metrik zu benut-
zen und sich dadurch negative Beitrédge einzuhandeln, die kompensiert werden miissen.
Der Grund fiir diesen seltsamen Mechanismus, mit dem die Orthogonalitétsrelation
(3.7) unabhéngig vom Referenzzustand gewahrleistet wird, liegt darin, da8 die erste
Komponente des erweiterten Zustands |Y,?") zum p-Produkt <K(§’h)\u]Y;(,T)) die Zwei-
teilchendichte des Grundzustands enthélt:

(U] alarQaliay [05) = (U§'| ala,al,ay [05") — (UF'| ala, |95 )(0E'| afray |05). (4.9)

Die zweite Komponente fithrt entsprechende Beitrdge mit einem Minuszeichen ein. Zu-
sammengenommen ergibt sich so der Kommutator [alaw, ai,as/] = asxaléw/ + awai,éssx,
wodurch die Zweiteilchendichten zu Einteilchendichten reduziert werden. Die dritte und

die vierte Komponente kompensieren dann noch die verbleibenden Einteilchendichten.

4.2 Der verallgemeinerte Anregungsenergieopera-

U

tor H

Der Operator H ist der dem Hamilton-Operator H zugeordnete erweiterte Operator
aus Abschnitt 2.3. Er stellt eine geeignete Verallgemeinerung des Anregungsenergie-
operators fiir die erweiterten Greensfunktionen dar. Der Anregungsenergieoperator I

erscheint in den Definitionen der erweiterten Greensfunktion G, , ¢ (w) in Gleichung
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(3.8) und der Matrix H, aus der die Selbstenergie S(w) aufgebaut wird, in Gleichung
(3.11). Bei gewdhnlichen (einkomponentigen) Propagatoren steht an der Stelle von H
normalerweise die Differenz des (Fock-Raum-) Hamilton-Operators H und der Grund-
zustandsenergie EY. Dieser Operator mifit die Anregungsenergie bezogen auf den N-
Teilchen-Grundzustand |¥)/). Da sich die erweiterten Greensfunktionen von den vier-
komponentigen Zusténden |Y;) ableiten, ist der Operator H eine 4 x 4 Matrix. Die fiir
die Teilchen-Loch-Greensfunktion geeignete Wahl ist geméf Gleichung (2.19) gegeben
durch

H - E) 0 0 0

y 0 EY—-H 0 0
- 0 (4.10)

0 0 0

0 0 0 B

mit

A= E,~-Hol+EY-1®H, (4.11)
B = HR1-E,+EY-1®H. (4.12)

Hier bezeichnet E, den zum Referenzzustand |p) gehorigen Eigenwert des Hamilton-
Operators H. Gegen Ende dieses Unterabschnitts wird der Operator H explizit durch
seine Eigenwerte und Eigenzustdnde charakterisiert werden. Zunéchst soll aber noch
auf den zum Anregungsenergieoperator dquivalenten Superoperator eingegangen wer-
den.

Das Matrixelement von H , das auf die erste (und physikalische) Komponente der
erweiterten Zustidnde |Y,.s) wirkt, mifit tatsichlich die Anregungsenergie. Die genaue
Form der anderen Komponenten kann man am besten durch eine Herleitung iiber den
in Abschnitt 2.3 definierten Superoperator H motivieren. H ist der dem Hamilton-
Operator H zugeordnete Superoperator und wirkt auf die erweiterten Zustdnde, indem
er die kanonischen Operatoren af und a, folgendermafien durch den Kommutator mit

dem Hamilton-Operator ersetzt:
I:I‘a:[?aS) = |[H7 a:[]—7a8)+|a:[7[H7 aS]—)' (413)

Falls der Referenzzustand |¢) ein Eigenzustand des Hamilton-Operators H ist, kann
der Superoperator H durch den zugeordneten erweiterten Operator H aus Gleichung
(4.10) ersetzt werden:

H|al,a)) = Hl|al,a,), falls H|p) x |¢). (4.14)
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Wiéhrend das Konzept des (Hilbert-Raum-) Operators H die Méglichkeit erdffnet, die
Matrix H aus Gleichung (3.11) als Matrixdarstellung eines gewohnlichen Operators
zu interpretieren, bietet die dquivalente Formulierung mit dem Superoperator H ein
ansprechendes, alternatives Konzept. Die Superoperatorformulierung bietet nicht nur
eine einfache und einheitliche Moglichkeit, einen Anregungsenergieoperator fiir alle in
dieser Dissertation behandelten Familien von Zweiteilchen-Greensfunktionen zu defi-
nieren, sondern sie vereinfacht auch stérungstheoretische Entwicklungen. Superope-
ratorentwicklungen von traditionellen Vielteilchenpropagatoren sind schon seit vielen
Jahrzehnten ein beliebtes Werkzeug zur Herleitung von Naherungsschemata [19, 52].
Den praktischen Vorteil erkennt man, wenn man den Hamilton-Operator in einen An-

teil nullter Ordnung und einen Wechselwirkungsanteil aufspaltet:
H|al a,) = Hy|al,a,) + Hy|al, a,). (4.15)

Der erste Term auf der rechten Seite 148t sich sehr einfach und vor allem unabhéngig
von Niherungen oder einer bestimmten Wahl fiir die Referenzustinde |¥)') und |p)
in Gleichung (4.6) berechnen:

Hylal,a,) = (e, — &) | al, ay). (4.16)

Die Differenz von Einteilchenenergien e, — e, erscheint hier als eine Art ,Eigenwert“. In
einem ersten Schritt zur physikalischen Interpretation der Zustinde |Y,P")) = |af, a,)
kann man nun den Index r einem Test-Teilchen und den Index s einem Test-Loch
zuordnen, welche mit dem Vielteilchensystem wechselwirken. Ohne Wechselwirkung
bewegen sich die Test-Teilchen wie freie Teilchen (bzw. Locher) und werden durch die
Differenz der Einteilchenenergien e, — ¢, korrekt charakterisiert.

Gleichung (4.16) gilt fur beliebige Referenzzusténde. Sie wird zu einer echten Ei-
genwertgleichung, wenn man in Gleichung (4.6) die Slater-Determinante |®}’) als Refe-
renzzustand wiihlt. Dies bedeutet némlich, daB der erweiterte Zustand |Y,?") = | af, a,)
durch seine nullte Ordnung |Y,?")(©) aus Gleichung (4.7) ersetzt wird. In diesem Fall
kann man den Superoperator H, durch den entsprechenden erweiterten Operator H ©)

welcher die nullte Ordnung des Operators H darstellt, ersetzen (vgl. Abschnitt 2.3):
HOWI)O = (e, — &) [y, 27) . (4.17)

Tatséchlich sind also die erweiterten Zustdnde nullter Ordnung Eigenzusténde der null-
ten Ordnung des Anregungsenergieoperators. Man beachte, dafl die Stérungsentwick-

lung des erweiterten Operators H im Gegensatz zum Superoperator Him allgemeinen
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nicht nach der ersten Ordnung abbricht, da die Grundzustandsenergie E}’ eine allge-
meine Funktion der Wechselwirkungsstirke darstellt.
Schliefllich mochte ich eine explizite Diagonaldarstellung des erweiterten Operators

H in der Form

H =" w,lq){q] (4.18)

angeben und dabei die Eigenvektoren |¢) und Eigenwerte w, charakterisieren. Wenn
man Entartungen zwischen den physikalisch unterschiedlichen Komponentenrdumen
ausschlieft, dann sind die Eigenvektoren von H einkomponentige Zustinde in dem
vierkomponentigen Raum Y, wie man aus den Gleichungen (4.10) bis (4.12) sehen
kann. Die Projektoren |g){(¢g| auf die Eigenzustéinde sind daher zu den 4 x 4 Projek-
tionsmatrizen P, proportional, in denen alle Elemente bis auf das in der i-ten Reihe

und i-ten Spalte verschwinden, welches eins ist. Z. B. ist

(4.19)

W
|
o o oo
o o oo
o~ o o
o o o o

Wihlt man fiir den sekundéren Referenzzustand |¢) = |¥['), dann 148t sich Gleichung

(4.18) explizit folgendermafien schreiben:

e —_—
]

0 o= (B -5 1e)) (] )e,

—_—

+ (Y = BN (W] )( 1w)))R,

+3EY — BN — BN (@ o (ui ) (e e (et )P,
Kyl

+{ S (BN - BV (e o (@] ) (@] o (e )

HyA

P - (e e ) (@ e ) e, (20

Die Notation |g){(g| fiir den Projektionsoperator auf den ,ket“-Zustand |q) wurde hier
allgemeiner mit ( lq) )( {q| ) notiert, da nicht alle Eigenzusténde von H ket-Vektoren
sind, sondern manche aus , bra“-Vektoren (p| oder Tensorproduktzustdnden (p| ® (¢

bestehen. Selbstverstindlich kann man auf Tensorproduktzustinde wie (p| ® (q| ge-
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nauso projizieren, wie man auf ket-Zusténde projiziert. In der fiir diesen Projektions-

operator gewahlten Notation

P=(flou)(ineld)

deuten Pfeile die relevanten Richtungen an, in die Skalarprodukte gebildet werden
konnen. Wenn man in dem gegebenen Beispiel P auf einen Produktzustand (a| ® (b|

anwendet, erhalt man

P((al @ (b] ) = (alp){blg)({p] @ (q])-

Dieser Zustand ist ein zu (p| ® (q| proportionaler Produktzustand mit der Proportio-
nalitdtskonstante (a|p)(b|q).

Alle Summen in Gleichung (4.20) laufen tiber die vollstdndigen Mengen der Eigen-
vektoren der entsprechenden Hilbert-Raume. Insbesondere laufen die Summen iiber
den Index v iiber alle exakten Zustdnde mit N Teilchen, p und A sind die Indizes der
Summen iiber die (N +1)- und & und o die Indizes iiber die (/N —1)-Teilchen-Zusténde.
Wie schon in der Diskussion des Hilbert-Raums Y aus Gleichung (2.8) angesprochen
wurde, konnen Symmetrieiiberlegungen die Anzahl der Zustédnde, die an die priméren
Zusténde koppeln, drastisch verringern. Zusammen mit einem verkleinerten Hilbert-
Raum Y werden auch in der Diagonaldarstellung (4.20) von H weniger Terme benotigt.

Das in Gleichung (4.20) enthaltene Eigenwertspektrum des erweiterten Anregungs-
energieoperators H bestimmt die Polstruktur der erweiterten Greensfunktion, die im
folgenden Abschnitt besprochen wird.

4.3 Die analytische Struktur der erweiterten

Teilchen-Loch-Greensfunktion

Die analytische Struktur der Teilchen-Loch-Greensfunktion G®"(w) als Funktion der
komplexen Variable w wird durch einfache Pole und Verzweigungsschnitte bestimmt,
deren Positionen sich aus dem Eigenwertspektrum des verallgemeinerten Anregungs-
energicoperators H ergeben. Dies siecht man leicht, wenn man den (im Raum Y)
vollstandigen Satz von Eigenvektoren |g) dieses Operators mit Eigenwerten w, in die
Definition von g(ph) (w) [in Gleichung (3.8) oder (3.2)] einsetzt:

Y, v
gﬁISJ’/;)/S/(w) _ Z < rs IQ>mfI<q’ r's > (421>

Z W — Wy
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Abbildung 4.1: Skizze der Polstruktur der erweiterten Greensfunktion G(w) in der
komplexen w-Ebene. Kreuze markieren einfache Pole und Linien Verzweigu?lgsschnitte.
Teil a) zeigt die von der ersten Komponente der erweiterten Zustéinde |Y,%?") herriihren-
den Pole, die bei den physikalischen Anregungsenergien des Systems liegen. Da nur
Anregungen aus dem Grundzustand auftreten, sind alle Energien nicht-negativ. Der
Anfang des Verzweigungsschnittes markiert die Schwellenenergie zur Ionisierung eines
Teilchens. Teil b) zeigt die von der zweiten Komponente eingefiihrten Pole und Schnit-
te. Sie entsprechen den Polen und Schnitten der ersten Komponente gespiegelt an der
imaginédren Achse. Die Beitrige der dritten und vierten Komponente sind in Teil c)

aufgetragen. Im allgemeinen ergibt sich ein Schnitt entlang der gesamten reellen Achse.

Hier bezeichnet m, = +1 die Eigenwerte des metrischen Operators p.

Die Eigenwerte w, und Eigenvektoren |g) wurden schon explizit in Gleichung (4.20)
fiir |p) = |¥Y) und unter der Annahme eines diskreten Eigenwertspektrums angege-
ben. Im allgemeinen fiihren die diskreten Eigenwerte w, von H gemif Gleichung (4.21)
zu einfachen Polen in der erweiterten Greensfunktion. Entsprechend verursachen konti-
nuierliche Anteile im Eigenwertspektrum Verzweigungsschnitte in der Greensfunktion.
Die Uberlappintegrale <q|YT(/T)> konnen allerdings auch verschwinden, wenn die Kom-
ponenten von |Y,P?) aus Symmetriegriinden von exakten angeregten Zustinden oder
ganzen Klassen angeregter Zustédnde entkoppeln. In diesem Fall beeinflussen die zu-

gehorigen Eigenwerte die Polstruktur der erweiterten Greensfunktion nicht.
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Abbildung 4.1 veranschaulicht die Beitrdge der verschiedenen Komponenten zum
Eigenwertspektrum von H und damit zur Polstruktur von G®M (w). Die sich von der
ersten, physikalischen Komponente von H ableitenden Eigenwerte w, sind die exak-
ten (diskreten und kontinuierlichen) Anregungsenergien Eév — E}¥ des untersuchten
N-Teilchen-Systems. Da E}¥ die Grundzustandsenergie darstellt, sind diese Energien
immer positiv. Meistens existieren einige diskrete Anregungsenergien, doch oberhalb
der Schwellenenergie fiir die Ionisierung eines Teilchens ist das Eigenwertspektrum
kontinuierlich. Die zweite Komponente von H spiegelt das Anregungsspektrum der
ersten Komponente auf die negative, reelle Halbachse. Die Anteile des Spektrums,
die von der dritten und der vierten Komponente herriihren, sind nicht so leicht zu
interpretieren. Wie man aus Gleichung (4.20) sehen kann, werden durch diese Kom-
ponenten u. a. die Eigenwertspektren des (N + 1)- und des (N — 1)-Teilchen-Systems
eingefiihrt. Von der vierten Komponente von H kommen insbesondere die Energiedif-
ferenzen (E)™ — EY*') und (EY~' — EY') hinzu. Da das Eigenwertspektrum des
Hamilton-Operators in (N + 1)-Teilchen-Systemen im allgemeinen nach oben unbe-
schrankt ist und von einem kontinuierlichen Anteil abgeschlossen wird, darf man den
Schluf} ziehen, dafl das Spektrum der letzten Komponente des verallgemeinerten Anre-
gungsenergieoperators H die gesamte reelle Achse umfafit. Man kann das auch schon
an der nullten Ordnung sehen, wo die primiren Zustinde |Y,?")©) die Eigenwerte
€, — €5 besitzen. Da die Indizes r und s virtuelle Orbitale oder Streuorbitale mit belie-
biger, positiver Energie bezeichnen konnen, kann die Differenz €, — ¢, jeden beliebigen

(reellen) Wert annehmen.

4.4 Die erweiterte Greensfunktion fiir reelle Argu-

mente

Um die erweiterte Greensfunktion G(w)fiir reelle Argumente w zu definieren, miissen
die Verzweigungsschnitte, die durch das Eigenwertspektrum von H eingefiithrt werden,
von der reellen Achse in die komplexe Ebene hineinverschoben werden. Ublicherweise
erreicht man dies, indem man einen positiven (infinitesimalen) Parameter n einfiihrt,
den man nach allen Rechnungen und formalen Manipulationen durch Grenzwertbil-
dung n — 0% wieder verschwinden 148t. Auf diese Weise 148t sich durch G(E + in)
eine retardierte, bzw. avancierte erweiterte Greensfunktion deﬁnierer: wobei
nun als reelle Energievariable dient. Das Konzept einer retardierten oder avancierten

Greensfunktion wird traditionell mit den Eigenschaften der Fourier-transformierten
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Greensfunktion in der Zeitdarstellung verkniipft. Die Fourier-Transformation von der
Energie- in die Zeitdarstellung kann unter Benutzung des Residuensatzes durchgefiihrt
werden und erzeugt eine Funktion der Zeit, die entsprechend dem Vorzeichen von un
nur fiir positive oder negative Zeiten beitragt [9].

Die formale Definition (3.8) der erweiterten Greensfunktion impliziert eine Sum-
me von Propagatoren entsprechend der verschiedenen Komponenten der erweiterten
Zusténde. Die durch die Produktzustéinde eingefithrten Terme kénnen, wenn wir uns
auf reelle Energien festlegen, durch Faltungen von Einteilchenpropagatoren darge-
stellt werden. Fiir die retardierte Version der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion
gﬁifﬁ%s, (w) aus Gleichung (3.2) erhélt man

G (B +in) =1, (E +in) — I, (E +in)

rsS,r's ’I"STS TS’I"S

1 1 1
+={ (el ar ) + (2 a —al [0}))

E—-FE,+ H+1n E—E,+ H+1n
HUYaf— E1H+mwwmwwwE_%iH+m@m
Holo g B 0 (O e et 1)
ol g W) * lol g e 9} (422

Der Stern * bezeichnet hier die Faltung mit Bezug auf die Energievariable E:
F(E) * / dE'f(E'\g(E — E). (4.23)

Der Teilchen-Loch-Teil II”" , ., (w) und der Loch-Teilchen-Anteil II"? , ., (w) des wohlbe-

rs8,r's rs8,r's

kannten Polarisierungspropagators [9] sind folgendermafien definiert:

h N Q N
L ve(w) = (¥ |aia’"H—+E{)V vas [, (4.24)
7 e(w) = (9] alay OBV T I ala, |UF'). (4.25)

Eine andere Moglichkeit, erweiterte Greensfunktionen fiir reelle Energien zu defi-
nieren, besteht darin, verschiedene Infintesimale in oder verschiedene Vorzeichen fiir in
auf die verschiedenen Komponenten des Propagators zu verteilen. Dies ist z. B. der Fall
bei den sogenannten zeitgeordneten Greensfunktionen der traditionellen Vielteilchen-
Theorie [9]. In dem hier beschriebenen Formalismus kann man eine unterschiedliche
Behandlung der Komponenten erreichen, indem man die imaginéren Infinitesimalen in

mit entsprechend gewidhltem Vorzeichen zu jeder Komponente des verallgemeinerten
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Anregungsenergieoperators H aus Gleichung (4.10) addiert. Dies hat den Effekt, dafl
die Eigenwertspektren der verschiedenen Komponenten in die komplexe Ebene verscho-
ben werden und folglich das Argument w der erweiterten Greensfunktion reell gewéhlt
werden darf. Bei der erweiterten Teilchen-Teilchen-Greensfunktion, die ich in Abschnitt
7 besprechen werde, werden sinnvollerweise die Vorzeichen von in so gewahlt, dafl die
physikalische Komponente (in diesem Fall die pp-Komponente) ein positives Vorzeichen
tragt, wihrend bei allen anderen Komponenten das Vorzeichen negativ gewahlt wird.
Fiir die Fourier-transformierte Greensfunktion in der Zeitdarstellung hat dies die Kon-
sequenz, daf fiir positive Zeiten nur die physikalische Komponente beitréigt, wodurch
eine korrekte Beschreibung von Streuprozessen gewéhrleistet wird.

Bisher wurde nur die Polstruktur der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion
besprochen, die sich unmittelbar vom Eigenwertspektrum des verallgemeinerten Anre-
gungsenergieoperators H ableitet. Formal gesehen, hat die Selbstenergie eine dhnliche
analytische Struktur wie die Greensfunktion, aber die Pole und Verzweigungsschnit-
te erscheinen bei anderen Energien. Der Zusammenhang zwischen der Polstruktur
der Greensfunktion und ihrer Selbstenergie wird natiirlich durch die Dyson-Gleichung
(3.18) bestimmt. Im folgenden Kapitel sollen nun Eigenschaften der erweiterten Selbst-

energie besprochen werden.



Kapitel 5
Eigenschaften der Selbstenergie

Die erweiterte Selbstenergie S(w) kann geméfl Gleichung (3.21) in einen eindeutig be-
stimmten statischen, d. h. energieunabhéngigen Anteil S(co) und den sogenannten

dynamischen Anteil M(w) zerlegt werden:

S(w) = 8(00) + M(w). (5.1)

Wahrend die statische Selbstenergie S(co0) von erster Ordnung ist, trégt der dynami-
sche Teil erst ab zweiter Ordnung Storungstheorie zur Selbstenergie bei. Im Gegen-
satz zur Einteilchen-Greensfunktion, bei der die Selbstenergie ausgehend von einem
Hartree-Fock-Ansatz in erster Ordnung verschwindet, ergibt bereits die erste Ordnung
der Teilchen-Loch-Selbstenergie ein interessantes, nicht-triviales Modell fiir die erwei-
terte Teilchen-Loch-Selbstenergie.

Nach einer kurzen Betrachtung des statischen Teils der Selbstenergie und seiner be-
sonderen Bedeutung fiir Einteilchenpotentiale sollen in diesem Kapitel die Bedeutung
und die analytische Struktur des dynamischen Anteils der Selbstenergie besprochen
werden. Abschliefend werde ich auf die entarteten K-Zusténde eingehen, die eine be-
sondere Klasse der zum dynamischen Teil beitragenden Zustdnde bilden. Das physika-
lische Modell, welches hinter einer Niaherung der Teilchen-Loch-Selbstenergie in erster
Ordnung steht, wird dann ausfiihrlich in Kapitel 6 behandelt werden. Die in diesem

Kapitel vorgestellten Untersuchungen wurden in Referenz [34] veroffentlicht.

5.1 Der statische Anteil

Die statische Selbstenergie S(oo) ergibt sich geméafl der Gleichungen (3.20) und (3.13)

aus dem priméren Block H der Matrix H aus Gleichung (3.12) abziiglich seiner null-

o1
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ten Ordnung. Einen expliziten Ausdruck findet man am leichtesten durch Anwendung

des Superoperator-Formalismusses und unter Verwendung der Definition der erweiter-

ten Zusténde (4.6):
] ., = (d.aH]|al,d)

= (0| |ala,, |H, alay]] |95

el {[H, al] , a:} o) (W | agal [0])

+6rr’<qj(])\]‘ [H> as/] ai ‘\I’év>

+<\Ifév| {H, OLH a, |\I/év>658,

O aral, U )| {[H , av] , al} ). (5.2)

Fiir den Einteilchenanteil Hy + v des Hamilton-Operators H = Hy + v + V vereinfacht
sich dieser Ausdruck zu:

(CLI, Qs |f{0 + f)| CLI/, als) = rr’éss’(gr - gs) + Urr’éss’ - Us’sérr" (53)

In dem Spezialfall eines Systems ohne echte Zweiteilchenwechselwirkung V', in dem
lediglich Wechselwirkungen mit externen Kréften oder gemittelten Einteilchenpoten-
tialen (,mean fields“) beriicksichtigt werden miissen, stellt der einfache Ausdruck (5.3)
die exakte Losung fiir den priméren Block H und somit fiir die statische Selbstenergie
dar. Weiterhin verschwindet in diesem Fall der dynamische Anteil der Selbstenergie, wie
in Kiirze gezeigt werden wird. Folglich ist die Teilchen-Loch-Selbstenergie fiir Systeme

mit Einteilchenwechselwirkungen energieunabhéngig und wird durch den Ausdruck
Srsr’s’ = Urr’é‘ss’ - Us’sérr’ (54)

gegeben. Man beachte, dal diese exakte Losung fiir die Selbstenergie linear (d. h. von
erster Ordnung) in der Wechselwirkung und vollig unabhéingig vom Grundzustand des
Vielteilchensystems oder dem sekundéren Referenzzustand ist. Dies sollte man selbst-
versténdlich fiir effektive Einteilchensysteme auch erwarten. Offensichtlich 148t sich die
Matrix H__ aus Gleichung (5.3) durch eine geeignete Wahl der Einteilchenorbitale dia-
gonalisieren und nimmt dann die Form des Anteils nullter Ordnung 6,,+6s¢ (g!. — €%, an.
Folglich beschreibt die Selbstenergie aus Gleichung (5.4) Teilchen-Loch-Anregungen
in einem System unabhéngiger Teilchen. Die unphysikalischen Komponenten in den
erweiterten Zustéinden |Y,?")) dienen hier gewissermafien dazu, das Pauli-Prinzip zu
umgehen, da die Gleichungen (5.3) und (5.4) Anregungen von jedem Orbital in ein be-

liebiges anderes Orbital erlauben, unabhéngig von der Besetzung dieser Orbitale in dem
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Vielteilchenzustand |¥)'). Dem Auftreten von unphysikalischen, d. h. nach dem Pauli-
Prinzip verbotenen Anregungen, steht die Tatsache gegeniiber, dal die physikalischen
Anregungen schon in erster Ordnung exakt beschrieben werden. In der traditionel-
len Vielteilchentheorie ist dies keineswegs selbstverstdndlich und kann im allgemeinen,
z. B. beim Polarisierungspropagator [9], nur dann erreicht werden, wenn von vornherein
die diagonalisierende Einteilchenbasis zur Darstellung der Propagatoren benutzt wird.
Ein entsprechendes Verhalten gegeniiber Einteilchenpotentialen wie bei der Teilchen-
Loch-Greensfunktion findet man auch bei den anderen in dieser Arbeit behandelten
erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen, sowie bei der traditionellen (zeitgeordne-
ten) Einteilchen-Greensfunktion. Das Verhalten der Einteilchen-Greensfunktion wurde
in Abschnitt 1 angesprochen. Auf eine ausfiihrliche Diskussion der anderen erweiterten
Zweiteilchen-Propagatoren verzichte ich hier, da diese Félle ganz analog zur Teilchen-

Loch-Greensfunktion zu behandeln sind.

Der Grund fiir das erstaunliche Verhalten der erweiterten Selbstenergie gegeniiber
Einteilchenpotentialen 148t sich auf zwei Eigenschaften der behandelten Theorie
zuriickfithren: zum einen auf die Benutzung von orthonormalen Zustédnden bei der
Konstruktion der erweiterten Greensfunktionen, zum anderen auf die Tatsache, dafl
der Anregungsenergieoperator H aquivalent zum Superoperator H ist, was zu leicht
auszuwertenden Kommutatorausdriicken (5.2) fiihrt. Um dies zu verdeutlichen, be-

trachten wir den zu einem beliebigen Einteilchenoperator A = Y, a]A” assoziierten

i Y
Superoperator A. Angewandt auf die erweiterten Zustéinde |Y(PP)) ergeben sich Line-

arkombinationen der priméren Zustéande:

Ay = 1A, all-,a) +al,[A, a]-)

= S (A — Arbii) VM. (5.5)
kl

Folglich verschwinden die p-Produkte mit Basiszustdnden aus dem sekundéren Raum

Q) € {V,&W)}+
(Qi] A, V) =0 (5.6)

und somit auch die nicht-diagonalen Blocke H , und H, . Im Falle eines reinen
Einteilchen-Hamilton-Operators ist die Selbstenergie also in der Tat rein statischer
Natur und liefert die exakten Energieeigenwerte fiir Anregungen vom Teilchen-Loch-
Typ. Die hoheren Anregungsklassen, wie z. B. Zwei-Teilchen—Zwei-Loch-Anregungen

entkoppeln hingegen vollsténdig und tragen nicht zur erweiterten Greensfunktion bei.
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Im allgemeinen Fall eines korrelierten Systems verschwindet der dynamische Anteil
der Selbstenergie natiirlich keineswegs und folglich stellen die Eigenwerte des priméren

Blocks H nur grobe Néherungen fiir die exakten Anregungsenergien dar.

5.2 Der dynamische Anteil

Der dynamische Anteil der erweiterten Selbstenergie M(w) als Funktion der kom-
plexen Energievariable w hat eine analytische Struktur, die der Struktur der zuvor
untersuchten erweiterten Greensfunktion G(w) (siehe Abschnitt 4.3) sehr &hnlich ist.
Die Selbstenergie wurde durch Partitionierung der Matrix H aus Gleichung (3.12) defi-
niert, wodurch sich der Ausdruck (3.21) fiir den dynamischen Anteil ergab. Aus Formel
(3.21) ist ersichtlich, da8 der dynamische Teil der Selbstenergie einfache Pole oder Ver-
zweigungsschnitte an den Stellen hat, an denen der Nenner singuldr wird, d. h. wenn
gilt:

det(w,u —H,)=0. (5.7)
Durch Anwendung einer Ahnlichkeitstransformation, welche die Matrizen b, und H,,
simultan diagonalisiert, kann Gleichung (3.21) in die Form von Gleichung (4 21) ge—
bracht werden. Der Unterschied zwischen Greensfunktion und Selbstenergie ist hier,
daB die Pole und Schnitte der Greensfunktion G(w) bei den (verallgemeinerten) Eigen-
werten der vollen Matrix H erscheinen, Wohingegen die Polstruktur der Selbstenergie
durch die (verallgemeinerten) Eigenwerte des Blocks H,, allein bestimmt wird. Die
Beziehung der Eigenwertspektren des Blocks H,, und der vollen Matrix H hingt we-
sentlich von den Kopplungsblocken 4 , und H, = H lb ab.

Im Grenzfall verschwindender Kopplung H , = 0 ist das Eigenwertspektrum von
H,, eine Teilmenge des Spektrums von H. Gleichzeitig verschwindet aber dann auch
der dynamische Anteil der Selbstenergie und die Selbstenergie wird energieunabhingig.
Dies ist z. B. der Fall, wenn der Hamilton-Operator ein Einteilchenoperator ist und
keine echten Zweiteilchenkrifte enthélt, wie im letzten Abschnitt (5.1) besprochen
wurde.

Im allgemeinen Fall eines vollstédndig korrelierten Systems tragen alle hoheren An-
regungen zur dynamischen Selbstenergie bei. Falls die Kopplung dieser Anregungen
schwach genug ist, liefert bereits die (diagonale) nullte Ordnung der Matrix H,, einen
guten Anhaltspunkt fiir die Lage der Pole der Selbstenergie. Natiirlich konnen durch
die Kopplung die Lage der Pole verschoben und gegebenenfalls auch Entartungen auf-

gehoben werden, wie es fiir den Fall der Einteilchen-Greensfunktion in Referenz [11]
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gezeigt wurde. In der nullten Ordnung der Matrix H,, treten dhnlich wie bei den erwei-
terten Greensfunktionen physikalische und unphysikalische Eigenwerte auf. Wie zuvor
erscheinen die physikalischen Pole der Selbstenergie bei positiven Energien. Sie liegen
iiber der Schwelle, bei der Doppelanregungen (2p-2h) méglich werden. Die Schwelle
fiir Doppelanregungen ins Kontinuum markiert die untere Grenze des physikalischen
Verzweigungsschnittes in der analytischen Struktur der Selbstenergie. Der dynamische
Anteil der Selbstenergie enthélt aber auch verschiedene Pole und Schnitte, die ihren
Ursprung in den unphysikalischen Komponenten der erweiterten Zusténde |Y,(P*)) aus
Gleichung (4.6) haben. Insbesondere die sogenannten K-Zusténde, die im folgenden
Abschnitt eingefiihrt werden, fiihren zu Polen der dynamischen Selbstenergie, die in
nullter Ordnung zu Polen aus dem priméren Block entartet sind. Dies betrifft allerdings
nur einen Teil des Eigenwertspektrums, der bei negativen Energien liegt und ohnehin
unphysikalisch ist. Das Auftreten dieser entarteten K-Zusténde 148t sich auf die Entar-
tung der zweiten und dritten Komponente — beide sind unphysikalisch — der erweiterten
Zustinde |Y,?")) in Gleichung (4.7) zuriickfiihren. Diese beiden Komponenten treten
in den Y-Zustdnden nullter Ordnung gemeinsam auf, werden also gewissermaflen ge-
mischt. Erweitert man nun die Menge der priméren Y-Zusténde um die K-Zusténde, so
erhilt man eine minimale Erweiterung des priméren Blocks H_ , in dem die entarteten
Komponenten entkoppeln konnen. Interessanterweise fiihrt die auf dem Hartree-Fock-
Ansatz aufbauende Ndherung erster Ordnung fiir diesen erweiterten priméren Block
H Z’:(l) zur wohlbekannten ,random phase approximation® (RPA) [9,53-55]. In Ab-
schnitt 6.3 werde ich eine universale unitére Transformation vorstellen, die das erwei-
terte Eigenwertproblem auf die RPA transformiert.

An dieser Stelle mochte ich kurz darauf eingehen, daf8 die Selbstenergie S(w) aus
Gleichung (3.17) durch die Dyson-Gleichung (3.18) oder (3.19) nur fiir solche Energi-
en w vollstindig bestimmt ist, bei denen die Greensfunktion G(w) invertiert werden
kann. Capuzzi und Mahaux haben am Beispiel der Einteilchen-Greensfunktion gezeigt,
daf} die Selbstenergie an isolierten Nullstellen der Greensfunktion modifiziert werden
kann und weiterhin die Dyson-Gleichung erfiillt [38]. Diese Modifikationen kénnen be-
nutzt werden, um Dispersionsrelationen fiir Teile der Selbstenergie mafzuschneidern,
aber sie haben keine physikalischen Implikationen. Die in Referenz [38] gefiihrte Argu-
mentation kann problemlos auf die erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen iibert-

ragen werden.
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5.3 Die entarteten K-Zustiande

Im Folgenden soll beispielhaft eine Klasse von Zustdnden besprochen werden, die au-
Berhalb des Modellraums der priméren Y-Zusténde liegen. Die betrachteten Zusténde
heiflen K-Zustdnde und spielen eine besondere Rolle, da sie in nullter Ordnung zu
Zustédnden aus dem primédren Raum entartet sind, aber in erster Ordnung koppeln.
Die iibrigen Zusténde im sekundéren Raum sind im allgemeinen nicht zu Y-Zusténden
entartet, obwohl zuféllige Entartungen natiirlich trotzdem auftreten konnen.

Es wurde schon frither angemerkt, daf fiir ein gegebenes Indexpaar (r, s) nur ganz
bestimmte Komponenten der primiren Zustinde nullter Ordnung |Y,P?)©) aus Glei-
chung (4.7) entsprechend der Klassifikation der Indizes als p- oder h-Indizes beitragen.
Fiir hp-Indexpaare tragen zwei Komponenten der erweiterten Zusténde gleichzeitig bei
und besitzen dieselben Energien (in nullter Ordnung), da die erweiterten Zusténde in
nullter Ordnung Eigenzusténde des verallgemeinerten Anregungsenergieoperators H
sind. Folglich existiert eine linear unabhéngige, entartete Kombination dieser beiden

Komponenten. Eine geeignete Wahl fiir diese Zustédnde lautet:
0
\/_<CI)N| alan

L5 (@ | af, @ (B an — (@ | an @ (B af) |
0

| KMy = (5.8)

wo die Indizes a bzw. n besetzte (h) bzw. virtuelle (p) Orbitale bezeichnen. Man kann
sich leicht davon iiberzeugen, daf die Zustéinde |[K®") die folgenden Orthogonalitiits-
relationen erfiillen (wobei a, o/ besetzte, n,n’ virtuelle und r und s beliebige Orbitale

bezeichnen sollen):
(K p’”| ) = (PO KEY) = 0, (5.9)
< ’,LL ‘K o) > = _6aa’6nn/- (510)

Die Zustinde |[KP") sind offensichtlich Elemente des zusammengesetzten Hilbert-
Raums Y, liegen aber auflerhalb des primdren Raums (nullter Ordnung), der von den
Zustinden {|Y,PM)©1 aufgespannt wird. Folglich tragen die ,entarteten Zustinde“
| KM zum dynamischen, w-abhiingigen Teil M(w) der Selbstenergie S(w) aus Glei-
chung (3.21) bei, wohingegen die priméren Zustéinde {|Y,?")} die statische Selbstener-
gie S(o0) definieren.

Die Entartung der K- und der Y-Zusténde in nullter Ordnung wird in der Spek-
traldarstellung der vollstéandig wechselwirkenden Greensfunktion aufgehoben. Die ex-

akten Eigenzusténde entkoppeln zu N-Teilchenzusténden in der zweiten Komponente
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und zu Tensorprodukten von (N — 1)- und (N + 1)-Teilchenzustinden in der dritten
Komponente. Auf die Bedeutung der entarteten Zustinde |K®") im Zusammenhang
mit der niedrigsten Ordnung der statischen Selbstenergie S(co) wird in Abschnitt 6.3
noch ausfiihrlich eingegangen werden.

Der Vollstéandigkeit mochte ich noch anmerken, daf sich die K-Zustdnde auch
gemif} der Definition (2.2) als erweiterte Zusténde in der Form | A, B) schreiben lassen.
Der bequemeren Schreibweise halber fiihre ich den Teilchenzahloperator N' = ", a} a;
ein und definiere m = (N — N)? + 1, wobei N die Anzahl der Teilchen im Zustand

| U bezeichne. Die K-Zustinde lassen sich dann auch folgendermafien schreiben:
[KEM) = V2] af, anm™)©. (5.11)

Aufler den K-Zustédnden gibt es noch andere Zusténde nullter Ordnung auflerhalb
des primdren Raumes, die in erster Ordnung an die Y-Zustdnde koppeln. Sie set-
zen sich aus hoheren Anregungen der Komponenten der Y-Zusténde nullter Ordnung
aus Gleichung (4.7) zusammen. Z. B. gibt es Zustdnde mit einer Zwei-Teilchen—Zwei-
Loch-Konfiguration alla:fl,aa/aa |®) in der ersten oder zweiten Komponente, Zustéinde
mit einem Tensorprodukt aus einer Zwei-Loch—Ein-Teilchen- und einer Ein-Teilchen-
Konfiguration in der dritten Komponente, usw. Alle diese Zusténde tragen in zweiter
Ordnung zur dynamischen Selbstenergie bei, da sie in erster Ordnung, d. h. iiber direkte
Zweiteilchen-Coulomb-Wechselwirkung an die Y-Zustédnde koppeln. Hohere Anregun-
gen koppeln entsprechend erst in hoherer Ordnung, wie es auch fiir die Einteilchen-
Greensfunktion der Fall ist [39].






Kapitel 6

Die Teilchen-Loch-Selbstenergie in
erster Ordnung: ein
Naherungschema fiir
Anregungsenergien und

Ubergangsmomente

Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden bis auf Abschnitt 6.3, der auf Referenz [34]
beruht, in Referenz [35] verdffentlicht.

6.1 Einleitung: Niherungsschemata erster Ord-

nung

Die traditionelle Vielteilchentheorie hat verschiedene Standardniherungsschemata zur
Berechnung von Eigenschaften angeregter Atome, Molekiile und Atomkerne hervor-
gebracht. Ausgehend von einer geeigneten Einteilchenbeschreibung wie zum Bei-
spiel der Hartree-Fock-Néherung fiihren diese Verfahren iiblicherweise zu Matrix-
Eigenwertproblemen. Diese liefern dann Naherungen fiir die Anregungsenergien und
die Ubergangsoperator-Matrixelemente des betrachteten Systems. Ausgangspunkt die-
ser Verfahren ist oft der wohlbekannte Polarisierungspropagator [9], eine Zweiteilchen-
Greensfunktion der nichtrelativistischen Vielteilchentheorie. Er setzt sich aus zwei sym-

metrischen Beitrégen zusammen (siehe z. B. [13]), die in den Gleichungen (4.24) und

99
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(4.25) bereits definiert wurden:

Hrsv"”/sl (w) = Hf?,r’s’ (w) + th ! /(W) (61)

rs,r's

Der sogenannte Teilchen-Loch-Beitrag I1P"(w) enthiilt schon die gesamte, physikalisch
relevante Information und hat einfache Pole als Funktion der Energievariablen w bei
den exakten Anregungsenergien des Systems. Der Leser sei daran erinnert, daf§ die
Bezeichnungen ph oder Teilchen-Loch-Teil sich darauf beziehen, dafl dieser Propaga-
tor in nullter Ordnung der Vielteilchen-Stérungtheorie nur dann beitrdgt, wenn r und
r’ Teilchenorbitale (p), d. h. in der Slater-Determinante |®J)) unbesetzte (virtuelle)
Orbitale, und s und s’ Lochorbitale (h), d. h. in der Slater-Determinante besetzte Or-
bitale, indizieren. Der Teilchen-Loch-Anteil beschreibt also vorrangig Anregungen, die
im Einteilchenbild als Anheben eines (fermionischen) Teilchens aus einem besetzten
Orbital in ein unbesetztes Orbital beschrieben werden kénnen. In einem korrelierten
System gibt es allerdings keine vollstandig besetzten oder vollstdndig unbesetzten Ein-
teilchenzustinde und daher trigt der exakte Teilchen-Loch-Teil ITP?* auch fiir andere
Indexpaare (r, s) als Teilchen-Loch-Indizes bei.

Die unterschiedlichen Naherungsschemata konnen nach der Ordnung klassifiziert
werden, in der die Korrelation beriicksichtigt wird. Ein weiteres Kriterium zur Eintei-
lung ist, welche Teile des Polarisierungspropagators gendhert werden.

Ein einfaches N&herungsschema erster Ordnung ist die Tamm-Dancoff-Néiherung
(, Tamm-Dancoff approximation“, TDA [9,55]), die man als Naherung erster Ordnung
an die Matrix-Inverse des Teilchen-Loch-Teils IIP"* sehen kann. Aus quantenchemischer
Sicht 148t sich die TDA auch als Methode auffassen, die sowohl den angeregten als auch
den Grundzustand n&hert. Hierbei werden die angeregten Zustédnde auf dem Niveau
der Konfigurationswechselwirkung mit Einzelanregungen (,,single-excitation configura-
tion interaction“, SCI [56]) gendhert, wiahrend dem Grundzustand eine unkorrelierte
(Hartree-Fock-) Beschreibung zugrundeliegt. Die sogenannte ADC-N&herung (,,alge-
braic diagrammatic construction® [13,18]) ist ein Beispiel fiir eine Familie von syste-
matischen Niherungen hoherer Ordnung fiir den Teilchen-Loch-Teil IIP.

Eine weitere Gruppe von Néherungen ergibt sich bei Hinzunahme des zweiten
Teils des Polarisierungspropagators I1"7. Dieser zu IIP" symmetrische Teil wird Loch-
Teilchen-Teil genannt, weil seine nullte Ordnung verschwindet, wenn nicht sowohl r
und 7’ Lochindizes als auch s und s’ Teilchenindizes sind. Der Loch-Teilchen-Teil tritt
zusammen mit dem Teilchen-Loch-Teil in der bereits ausfiihrlich besprochenen erwei-
terten Teilchen-Loch-Greensfunktion auf. Die Pole von II"? treten im Gegensatz zu I1P"

bei den mit negativem Vorzeichen versehenen Anregungsenergien auf. Das fundamen-
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tale Ndherungsschema erster Ordnung, welches beide Teile des Polarisierungspropaga-
tors gleichermaflen beriicksichtigt, ist die sogenannte ,random phase approrimation*
(RPA [9,53-55]). Unter den vielen verschiedenen Moglichkeiten, die RPA herzuleiten,
mochte ich die Rolle der RPA als Naherung erster Ordnung der Matrixinversen des Po-
larisierungspropagators (6.1) hervorheben. Diese Matrix umfafit jetzt natiirlich zusétz-
lich zu den Teilchen-Loch- auch die Loch-Teilchen-Konfigurationen und hat daher die
doppelte Dimension der entsprechenden TDA-Matrix. Unter den Ndherungsschemata
hoherer Ordnung, die beide Teile des Polarisierungspropagators nahern, mochte ich die
SOPPA- (,,second-order polarization propagator” [12,14,17]) und die EOM- (,,equation
of motion“ [54,57]) Methoden erw#hnen.

Im Bild der Konfigurationswechselwirkung (CI) kann man die RPA so verstehen,
daf} sie die Grundzustandskorrelation zusétzlich zu der in die TDA eingehende Korre-
lation der angeregten Zusténde beriicksichtigt [14,58]. Die Grundzustandskorrelation
geht allerdings auf nichtvariationelle Weise in die RPA ein und es ist daher nicht
sicher, dafl die RPA gegeniiber der TDA verbesserte Resultate hervorbringt. Man
kann im Gegenteil beobachten, dafy die mit RPA genéherten Anregungsenergien in be-
stimmten Féllen schlechter sind als die TDA-Ergebnisse, selbst in Systemen, in denen
die Grundzustandskorrelation eine besondere Rolle spielt. Einige numerische Verglei-
che kann man in den Referenzen [42,59] finden. Tatséchlich werde ich spéter zeigen,
dafl die Grundzustandskorrelation in den RPA-Anregungsenergien nicht konsistent mit
Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie beriicksichtigt wird (siehe auch Referenz [13]).
Desweiteren wird in diesem Abschnitt ein einfaches Modellsystem vorgestellt werden,
fiir das die RPA viel schlechtere Ergebnisse liefert als die TDA. Fiir dieses spezielle
Beispiel liefert die im Rahmen dieser Doktorarbeit entwickelte FOSEP-N&herung (first-
order static excitation potential) die exakten Ergebnisse, obwohl sie auf ein Matrix-
Eigenwertproblem derselben Dimension wie die RPA fithrt. Auch eine stérungstheore-
tische Untersuchung belegt, dafl FOSEP die Grundzustandskorrelation auf konsistente
Weise beriicksichtigt.

Die FOSEP-Methode basiert auf der Ndherung der erweiterten Teilchen-Loch-
Selbstenergie in erster Ordnung, wobei man von der Hartree-Fock-Naherung als nullte
Ordnung ausgeht. Damit stellt FOSEP ein Ndherungsschema erster Ordnung dar, das
sich von einer Erweiterung des Polarisierungspropagators ableitet. Zusétzlich zu dem
Teilchen-Loch- und dem Loch-Teilchen-Anteil treten noch andere Terme auf, die Kom-
binationen aus Einteilchenpropagatoren entsprechen [siche Gleichung (4.22)].

In den folgenden Abschnitten sollen nun die Naherungen erster Ordnung an die

Teilchen-Loch-Selbstenergie ausfiihrlich diskutiert werden. Nach der Definition der
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FOSEP-Niherung und ersten Diskussion des sich stellenden Eigenwertproblems wird
in Abschnitt 6.3 ein erweitertes Eigenwertproblem untersucht, das sich durch Hinzu-
nahme von entarteten Blocken aus der dynamischen Selbstenergie zur FOSEP-Matrix
definiert. Es stellt sich heraus, daf§ dieses erweiterte Eigenwertproblem &quivalent zur
RPA ist. Abschnitt 6.4 behandelt verschiedene Eigenschaften der FOSEP-N&herung
auf rein formalem Niveau. Anschliefend wird die Ndherung an einem sehr einfachen
aber illustrativen Modell iiberpriift und mit der RPA und TDA verglichen.

6.2 Die FOSEP-Naherung

Die erweiterte Teilchen-Loch-Greensfunktion wurde in Abschnitt 3.1 und ihre Selbst-
energie in Abschnitt 3.2 eingefiihrt. Nach Gleichung (3.20) berechnet sich die statische
Teilchen-Loch-Selbstenergie SP(c0) aus dem priméren Block H ., der Matrixdarstel-
lung H des verallgemeinerten Anregungsenergieoperators H im erweiterten Hilbert-
Raum Y. Der primére Block H_ besteht [nach Gl. (3.13)] aus den Matrixelementen
des Operators H (im p-Produkt) beziiglich der erweiterten Teilchen-Loch-Zustinde
Y, 2M):

)] = (YY) = (af, 0| H] ol ). (6.2)

Die nullte Ordnung dieses Ausdrucks ist sehr leicht auszuwerten, da nach Gleichung
(4.17) die p-orthonormalen Zustéinde [Y,%") in nullter Ordnung Eigenzustéinde von H

mit dem Eigenwert ¢, — ¢, sind:

{QSZL)}W gl = {é}rs s = (57“ - 55)67“7"/635/- (63)

Bei voller Wechselwirkung gilt fiir die Matrix H__ der Ausdruck (5.2). Fiir den se-
kundédren Referenzzustand |p) soll in diesem Kapitel der wechselwirkende Grundzu-
stand |¥)') des betrachteten Vielteilchensystems gewiihlt werden. Man iiberzeugt sich
leicht, daf§ die nullte Ordnung des Ausdrucks (5.2) Gleichung (6.3) ergibt. Auch die
Auswertung in erster Ordnung bereitet keine besonderen Schwierigkeiten, da man hier
den wechselwirkenden Grundzustand |¥7') durch die Slater-Determinante |®)') erset-

zen kann. Fiir die Beitréige erster Ordnung zur (statischen) Selbstenergie erhélt man

[ﬁ(oo)}(l) - [ﬂaa} v = Upprbssr — Vgt sOpyps

rs,r's’ rs,r's’

—|—‘/;S/[ST/] (ﬁrns — nrﬁs)(ﬁrlnsf — nr/ﬁsr)

+0ssr Z nk‘/;’k[r’k} — Opyr Z nk‘/s’k[sk]' (64)
k k
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Hier wurde die Notation 77, = 1 —n,. eingefiihrt, wobei n, die Besetzungszahl (0 oder 1)
des Einteilchenzustands |p,) ist. In der Mgller-Plesset-Storungstheorie, wo man von der
Hartree-Fock-N&herung als nullter Ordnung ausgeht, vereinfacht sich die erste Ordnung
noch weiter, da man Gleichung (4.4) fiir das Einteilchenpotential v;; verwenden kann.
Die erhaltene Naherung soll mit der Abkiirzung FOSEP fiir . first-order static excitation

potential“ belegt werden:

{QFOSEP} ‘/rs’[sr’} (ﬁrns - nrﬁs)(ﬁr’ns/ - nr’ﬁs/)- (65)

rs,r's’

Da der energieabhéngige Teil der Selbstenergie erst Beitrdge ab zweiter Ordnung liefert,
stellt éFOSEP die korrekte Néherung der erweiterten Teilchen-Loch-Selbstenergie in
erster Ordnung Mgller-Plesset-Storungstheorie dar. Uber die Dyson-Gleichung definiert
éFOSEP auch eine entsprechende Naherung fiir die erweiterte Greensfunktion. Um die
Pole der erweiterten Greensfunktion in diesem Modell zu berechnen, mufl das folgende

Eigenwertproblem gelost werden:
(e+8™F) X = wX. (6.6)

Die (physikalischen) Eigenwerte w liefern N#herungen fiir die Anregungsenergien des
Systems und der zugehorige Eigenvektor X kann zur Berechnung von Matrixelemen-
ten von Ubergangsoperatoren (Ubergangsmomenten) herangezogen werden. Die Uber-
gangsmomente des Dipoloperators definieren die sogenannten Oszillatorstéarken, welche
von grofer Bedeutung fiir Photoabsorptions- und Photoemmissionsprozesse sind [14].
Bei der erweiterten Teilchen-Loch-Greensfunktion wie auch beim herkommlichen Po-
larisierungspropagator lassen sich Ubergangsmomente aus den Residuen der Pole des
zugehorigen Ubergangs berechnen. Die FOSEP-Niherung fiir Ubergangsmomente lau-
tet

<\I’(J)V’ T ‘\I’u>FOSEP — Z Tiny

2 i (6.7)
ij

wobei T die Matrixelemente des (Einteilchen-) Ubergangsoperators T = 3_;; T ala;

sind. X/; bezeichnen die Komponenten des zur Anregung in den Zustand |[¥,) gehori-

gen Eigenvektors.

Aufgrund der in den priméren Zustinden |Y,P")) enthaltenen Erweiterungen ent-
sprechen jedoch nicht alle Eigenwerte und -vektoren aus Gleichung (6.6) , physikali-
schen“ Anregungen. Ein besseres Verstindnis der Zusammenhénge kann man erlangen,
wenn man sich die besondere Blockstruktur des Eigenwertproblems vor Augen fiihrt.

Diese zeigt sich, wenn man die Menge der Indexpaare entsprechend der Besetzung der
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einzelnen Orbitale aufteilt. In nullter Ordnung bleibt nur die Diagonalmatrix ¢ iibrig
und die Aufteilung in ,, physikalische“ und ,, unphysikalische“ N&herungen ist offensicht-
lich, da der Grundzustand des betrachteten Systems durch eine Slater-Determinante
gendhert wird. In diesem Fall sind Anregungen eines einzelnen Teilchens nur dann
physikalisch moglich, wenn sie aus einem besetzten in ein unbesetztes Orbital erfolgen.
Daher ist nur der ph-ph-Block physikalischer Natur. In der (FOSEP-) Niherung erster
Ordnung hat die Sdkularmatrix die folgende Struktur:

ghh 0 0 0 «— hh
0 eh4+V W 0 h

£ + SFOSEP _ g j;: =, «—Dp . (6.8)
= = o W "4V 0 | «<hp
0 0 0 ghp «— pp

Der Stern (*) soll an dieser Stelle fiir die komplexe Konjugation stehen. Die Tilde (7)
bezeichnet die simultane Transposition der beiden Indexpaare, die ein Matrixelement
kennzeichnen, was lediglich eine Umnummerierung der Reihen und Spalten der ent-

sprechenden Matrix zur Folge hat:

4], =4,

Zuniéchst stellt man fest, daB die FOSEP-Selbstenergie QFOSEP fiir Indexpaare,
bei denen beide Orbitale besetzt (hh) oder beide unbesetzt (pp) sind, gar nicht bei-
tragt. Folglich entkoppeln die hh-hh- und pp-pp-Blocke vom Rest der Matrix und das
Eigenwertproblem (6.6) wird fiir diese Blocke, die ohnehin schon diagonal sind, trivi-
al und liefert einfach die Differenzen der Hartree-Fock-Orbitalenergien. Offensichtlich
werden diese Blocke in erster Ordnung nicht korreliert. Die Entkopplung der hh-hh-
und pp-pp-Blocke ist allerdings eine Besonderheit der Mgller-Plesset-Partitionierung
des Vielteilchen-Hamilton-Operators einerseits und der speziellen Wahl der erweiterten
Zustinde |Y,PM) (mit |W)) als primirem und sekundirem Referenzzustand) anderer-
seits. Wéhlt man insbesondere den sekunddren Referenzzustand anders (z. B. bietet
sich |¢) = |vak) an), dann findet keine Entkopplung statt, wie man leicht ausgehend
von Gleichung (5.2) nachrechnet. Die Entkopplung fiihrt zu einer beachtlichen Verrin-
gerung des numerischen Aufwands bei der Losung des Eigenwertproblems und recht-
fertigt daher die getroffene Wahl. Viele der im Folgenden besprochenen Eigenschaften
der FOSEP-Néaherung lassen sich jedoch leicht auf andere Fille verallgemeinern.

Der ph-Block der g-Matrix gph enthélt die Energien, die zu den einfachen Teilchen-
Loch-Anregungen im Einteilchenbild gehoren:

"] = bumbas(en — ca). (6.9)

na,mg



6.2. DIE FOSEP-NAHERUNG 65

Die Indizes a und 3 kennzeichnen hier besetzte (h), n und m unbesetzte Orbitale (p).

Der Beitrag der Wechselwirkungsmatrix

Y. ....s = Vaslam (6.10)

im ph-ph-Block beschreibt die Wechselwirkung der unkorrelierten Slater-Determinante
mit einer einfach angeregten Konfiguration. In der Tat liefert die Diagonalisierung des
ph-ph-Blocks gP" + V alleine die wohlbekannte Tamm-Dancoff-Néherung (TDA) [9].
Die Kopplung W an den hp-hp-Block kann man als Einbeziehung der Grundzustands-
korrelation verstehen. Diese Aussage soll spater anhand von stérungstheoretischen Ar-
gumenten noch untermauert werden. Eine dhnliche Kopplung tritt auch in der RPA
auf [9]. Die Beziehung zwischen der vorgestellten FOSEP-N#herung und der RPA wird
im weiteren Verlauf dieses Kapitels, insbesondere in Abschnitt 6.3, noch detailliert
erlautert werden.

Der hp-hp-Block alleine scheint keinen physikalischen Charakter zu haben. Die An-
regungsenergien nullter Ordnung sind negativ und resultieren von der Erzeugung eines
Lochs in einem virtuellen Orbital und eines Teilchens in einem besetzten. Allerdings
koppelt der hp-hp-Block iiber die Matrix

W, g = ~Vamies (6.11)

an den physikalischen ph-ph-Block und fiihrt dadurch zusétzliche Korrelation in die
Tamm-Dancoff-Anregungsenergien ein.

Aufgrund der angesprochenen Entkopplung der pp- und hh-Blocke bleibt ein Eigen-
wertproblem zu l6sen, welches die Blocke der FOSEP-Matrix mit ph- und hp-Indizes

umfafit:

€

MFOSEP — | grOSEP (gph -1-*2 W ~*) (6.13)

[\%)
Il

ph- und hp-Blscke w —gph Vv

Im Gegensatz zur RPA findet man hier ein hermitesches Eigenwertproblem das immer
reelle Eigenwerte liefert. In den meisten Fallen wird die Matrix M FOSEP sogar reell-
symmetrisch sein.

Solange die Wechselwirkung schwach genug bleibt, lassen sich ,,physikalische® und
»unphysikalische* Eigenwerte der FOSEP-Matrix M FOSEP am Vorzeichen dieser Ener-
gien unterscheiden. Auch bei stérkerer Wechselwirkung mag diese Unterscheidung im-

mer noch zutreffen. Dies kann man leicht an einem einfachen Modell verstehen, wo der
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MFOSEP

ph-ph-Block die Dimension 1 hat und alle Matrixelmente reell sind: ist dann

eine 2 X 2-Matrix und ihre Eigenwerte lauten

£y/erh® + W2 4+ V.

Man erhélt also einen positiven und einen negativen Eigenwert vorausgesetzt, dafl
V2 <t W

gilt. Diese Bedingung sagt nun, dafl der schon in der TDA eingefiihrte Beitrag der
Korrelation V klein genug sein mufl im Vergleich zur Anregungsenergie in nullter Ord-
nung und dem zusitzlichen Wechselwirkungsterm W. Wenn diese Bedingung verletzt
wird oder allgemeiner gesagt die Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte in
einer gegebenen Symmetrie nicht gleich sind, dann kann es nétig sein, die Eigenvekto-
ren heranzuziehen, um zwischen physikalischen und unphysikalischen Eigenwerten zu
unterscheiden. Trotzdem kann man wohl im allgemeinen die ,, physikalische* Ndherung

durch die obere Halfte der Eigenvektoren definieren.

6.3 Das erweiterte Eigenwertproblem erster Ord-
nung und die RPA

Die im vorangegangenen Abschnitt definierte FOSEP-Né&herung stellt eine gewisserma-
Ben natiirlich vorgegebene erste Niherung an die Teilchen-Loch-Selbstenergie SP(w)
und daher auch an die Matrix A dar. Andere Ndherungen erhélt man zum Beispiel,
indem man die Menge der priméren Zusténde (Y-Zusténde) erweitert, und somit einen
grofleren Block der Matrix H néhert. Ein spezielle Ndherung, die in diese Kategorie
fallt und die bereits besprochenen K-Zustédnde (5.8) mit einbezieht, soll in diesem
Abschnitt vorgestellt werden. Ich werde zeigen, dal das resultierende erweiterte Eigen-
wertproblem mit Hilfe einer unitdren Transformation in das RPA-Eigenwertproblem
transformiert werden kann.

Wir betrachten dieselbe Néherung erster Ordnung an den Block H_ , der die
FOSEP-Naherung definiert, und beziehen zusétzlich die Kopplung an die K-Zustédnde
aus Gleichung (5.8) mit ein. Die Zustinde |K®") stellen aufgrund ihrer in Ab-
schnitt 5.3 diskutierten Entartung zu den Y-Zustdnden eine sinnvolle minimale Er-
weiterung der Menge der primiren erweiterten Zustinde {|Y, ")} dar. Gemi8 der
Gleichungen (3.9) bis (3.11) erhélt man nun zusétzlich einen Block H,, und die Kopp-

lungsblocke H , und H, . Die Matrixelemente dieser Bldcke bis zu erster Ordnung
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berechnen sich zu

(1) N
[éba} = <K£gg)| /LH|}/7“€sph)>(0) = _\/ivas[rm} (nr - ns), (614)

}mﬁ’ﬁ’f s

am,a’m’

H

==bb = —baaOmm (Ea = Em) = 2Vams[arm)- (6.15)

Unter Beachtung der Blockstruktur der Matrix H = in der FOSEP-Ndherung sieht
man, daf3 die pp-pp- und hh-hh-Blocke der priméren Matrix auch nicht an die K-
Zusténde koppeln. Die Struktur der nun betrachteten Néherung an die Matrix H sieht

also folgendermaflen aus:

* 00 0 0\ «hh
0 « x 0 =x — ph
H*=1|0 0 —hp . (6.16)
0 0 = 0 «— pp
0 « x 0 x /) «— K(hp)

L&aBt man die nicht an den Rest der Matrix koppelnden hh- und pp-Reihen und Spal-
ten weg, bleibt eine 3 x 3-Blockmatrix mit quadratischen Blocken iibrig, die man auf

folgende Weise schreiben kann:

S VA 14 VoW \ < ph
ﬂext _ E _Eph Vv \/EL — hp . (617)
V2W V2V e 2V )« K(hp)

Die Matrix nullter Ordnung " und die Kopplungsblicke erster Ordnung V. und W
sind wie in Abschnitt 6.2 definiert. Der Einfachheit halber wurde angenommen, daf
alle Matrixelmente reell sind. Auflerdem wurden hier die Zeilen und Spalten der Blocke
in den mit hp und K (hp) gekennzeichneten Zeilen vertauscht, wodurch die Tilde (7)
gegeniiber Gleichung (6.8) wegfillt.

Das Eigenwertproblem der verbleibenden Matrix M lautet
M™'z =wSz. (6.18)

Die diagonale Uberlappmatrix S ist der zu M** passende Teil der Matrix p aus Glei-

chung (3.10), die in Blockschreibweise folgendermaflen aussieht:

10 0 «— ph
S=10 1 0 «— hp . (6.19)
00 —i — K(hp)
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Man kann nun das Eigenwertproblem (6.18) unter Beibehaltung der Eigenwerte mit

einer Transformationsmatrix I transformieren, die orthogonal beziiglich der Metrik S

ist:
I'sT=3 (6.20)
Mit Hilfe der inversen Matrix
I'=5"I's (6.21)
148t sich Gleichung (6.18) umformulieren und ergibt dann
I'M*TT 'z =wl'STT 'z (6.22)
Fiithrt man nun die folgenden Groflen ein
M' = T'M™T, (6.23)
z = z_lg, (6.24)
dann erh&lt man fiir die transformierte Eigenwertgleichung
My’ =wSz'. (6.25)
Mit der speziellen Wahl
1 0 0 — ph
T=(0 v21 1 — hp (6.26)
0 1 —v21/) « K(hp)

fiir die Transformationsmatrix 148t sich das Eigenwertproblem (6.18) weiter entkoppeln:

Mty 0 W
M = 0 —gPh 0 : (6.27)
w0 £+ V

LaBt man die entkoppelte mittlere Reihe und Spalte dieser Blockmatrix weg, so bleibt
das folgende 2 x 2 Blockmatrix-Eigenwertproblem iibrig:

éph + L _l "
W owhgy )E T

Dies ist das RPA-Eigenwertproblem, auf welches anschliefend noch néher eingegangen

O =

-1

0 ) z”. (6.28)

werden soll und wie es in &hnlicher Notation in Referenz [60] diskutiert wird.
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Wie wir gesehen haben, fiihrt also die in diesem Abschnitt besprochene Néherung
H Z’: an die Matrix H zur RPA. Vom Standpunkt der Selbstenergie aus wird in dem hier
diskutierten Modell der statische Teil der Selbstenergie wie in der FOSEP-N&herung
beschrieben und zusétzlich ein Teil der dynamischen Selbstenergie hinzugenommen.
Im dynamischen Teil der Selbstenergie werden allerdings nur die in nullter Ordnung
zu den priméren Zustédnden entarteten K-Zustédnde beriicksichtigt. Die resultierende
Néherung (die RPA) ist selbstverstiandlich genau wie die FOSEP-Niherung von erster
Ordnung. Zur zweiten Ordnung wére die Beriicksichtigung aller in erster Ordnung an
die priméren Zustédnde koppelnden Konfigurationen im sekundéren Raum notwendig,
so z. B. die Kopplung an 2p-2h-Anregungen.

Es ist leicht zu zeigen, dafl die aus der Néherung A Z’: resultierende Beschreibung
der Ubergangsmomente die RPA ergibt. Die so geniherten Ubergangsmomente haben
folglich auch alle Eigenschaften der RPA, wie z. B. die Aquivalenz von ,,length-“ und
,velocity-Form“ der Dipol-Ubergangsmomente, auf die ich in Abschnitt 6.4.6 noch

néher eingehen werde.

6.4 Eigenschaften der FOSEP-Niherung

In diesem Abschnitt sollen einige allgemeine Eigenschaften der FOSEP-N&herung be-
sprochen werden. Um den Zusammenhang mit den bekannten N&herungsschemata
TDA und RPA zu beleuchten, werde ich die RPA kurz in die bisher benutzte Notation
umschreiben. Anschliefend sollen zwei fundamentale Invarianzen betrachtet werden,
die FOSEP mit der RPA und der TDA teilt, ndmlich die Groéflenkonsistenz und die In-
varianz unter unitiren Transformationen der Einteilchenbasis. Um die Unterschiede der
drei Ndherungen zu untersuchen, wird eine storungstheoretische Analyse der N&herun-
gen fiir Anregungsenergien und Ubergangsmomente durchgefithrt werden. Zum Schluf
wird noch die Aquivalenz zwischen ,length-“ und ,velocity-Form* der Dipol-Uber-

gangsmomente angesprochen.

6.4.1 Bezug zur RPA

Die RPA [9,55] zur Berechnung von Anregungsenergien und Ubergangsmomenten in
endlichen Fermi-Systemen kann auf viele verschiedene Weisen hergeleitet und verstan-
den werden. Traditionell wird die RPA durch die unendliche Summation von Diagram-
men eines bestimmten Typs in der Feynman-Dyson-Stérungsreihe des Polarisierungs-
propagators hergeleitet [53]. Alternativ kann man die RPA aber auch als Ndherung
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erster Ordnung an den Integralkern der Bethe-Salpeter-Gleichung [61] oder als speziel-
le N&herung erster Ordnung an die Bewegungsgleichung des Polarisierungspropagators
verstehen [14,54]. Hier mochte ich die RPA in einer Form vorstellen, die einen Vergleich
mit FOSEP erméglicht.

Die auf der Hartree-Fock-Naherung als nullter Ordnung aufbauende RPA ist durch
das folgende Eigenwertproblem definiert [60]:

(em+R)z=wmz (6.29)

Die Matrixelemente von ¢ sind wie in Gleichung (6.3) definiert, aber die Indexmenge fiir
alle Matrizen und Vektoren ist hier auf Paare von Einteilchenindizes eingeschriankt, die
entweder ph- oder hp-Charakter haben (also entweder unbesetzt-besetzt oder besetzt-
unbesetzt). Der RPA-Kern R besteht aus den Matrixelementen R,y = Vg5 und

die metrische Matrix m aus

[@} rorls! = 67‘7"635/ (ﬁrns - nrﬁs)- (630)

Man beachte, dal m in Blockschreibweise folgendermaflen geschrieben werden kann:

- ( 0 ) | 631

-1
wobei jeder Block dieser Matrix die Dimension eines ph- (bzw. hp-) Blocks hat.

[&:

D =

Das RPA-Eigenwertproblem hat also dieselbe Dimension wie die FOSEP-Gleichungen
(6.12). Der entscheidende Unterschied besteht im Auftreten der indefiniten Metrik m im
RPA-Fall, wodurch die RPA-Gleichungen zu einem nichthermiteschen Eigenwertpro-
blem werden. Als Konsequenz dieser Nichthermitezitdt kann die RPA instabil werden
und komplexe Eigenwerte liefern [14]. Der RPA-Kern R ist auf folgende Weise mit der
FOSEP-Selbstenergie QFOSEP verkniipft:

éFOSEP — ﬁ@ (632)

&

Fiithrt man die Matrix

MRPA —

licn
B

eh+V W
+ SFOSEP = (— T ) (6.33)

ph und hp Blocke

mit derselben Nomenklatur wie in den Gleichungen (6.10) und (6.11) ein, dann l&8t
sich das RPA-Eigenwertproblem folgendermaflen schreiben:

MR g = wma! (6.34)

IS
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mit 2’ = maz. Vergleicht man nun die RPA-Gleichungen (6.34) und (6.33) mit dem
FOSEP-Eigenwertproblem (6.12) und (6.13), so féllt auf, daf$ beide Gleichungssysteme
dieselbe Dimension besitzen und dieselben Ausgangsdaten benétigen und der Unter-
schied eigentlich nur in einigen Minuszeichen besteht. Bevor die sich daraus ergebenden
Unterschiede beider Ndherungen eingehender untersucht werden sollen, mochte ich die
Aufmerksamkeit des Lesers auf zwei grundlegende Eigenschaften richten, die fiir beide

Néherungen zutreffen.

6.4.2 Groflenkonsistenz der FOSEP-Né&herung

Die Frage der Groflenkonsistenz einer Vielteilchenmethode besteht darin, ob die resul-
tierenden Naherungen fiir physikalische Groflen korrekt mit der Gréfle des untersuchten
Systems skalieren [62,63]. Diese Frage ist schwer in voller Allgemeinheit zu beantwor-
ten. In der Regel mufl man sich auf einfache Modelle oder numerische Rechnungen
beschranken. Trotzdem wird die Frage der Groflenkonsistenz bei Anwendungen auf
grofle oder ausgedehnte Systeme sehr wichtig.

Im Bereich endlicher Systeme (z. B. fiir Molekiile) ist das Modell der separier-
ten Fragmente sehr hilfreich, um das Skalierungsverhalten eines Niherungsschemas
zu {iberpriifen. Betrachten wir dazu ein Vielteilchensystem, das aus zwei oder mehr
getrennten (nicht-wechselwirkenden) Teilsystemen (Fragmenten) besteht. Grofienkon-
sistenz der Anregungsenergien und Ubergangsmomente bedeutet dann, daf eine An-
regung, die an einem Teilsystem lokalisiert ist, mit demselben Ergebnis genédhert wird,
wenn das Néherungsschema auf das gesamte System oder nur auf das betroffene Frag-
ment angewandt wird. Eine ausreichende aber nicht notwendige Bedingung fiir diese
Eigenschaft ist, dafl die Sdkulargleichungen des Néherungsschemas bei lokalen Anre-
gungen an Subsystemen in unabhéngige Gleichungssysteme fiir die Fragmente zerfallen.
Diese a priori-Entkopplung von unabhéngigen lokalen Gleichungen nennt man Sepa-
rabilitdt [64].

Die Separabilitdt von FOSEP und RPA beweist man mit den folgenden Argumen-
ten: Im Modell der separierten Fragmente ist der Hamilton-Operator des Gesamtsy-
stems eine Summe aus den Hamilton-Operatoren der Subsysteme. Dies impliziert, dafl
die (Hartree-Fock-) Einteilchenzustinde ¢, lokal fiir jedes Fragment gewéhlt werden
konnen und dafl die Matrixelemente der Zweiteilchen-Wechselwirkung V;;z; verschwin-
den, wenn nicht alle vier Indizes 4, j, £ und [ Orbitale bezeichnen, die zum selben
Subsystem gehoren. Aus den Definitionen der FOSEP-Matrix (6.5) und (6.13) und
der RPA-Matrix (6.33) wird daher sofort klar, dal beide Methoden separabel sind und
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man sie daher auch als gréoflenkonsistent bezeichnen kann. Dieselben Argumente treffen
auch auf die TDA zu, auf die sich FOSEP und die RPA im Falle des Verschwindens des
Kopplungsblocks W reduzieren, wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wurde. Im Falle von nicht-
lokalen Anregungen (bei denen ein Loch an einem bestimmten Fragment lokalisiert ist
und ein Teilchen an einem anderen) werden die Anregungsenergien in allen drei Sche-
mata durch Differenzen der Einteilchenenergien gendhert. In diesem Fall stimmt das
Niveau der Ndherung mit dem auf Koopmans Theorem beruhenden Schema iiberein,
welches eine in erster Ordnung Storungstheorie konsistente Beschreibung liefert. Ich
mochte hier noch darauf hinweisen, dafl die Separabilitédtseigenschaft fiir die genaueren
Néherungsmethoden der Vielteilchentheorie wie z. B. fiir die CI-Methode [56] in keiner

Weise selbstverstandlich ist.

6.4.3 Unitiare Transformationen der Einteilchenbasis

Um den Einflul der endlichen Néaherung der zugrundeliegenden Einteilchenbasis
von den systematischen Unzulénglichkeiten eines N&herungsschemas unterscheiden zu
konnen, ist es wichtig, dal die Niaherung invariant unter Rotationen (d. h. unitéren
Transformationen) der zugrundeliegenden Einteilchenbasis ist. Eine globale Invarianz
ist nur fiir sogenannte , exakte“ Methoden wie ,,full CI* ! selbstverstéindlich. Systema-
tisches Abschneiden der CI-Matrix, bei dem man Einfach-, Doppel- oder Dreifachan-
regungen beziiglich einer gegebenen Referenzkonfiguration mitnimmt, sind immerhin
noch invariant unter solchen Transformationen, die besetzte und virtuelle Orbitale nicht
miteinander mischen. Eine derartige Invarianz trifft auf storungstheoretische Propaga-
tormethoden im allgemeinen nicht zu. Die FOSEP-Methode wie auch die RPA und
die TDA teilen diese Invarianz mit der CI-Methode, wohingegen die Naherungsver-
fahren hoherer Ordnung dies normalerweise nicht tun. Bei der SOPPA-Methode, einer
Néherung zweiter Ordnung an den Polarisierungspropagator, wurden die Einfliisse von
Rotationen der Einteilchenbasis numerisch untersucht [65].

Eine physikalische Motivation fiir eine Modifikation der Einteilchenfunktionen kann
man daraus beziehen, dafl die virtuellen Hartree-Fock-Orbitale ein zuétzliches Teil-

chen in einem gemittelten Feld beschreiben und daher eher diffuse Funktionen darstel-

IMit ,,full configuration interaction (full CI)“ bezeichnet man die Diagonalisierung des Vielteilchen-
Hamilton-Operators in einer Basis, die sich aus allen moglichen Slater-Determinanten (Konfiguratio-
nen) aus einer gegebenen endlichen Einteilchenbasis mit vorgegebener, fester Teilchenzahl zusammen-
setzt. Die zugrundegelegte endliche Einteilchenbasis kann die Physik natiirlich nur ndherungsweise

beschreiben, aber darauf aufbauend wird dann das Vielteilchenproblem exakt gelost.
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len, wohingegen die wesentlichen Effekte der Korrelation eher bei kleinen Absténden
auftreten, da hier Abschirmungseffekte noch nicht so wirksam sind wie bei gréfleren
Abstéanden. Folglich kann man hoffen, durch Transformation auf Orbitale, die stéarker
lokalisiert sind als Hartree-Fock-Orbitale, eine bessere Beschreibung der Korrelation

zu erreichen.

In einem storungstheoretischen Ansatz kann eine unitdre Transformation in der
Menge der virtuellen Einteilchenzusténde realisiert werden, indem man ein (hermite-
sches) Einteilchenpotential zu Hy aus Gleichung (1.20) addiert, das nur auf die virtu-
ellen Zustdnde Einflu nimmt. Dieses Einteilchenpotential wird von H; aus Gleichung
(4.1) wieder abgezogen. Die neue Einteilchenbasis wird dann als die Orbitalbasis de-
finiert, die den modifizierten Hamiltonoperator nullter Ordnung diagonalisiert. Offen-
sichtlich ist nun die neue Basis mit der urspriinglichen durch eine unitére Transforma-
tion verkniipft, welche die besetzten Einteilchenzustdnde nicht verdndert und auch die
Slater-Determinante |®7') unberiihrt 148t, wodurch die Unterscheidung zwischen be-
setzten und virtuellen Orbitalen erhalten bleibt. Aus den Definitionen (6.3) und (6.5)
der Matrizen g und QFOSEP kann man sehen, dafl eine solche Transformation der Ein-
teilchenbasis auch eine unitidre Transformation der Sékulargleichung (6.6) bewirkt, die
ihre Blockstruktur (6.8) erhélt. Das FOSEP-Eigenwertproblem (6.12) und (6.13) wird
also transformiert, ohne daf sich die Eigenwerte &ndern. Diese Argumentation 148t sich
analog auch auf die verwandten Néherungen RPA und TDA iibertragen. Zusammenfas-
send kann man sagen, dafl sowohl die FOSEP-Naherung wie auch die RPA und die TDA
invariant unter unitdren Transformationen innerhalb der Menge der virtuellen Einteil-
chenorbitale sind. Diese Eigenschaft 148t sich leicht auf unitdre Transformationen der

Orbitalbasis verallgemeinern, die besetzte und unbesetzte Orbitale nicht mischen.

In einem viel allgemeineren Sinn ist die Matrix A . die den priméren Block der
Matrixdarstellung H des verallgemeinerten Anregungsenergieoperators H darstellt, in-
variant unter beliebigen unitédren Transformationen im Einteilchenraum. Da die einzige
unbekannte Grofie bei der Auswertung von H_ aus Gleichung (5.2) der exakte Grund-
zustand |WY') ist (wir haben hier |p) = |¥)) gewihlt), folgen die Invarianzeigen-
schaften einer Néherung an H_aus der fiir den Grundzustand gewéhlten Niherung.
In anderen Worten: Die Eigenwerte der Matrix H_ aus Gleichung (5.2) hdngen nur
von der gewédhlten Ndherung fiir den Grundzustand ab und nicht von den Einzelheiten
der Einteilchenbasis. Im speziellen Fall eines Systems von Teilchen, die nur mit Ein-
teilchenpotentialen wechselwirken, ist der primére Block H_ = sogar unabhéngig vom
Grundzustand. In diesem schon in Abschnitt 5.1 diskutierten Fall liefert die erste Ord-
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nung der Matrix A schon die exakte Losung fiir die Anregungsenergien, die natiirlich

invariant unter beliebigen unitédren Transformationen der Einteilchenbasis ist.

6.4.4 Storungstheoretische Analyse der Anregungsenergien

Um die Unterschiede zwischen der FOSEP-Niherung, der RPA und der TDA zu un-
tersuchen, soll nun eine storungstheoretische Analyse der Anregungsenergien bis zu
zweiter Ordnung Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie dhnlich der in Referenz [13]
gegebenen durchgefithrt werden. Die Rayleigh-Schrodinger-Storungsreihe stellt selbst
keine zuverldssige Methode zur Berechnung der Energien angeregter Zustiande dar, ist
aber zur Analyse und zum Vergleich verschiedener Naherungsmethoden sehr niitzlich.

Wir nehmen an, daf} die von der einfach angeregten Slater-Determinante
[@as) = alag|®g) (6.35)

ausgehende Rayleigh-Schrodinger-Reihe gegen den angeregten Zustand |VU,z) konver-
giert. Man beachte, daf hier « ein Teilchenindex und 3 ein Lochindex sein muf}. Einen
Ausdruck fiir die Anregungsenergie zweiter Ordnung erhélt man, indem man den Aus-
druck zweiter Ordnung fiir die Grundzustandsenergie E}Y vom entsprechenden Aus-
druck fiir die Energie des angeregten Zustands E,g abzieht.

Fiir die Grundzustandsenergie zweiter Ordnung gilt der bekannte Ausdruck
Ey(2) = Eo(1) + U™, (6.36)

wobei Fy(1) = (®Y| H |®Y) die Grundzustandsenergie erster Ordnung darstellt. Der

Term

2
U52p72h) _ Z V;j[kl]‘

i<g 82'—}‘5]‘ — & — €&
k<l

bezeichnet die Beitrige zweiter Ordnung zur Grundzustandskorrelation. Die in der
Quantenchemie sehr gebréuchliche Naherung (6.36) fiir die Grundzustandsenergie
bezeichnet man auch als Mgller-Plesset-Néherung zweiter Ordnung (MP-2). In der
Sprache der CI-Methode kann der Term zweiter Ordnung U(ng ~2M) " als Wechsel-
wirkung der Grundzustands-Slater-Determinante |®{) mit Zwei-Teilchen-Zwei-Loch-
Konfigurationen interpretiert werden. Die Energie des angeregten Zustands in zweiter
Ordnung kann ebenfalls leicht ausgewertet werden. Man findet den entsprechenden

Ausdruck in Referenz [13].
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Die Anregungsenergie in zweiter Ordnung lautet dann

AE.5(2) = Eap(2) — Eo(2)
= ABs(1) + UM Ul 1 Ry (6.38)

wobei AFEq3(1) = eq —e— Vaglag) die Anregungsenergie erster Ordnung ist. Die Terme
Uas ®=h) und Uas (20=21) }ezeichnen Beitriage zweiter Ordnung zur Energie des angeregten
Zustands, dle von Wechselwirkungen der Konfiguration |®,s3) mit anderen p-h- und
mit 2p-2h-Konfigurationen herriihren und in Referenz [13] zu finden sind. Der Teil R,z

ist der Rest einer teilweisen Ausléschung des Korrelationsanteils UéZp ~?) der Grundzu-
standsenergie aus Gleichung (6.37) mit einem Beitrag zur Korrelation des angeregten

Zustands. Man kann ihn als Summe dreier Terme schreiben:

Rop = Rig+ R25+ R, (6.39)
wobei
Vatol]|
R = NN
B ;M&“a—i‘é?j—ék—éljkl
k<l
k,l#B
v \2
i5181]
R2, = ! T 6.40
B ;Si—i‘é?j—ég—él J ( )
1<j
i,jFa
5 ‘Vajwz]f _
Ryg = Y - mimn

Diese Terme verbleiben von U, (2=21) ind entsprechen den Summanden aus Gleichung

(6.37) mit ¢ = o oder k = (3. Die iibrigen Terme von Ui

) heben sich mit Beitragen
des angeregten Zustands weg.

Wir kénnen nun Ausdruck (6.38) mit den Anregungsenergien zweiter Ordnung der
TDA, der RPA und der FOSEP-Methode vergleichen. Die Ndherungen fiir die Anre-
gungsenergien in diesen Schemata findet man durch Losen des entsprechenden Matrix-
Eigenwertproblems. Einfache Stérungstheorie fiir Matrizen fithrt zur Naherung zweiter

Ordnung fiir die Eigenwerte. Man findet die folgenden Ausdriicke:
AETPA2) = ABEu(1) +U%™ (6.41)

)
AERPA(2) = AEu5(1) +U<p " R3, (6.42)
AEE9SEP(2) = AE,4(1) +U(p "R, (6.43)
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Alle drei N&herungen sind also in erster Ordnung konsistent mit dem Ausdruck der
Rayleigh-Schrodinger-Theorie (6.38). Demnach bezeichnet man sie gerechtfertigterwei-
se als Ndherungsschemata erster Ordnung. Die Beitrdge nullter und erster Ordnung
AE,3(1) stammen aus den diagonalen Matrixelementen des ph-ph-Blocks (also des
TDA-Blocks) der Matrizen M*9%*" und M®™ der Gleichungen (6.12) und (6.33),
wohingegen die Terme zweiter Ordnung durch die Diagonalisierung erzeugt werden.
Selbstverstindlich reproduziert keines der drei Schemata den Rayleigh-Schrodinger-
Ausdruck zweiter Ordnung (6.38) vollstandig. Eine konsistente Beschreibung in zweiter
Ordnung erreicht man nur mit genaueren und aufwendigeren Néherungen wie ADC(2)
oder SOPPA.

Der Term U, C(Y%_h) beschreibt einen Teil der Korrelation zweiter Ordnung des angereg-
ten Zustands, wie man aus Gleichung (6.38) sieht. Er stellt den einzigen Beitrag zweiter
Ordnung zur TDA-Anregungsenergie dar und stammt aus dem auflerdiagonalen Teil
der TDA-Matrix, welche ja auch als ph-ph-Block Teil der FOSEP-Matrix M FOSEP ot
In den FOSEP- und den RPA-Ausdriicken kommt zusétzlich noch der Term R3; vor,
der schon als Teil der Grundzustandskorrelation identifiziert wurde. Vergleicht man mit
der Storungsentwicklung (6.38) der exakten Anregungsenergie, so fillt auf, daf§ dieser
Term in der RPA-Anregungsenergie (6.42) mit falschem Vorzeichen auftritt. Bei der
FOSEP-N#herung (6.43) hingegen ist das Vorzeichen mit der Rayleigh-Schrodinger-
Entwicklung konsistent. Der Term Riﬁ entsteht durch die Kopplung des ph- mit dem
hp-Block in der FOSEP-Matrix M"9%FF aus Gleichung (6.12), bzw. in der RPA-Matrix
MR aus Gleichung (6.33). Der Leser sei daran erinnert, daf der einzige Unterschied
zwischen den FOSEP- und den RPA-Gleichungen in negativen Vorzeichen im hp-hp-
Block der Sikulargleichungen und der RPA-Metrik bestand. Diese Vorzeichen ziehen
sich hier in die Ausdriicke zweiter Ordnung durch und zeigen die Inkonsistenz der RPA

mit der Rayleigh-Schrédinger-Stérungstheorie.

Interessanterweise liefern alle drei Teile von R,z aus Gleichung (6.40) positive Kor-
rekturen zur Anregungsenergie. Daher liegen die RPA-Anregungsenergien in zweiter
Ordnung immer niedriger als die TDA-Werte, wohingegen die FOSEP-Naherung im
Einklang mit dem Vorzeichen des vollsténdigen Terms R,z die TDA-Energie nach
oben korrigiert. Beriicksichtigt man, dafl die TDA die Grundzustandsenergie mit der
variationellen Hartree-Fock-Methode approximiert, dann ist es sinnvoll, eine Vergrofie-
rung der Anregungsenergie zu erwarten, wenn Grundzustandskorrelation zusétzlich
beriicksichtigt wird. Folglich konnen wir den Schlufl ziehen, dafl die FOSEP-Methode

im Gegensatz zur RPA Grundzustandskorrelation auf konsistente Weise beriicksichtigt.
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Der in allen drei Ndherungen fehlende Term U 0%” 2 aus der Rayleigh-Schrodinger-

Entwicklung zweiter Ordnung (6.38) triagt kein definiertes Vorzeichen, wie man aus
Gleichung (68c) in Referenz [13] sehen kann. Dieser Beitrag kann natiirlich auch die
Anregungsenergie absenken und méglicherweise den Einflul der Grundzustandskorre-
lation {iberkompensieren. In diesem Fall kann die RPA also durch zuféllige numerische

Kompensation zu besseren Ergebnissen fiihren.

6.4.5 Storungstheoretische Analyse der Ubergangsmomente

Ich moéchte nun zeigen, da mit FOSEP auch die Matrixelemente eines Ubergangsope-
rators zwischen dem Grundzustand und einem angeregten Zustand im Gegensatz zur
RPA in erster Ordnung konsistent gendhert werden kénnen. Betrachten wir hierzu das

Ubergangsmoment
Top = (U9 | T [Wap) (6.44)

des (Einteilchen-) Ubergangsoperators T fiir den Teilchen-Loch-angeregten Zustand
|W,s), der im letzten Abschnitt eingefiihrt wurde. Bis zu erster Ordnung lautet die

Storungsentwicklung
Tas(1) = (BT |®ag) + (BF| T8 + (U] T |@,5). (6.45)

Explizite Ausdriicke fiir diese Terme erhdlt man durch direkte Anwendung der
Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie und kann man in Referenz [13] finden.

In analoger Weise zum vorangegangenen Abschnitt kann man den obigen Ausdruck
nun mit den Ergebnissen der Matrix-Storungstheorie fiir die TDA, die RPA und die
FOSEP-Néherung fiir Ubergangsmomente vergleichen. Man sieht so leicht, daB das
FOSEP-Eigenwertproblem (6.6) und (6.12) zusammen mit der Niherung fiir die Uber-
gangsmomente (6.7) zu einer konsistenten Niherung erster Ordnung der Ubergangs-
momente fiithrt. Fiir die TDA, die RPA und die ADC-Schemata erster und zweiter Ord-
nung wurde die storungstheoretische Analyse in Referenz [13] ausgefiihrt. Dort wurde
gezeigt, dafl der TDA-Ausdruck in erster Ordnung unvollstéindig ist, weil der Term
(UWM| T |®,p) fehlt. Dieser Term beschreibt Grundzustandskorrelation erster Ordnung,
die in der TDA vernachléssigt wird. In der RPA wird dieser Term korrekt beschrieben
und folglich die Ubergangsmomente in erster Ordnung konsistent genihert. Diese Tat-
sache mag die Einschatzung rechtfertigen, das die RPA im Gegensatz zur TDA Grund-
zustandskorrelation beriicksichtigt. Ich mochte hier noch erwithnen, da die Ubergangs-

momente auch in der ADC(1)-Néherung in erster Ordnung konsistent beschrieben wer-
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den. ADC(1) ist dquivalent zur TDA, was die Ndherung von Anregungsenergien betrifft,

unterscheidet sich aber in der Behandlung der Ubergangsmomente [13].

6.4.6 Die Aquivalenz von ,length-“ und ,,velocity-form* der

Dipol-Ubergangsmomente

Die Ubergangsmomente des Dipoloperators spielen in vielen physikalischen Systemen
eine besondere Rolle. Aus ihnen berechnet man die sogenannten Oszillatorstirken [66],
die als wichtige Parameter die Wechselwirkung eines Vielteilchensystems mit Strah-
lung charakterisieren. Fiir die exakten Dipol-Ubergangsmomente gibt es eine Hier-
archie von dquivalenten Darstellungen ausgehend von der ,length“- und der , veloci-
ty“-Darstellung. Die Aquivalenz der length- und der velocity-Darstellungen der Dipol-

Ubergangsmomente wird durch die Identitit
(B, — Eo) (W, Z|0)) = —i(W,| P, |0} (6.46)

ausgedriickt. Die rechte und linke Seite dieser Gleichung definieren gleichzeitig
die length- bzw. velocity-Darstellungen der Dipol-Ubergangsmomente. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit betrachten wir nur die z-Komponente Z des Dipol-
operators. Die z-Komponente des Impulsoperators P, ist mit dem Dipoloperator
durch [H, Z] = —iP, verkniipft, vorrausgesetzt der Hamilton-Operator enthilt nur
lokale Potentiale, wie es z. B. fiir Coulomb-wechselwirkende FElektronen in Ato-
men oder Molekiilen der Fall ist. Gleichung (6.46) folgt dann aus der Identitét
(By = E){W,| Z |0} = (W, [H, 2] [ &),

Es ist eine ganz besondere Eigenschaft der RPA, diese Aquivalenz exakt zu erhalten,
vorrausgesetzt die zugrundeliegende Hartree-Fock-Basis ist vollsténdig [67]. Tatséchlich
haben Hansen und Bouman [58] sogar gezeigt, dal man die RPA-Gleichungen mit
ihrer besonderen, nichthermiteschen Struktur ausgehend von einer CI-Darstellung der
Wellenfunktionen des Grund- und des angeregten Zustands herleiten kann, wenn man
spezielle ,hyperviriale Beziehungen“ fordert, die man als direkte Verallgemeinerung
der Aquivalenz von length- und velocity-Darstellung verstehen kann. In Hinsicht auf
die exakte Erfiillung dieser Relationen mufl man also die RPA als einzigartig ansehen.

Um die storungstheoretische Entwicklung durchsichtig zu machen, fiihre ich den
iiblichen Storparameter A im Hamilton-Operator H = Hy + AH; ein. Die Diskre-
panzfunktion A,()) sei dann definiert durch die Differenz der linken und der rechten

Seite von Gleichung (6.46). Sie ist eine Funktion von A, die bei voller Wechselwirkung
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(d. h. A = 1) verschwindet. Fiir A = 0, was der Hartree-Fock-Niherung fiir die Uber-
gangsmomente entspricht, verschwindet sie jedoch keineswegs, da das Hartree-Fock-
Potential nichtlokal ist, womit die oben gegebene Argumentation fiir die Aquivalenz
von length- und velocity-Darstellung nicht mehr zutrifft. Die Stérungsentwicklung von
A, (X) verschwindet daher auch nicht Term fiir Term, sondern wird im allgemeinen in

jeder Ordnung einen eigenen, nicht-verschwindenden Beitrag liefern.

Die TDA néhert nur die nullte Ordnung der Diskrepanzfunktion A,(\) korrekt
und macht daher bereits einen Fehler von erster Ordnung in A. Die FOSEP-N&herung
reproduziert A,(\) dagegen in erster Ordnung korrekt und macht somit einen Feh-
ler in zweiter Ordnung. Das gleiche gilt auch fiir die RPA, die aber zusétzlich noch
die besondere Eigenschaft hat, die Nullstelle A(A = 1) = 0 zu reproduzieren. Der
Vollsténdigkeit halber soll erwéhnt werden, dal ADC(1) [68] die Funktion A,()) in
erster Ordnung nahert, wihrend SOPPA [69] und ADC(2) [68] in zweiter Ordnung
konsistent sind. Keine dieser Ndherungen reproduziert jedoch das Verschwinden der

Diskrepanzfunktion bei A = 1.

Die FOSEP-Niherung verhilt sich also in Bezug auf die Aquivalenz von length- und
velocity-Darstellung so, wie man es von einer konsistenten Néherung erster Ordnung
erwarten kann. Die verbleibende Diskrepanz der beiden Darstellungen, also der Fehler
zweiter Ordnung zur Diskrepanzfunktion A, (\) 148t sich als Test fiir die Giiltigkeit
der N&dherung niitzlich verwerten. In Abhéngigkeit von den besonderen Zielen einer
Néherungsrechnung mag dies gegeniiber einer a-priori-Erfiillung der Aquivalenz wie
bei der RPA, durch die der tatséichliche Fehler einer Ndherung verschleiert werden

kann, vorteilhaft erscheinen.

6.5 Anwendung auf ein einfaches Modell

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der FOSEP-Néherung fiir die Anregungs-
energien eines sehr einfachen Modellsystems mit denen der RPA, der TDA und den
exakten Ergebnissen verglichen werden. Das untersuchte Modell ist als Hubbard-Modell
fir das Wasserstoff-Molekiil Hy bekannt [70]. Im Rahmen dieses Modells kénnen alle
Anregungsenergien in Abhéngigkeit von zwei Parametern berechnet werden, welche die

Auswirkungen der Coulomb-Wechselwirkung simulieren kénnen.
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6.5.1 Definition und exakte Losung des Modells

Im Hubbard-Modell fiir das Wasserstoffmolekiil wird jedes der beiden Atome durch
ein einziges elektronisches Energieniveau (Atomorbital) modelliert. Jedes Niveau, im
Folgenden mit |R) und |R’) bezeichnet, kann bis zu zwei Elektronen mit entgegen-
gesetztem Spin aufnehmen. Der Einteilchenteil h des Hamilton-Operators enthélt den

diagonalen Beitrag
(R|h|R) = (R'|h|R) = €, (6.47)

der eine Energie £ fiir jedes Elektron beisteuert. Der nebendiagonale Term beschreibt
eine Anziehung durch den benachbarten Atomkern und stellt eine Amplitude fiir das

, Tunneln“ oder , Springen“ eines Elektrons von einem Kern zum anderen dar:
(R|h|R’) = (R’|h|R) = —t (< 0). (6.48)

Zusétzlich gibt es eine Zweiteilchen-Wechselwirkung, die einen positiven Energiebei-
trag U liefert, wenn ein Niveau gleichzeitig von zwei Elektronen besetzt wird. Dieser
Term soll die intraatomare Coulomb-AbstoBung zweier lokalisierter Elektronen mo-
dellieren. Man beachte, daf§ alle Wechselwirkungen unabhéngig vom Elektronenspin
sind.

Im Folgenden betrachten wir ein neutrales Wasserstoffmolekiil [d. h. zwei Elektro-
nen in zwei Orbitalen]. Die Losung der Hartree-Fock-Gleichungen liefert die beiden

(molekularen) Orbitalfunktionen

) = %(!RH!R’)) (6.49)
W = —([R) - [R)) (6.50)

V2

mit den zugehorigen Hartree-Fock-Einteilchenenergien e/, = & ¢t+%U . In der Hartree-
Fock-Grundzustands-Slater-Determinante |®)) = |g T ¢ |) ist das Orbital |g) doppelt
besetzt. Um den Ubergang zwischen der Hartree-Fock-Néherung zum korrelierten Pro-
blem deutlich zu machen, fiithren wir wieder den Stérparameter A ein, indem wir den

Hamilton-Operator
H = Hy+ \H, mit A € [0, 1] (6.51)

verwenden. Der Fock-Operator Hy und der Wechselwirkungsteil H; sind hierbei wie
zuvor definiert [Gleichungen (4.1) bis(4.4)]. Die Matrixelemente der Zweiteilchenwech-
selwirkung V;;x;, die Hy definieren, sind durch die Transformation (6.49) und (6.50) ins
Bild der Atomorbitale bestimmt.
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Fiir die Zwei-Elektronen-Eigenzustiande des Systems gibt es sechs unabhéngige
Losungen. Entsprechend der méglichen Kombinationen der Elektronenspins findet man
drei Zusténde mit Singulett-Symmetrie [¥(,1) und |S,) und einen entarteten Triplett-
Zustand [T /0/1):

Wo)r = axlgTgl)+0BaluTul),
Wir = BalgTgl)+anfuTul),

S = (lutel—lgTul)),

T = L(lutgl)+ lgtul), (652
) = Jutgh,

T2 = fulgl)

wobei

At +VIBE T N202
\//\2 U2+ (4t + VIGE + X 02)° (6.53)
% = 1-a

Die Abhéngigkeit vom Storparameter A zeigt den Einflul der Korrelation an, die nur

) =

zwischen den Singulett-Slater-Determinanten |g T ¢ |) und |u T w |) mit gerader
Symmetrie auftritt wird. Zur Vereinfachung der Notation soll im Folgenden der In-
dex A weggelassen werden. Man beachte, dal der unkorrelierte Fall A = 0 entspricht,
in dem o = 1 und 3 = 0 sind. Dabei wird deutlich, da§ |¥)) aus dem Hartree-
Fock-Grundzustand |®)) = |g 1 g |) entsteht, wogegen |¥;) mit der angeregten
2p-2h-Konfiguration |u T w |) verkniipft wird und daher von den hier besprochenen
Néherungsschemata erster Ordnung nicht approximiert wird. Die exakten Energieei-

genwerte der Zustdnde (6.52) lauten

By, = 26+U-3U— /42 + 202,
— _ A 24 A2
By = 28+U—- 45U+ \J4t2+ L U?, (6.54)

Ey = 2470,

Er = 26+U—-M\U.
Die Anregungsenergien AFE; werden wie iiblich durch die Differenz der Energien der
angeregten Zustinde F; mit der Grundzustandsenergie E, definiert. Die zur Anregung
in den Triplett-Zustand benétigte Energie lautet z. B.

A A2
AEr=Er—Ey=~5U 42+ U2 (6.55)

Man beachte, daf§ die Entwicklung der AE; in einer Potenzreihe in A (um A = 0) die
Rayleigh-Schrodinger-Reihe der Anregungsenergien liefert.
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6.5.2 Ergebnisse fiir TDA, RPA und FOSEP

Da die Anregung vom Grundzustand in den Zustand |¥;) nicht mit den behandel-
ten Naherungen erster Ordnung approximiert werden kann, verbleibt eine Singulett-
Anregung von |¥Y) in den Zustand [S,) und die Anregung in einen der drei
Triplett-Zusténde |T;). Die Triplett-Anregung nach |T_;) wird zum Beispiel durch eine
Teilchen-Loch-Anregung vom |g |) in das |u T) Orbital beschrieben. Die TDA-Matrix
fiir diese Triplett-Anregung ist eindimensional, da der angeregte Zustand unkorreliert
ist. Das TDA-Ergebnis fiir diese Triplett-Anregung

A
AETPA = 2t — ZU (6.56)

stimmt mit der ersten Ordnung der Rayleigh-Schrédinger-Stérungstheorie iiberein.
Die FOSEP-Matrix M FOSEP ie auch die RPA-Matrix sind jedoch wegen der Kopp-
lung an die entsprechende Loch-Teilchen-Konfiguration zweidimensional. Die FOSEP-

Matrix fiir die Triplett-Anregung lautet

(6.57)

M§OSEP _ ( 2t - %U %U ) )

A A
AU —2t—2U

Fiir ihre Eigenwerte findet man

AE;«:OSEP(p/ ) _ -5 U+ W (6.58)

Wie in Abschnitt 6.2 ausgefiihrt, erhélt man physikalische und unphysikalische Ei-
genwerte, von denen die letzteren keine physikalisch relevante Information tragen. Die
Unterscheidung zwischen physikalischem und unphysikalischem Eigenwert ist im vorlie-
genden Fall klar, da AERCS*F®) gtets nicht-neagtiv ist, wihrend AL
Wahl der Parameter positiv wird. Man beachte, da3 der physikalische Eigenwert hier

die ezakte Anregungsenergie reproduziert, d. h. AE;OSEP@ ) = AET!

) fiir keine

Der enge Zusammenhang des RPA-Eigenwertproblems mit der FOSEP-Matrix wur-
de schon in Abschnitt 6.4.1 aufgezeigt. Die Losungen der RPA-Gleichungen fiir die
Triplett-Anregungen lauten

AERPA®M - — 4 /1 2Nt UL (6.59)

Offensichtlich kann der Ausdruck unter der Quadratwurzel bei entsprechender Wahl

der Parameter durchaus negativ werden. In diesem Fall wird die RPA instabil.
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Triplett Abbildung 6.1: Eigenwerte der

2 FOSEP-, RPA- und TDA-

0 Gleichungen fiir die Triplett-

w und Singulett-Anregung wie im

% 2 T~ Text beschrieben. Fiir die Pa-

§-4 FOSEP(u) rameter des Hubbard-Modells

§-6 wurde ¢ = 1 und U = 10

5 0.2 0.4 0.6 0.8 1 gewdhlt. Die physikalischen
E-? FOSEP-Anregungsenergien

S g  Sngulet AEFOSEP®) (i der Abbildung

6 _//_///"/__: mit FOSEP () bezeichnet) stim-

4 T REA) men jeweils mit den exakten

é 77777777777777777 Anregungsenergien iiberein.

o FOSEP(u) Fir die  Triplett-Anregung

4 T ] RPA(U) bricht die RPA zusammen und

0.2 04 0.6 0 1 liefert fiir A > 0.2 komplexe

Storparameteri Eigenwerte.

Der obere Teil von Abbildung 6.1 zeigt die Losungen der FOSEP-, der RPA- und
der TDA-Gleichungen fiir die Triplett-Anregung als Funktion des Stérparameters A fiir
eine bestimmte Wahl der Hubbard-Parameter £ und U. Bei dieser Wahl der Parameter,
die einer starken intraatomaren Coulomb-AbstoBung entspricht, wird die RPA instabil.
Wie im Rahmen der stérungstheoretischen Analyse in Abschnitt 6.4.4 besprochen, liegt
die RPA- unter der TDA-L6sung, wohingegen die FOSEP-N&herung dariiber liegt. Wie
schon erwihnt wurde, ist in diesem Modell nur der Grundzustand |¥)') korreliert,
wihrend der angeregte Zustand |7_;) unkorreliert ist. Die Grundzustandskorrelation
wird hier von der FOSEP-Naherung aber nicht von der RPA richtig beriicksichtigt.
Man beachte, dafl diese Aussage hier, d. h. fiir das betrachtete Modell, auch jenseits
der zweiten Ordnung gilt. Damit liefert diese Modellstudie zur stérungstheoretischen
Analyse von Abschnitt 6.4.4 komplementére Information iiber die Behandlung der
Grundzustandskorrelation.

Fiir die Singulett-Anregung findet man #dhnliche Ergebnisse wie fiir die Triplett-
Anregung. Das FOSEP-Ergebnis AEE?SEP(’) ) stimmt wieder mit der exakten Anre-
gungsenergie AFg, = Fg, — Ej iiberein. Das TDA-Ergebnis lautet

A
AEPA =2t + 2U, (6.60)
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wahrend man mit der RPA
AESD) — 42 12Xt U (6.61)

erhélt. Diese Ergebnisse sind mit denselben Parametern wie im Triplett-Fall im unteren
Teil von Abbildung 6.1 gezeigt.

Da die Wellenfunktion des [S,)-Zustands nicht durch eine einzelne Slater-
Determinante gegeben ist, kann sie nicht durch einfache Teilchen-Loch-Anregung er-
reicht werden. Stattdessen koppelt die Anregung von |g T) nach |u T) in der TDA-
Matrix mit der Anregung von |g |) nach |u |). Bei Diagonalisierung der TDA-Matrix
entkoppeln diese p-h-Anregungen zu reinen Singulett- und Triplett-Anregungen. Ent-
sprechend hat hier die FOSEP- wie auch die RPA-Matrix die Dimension vier, wenn
man von reinen Teilchen-Loch-Anregungen ausgeht. Unter Beriicksichtigung der Spin-
Symmetrien zerfallen beide Matrizen in zweidimensionale Matrizen.

Die in Abbildung 6.1 verwendeten Hubbard-Parameter wurden so gewihlt, dafl die
Unterschiede zwischen den drei besprochenen Naherungen grofl und deutlich sind. Bei
einem niedrigeren Abstoflungs-Parameter U gegeniiber dem Tunnel-Parameter ¢t wird
die RPA stabil und die Unterschiede zwischen den Ndherungen werden kleiner. Aus
Gleichung (6.53) kann man sehen, daf§ U die Quelle der Grundzustandskorrelation in
diesem Modell darstellt. Die vorgestellte Analyse unterstiitzt daher die Ergebnisse aus
Abschnitt 6.4.4 und fiihrt zu dem Schluf3, dafl unter den drei vorgestellten Naherungen
nur die FOSEP-Methode die Grundzustandskorrelation in konsistenter Weise beriick-
sichtigt.

Natiirlich ist es eine auBergewthnliche Besonderheit des vorgestellten, einfachen
Modells, daf3 die FOSEP-N&herung die korrekten Anregungungsenergien liefert. Dieses
Modell ist selbstversténdlich nicht angemessen, um Riickschliisse auf das Verhalten der
FOSEP-Niherung fiir realistische, grofle endliche Quantensysteme vorherzusagen, die
ja ein mogliches Hauptanwendungsgebiet darstellen. Das vorgestellte Modell sollte da-
her auch nicht als Test fiir groe numerische Rechnungen verstanden werden, sondern
eher als das einfachst mégliche System, an dem der Einflul der Grundzustandskorre-

lation beleuchtet und analytisch untersucht werden konnte.

6.6 Abschlielende Bemerkungen

Der Nutzen der FOSEP-N&herung fiir Rechnungen an realistischen Systemen muf sich
noch erweisen. Vom derzeitigen Standpunkt der Untersuchungen aus hat die FOSEP-

Methode beste Aussichten auf eine weite Verbreitung. Insbesondere zur Klirung der
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elektronischen Struktur von gréfleren Molekiilen, bei denen die Grundzustandskor-
relation eine wichtige Rolle spielt, konnte sie sehr hilfreich sein. Die Anwendbar-
keit der FOSEP-Methode konnte dadurch ausgeweitet werden, dafl man von einem
aus mehreren Konfigurationen aufgebauten Referenzzustand anstatt der Hartree-Fock-
Slater-Determinante |®{) ausgeht (z. B. im Rahmen der , multi-configurational-self-
consistent-field“-Methode, MC-SCF [56]). Dies wiirde eine angemessene Behandlung
offenschaliger und anderer Systeme erlauben, in denen starke Grundzustandskorrela-
tion die Beschreibung durch eine einzige Slater-Determinante in nullter Ordnung ver-
bietet. Die statische Teilchen-Loch-Selbstenergie ist fiir eine solche Erweiterung ideal
geeignet, da die zu diagonalisierende Matrix (5.2) im Gegensatz zur RPA- oder TDA-
Methode primér ohne Referenz auf besetzte oder unbesetzte Hartree-Fock-Orbitale
definiert ist. Daher stellt die Einbeziehung von Referenzzusténden, die mehrere Konfi-
gurationen enthalten, eine natiirliche Erweiterung des FOSEP-Schemas dar. Nahelie-
gende Naherungen fiir die statische Teilchen-Loch-Selbstenergie lassen sich auch von
einer Beschreibung des Grundzustands mit Hilfe der Dichtefunktionalmethode (,,den-
sity functional theory*, DFT [71]) ableiten. Obwohl die DFT schon sehr erfolgreich bei
der Berechnung von Grundzustandseigenschaften ist, stellt die Beschreibung angereg-
ter Zusténde ein lebendiges und offenes Feld der aktuellen Forschung dar [59,72-74]. In
dieser Beziehung scheint sich eine Adaption der statischen Teilchen-Loch-Selbstenergie
an die Dichtefunktionaltheorie anzubieten, da sie ein einfaches Modell fiir Anregungs-
eigenschaften darstellt, das lediglich eine verniinftige ndherungsweise Beschreibung von
Ein- und Zweiteilchendichten des Grundzustands bené6tigt. Andererseits kénnte auch
eine direkte Formulierung der Teilchen-Loch-Selbstenergie durch Dichtefunktionale zu
leistungsfahigen Ndherungen fiithren. Eine weitere offene Frage stellt sich nach der Ent-
wicklung von Naherungen hoherer Ordnung fiir die Teilchen-Loch-Selbstenergie. Eine
Realisierung von systematischen Naherungen héherer Ordnung kénnte dem in den Re-
ferenzen [39, 75] entwickelten Konzept der sogenannten ,intermediate state represen-
tations* folgen und verbleibt als Aufgabe fiir die Zukunft.






Kapitel 7

Optische Potentiale fiir

Zweiteilchenstreuung

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dafl erweiterte Zweiteilchen-Greensfunktionen,
die eine Dyson-Gleichung erfiillen, benutzt werden kénnen, um effektive Zweiteilchen-
gleichungen fiir die Streuung von aus zwei Fermionen bestehenden Projektilen an ei-
nem korrelierten Vielteilchensystem herzuleiten.! Die Herleitung erfolgt hier am Bei-
spiel der in Gleichung (3.3) definierten erweiterten Teilchen-Teilchen-Greensfunktion,
ist jedoch etwas allgemeiner gehalten, indem sie von einem zunéchst nicht nédher spe-
zifizierten, sogenannten Streupropagator ausgeht, der alleine {iber seine Eigenschaften
definiert wird. Der Umweg iiber den Streupropagator 1483t nicht nur deutlich werden,
welche Eigenschaften der erweiterten Greensfunktionen fiir das optische Potential not-
wendig sind, sondern erlaubt auch die elegante Beschreibung beliebiger gebundener
oder ungebundener Zusténde des Zweiteilchenprojektils. Ich werde zeigen, dafl die re-
duzible Selbstenergie des Streupropagators mit der T-Matrix der Streutheorie iden-
tifiziert werden kann. Im iibrigen wird eine effektive Lippmann-Schwinger-Gleichung
und eine der Schrédinger-Gleichung analoge Eigenwertgleichung fiir eine Zweiteilchen-
Streuamplitude mit optischem Potential hergeleitet. Das optische Potential ist dabei
durch die (gewdhnliche, d. h. irreduzible) Selbstenergie des Streupropagators gegeben.
Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden in Referenz [33] veroffentlicht.

Mit den Zweiteilchen-Greensfunktionen des in dieser Arbeit untersuchten Typs kann
man unmittelbar elastische Streuprozesse eines Zweiteilchenprojektils an einem Viel-

teilchentarget beschreiben. Elastisch soll in diesem Zusammenhang bedeuten, dafl das

!Eine frithere Arbeit iiber optische Zweiteilchenpotentiale im Zusammenhang mit Streuung von

Deuteronen am Atomkern findet man in Referenz [76].

87
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Target nach dem Streuprozef in demselben Zustand vorzufinden ist, in dem es vorher
prapariert wurde. In dem hier benutzten Zweiteilchenformalismus ist aber eine beliebige
Zustandsidnderung des Zweiteilchenprojektils vorgesehen, so z. B. auch das Auseinan-
derbrechen eines gebundenen Zustands. Somit kénnen also auch spezielle inelastische
Prozesse beschrieben werden. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf§ alle Teilchen
ununterscheidbare Fermionen sind, obwohl eine Verallgemeinerung auf unterschiedliche
Teilchensorten, z. B. zur Beschreibung des Positroniums, einfach durchgefiihrt werden

kénnen und die durchzufithrenden Rechnungen in der Regel sogar vereinfachen.

7.1 Beschreibung in der Zeitdoméine

Zu Beginn des zu beschreibenden Streuprozesses befinde sich das Target in einem
(nichtentarteten,) gebundenen Grundzustand |¥)’) mit N fermionischen Teilchen. Das
Projektil mag im einfachsten Fall aus zwei (asymptotisch) freien Fermionen bestehen;
d. h. der Zustand 1a8t sich schreiben als a;:afl |[vak). Dies ist ein Eigenzustand des
Hamilton-Operators fiir freie Teilchen, der mit dem Hamilton-Operator nullter Ord-
nung H, identifiziert werden kann.

Die gesamte relevante Information {iber den Streuprozef§ ist nun im Teilchen-
Teilchen-Anteil IT1PP(w) des bekannten Teilchen-Teilchen-Propagators (,,particle-particle
propagator®) [77] enthalten:

HPP

rs,r’s!

1
—  _aldl, o). 7.1
W—H+E(])Varas‘ 0> ( )

Der im Teilchen-Teilchen-Propagator ebenfalls enthaltene Loch-Loch-Anteil TI"(w)

enthilt keinerlei im Zusammenhang mit dem betrachteten Streuprozefl relevante Infor-

(pp)
rs,r’s’

(w) = <\I’é\[’ AsQr

mationen. Die erweiterte Teilchen-Teilchen-Greensfunktion G (w) aus Gleichung
(3.3) stellt in dem gleichen Sinne eine Erweiterung des herkémmlichen Teilchen-
Teilchen-Propagators dar, wie die in Kapitel 4 diskutierte erweiterte Teilchen-Loch-
Greensfunktion eine Erweiterung des Polarisierungspropagators ist [siehe z. B. Glei-
chung (4.22)].

Zur Beschreibung von Streuprozessen wird durch eine Formulierung in der Zeit-
doméne eine groflere Anschaulichkeit und auch konzeptionelle Klarheit erreicht als in
der Energiedoméne. Dazu betrachten wir kurz die Fourier-Transformation der verwen-
deten Propagatoren in die Zeitdoméne. Dabei wird der Fourier-Transformation folgende
Konvention zugrundegelegt:

© dw

1ty = [ e pw). (7.2)

—00 271'
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In Ubereinstimmung mit der iiblichen Notation definiere ich

grs,r/s/ (ta tl) = grs,r’s’ (t - t/)a
Hrs,r/s/ (ta t/) = Hrs,r’s’ (t - t,)

Einen expliziten Ausdruck fiir die erweiterte Teilchen-Teilchen-Greensfunktion
g(pp)

rs,r’s’

(t,t') findet man iiber einen zu Gleichung (4.22) analogen Ausdruck ausgehend
von der Definition (3.3) fiir gﬁi’f;),s,(w). Entsprechend der Diskussion der erweiterten
Greensfunktionen fiir reelle Argumente in Abschnitt 4.4 konnen wir die Zeitordnung
der erweiterten Greensfunktionen durch die Wahl der Vorzeichen des infinitesimalen
Parameters in fiir die einzelnen Komponenten jeweils frei wihlen. Eine geeignete Wahl
fiir das Zweiteilchen-Streuproblem besteht darin, den Teilchen-Teilchen-Anteil TP fiir
Zeiten t > t’ beitragen zu lassen, alle anderen Komponenten dagegen fiir Zeiten t < t'.
Setzt man den sekundéren Referenzzustand mit |¢) = |vak) an, ergibt sich folgender

Ausdruck:

GO (8, t) = TP, (¢, ¢) — TP, (¢, 1)

40— 1) {2 vak] ay(0)al (¢) [vak) - (0] al(¢)an(t) |93}

—{re—st—{r'—t+{r——s,r— s} (7.3)

Die Zeitdarstellung der Komponenten des Teilchen-Teilchen-Propagators IS .. (t,t) —
", (¢, ') lautet

TSs,r's

pr

rs,r’s’

(1) = %Q(t—t')@év | ar(t)as(t)al (¢)al (t') [0F)

1
It t) = =00t = t)(Wy| al(t)al,(t')ar (t)ay(t) [5). (7.4)
’ 1
Die kanonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren stehen hier im Heisenberg-
Bild, das fiir einen beliebigen Operator A im Schrodinger-Bild folgendermaflen definiert
ist:
A(t) = et Ae™ L, (7.5)

Die Heavysidesche Thetafunktion ist gemifl Gleichung (1.2) definiert. Die Zeitordnung,
d. h. das Vorzeichen des Arguments der Thetafunktion wird wie iiblich jeweils vom
Vorzeichen des Parameters in geerbt [9]. Die Zeitordnung ist bei der Beschreibung
von Streuprozessen in der Zeitdoméne wichtig, da durch sie die Randbedingungen

kontrolliert werden. Fiir die algebraischen Eigenschaften ist die Zeitordnung allerdings
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ohne Bedeutung. Die Dyson-Gleichung fiir die erweiterten Greensfunktionen liest sich

daher unabhéngig von der Zeitordnung

grs,r’s’(t7 t,) = gf*(s),)r’s/ (t7 t/)
+ Z/oo dt, /_oo dt gr((s)?pq(t7 t1)Spqprq (B, t2) Gy s (t2, 1) (7.6)

pq VY —
p'q’

Die erweiterte Teilchen-Teilchen-Greensfunktion in nullter Ordnung lautet in der Zeit-

domaéne

g(pp)/(g)(t ) = (bypbsy — Oys0 /)lei(sﬂres)(t*t’)
rs,r's ) rr'Yss rs'Usr i
x[mm0(t —t') — (1 —m,7,)0(t — )] (7.7)

Solange der Parameter n nicht verschwindet, ist die Selbstenergie in der Zeitdoméne
eindeutig definiert. Selbstverstédndlich wirkt sich die Zeitordnung der Greensfunktion

auch auf die Selbstenergie aus; die Dyson-Gleichung (7.6) gilt aber in jedem Fall.

7.2 Streutheorie

Wir wollen nun zur Beschreibung eines allgemeineren Projektils iibergehen. Der Zwei-
teilchenzustand |K') sei Eigenzustand des Hamilton-Operators H,,, der das freie Pro-

jektil (ohne Wechselwirkung mit dem Streutarget) beschreibt:

Hy |K) = &k |K) (7.8)
|K) = Al |vak) (7.9)

wobei A}( der Erzeugungsoperator fiir das Projektil ist:

A = / dp dq ¢k (p, q) afal. (7.10)

Der kumulative Index K umfafit alle Quantenzahlen, die nétig sind, um den Zweiteil-
chenzustand K mit Energie i zu charakterisieren. Die Parameter p und ¢ kennzeich-
nen Einteilchenquantenzahlen, die z. B. Impuls p und Spin ¢ beinhalten, d. h. p =
(p, o). Da es bei der Beschreibung von Streuproblemen natiirlicher erscheint, kontinu-
ierliche Séatze von Quantenzahlen zu verwenden als diskrete Orbitale, wird in diesem
Abschnitt von der bisherigen Notation abgewichen und Summen iiber Ein- und Zwei-
teilchenindizes durch Integrale ersetzt. Dies ist natiirlich nur ein rein formaler Schritt,

insbesondere da die Integrale auch weiterhin diskrete Summen enthalten, z. B. iiber
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Spinindizes. Die Operatoren a; und afl erzeugen Einteilchenzustéinde mit den gegebenen
Quantenzahlen. Die GroBe ¢ (p, q) spielt die Rolle einer Zweiteilchen-Wellenfunktion.

Der einfache Fall eines Projektils, das aus zwei freien Teilchen besteht, ist als Spe-
zialfall in der allgemeinen Behandlung enthalten. Der Hamilton-Operator H,, fiir das
freie Projektil reduziert sich auf den Operator der kinetischen Energie und die Opera-
toren a}: und a; konnen als Erzeuger fiir ebene Wellen gewéhlt werden. In diesem Fall

kann die Wellenfunktion die Form

¢K(p7 Q) = 6k1p 6k2q (711)

annehmen, wobei K = (ki, k2) gilt. Die im Folgenden zu entwickelnde Theorie wird

fiir einen allgemeinen Projektilzustand ausgearbeitet, wobei es aber hilfreich sein wird,

gelegentlich auf den einfacheren Fall der freien Projektilteilchen zuriickzukommen.
Die wichtigste, theoretisch berechenbare Gréfle zur Beschreibung der Ergebnisse

von Streuexperimenten ist die sogenannte Streumatrix oder kurz S-Matrix:
S(K «— K') = (U |¥L). (7.12)

Wir mochten die elastische Streuung der Zweiteilchenzustéande |K) beschreiben. Die
S-Matrix gibt dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Streuung des Zweiteil-
chenprojektils |K’) am Targetzustand |¥)') in den Projektilzustand |K) an, wobei
das Target in dem Zustand |¥2') verbleibt. Gleichung (7.12) definiert die S-Matrix als

Skalarprodukt der sogenannten stationiren Streuzustinde:
|¥5) = lim Al () W yemiExt, (7.13)

Der Erzeugungsoperator fiir das Projektil AJ}{ steht hier in dem in Gleichung (7.5)
definierten Heisenberg-Bild. Die stationdren Streuzustdnde koénnen als Zusténde im
Heisenberg-Bild aufgefait werden, die sich asymptotisch in der fernen Vergangenheit
bzw. Zukunft wie ein freies Projektil |K) und Target |¥}') ohne Wechselwirkung
verhalten.

Streng genommen konvergiert der Grenzwert in Gleichung (7.13) nicht im iiblichen
Sinn und sollte als Abelscher Limes [78] verstanden werden:

Foo .
Wic) =lim | dr e Al (7) W yexT, (7.14)

Eine derartige Beschreibung von Streuzustdnden geht auf Gell-Mann und Goldberger
[79] zuriick. Im Folgenden wird diese Beschreibung mit dem Abelschen Limes ohne

weiteren Hinweis immer dort verwendet, wo sie angebracht ist.
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Fiir die S-Matrix findet man nun

S(K — K') = lim e (0| Ag(t) Al (t') [W)e . (7.15)

t/——o0

Benutzt man die Definition (7.10) des Erzeugungsoperators A}( fiir das Zweiteilchen-

projektil, so 183t sich die S-Matrix folgendermaflien umformen:

S(K — K')= lim e'Ext=¢xrt) /dp dqdp’ dq'

X 95 (P, @) (VY| ag(t) ap(t) b (¢') ali(8) |W0) (P, ) (7.16)
— tllm ei(c‘:Kt—gK/t’) /dp dq dp/ dq/
X ¢ (p,q) TP (t,1) duc (0 ). (7.17)

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Definition (7.1) des Propagators ITPP(w) in
der Zeitdoméne. Gleichung (7.17) zeigt, dafi der Teilchen-Teilchen-Anteil I1PP(w) des
Teilchen-Teilchen-Propagators die gesamte relevante Information iiber den Streupro-
zef3 enthélt. Offensichtlich kann man II"P(w) durch die erweiterte Teilchen-Teilchen-
Greensfunktion G®P)(w) oder auch durch den Teilchen-Teilchen-Propagator ersetzen,
wenn die Zeitordnung der zusétzlichen Komponenten entsprechend gewéhlt ist, da die

Zeitrichtung ¢ > ¢’ in Gleichung (7.17) vorgegeben ist.

7.3 Allgemeine Bedingungen an den Streupropaga-

tor

Wie schon frither angemerkt, soll dieses Kapitel im Wesentlichen zeigen, wie die
erweiterte Zweiteilchen-Greensfunktion benutzt werden kann, um das Vielteilchen-
Streuproblem auf effektive Zweiteilchen-Streugleichungen zu reduzieren. Die im fol-
genden gegebene Herleitung beruht aber nur auf wenigen fundamentalen Eigenschaf-
ten dieser Greensfunktionen. Die wesentlichen Voraussetzungen fiir die Herleitung von
effektiven Streugleichungen mit einem gutartigen optischen Potential sind, dafl die be-
nutzte Greensfunktion den Propagator ITPP(w) (bzw. den einfachsten, die physikalische
Situation beschreibenden Propagator) enthélt und die Dyson-Gleichung erfiillt. Da man
moglicherweise andere Greensfunktionen als die vorgestellten erweiterten Greensfunk-
tionen mit den geforderten Eigenschaften finden kann oder die gegebene Herleitung auf

andere physikalische Situationen (z. B. Excitonenprobleme als Teilchen-Loch-Streuung)
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iibertragen kénnen mochte, soll das Symbol G ki (t,1') fiir den sogenannten Streupro-
pagator eingefithrt werden, der durch die weiter unten beschriebenen Eigenschaften
charakterisiert wird. Der Einfachheit halber wird dieser Propagator mit Zweiteilchen-
quantenzahlen wie K und K’ indiziert, welch die Paare von Einteilchenindizes ersetzen.
Zwischen den beiden Moglichkeiten, die Zweiteilchen-Greensfunktionen zu indizieren,
vermittelt eine Transformation, die durch (einen vollstédndigen Satz von) Zweiteilchen-
Wellenfunktionen ¢x(p, q) wie in Gleichung (7.10) gegeben ist.

Im Folgenden sollen die benétigten Eigenschaften fiir den Streupropagator

explizit genannt werden.

(i) Fir Zeiten ¢t > t' reduziert sich der Streupropagator auf den transformierten
Teilchen-Teilchen-Anteil TI?P(w) des Teilchen-Teilchen-Propagators:

i G (t, ) = (UN] Agc(t) AL, () WYY fiir t > ¢/ (7.18)

Diese Bedingung erlaubt die Verkniipfung der S-Matrix aus Gleichung (7.15) fiir die
S-Matrix mit dem Streupropagator. Die zweite Bedingung verlangt die wichtigste neue

Eigenschaft der erweiterten Zweiteilchenpropagatoren:
(ii) Der Streupropagator erfiillt eine Dyson-Gleichung:
g~K,K/(t> t/) = gg,)K/(@ t/)
+/dK1 Ay dty dty G (t,11) Sicy 16, (11, 12) Gy pcr (t2, ). (7.19)
Hier erscheint der Propagator G® der das freie Projektil beschreibt:
iGE (1) = 0(t —t') 65 per €50, (7.20)
wobei K oder K’ einer Teilmenge von Zweiteilchenquantenzahlen angehdren, mit
der die moglichen Projektilzustdnde beschrieben werden.

Die Integrale iiber K; in Gleichung (7.19) laufen iiber den gesamten Zweiteilchenraum.
Die Deltafunktion éx x+ steht fiir eine geeignete Normierungsbedingung. Die tatséchli-
che Form dieser Bedingung héngt von dem benutzten Satz an Zweiteilchenquantenzah-

len ab. Im Beispiel zweier freier Projektilteilchen lautet die Normierungsbedingung
6K,K’ = 6k1k’1 6k2ké - 6k1ké 6’“21‘7/1' (721)

Der antisymmetrische zweite Term auf der rechten Seite trégt der Ununterscheidbarkeit
der fermionischen Komponententeilchen des Projektils Rechnung. Im Falle eines gebun-

denen Zustands als Projektil kann der Index K andererseits eine interne Quantenzahl



94 KAPITEL 7. OPTISCHE POTENTIALE FUR ZWEITEILCHENSTREUUNG

n des Projektils mit einem Wellenvektor des Massenschwerpunkts k zusammenfassen

und eine zugehorige Delta-Funktion lautet
Ok, K" = Ot O (7.22)

Die dritte Bedingung besitzt einen eher unbedeutenden, technischen Grund. Die
in der Zeitdoméne definierten Greensfunktionen, die von zwei Zeitvariable abhéngen,
lassen sich in der Regel auch als Funktion der Zeitdifferenz auffassen, wenn die totale

Energie des betrachteten Systems erhalten bleibt. Dementsprechend wird gefordert:

(iii) Als Konsequenz der Energieerhaltung sollen die Funktion G und die anderen
Funktionen, die in der Dyson-Gleichung (7.19) vorkommen, nur von der Zeitdif-

ferenz t — ¢’ abhéngen.

Man sieht leicht, daﬁ diese Bedingungen von der erweiterten Teilchen-Teilchen-
Greensfunktion gk iy (t,t') aus Gleichung (7.3) erfiillt wird, wenn das Projektil aus
zwel asymptotisch freien Teilchen besteht und dementsprechend K = (ky, k2) gilt. Die

Greensfunktion nullter Ordnung gk b k, (£, 1) aus Gleichung (7.7) kann dann mit dem

Propagator fiir das freie Projektil gﬁ?K,(

t') identifiziert werden.
Im allgemeineren Fall eines Projektils, das sich in einem beliebigen, moglicherweise

gebundenen Zweiteilchenzustand befindet, erfiillt die transformierte Funktion

Greo(t,t) 1= [ dpdadp'dd 65c(p.0) Gpar (1) 600, d)  (7.23)

die Bedingungen. Falls der Projektilzustand |K') keine Slater-Determinante ist und
daher auch kein Eigenzustand eines Einteilchenoperators, was normalerweise fiir ge-
bundene Zweiteilchenprojektile der Fall ist, mufl man noch Vorsicht walten lassen. Da
der in der Vielteilchen-Storungstheorie verwendete Hamilton-Operator nullter Ord-
nung H, ein Einteilchenoperator sein muf}, wird sich der Propagator des freien Projek-
tils G®)(t,t') aus Gleichung (7.20) normalerweise von der erweiterten Greensfunktion
nullter Ordnung G®P)(©) (¢ #') sowohl in den Phasen wie auch in dem Satz der Quan-
tenzahlen, die diesen Propagator diagonalisieren, unterscheiden. Dies stellt aber kein
wirkliches Problem dar, da die Dyson-Gleichung (7.6) fiir G auch problemlos so umge-
schrieben werden kann, dal G0 durch den Projektilpropagator G®) ersetzt wird. Diese
Prozedur beinhaltet eine triviale Renormierung des energieunabhéngigen (statischen)
Teils der Selbstenergie S(w), die sich aus Gleichung (3.17) ergibt.

Falls auch fiir echte Zweiteilchen-Projektilzustéinde die Verbindung zur Stérungs-
theorie in dem Sinn gewahrt bleiben soll, daf G® die nullte Ordnung von G dar-

stellt, muf} ein Weg gefunden werden, den Projektil-Hamilton-Operator H,, der primér
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einen Operator im Zweiteilchen-Hilbert-Raum darstellt, in den Fockraum-Hamilton-
Operator nullter Ordnung H, einzuschliefen. Man mufl dann dafiir sorgen, dafl der
Zustand |K) des freien Projektils orthogonal zum Grundzustand des Targets in null-
ter Ordnung, der Slater-Determinante |®7'), ist, damit beide Zustéinde Eigenzustéinde
eines neu zu konstruierenden Operators Hy sein konnen. Dies kann man z. B. errei-
chen, indem man den Projektilzustand nur aus virtuellen (Hartree-Fock-) Orbitalen

konstruiert, wie es in Referenz [76] beschrieben wird.

7.4 Optisches Potential und Bezug zur T-Matrix

Unter Benutzung der ersten geforderten Eigenschaft (7.18) kénnen wir nun mit Hilfe

von Gleichung (7.15) die S-Matrix durch den Streupropagator ausdriicken:

N 1: . 5 N i(Ext—Eprt!)
S(K — K')= lim iGggo(t,t) e oxt), (7.24)
t/——o0
Um die Verbindung mit der populdren 7-Matrix-Beschreibung der Streutheorie her-
zustellen, schreiben wir die Dyson-Gleichung (7.19) um, indem wir die sogenannte

reduzible Selbstenergie oder T-Matrix der Greensfunktion ’Z~'K7 k(t,t') einfiithren:

—

p) n (») g(p)

(7.25)

IC: QY
NN

—

D)

Ne Q.
|

(197}
Q|

_|_

In der hier benutzten Kurznotation sind Groflen wie g ,Matrizen“ mit den Paaren
(K,t) und (K',t') als Indizes. Das Matrixprodukt beinhaltet dabei die Integration tiber
alle inneren Indizes, d. h. iiber die Zweiteilchen-Quantenzahlen und die Zeitvariable.

Zum Beispiel gilt:

Q)

[ g(p) T (p)]
= = (K8 (K" )

/ dKy dKy dty dty Gy, (8, 1) Ticy ey (11, 12) G (o, ). (7.26)

Wie man leicht durch Einsetzen von (7.25) in den Ausdruck (7.24) fiir die S-Matrix
unter Benutzung der Eigenschaft (i) sieht, gilt

S(K<—K’) :6KK’ —ZFij—KyK/((SK) 6(8}(—8](/). (727)

Die Grofle ’]~'K, k' (Ek) bezeichnet hier die Fourier-Transformierte der reduziblen Selbst-

energie 7K7K/(t,t’) bei der Energie £k. Die Fourier-Transformation der reduziblen
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Selbstenergie Z auf eine einzelne Energievariable ist moglich, da i nur Funktion der
Zeitdifferenz ist, was aus der Eigenschaft (iii) folgt.

Gleichung (7.27) erlaubt nun, die reduzible Selbstenergie T x+(Ex) mit der soge-
nannten ,on-shell“-T-Matrix ¢(K « K') der Streutheorie [80] zu identifizieren, die

folgendermaflen definiert wird:
S(K<—K’):6KK/—ZFié(gK—gK/)t(K%K/). (728)

Damit ist nun die Verbindung zwischen der Zweiteilchen-Greensfunktion Q und den
effektiven Zweiteilchengréfien der Streutheorie, ndmlich der S- und der T-Matrix her-
gestellt. In Gleichung (7.25) iibernimmt die Selbstenergie S die Rolle des Streupotenti-
als und kann daher mit dem optischen Potential fiir Zweiteilchenstreuung identifiziert
werden. Im analogen Fall der Einteilchenstreuung am korrelierten Vielteilchentarget
ibernimmt die Einteilchen-Greensfunktion G(¢,t') die Rolle des Streupropagators. In
diesem Zusammenhang sind auch die in den Referenzen [10,55] gegebenen Herleitungen
fiir Einteilchenstreuung mit dem optischen Potential der Einteilchen-Greensfunktion

von Interesse.

7.5 Eine effektive Lippmann-Schwinger-Gleichung

Die Analogie zur Einteilchenstreuung soll nun weitergefithrt und effektive Streuglei-
chungen hergeleitet werden. Dazu definiere ich zunéchst Streuamplituden, welche die

Rolle von effektiven Zweiteilchen-Wellenfunktionen einnehmen werden:
PRI = (U Ak(t) [T 0). (7.29)

Diese Amplituden enthalten schon die gesamte fiir den Streuprozef3 relevante Informa-

tion, da man die S-Matrix durch
S(K — K') = lim ¢’ FEH(K ) (7.30)

ausdriicken kann. Die Beziehung zur Greensfunktion erhélt man unter Verwendung von
(7.18):
fEH (K t) = Jim i Gr o (L, )e Ext, (7.31)

Die Zeitabhéngigkeit ihrer Streuamplituden 148t sich aus der Definition berech-
nen, wenn man beriicksichtigt, dafi |U}) und |¥},) Eigenfunktionen des Hamilton-

Operators sind:

PRI ) = (U Ax(t) 95
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— <\Ifév‘ ethAKefth ’\If;r(/>

= e Ut fRH (K. (7.32)

Das letzte Gleichheitszeichen definiert die zeitunabhingige Streuamplitude. Fiir
sie gilt:

fEHEK) = &t (YK (7.33)

= (U9 | Ar [%). (7.34)

Man kann nun die Dyson-Gleichung fiir G ausnutzen, um eine effektive Lippmann-
Schwinger-Gleichung fiir die zeitunabhingige Streuamplitude fX+(K) herzuleiten.
Setzt man die Dyson-Gleichung (7.19) in Gleichung (7.31) ein und benutzt Gleichung

(7.33), dann gelangt man nach einigen einfachen Manipulationen zu den folgenden

Gleichungen:
fK’+(K) — t/ErPooieigK/th’K/(t’ t') e~ Exrt!
— by + i i [ AR dE dy dly %
€t G (t,11) Sk (b, t2) Gy o (o, ) €757 (7.35)

Ausfiithren der Zeitintegration unter Ausnutzung von Eigenschaft (iii) des Streupropa-

gators fithrt zur gewiinschten Arbeitsgleichung fiir die zeitunabhéngige Streuamplitude:
JEHE) = Srcae + [ A A G (Exr) Sy (Exr) 17 (). (7.36)

Diese Integralgleichung kann benutzt werden, um die Streuamplitude z. B. iterativ
auszurechnen, wenn die Selbstenergie S(w) bekannt ist. Gleichung (7.36) steht in star-
ker Analogie zur Lippmann-Schwinger-Gleichung der herkémmlichen Streutheorie. Die
Selbstenergie steht hier an Stelle des Potentials. Damit wurde also eine exakte Be-
schreibung unseres vorgegebenen Vielteichen-Streuproblems in einem optischen Mo-
dell hergeleitet: Das urspriingliche (N + 2)-Teilchen-Problem wurde reduziert auf das
Problem der Streuung von zwei Teilchen an einem optischen Potential. Das durch die
Selbstenergie § (w) realisierte optische Potential ist im allgemeinen energieabhingig,
nichtlokal und méglicherweise komplex und beriicksichtigt vollstdndig die Korrelati-
on innerhalb des Targets wie auch die Wechselwirkung zwischen dem Target und den
Projektil-Teilchen. Wie bereits in Abschnitt 5.1 fiir die Selbstenergie der erweiterten
Teilchen-Loch-Greensfunktion gezeigt wurde, wird die Selbstenergie energieunabhiingig
und nahezu trivial fiir Systeme, bei denen nur Wechselwirkungen mit Einteilchenpo-

tentialen und keine echten Zweiteilchenkréfte eine Rolle spielen.
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Diese Formulierung der Zweiteilchenstreuung entwickelt sich also in vollstédndiger
Analogie zur elastischen Streuung eines Fermions an einem Vielteilchentarget. Dort
ibernimmt die Selbstenergie X(w) der Einteilchen-Greensfunktion die Rolle des op-
tischen Potentials [10, 24, 55, 81], das fiir Einteilchenpotentiale unabhéngig von der

Energie wird.

7.6 Eine Zweiteilchen-Eigenwertgleichung

In der herkémmlichen Streutheorie stellt die Lippmann-Schwinger-Integralgleichung
eine Alternative zu Schrodingers Eigenwertgleichung dar. Man kann folglich erwarten,
daf} es durch eine Beschreibung im Rahmen eines optischen Modells ebenfalls moglich
ist, eine effektive Eigenwertgleichung fiir die Streuamplituden zu formulieren. Multipli-
ziert man die Integralgleichung (7.36) mit der Energiedifferenz (£x — £k ), erhélt man

durch Fourier-Transformation der Gleichung (7.20) die gewiinschte Gleichung:
(Ex = &) TN (E) + [ R Sre(Ere) £ (o) = 0 (7.37)

Dies ist eine Eigenwertgleichung im Hilbert-Raum fiir zwei Teilchen. Sie wurde in
einer Basis von Zweiteilchen-Wellenfunktionen formuliert, die den in Abschnitt 7.2
definierten Hamilton-Operator fiir das freie Projektil H,, diagonalisieren. Fiihrt man
H,, wieder ein und wechselt von der Darstellung in Quantenzahlen zur abstrakten

Dirac-Schreibweise, kann man Gleichung (7.36) folgendermaflen umschreiben:

{Hy +S(Ex)} [F4) = &

F54). (7.38)

Die effektiven Streuzustinde |f5'4) sind die abstrakten Vektoren der iiber
die Zustdnde der freien Projektilteilchen |K) aus Gleichung (7.9) gewonnenen

Zweiteilchen-Streuamplituden
(KIf'+) = R4 (). (7.39)
Der Operator S(Ek/) wird tiber seine Matrixelemente definiert:
(K| S(w) | K3) = Sk, .10, (w). (7.40)

Die Greensfunktion QK17K2 (w) 148t sich nun interpretieren als eine Darstellung der

Resolvente G(w), die folgende Operatoridentitidt im Zweiteilchenraum erfiillt:

{Hp, + S(w) —w} G(w) =id. (7.41)
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Hier driickt sich also aus, dafl der Streupropagator, der ja durch eine erweiterte
Zweiteilchen-Greensfunktion realisiert wird, die Resolvente des fiir die Zweiteilchen-
streuung zutreffenden effektiven und energieabhéngigen Hamilton-Operators ist.

Ich mo6chte an dieser Stelle noch kurz auf eine éltere Arbeit von Junkin und Villars
aus dem Jahr 1967 eingehen, in der auch schon ein optisches Potential fiir Zweiteil-
chenstreuung beschrieben wird [76]. In dieser Arbeit wird ein optisches Potential aus-
gehend von dem Teilchen-Teilchen-Anteil IIPP(w) des Teilchen-Teilchen-Propagators
aus Gleichung (7.1) ohne Erweiterungen konstruiert. Formal 148t sich ein effektiver
Zweiteilchen-Hamilton-Operator auch durch Inversion dieses Propagators definieren.
Der so definierte energieabhéingige Zweiteilchenoperator enthélt allerdings einen linear
mit der Energievariablen w anwachsenden Term, der bei groflen Energien divergiert,
wie im analogen Fall der Einteilchenstreuung von Capuzzi und Mahaux angemerkt
wurde [27]. Um diese Divergenz zu umgehen, miissen Junkin und Villars das Projektil-
teilchen so einschrinken, dafl es nur aus virtuellen Hartree-Fock-Orbitalen aufgebaut
sein kann. Sie entwickeln dann das optische Potential in den Potenzen einer Rest-
wechselwirkung, die keine Streuung zwischen unbesetzten Orbitalen erlaubt. Das in
dieser Arbeit vorgestellte optische Potential fiir Zweiteilchenstreuung erscheint vom
konzeptionellen Standpunkt aus betrachtet befriedigender, da keine Beschrankungen
des Zweiteilchen-(Projektil-)Raums notig sind. Generell wird nicht zwischen besetzten
und unbesetzten Orbitalen unterschieden. Auch das in Abschnitt 5.1 besprochene Ver-
halten der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen gegeniiber Einteilchenpotentia-
len bietet einen Kontrast zwischen beiden Vorgehensweisen. Wahrend die erweiterten
Zweiteilchen-Greensfunktionen FEinteilchenpotentiale schon in erster Ordnung exakt
beriicksichtigen, fithrt der Ansatz von Junkin und Villars zu einer unendlichen Reihe.

Zusammenfassend kénnen wir nun folgendes vermerken: Ausgehend von einem be-
liebigen Propagator sind es die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus Abschnitt 7.3, die zu
den zuletzt besprochenen effektiven Streugleichungen fithren. Der Nutzen dieser Glei-
chungen fiir die ndherungsweise Berechnung von Streuparametern ergibt sich aus den
Eigenschaften der Selbstenergie. Wie an verschiedenen Stellen schon gezeigt wurde,
besitzen die Selbstenergien der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen eine gutar-
tige, zur Einteilchen-Greensfunktion analoge analytische Struktur und verhalten sich
sinnvoll gegeniiber Einteilchenpotentialen. Aus diesen Griinden stellen die erweiter-
ten Zweiteilchen-Greensfunktionen ein niitzliches Werkzeug fiir Zweiteilchenstreuung
dar. Im folgenden Kapitel soll nun der statische Anteil des optischen Potentials fiir

Zweiteilchenstreuung weitergehend analysiert werden.






Kapitel 8

Eigenschaften der statischen

Streupotentiale

In diesem Kapitel soll die statische Selbstenergie der erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen in ihrer Funktion als statisches Streupotential weiter untersucht
werden. Da das optische Potential fiir ein gegebenes Streuproblem nicht eindeutig be-
stimmt ist [27], erscheint es sinnvoll, das hergeleitete optische Potential vom formalen,
praktischen und intuitiven Standpunkt aus kritisch zu beurteilen. Man kann dabei eine
niitzliche Analogie zum etablierten optischen Potential fiir Einteilchenstreuung aus der
Einteilchen-Greensfunktion ziehen. Ich beginne daher mit einer Betrachtung der Ein-
teilchenstreuung und vergleiche dabei die alternativen Beschreibungen {iber die Greens-
funktion und das optische Potential von Feshbach. Die eingehende Diskussion der
Einteilchenpotentiale wird dann hilfreich sein, einzelne Terme der Teilchen-Teilchen-
Selbstenergie zu identifizieren. Die Betrachtung eines Coulomb-wechselwirkenden Sy-
stems in Ortsraumdarstellung erlaubt es, die wichtigsten Terme im energieunabhingi-
gen Teil des optischen Potentials zu interpretieren. Schliellich soll die Interpretation
der statischen Selbstenergie als Streupotential auch auf die Teilchen-Loch-Selbstenergie
iibertragen werden. Die in diesem Kapitel vorgestellten Betrachtungen basieren auf Re-
ferenz [34].

8.1 Optische Potentiale fiir Einteilchenstreuung

Wir betrachten im Folgenden die physikalische Situation der Streuung von einem ein-
zelnen Teilchen an einem N-Teilchen-Target, das sich im gebundenen Grundzustand

|U2') befindet. Alle Teilchen sind ununterscheidbare Fermionen und wir betrachten nur

101
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den elastischen Streukanal, also die Streuereignisse, bei denen das Target sich auch nach
dem Streuproze wieder im Grundzustand |¥)') befindet. Die Einfliisse der Wechsel-
wirkung des Projektilteilchens mit dem Vielteilchentarget kénnen durch ein optisches
Potential beriicksichtigt werden [82]. Wie schon in der Einleitung angemerkt wurde,
ist das optische Potential hier ein energieabhéngiger, nichtlokaler Operator im Einteil-
chenraum, der es erlaubt durch Loésung von Einteilchen-Streugleichungen die Effekte
des Vielteilchentargets exakt zu beriicksichtigen. Falls inelastische Streuung energetisch
moglich ist, wird das optische Potential zu einem nichthermiteschen Operator, der den

Verlust von Streuamplitude in inelastische Kanéle beschreiben kann.

8.1.1 Das optische Potential der Einteilchen-Greensfunktion

Von Bell und Squires [24] wurde gezeigt, daf8 die Selbstenergie 3(w) der Einteilchen-
Greensfunktion ein exaktes optisches Potential fiir elastische Einteilchenstreuung dar-
stellt. Traditionell wird die Selbstenergie durch eine unendliche Summation irre-
duzibler Diagramme aus der Feynman-Dyson-Storungsentwicklung der Einteilchen-
Greensfunktion definiert [9]. Die algebraische Herleitung der Dyson-Gleichung und die
entsprechende Definition der Selbstenergie [37,38] lieferten die Motivation zur Entwick-
lung der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen und wurden in Kapitel 1 ausfiihr-
lich besprochen.

Ahnlich wie bei den erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen kann auch die
Einteilchen-Greensfunktion als Resolvente eines energieabhéngigen effektiven Hamil-

tonoperators im Einteilchenraum verstanden werden [siche Gleichung (1.24)]:

1
o wi — g@&)) _ ;(w)

—aa

IR

(w)

(8.1)

Betrachten wir nun den statischen, d. h. energieunabhéngigen Teil des optischen

Hamilton-Operators der Einteilchen-Greensfunktion:

—aa

R = [HOV] + Syy(00) = (U] |ap. [H, ag}L 1793 (8.2)

Die Kommutatoren der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit dem Hamilton-
Operator H aus (1.19), (1.20) und (4.1) — (4.3) sind leicht auszuwerten. Wir erhalten
den Ausdruck

Rﬁ) = €pbpq + Upg + Vz(;qG) (8.3)

fiir den statischen Anteil des effektiven Hamilton-Operators der Einteilchen-

Greensfunktion. Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite sind leicht als
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Auswirkungen des Einteilchen-Anteils des Hamilton-Operators wie die kinetische
Energie und externe Kréfte auf das Projektilteilchen zu interpretieren. Der dritte

Term
Ve = (@ [an [V, al] | 198)
14

Prq
> Viklal) Pik (8.4)
kl

beschreibt die Zweiteilchenwechselwirkungen zwischen dem Projektil und den Target-

Teilchen. Die Einteilchendichte p;; ist folgendermaflen definiert:
pig = (V' ala; |0F). (8.5)

Der Wechselwirkungsteil der statischen Selbstenergie wird anschaulich zugingli-
cher, wenn man ein lokales Wechselwirkungspotential beriicksichtigt und die For-
meln in die Ortsraumdarstellung iibertragt. Wir betrachten im folgenden Coulomb-
wechselwirkende Elektronen, bei denen das Wechselwirkungsmatrixelement im Orts-
raum

6r1ri 6r2r§

(8.6)

it = ey

lautet. Die Indizes r = (r, o) sind aus einem Ortsvektor r und einem Spin-Anteil o
zusammengesetzt. Die zutreffende Delta-Funktion lautet hier 6, := 6(r — r’) 8,4

In der Ortsraumdarstellung lautet der Wechselwirkungsanteil der statischen Selbst-
energie (oder des energieunabhingigen Anteils des optischen Hamilton-Operators der
Einteilchen-Greensfunktion)

m—m%mwfl Prr (8.7)

— 14| |r—r’|

wobei die Integration hier iiber den dreidimensionalen Konfigurationsraum lduft und
zusitzlich eine Summation iiber die Spinindizes beinhaltet. Die Gréfle p, = p,. be-
zeichnet den diagonalen Anteil der Einteilchendichte. Im Falle eines Targets, das sich
in einem nichtentarteten Singulett-Zustand befindet, 143t sich der Spinanteil leicht ab-
separieren und der folgende rdumliche Anteil bleibt iibrig [83]:

@) rr r—r /d pr,r') 8.8
( 1|r—r1| v — 1| (8.8)

Hier wird offensichtlich, daf§ die statische Selbstenergie die Coulomb-AbstoBung des
Projektils von der statischen Ladungsdichte des Targets beschreibt. Diese Repulsion

wird allerdings dadurch vermindert, dafl sich das Projektil-Elektron mit einem der
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Target-Elektronen austauschen kann. Diesem AustauschprozeB wird durch den zwei-
ten Term auf der rechten Seite Rechnung getragen. Falls die Wellenfunktion des Streu-
targets durch eine Slater-Determinante gendhert wird, dann approximiert der stati-
sche effektive Streu-Hamilton-Operator E(G) die Projektil-Target-Wechselwirkung auf
dem sogenannten ,,static-exchange* Niveau. Berechnet man dagegen E(G) mit einer
korrelierten Grundzustandsdichte, so erhédlt man die sogenannte ,,correlated static-
exchange* Niherung [84-86]. Diese Ndherungen konnen selbstverstindlich Effekte,
die durch die Anderung der Wellenfunktion des Targets in Antwort auf das ankommen-
de Projektil entstehen, nicht beriicksichtigen. Diese als dynamische Effekte bezeichne-
ten Einfliisse werden durch den energieabhéingigen (dynamischen) Teil der Selbstenergie

beriicksichtigt.

8.1.2 Das optische Potential nach Feshbach

Das optische Potential von Feshbach [26] war das erste optische Potential, das streng
hergeleitet wurde. Es gibt jedoch unendlich viele physikalisch dquivalente optische Po-
tentiale. Die mathematischen Eigenschaften von einigen effektiven Einteilchenpotentia-
le wurden von Capuzzi und Mahaux untersucht [27]. Eine dquivalente Formulierung des
von Feshbach hergeleiteten effektiven Hamilton-Operators, der die kinetische Energie
fiir das Projektilteilchen und das optische Potential enthélt, lautet in Matrixschreib-

weise

B (E) = [RY + D(E)|g . (8.9)

Der Zusammenhang mit den von Feshbach angegebenen Formeln [26] findet sich in
Referenz [27]. Die Matrix ¢ steht fiir die Differenz der Einheitsmatrix und der Einteil-

chendichte des Grundzustands mit den Matrixelementen

Opg = <\IJ(ZJV| apa; |\IJ(ZJV>

Opg = Ppa- (8.10)

Man beachte, dafl die Eigenwerte dieser Matrix durch Eins abziiglich der natiirlichen
Besetzungszahlen des Grundzustands des Targets gegeben sind. Falls das Target einen
unkorrelierten Kern (,,hard core”) enthilt, verschwinden Eigenwerte der Matrix ¢ und
sie kann nicht im ganzen Einteilchenraum invertiert werden. Stattdessen mufi man den
unkorrelierten Kern explizit von dem fiir die Projektil-Wellenfunktion zuginglichen
Raum ausschliefen. Wenn die Wellenfunktion gar durch eine Slater-Determinante be-

schrieben wird, wird die Matrix g zum Projektor auf den Raum der virtuellen Orbitale.
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Die Matrix E(F) nennen wir den statischen Teil des effektiven Hamilton-Operators

nach Feshbach. Sie wird durch die Matrixelemente
RE) = (0| a, [H , o] - |T]) (8.11)

definiert. Der dynamische Teil D(E) (siehe Referenz [27]) besitzt Pole, die man Reso-
nanzen von Zwei-Teilchen-Loch- und hoheren Anregungen zuordnen kann, und einen
Verzweigungsschnitt oberhalb der Ionisierungsschwelle. Die analytische Struktur des
dynamischen Teils ist vom formalen Standpunkt aus gesehen dhnlich zur dynamischen
Selbstenergie (3.21). Das ist nicht sehr iiberraschend, da die Projektionsmethode, mit
der das Feshbach-Potential hergeleitet wird [26], formal sehr der in Kapitel 1 oder in
den Referenzen [37,38| beschriebenen Herleitung der Dyson-Gleichung dhnelt. Bei der
Einteilchen-Greensfunktion wird eine Partitionierung durchgefiihrt, die eine Projekti-
on auf einen von orthonormalen Zustéinden aufgespannten primédren Raum bewirkt.
Beim Feshbach-Potential dagegen wird auf die nichtorthogonalen Zustiinde af |[¥1)
projiziert.

Wie beim optischen Potential der Selbstenergie im vorausgegangenen Abschnitt
soll nun der statische Anteil RI(};) von Feshbachs optischem Hamilton-Operator nédher

untersucht werden:

Rg;) = EpOpg T Z UpjOiq + V;(,S), (8.12)
j
wobei
Vig = (W] [ap, V]_a} |9). (8.13)

Zunichst bemerkt man, daf der reine Einteilchenanteil in A")(E) nach herauskiirzen
der Matrix ¢ in (8.9) mit dem Einteilchenanteil des optischen Hamilton-Operators der
Einteilchen-Greensfunktion iibereinstimmt. Der Wechselwirkungsteil VI(JS) unterschei-
det sich jedoch von der analogen Grofle der Greensfunktion Vzqu) aus Gleichung (8.7)
dadurch, daf er die Zweiteilchendichte

Yijm = (VY| afafa;a; |UY) (8.14)

des Target-Zustands enthélt. Die Zweiteilchendichte spielt hier eine Rolle, weil der Er-
wartungswert (U] [a,, V]_a} [¥{') Produkte von je drei Erzeugungs- und drei Ver-
nichtungsoperatoren enthélt. Nachdem je ein Erzeuger und ein Vernichter durch Aus-
werten des Kommutators verschwindet, bleibt eine Zweiteilchendichte {ibrig. Um einen
iibersichtlichen Ausdruck fiir v;? herzuleiten, beachte man nun, dafl die Zweiteilchen-

dichte einer Slater-Determinante gemé&f

’Y?ﬁgl = PikPjl — PilPjk (8.15)
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in Produkte von Einteilchendichten zerfallt. Wenn man nun die verbleibende Zweiteil-
chendichte
Vijht = Yijkt — Yok (8.16)

einfiihrt, so kann man RZ()I;;) folgendermaflen ausdriicken:

RE =S R0 + 3 35Viiia: (8.17)

i jkl

Im Fall eines unkorrelierten (also durch eine Slater-Determinante beschriebenen) Tar-
gets, reduziert sich der statische Anteil des optischen Hamilton-Operators nach Fesh-
bach (8.9) also auf die wohlbekannte , static-exchange“-Néherung. Bei korrelierten Tar-
gets bleibt jedoch ein Term iibrig, der von dem nicht-faktorisierenden Anteil 7,;;; der
Zweiteilchendichte herriihrt und nicht leicht anschaulich gedeutet werden kann. Wir
schliefen daraus, dafl im Vergleich mit dem Feshbach-Potential das optische Poten-
tial der Einteilchen-Greensfunktion, das auch fiir nur teilweise korrelierte Targets im
gesamten Einteilchenraum wohldefiniert ist, den einfacher zu berechnenden und intui-
tiveren statischen Anteil besitzt. Der Vollstandigkeit halber soll noch erwéhnt werden,
dal der Zugang von Feshbach auch im dynamischen Anteil des optischen Potentials
mehr Probleme mit sich bringt, die sich bei Studien an Kernmaterie zumindest fiir
niedrige Energien in einer komplizierteren Energieabhéngigkeit und Nichtlokalitdt ma-
nifestieren [27,87].

8.2 Statische Zweiteilchenpotentiale

In Kapitel 7 wurde gezeigt, dafl die Selbstenergie der erweiterten Teilchen-Teilchen-
Greensfunktion g(p”) (w) ein exaktes optisches Potential fiir elastische Streuung von
zwei Projektilteilchen an einem Vielteilchentarget darstellt. Wenn beide Projektilteil-
chen asymptotisch frei sind, kann man einfach die kinetische Energie als Projektil-
Hamilton-Operator H,, und als nullte Ordnung H, wéhlen. Der effektive Hamilton-
Operator fiir das Zweiteilchen-Streuproblem ist dann wie gewthnlich die Summe des
Anteils nullter Ordnung A fl’;p)(o), der jetzt die kinetische Energie der beiden Projektil-
teilchen beschreibt, und der Selbstenergie S ®P) (), welche die gesamte Wechselwirkung
beriicksichtigt. Wechselwirkung tritt sowohl zwischen den Projektilteilchen untereinan-
der auf, als auch zwischen den Projektil- und Targetteilchen, innerhalb des Targets und
gegebenenfalls mit externen Kréften auf. Der statische Teil des optischen Hamilton-
Operators lautet

R@P) [ g ®p)

rs,r’s’

fal|H|dl, al). (8.18)

= ( T s
a )
——aa :| TS,T'/S/
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Die Beitréige des Einteilchenanteils des Hamilton-Operators H konnen wegen der Li-

nearitdt der Superoperatoren H = Hy + 6+ V wieder einfach abgespalten werden:

R(pp) - (57« + 55)(67«7«/653’ - 67"3’67"3’) + Srs,r’s’(oo) (819)

rs,r’s’
mit

S(pp) (OO) = Urr’éss’ + 61’1”7]58’ - Urs’(srs’ - 6rs’Urs’ + V(pp)/ /- (820)

rs,r’s’ rs,r's

Die kinetische Energie und der Einflufl &uflerer Kréfte wird also schon durch den stati-
schen Anteil des effektiven Hamilton-Operators exakt beschrieben und ist unabhéngig
von moglichen Naherungen an der Targetwellenfunktion. Man beachte, dafl sich die
Moglichkeit, die beiden mit r und s gekennzeichneten Projektilteilchen auszutauschen,
explizit im Einteilchenanteil des effektiven Hamilton-Operators niederschléagt. Aus den
Gleichungen (8.19) und (8.20) sieht man, daff die von der kinetischen Energie und von
duBeren Feldern herriihrenden Teile antisymmetrisch beziiglich Vertauschung der In-
dizes sind. Der ebenfalls antisymmetrische Wechselwirkungsteil Vfgﬁ),s,
Selbstenergie 148t sich durch Anwendung der Definitionen (2.2) und (2.11) aus Kapitel
2 berechnen:

der statischen

V(pp) — (a

rs,r’s!

Ll V0] al)

Ty s

= <\I[(J)V| {asara [V7 ai’ai’}i}i |\Ij(])v> +
{a [V ] o], ool ol g +

I RS

{THS}—{r'<—>s'}+{r<—>s&r'<—>s'}, (8.21)

wobei der Ausdruck in geschweiften Klammern insgesamt vier mal mit vertauschten
Indizes auftritt, wie in der letzten Zeile von Gleichung (8.21) angedeutet wird. Betrach-
tet man wieder den Fall von Coulomb-wechselwirkenden Elektronen und transformiert
die Gleichung (8.21) in die Ortsraumdarstellung, so erhélt man, bedingt durch die
vielen Moglichkeiten, die beiden Elektronen miteinander und mit den Targetteilchen
auszutauschen, eine Vielzahl von Termen. In Anhang B sind alle auftretenden Terme
aufgefiihrt. Im Folgenden sollen nur die wichtigsten Terme motiviert und besprochen
werden.

Auf den ersten Blick erwartet man zunéchst Terme, welche die Abstoflung der Pro-

jektilteilchen untereinander und die Coulomb-Wechselwirkung der Projektilteilchen mit
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der statischen Ladungsverteilung des Targets beschreiben. Diese Terme treten auch
dann auf, wenn die Projektilteilchen von den Targetteilchen unterscheidbar sind, al-
so z. B. fiir Streuung von Positronen oder Protonen an einem elektronischen Target
(z. B. Atom oder Molekiil). Um diese Terme zu isolieren, fithre ich daher positronische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢ und ¢, ein, die mit elektronischen Ope-
ratoren af und a, vertauschen. Beriicksichtigt man nun die Coulomb-Wechselwirkung
der Positronen im Wechselwirkungsoperator Viomposite fiir das zusammengesetzte Sy-
stem aus Elektronen und Positronen'®, so ergibt sich der folgende Ausdruck fiir den
Wechselwirkungsteil der statischen Selbstenergie fiir die erweiterte Teilchen-Teilchen-
Greensfunktion:

V(Positronen) _ (

rs,r's’

CI? Ci “A/Composite’ CI/, Ci/)

1
= (6TTI658I — (STS/(STSI) (m — /dr1 Pr - /dr1 Pr ) (822)

Ir; —r| lr; — s

Dieses sehr intuitive Ergebnis zeigt, dafl die statische Teilchen-Teilchen-Selbstenergie
bereits die gesamte Zweiteilchenwechselwirkung im Projektil wie auch die Coulomb-
Wechselwirkung mit der statischen Ladungsdichte des Targets enthélt. Die Moglichkeit
des Austausches der beiden Projektilteilchen ist in Gleichung (8.22) explizit durch die
antisymmetrischen Delta-Funktionen gegeben.

Kehrt man zuriick zur Streuung von Projektilteilchen, die ununterscheidbar von den
Teilchen des Targets sind, erwartet man zusétzliche Austauschterme. Diese Terme tre-
ten tatsdchlich auf und die Berechnung aus Gleichung (8.21) ergibt neun verschiedene

Terme:

(af,al|V|alal) = A+B+C+D+E+F+G+1+J
— (res)— (' ed)+(res&r < d). (8.23)

Wie zuvor schon erwihnt, sind alle Terme in Anhang B aufgefiihrt. Man beachte, dafl
auflerhalb des Target, d. h. wenn die Positionen r, 7', s und s’ so gewihlt werden,
daf} die Einteilchendichte des Targets dort verschwindet, nur die Terme A und B mit
ihren antisymmetrischen Kombinationen iibrigbleiben. Diese Terme reproduzieren bis
auf den offensichtlichen Wechsel im Vorzeichen der Projektil-Target-Wechselwirkung
wieder Gleichung (8.22).

'Der zu illustrativen Zwecken gewihlte Operator Veomposite Wwurde aus Referenz [88] {ibernommen
und beriicksichtigt die statische Coulomb-Wechselwirkung aber keine relativistischen Effekte, insbe-

sondere nicht die Moglichkeit der Paarvernichtung.
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Von den iibrigen Termen lat sich der Term C = —635/% am einfachsten

identifizieren. Dieser Beitrag stellt eine Art Austauschwechselwirkung eines einzel-
nen Projektilteilchens mit dem Target dar, die schon bei der Einteilchenstreuung in
Gleichung (8.7) aufgetreten ist. Alle anderen Terme miissen entweder als Coulomb-
Wechselwirkung innerhalb des Projektils mit simultanem Austausch zwischen Projek-
til und Target (D — G) gedeutet werden oder als Austausch zwischen Projektil und
Target mit simultaner Projektil-Target-Wechselwirkung (I und J). Das Auftreten von
Zweiteilchen-Dichten in den Termen /' und I erscheint in diesem Zusammenhang nicht
unnatiirlich, obwohl sich diese gemischten oder simultanen Austauschterme einer in-
tuitiven Interpretation entziehen.

Man beachte, daf8 die Terme G und J zur Einteilchendichte pf; = (¢| a}ai |p) des se-
kundéren Referenzzustands |p) proportional sind, der in der Definition (2.2) der erwei-
terten Zusténde | A, B) eingefiihrt wurde. Die Wahl dieses Referenzzustands hat keine
Auswirkungen auf die algebraischen Eigenschaften der erweiterten Zusténde, insbeson-
dere nicht fiir die Herleitung der Dyson-Gleichung. Fiir die hier betrachtete statische
Selbstenergie ergeben sich offensichtlich Unterschiede und die Freiheit in der Wahl des
sekundiren Referenzzustands kann nun genutzt werden, um die statische Selbstener-
gie zu modifizieren. Die einzige Bedingung an |¢) ist, dal |p) eine Eigenfunktion des
Hamilton-Operators im Fock-Raum H sein mufl (vgl. Abschnitt 2.3). Die beiden auf
der Hand liegenden Wahlméglichkeiten fiir |¢) sind der Targetzustand |¥)) und das
Vakuum des Fock-Raums |vak). Wahlt man das Vakuum, so verschwinden die Terme
G und J, da die Teilchendichte im Vakuum verschwindet. W&hlt man stattdessen den
Grundzustand |¥Q') des Targets, so #hneln die Terme G und J den Termen F und I,
die Zweiteilchendichten mit entgegengesetztem Vorzeichen enthalten. Unterstellt man
eine Faktorisierung der Zweiteilchendichten [vgl. Gleichung (8.15)], konnen sich diese
Terme also teilweise wegheben.

Wie schon bei der Einteilchenstreuung gibt es auch bei der Zweiteilchenstreu-
ung andere Moglichkeiten, um optische Potentiale zu definieren. Ohne zu sehr ins
Detail zu gehen, sollte erwdhnt werden, dafl ein zum effektiven Hamilton-Operator
von Feshbach (8.9) analoger Ausdruck auch fiir Zweiteilchenstreuung hergeleitet
werden kann. Der statische Teil R™ enthilt hier die Matrixelemente R,(EZ,S,
(UX| asa, [H, al,al,]_ | Y). Nimmt man Positronen als Projektilteilchen (also vom
Target unterscheidbare Teilchen), so erhdlt man dasselbe Ergebnis wie in Gleichung
(8.22). In diesem Spezialfall sind die statische Teilchen-Teilchen-Selbstenergie und der
statische Teil des Feshbach-Potentials identisch. Falls jedoch alle Teilchen (also von

Projektil und Target) ununterscheidbare Fermionen sind, dann beinhaltet E(F) Drei-
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teilchendichten, die sehr miihsam auszuwerten und noch schwieriger zu interpretieren
sind.

8.3 Teilchen-Loch-Streuung

Die strenge formale Analogie zwischen den in den Kapitel 2 und 3 vorgestellten erwei-
terten Zweiteilchen-Greensfunktionen legt es nahe, im Zusammenhang der Deutung
der Teilchen-Teilchen-Selbstenergie als optisches Potential auch iiber den Nutzen der
Teilchen-Loch-Selbstenergie nachzudenken. Die Teilchen-Loch-Selbstenergie kénnte als
optisches Potential z. B. in der Festkorperphysik Anwendung finden: In ausgedehnten,
elektronisches Systemen ziehen sich Teilchen und Locher bekanntermafien gegenseitig
an und bilden gebundene Zustédnde, die sognannten Exzitonen. Die Exzitonen kénnen
dann ihrerseits wieder als Projektile wirken und an Defekten, an anderem moglichen
Wechselwirkungszentren oder auch nur durch die Anwesenheit der elektronischen Kor-
relation gestreut werden.

Ein Ausdruck fiir den statischen Teil des effektiven Hamilton-Operators fiir das
Teilchen-Loch-Problem kann aus Gleichung (5.2) gewonnen werden:

7 h
(b, aq |H| al), ag) = 860 (e — £4) + S (20). (8.24)

pgp'q’

Man sieht hier, dafl der Anteil der kinetischen Energie zwei unterscheidbare Teilchen
mit Massen von entgegengesetztem Vorzeichen beschreibt?. Die Wechselwirkung mit
externen (und Einteilchen-) Potentialen ist in der statischen Selbstenergie enthalten
und zeigt auch verschiedene Vorzeichen wie fiir Teilchen, die entgegengesetzte Ladun-
gen tragen:

S (00) = Vppbgg — Opprvgq + (a;fn q V] a;f)'a ag)- (8:25)

Pap'q’
Das Wechselwirkungspotential  (al, aq V| alf,al) beschreibt die Zweiteilchen-
Wechselwirkungen und &8t sich wiederum leichter interpretieren, wenn man zur
Ortsraumdarstellung iibergeht. Der sich so ergebende Ausdruck ist immer noch ziem-
lich kompliziert und kann in Anhang C gefunden werden. Der Wechselwirkungsteil
der statischen Selbstenergie vereinfacht sich wieder sehr stark, wenn sich die Projek-

tilteilchen auflerhalb des Targets aufhalten, d. h. an Orten, wo die Einteilchendichte

2Wihlt man fiir Hy wieder den Operator der kinetischen Energie fiir Elektronen, so sollten die
Einteilchenindizes p und ¢ in Gleichung (8.24) als Impulsraumdarstellung verstanden werden, in der
dann die kinetische Energie diagonal ist. Spater wird dann in die Ortsraumdarstellung iibergegangen

(mit Indizes r und s), wo sich das lokale Coulomb-Potential vereinfacht.
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auf Null zuriickgegangen ist. In dieser ,&dufleren Region“ bleibt nur die Coulomb-
Wechselwirkung zweier entgegengesetzt geladener Teilchen mit der Ladungsdichte des

Targets iibrig:
( , s ’V’ rrs Qg ) = 6TT/535/ /drl Pry — 6rr’6ss’ /drl Pry . (826)

duBlere Region ‘rl - I" ‘rl - S‘

In der dufleren Region gibt es keine direkte Kopplung zwischen dem Teilchen und
dem Loch. Es gibt jedoch keine formalen Beschriankungen, die es dem Loch verbieten
wiirden, sich aulerhalb des Targets aufzuhalten. In Gebieten mit verschwindender Tei-
chendichte bewegen sich Locher mit negativer Masse und wechselwirken mit positiver
Ladung mit den externen Potentialen und der Ladungsdichte des Targets. Innerhalb
des Targets kommt es allerdings zu Wechselwirkungen zwischen Teilchen und Lochern.
Man sieht dies am besten, wenn man den Wechselwirkungsteil weitergehend durch die
Annahme vereinfacht, da8 alle Zweiteilchendichten in Gleichung (C.1) faktorisieren.
Dies ist in dem Fall exakt, wenn der Targetzustand durch eine Slater-Determinante
beschrieben werden kann. Wahlt man auflerdem fiir den sekundéren Referenzzustand
|p) die Wellenfunktion des Targets, so erhilt man den folgenden Ausdruck:
(al, as |f/|a1/,a5/) = 6,,r/685//dr1 Pry — s Prr!
faktorisiert vy — 1| v — 1|

_6rr’6ss’/dr1 P +6rr’ Ps's

lr; — s| s — ¢

(STT /d 1p37‘1p1’15

Ty —rf

—bau /dI'1 Prry Prir!

Ty — s

+ L1
Pro’ps's r—s| |r—s|
+V

1’87‘8

(8.27)

Zusétzlich zu den Termen aus Gleichung (8.26) finden wir nun die iiblichen Austausch-
terme fiir das Teilchen (zweiter Term auf der rechten Seite) und einen analogen Aus-
tauschterm fiir das Loch (vierter Term). Die folgenden beiden Terme (der fiinfte und
der sechste) beschreiben attraktive Krifte zwischen dem Teilchen und dem Loch, die
iiber das Target vermittelt werden. Dies wird vor allem klar, falls die Einteilchendich-
ten nahezu diagonal werden. Der vorletzte (siebte) Term kann als Austauschkorrektur
zu den vorangegangenen Coulomb-Termen gedeutet werden. Der letzte Term Vrs”,

wird ,, Anihilationspotential“ genannt und lautet

1 1 1 1
VA = DrsPsiat — — . 8.28
rr's’ = Prsp <|r—r’|+|s—s’| r — ¢ |r’—s|> ( )




112 KAPITEL 8. EIGENSCHAFTEN DER STATISCHEN STREUPOTENTIALE

Er spielt eine besondere Rolle, da die auftretenden Einteilchendichten Teilchen- (r,
r’) und Lochindizes (s, s’) mischen. Dieser Term entspringt daher der Moglichkeit von
Teilchen-Loch-Anregungen zu zerfallen. Man beachte auch, dafl dieser Term verschwin-
det, wenn sich das Target in einem Singulett-Zustand befindet (wie auch bisher immer
angenommen wurde) und das Teilchen-Loch-Paar eine Triplett-Anregung darstellt, also

z. B. die Spins entgegengesetzt stehen [r = (r, 1), und s = (s, |)].
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Die dynamische Greensfunktion
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Kapitel 9

Elektron-Molekiil-Streuung

In der traditionellen Vielteilchentheorie [9] werden Systeme mit ununterscheidbaren
Teilchen behandelt. Bei Anwendungen auf Molekiile und insbesondere bei der Behand-
lung von Elektron-Molekiil-Streuung wird in der Regel nur die Elektronenbewegung
mit den Methoden der Vielteilchentheorie behandelt, wihrend die Kernkoordinaten
bei der elektronischen Rechnung festgehalten (fixed nuclei, fn) werden und damit nur
parametrisch in die Bewegungsgleichungen eingehen. In den meisten Streurechnungen
wird auch das elektronische Problem nur als effektives Einteilchenproblem behandelt,
indem die Eigenschaften des komplexen Vielteilchentargets mit einem phdnomenologi-
schen Polarisationspotential modelliert werden [89] (siehe dazu auch Abbildung 1 auf
Seite 7). Es wurden aber auch erfolgreich Streurechnungen mit ab-initio-berechneten
optischen Potentialen durchgefiihrt, die sich entweder auf Feshbachs Herleitung des op-
tischen Potentials [26] oder auf die Selbstenergie des Einteilchen-Greensfunktion [24]
stiitzen (siehe auch Abschnitt 8.1).

Numerische Anwendungen mit Feshbachs optischem Potential wurden bisher durch
Projektion von Matrizen aus der Konfigurationswechselwirkungsmethode (CI) reali-
siert [90,91], gingen aber selten iiber eine unkorrelierte Hartree-Fock-Beschreibung
der Grundzustandswellenfunktion des Targets hinaus. Die Beschreibung des Targets
mit korrelierten, d. h. aus mehreren Konfigurationen bestehenden Wellenfunktionen
stellt in diesem Zusammenhang ein delikates Problem dar [92,93]. Das durch die
Dyson-Gleichung definierte optische Potential der Einteilchen-Greensfunktion (siehe
Kapitel 1) hat sich dagegen in numerischen Rechnungen bewéhrt. Mit leicht zugéng-
lichen storungstheoretischen Naherungen wird eine ausgewogene Beriicksichtigung der

Grundzustandskorrelation automatisch erreicht. Fiir die Berechnung der Selbstener-
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gie von Molekiilen stehen verschiedene Néherungsschemata zur Verfiigung [15,21,94].
Anwendungen auf Elektron-Molekiilstreuung findet man in den Referenzen [28,95-98].

Fiir die Losung der Einteilchenstreugleichungen bei festgehaltenen Kerngeometri-
en gibt es eine Vielzahl von Methoden und numerischen Verfahren. So haben sich
z. B. die R-Matrix-Methode [99-101], das sogenannte , Schwinger-variational®- [102],
das ,complex-Kohn“- [103,104] und das ,,close-coupling“-Verfahren [89,105] etabliert.
Die Dynamik des Kerngeriists der Targetmolekiile wird oft nachtréglich im Rahmen
der Born-Oppenheimer-Néaherung beriicksichtigt. Bei dieser sogenannten ,adiabatic-
nuclei“-Naherung [89, 106, 107] werden die Elemente der fixed-nuclei-S-Matrix iiber
verschiedene Kerngeometrien R gemittelt, wobei sie mit den Kernwellenfunktionen des
isolierten Targetmolekiils gewichtet werden. Diese Naherung bricht jedoch fiir niedri-
ge Projektilenergien und insbesondere bei resonanter Vibrationsanregung zusammen
(siche z. B. Referenz [108]). Wenn Situationen auftreten, in denen sich die Projektil-
elektronen mit vergleichbaren Geschwindigkeiten wie die Atomkerne bewegen, wird es
schliefllich unabdingbar, die Kopplung von Projektil- und Kernbewegung explizit zu
beriicksichtigen.

Eine direkte Methode, um die nichtadiabatische Kopplung von Kern- und Projek-
tilbewegung zu beriicksichtigen, stellt die ,close-coupling“-Methode dar [89,105]. In
diesem Formalismus wird die Wellenfunktion des vollen, molekularen Streuproblems
(in den Koordinaten der Atomkerne und der N + 1 Elektronen!) in einer endlichen
Menge von Basisfunktionen entwickelt, welche gemafl exakter und ungefdhrer Erhal-
tungsgroflen gewéahlt werden. In der Regel ist eine Einbeziehung angeregter Target-
zustdnde in die close-coupling-Entwicklung nicht durchfiihrbar. Diese Zusténde sind
jedoch notwendig, um Polarisationseffekte korrekt zu beschreiben. Um diesen Mif}-
stand zu beheben, sind in der Literatur sind bisher in der Regel ph&nomenologisch
motivierte Modellpotentiale verwendet worden [89,109-111]. Ein weiteres Problem des
close-coupling-Formalismusses besteht darin, dafl die numerischen Rechnungen bei sehr
niedrigen Projektilenergien schlecht konvergieren [112].

Im Gegensatz zur direkten, gekoppelten Behandlung der Kernbewegung im close-
coupling-Formalismus steht die Losung des Streuproblems in zwei Schritten im
Rahmen des sogenannten Projektionsoperatorformalismusses (,,projection-operator-
Formalismus, PO [113-115]). Der PO-Formalismus fufit auf der Annahme, dafl es eine
Resonanz in der Elektronenstreuung bei festgehaltenen Kerngeometrien gibt. Das ent-
spricht einem metastabilen, anionischen Zustand des (starren) Targetmolekiils. Ausge-
hend von dieser Annahme, kann man mit der PO-Methode die Kerndynamik jenseits

der adiabatic-nuclei Naherung behandeln. Im PO-Formalismus wird das elektronische
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Streuproblem durch Feshbach-Projektion von der Behandlung der Kerndynamik ge-
trennt, so dafl nur einige Resonanzparameter aus der Streuung bei festgehaltenen
Kerngeometrien die zu losenden Gleichungen fiir die Kerndynamik bestimmen. Die
Kopplung an das Kontinuum elektronischer Wellenfunktionen geht in die Kerndyna-
mik als komplexes, nichtlokales Potential ein. Verschiedene Ebenen von N&herungen
fiir die nichtadiabatische Kopplung der elektronischen Dynamik mit der Kerndynamik
werden durch lokale und nichtlokale Modelle fiir das komplexe Potential erreicht [113].
Die PO-Methode hat viele Aspekte resonanter Elektron-Molekiil-Streuung erfolgreich
erklart und kann ein sehr anschauliches Bild fiir die Mechanismen verschiedener physi-
kalischer Prozesse vermitteln, wie z. B. resonante Vibrationsanregung [114]. Anderer-
seits ist sie per se keine exakte Methode, da nur resonante Betriage zur Streuamplitude
behandelt werden kénnen. Es gibt immer nichtresonante Beitréige, sogenannte Hinter-
grundbeitréige, die im PO-Formalismus nicht berechnet werden kénnen, aber bei Streu-
ung auflerhalb von Resonanzen die Wirkungsquerschnitte sogar dominieren kénnen. In
manchen Fillen ist keine vorherrschende Resonanz vorhanden, und manchmal tragen
zahlreiche Resonanzen bei, die sich nur schwer identifizieren und voneinander tren-
nen lassen. In diesen Féllen scheitert letztendlich die getrennte Behandlung von Kern-
und Elektronenbewegung. Auch wird die Nichtlokalitét des komplexen Potentials fiir
sehr langsame Streuelektronen sehr kompliziert und schwer zu modellieren: Details
der Elektron-Molekiil-Wechselwirkung und der dynamischen Kopplung der elektroni-
schen, Schwingungs- und Rotationsfreiheitsgrade werden wichtig, wenn die Zeitskalen
der Projektil- und Kernbewegung vergleichbar werden. Als Beispiel sei die Streuung
an einem polaren Molekiil mit einem superkritischen Dipolmoment genannt. Es ist be-
kannt, daf ein superkritischer, nichtrotierender Dipol (D > 1,625 Debeye) ein zusétz-
liches Elektron binden kann. Dieser gebundene Zustand wird aber geschwécht oder
verschwindet, wenn der Dipol rotieren kann [116]. Es ist sehr schwierig, die Kopplung
der Rotationsfreiheitsgrade im Modell des nichtlokalen, komplexen Potentials korrekt
zu beriicksichtigen.! Daher kann eine voll dynamische Rechnung, die alle relevanten
Freiheitsgrade einschliefft, notwendig werden, um die Physik der Elektronenstreuung
mit sehr niedriger Energie an polaren Molekiilen richtig zu beschreiben.

Meines Wissens wurde bisher keine strenge Herleitung eines optischen Potentials

fiir Elektron-Molekiilstreuung vorgestellt, das die Kernbewegung vollstéandig beriick-

In der Literatur wurde bisher immer nur der Fall J = 0 behandelt und damit den Problemen
bei hoheren Drehimpulsen aus dem Weg gegangen. Grundsitzlich kénnen im PO-Formalismus auch
hohere Drehimpulse beriicksichtigt werden, aber es ist schwierig, ihre Kopplungen direkt zu berechnen
oder zu modellieren (siehe z. B. Referenzen [117,118]).
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sichtigt. Mit dem zweiten Teil dieser Arbeit soll diese Liicke geschlossen werden. Im
folgenden Kapitel wird ein optisches Potential vorgestellt, das sich vom gewohnli-
chen optischen Potential der Einteilchen-Greensfunktion ableitet, es aber zusétzlich
erlaubt, die Kernbewegung gleichberechtigt zur Projektilbewegung zu behandeln. Die-
ses sogenannte dynamische optische Potential wird durch die Selbstenergie der dynami-
schen Greensfunktion definiert, welche eine Erweiterung der gewthnlichen Einteilchen-
Greensfunktion unter Einbeziechung der kinetischen Energie der Atomkerne darstellt.
Das dynamische optische Potential ist ein optisches Potential fiir die Prozesse der
Elektron-Molekiil-Streuung, die elastisch in Bezug auf die elektronischen Anregungen
des Targets sind, aber inelastisch beziiglich der Kernbewegung sein diirfen. Darun-
ter fallen inbesondere Rotations- oder Schwingungsanregung, Umlagerungsreaktionen,
dissoziative Anlagerung und assoziative Dissoziation. Die einzige Annahme, die den
folgenden Betrachtungen zugrundeliegt, ist, daf§ die Born-Oppenheimer-Néherung fiir
den elektronischen Grundzustand des Targets gilt. Ansonsten ist das dynamische op-
tische Potential exakt. Es beriicksichtigt die Vielteilcheneffekte der Elektronstreuung
einschliefllich der Polarisation und des Austausches und erméglicht die nichtadiabati-
sche Kopplung zwischen Projektilbewegung und Kernbewegung des Targets. Die her-
zuleitenden Ausdriicke fiir das exakte optische Potential kénnen den Weg zur Auswahl
geeigneter Modellpotentiale weisen, sind aber auch ab-initio-Ndherungen zugénglich
und konnen mit quantenchemischen Standardmethoden berechnet werden. Im sich an-
schliefenden Kapitel 10 wird die dynamische Greensfunktion definiert und ihre Dyson-
Gleichung hergeleitet. Der Bezug zur Elektron-Molekiilstreuung wird dann in Kapitel
11 hergestellt, wo auch diskutiert wird, wie man das dynamische optische Potential
ndherungsweise berechnen kénnte. Die in den Kapiteln 10 und 11 vorgestellten Ergeb-

nisse wurden in Referenz [36] verdffentlicht.



Kapitel 10

Die dynamische

Einteilchen-Greensfunktion

Bei Anwendungen der Vielteilchentheorie in der Molekiilphysik oder Quantenchemie
setzt man in der Regel eine Entkopplung der Elektronenbewegung von der Kernbewe-
gung an und beriicksichtigt nur die elektronischen Freiheitsgrade explizit. Mittels der
in Kapitel 1 definierten Einteilchen-Greensfunktion G(rt,7't") wird dann ein System
von Elektronen, die sich im statischen Potential der Kernkonfiguration R bewegen,
beschrieben. Wir werden im Folgenden die Funktion G(rt,r't'), die nur parametrisch
von R abhéngt, auch die rein elektronische Greensfunktion nennen. Die R-Abhingig-
keit der elektronischen Greensfunktion G ergibt sich aus ihren Konstruktionselemen-
ten |UY), H und EY, wie man aus den definierenden Gleichungen (1.5) und (1.6)
bzw. (1.8) erkennen kann. H ist hier der rein elektronische Hamilton-Operator, die
elektronische Grundzustandsenergie E}¥ und -wellenfunktion |¥}') sind sein niedrig-
ster Eigenwert und der zugehorige Eigenzustand [siehe Gleichung (1.7)]. Um die Be-
wegung des Molekiils vollstéandig zu beschreiben, d. h. um die gekoppelte Dynamik der
konstituierenden Elektronen und Atomkerne zu beriicksichtigen, mufl der elektronische
Hamilton-Operator H durch den vollsténdigen Hamilton-Operator H,,, des Molekiils
ersetzt werden:

H,o=1T,+H. (10.1)

Der Operator T}, beschreibt die kinetische Energie der Kernbewegung. Die Coulomb-
Abstolung der Atomkerne untereinander, eine R-abhéngige Potentialfunktion, ist nach
Konvention im elektronischen Hamilton-Operator H enthalten und steuert lediglich
einen hinsichtlich der Elektronenbewegung konstanten Energiebeitrag bei. Der elektro-

nische Hamilton-Operator H enthélt auflerdem noch die kinetische Energie der Elek-

119
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tronen und die Coulomb-Anziehung zwischen Elektronen und Kernen sowie die ab-
stolenden Coulomb-Kréfte zwischen den Elektronen untereinander. Der Operator der
kinetischen Energie der Kerne T, beschreibt im allgemeinen alle Vibrations-, Rotations-
und Translationsbewegungen der Kerne. Der Einfachheit halber soll angenommen wer-
den, daf} die Translation des Gesamtmolekiils absepariert worden ist. Rotation, Vibra-
tion, Dissoziation und bei gréfleren Molekiilen eventuell Umlagerungen sind dann die
verbleibenden Freiheitsgrade. In jedem Fall ist T}, ein Differentialoperator in den Kern-
koordinaten R. Daher vertauscht T}, auch nicht ohne weiteres mit H oder EJ, die ja
beide Funktionen der Kernkoordinaten sind. Der Kommutator von 7, mit der Wellen-
funktion des elektronischen Grundzustands |¥7’) soll dagegen vernachliissigt werden.
Dies bedeutet, dafl die Giiltigkeit der Born-Oppenheimer-Néherung fiir den elektroni-
schen Greundzustand des Target-Molekiils angenommen wird. Hierzu diirfen die |¥)
bestimmenden elektronischen Konfigurationen nur schwach von den Kernkoordinaten
abhéngen.

Wir fithren nun den Hamilton-Operator der Kernbewegung H,, ein:
H,=T,+E}. (10.2)

Man beachte, da E}’ eine Funktion der Kernkoordinaten R ist und hier die Rolle
der Potentialhyperfliche des elektronischen Grundzustandes spielt. Die Wellenfunktion
¢r(R) sei Eigenfunktion von H,, zum Eigenwert Fyy:

Hy¢r(R) = Eoppr(R). (10.3)

Im Folgenden soll gelegentlich auch von der abstrakten Dirac-Notation |¢y) fiir die Ei-
genzustinde der Kernbewegung Gebrauch gemacht werden. Die Wellenfunktion ¢y (R)
ist dann die Koordinatendarstellung des Zustands |¢;) durch ¢5(R) = (R|¢x).

Unter der Annahme, daf T}, mit |¥2’) vertauscht, sieht man leicht, dafl die Produkt-

wellenfunktion |¥)')¢,(R) einen molekularen Eigenzustand mit Energie Fy, darstellt:
Hinot |00 )0k (R) = Eoi |V ) 1(R). (10.4)

Dieses Born-Oppenheimer-Bild ergibt gewthnlich eine addquate Beschreibung fiir Mo-
lekiile mit einer abgeschlossenen Elektronenschale im elektronischen Grundzustand
(auch , closed-shell“-Molekiile genannt). Die Vernachldssigharkeit des Kommutators
[T, |w])] ist die einzige fundamentale Annahme der Theorie, die im Folgenden ent-
wickelt werden soll. Gegen Ende von Abschnitt 11.3 werde ich nochmals die Giiltigkeit

dieser Ndaherung diskutieren und zeigen, wie die Theorie verallgemeinert werden kann,
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falls diese Annahme nicht zutrifft. An dieser Stelle soll nochmals betont werden, daf3
die Born-Oppenheimer-Niherung nur auf die Kerndynamik im elektronischen Grund-
zustand angewandt wird. Es wird weder fiir das Streuelektron noch fiir die elektronisch

angeregten Targetzustinde adiabatisches Verhalten angenommen!

10.1 Definition der dynamischen Greensfunktion

Die dynamische Greensfunktion G(rt,r't') wird nun als Summe zweier Komponen-

ten fiir Teilchen- und fiir Loch-Propagation definiert:
G(rt,7't') = GP(rt,r't') + G"(rt,r't'). (10.5)
Der Teilchenanteil G” sei dabei durch den folgenden Ausdruck gegeben:
iGP(rt, 7't') = (U] (1) e " Hma=E0) =) o f (1) |G IY G (¢ — "), (10.6)

Dieser Propagator dhnelt dem gewdhnlichen Teilchen-Propagator GP aus Gleichung
(1.5), im Unterschied zu dem bei G? der elektronische Hamilton-Operator H durch den
molekularen Hamilton-Operator H,,, ersetzt ist und die molekulare Grundzustands-
energie Fqy an Stelle der elektronischen Grundzustandsenergie E¥ steht. Man beachte,
daB Hy, jetzt auch die kinetische Energie der Kerne T, und damit einen Differential-
operator in den Kernkoordinaten R enthélt. Daher stellt auch G einen Operator in
R dar. Wie in Abschnitt 11.4.4 explizit gezeigt werden wird, kann man die dynami-
sche Greensfunktion G auch als nichtlokalen Integraloperator in den Kernkoordinaten
auffassen:

(R|G(rt,r't)) |¢) = / AR G(rRt, " R't") 6(R). (10.7)

Der Einfachheit halber wird die Notation der R-Abhéngigkeit der dynamischen Greens-
funktion G unterdriickt.
Der Teilchenteil G* wird mit einem modifizierten Hamilton-Operator definiert, was

bei der spéter erfolgenden Formulierung der Dyson-Gleichung Vorteile hat:
iGh(rt, 7't') = (WY | gl (1) eilHmer—Foo=2(Ha=Eoo)lt=) (1) | WY G (¢ — ¢). (10.8)

Der Hamilton-Operator der Kernbewegung H,, wurde in Gleichung (10.2) definiert. So-
lange Streu- oder Anlagerungsprozesse beschrieben werden sollen, tragt nur der Teil-
chenanteil GP der dynamischen Greensfunktion eine physikalische Bedeutung und die
Propagation mit dem ,falschen“ Hamilton-Operator Hy,o — Foo — 2(H, — Foo) spielt
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fiir die Physik keine Rolle. Falls jedoch Ionisierungsprozesse untersucht werden sollen,
bei denen der Lochanteil die physikalische Relevanz besitzt, dann mufl die Definition
der dynamischen Greensfunktion G so modifiziert werden, dafl G* mit dem korrekten
Hamilton-Operator H,,,; — Eoo propagieren kann. In diesem Fall kann man dann GP
entsprechend abéndern, um eine gutartige Dyson-Gleichung zu erhalten. Im Folgenden
soll die Wahl der Gleichungen (10.6) und (10.8) beibehalten werden, da die Streupro-
blematik in diesem Teil der Arbeit im Vordergrund stehen soll.

Man beachte, dafl sich der Teilchenteil G? als Erwartungswert eines Produktes von

Heisenberg-Feldoperatoren schreiben 1a8t:
iGP (rt,r't') = e B W |, (rt) o (rt') [UG)) e E0F (1 — 1) (10.9)

Im Gegensatz zur Definition (1.1) der rein elektronischen Einteilchen-Greensfunktion
wird die Zeitentwicklung der Feldoperatoren ), (rt) und ¢ (rt’) nun durch den gesam-
ten molekularen Hamilton-Operator H,,, = T, + H bestimmt und enthilt damit auch
die Dynamik der Atomkerne. Der Teilchenteil G* 148t sich nicht auf so einfache Weise
ausdriicken wie G? in Gleichung (10.9).

Zum Abschlufl dieses Abschnittes betrachten wir noch den Ausdruck fiir die dyna-

mische Greensfunktion in der Frequenzdoméne und Orbitaldarstellung:

1
Gpg(w) = <\I’(J)V’ ap af ’\Ij(])v>

w— Hpol + Ego +in 1

1
U af
+< 0 |aqw_2Hn+E00+Hmol_in

Dieser Ausdruck ist vollig dquivalent zur Definition der dynamischen Greensfunktion

a, W), (10.10)

in der Zeitdoméne (10.5) bis (10.8). Die Transformation in die Frequenz- und Orbi-
taldarstellung ist dabei wie in Kapitel 1 [siche Gleichung (1.8)] definiert.

10.2 Die inelastische Greensfunktion

Wie schon der rein elektronische Propagator G stellt die dynamische Greensfunktion
G eine Matrix (oder den Kern eines Integraloperators) in der Zeit und in den Koor-
dinaten eines einzelnen Elektrons dar. Dariiberhinaus ist G auch ein Operator in den
Kernkoordinaten R. Da es spéter niitzlich sein wird und den direkten Vergleich mit
der inelastischen Theorie von Referenz [119] ermdglicht, definiere ich die sogenannte
inelastische Greensfunktion G™" durch das Matrixelement von G beziiglich der
Kernwellenfunktionen ¢,,(R) und ¢,,(R) aus Gleichung (10.3):

Gt 't = (¢l G(rt,r't) |n). (10.11)
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Diese inelastische Greensfunktion steht in direkter Beziehung zur S-Matrix der inela-
stischen Streuung zwischen verschiedenen Rotations- oder Vibrationsniveaus, wie wir
spater sehen werden.

Der Bezug zu der elektronisch inelastischen Greensfunktion, die von Cederbaum
[119] untersucht wurde, wird deutlich, wenn man den Teilchenteil von GI™" betrachtet.
Ich fithre dazu noch die symbolische Notation |0k)) fiir den molekularen Zustand
|0 pr(R) aus Gleichung (10.4) ein. Dieser Zustand beschreibt eine (ro-)vibratorische
Anregung im elektronischen Grundzustand, die durch die Quantenzahl k charakterisiert
ist. Aus den Gleichungen (10.3) und (10.9) folgt dann, dafl sich der Teilchenteil der

inelastischen Greensfunktion folgendermaflen schreiben 1&8t:
G (rt, 11 = (O] (1) (") o)) Fom=Ew=(Bon=Eu0) g ;) (10.12)

wobei die Doppelklammern ((:|-)) sowohl die Integration iiber die elektronischen Ko-
ordinaten wie auch iiber die Freiheitsgrade der Kernbewegung kennzeichnen. Der Aus-
druck (10.12) ist in direkter Analogie zur Definition der elektronisch inelastischen
Greensfunktion in Referenz [119] zu sehen. Wihrend dort inelastische Streuung zwi-
schen verschiedenen elektronischen Anregungen des Targets betrachtet wird und die
Freiheitsgrade der Kernbewegung aufler Acht gelassen werden, stehen hier inelastische
Prozesse beziiglich der Vibrationen und Rotationen in derselben elektronischen Kon-
figuration im Vordergrund. Im Gegensatz zu Referenz [119], wo das Projektilteilchen,
z. B. ein Positron, von den Targetelektronen unterscheidbar ist, betrachten wir hier ein
Elektron und beriicksichtigen die ununterscheidbare Natur von Projektil- und Target-
elektronen. Aus diesem Grund wird die Einbeziehung des Lochteils G* notwendig, der
zugegebenermaflen eine weniger intuitive Form als der Teilchenteil GP aufweist, aber
spater zur Formulierung der Dyson-Gleichung niitzlich sein wird.

Ich mochte jetzt zeigen, wie die dynamische Greensfunktion G in die gewohnliche
elektronische Greensfunktion G iibergeht, wenn die Kerndynamik keine Rolle spielt.
Formal kann der Ubergang von G zu G erreicht werden, wenn man annimmt, daf der
Hamilton-Operator der Kernbewegung H, = T, + EY¥ durch seinen kleinsten Eigen-
wert Fjg ersetzt werden kann. Dabei sei der Leser daran erinnert, dafl die elektronische
Grundzustandsenergie £} im Gegensatz zur molekularen Grundzustandsenergie Fyg
von den Kernkoordinaten R abhingt. Wenn man die kinetische Energie der Kernbewe-
gung T}, im molekularen Hamilton-Operator Hy,, = T, + H durch H, — Eév ausdriickt
und H, durch FEjy ersetzt, dann reduzieren sich die beiden Teile der dynamischen
Greensfunktion GP und G" in den Gleichungen (10.6) und (10.8) auf die konventionel-
len Ausdriicke (1.5) und (1.6) fiir die elektronische Greensfunktion G und G*. Auch im
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inelastischen Formalismus kann der Ubergang zur rein elektronischen Greensfunktion
erreicht werden. Die Komponente des elastischen Kanals G [0.0] kann durch die rein elek-
tronische Greensfunktion ausgedriickt werden, wenn man annimmt, daf§ die kinetische

Energie T,, mit dem elektronischen Hamilton-Operator H vertauscht:

[Tn H}—>O

GOt r't) " [ AR G4 (R) G(rt, vt do((R). (10.13)

10.3 Dyson-Gleichung und dynamische Selbstener-
gie
In diesem Abschnitt soll die Dyson-Gleichung fiir die dynamische Greensfunktion her-
geleitet und die zugehorige dynamische Selbstenergie definiert werden. Wir werden
sehen, dafl die dynamische Selbstenergie leicht als Verallgemeinerung der rein elek-
tronischen Selbstenergie aufgefafit werden kann. Die Herleitung der Dyson-Gleichung
folgt in sehr strenger Analogie der in Abschnitt 1 gegebenen Herleitung fiir die tradi-
tionelle Einteilchen-Greensfunktion unter besonderer Beachtung der Freiheitsgrade der
Kernbewegung.

Die dynamische Greensfunktion G aus Gleichung (10.10) kann ebenso wie die
rein elektronische Greensfunktion G in Gleichung (1.13) durch Zusammenfassen des
Ionisierungs- und Anlagerungsanteils sehr kompakt geschrieben werden. Mit den zu-
sammengesetzten Zustidnden |Y,) aus Gleichung (1.11) und dem elektronischen Matrix-

Hamilton-Operator H aus Gleichung (1.12) 1é8t sich der Ausdruck (10.10) fiir die dy-

namische Greensfunktion folgendermafien umschreiben:

1
w—ﬁ—Hn‘i‘Eoo

Gpa(w) = (V3| Yy). (10.14)

Die in-Terme wurden hier der Einfachheit halber wieder ebenso weggelassen wie die
2 x 2 Einheitsmatrix, die es erlaubt, die Groflen w, H, und Ey auf den zweikompo-
nentigen Vektor |Y,) anzuwenden. Die besonders einfache und kompakte Erscheinung
des Ausdrucks (10.14) mag man als vorldufige Rechtfertigung fiir die spezielle Wahl
des Lochteils G~ in der Definition (10.8) sehen. Die Dyson-Gleichung kann nun analog
zu Kapitel 1 hergeleitet werden.

Vergleicht man mit dem Ausdruck (1.13) fiir die elektronische Greensfunktion, dann
sieht man, daf in der dynamischen Greensfunktion in Gleichung (10.14) nur der Term
—H, + Ey zusatzlich auftritt. Die molekulare Grundzustandsenergie Ey ist lediglich

eine Konstante, die den Nullpunkt der w-Skala definiert. Der Hamilton-Operator der
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Kernbewegung H, = T, + E}¥ fiihrt den Operator der kinetischen Energie der Kern-
bewegung T;, ein, der einen Differentialoperator in den Kernkoordinaten R darstellt.
Es ist daher notwendig, die R-Abhéngigkeit aller Groflen zu betrachten, die in der

Dyson-Gleichung vorkommen.

Der Matrix-Operator H enthilt den elektronischen Hamilton-Operator H und die
elektronische Grundzustandenergie E}Y. Da beide GroBen von den Kernkoordinaten R
abhingen, vertauschen H und H, nicht. Wir wollen voriibergehend annehmen, daf
die Basis der elektronischen Orbitale, welche die Erzeugungsoperatoren aL definiert,
nicht von den Kernkoordinaten R abhéngt. Dies ist z. B. der Fall bei Verwendung
der Orts- oder Impulsdarstellung. Diese Einschrinkung vereinfacht die Herleitung der
Dyson-Gleichung, aber sie ist nicht notwendig. In Abschnitt 11.3 wird klar werden,
wie diese Einschrédnkung aufgehoben werden kann. Die R-Abhéngigkeit der zusam-
mengesetzten Zustédnde |Y,) aus Gleichung (1.11) leitet sich daher vollstdndig vom
elektronischen Grundzustand |¥}) ab. Wie schon in Abschnitt 10.1 erwihnt, set-
zen wir voraus, dal die Born-Oppenheimer-Néherung fiir den elektronischen Grundzu-
stand gilt und daher die kinetische Energie T, mit |¥{’) vertauscht. Folglich vertauscht
dann auch der Hamilton-Operator der Kernbewegung H,, mit den zusammengesetzten
Zusténden |Y,). Wir kénnen weiterhin davon ausgehen, dafl die Basiszustdnde |Q)
des sekundédren Raumes geeignet gewihlt sind, so dafl der Kommutator mit 7, oder
H, vernachliissigt werden kann.! Der Hamilton-Operator der Kernbewegung H, kann
folglich aus jedem Matrixelement von Basiszusténden des zusammengesetzten Raumes
herausgezogen werden und die Matrixdarstellung von H, in dieser Basis ist folglich

proportional zur Einheitsmatrix:

(Qr| Hy |Qr) = 617 Hy. (10.15)

In Analogie zu Gleichung (1.17) kann man die dynamische Greensfunktion G als den

oberen linken Block einer inversen Matrix auffassen:

G(w) = <(w “H +1E00)i — E)@ : (10.16)

!Die hier vorgestellte Herleitung der Dyson-Gleichung kann auch ohne Bezug auf eine konkrete
Basis des priméren oder sekundéiren Raumes mit der Hilfe von Projektionsoperatoren durchgefiihrt
werden [38]. Die R-Abhingigkeit der Projektionsoperatoren ist wohldefiniert und leitet sich direkt vom
elektronischen Grundzustand |¥{) ab. In Abschnitt 11.3 werde ich diese Technik im Zusammenhang

mit der Herleitung von Streugleichungen aufgreifen.
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Die Elemente dieser Matrix sind jetzt Operatoren beziiglich der Kernkoordinaten. Man
kann nun in formaler Analogie zum Fall der elektronischen Greensfunktion Matrixpar-
titionierung anwenden.

Durch die Aufteilung (1.19) des elektronischen Hamilton-Operators H in den Ope-
rator der nullten Ordnung und den Wechselwirkungsanteil ergibt sich fiir die dynamisch
Greensfunktion in nullter Ordnung

G0 () = :

10.1

wobei € wieder die Matrix der Einteilchenenergien in nullter Ordnung aus Abschnitt 1.2
ist. Im einfachen Fall, in dem die elektronische kinetische Energie als nullte Ordnung
fiir den elektronischen Hamilton-Operator gewéhlt wird, ist die Matrix ¢ diagonal in
der Impulsdarstellung und unabhéngig von den Kernkoordinaten R, wie in Abschnitt
1.2 bereits erwahnt wurde. Die dynamische Greensfunktion ist dann in nullter Ord-
nung diagonal und beschreibt sowohl die Vibrationen bzw. Rotationen des isolierten
Targetmolekiils wie auch die davon unabhéngige Bewegung eines freien Elektrons.

Im allgemeineren Fall, wenn die Matrix £ von R abhéngt (z. B. wenn H, den R-
abhéngigen Hartree-Fock-Operator beschreibt), dann beschreibt der Propagator null-
ter Ordnung G die gekoppelte Bewegung eines vibrierenden bzw. rotierenden Mo-
lekiils im elektronischen Grundzustand mit einem Elektron, daf} sich im R-abhéngigen
Hartree-Fock-Potential (einem sogenannten ,mean field*) bewegt. Da der elektroni-
sche Hamilton-Operator nullter Ordnung H, einen Einteilchenoperator darstellt, ist
die Bewegung des streuenden Elektrons von den Targetelektronen entkoppelt. Der ef-
fektive Hamilton-Operator fiir die gekoppelte Projektil- und Kernbewegung ist daher
unabhéngig von der Streuenergie und lautet einfach H, + Hy— Eyy. Die Greensfunktion
nullter Ordnung G ist die Resolvente dieses effektiven Hamilton-Operators.

Fiir die vollstdndig korrelierte dynamische Greensfunktion findet man
1

= , 10.18
2 = it Bl £ AW 01
wobei die dynamische Selbstenergie A folgendermaflen definiert wird:
. - 1 .
Alw)=H —e+ H —H, . 10.19
—( ) ~=aa = ——ab (w o Hn + EOO)L _ébb—ba ( )

Im Vergleich mit der nullten Ordnung beriicksichtigt die dynamische Selbstenergie
A(w) jetzt die Vielteilchennatur des molekularen Targets. Im folgenden Kapitel werde
ich zeigen, dafl A(w) auch ein optisches Potential fiir (elektronisch elastische) Elektron-
Molekiil-Streuung darstellt. Es ist bemerkenswert, dafl der Hamilton-Operator der
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Kernbewegung H,, in der Selbstenergie A(w) zusammen mit der Energievariablen w
auftritt und Ableitungen nach den Kernkoordinaten einfiihrt. Wie wir spéter noch im
Detail sehen werden, wird die dynamische Selbstenergie dadurch ein nichtlokaler Ope-
rator und zwar nicht nur in den elektronischen sondern auch in den Kernkoordinaten.
In Abschnitt 11.4 werde ich die Bedeutung des Auftretens von H, in der dynamischen
Selbstenergie diskutieren und auf moégliche Ndherungen eingehen.

Auf sehr formale Weise kann die dynamische Selbstenergie A(w) auch durch die

elektronische Selbstenergie ¥ (w) ausgedriickt werden:

A(w) = E(w — Hu + Eu). (10.20)

Bevor wir uns der Diskussion der S-Matrix der Streutheorie und des optischen Po-
tentials zuwenden, mochte ich noch die Dyson-Gleichung fiir die inelastische Greens-
funktion GI™" aus Gleichung (10.11) besprechen. Die Analogie zum inelastischen For-
malismus von Referenz [119] erlaubt es, im néchsten Kapitel die dynamische Selbstener-
gie mit dem optischen Potential zu identifizieren. Auflerdem beleuchtet der inelastische
Formalismus die Dyson-Gleichung von einer etwas anderen Seite, da die Einfiihrung
von Eigenfunktionen der Kernbewegung ¢, (R) formal zu einer gleichberechtigten Be-
handlung der elektronischen Freiheitsgrade und der Freiheitsgrade der Kernbewegung
fiihrt.

An Stelle der rein elektronischen Basis {|Q;)}; benutze ich die Produktbasis
{1QJ) ® |bn)}sn, wobei |¢,) weiterhin die abstrakte Notation fiir die Kernwellen-
funktion ¢, (R) ist. Der Ausdruck (10.11) fiir die inelastische Greensfunktion in der
Frequenzdoméne und Orbitaldarstellung lautet dann

o B 1
G ) = (ol (Y|~
Die duflere der beiden Klammern steht hier fiir eine Integration iiber die Kernkoordina-

1Y) [Pn)- (10.21)

ten R. Die Herleitung der Dyson-Gleichung kann nun mit der durch die Produktbasis
definierten Matrixdarstellung wiederholt werden. Im Folgenden werden Matrizen in
den Indizes der Kernzustinde n, m durch Fettdruck und Matrizen in den Indizes der
elektronischen Zusténde I, J, p,q durch doppeltes Unterstreichen gekennzeichnet. In
nullter Ordnung lautet die inelastische Greensfunktion
0 1
g( ) = (w+Epl-H,l—¢

Die Matrix des Hamilton-Operators der Kernbewegung H,, ist diagonal, da seine Ei-

(10.22)

genzustinde als Basis der Kernwellenfunktionen gewéhlt wurden:
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Die vollsténdige inelastische Greensfunktion 148t sich jetzt folgendermaflen ausdriicken:

(10.24)

IQ

1
) T Fl- Hul—e— AW

wobei

—_
C

(10.25)

Aw)=H -e+H, —H,
T —aa - - (w—i_EOO)i_Hni_H -

==
die inelastische Selbstenergie darstellt. Matrixprodukte und -inversion beziehen sich
jetzt natiirlich auf beide Sorten von Matrixindizes. Durch Umformung erhilt man die
Dyson-Gleichung fiir die inelastische Greensfunktion:

G(w) =g" () + G (w) AWw) G(). (10.26)

Man beachte, dafl die inelastische Selbstenergie A lediglich eine andere Darstellung

der dynamischen Selbstenergie A ist. Der Zusammenhang ergibt sich wie folgt:

Ape™ (@) = (bl Apg(w) ). (10.27)

Prq



Kapitel 11

Anwendung auf
Elektron-Molekiil-Streuung

In diesem Kapitel soll die dynamische Greensfunktion auf die Elektron-Molekiil-
Streuung angewandt werden. Dazu werde ich die S- und T-Matrizen einfithren, die
hinsichtlich der elektronischen Targetzustéinde elastische aber beziiglich der Kernbe-
wegung inelastische Streuung beschreiben. Diese Groflen konnen mit Hilfe der dynami-
schen Greensfunktion und dem im vorangegangenen Kapitel entwickelten Formalismus
berechnet werden. In einer effektiven Schrédinger-Gleichung iibernimmt die dynami-
sche Selbstenergie die Rolle eines optischen Potentials. Eine direkte Herleitung dieser
effektiven Schrodinger-Gleichung wird gegeben und mégliche N&herungen an die exak-

ten Gleichungen besprochen. Dieses Kapitel beruht auf Referenz [36].

11.1 Die S- und die T-Matrix der inelastischen

Streuung

Die Beziehung der dynamischen Greensfunktion zur S- und zur T-Matrix der Streu-
theorie ist sehr dhnlich wie bei der elastischen Elektronenstreuung an Atomen oder
starren Molekiilen (fixed-nuclei-Streuung) [10,55] und verhélt sich vollig analog zum
Fall der elektronisch inelastischen Streuung [119]. Die Herleitung wird daher nur knapp
zusammengefaflt.

Die S-Matrix fiir den betrachteten Prozef} lautet

S(p'm — pn) = (T~ [¥77)), (11.1)

129
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wobei die stationéren Streuzustéinde |¥7'¥)) mit einlaufenden (—) oder auslaufenden
(+) Randbedingungen folgendermaBen definiert sind:
) = Jim_ e Bl 1) |, (11.2)

Die Doppelklammern stehen hier wieder fiir Integration sowohl iiber die Freiheitsgra-
de der N + 1 Elektronen des Streusystems wie auch iiber die Kernkoordinaten R. Die
asymptotischen Zusténde bestehen nach Gleichung (11.2) aus einem freien Elektron mit
Impuls p und Energie £, = p?/2 (in atomaren Einheiten) und aus einem Molekiilzu-
stand |¥)') |¢,) mit N Elektronen im n-ten angeregten Vibrations-/Rotationszustand
und im elektronischen Grundzustand mit Energie E,. In diesem Kapitel wird der Ein-
fachheit halber fiir den elektronischen Hamilton-Operator H, die kinetische Energie
der Elektronen, also der Hamilton-Operator der freien Elektronen, gewéhlt.

Die S-Matrix 148t sich nun durch den Teilchenteil der inelastischen Greensfunktion
aus Gleichung (10.11) ausdriicken, wie aus der Definition (10.6) und den Gleichungen
(11.1) und (11.2) folgt:

S(p/m - pn) — tEE_TiQ e’i(Ep/+Eom*E00)t g][;;;n]p(t’ t/) efi(Ep+Eon7E00)t/' (113)
t/——o0

Aus zwei Griinden kann man den Teilchenteil GI™™P auch durch die volle Greensfunk-
tion Gl™" ersetzen:
e Der Lochteil GI™™" trigt in Gleichung (11.3) nicht bei, da die S-Matrix nur
Informationen iiber die asymptotische Region der Streuung enthilt, wo Gimml
verschwindet, da a, |¥)’) verschwindet. Fiir die anschliefend hergeleiteten effek-
tiven KEinteilchen-Streugleichungen bedeutet dies, dal eine Beachtung der kor-
rekten auslaufenden Randbedingungen eine Kontamination der Wellenfunktion

durch unphysikalische Beimischungen verhindert.

e Der Lochteil GI™™* trigt im betrachteten Zeitlimes aufgrund der Theta-
Funktionen nicht bei, die explizit in den Gleichungen (10.6) und (10.8) auftreten.
Wenn die Zeitordnung korrekt beachtet wird, darf man also den Teilchenteil durch

die volle dynamische Greensfunktion ersetzen.

In Analogie zur reduziblen Selbstenergie (auch ,improper self energy“) der tradi-
tionellen Einteilchen-Greensfunktion [9,55] fiihre ich jetzt die inelastische reduzible

Selbstenergie 7 (w) ein. Dazu wird Gleichung (10.26) wie iiblich umgeschrieben:

Gw) = GV +G"w) Lw)g” (), (11.4)
T(w) = AWw)+Aw) G w) I(w). (11.5)
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Obwohl der Terminus ,,reduzible Selbstenergie® seinen Ursprung in der diagrammati-
schen Storungstheorie hat, die sich nicht unmittelbar auf die dynamische Greensfunk-
tion anwenden 148t, iibernehme ich hier diesen Begriff aufgrund der starken Analogie
zur elektronischen Einteilchen-Greensfunktion. Folgt man den Herleitungen aus den
Referenzen [55,119], so 148t sich die S-Matrix durch die reduzible Selbstenergie aus-
driicken:

S(p'm «— pn) = bnmbpy — 2mi ’];[,7;’"] (ep + Eon) 6(ep + Eom — €5 — Eon). (11.6)

Die inelastische reduzible Selbstenergie 7 ™" ausgewertet bei der Streuenergie &,+ Fg,
kann folglich mit der sogenannten ,on-shell“ T-Matrix der Streutheorie identifiziert
werden. Durch Vergleich mit der Theorie der Streuung am Potential [80] sieht man aus
Gleichung (11.5), daf die inelastische Selbstenergie A™"(w) das ,Potential® fiir den
Streuproze darstellt. A™™ ist damit das optische Potential fiir Vielkanalstreuung,
wobei die Kanéle durch die Eigenzustéinde |¢,) der Kernbewegung definiert werden.

Der Zusammenhang zwischen der inelastischen reduziblen Selbstenergie 7 und der
reduziblen Selbstenergie der gewthnlichen (elektronischen) Einteilchen-Greensfunktion
(siche Referenzen [9,55] und auch [51] fiir explizite Ausdriicke, die zur Berechnung
niitzlich sein kénnen) kann in Analogie zu Gleichung (10.20) folgendermaflen dargestellt
werden:

T (w) = (pm| L(w — Hy + Eoo) [dn)- (11.7)

Man beachte, daf3 dieser formale Ausdruck tatséchlich eine ziemlich komplizierte Be-
ziehung zwischen der rein elektronischen reduziblen Selbstenergie und der 7-Matrix
der inelastischen Streuung beschreibt, da die in H, enthaltene kinetische Energie der
Kernbewegung 7, formal als Energievariable der Grofle T'(w) auftritt, die ihrerseits
eine komplizierte Abhéngigkeit von den Kernkoordinaten R aufweist. Falls jedoch in
diesem Ausdruck Tj, vernachléssigt und H,, durch EJ ersetzt wird, dann erhilt man
die wohlbekannte adiabatische N&herung (auch ,adiabatic-nuclei, an) der Elektron-
Molekiil-Streuung;:

Ty "™ (@) = (bl Tyrp(w — Eo' + Eoo) [6n). (11.8)

pp

11.2 Eine effektive Schrédinger-Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die inelastische Selbstenergie A™™ mit dem

optischen Potential fiir Vielkanalstreuung identifiziert. Folglich lassen sich effekti-
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ve Einteilchengleichungen von der Art einer Lippmann-Schwinger- oder Schrédinger-
Gleichung herleiten. Im Bild der Vielkanalstreuung erhilt man Systeme gekoppelter
Gleichungen und zwar eine Gleichung fiir jede Kombination von Eingangs- und Aus-
gangskanal. Anstatt diese Gleichungen, die in Referenz [119] fiir den analogen Fall der
elektronisch inelastischen Streuung zu finden sind, von neuem herzuleiten, soll im Fol-
genden direkt die zeitunabhéingige Schrodingergleichung in der Ortsraumdarstellung
besprochen werden.

Jede effektive Einteilchengleichung mufl explizit in den Koordinaten des Streuelek-
trons und den Indizes der Eigenzustdnde der Kernbewegung oder den dazu dquivalenten

Kernkoordinaten R formuliert werden. An Stelle der vollstandige Streuwellenfunktion

VLT (R)) = (R[Y;T))
= lim e "t Fon=Migl G ¢ (R), (11.9)

t——o0

welche die Kernkoordinatendarstellung der Streuwellenfunktion aus Gleichung (11.2)
ist und eine Wellenfunktion in den Kernkoordinaten aber einen abstrakten ,ket“ im
N + 1-Teichen-Raum darstellt, fiihre ich die effektive oder optische Wellenfunktion
f(r, R) ein:

£ R) = (U5 9(r) [5H(R)). (11.10)

Die optische Wellenfunktion kann auch aus der dynamischen Greensfunktion berechnet
werden:

fi" (r,R) = lim / dr' (R| G(r,0;7",1') | ) (1)~ Cr+ Eon—Euo), (11.11)

wobei ¢, (r) eine ebene Welle darstellt. Die Beziehung zur S-Matrix ist folgendermaflen
[10,119] gegeben:

S(p'm — pn) = / dR / dr ¢%,(R) 3 (r) fI"* (r, R). (11.12)
Eine effektive Schrodinger-Gleichung fiir das betrachtete Streuproblem lautet

[Hy + Hy + A(E) — Eoo] f"*(r, R) = E fI" (1, R), (11.13)

p

wie aus Analogie zu [10,55,119] folgt. Eine alternative Herleitung dieser Gleichung mit
Hilfe von Projektionsoperatoren wird in Abschnitt 11.3 vorgestellt werden. In der ef-
fektiven Schrodinger-Gleichung (11.13) steht E fiir die totale Energie bezogen auf den
durch die molekulare Grundzustandsenergie Fy definierten Nullpunkt. Dieser Null-

punkt bezieht sich auf die Situation, in der das Streuelektron und das Targetmolekiil
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in Ruhe sind, das Elektron so weit entfernt ist, dafl es keine vom Target ausgehen-
den Krafte mehr spiirt, und das Targetmolekiil sich im Grundzustand befindet. Der
elektronische Hamilton-Operator nullter Ordnung Hj ist ein Operator, der nur auf die
Koordinaten r des Streuelektrons wirkt. Geméaf der in Abschnitt 11.1 getroffenen Wahl
besteht er aus der elektronischen kinetischen Energie und beschreibt die Bewegung
eines freien Elektrons. Gleichung (11.13) gilt jedoch ebenso, wenn der Hartree-Fock-
Operator als nullte Ordnung gewihlt wird. In diesem Fall enthilt H, zusétzlich das
,static-exchange“-Potential des Targetmolekiils. Der Hamilton-Operator der Kernbe-
wegung H, wirkt nur auf die Kernkoordinaten R und beschreibt die Kerndynamik des
Targetmolekiils auf der Potentialfliche des elektronischen Grundzustands. Die dyna-
mische Selbstenergie A(E) aus den Gleichungen (10.19) und (10.20) erscheint hier in
der Koordinatendarstellung und beriicksichtigt die komplexe Vielteilchennatur des mo-
lekularen Targets. Sie wirkt als nichtlokaler (Integral-) Operator in den elektronischen

Koordinaten und in den Kernkoordinaten:
A(E) f(r,R) = / iR’ / dr' A(r, R,v', R, E) f(', R). (11.14)

Mit dem Operator
L(E) = Ho+ Hy + A(E) — Eqo, (11.15)

der als Analogon zum Layzer-Operator [120] der gewdhnlichen Einteilchen-
Greensfunktion gesehen werden kann, la8t sich die effektive Schrodinger-Gleichung

(11.13) folgendermafien schreiben:
L(E)f(r,R)=E f(r, R). (11.16)

Dies ist formal eine Pseudoeigenwertgleichung, da der Eigenwert E auch den Operator
L(E) bestimmt. Bei Streuenergien E > 0 gibt es natiirlich fiir jeden Wert von E eine
Losung, und das Problem besteht darin, fiir eine gegebene Energie E eine Wellenfunkti-
on f(r, R) mit den richtigen Randbedingungen zu finden, die Gleichung (11.16) erfiillt.
In der Regel werde ich die dynamische Selbstenergie A(FE) mit dem optischen Potential
gleichsetzen, obwohl A(E) nicht die einzige nicht kinetische Energiekomponente von
L(E) aus Gleichung (11.15) darstellt.

Die effektive Schrodinger-Gleichung (11.13) oder (11.16) ist zunéchst eine exakte
Gleichung. Um den Operator L(E) zu bestimmen, miissen jedoch in der Regel N&herun-
gen eingefiihrt werden. Einige Moglichkeiten dazu werden in Abschnitt 11.4 besprochen.
Die beste Strategie, um dann Gleichung (11.13) zu 16sen, hingt sicherlich vom betrach-

teten physikalischen Problem und von dem Niveau ab, auf dem £(E) genéhert wurde.
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Eine Vielzahl von Methoden steht hierfiir zur Auswahl. Mit close-coupling [89,105] oder
einer anderen der in Kapitel 9 erwidhnten Methoden kann die Gleichung (11.13) direkt
nach Streuwellenfunktionen gelost werden. Resonanzen konnen auch mit gewohnlichen
Methoden fiir gebundene Zustédnde berechnet werden, indem man z. B. Koordinaten-
rotation in die komplexe Ebene (,complex rotation“ [121,122]) , die Methode der
komplex-absorbierenden Potentiale (,complex absorbing potentials® [123-125]) oder
die Stabilisierungsmethode [126] anwendet. Falls nétig konnen die Eigenwerte E durch
Iteration gefunden werden. Da die effektive Schrodinger-Gleichung auch in die entspre-
chende Lippmann-Schwinger-Gleichung oder die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung
iibergefithrt werden konnen, stehen auch noch weiter Moglichkeiten zur Losung des

effektiven Streuproblems offen.

11.3 Eine direkte Herleitung der Streugleichungen

Im Folgenden werde ich zeigen, wie die effektive Schrédinger-Gleichung (11.13) di-
rekt aus der Schrédinger-Gleichung des vollen Streuproblems, welches N + 1 Elek-
tronen und die Kernbewegung umfafit, hergeleitet werden kann. Diese Herleitung ist
vollig Aquivalent zu der in Abschnitt 11.1 skizzierten Herleitung. Obwohl die dynami-
sche Greensfunktion und ihre Dyson-Gleichung nicht explizit vorkommen, basiert die
direkte Herleitung, die Projektionsoperatoren in einem zusammengesetzten Hilbert-
Raum mit Teilchen- und Lochzustéinden benutzt, auf der Theorie der Vielteilchen-
Greensfunktionen. Wahrend die traditionelle Vielteilchentheorie méchtige Methoden
bereithélt, mit denen das dynamische optische Potential approximativ berechnet wer-
den kann (siehe Abschnitt 11.4), erméglicht die Formulierung der Dyson-Gleichung
mit Projektionsoperatoren [38] eine komplementdre Betrachtungsweise des Zugangs
iitber Greensfunktionen und seiner Beziehung zur Feshbach-Projektion. Im Folgenden
kann durch die alternative Formulierung der Herleitung von Abschnitt 10.3 die Rolle
einer R-Abhéngigkeit in der elektronischen Einteilchenbasis und dem elektronischen
Grundzustand |U)') geklirt werden. Ebenfalls wird die Bedeutung von unphysikali-
schen Beimischungen in der optischen Wellenfunktion diskutiert.

Den Ausgangspunkt der Herleitung bildet die zeitunabhéngige Schrodinger-
Gleichung fiir das volle Streuproblem der N + 1 Elektronen und der Atomkerne:

(Hmol — Eoo) [P0t (R)) = E |Vt (R)). (11.17)

Die Gesamtwellenfunktion |W;.(R)) sei hier eine beliebige Losung der Schrodinger-
Gleichung wie z. B. die Streuwellenfunktion [W7*(R)) aus Gleichung (11.9). Der Ei-
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genwert E hat die Bedeutung der Energie des Streusystems relativ zur molekularen
Grundzustandsenergie Fyy. Geméf Gleichung (10.1) besteht der molekulare Hamilton-
Operator Hp,, aus dem elektronischen Teil H und der kinetischen Energie der Kerne
T,. Addiert und subtrahiert man das elektronische Grundzustandspotential £} und
fiihrt den Hamiltonoperator der Kernbewegung H,, = T, + E}¥ aus Gleichung (10.2)

ein, so erhélt man
[H — EY + Hy, — Ep] |Vioi(R)) = E |Vt (R)). (11.18)

Fiihrt man nun die 2 x 2 Matrix von Operatoren H aus Gleichung (1.12) ein, so l&8t

sich Gleichung (11.18) auch als zweikomponentige Gleichung schreiben:

[H + (Hy — Foo)L,] ( ’\Ijmg(R))) —E ( ’\Ijmg(R))) : (11.19)

wobei 1, die 2 x 2 Einheitsmatrix darstellt. Da die zweite Komponente des Vek-
tors (|t (R)), 0)" auf Null gesetzt ist, bleibt Gleichung (11.19) selbstverstind-
lich véllig dquivalent zur urspriinglichen Schrédinger-Gleichung (11.17). Der Vektor
(|¥t(R)), 0)" kann jedoch nun auch als Element des zusammengesetzten Hilbert-
Raums Y9 (siehe FuBnote von Seite 13) aufgefafit werden. Ich fithre nun den Projekti-

onsoperator P ein
P =Y V)Y, (11.20)
q

der auf den von den Vektoren {|Y,)} aus Gleichung (1.11) aufgespannten priméren
Raum projiziert. Gemafl seiner Definition wirkt der Operator P primér auf die elek-
tronischen Freiheitsgrade. Wir miissen jedoch auch seine Abhéngigkeit von den Kern-
koordinaten R beriicksichtigen, da die in H), enthaltene kinetische Energie der Kern-
bewegung T, Ableitungen nach R enthélt. Die Kernkoordinatenabhéngigkeit von
P leitet sich nach Gleichung (1.11) direkt von der elektronischen Grundzustands-
Wellenfunktion |[¥{') ab, da die Basis der elektronischen Einteilchenorbitale ,(r)
unabhéngig von den Kernkoordinaten gewéhlt werden kann. Der primédre Raum und
damit der Projektor P sind jedoch invariant unter einem Wechsel der Orbitalbasis.
Solange also eine vollsténdige Einteilchenbasis gew#hlt wird, ist die Aussage gerecht-
fertigt, dafl P dieselbe R-Abhingigkeit wie |W¥{') besitzt, selbst wenn die einzelnen
Orbitalfunktionen von R abhéngen, wie das z. B. bei Hartree-Fock-Orbitalen der Fall
ist. Mit Hilfe der Projektionsoperatoren P und ) = 1— P formulierte Gleichungen sind
also unabhéngig von der Wahl der Orbitalbasis, und daher spielt eine R-Abhéangigkeit
der Orbitale keine Rolle.
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Wie schon in Abschnitt 10.3 angemerkt, wird fiir den elektronischen Grundzustand
| Ul die Born-Oppenheimer-Ndherung zugrundegelegt. Insbesondere kann daher ei-
ne vernachléssighare R-Abhingigkeit der Wellenfunktion |¥)’) angenommen werden.
Folglich kommutiert dann der Projektionsoperator P mit der kinetischen Energie der
Kerne T, und mit H,:

[P, T, =[P, Hy) =0. (11.21)

Hier soll nochmals betont werden, dafl die Born-Oppenheimer-Néherung nur fiir die
Kernbewegung im elektronischen Grundzustand des N-Elektronen-Molekiils angenom-
men wird, was fiir viele Molekiile physikalisch sinnvoll ist. Das bedeutet jedoch weder
Adiabatizitét fiir das Streuelektron noch fiir den Streukomplex. Im Gegenteil wird die
nichtadiabatische Kopplung von Projektil- und Kernbewegung, die fiir langsame Pro-
jektile sehr wichtig sein kann, in dem vorgestellten Formalismus explizit beriicksichtigt.
Definiert man mit dem Operator () = 1 — P einen Projektor auf den sekundéren
Raum (1 ist hier der Identitétsoperator im Raum Y%), so liit sich Gleichung (11.19)
leicht partitionieren und in eine effektive Gleichung im primédren Raum umformen.
Ausgehend von Gleichung (11.19) fiigt man zunichst die Identitdt 1 = P + @ in ein
und erhélt:
5P+Q) ( \wtmO(R») B+ B ( wmtO(R») )
L#aBt man nun von links @ wirken und benutzt [Q, H,] = 0, was aus [P, H,] = 0 folgt,

so ergibt sich eine Gleichung fiir die Komponente der Wellenfunktion im sekundéren
Raum @ ([|¥sor(R)), O)ti

. U, (R N Ui (R

Hop P ( 7 B( )>> = (E — H,+ Ey — Hgg) Q ( [ to( )>> : (11.23)
Dabei steht die Notation fIQp fiir das Produkt QHP, fIQQ fir QHQ, usw. Benutzt
man nun Gleichung (11.23), um die Komponente des sekundiren Raums aus der P-
Projektion von Gleichung (11.22) zu eliminieren, dann fithrt das zur gewiinschten Glei-

chung fiir die Komponente der Wellenfunktion im priméren Raum:

[f{PP + H, — Ey

2 1 - Uit (R))\ Wit (R))
_HPQE_HHJFEOO_FIQQHQP}P( ; ) - EP( ; ) (11.24)

Dies ist das Ergebnis fiir die in den primdren Raum projizierte zeitunabhéngige

Schrodinger-Gleichung. Die projizierte Komponente der Wellenfunktion geniigt einer
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Pseudoeigenwertgleichung mit einem energieabhéngigen Operator auf der linken Seite.
Dieser Operator wirkt auf die Kernkoordinaten R und auf die elektronischen Koor-
dinaten, die nun auf den zum physikalischen Einteilchenraum isomorphen priméren
Raum eingeschrénkt sind (siche dazu auch Abschnitt 1.2).

Nun mochte ich an die Formulierung der vorangegangenen Abschnitte anschlieflen
und die Selbstenergie der dynamischen Greensfunktion mit dem optischen Potential
identifizieren. Die Komponente der Wellenfunktion im priméren Raum la8t sich fol-

gendermaflen ausdriicken:

P('qj“’t ) Z\Y [< \("I’“’t )] Z]Y f.(R (11.25)

wobei f,(R) = (U}]| a, |t (R)) die effektive Wellenfunktion aus Gleichung (11.10) in
der Orbitaldarstellung ist. Nimmt man nun das Skalarprodukt von Gleichung (11.24)

mit (Y| von links, so erhélt man

3 (V) + (B
3 1 3
QG QR ) A(R) = EAR). (1120

Der erste Term in der Summe auf der linken Seite kann als der primédre Block H _ aus
Gleichung (1.16) identifiziert werden, der nach Gleichung (10.19) in die Matrix der Or-
bitalenergien in nullter Ordnung ¢ und den statischen (d. h. energieunabhéngigen) Teil
der Selbstenergie A(oo) zerfillt. Auch der energieabhéngige Teil der Selbstenergie kann
in Gleichung (11.26) entdeckt werden, wenn eine Basisdarstellung fiir den Projektor

auf den sekundiren Raum @) gewéhlt wird:
Q=>"10,)Q,l. (11.27)
J

Die Summe ' lduft nur iiber die Basiszusténde |Q ;) des sekundéren Raumes [vgl. mit
den Gleichungen (1.14) und (1.15)]. Aus Gleichung (11.26) wird nun

Z [5pq + (Hn - E00)6pq + qu(w)] fq(R) = Efp(R)‘ (11-28)

q

Man erhilt die effektive Schrodinger-Gleichung in der Form von Gleichung (11.13),
wenn man die Koordinaten- an Stelle der Orbitaldarstellung wéhlt und realisiert, daf3
die Matrix g die Orbitaldarstellung des elektronischen Hamilton-Operators nullter Ord-
nung Hy aus Gleichung (1.20) im Einteilchenraum ist. Wie zuvor schon diskutiert wur-
de, sind die Operatoren P und @) vollig unabhéngig von der Wahl der Einteilchenbasis
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und folglich gilt Gleichung (11.28) in der Impuls-, Koordinaten- und einer beliebi-
gen Orbitaldarstellung. Auch fiir Hy kann jeder Einteilchenoperator mit beliebiger R-
Abhéngigkeit gew#hlt werden, wobei der Hartree-Fock-Operator sicher eine geeignete
Walhl fiir die Elektron-Molekiil-Streuung darstellt, da sich dadurch die Berechnung der
Selbstenergie A(w) vereinfacht. In diesem Fall enthélt Hy auer der kinetischen Energie
des Streuelektrons auch noch das ,static-exchange“-Potential des Targets.

Bisher wurde gezeigt, dal die optische Wellenfunktion f(r, R) aus Gleichung
(11.10), die eine Projektion der physikalischen Streuwellenfunktion darstellt, die effek-
tive Schrodinger-Gleichung (11.13) erfiillt. Es gibt aber auch unphysikalische Losungen
dieser Gleichung, die aufgrund der Einfiihrung der zweiten Komponente in Gleichung
(11.19) moglich werden. Die unphysikalische Komponente lebt im Hilbert-Raum der
N —1 Elektronen, die an dieselben Freiheitsgrade der Kernbewegung gekoppelt sind wie
die physikalische Komponente. Da der Hamilton-Operator fiir die zweite Komponente
von Gleichung (11.19) folgendermafen lautet:

EY —H+H, — Ey = —[H—T, —2E} + Ey, (11.29)

wird die Kerndynamik nicht korrekt behandelt, um ein ionisiertes Molekiil zu beschrei-
ben, da H und 7, entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wenn der Formalismus des
dynamischen optischen Potentials auf die Dynamik von ionisierten Molekiilen ange-
wendet werden soll, dann mufl die Definition des Hamilton-Operators entsprechend
gedndert werden.

Wie kann man nun unphysikalische Losungen identifizieren und erkennen, ob die
unphysikalische Komponente die physikalischen Losungen stéren kann? Dieses Problem
kann leicht durch Beachtung der korrekten Streurandbedingungen gelost werden: Da
der elektronische Grundzustand des Streutargets |¥)') ein gebundener Zustand ist,
wird jeder Uberlapp (¥|(r) |[¥)) eine quadratintegrable Funktion von r darstellen
und fiir |r| — oo asymptotisch verschwinden. Dasselbe trifft folglich fiir eine effektive
Wellenfunktion fu"Ph¥s(r R) zu (als Funktion von r), die zu einer unphysikalischen

Losung von Gleichung (11.19) gehort:

0 _

fren(e, R) = (Y ()] { g n-1 = (U npnys(R) 9 (r) [77). (11.30)
<\Ijunphys (R) ‘

Solange man die effektive Schrodinger-Gleichung (11.13) oder die entsprechende

Lippmann-Schwinger-Gleichung mit den korrekten Streurandbedingungen fiir die ef-

fektive Wellenfunktion f(r, R) 16st, bekommt man daher eine physikalische Losung.
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Auch eine eventuelle Kontamination der physikalischen Losung mit einer unphysika-
lischen Beimengung von kurzer Reichweite wird keine schiadlichen Auswirkungen fiir
Streurechnungen haben, da bei der Berechnung der S-Matrixelemente nur das asymp-

totische Verhalten der effektiven Wellenfunktion eingeht.

Betrachten wir nun noch kurz die einzige Néherung, die in der Herleitung von Glei-
chung (11.24) angewandt wurde. Ohne die Born-Oppenheimer-Né&herung fiir den elek-
tronischen Grundzustand des Targetmolekiils (11.21), welche das Vertauschen des Ope-
rators der kinetischen Energie der Kerne T, mit den Projektionsoperatoren P und @)
erlaubt, treten in der projizierten Schrodinger-Gleichung Terme auf, die proportional zu
PH,Q und QH,P sind. Diese Terme beschreiben virtuelle Anregungen vom priméren
in den sekunddren Raum, die eine elektronische Anregung im Targetmolekiil bedeuten,
welche durch die kinetische Energie der Kernbewegung vermittelt wird. Diese Terme
konkurrieren mit Anregungen durch den elektronischen Hamilton-Operator beschrie-
ben durch PHQ und QH P, gegen die sie gewohnlich vernachlissigt werden kénnen.
Die einzige Ausnahme mag in Fillen gegeben sein, in denen die Born-Oppenheimer-
Néherung fiir den elektronischen Grundzustand zusammenbricht und sich die Poten-
tialflachen des elektronischen Grundzustands und angeregter elektronischer Zusténde
des Targetmolekiils nahe kommen. In diesen seltenen Fillen miissen vibronische Wech-
selwirkungen beriicksichtigt werden und eine diabatische Darstellung fiir den Grundzu-
stand mag angemessen sein. Das dynamische optische Potential mufl dann um Terme

erweitert werden, welche die entsprechenden vibronischen Ubergéinge beschreiben.

11.4 Approximative Streugleichungen

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Ndherungen an die exakten Streugleichungen
und die durch sie implizierten physikalischen Modelle diskutiert werden. Die ersten bei-
den Unterabschnitte behandeln Moglichkeiten, wohlbekannte Naherungen fiir Elektron-
Molekiil-Streuung zu erhalten, indem in der exakten Gleichung (11.16) entweder das
energieabhéngige optische Potential vernachléssigt wird oder die Kernkoordinaten ein-
gefroren werden. Die letzten beiden Unterabschnitte behandeln das optische Poten-
tial selbst. Neben einer Diskussion des Einflusses der Kerndynamik auf das optische
Potential werden Moglichkeiten zur ab-initio-Berechnung des dynamischen optischen
Potentials erortert.
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11.4.1 Statische Niherungen an das optische Potential

Zunichst betrachten wir die einfachste Niherung fiir das optische Potential A(w), die
darin besteht, es vollig zu vernachléssigen. Formal ist diese Naherung dazu dquivalent,
den Wechselwirkungsteil H; im elektronischen Hamilton-Operator H aus Gleichung
(1.19) zu vernachlissigen. Diese Aquivalenz folgt leicht aus Gleichung (10.20), in der
die dynamische Selbstenergie A(w) mit der gewshnlichen, elektronischen Selbstenergie
¥ (w) verkniipft wird, die definitionsgemdfl mindestens von erster Ordnung in H; ist.
Anders ausgedriickt ist die effektive Schrodinger-Gleichung (11.13) unter Vernachléssi-
gung der dynamischen Selbstenergie A (w) in solchen physikalischen Systemen korrekt,
in denen das Streuelektron nicht mit den anderen Elektronen des Systems korreliert ist
und durch Hy gut beschrieben wird. Der Einteilchenoperator Hy kann selbstverstéind-
lich gemittelte (,mean fields“) oder durch die Atomkerne oder #uflere Felder verur-
sachte Kréfte enthalten.

Die Qualitdt der Ndherung, die durch den statischen (d. h. energieunabhéngigen)
Layzer-Operator £ = Hy+ H, — Ey erreicht wird, hingt von der Wahl des Operators
H, ab:

e Wihlt man fiir Hy den Operator der kinetischen Energie der Elektronen, so
erhilt man einen Layzer-Operator £, der die separable Bewegung eines freien
Elektrons und eines vibrierenden oder rotierenden Molekiils im elektronischen
Grundzustand beschreibt.

e Wihlt man hingegen fiir Hy den R-abhéngigen Hartree-Fock-Operator, so be-
schreibt der zugehorige Layzer-Operator die Bewegung von Streuelektron und
Kernfreiheitsgraden. Das Streuelektron sieht den Einflufl der Coulomb- und Aus-
tauschwechselwirkung mit der statischen Ladungswolke des Targetmolekiils auf
Hartree-Fock-Niveau und die Kernbewegung erfolgt im iiblichen Grundzustand-
spotential )Y, das durch die Coulomb-Anziehung zwischen den Kernen und dem
elektronischen Projektil modifiziert wird. Diese Ndherung liefert eine konsisten-
te Beschreibung der Elektron-Molekiil-Streuung im strikten Einteilchenbild. Die
Bewegung von Projektil und Atomkernen ist vollstéindig gekoppelt, aber die Na-
tur dieser statischen Naherung schlieffit Polarisationseffekte und die M&glichkeit
von elektronischen Anregungen des Targetmolekiils aus, die durch den Elektro-
nenstofl verursacht werden konnten. Ein anderer Mangel dieser auf der Hartree-

Fock-Naherung basierenden ,static-exchange“-Naherung ist, daf} die statische
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Ladungsdichte des Targetmolekiils durch die Hartree-Fock-Wellenfunktion nur

niaherungsweise (unkorreliert) beschrieben wird.

Eine andere, naheliegende Moglichkeit fiir eine energieunabhéngige Naherung an
das optische Potential besteht darin, den Limes der Selbstenergie fiir hohe Energien
A(c0) zu beriicksichtigen, der auch statische Selbstenergie genannt wird. Der statische
Teil der dynamischen Selbstenergie A(oco) ist identisch zur rein elektronischen Selbst-
energie Y(00), wie man aus den Gleichungen (1.23) und (10.19) [siehe auch Gl. (10.20)]
sieht. Wie in Abschnitt 8.1 gezeigt wurde [83], korrigiert dieser nichtlokale Operator die
Hartree-Fock-Beschreibung der Wellenfunktion des Targets, indem er ihre Korrelation
beriicksichtigt. Diese Ndherung an den Layzer-Operator £%¢ = Hy+ H, + .A(o0) — Eqo
ist unabhéngig von der Wahl des Hamilton-Operators nullter Ordnung Hj in Gleichung
(1.19), da die statische Selbstenergie den Wechselwirkungsanteil H; berticksichtigt. Der
Layzer-Operator £%° entspricht einem Streupotential, das seinen Ursprung in der korre-
lierten aber statischen Ladungsverteilung des Targetmolekiils hat und auch ,,correlated
static exchange potential® (cse) genannt wird.

N&herungen an den energieabhéngigen Teil des dynamischen optischen Potenti-
als werden in den Abschnitten 11.4.3 und 11.4.4 untersucht. In dem folgenden Ab-
schnitt wird ein vereinfachter Fall besprochen, in dem die Kerndynamik vollstdndig

vernachléssigt wird.

11.4.2 Streuung bei festgehaltenen Kerngeometrien

Mit Hilfe von Gleichung (10.20) 148t sich der volle Layzer-Operator £ folgendermafien

ausdriicken
L(E)=Hy+ T, + Ey +X(E - Ty — EJ + Ew) — Eqo- (11.31)

Im Grenzwert unendlich schwerer Atomkerne kann die kinetische Energie der Kern-
bewegung T, vernachlissigt werden. Dieser Grenzwert wird ,fixed-nuclei“-Limes (fn)

oder Limes der festgehaltenen Kerngeometrien genannt, da der Layzer-Operator
L™E)=Hy+%(E — EY 4+ Ey) + EY — Ey (11.32)

und die zugehorige Wellenfunktion f(r, R) aus Gleichung (11.13) jetzt nur noch pa-
rametrisch von den Kernkoordinaten R abhiingen. Der Operator L£™(FE) ist abge-

sehen von der R-abhiingigen Energieverschiebung EY — FEyo identisch mit dem in
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der Literatur benutzten Layzer-Operator fiir Streuung an Atomen oder starren Mo-
lekiilen [10,24,120]. Die Energieverschiebung setzt den Nullpunkt der Energieskala von
FEqo auf EY.

Im vorliegenden Fall der Streuung bei festgehaltenen Kerngeometrien wird das op-
tische Potential durch die rein elektronische Selbstenergie ¥ (w) bestimmt. Wie schon
erwiahnt wurde, verbessert der statische Teil 3(o00) das static-exchange-Potential hin-
sichtlich der Korrelation der elektronischen Grundzustandswellenfunktion des Streu-
targets. Der energieabhéngige Teil M (w) = ¥(w) — X(00) lautet nach Gleichung (1.23)

. 1
M(w) = Qabﬁ
Wi— 4y,

o

(11.33)

ba”

Der Einfachheit halber wird hier wieder die schon friither eingefithrte Matrixnotation
fiir die elektronischen Koordinaten verwendet. Selbstverstdndlich kénnen die Matrizen
auch in der Koordinatendarstellung ausgedriickt werden. M (w) beriicksichtigt die so-
genannte dynamische Korrelation einschliellich der Polarisation des Targets durch das
ankommende elektronische Projektil [127]. Die Energieabhéngigkeit von M (w) wurde
in der Literatur bereits diskutiert [11]. Auch die Folgen einer Energieabhingigkeit des
optischen Potentials fiir Streusysteme wurden studiert [25]. An dieser Stelle soll noch

folgendes bemerkt werden:

Der energieabhéngige (oder dynamische) Teil der elektronischen Selbstenergie M (w)
fithrt Pole und Verzweigungsschnitte in das optische Potential ein, die durch Diago-
nalisieren des Nenners von Gleichung (11.33) gefunden werden kénnen. In der nullten
Ordnung, z. B. der Hartree-Fock-Naherung, ist die Matrix E ,, aus dem Nenner bereits
diagonal. Die Diagonalelemente entsprechen den elektronischen Anregungen des N + 1
und N —1 Elektronen-Systems und kénnen durch Konfigurationen vom 2p—h-, 3p—2h-,
bzw. p — 2h-, 2p — 3h-Typ usw. klassifiziert werden. Explizite Matrixdarstellungen fiir
H b H b, nd H ,, indet man in Referenz [37].

Zur Berechnung von ¥(w) stehen verschiedene Standardnéherungsverfahren zur
Verfiigung. Basierend auf der Vielteilchen-Storungstheorie liefert das sogenannte ADC-
Schema (,,algebraic diagrammatic construction®) [21] zum Beispiel eine Hierarchie von
Néherungen fiir ¥ (w), die im Gegensatz zur gewohnlichen Stérungstheorie die analyti-
sche Struktur von ¥(w) als Funktion von w bewahren. Die ADC-N#herung fiir ¥(w) hat
dieselbe Struktur wie Gleichung (1.23), aber die Matrizen H ,; Werden im ADC-Schema
n-ter Ordnung so konstruiert, daff die approximative Selbstenergie X4P¢(w) bis zur n-

ten Ordnung in H; mit der iiblichen Feynman-Dyson-Reihe von ¥(w) iibereinstimmt.
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Da die dem ionisierten Molekiil zugehorigen Pole und Verzweigungsschnitte bei
negativen Energien auftreten, haben sie nur einen geringen Einfluf3 auf die Energie-
abhéngigkeit des optischen Potentials bei den relevanten Streuenergien. Die Pole und
Schnitte bei positiven Energien kénnen dagegen den angeregten Zustdnden des phy-
sikalischen Streusystems mit N + 1 Elektronen zugeordnet werden. Signaturen von
Feshbach-Resonanzen kénnen daher im energieabhéngigen Teil des optischen Potenti-
als gefunden werden, obwohl die genaue Position und Breite der Resonanz natiirlich mit
dem vollsténdigen effektiven Hamilton-Operator berechnet werden miissen. Oberhalb
der ersten elektronischen Anregungsenergie des Molekiils erscheint ein Verzweigungs-
schnitt in der analytischen Struktur der Selbstenergie, da bei geniigend grofler Streu-
energie mit der elektronischen Anregung ein neuer Streukanal gedffnet wird, d. h. in-
elastische Streuung moglich. Der Schnitt von X (w) hat zur Folge, dafi das optische
Potential eine imagindre Komponente enthélt, also nichhermitesch wird, womit dem

Verlust von Streuamplitude in den inelastischen Kanal Rechnung getragen wird.

11.4.3 Kerndynamik im optischen Potential: Entwicklung
nach T,

Im Folgenden soll der Einflufl der Kerndynamik auf das optische Potential A(E) dis-
kutiert werden. Die durch Gleichung (10.19) gegebene dynamische Selbstenergie A(FE)
besteht aus einem energieunabhéingigen (statischen) Teil A(co) und einem energie-
abhéngigen Teil M(E) = A(E) — A(c0), der bei hohen Energien E verschwindet. Der
energieabhéngige Teil M(F) beinhaltet wieder die Effekte der dynamischen Korrela-
tion einschliefllich Polarisation. Im Unterschied zur , fixed-nuclei“-Streuung aus dem
vorangehenden Abschnitt wird M(E) nur durch den Einflufl der Kernbewegung mo-
difiziert. Wie aus Gleichung (10.19) folgt, lautet der energieabhéngige Teil in Matrix-

schreibweise

M(E)=H ! :

—H, .
M —E-T,—EY +Ey]l-H,=™

(11.34)

Wie zuvor bezeichnet 7T;, die kinetische Energie der Kernbewegung, E}¥ das (elektroni-
sche) Grundzustandspotential und Eyo die molekulare Grundzustandsenergie. Die Ma-
trizen g i sind Teile der in Abschnitt 1.2 eingefithrten Matrixdarstellung des zweikom-
ponentigen elektronischen Anregungsenergieoperators H und héngen von den Kernko-
ordinaten R ab. Mochte man nun den Nenner diagonalisieren, um die Polstruktur von
M(FE) zu berechnen, so werden nicht nur die Eigenvektoren von Q w die den elektroni-
schen Eigenzustédnden im sekundédren Raum entsprechen, benétigt, sondern es miissen
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auch die zusétzlichen Freiheitsgrade der Kernbewegung beriicksichtigt werden. Da die
Energieskala der Kernbewegung normalerweise deutlich unter den typischen elektroni-
schen Anregungsenergien liegt, konnen wir annehmen, dafl die Grobstruktur der Ener-
gieabhéingigkeit von M(E) nicht wesentlich vom Fall der ,fixed-nuclei“-Streuung aus
Abschnitt 11.4.2 abweicht. Die Kerndynamik wird jedoch eine Feinstruktur bedingen,
die sehr wichtig werden kann. Dies kann entweder bei Energien auftreten, bei denen
elektronische Anregungen moglich oder fast moéglich sind, oder in Situationen die sehr
empfindlich fiir kleine Stérungen des Streupotentials sind, so z. B. in der Nahe von

vibratorisch inelastischen Schwellen.

Solange die Streuenergien weit genug von Feshbach-Resonanzen oder elektronisch
inelastischen Schwellen entfernt sind, kann der Einflufl der Kerndynamik auf das op-
tische Potential entweder vernachlassigt werden oder ndherungsweise durch Entwick-
lungen des Nenners in Gleichung (11.34) beriicksichtigt werden.

Der néchste logische Schritt jenseits der ,fixed-nuclei“-Nédherung ist die Annah-
me, dafl T, als kleine Storung aufgefafit werden kann, was die folgende Entwicklung

nahelegt:

~ 1 i 1 Y ~
M(E)=H — Ty — H, . (11.35
:( ) =ab [E o Eé\/' 4 EOO]L o H Z ( [E . Eé\[ + EOO]L o gbb) ——ba ( )

==bb v=0

Der erste Term dieser Entwicklung (fiir » = 0) soll hier adiabatisches optisches

Potential (aop) genannt werden:

AVE) = H, e+l i

= X(E - EY 4 Ey). (11.36)

Formal gesehen ist das adiabatische optische Potential 4%°P(E) identisch mit dem
in der , fixed-nuclei“-Streuung verwendeten optischen Potential aus Abschnitt 11.4.2.
Der Unterschied liegt darin, dafl die Kernkoordinaten R nun dynamische Variable dar-
stellen. Das adiabatische optische Potential A*°P(E) ist ein lokaler Operator in den
Kernkoordinaten R, da E} und die Matrizen H ,; von R abhéngen, aber in A*P(E)
keine Ableitungen nach R vorkommen. Da A*P(FE) fiir jedes R aus der rein elektro-
nischen Selbstenergie ¥:(E) berechnet werden kann, lassen sich hier Standardverfahren
zur Berechnung der elektronischen Selbstenergie wie die in Abschnitt 11.4.2 erwéhnte
ADC-Methode zur Anwendung bringen.
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Der Layzer-Operator, der die gerade diskutierte approximative Behandlung des
optischen Potentials A*P(E) beschreibt, lautet

L*P(E) = Hy + Hy + A*(E) — Eg. (11.37)

Obwohl das dynamische optische Potential hier in einer adiabatischen Naherung be-
handelt wird, beschreibt der Layzer-Operator £2°P(E) die vollstéindig nichtadiabatisch
gekoppelte Bewegung des Projektilelektrons und der Atomkerne mit einem vereinfach-
ten optischen Potential. In dieser Ndherung wird die Kernbewegung in den elektro-
nisch angeregten Zustdnden des Targetmolekiils adiabatisch behandelt! Obwohl diese
Néherung nicht geeignet sein mag, um Experimente zu beschreiben, bei denen die
elektronische Anregungsstruktur des Targetmolekiils im Detail abgetastet wird, ist die
Situation bei niedrigen (aber nicht zu niedrigen) Streuenergien anders. Wenn elektro-
nische Anregungen wegen der Energieerhaltung nicht erlaubt sind, weil die Stoflener-
gie des ankommenden Elektrons zu niedrig ist, dann kann die adiabatische Ndherung
A*P(FE) sehr gut sein. Bei niedrigen Streuenergien konnen elektronische Anregungen
als virtuelle Prozesse auftreten und zur Polarisation des Molekiils fiithren, sind aber der
Energie-Zeit-Unschérferelation unterworfen. Wenn die typischen Zeiten fiir diese virtu-
ellen Anregungen sehr viel kleiner sind als die Zeitskala der Molekiilschwingungen, was
gewohnlich der Fall sein diirfte, dann sollte die adiabatische Ndherung fiir das optische
Potential 4*P(E) angemessen sein.

Fiir sehr langsame Streuelektronen andererseits kann es notwendig sein, die Néhe-
rung A*P(FE) zu verbessern, wenn die Wirkungsquerschnitte das optische Potential
sehr genau abtasten. In dem adiabatischen optischen Potential A*P(E) wird die dyna-
mische Relaxation des Kerngeriistes nicht korrekt beschrieben, die wihrend der Polari-
sation der elektronischen Ladungswolke durch das ankommende Projektil stattfindet.
Bei sehr kleinen Projektilgeschwindigkeiten, bei denen die zugehorigen Trajektorien
besonders empfindlich auf die Kopplung an die Kernbewegung reagieren, kann dies ein
wichtiges Manko der Theorie bedeuten. In diesem Fall kann die im folgenden Abschnitt
beschriebene Entwicklung des dynamischen optischen Potentials sinnvoll sein, die eine

ndherungsweise Beriicksichtigung der vernachlédssigten Effekte erlaubt.

11.4.4 Entwicklung des dynamischen optischen Potentials
nach H, — Fy,

Der Operator der kinetischen Energie der Kerne T;, fithrt in die Terme der Entwicklung

(11.35) mit v > 1 Ableitungen nach den Kernkoordinaten R ein. In der Regel werden
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diese Terme schwer zu berechnen sein, da die approximativen und exakten Matrizen
g " aufgrund der enthaltenen Coulomb-Abstoflung zwischen Elektronen und Kernen
stark von den Kernkoordinaten R abhédngen. Eine Entwicklung, die sich besser fiir
Niherungen héherer Ordnung eignet erhilt man, wenn man T, + EY — Eyy = H, —
Eqyo als ,kleine“ Storung ansieht. Diese Annahme ist dann gerechtfertigt, wenn die
Energien der im Laufe des Streuprozesses auftretenden Anregungen der Kerndynamik
klein im Vergleich mit den elektronischen Anregungsenergien des Targets sind. Die
entsprechende Entwicklung des energieabhéingigen Teils der dynamischen Selbstenergie

lautet

. 1 00 1 v
M(E) = Eabﬁ 2:0 |:(Hn - E )ﬁ] éba' (1138)
Ly v= 4,

Der erste Term &O( ) dieser Entwicklung (fiir » = 0) kann mit dem energieabhéngi-
gen (dynamischen) Teil der rein elektronischen Selbstenergie (11.33) identifiziert wer-
den und soll Nullpunkt-optisches-Potential genannt werden, da es das optische
Potential der Kernbewegung im molekularen Grundzustand des Targets widerspiegelt:
MOE) = Hyo i, = M(E)
El-H,
Das Nullpunkt-optische-Potential ist wie das zuvor besprochene adiabatische optische
Potential M*P(E) ein lokaler Operator beziiglich der Kernkoordinaten R.

Die hoheren Terme in der Entwicklung fiir » > 1 sind hingegen Differential-
operatoren in den Kernkoordinaten. Man kann sie in nichtlokale Integraloperatoren
M'(E) f(R) = [dR' M"(E,R,R’) f(R') transformieren, indem man eine Darstellung
der Identitdt beziiglich der Kernbewegung Y. |¢) (x| einfiigt. In der Koordinaten-
darstellung fiir die Freiheitsgrade der Kernbewegung R lautet der Integralkern fiir den
zweiten Term in der Entwicklung (11.38)

M'(E,R,R) = Z_ab mfﬁk(R)[EOk—Eoo]ﬁbZ(R/)@ﬂba(
(11.39)

Die Kernkoordinatenabhéngigkeit der Matrizen g i wurde hier ausnahmsweise explizit

R').

angegeben. Die numerische Realisierung dieser Ndherung ist nicht sehr schwierig, da
die Eigenwerte Eg; und Eigenfunktionen ¢y (R) der Kernbewegung leicht aus dem
Grundzustandpotential E} (R) berechnet werden kénnen. Ndherungen fiir die Matrizen
g i gewinnt man z. B. wie in Abschnitt 11.4.2 beschrieben durch die ADC-Né&herung.

Gleichung (11.39) ist auch insofern interessant, da sie uns erlaubt, die Bedeutung
der Terme hoherer Ordnung in der Entwicklung (11.38) abzuschétzen. Falls die Kern-

dynamik im Targetmolekiil trotz virtueller Anregungen durch das Streuelektron gut
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durch die Nullpunktsschwingung des isolierten Molekiils im elektronischen Grundzu-
stand gendhert werden kann, dann kénnen alle Terme mit k& # 0 in Gleichung (11.39)
vernachlissigt werden. Da jedoch die Energiedifferenz [Eq, — Eqo] fiir & = 0 verschwin-
det, liefern M'(E) und die Terme hoherer Ordnung in Gleichung (11.38) keinen Bei-
trag. In anderen Worten: M(E) ist ein lokaler Operator in den Kernkoordinaten, wenn
die Kernkoordinatenabhéngigkeit der effektiven Streuwellenfunktion f(r, R) durch die
Eigenfunktion ¢o(R) bestimmt wird und die R-Abhéngigkeit der Matrizen E yp und
g b, Vernachléssigt werden kann. Dies wird aber nicht immer der Fall sein. Wéahrend
einer Rechnung konnte jedoch iiberpriift werden, fiir welche Werte von k das Integral

/ dRebz(R)—Ei_}[ B 1) (11.40)

Ly
den grofiten Beitrag liefert. Die Niherung M°(E) kann dann durch Entwicklung um
H, — E statt um H, — Ey, verbessert werden, wobei E eine geeignet gewihlte mittlere

Energie der Kernbewegung darstellt. Damit ergibt sich dann folgende nullte N&herung;:
M® = S(E + Eyy — E) — 3(c0) (11.41)

und entsprechende hohere Néherungen wie in Gleichung (11.38).

Der Unterschied zwischen dem adiabatischen optischen Potential A*P(E) und dem
Nullpunkt-optischen-Potential A°(E) oder der verbesserten Losung A%(E) liegt in dem
Bezugspunkt des Energienenners des optischen Potentials. Man kann erwarten, daf
A°(E) oder .A()(E) geeignete Néherungen fiir A(F) darstellen, wenn die Kernbewe-
gung mehr oder weniger auf die unmittelbare Umgebung der Gleichgewichtskonfigu-
ration R, des Molekiils beschrankt bleibt. Die adiabatische Naherung A*P(E) wird
hingegen besser geeignet sein fiir Prozesse, bei denen verschiedene Ebenen der Potenti-
alfliche involviert sind wie es bei assoziativer Abspaltung oder dissoziativer Anlagerung
vorkommt. Ich mo6chte hier noch einmal betonen, daf§ die Kerndynamik innerhalb des
optischen Potentials sicherlich weniger wichtig ist als die unmittelbare Kopplung zwi-
schen Projektil- und Kernbewegung in der effektiven Schrodinger-Gleichung (11.13),
solange die Streuenergie deutlich unterhalb der Schwelle fiir elektronische Anregun-
gen des molekularen Targets liegt. Die Entwicklung (11.38) stellt eine systematische
Moglichkeit dar, das adiabatische oder Nullpunkt-optische-Potential zu verbessern. Sie
148t sich anwenden, wenn der Streuprozefl zu geringe Energie hat, um elektronisch
angeregte Zustdnde des Targets zu erreichen. Der Term erster Ordnung M ! aus Glei-
chung (11.39) und die entsprechenden héheren Ordnungen erméglichen systematische
Verbesserungen der diskutierten Nédherungen, die mit ab-initio-Methoden der Quan-

tenchemie berechnet werden konnen. Diese Verbesserungen kénnen nétig sein, um die
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dynamischen Kopplungen in Prozessen mit sehr niedriger Streuenergie korrekt zu be-
schreiben, bei denen eine hohe Empfindlichkeit beziiglich der genauen Form des op-
tischen Potentials vorliegt. Falls die Streuenergie oberhalb oder in der unmittelbaren
Néhe der elektronischen Anregungsschwelle des Targetmolekiils liegt, bleibt die effekti-
ve Schrodinger-Gleichung natiirlich richtig, aber es miissen andere Ndherungen fiir das

optische Potential als die in diesem Abschnitt vorgestellten angewendet werden.



Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden verschiedene erweiterte Zweiteilchen-Greens-
funktionen und die sogenannte dynamische Greensfunktion vorgestellt. Diesen Pro-
pagatoren ist gemein, dafl sie eine Dyson-Gleichung erfiillen und damit eine Selbst-
energie definieren. Die Selbstenergie iibernimmt die Funktion eines optischen Po-
tentials, das zur effektiven Beschreibung von Vielteilchenproblemen in einer stark
reduzierten Anzahl von Koordinaten geeignet ist. Die erweiterten Zweiteilchen-
Greensfunktionen und die dynamische Greensfunktion erlauben damit eine Auswei-
tung der fiir die Einteilchen-Greensfunktion bekannten Eigenschaften auf zusétzliche
Freiheitsgrade. Um die Konstruktion der erweiterten Greensfunktionen zu motivieren,
wurden zunéchst am Beispiel der Einteilchen-Greensfunktion die der Dyson-Gleichung
zugrundeliegenden Prinzipien demonstriert. Dabei wurde gezeigt, dafl es im Wesentli-
chen darauf ankommt, dafl die Greensfunktion sich als Projektion einer Vielteilchenre-

solvente auf einen vollstédndigen, orthonormalen Satz von Zusténden formulieren 148t.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde eine allgemeine Theorie der erweiterten
Zweiteilchen-Greensfunktionen vorgestellt und als exemplarische Anwendung der Theo-
rie ein Niherungsschema erster Ordnung fiir Anregungsenergien und Ubergangsmo-
mente vorgestellt und nédher untersucht. Zunéchst wurde ein allgemeiner Formalis-
mus entwickelt und benutzt, um drei Sorten erweiterter fermionischer Zweiteilchen-
Greensfunktionen zu definieren: die Teilchen-Loch-, Teilchen-Teilchen- und Loch-Loch-
Funktionen. Das fundamentale Konstruktionsprinzip, das zur Erfiillung der Dyson-
Gleichung fiihrt, ist die Definition der Greensfunktion ausgehend von einem orthonor-
malen Satz von Zustinden. Um diese Orthogonalitdt zu erreichen, miissen die physi-
kalischen Zweiteilchenzustéinde durch zusétzliche ,,unphysikalische* Komponenten er-
weitert und es muf} eine indefinite Metrik eingefiihrt werden. Die neuen Komponenten
bedingen zusétzliche Pole und Verzweigungsschnitte in der analytischen Struktur der
erweiterten Greensfunktionen. Wenn die Greensfunktionen fiir reelle Argumente de-

finiert werden, kann man jedoch die Singularitdten immer noch manipulieren, indem
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man sie nach Bedarf in die komplexe Ebene verschiebt oder in Hauptwertsingularitaten
verwandelt. Eine weitere Folge der Erweiterungen ist das Auftreten von in nullter Ord-
nung entarteten Zusténden.

Viele Eigenschaften der erweiterten Greensfunktionen erkldren sich durch die
konstruktionsbedingte starke Analogie zur FEinteilchen-Greensfunktion: Die Dyson-
Gleichung definiert eine Selbstenergie, die sich storungstheoretisch entwickeln 148t. Es
konnte sogar gezeigt werden, dafl die Teilchen-Teilchen-Selbstenergie ein exaktes opti-
sches Potential fiir Zweiteilchenstreuung darstellt. Der Untersuchung der Selbstenergie-
operatoren und vor allem ihren statischen Anteilen wurde besondere Aufmerksamkeit
gewidmet. In dem Spezialfall eines Vielteilchensystems ohne echte Zweiteilchenkréfte,
in denen die Teilchen nur mit externen oder iiber gemittelte Felder wechselwirken, neh-
men die Selbstenergien der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen eine besonders
einfache, energieunabhéngige Form an. Die erste Ordnung der Selbstenergie 16st dann
schon das exakte Problem in strenger Analogie zur Einteilchen-Greensfunktion.

Fiir ein vollstéindig korreliertes Vielteilchensystem stellt sich heraus, dafl die sta-
tische N&herung erster Ordnung schon eine nichttriviale Ndherung mit giinstigen
Eigenschaften darstellt. In diesem Zusammenhang wurde ausfiihrlich das FOSEP-
Schema (,first-order static excitation potential“) untersucht, das auf eine N&herung
an die Teilchen-Loch-Selbstenergie zuriickgeht. Die resultierenden Néaherungen fiir An-
regungsenergien und Ubergangsmomente erweisen sich als konsistent mit den Ergeb-
nissen in erster Ordnung Storungstheorie, beriicksichtigen aber auch Terme hoherer
Ordnung. Ausgehend vom Einteilchenbild des Hartree-Fock-Modells liefert die FOSEP-
Néherung ein Matrix-Eigenwert-Problem von derselben Dimension wie die wohlbe-
kannte ,random-phase approximation® (RPA). Im Gegensatz zur RPA stellt FOSEP
ein hermitesches Eigenwertproblem dar und vermeidet somit die Instabilitdten der
RPA. Obwohl die FOSEP-Néherung viele Eigenschaften mit der RPA gemein hat wie
die GroBenkonsistenz und die Invarianz beziiglich unitdrer Transformationen der un-
besetzten Hartree-Fock-Orbitale, finden sich auch grundsitzliche Verschiedenheiten.
Mit einer stérungstheoretischen Analyse bis zu zweiter Ordnung wurde gezeigt, daf
die FOSEP-Né&herung fiir Anregungsenergien Beitrige der Grundzustandskorrelation
auf konsistente Weise beriicksichtigt, wogegen sich die RPA in dieser Hinsicht als in-
konsistent erweist. Diese Erkenntnis wird durch die Ergebnisse eines sehr einfachen,
exakt 1osbaren Modells gestiitzt. In dem betrachteten Hubbard-Modell fiir Hy ist der
Grundzustand im Gegensatz zu den untersuchten, angeregten Zustédnden korreliert.
Es zeigt sich, dafl die FOSEP-N&dherung exakte Ergebnisse fiir die Anregungsenergi-

en liefert, wogegen die RPA noch schlechtere Naherungswerte liefert als die einfachere
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Tamm-Dancoff-Niherung (TDA). Die Aquivalenz von length- und velocity-Form der
Ubergangsmomente wurde ebenfalls untersucht. Die exakte Erhaltung dieser Aquiva-
lenz ist eine einzigartige Figenschaft der RPA. Innerhalb der FOSEP-Né&herung wird
diese Aquivalenz nur in erster Ordnung gewahrt, wie es fiir ein Niherungsschema er-
ster Ordnung zu erwarten ist. Der auftretende Fehler in zweiter Ordnung kann sich
jedoch zum Abschétzen der Anwendbarkeit der Niherung als sehr niitzlich erweisen.
Im Gegensatz zum FOSEP-Schema und der RPA ist die TDA hingegen nicht in der
Lage, Ubergangsmomente in erster Ordnung konsistent zu beschreiben.

Das FOSEP-Schema néhert die Teilchen-Loch-Selbstenergie in erster Ordnung aus-
gehend von einer Hartree-Fock-Einteilchenbeschreibung und stellt damit die néichstlie-
gende, nichttriviale Ndherung dar. Interessanterweise konnen sowohl die TDA, wie auch
die RPA, ebenfalls als spezifische Nédherungen an die Teilchen-Loch-Selbstenergie ver-
standen werden. Die TDA erhélt man durch Ausschlufl der unphysikalischen Zusténde
nullter Ordnung und die RPA durch Hinzunahme einer Klasse von in nullter Ord-
nung entarteten Zustanden, die zum energieabhéngigen, dynamischen Teil der Teilchen-
Loch-Selbstenergie beitragen.

Die statische Selbstenergie der erweiterten Zweiteilchen-Greensfunktionen wurde
schlieBlich auch noch auf ihre Eignung als statisches Streupotential hin untersucht.
Am Beispiel Coulomb-wechselwirkender Elektronen konnten verschiedene Terme des
statischen Teils der Teilchen-Teilchen-Selbstenergie durch Vergleich mit Feshbachs op-
tischem Potential und der Selbstenergie fiir Einteilchenstreuung interpretiert werden.
Es konnte auch eine Analogie zur statischen Selbstenergie der erweiterten Teilchen-
Loch-Greensfunktion gezogen werden. Abgesehen von den Wechselwirkungen zwischen
Projektil und Target treten auch Kréfte innerhalb des Projektils auf, die durch das
Targetsystem vermittelt werden. Eine denkbare Anwendung optischer Teilchen-Loch-
Potentiale ist die Streuung von Exzitonen in ausgedehnten Systemen.

Die Entwicklung von Néherungen an die Selbstenergie jenseits der fithrenden Ord-
nung stellt sicher eine Herausforderung fiir die Zukunft dar. In diesem Zusammenhang
wird auch noch zusétzliche Erkenntnis {iber die Struktur und Bedeutung der ener-
gieabhingigen Anteile der Selbstenergie bendtigt. Uberlegungen zur Anwendung und
Ausweitung der FOSEP-Naherung wurden schon in Abschnitt 6.6 angestellt. Die zu-
grundeliegenden Konzepte des vorgestellten Formalismusses, insbesondere die Benut-
zung eines orthonormalen Satzes von priméren Zustdnden, der unter einem Wechsel
der Einteilchenbasis invariant ist, stellen ein solide Grundlage fiir die Entwicklung von
leistungsfihigen Ndherungsschemata dar. Diese Naherungen kénnen iiber die von einer

einzelnen Slater-Determinante ausgehenden Storungstheorie hinausgehen, da die Wahl
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des Referenzzustands |¥)') in der Definition der Greensfunktion in keiner Weise einge-
schrinkt ist. Wellenfunktionen aus Multikonfigurations-, coupled-cluster- oder Dichte-
funktionalndherungen kénnen hier Verwendung finden. Die Freiheit bei der Wahl des
sekundéren Referenzzustands |¢) kann andererseits genutzt werden, um Ndherungen
mit spezifischen Eigenschaften zu erzeugen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde eine exaktes optisches Potential fiir die
gekoppelte Bewegung des Projektilelektrons und der Atomkerne in der Elektron-
Molekiilstreuung hergeleitet. Das dynamische optische Potential ist besonders geeignet
fiir die Untersuchung der nichtadiabatischen Kopplung der Projektil- und Kernbe-
wegung bei Streuung in der Néhe inelastischer Schwellen, wo die Projektilgeschwin-
digkeit mit den typischen Geschwindigkeiten der Kerndynamik vergleichbar ist. Der
Vielteilchenformalismus der optischen Potentiale wurde damit iiber die Ndherung fest-
gehaltener Kerngeometrien hinaus erweitert. Andererseits geben die strenge Herleitung
und die expliziten Ausdriicke fiir das dynamische optische Potential eine Rechtfer-
tigung und eine Perspektive fiir die Weiterentwicklung der in ,close-coupling“- und
R-Matrixrechnungen oft verwendeten Modellpotentiale zur Beschreibung der Polari-
sierung und anderer Effekte der dynamischen Korrelation.

Das dynamische optische Potential kann alle Arten von elektronisch elastischen
Streuprozessen wie elastische Streuung, Schwingungs- und Rotationsanregung und -
abregung, dissoziative Anlagerung und assoziative Abspaltung beschreiben. Auch wenn
elektronische Anregungen energetisch moglich sind, kann das dynamische optische Po-
tential verwendet werden, um die (elektronisch) elastischen partiellen Wirkungsquer-
schnitte wie auch Resonanzpositionen und -breiten zu berechnen.

Ein zentrales Ergebnis dieser Untersuchungen ist, daf} fiir Streuenergien, die weit
genug von elektronischen Anregungen des Targets entfernt liegen, das dynamische op-
tische Potential in einer ersten Ndherung durch das gewohnliche , static-exchange*-
Potential erweitert durch die Selbstenergie ¥(w) der rein elektronischen Greensfunk-
tion gegeben ist. Diese Naherung liefert einen lokalen Operator beziiglich der Kernko-
ordinaten fiir das optische Potential, die durch eine Hierarchie von nichtlokalen Termen
verbessert werden kann. Wegen dem engen Bezug zur gewthnlichen Selbstenergie ¥ (w)
konnen alle Terme mit ab-initio-Methoden unter Benutzung von wohldefinierten Stan-
dardnéherungen berechnet werden.

Das dynamische optische Potential stellt eine solide Grundlage fiir theoretische
Untersuchungen der gekoppelten Projektil- und Kerndynamik fiir Elektron-Molekiil-
Streuung bei besonders niedrigen Energien dar, die sich aufgrund von jiingsten experi-

mentellen Fortschritten (siehe z. B. Referenz [128]) zu einem aktuellen Forschungsge-
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biet entwickelt. Die in dieser Arbeit vorgestellten effektiven Streugleichungen koénnen
z. B. mit Hilfe von ,close-coupling“-Entwicklungen oder anderen zeitunabhéngigen
Techniken gelost werden. Besonders aufschlufireiche Einblicke in die Mechanismen der
Streuprozesse kann man aber von zeitabhidngigen Wellenpacketrechnungen erwarten.
Die Losung dieser Gleichungen stellt sicher eine numerisch anspruchsvolle Aufgabe dar,
die aber mit modernen Rechnern und Dank dem Fortschritt bei numerischen Metho-
den [129] in den Bereich der Machbarkeit riickt.






Anhang A

Formale Definition des
Hilbert-Raums Y

Die folgende formale Definition des Raumes Y bezieht sich auf eine gegebene Wahl
der Referenzzusténde [¢) und |p) [aus Gleichung (2.2)], die eigentliche Eigenzustinde
des Hamilton-Operators H im Fock-Raum sind. Die in diesem formalen Abschnitt
verwendeten mathematischen Konzepte sind in gebréuchlichen Lehrbiichern der Funk-
tionalanalysis nachzulesen wie z. B. in Referenz [48].
Definition Gegeben sei eine Menge von priméren Zustdnden P = {| A, B) | A € A,
B € B}, die durch Mengen von Fock-Raum-Operatoren A und B definiert wird. Wir
definieren den Raum Y als den kleinsten abgeschlossenen Vektorraum, der P als Teil-
menge enthélt [P C Y] und unter der Anwendung des erweiterten Operators H abge-
schlossen ist, d. h.
eY = HlyeY. (A1)

Anmerkungen

1. Der ,kleinste“ Raum, der die geforderten Bedingungen erfiillt, ist wie iiblich als

Durchschnitt aller Rdume definiert, welche die Bedingungen erfiillen.

2. Es sollte klar sein, dafl diese Definition eines minimalen Raumes Y angebracht ist,
da die erweiterten Greensfunktionen iiber Matrixelemente der Resolvente von H
zwischen den priméren Zustdnden definiert werden. Folglich sind alle Zusténde

relevant, die iiber H an die priméren Zusténde , koppeln®.

Lemma Zusammen mit dem kanonischen Skalarprodukt aus Abschnitt 2.1 bildet

der Raum Y einen Hilbert-Raum.
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Dies kann man folgendermaflen zeigen: Ein beliebiges Element |p) von P ist gemifl
Gleichung (2.2) durch direkte Summen und Produkte von Komponentenzustinden |¢;)
definiert:

p) = |$1) © |d2) D |P3) @ [Pa) D [¢5) @ [¢6) © |@7) @ |ds) © |do) @ |b10)- (A.2)

Die Komponenten |¢;) sind Elemente physikalischer Hilbert-Réume H; mit definierter
Teilchenzahl (falls dies die Operatormengen .4 und B zulassen). Der erweiterte Zustand
|p) ist daher ein Element des zusammengesetzten Raumes C, der durch die folgende

Summe von Tensorproduktrdumen gegeben ist:
C=Hi ®Hy ®H; ® Hy @ Hs ® He @ Hy @ Hg © Hy @ Hug. (A.3)

Aufgrund seiner Definition durch direkte Summen und Tensorprodukte von Hilbert-
Réumen ist der Raum C selbst ein Hilbert-Raum. Da der Hamilton-Operator H ein
die Teilchenzahl erhaltender Operator ist (wir betrachten hier nur nichtrelativistische
Systeme), fithrt die Anwendung von H auf einen Komponentenzustand |¢;) nicht aus
dem entsprechenden Komponentenraum H; heraus. Es ist auch leicht zu sehen, dafl
eine Anwendung von H auf einen erweiterten Zustand |p) (oder eine beliebiges anderes
Element von C) nicht aus dem Raum C hinausfiihrt. Folglich ist der oben definierte
Raum Y ein linearer Teilraum von C. Ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbert-
Raums ist aber selbst wieder ein Hilbert-Raum. Damit ist der Beweis des Lemmas
abgeschlossen.

Offensichtlich ist die oben gegeben Definition fiir einen minimalen Raum Y nicht
konstruktiv. Fiir die meisten Zwecke ist es nicht wirklich notwendig, den minimalen
Raum genau zu kennen und man kann stattdessen den Raum C verwenden. Eine Basis
fiir den Raum C kann man leicht aus den Basen der Teilriume H; konstruieren, die

man ihrerseits problemlos aus Slater-Determinanten aufbauen kann.



Anhang B

Die statische
Teilchen-Teilchen-Selbstenergie fiir

Elektronen

Als Ergédnzung zu Abschnitt 8.2 sollen im Folgenden alle Terme der statischen Teilchen-
Teilchen-Selbstenergie fiir Coulomb-wechselwirkende Elektronen in der Ortsraumdar-

stellung angegeben werden. Wie iiblich berechnet sich die statische Selbstenergie fol-

gendermaflen:
Sia(00) = (al,al [f]al.,al)
= OrUsy — OspUrgt — bpgrVsrr + Ossr Uy
+(al,al[V]a],, al)). (B.1)
Wertet man den Anteil der Zweiteilchenwechselwirkung (af, al |V|al,, al,) nach Glei-

chung (8.21) aus, so erhélt man insgesamt neun verschiedene Terme:

(al,al|V]al,,al) = A+B+C+D+E+F+G+1+J
— (res)— o)+ (res&r ). (B.2)

Jeder der neun Terme erscheint mehrfach mit vertauschten Einteilchenindizes, wie
in der zweiten Zeile von Gleichung (B.2) angedeutet wird. Die statische Selbstener-
gie wird dadurch antisymmetrisch in Bezug auf Vertauschung der Einteilchenindizes
innerhalb des ersten oder zweiten Indexpaares. Diese Antisymmetrie beruht auf der
ununterscheidbaren Natur der Projektilteilchen. In der in Abschnitt 8.1 eingefiihrten
Ortsraumdarstellung findet man folgende Ausdriicke fiir die neun Terme:
brrbss

2lr —s|’

A (B.3)
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B = 6,6 / drl‘rlpfr’, (B.4)
C = —(558,|rpf’r T (B.5)
D = _558’\?«%51’ (B.6)
E = _‘5“’\14#51’ (B.7)
F o= |er”;’,|, (B.8)
G = —pss/|rpf”r 1 (B.9)
[ = 6. / drlgjj’rsl', (B.10)
J = 6ss/pw//dr1’rlp§ S (B.11)

Die GroBen p, und p,,» bezeichnen wie gewthnlich die diagonale bzw. volle Einteilchen-
dichte im Targetzustand |¥)'). Der hochgestellte Index ¢ bedeutet, da8 die Dichte
p?. = (¢|ala, |) beziiglich des sekundiiren Referenzzustands |¢) definiert ist [siehe
dazu auch die Definition (2.2) der erweiterten Zustéinde]. Fiir die Wahl |p) = |U})
stimmt p? mit der gewohnlichen Einteilchendichte im Target iiberein; fir |p) = |vak)

verschwindet p¥. Die Zweiteilchendichte 7,5 wurde in Gleichung (8.14) definiert.



Anhang C

Die statische
Teilchen-Loch-Selbstenergie fiir

Elektronen

Der Wechselwirkungsteil (af, aq \4 a;, a,) der statischen Teilchen-Loch-Selbstenergie
wird in Abschnitt 8.3 behandelt und soll im Folgenden fiir Coulomb-wechselwirkende
Elektronen in Ortsraumdarstellung angegeben werden. Mit der Darstellung (8.6) der
Coulomb-Wechselwirkung V' erhilt man den Wechselwirkungsteil entweder direkt aus

der Definition (2.2) der erweiterten Zustidnde oder aus Gleichung (5.2):

A QD (p !
(CLI, Qs |V‘ ai’) as’) = 6rr’6ss’ /drl pr1 - 635’ Prr

Ir; —r| lr —r/|
67’1”635, /drl Pr +6rr’ Pe's
lr; — s |s — ¢/|
%)
+6ss /drl 77'7'17' Tl - 6ss’prr /drl pTl
vy — Ir; — s
+6rr /drl SLGLS - 67‘7‘ ' Ps’ s/d r—m—— prl
—r r; —r|

Yrs'r's prr’ps s

_\r—r’] lr —r/|
. Yrs'r's ﬂ?sﬂw/
s —s'|  [s—¢
Vrs'r's Yrs'r's
) C.1
NECNED -

Hierbei wurde dieselbe Nomenklatur wie in Anhang B und Kapitel 8 benutzt.
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