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Zusammenfassung

Der relativistische Ionisations-Rekollisionsprozess bei Atomen in starken Laserfeldern wird
theoretisch untersucht. Zur analytischen Behandlung des Problems wird eine eichinvariante
Version der Strong-Field-Approximation entwickelt und sowohl auf die Above-Threshold-
Tonisation (ATI) als auch auf die Erzeugung héherer Harmonischer (HHG) angewendet.
Voll-relativistische Berechnungen ihrer Energiespektren zeigen, dass die Rekollision des
ionisierten Elektrons mit dem atomaren Kern in konventionellen Laserfeldern im Vergleich
zur nicht-relativistischen Beschreibung stark unterdriickt ist. Durch die Modifikation des
die Prozesse treibenden Laserfeldes iiber die zusétzliche Verwendung von Attosekunden-
Laserpulsziigen in drei unterschiedlichen Konfigurationen kann dieses Problem umgangen
und die Rekollision des ionisierten Elektrons im relativistischen Parameterbereich erreicht
werden. Uber den HHG-Prozess werden so kohérente Strahlung mit Energien bis hin zu 10
MeV und Zeptosekunden-vy-Laserpulse zugénglich.

Abstract

The relativistic ionization-recollision process is investigated theoretically. In order to treat
the problem analytically a gauge-invariant version of the strong-field approximation is
developed and employed to describe above-threshold ionization (ATI) as well as high-
harmonic generation (HHG). Relativistic calculations of the corresponding energy spectra
show a strong suppression of the recollision of the ionized electron with the atomic core in
conventional laser fields compared to the nonrelativistic approach. Three different proposals
based on a modification of the driving laser via the use of attosecond laser pulse trains are
presented that circumvent this problem and allow the recollision of the ionized electron
in the relativistic regime. In this way coherent radiation with energies up to 10 MeV and
zeptosecond v-ray pulses via the HHG-process become feasible.
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Einleitung

Mit der Entwicklung des Lasers vor nun iiber 40 Jahren wurde es moglich die Wechsel-
wirkung von Materie mit elektromagnetischer Strahlung auf elementarem Niveau zu un-
tersuchen. Sowohl auf Grund seiner hohen Kohérenz als auch durch die Erzeugung von
immer hoheren Intensitdten und kiirzeren Pulsdauern wurden damit zum einen bekannte
physikalische Prozesse experimentell zugénglich und zum anderen neue Phidnomene ent-
deckt. Speziell die Ionisation von Atomen und Molekiilen und ihre Folgeprozesse standen
und stehen im Mittelpunkt des Interesses. Im Anfangsstadium waren die erreichbaren La-
serintensitdaten eher gering und die Laserpulse erstreckten sich iiber sehr viele Zyklen. Der
Einfluss des Lasers auf das atomare System konnte deshalb stérungstheoretisch behandelt
werden. So war der Ubergang eines Elektrons von einem gebundenen Zustand in einen Kon-
tinuumszustand im Photonenbild zunéchst nur iiber eine Einphotonenionisation méglich,
wobei die Photonenenergie grofler als die Ionisationsenergie sein mufl. Spater wurde durch
Anwendung hoherer Laserintensitdten auch die Multiphotonenionisation zugénglich, bei
der die Anzahl der absorbierten Photonen gerade so grof} ist, dass deren Gesamtenergie die
Ionisationsenergie {ibersteigt. Beide Prozesse werden durch die fithrende Ordnung beziiglich
der Storung des Laserfeldes auf das atomare System bestimmt.

Fiir Intensitdten ab 10'® W/cm? bei suboptischen Frequenzen koénnen héhere Ordnungen
in der Storungstheorie nicht mehr vernachléssigt werden. Physikalisch gesprochen kénnen
nun also auch mehr als die minimale Anzahl an Photonen, die zur Uberwindung der Ioni-
sationsschwelle notig sind, absorbiert werden. Dieser unter dem Namen Above-Threshold-
Tonisation (ATI) bekannte Prozess wurde 1979 experimentell entdeckt [1]. Bei einer wei-
teren Steigerung der Intensitédten bricht die stérungstheoretische Behandlung des Ionisati-
onsprozesses zusammen und man betritt den Strong-Field-Parameterbereich, dessen physi-
kalische Beschreibung sich wesentlich unterscheidet. Das Laserfeld ist nun so stark, dass es
das atomare Potenzial verformt und es Teilen des Wellenpakets des gebundenen Elektrons
moglich ist iiber eine Tunnelionisation ins Kontinuum zu entweichen. Die Grenze zwi-
schen dem Bereich, in dem die storungstheoretische Beschreibung des Ionisationsprozesses
addquat ist, und dem Strong-Field-Bereich ist durch den Keldysh-Parameter gegeben [2]
(wie auch des Weiteren werden atomare Einheiten benutzt, siche Appendix A):

I
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wobei [, die Ionisationsenergie und U, = (A?/2¢?) die iiber einen Zyklus gemittelte Os-
zillationsenergie des Elektrons im Laser, auch ponderomotive Energie genannt, darstellt.
A ist das Vektorpotenzial des Lasers und ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Fiir v > 1 findet die
Multiphotonenionisation statt, wiahrend fiir v < 1 das Photonenbild nicht mehr angebracht
ist und die Tunnelionisation dominiert. v entspricht dem Verhéltnis zwischen der Zeit, die
das Elektron zum Tunneln benotigt, und der Laserperiode. Ist nun also die Laserperiode
wesentlich grofler als die Tunnelzeit, so ist das Laserfeld wiahrend des Ionisationsprozesses
quasistationédr und das Elektron wird sich nach der Ionisation weiter vom Einflussbereich
des atomaren Kerns entfernen. Verlisst es nun den Laserfokus ohne weitere Interaktion mit
dem atomaren Rumpf, spricht man von direkten Elektronen bzw. direkter Ionisation. Unter
bestimmten Anfangsbedingungen und linearer Polarisation des Lasers kann das Elektron
aber auch wieder zum atomaren Rumpf zuriickkehren und folgende Prozesse auslosen [3].
Zum einen kann es dort riickgestreut werden, dann den Laserfokus verlassen und zum
ATI-Spektrum beitragen [1]. Weiterhin kann das zum atomaren Rumpf zuriickkehrende
Elektron seine im Kontinuum gewonnene Energie nutzen um weitere gebundene Elektro-
nen freizusetzen. Man spricht dann von Non-Sequential-Double-Ionisation [5]. Ebenso ist
es moglich, dass das aktive Elektron mit dem atomaren Rumpf rekombiniert und seine
Energie als hochenergetische Photonen abgibt. Da die Frequenz der so emittierten Strah-
lung ein Vielfaches der des eingestrahlten Laserfeldes ist, bezeichnet man diesen Prozess
als Erzeugung hoherer Harmonischer (high harmonic generation: HHG) [6]. Dieser faszi-
nierende Vorgang kann als eine Art Transformator von intensivem niedrigfrequenten zu
hochfrequentem Laserlicht angesehen werden und erhélt deshalb hochstes Interesse sowohl
von experimenteller als auch von theoretischer Seite [7]. Mit State-of-the-Art-Techniken
wurden so Photonenenergien von ungefihr 1 keV zuggnglich [¢]. Durch geschickte Uberla-
gerung der emittierten, hochenergetischen Strahlung wurde es auflerdem moglich isolierte
Laserpulse sowie mehere aufeinander folgende, sogenannte Ziige extrem kurzer Laserpulse
im Attosekundenbereich [9, 10] herzustellen. In Zukunft sollen sie zur Untersuchung
und Kontrolle von physikalischen Prozessen, die auf dieser Zeitskala ablaufen, z. B. der
Elektronendynamik in Atomen [11] oder der Bewegung von Molekiilen [12], benutzt werden.

Die theoretische Beschreibung dieser Strong-Field-Prozesse im nicht-relativistischen
Parameterbereich ist {iber die numerische Losung der Schrédinger-Gleichung des Problems
moglich, aber anspruchsvoll (siehe z. B. Ref. [13]). Auf analytischem Gebiet ist die An-
wendung der Strong-Field-Approximation (SFA) die am weitesten verbreitete Methode zur
Bestimmung der Prozessamplituden. Sie besteht in der Annahme, dass bis zum Zeitpunkt
der Ionisation das Laserfeld, danach jedoch das atomare Potenzial als Storung betrachtet
wird [2, 141]. Die Beschreibung wird dadurch erleichtert, dass im nicht-relativistischen
Parameterbereich ausschliefllich das elektrische Feld des Lasers und nicht das Laserma-
gnetfeld die Dynamik der Prozesse bestimmt. Das aktive Elektron wird also nur entlang



der Polarisationsrichtung des Lasers beschleunigt und kann deshalb im Fall eines linear
polarisierten Lasersfeldes mit einer nicht zu vernachléassigenden Wahrscheinlichkeit wieder
zum atomaren Rumpf zuriickkehren und die obengenannten Prozesse initiieren.

Weitere analytische Theorien zur Beschreibung der Strong-Field-Prozesse existieren, wie
z. B. die Quanten-Orbit-Theorie, die die SFA mit den Feynman-Pfad-Integralen in Ver-
bindung setzt [15, 16] oder die Imaginir-Zeit-Methode (ITM), die auf der WKB-Néherung
basiert [17].

Ab Laserintensititen von etwa 10'6 W /cm? bei suboptischen Frequenzen, die mit heuti-
gen Laserquellen einfach zu erreichen sind, ist die typische Geschwindigkeit des Elektrons
im Kontinuum (~ E/w mit dem elektrischen Feld E des Lasers und seiner Kreisfrequenz
w) nicht mehr klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢, und sowohl das Lasermagnet-
feld als auch die relativistische Massenverschiebung beginnen die beschriebenen Prozesse
zu verdndern. Der relativistische Feldstérkeparameter £ driickt dieses Verhéltnis der Ge-
schwindigkeiten aus und ist somit ein Maf fiir den relativistischen Charakter der Prozesse:

L
wce

Im schwach-relativistischen Parameterbereich (§ ~ 0.1) kann dann die Schrodinger-
Gleichung inklusive Korrekturtermen beziiglich des Lasermagnetfeldes als Ausgangs-
punkt zur Beschreibung der Dynamik z. B. des HHG-Prozesses in der SFA gewéhlt
werden [18]-[20]. Fiir noch groBere Intensitédten wurde die SFA basierend auf der Klein-
Gordon-Gleichung entwickelt und so sowohl die direkte Ionisation als auch HHG un-
tersucht [21]-[24]. Um auBerdem den Einfluss des Elektronenspins auf die Strong-Field-
Ionisationsprozesse quantifizieren zu konnen, wurde die SFA beziiglich der Dirac-Gleichung
benutzt [25, 26]. Numerische Untersuchungen der Strong-Field-Prozesse fiir grofie Laser-
frequenzen existieren ebenfalls [27].

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die dominierende Veréinderung der Prozesse
beim Eintritt in den relativistischen Parameterbereich die auf das freigesetzte Elektron
wirkende Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes ist. Sie verursacht einen Drift in Laser-
propagationsrichtung (von der GréBenordnung ~ E?/(cw?®) pro Halbzyklus), anschaulich
durch den Impulsdruck der Photonen erklérbar, der sowohl die Winkelverteilungen der
Ionisationsspektren verdndert als auch die Ionisations-Rekollisionsprozessraten dramatisch
reduziert (siche Abb. 0.1). Der HHG-Prozess bei Atomen als Quelle von hochenergeti-
schem Laserlicht und ultrakurzen Laserpulsen von experimentellem Hauptinteresse ist
damit im relativistischen Parameterbereich mit konventionellen sinusoidalen Laserfeldern
nicht zugénglich.

Um dieses Problem zu umgehen und den relativistischen Ionisations-Rekollisionsprozess
doch zu erméglichen bieten sich zwei Moglichkeiten. Zum einen kéonnen die Eigenschaften



EINLEITUNG

,
Laserfeld Bl
V' Elektron
o - -
Atom d

E N

B E2w3/c

k

Abbildung 0.1: Bahn des mit verschwindender Geschwindigkeit startenden Elektrons in
einem Laserfeld mit elektrischem Feld E, Magnetfeld B und Wellenvek-
tor k. Wihrend die Oszillationsbewegung von der Gréfienordnung FE /w?
ist, betrigt die Driftbewegung pro Halbzyklus etwa E?/(cw?). Sie kann
nun fiir hinreichend grofie Feldstédrken die Ausdehnung des Wellenpakets
d ~ A4VE/(wy/21,) [18, 28] nach einem Halbzyklus iibersteigen, und die

Rekollision verhindern.

des atomaren Systems verindert werden [29]-[32] und zum anderen kann das den Prozess
treibende Laserfeld modifiziert werden [20],[33]-[36].

Das Ziel dieser Arbeit ist es nun neue Methoden zu entwickeln, die den relativisti-
schen Ionisations-Rekollisionsprozess ermoglichen und so potentielle Quellen fiir kohérente
~v-Strahlung oder ultrakurze Laserpulse darstellen. Im stark-relativistischen Parameter-
bereich wére dann sogar die Initiierung von Kernreaktionen durch die Rekollision des
zuriickkehrenden Elektrons mit dem atomaren Kern denkbar.

Die vorliegende Arbeit ist, wie im Folgenden beschrieben, aufgebaut. In Kapitel 1
werden die Annahmen der fiir diese theoretische Arbeit fundamentalen Naherung, der
Strong-Field-Approximation, in ihrer standardméfligen Form eingefiihrt. Als Indikator fiir
den lonisations-Rekollisionsprozess sollen des Weiteren ATI und HHG vorgestellt werden.
Im ersten Schritt auf dem Weg zur voll-relativistischen Beschreibung wird in Kapitel 2
der Tonisations- und Rekollisionsprozess im schwach-relativistischen Bereich iiber die SFA
basierend auf der Schrodinger-Gleichung inklusive relativistischer Korrekturterme unter-
sucht und sowohl ATI-, als auch HHG-Spektren in diesem Parameterbereich berechnet.
In Kapitel 3 entwickeln wir eine neue eichinvariante Strong-Field-Approximation, die
auch im relativistischen Parameterbereich anwendbar ist und die Frage der richtigen



Eichung in der SFA beantwortet. Sie ist das Fundament fiir alle weiteren Berechnungen:
so z. B. in Kapitel 4 zur voll-relativistischen Beschreibung von ATI und HHG basierend
auf der Klein-Gordon-Gleichung in der konventionellen Konfiguration der Wechselwirkung
eines atomaren Systems mit einem sinusoidalen Laserfeld. In Kapitel 5 werden die schon
bestehenden Vorschlige wie der relativistische Ionisations-Rekollisionsprozess ermdoglicht
wird, vorgestellt. In den zentralen Kapiteln 6 bis 8 werden drei neue Methoden vorgestellt,
die jeweils auf Modifikationen des treibenden Laserfeldes beruhen und in zum Teil noch
nicht betrachteten stark-relativistischen Parameterbereichen zum FErfolg fiithren: In Kapi-
tel 6 unter Zuhilfenahme mafigeschneiderter Laserpulse, in Kapitel 7 durch Anwendung
zweier gegenlaufiger Attosekunden-Pulse und in Kapitel 8 mittels eines konventionellen
IR-Laserfeldes, das von einem Attosekunden-Pulszug (APT) iiberlagert wird. Im letzten
Kapitel wird ein Resumee gezogen und ein Ausblick gegeben.

Abschlieflend werden nun noch kurz die wichtigsten neuen Erkenntnisse benannt, die aus
dieser Arbeit gewonnen werden konnen. Auf konzeptioneller Ebene ist dies zum einen eine
modifizierte Version der SFA, die angewandt auf Strong-Field-Prozesse bei Atomen, eichin-
variante Ergebnisse liefert und zum anderen die voll-relativistische Beschreibung von ATI.
Auf der anwendungsorientierten Seite werden drei neue Methoden, die den relativistischen
Ionisations-Rekollisionsprozess erméglichen und zum Teil schon heute experimentell um-
setzbar sind, vorgeschlagen und quantitativ untersucht. Durch sie werden dann Rekollisi-
onsenergien im Bereich von 50 keV bis zu mehreren MeV mit signifikanten Raten zugénglich
so, dass die Erzeugung kohérenter Strahlung mit diesen Energien moéglich wird. Auflerdem
konnte zum ersten Mal die Herstellung ultrakurzer v-Laserpulse im Zeptosekunden-Bereich
theoretisch vorhergesagt werden, die in der v-Spektroskopie bei Kernen Verwendung finden
konnten.






1 Grundlegendes

In dieser Arbeit wird die Wechselwirkung von atomaren Systemen mit elektromagneti-
schen Feldern, genauer einer speziellen Konfiguration von Laserfeldern, untersucht. Die
hier betrachteten Laserfelder besitzen Intensititen von ca. 10" W/cm? bis 10*' W /cm?,
Pulsldangen von einigen 100 as (Attosekunden-Puls) bis zu mehreren ps (kontinuierlicher La-
ser) und Frequenzen im weichen Réntgen- bis hin zum optischen bzw. suboptischen Bereich.
Dieser Parameterbereich ist schon heute oder in naher Zukunft experimentell zugéanglich.
Wegen der grofien Photonenzahlen in den einzelnen Laserpulsen ist eine Quantisierung der
korrespondierenden Felder unnotig und die Beschreibung mittels der klassischen Elektrody-
namik ist ausreichend. So erfiillt das Potenzial A*=(¢, A), welches das gesamte Laserfeld
beschreibt, die klassische Maxwell-Gleichung, die in kovarianter Darstellung gegeben ist
durch [37]:

00, AF — 949, A" = T jn. (1.1)
C

wobei j# die Vierer-Stromdichte, der das Laserfeld erzeugenden Quelle und ¢ die Lichtge-
schwindigkeit ist. Eine klassische Analyse der Bewegung eines freien Elektrons in einem
Laserfeld mit einer Intensitét im gegebenen Intensitdtsbereich zeigt, dass die Dynamik fiir
einen maximalen Intensititsparameter (10*! W /cm?) relativistischen Charakter annimmt
und somit der Ausgangspunkt zur Beschreibung der Wechselwirkung des atomaren Systems
mit dem Laserfeld die Dirac-Gleichung in minimaler Kopplung ist [33]:

iV = {co- (p+Afc)—d+V + 6}V, (1.2)

wobei t die Zeit-Koordinate ist, p der Impuls-Operator, a und [ die entsprechenden Dirac-
Matrizen sind und ¥ den Vierer-Spinor des im Prozess aktiven Elektrons darstellt. Dessen
Wechselwirkung mit den restlichen Komponenten des atomaren Systems wurde durch ein
effektives Potenzial V' gendhert. Diese Annahme entspricht der sogenannten Single-Active-
Electron-Approximation, die fiir den Ionisationsprozess von atomaren Systemen in starken
Laserfeldern durch Vergleich von experimentellen mit numerischen Daten gerechtfertigt
wurde [39].



1 Grundlegendes

1.1 Der nicht-relativistische Parameterbereich

Da eine analytische Losung der Differential-Gleichung (1.2) fiir das obige Problem nicht
moglich ist, miissen weitere Ndherungen angestellt werden. Wegen des begrenzten Vor-
handenseins von sehr starken Laserintensititen im Anfangsstadium der Laser-Atom-
Wechselwirkungsphysik ist die erste natiirliche sowie historisch bedingte N&éherung, die
Beschrankung der Laserparameter auf den nicht-relativistischen Parameterbereich, der
sich fiir suboptische Frequenzen bis zu Intensititen von 10! W /cm? ausdehnt. Die Dirac-
Gleichung kann dann mittels einer Fouldy-Wouthysen-Transformation beziiglich Termen
der Ordnung 1/c entwickelt werden. In nullter Ordnung, was dem nicht-relativistischen
Parameterbereich entspricht, ergibt sich dann die bekannte Schrodinger-Gleichung [10]

i0,|0) = {(p+A/c)* )2+ V — ¢} D), (1.3)

wobei nun die eindimensionale Wellenfunktion |¥) die Dynamik des aktiven Elektrons be-
schreibt.

Eine wiederum klassische Analyse der Dynamik eines freien Elektrons in einem Laserfeld
mit nicht-relativistischen Parametern zeigt weiterhin, dass die typische Ausdehnung der
Elektronenbahnen wesentlich geringer ist als die Wellenlénge des Laserfeldes, was nichts
anderes bedeutet als dass die rdumliche Variation des Laserfeldes wéhrend des Ionisati-
onsprozesses vernachléssigt werden kann [15, 11] und die physikalischen Felder, also das
elektrische E sowie das magnetische Feld B des Lasers als ortsunabhéngig angenommen
werden kénnen. Dies entspricht der sogenannten Dipolndherung.

Das elektrische und das magnetische Feld des Lasers stehen mit den Potenzialen wie folgt
in Beziehung [37]:

E = —0A/c—V¢
B = VxA. (1.4)

Wie in der klassischen Elektrodynamik gezeigt wird, sind nun diese physikalischen Felder
invariant unter einer sogenannten Eichtransformation der Potenziale [37]:

A=A-Vf; ¢ =¢+af. (1.5)

Man besitzt also durch die beliebige Funktion f eine Freiheit {iber die funktionale
Abhéngigkeit der Potenziale. In der Dipolndherung ist dann iiber f = r - A folgende
Darstellung moglich:

A'=0; ¢/ =rE, (1.6)

wobei r = (z,y, z) die Ortskoordinaten darstellt. Eingesetzt in Gl. (1.3) ergibt sich dann
die Schrodinger-Gleichung in der sogenannten Léngeneichung,

i0,|0) = {p*/24+V +1r E} ), (1.7)



1.2 Storungstheorie beziiglich des Laserteldes

die zur Beschreibung der Wechselwirkung atomarer Systeme mit Laserfeldern im nicht-
relativistischen Parameterbereich geeignet ist [12].

Trotz all dieser Ndherungen ist unser Problem immer noch nicht analytisch l6sbar. Es
werden deshalb weitere Ndherungen notig, die im Folgenden, inklusive ihrer Giiltigkeitsbe-
reiche und der dazugehérigen physikalischen Modelle vorgestellt werden sollen. Beginnen
wollen wir mit einer storungstheoretischen Behandlung der Laser-Atom-Wechselwirkung.

1.2 Storungstheorie beziiglich des Laserfeldes

Ausgangspunkt der Storungstheorie beziiglich des Laserfeldes ist eine implizite Darstellung
des Zeitentwicklungsoperators der Schrodinger-Gleichung (1.7):

t
U(t,t') = U,(t,t') — z/ dr U(t, 7)Hy(T)Uy(T, 1), (1.8)
t/
wobei H;, = r - E der Wechselwirkungsoperator des aktiven Elektrons mit dem Laserfeld
und U, der Zeitentwicklungsoperator im atomaren Potenzial ist. Wird nun angenommen,
dass das Laserfeld nur eine kleine Stérung darstellt, kann Gl. (1.8) iiber eine Bornsche
Reihe beziiglich H entwickelt werden:

Ut t) = Ul(tt)—i / e U (4 ) Hy (1)U (. )
—/t/ dr /t,T dr' U, (t, 7)Hp (7)) Uy (7, 7"V Hp (T U (7', ) + ... (1.9)

Fiir die Prozessamplitude eines Ubergangs vom gebundenen Ausgangszustand |®,) in den
Kontinuumszustand [¥7) ergibt sich dann:

Mf = Jim (WU ¢)|2a(t))

1

- lim(—i/ dr (UL (7)|HL(7)|Pa(7))

t—o0

—/t/ df/;df' (WL () [ Ho (YU (r, ) Ho () B0 (7)) + e (1.10)

wobei |\I/£) ein Eigenzustand der Schrodinger-Gleichung ohne Laserfeld mit einer Energie
p?/2 ist. Hierbei wurde angenommen, dass das Laserfeld fiir groBe Zeiten (f — o0)
verschwindet. Der Term in der zweiten Zeile entspricht der ersten Ordnung, der Term in
der dritten Zeile der zweiten Ordnung in der Storungstheorie usw.



1 Grundlegendes

1.2.1 Einphotonenionisation

Sei nun die Kreisfrequenz des Laserfeldes w grofler als das Ionisationspotenzial I, des
Ausgangszustands:

w> 1, (1.11)

so kann das ionisierte Elektron iiber eine Einphotonenionisation freigesetzt werden. Diese
kann in erster Ordnung Stérungstheorie beschrieben werden:

t—o0

Mg = lim (—z/t/ dr <\I’£<T)|I‘ CE(7)]|9,(7))). (1.12)

Die Amplitude héngt also linear von der elektrischen Feldstérke ab. Die Ionisationsrate ist
proportional zu |MIJ:|2 und wéchst somit linear mit der Laserintensitat.

1.2.2 Multiphotonenionisation
Gilt dagegen
w < I, (1.13)

kann das Elektron nur iiber eine Multiphotonenionisation freigesetzt werden, was iiber
héhere Ordnungen der Storungstheorie beschrieben werden kann. Ein n-Photoneniibergang
wird somit durch die n-te-Ordnung der Storungstheorie beschrieben und seine Prozessrate
ist proportional zu I", wobei I die Laserintensitdt darstellt und nw > I, gelten muss.

Die Gréenordnung des Stéroperators Hy kann {iber den typischen Radius des gebundenen
Elektrons ap = 1/ \/ﬁ abgeschétzt werden. Damit die Storungstheorie gerechtfertigt ist,
also ein Multiphotoneniibergang stattfindet, sollte der Stéroperator klein gegeniiber der
Photonenenergie w sein:

Hp/w=FEag/w < 1. (1.14)

ADb einer gewissen Laserintensitét ist die Bedingung (1.14) verletzt und die stérungstheore-
tische Beschreibung des Ionisationsprozesses bricht zusammen. Die elektrische Feldstérke
des Lasers ist nun so grof, dass sie das atomare Potenzial verformt und das Elektron tun-
nelionisieren kann. Man betritt dann den Strong-Field-Bereich, der in der Regel iiber die
Strong-Field-Approximation analytisch beschrieben wird.

1.3 Die Strong-Field-Approximation (SFA)

Das Prinzip der Strong-Field-Approximation zur Beschreibung des Photoionisationspro-
zesses von atomaren Systemen in starken Laserfeldern wurde 1964 von Keldysh entwickelt
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1.3 Die Strong-Field-Approximation (SFA)

und ist die wohl am meisten benutzte Ndherung auf diesem Gebiet. Sie beruht auf der
Tatsache, dass die Dynamik des aktiven Elektrons bis zum Zeitpunkt der Ionisation vom
atomaren Potenzial abhéingt, das Laserfeld nur eine Storung darstellt, nach der Ionisation
das Elektron in kurzen Zeiten den Einflussbereich des atomaren Rumpfs verlidsst und
dann das Laserfeld dominiert [2, 14]. Dies ldsst sich iiber eine gemischte storungstheore-
tische Entwicklung beziiglich dem atomaren Potenzial bzw. dem Laserfeld systematisch
darstellen [21]. Die Vorteile der SFA gegeniiber anderen Naherungsmethoden fiir den Ioni-
sationsprozess z.B. der R-Matrix-Floquet-Theorie [13, 14, 45] oder dem Zugang tiber die
quasistationidren Quasienergie-Zusténde [10] ist ihre Analytizitit, ihre relative Einfachheit
sowie ihre physikalische Interpretierbarkeit.

1.3.1 Tunnelionisation

Der Prozess startet mit dem Tunneln des Elektrons durch die Potenzialbarriere, die durch
das nun starke elektrische Feld des Lasers verformt wird. Die Ionisation findet statt, sobald
die Tunnelzeit T; wesentlich kleiner als die Laserperiode T, = 27 /w ist. Das Elektron kann
sich dann nach der Freisetzung ins Kontinuum weiter vom Einflussbereich des atomaren
Rumpfs entfernen. Die weitere Bewegung wird nun vom Laserfeld dominiert wird. Die Tun-
nelzeit kann iiber die typische Geschwindigkeit v, = \/E und die typische Ausdehnung
der Barriere d = E/I, abgeschétzt werden: T; = d/v, mit der elektrischen Feldstérke des
Lasers E. Fiir das Verhéltnis von Tunnelzeit zu Laserperiode, also dem Parameter, der den
Strong-Field-Bereich markiert, ergibt sich dann der Keldysh-Parameter [2]:

Y =T,/Ty = w\/2L,/E. (1.15)

Man erkennt, dass dieser Parameter dquivalent mit dem in Gl. (1.14) ist. Er stellt also die
Grenze zwischen dem Parameterbereich der storungstheoretisch beschrieben wird (y >
1) und dem Strong-Field-Bereich dar (y < 1). Fiir letzteren ldsst sich nun der SFA-
Formalismus entwickeln.

1.3.2 Formalismus der SFA

Ausgangspunkt ist der Zeitentwicklungsoperator U(¢,t") der Schrédinger-Gleichung (1.7).
Ist er gefunden kann die Wellenfunktion des aktiven Elektrons fiir alle Zeiten angegeben
werden und somit alle physikalischen Messgrofien berechnet werden. Eine implizite Darstel-
lung ist {iber die Dyson-Gleichung moglich, die sowohl beziiglich des atomaren Potenzials
H, =V als auch iiber den Laser-Atom-Wechselwirkungsoperator H,(t) = r-E ausgedriickt
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1 Grundlegendes
werden kann:
ULE) = Ua(tt) —i / 4 Ut 7 Hy (7)Ua(r )
v
Ut,t') = UL<t,t/)—i/thU(t,T)HaUL(T,t,), (1.16)
v

wobei U, und Uy die Zeitentwicklungsoperatoren nur im atomaren Potenzial bzw. aus-
schlieflich im Laserfeld sind. Unter Beriicksichtigung der physikalischen Gegebenheiten
des Ionisationsprozesses und der Zielsetzung einer storungstheoretischen Beschreibung des
Problems erkennt man nun, dass jeweils die zweiten Terme der Dyson-Gleichungen zu den
gegebenen Zeiten klein sein miissen. Dies ist der Fall fiir Hj, solange das Elektron sich im
Grundzustand befindet und fiir H, nach der Ionisation, wenn sich das Elektron im Konti-
nuum befindet. Deshalb ist das Einsetzen der zweiten in die erste Gleichung sinnvoll und
ergibt [15]:

t
Ut) = Us(tt)—i / dr Uy (t ) Hy (1)U (7, 1)
t/
t T
—/ dT/ dr' U(t,7)H U (7, 7 YH(TU, (7', 1), (1.17)
t/ t

wobei t > 7 > t' verwendet wurde. Durch weiteres Einsetzen der zweiten Gleichung
in Gl. (1.17) erhélt man dann eine storungstheoretische Entwicklung des totalen Zeit-
entwicklungsoperators [21]. Diese kann man nun auf den Ausgangszustand, der vor der
Wechselwirkung der ungestorte Grundzustand |®,(t)) ist, anwenden und erhélt so unter-
schiedlich prizise Ndherungen der Wellenfunktion des aktiven Elektrons:

WO) = |®a(t)
() = \<1>a(t)>—i/t/dTUL(t,T)HL(T)I%(T))

WD) = |Ba(t)) — i / dr Uy (¢, 7) Hy (1) 4 (7))
- /t dr /t " Uy () Ho Uy (7, 7 ) H ()| @ (7)) (1.18)

usw.. In nullter Ordnung erhélt man somit einfach den ungestérten Ausgangszustand, in
erster Ordnung einen zusétzlichen Term, der ein ionisiertes Wellenpaket darstellt, in zweiter
Ordnung ein weiteres zusétzliches Wellenpaket, dass ionisiert wurde und danach mit dem
atomaren Rumpf noch einmal wechselwirkt. Letzteres entspricht der Bornschen Néherung.
Diese Entwicklung der Wellenfunktion kann nun beniitzt werden um den ATI- sowie den
HHG-Prozess in der SFA darzustellen.
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1.4 Die Above-Threshold-Ionisation (ATI)

1.4 Die Above-Threshold-lonisation (ATI)

Der wohl bekannteste Prozess auf dem Feld der Atom-Laser-Wechselwirkungsphysik ist die
im Jahre 1979 entdeckte Above-Threshold-Ionisation [1]. Hierbei handelt es sich um die To-
nisation eines atomaren Systems bei dem das ionisierte Elektron wesentlich mehr Photonen
aufnehmen kann als die minimale Anzahl N. ATI-Spektren bestehen somit aus mehreren
durch die Photonenenergie w getrennten Peaks, beginnend bei der Energie Nw — I, — U,
wobei die ponderomotive Energie U, die mittlere Oszillationsenergie des Elektrons im La-
serfeld ist, die zusétzlich zur Ionisationsenergie aufgebracht werden muss. Sie ist gegeben
durch U, = (A?)/2¢* wobei A das Vektorpotenzial des Lasers darstellt. Die Intensitét der
Peaks nimmt wie experimentell festgestellt wurde kontinuierlich ab. Einige Jahre spéter
konnte beobachtet werden, dass der Abfall im ATI-Spektrum ab einer gewissen Energie
von einem langgestreckten Plateau abgelost wird, dass bei einer charakteristischen Cutoft-
Energie abbricht [1] (sieche Abb. 1.1). Erste Erklarungsversuche waren klassischer Natur [3],
spiter konnte unter Anwendung der SFA eine voll-quantenmechanische Beschreibung ge-
liefert werden [15, 47]. Beide Modelle sollen in diesem Abschnitt kurz vorgestellt werden.

Das klassische Modell teilt den lonisationsprozess in mehrere Schritte auf (siehe auch

direkte
Elektronen

rickgestreute Cutoff
Elektronen

Rate (Log—Skala) [beliebige Einheit:

Elektronenenergie [|J ]

Abbildung 1.1: Schema eines typischen ATT-Energiespektrums im nicht-relativistischen Pa-
rameterbereich.

Abb. 1.2). Im ersten Schritt tritt das Elektron zu einer gewissen Zeit am Ort des Atoms
ins Kontinuum ein und wird im Fall der direkten Ionisation im Laserfeld beschleunigt und
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1 Grundlegendes

nach Verlassen des Laserfokuses detektiert. Nimmt man an, dass das Elektron mit ver-
schwindender Geschwindigkeit startet, kann es Energien von 0 bis 2 U, erreichen. Dieser
Energiebereich korrespondiert nun genau mit dem Teil des gemessenen Spektrums, das
stark abféllt. Dies kann durch den Tunnelionisationsmechanismus erklart werden, der bei
maximaler Laserfeldstédrke, also minimalem Vektorpotenzial, also minimaler Emissions-
energie am wahrscheinlichsten ist.

Im Gegensatz zu dem direkten lonisationsprozess, bei dem die Elektronen den Laserfokus
ohne weitere Wechselwirkung mit dem atomaren Rumpf verlassen, ist auch eine Riick-
kehr zum atomaren Rumpf moglich, klassisch mit einem Drei-Schritte-Modell erkléarbar.
Der erste Schritt ist wiederum die Tunnelionisation, die das Elektron mit verschwinden-
der Startgeschwindigkeit freisetzt und die Wahrscheinlichkeit der Bahn festlegt. Im zweiten
Schritt wird das Elektron durch das Laserfeld, genauer gesprochen im nicht-relativistischen
Parameterbereich ausschliellich durch das elektrische Feld des Lasers, in Richtung der La-
serpolarisationsachse beschleunigt. Fiir gewisse Startzeiten ist nach dem Vorzeichenwech-
sel des elektrischen Feldes auch eine Umkehr der Elektronenbewegung und damit auch
eine Riickkehr zum atomaren Rumpf moglich. Dort kann es im letzten Schritt elastisch in
unterschiedliche Richtungen gestreut werden und dann wie die direkten Elektronen den
Laserfokus verlassen und detektiert werden. Die Riickstreuung am Rumpf entspricht einer
Spiegelung des Laserfeldes im Raum, so dass das Elektron effektiv zwei Beschleunigungszy-
klen durchlduft und somit wesentlich mehr Energie aufnehmen kann als im Fall der direkten
Ionisation. Klassisch ldsst sich eine maximale Energie von etwa 10U, ermitteln, die von
der gemessenen Cutoff-Energie bestétigt wird. Das Plateau selbst kann wiederum iiber
den Tunnelionisationsprozess erklirt werden. Nur kleine Anderungen in der Ionisationszeit
fithren schon zu sehr grofien Verdnderungen in den Endenergien des riickgestreuten Elek-
trons. Gleichzeitig bedeutet dies aber auch, dass Bahnen zu unterschiedlichen Endenergien
nahezu der gleichen Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden konnen, was die Erklarung fiir
die Plateaustruktur im Spektrum ist.

Die quantenmechanische Beschreibung des lonisationsprozesses erfolgt nun unter Ver-
wendung der Entwicklung der Wellenfunktion in Gl. (1.18). Die ATI-Prozessamplitude fiir
die Emission eines Elektrons mit Endimpuls p ist dann gegeben durch die Projektion auf
den Kontinuumszustand \Ilg(t) mit asymptotischen Impuls p:

My = lim (Wl(1)[W(2)), (1.19)

t—o00

der ebenfalls die Schrodinger-Gl. (1.7) erfiillt. In nullter Ordnung Stérungstheorie beziiglich
des atomaren Potenzials V' kann der Kontinuumsendzustand durch den Volkov-Zustand
\I/g , der die Schrédinger-Gleichung ohne atomares Potenzial erfiillt, ersetzt werden. Unter
Ausnutzung der Orthogonalitdt des Grundzustandes beziiglich der Kontinuumszusténde,
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1.5 Die Erzeugung hoherer Harmonischer (HHG)

0 0
Elektron Elektron
k k
Atom Atom
Laserfeld Laserfeld

Abbildung 1.2: Schema fiir den direkten Ionisations- (links) sowie fiir den Riickstreupro-
zess (rechts) von einem atomaren System in einem starken Laserfeld. E
und k sind die Laserpolarisations- bzw. Laserpropagationsrichtung, 6 der
Emissionswinkel.

erhélt man fiir die Prozessamplitude:

t—o00

M, — lim(—i/t, dr (WY ()| Hy(7)|9(r))
—/t, dTLT dr' (U3 ()| H,Up (7, 7 ) Hi (7)) |@(7'))).- (1.20)

Der erste Term beschreibt die direkte Ionisation in der SFA, wogegen der zweite eine zusétz-
liche Kontaktwechselwirkung des Elektrons mit dem atomaren Rumpf nach der Ionisation
beriicksichtigt. Eine genauere Untersuchung dieses Ausdrucks, der wie sich zeigen wird den
ATI-Prozess zufriedenstellend beschreiben kann, befindet sich in Kapitel 4.

1.5 Die Erzeugung hoherer Harmonischer (HHG)

In den 80er Jahren wurden bei der Messung des Photonenemissionsspektrum bei der Wech-
selwirkung von einem Laser mit Atomen mehrere Peaks bei ungeraden Vielfachen der Fre-
quenz des eingestrahlten Laserfeldes gemessen [6]. Weiterhin konnte festgestellt werden,
dass sich nach einem anfinglichen Abfall der Intensitéit bei hoheren Energien ein Plateau
ausbildet. Dort haben die einzelnen Emissionspeaks nahezu die gleiche Hohe. Das Plateau
bricht dann bei einer charakteristischen Energie von ca. I, + 3U,, dem sogenannten Cutoff
ab. 1993 konnte wie im ATI-Fall ein einfaches klassisches Modell entwickelt werden (siehe
auch Abb. 1.3), bei dem das Elektron nach der Tunnelionisation vom Laser im Kontinu-
um propagiert wird, Energie aufnimmt, zum atomaren Rumpf zuriickkehrt und dort nach
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1 Grundlegendes

E
Elektron
k
nw
mﬂ‘ m """""""" ’
Atom
Laserfeld

Abbildung 1.3: Schema des HHG-Prozesses bei einem atomaren System in einem starken
Laserfeld. E und k sind die Laserpolarisations- bzw. Laserpropagations-
richtung des ersten Laserpulses.

Rekombination seine gewonnene Energie als hochenergetische Photonen den sogenannten
Hoheren Harmonischen (high-harmonic generation (HHG)) abgibt. Schon mit diesem einfa-
chen klassischen Modell bei dem die Bewegung des Elektrons im Kontinuum ausschliefSlich
vom Laserfeld beeinflusst wird, konnte die maximale Energie der abgegebenen Strahlung
vorhergesagt werden [3].

In der quantenmechanischen Beschreibung ist die Prozessamplitude fiir die Erzeugung
hoherer Harmonischer dann durch die Fourier-Transformierte des Dipol-Matrixelements
des aktiven Elektrons gegeben [18, 19]:

M, / dt{U(t)|x|W(t)) exp(inwt) (1.21)

Approximiert man den Zustandsvektor |¥) durch den in der SFA berechneten aus Gl. (1.18)
ergibt sich

M, / 44, ()] W (1)) explinwt) + c.c., (1.22)

wobei n die Ordnung der Hoheren Harmonischen darstellt. Hiermit kann nun, wie ausfiihr-
licher in Kapitel 4 betrachtet wird das HHG-Emissionsspektrum berechnet werden.

Das hohe Interesse an HHG liegt darin begriindet, dass man auf diesem Wege eine kom-
pakte Quelle fiir kurzwellige Strahlung im XUV-Bereich besitzt, die z. B. in der Plasma-
Spektroskopie [50] oder der Rontgen-Fluorenszenz-Analyse [51] verwendet werden kann.
Durch Erzeugung von noch kurzwelliger Strahlung wire sogar Rontgen-Mikroskopie oder
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1.6 Attosekundenphysik

-Brechung auf Labor-Niveau moglich. Eine weitere Anwendung ist die Erzeugung von ul-
trakurzen Laserpulsen, wenn der HHG-Prozess mit Laserpulsen, die aus wenigen Zyklen
bestehen, betrieben wird [10].

1.6 Attosekundenphysik

Die Entwicklung kurzer Laserpulse ermoglichte die zeitaufgeloste Untersuchung und Kon-
trolle physikalischer Prozesse, wobei die Dauer der Pulse in der Gréflenordnung der Zeits-
kalen der betrachteten Prozesse liegen muss [52]. So konnte mittels Pikosekunden-Pulsen,
die mit der Technik der Modenkopplung erzeugt wurden [53], die Bewegung von Molekiilen
in Fliissigkeiten gefilmt werden [54]. Noch kiirzere Pulse im Femtosekundenbereich wurden
tiber die optische Kompression von Laserpulsen moglich [55]. Mit ihnen gelingt es chemi-
sche Reaktionen oder atomare Vibrationen zu betrachten [56]. Durch die Entdeckung des
HHG-Prozesses konnte kohérente Strahlung im XUV-Bereich produziert und durch geeig-
nete Filtertechniken so iiberlagert werden, dass Laserpulse im Attosekundenbereich entste-
hen [9, 10]. Dies stieff die Tiir zur Beobachtung der Elektronenbewegung in Atomen, z. B.
beim Auger-Effekt, auf [11]. Die Untersuchungen basieren auf dem Pump-Probe-Prinzip
bei dem ein kurzer hochenergetischer XUV-Puls den Prozess anstot und ein zweiter eben-
falls kurzer, aber niedrigenergetischer Puls mit einer optischen Wellenlénge, der mit dem
ersten in einer genau definierten Phasenbezichung steht, das aktive Elektron abtastet.
Die Zukunft verspricht kiirzere sowie hochenergetischere Pulse, was eine noch prézisere
Beobachtung, Kontrolle und inbegriffene Effizienzsteigerungen von bekannten atomaren
Prozessen verspricht. So sagen z B. Simulationen der Wechselwirkung eines Laserpulses im
nahen Infrarot-Bereich, der aus wenigen Zyklen besteht, mit einem iiberdichten Plasma
die Erzeugung von einem Attosekunden-Puls im Extrem-Ultraviolett-Bereich (XUV) mit
bisher nicht erreichten relativistischen Intensitéten voraus [57]. Die Attosekundenphysik
stellt somit eines der interessantesten und vielversprechensten der heutigen Forschungsge-
biete dar.
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2 Die SFA im schwach-relativistischen
Parameterbereich

Als ersten Schritt auf dem Weg zur voll-relativistischen theoretischen Beschreibung des To-
nisationsprozesses eines Atoms durch ein linear polarisiertes Laserfeld mit anschlieSender
Rekollision, betrachten wir den schwach-relativistischen Parameterbereich. Letzterer zeich-
net sich dadurch aus, dass die typische Geschwindigkeit des aktiven Elektrons gegeniiber
der Lichtgeschwindigkeit klein aber nicht mehr zu vernachléssigen ist und so sowohl das
Magnetfeld des Lasers als auch relativistische Effekte wie die Massenverschiebung einen
nicht zu vernachléssigenden Einfluss auf den Prozess gewinnen. Wahrend das Laserma-
gnetfeld {iber die Lorentz-Kraft einen Drift des ionisierten Elektrons in Laserpropagations-
richtung induziert und somit die Rekollisionswahrscheinlichkeit deutlich verringert, wird
die relativistische Massenverschiebung die kinetische Energie des Elektrons herabsetzen.
Als Indikator fiir den Ionisations-Rekollisionsprozess werden sowohl ATT [58, 59] als auch
HHG unter Anwendung der SFA beschrieben.

2.1 Grobe Abschatzungen zur Dynamik

Wir wollen im Folgenden den Einfluss der unterschiedlichen relativistischen Effekte
abschitzen und dabei zeigen in welchem Bereich die Beriicksichtigung von unterschiedli-
chen Korrekturtermen zur Beschreibung der Dynamik des Prozesses gerechtfertigt ist.

Magnetfeld-Effekte fithren zu zwei wesentlichen Verédnderungen. Zum einen driftet das
ionisierte Elektron auf Grund der Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes in Laserpropaga-
tionsrichtung. Um nun trotzdem zum atomaren Rumpf zuriickkehren zu koénnen, muss
es mit einem Impuls entgegengesetzt zur Laserpropagationsrichtung starten. Dieser kann
klassisch durch p.o >~ c£? abgeschiitzt werden [18], wobei £ = Ey/(wc) der relativistische
Feldstarkeparameter ist, der das Verhéltnis von Elektronengeschwindigkeit im Kontinu-
um zur Lichtgeschwindigkeit ausdriickt. Ej ist die Amplitude des elektrischen Feldes des
Lasers, w seine Kreisfrequenz und ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Das Elektron tunnelt also
nicht in Richtung der Laserpolarisationsrichtung aus dem atomaren Potenzial, sondern
in einem nicht-verschwindenden Winkel zu ihr. In dieser Richtung ist aber nun die Tun-
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KAPITEL 2. SFA im schwach-relativistischen Parameterbereich

nelwahrscheinlichkeit wegen der hoheren Barriere verringert. Dieser Effekt ist nicht ver-
nachléssighar, wenn die Anfangsenergie des Elektrons grofler oder vergleichbar mit dem
Ionisationspotenzial [, ist. Mit der Definition

m =i/l = ¢, (2.1)

fithrt dies auf n; 2 1. Dies stellt eine notwendige Bedingung fiir die Beriicksichtigung des

Y

Lasermagnetfeldes bei den Rekollisionsprozessen dar.

Zum anderen dndert das Lasermagnetfeld die Endenergie des ionisierten Elektrons, das
sich nun nicht nur in Polarisationsrichtung bewegt, sondern auch in Propagationsrichtung.
Die charakteristische Energie der Bewegung in Polarisationsrichtung ist die ponderomotive
Energie U, = ¢?¢?/4 des Elektrons im Laserfeld. Analog zu Gl. (2.1) kann nun der Einfluss
des Magnetfeldes auf die Energie des Elektrons mit dem Parameter 7s:

M2 ::pio/U ~ &2 (2.2)

abgeschétzt werden.

Die relativistische Massenverschiebung wird durch den Parameter:
n3 = U,/c® =~ & (2.3)

bestimmt, wobei hier angenommen wurde, dass die kinetische Energie durch die pondero-
motive Energie U, approximiert werden kann.

Die Ausdehnung des Wellenpakets des Elektrons im Impulsraum direkt nach der Tun-
nelionisation ist gegeben durch Apy, ~ +/2E, /(‘/E [18]. Wéhrend der Propagation im
Kontinuum dehnt sich das Wellenpaket weiter aus. Mit der Zeitdauer bis zur Riickkehr in
die Nihe des atomaren Rumpfes ¢, ~ 4/w ergibt sich eine Ausdehnung zu diesem Zeitpunkt
von Az, ~ t,Apo/V2 ~ 4VE/(w {/21,) [28]. Das Verhéltnis der Driftdistanz des Elektrons
in Laserpropagationsrichtung Azy ~ E2/(cw?) zu dieser Grofe ist dann durch folgenden

Parameter gegeben:
Lo B2 (2.4)
Az, dew? ’
und die Bedingung 7y > 1 stellt eine hinreichende Bedingung fiir den relativistischen
Charakter und die Unterdriickung der Rekollisionsprozesse dar (siche auch Abb. 0.1).

N4 =

Die Relevanz von Spin-Effekten wird durch Parameter beschrieben, die proportional
zum extrem kleinen Faktor w/c? sind. Sie sind deshalb im schwach-relativistischen Para-
meterbereich vernachldssigbar [60].
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2.2 Beschreibung der Dynamik iiber die Schrédinger-Gleichung inklusive Korrekturtermen

Hieraus kann dann geschlossen werden, dass fiir superoptische Laserwellenldngen in
der GroSenordnung von 1pm und Intensititen ab etwa 10' W/cm? hauptsiichlich die
Magnetfeld- aber auch die Massenverschiebungskorrektur beginnen die Elektronen bzw.
Photonenemissionsspektren zu beeinflussen und der Rekollisionsprozess bis etwa zu Inten-
sitiiten von etwas weniger als 10! W/cm? mit allerdings verminderten Raten vonstatten
gehen sollte. Im Folgenden wird dieser Sachverhalt quantenmechanisch beschrieben und
iiber die SFA quantifiziert.

2.2 Beschreibung der Dynamik iiber die
Schroédinger-Gleichung inklusive Korrekturtermen

Es soll der Tonisationsprozess eines atomaren Systems in einem linear polarisierten Laser-
feld mit Polarisation in -, magnetischem Feld in y-, und Propagation in z-Richtung fiir eine
moderate Intensitéit von 7 x 10’ W/cm? bei einer Wellenléinge von A = 911 nm (entspricht
einer Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u.) betrachtet werden. Der relativistische Feldstérke-
parameter betriagt dann ungefahr £ ~ 0.2, was den schwach-relativistischen Charakter des
Prozesses andeutet. Nach Anwendung der Single-Active-Electron-Approximation [39], be-
schreiben wir die Dynamik des Elektrons in diesem Regime durch eine 1/c-Entwicklung der
Dirac-Gleichung (1.2) fiir die Spinor-Wellenfunktion |W(¢)) [38]. Wie spéter gezeigt wird,
ist eine Entwicklung des Verhiltnisses von Elektronengeschwindigkeit v zu Lichtgeschwin-
digkeit ¢ bis zur zweiten Ordnung gerechtfertigt. Daraus folgt:

10, () = H|W(t)) (2.5)
mit dem Hamiltonian in der Geschwindigkeitseichung

H = Hy+H+Hp+H), +Hp+ Hi,
Hy = p°/2+V
HZV = ﬁIA(z,t)/c—i—A(z,t)Q/ch

Hp = o-B/2c

Hy, = —(b+A/e)'/8c
Hp = —V-Ep/8
Hgo = —o-(Erx (p+A/c)) /A,

(2.6)

wobei Hy der freie Hamiltonian mit dem atomaren Potenzial V ist, H}) der Elektron-
Laserfeld-Wechselwirkungsoperator, p = (ps,pPy,P.) der Elektronen-Impuls-Operator,
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KAPITEL 2. SFA im schwach-relativistischen Parameterbereich

A = A(z,t)e, das Vektorpotenzial des Laserfeldes, Hp die Spin-Magnetfeld-Kopplung,
HY, die Spin-Bahn-Kopplung, o = (0,,0,,0,) die Pauli-Matrizen, E, B der elektrische
und magnetische Feldvektor des Laserfeldes, Er := E — VV das gesamte elektrische Feld,
HV

win die relativistische Massenverschiebung und Hp der Darwin-Term.

Aus Konsistenzgriinden wird dann ebenfalls das Vektorpotenzial bis zur zweiten Ord-
nung in 1/c entwickelt: A(z,t) = A(t) + zE(t) — (22/2¢) E(t).
Eine exakte Losung dieser Differential-Gleichung ist analytisch nicht moglich. Deshalb
wird spéater die konventionelle SFA (sieche Abschnitt 1.3) angewendet. Diese ist aller-
dings nicht eichinvariant und fiir den lonisationsprozess nur in der Langeneichung an-
wendbar [12, (1] (siche auch Kapitel 3). Wir fithren deshalb die Eichtransformation:
|W(t)) — exp(iA(t)z/c)|¥(t)) von der Geschwindigkeits- in die Langeneichung durch. Die
Operatoren mit Superindex V' in der Geschwindigkeitseichung in den Gl.en (2.6) werden
dann in die entsprechenden Operatoren in der Langeneichung mit Superindex L transfor-
miert:

HEH) = E(t)r+ DaE(t)z P (t)2? N E2(t)2*

! c 2c2 2c2
HL, = —o-(ExDp)/ic
Hlf%n _154/862‘

(2.7)

Hy, Hp und Hp bleiben unverédndert.

Im néchsten Schritt wollen wir die unterschiedlichen Terme in den Glen (2.6) bzw.
Glen (2.7) fiir den lonisationsprozess in einem Laserfeld mit relativistischen Feldstérke-
parameter § = 0.2 abschétzen. H, kann dann durch H, ~ U, approximiert wer-
den. Eine Abschétzung von x,p,, z,p, (der Koordinaten und Impulse des Elektrons in
Laserpolarisations- bzw. propagationsrichtung) fiihrt auf z ~ (c/w)&, p, =~ €, z =~ (¢/w)E&?,
p. =~ c&? [62], wobei ~ 'von der GréfSenordnung von’ symbolisiert.

Damit sind wir in der Lage Hi(l) = E(t)x ~ U, HZ@) = pE(t)z/c ~ (wz/c) - Up,
Hi(g) = p, E(t)2%/2¢* ~ (wz/c)? - U, und Hi(4) = E2(t)2%/2¢* ~ (wz/c)* - U, abzuschitzen.
Weiterhin folgt Hp ~ B/2c ~ w, HE, =~ p*/8c* ~ £2U,, Hg) ~ B(t)/8c¢ ~ w?/8c2.
Der Term Hgp, der das Laserfeld beinhaltet, kann wegen der z-Polarisation durch |H gg[ =
((1/4¢*)E(o,p. — 0.p,)| dargestellt werden. Die Elektronenbewegung wird hauptséchlich
vom Laserfeld bestimmt und findet in der zz-Ebene statt, das bedeutet p, ~ 0. Folglich
gilt |Hé1(%| ~ |(1/4c¢*)Ep,| ~ w&. Der Term, der das Coulomb-Feld in Hgo beinhaltet,
kann durch |H ézo)] ~ |(1/4c*)Ecp,| abgeschiitzt werden, wobei p ~ p, ~ c£ verwendet
wurde. Das Coulomb-Feld des atomaren Rumpfs F¢ kann durch Fo ~ Ze?/a% ~ I,/ap
abgeschitzt werden, wobei ap der Bohr-Radius ist und Z die Ladung des Ions. Daraus folgt
|H§20)| ~ ¢I,c/ap. Im betrachteten Parameterbereich erhalten wir somit |Hé10)| > |H§%|
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2.3 ATI im schwach-relativistischen Parameterbereich

Dies ergibt dann fiir die Verhéltnisse der unterschiedlichen Hamiltonian:

HY/Hy ~ 1
H® |Hy~ HE /Hy~€ ~ 0.03
HY /Hy~ HY /Hy~¢* ~ 1073
Hp/Hy~w/(*€) ~ 2x107°
HEL,/Hy ~ max{wé/c*, [\ /*éap} ~ 5x1077
H(Dl)/HO ~w?/(2¢%) ~ 107
(2.8)

Da das atomare Potenzial in der SFA als Storung angesehen wird, ist der Darwin-Term
Hg) = —(1/8¢*)AV(r) zu vernachliissigen.

Aus diesen Abschétzungen folgt nun, dass die Korrektur erster Ordnung im Laserma-
gnetfeld Hi(Q) sowie die relativistische Massenverschiebung H}Y = einen Einfluss auf das
Endergebnis im Prozentbereich haben. Die elektrische Oktupol- sowie die magnetische
Quadrupolwechselwirkung (Hi(‘g) + HZ-(4)) sind dagegen vernachlédssighbar im betrachteten
Parameterbereich, da ihr relativer Beitrag im Promille-Bereich liegt. Korrekturen auf
Grund der Spin-Magnetfeld- sowie der Spin-Bahn-Kopplung sind noch kleiner und kénnen
deshalb ebenfalls vernachléssigt werden. Der Schrodinger-Hamiltonian, der den Prozess
demnach hinreichend beschreibt ist also: H = H, + H;, wobei Hy = H, + HkLm und
q,=HY + H? gilt.

2.3 ATI im schwach-relativistischen Parameterbereich

Die aus dem Hamiltonian H = Hy + H; folgende Schrédinger-Gleichung kann nun in der
SFA gelost werden. Es wird also der Einfluss des Laserfeldes auf den gebundenen Ausgangs-
zustand sowie der des atomaren Potenzials auf die Bewegung des ionisierten Elektrons im
Kontinuum vernachléssigt. Unter Benutzung der Dyson-Gleichung fiir den Zeitentwick-
lungsoperator [15] (siehe auch Abschnitt 1.3), kann die ATI-Prozess-Amplitude M, in-
klusive Riickstreuung am atomaren Rumpf fiir ein Elektron mit Endimpuls p wie folgt
angegeben werden:

oo t
M, — — / d’ / 4" (U ()| VUL (E ) B () B (1)), (2.9)

wobei |®,(t)) den gebundenen Zustand darstellt. |\Il£,v) (1)) ist der Volkov-Zustand des Elek-
trons im Laserfeld, der durch folgende Gleichung bestimmt ist:

0V (t) = (p%/2+ Hf, + Hy) [V (1)), (2.10)
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KAPITEL 2. SFA im schwach-relativistischen Parameterbereich

Hieraus folgt die Volkov-Wellenfunktion:

(1)) = [p(t)) exp ( |t <p<t’>>) , (2.11)

mit der kinetischen Energie e(p) = p?/2 — p*/8¢* inklusive relativistischer Mas-
senverschiebung und dem kinetischen Impuls p(t) = p + A(t)/c + T(p,,t) mit
T(part) = € [paA(t)/2+ A(t)2/2¢%. ULt t") = [d3w|wl @)\ (WS (#")] stellt den

Volkov-Zeitentwicklungsoperator dar.

Fiir die ATI-Amplitude inklusive Riickstreuung ergibt sich dann:

Mp = —lim _Oo dt /_ dt” / d*q [M (q(t"),t") V (p(t'), q(t'))
x exp (—i (S(q,t,t") + S(p,t,1))) ], (2.12)

wobei q(t) = q + A(t)/c + T(p,, 1) und M(p,t) := (p|H(1)[0) gilt. V (p,q) = (p|V]q)
ist die Fourier-Transformierte des atomaren Potenzials mit Impulseigenzustand |q) und |0)
der atomare Grundzustand mit Energie —1I,. S(p,t,t’) stellt die quasi-klassische Wirkung
dar:

S(p. ") = /t dr (= (p(r)) + 1) . (2.13)

’

Fiir grofie Wellenléngen (U, > I, > w) kann dann das fiinfdimensionale Integral mittels
der Sattelpunktsmethode standardméfig berechnet werden (siehe in Anhang B). Das Emis-
sionsspektrum ist bis auf einen konstanten Faktor durch [M,|? gegeben [17]. In Abb. 2.1
wird nun das ATI-Spektrum fiir Elektronen, die in Richtung der maximalen Cutoff-Energie
emittiert werden, in unterschiedlichen Approximationen dargestellt. Das Spektrum berech-
net in der Dipolndherung wird verglichen mit dem inklusive der Lasermagnetfeldkorrektur
bzw. der Lasermagnetfeldkorrektur und der relativistischer Massenverschiebung. Wie man
erkennt, fithrt die Berticksichtigung des Lasermagnetfeldes zu einer Verringerung der Pla-
teauhohe, die man auf den zusétzlichen Drift des Elektrons in Laserpropagationsrichtung
zuriickfithren kann. Weiterhin ist eine Erh6hung der Cutoff-Energie auf die im Ruhesystem
des ionisierten Elektrons rot-verschobene Laserfrequenz zuriickzufiihren, die gleichbedeu-
tend mit einer lingeren Wechselwirkungszeit mit dem Laser ist. Dagegen fiihrt die rela-
tivistische Massenverschiebung durch die geédnderte Energie-Impuls-Relation wiederum zu
einer Verringerung der Cutoff-Energie, die den Energiegewinn durch das Lasermagnetfeld
allerdings nicht ganz kompensieren kann [58]. Eine ausfiihrlichere Dikussion der unter-
schiedlichen Eigenschaften des ATI-Spektrums befindet sich in Abschnitt 4.1.
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2.4 HHG im schwach-relativistischen Parameterbereich
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Abbildung 2.1: Photoelektronenspektrum in einem Laserfeld mit einer Kreisfrequenz von
w = 0.05 a.u. und einer maximalen elektrischen Feldstédrke von £ = 1.4 a.u.
iiber log,o(|Mp|*) aus Gl (2.12) in beliebigen Einheiten, wobei die Elek-
tronen in Richtung der maximalen Cutoff-Energie emittiert werden. Das
Ionisationspotenzial ist I, = 4 a.u.. Die Elektronenenergie ist in Vielfa-
chen der ponderomotiven Energie U, skaliert: (grau) in der Dipolndherung,
(schwarz) mit Magnetfeld-Korrekturen, (blau) mit Magnetfeld-Korrekturen
und relativistischer Massenverschiebung.

2.4 HHG im schwach-relativistischen Parameterbereich

Das zum atomaren Rumpf zuriickkehrende Elektron kann nun nicht nur an diesem gestreut
werden, sondern auch mit ihm rekombinieren. Seine im Kontinuum gewonnene Energie
gibt es in Form hochenergetischer Photonen ab, deren Energie ein Vielfaches der Photo-
nen des treibenden Laserfeldes ist. Dieser Prozess wird High-Harmonic Generation (HHG)
genannt.

Die Prozessrate dw,/dS) fiir die Emission eines Photons der Energie nw in den Raum-
winkel df) ist dann wie folgt mit der Fourier-Transformierten des zeitabhéngigen Dipol-
Matrixelements d(t) verbunden [19]:

dw, /A0 = 1(%)% /0 dt d(t) exp(inwt) ) TI2, (2.14)

2
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KAPITEL 2. SFA im schwach-relativistischen Parameterbereich

logo(dw/dQ [a. u.])
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Abbildung 2.2: HHG-Spektrum in einem Laserfeld mit einer Kreisfrequenz von w = 0.05
a.u. und einer elektrischen Feldstirke von E = 1.4 a.u. iiber log,,(dw, /d2)
aus Gl (2.14) in beliebigen Einheiten. Das lonisationspotenzial ist I, = 4
a.u.. Die Energie der Harmonischen ist in Vielfachen der ponderomotiven
Energie U, skaliert: (grau) in der Dipolnéherung, (schwarz) mit Magnetfeld-
Korrekturen, (blau) mit Magnetfeld-Korrekturen und relativistischer Mas-
senverschiebung.

wobei T' = 27/w die Periodendauer des Laserfeldes ist. Das zeitabhingige Dipol-
Matrixelement in Laserpolarisationsrichtung ist in der SFA gegeben durch:

t
d(t):/ dt' (P, (t)|zUL(t, ") H; ()| Py (t)) (2.15)
mit dem Volkov-Zeitentwicklungsoperator Up(t,t') basierend auf der Schrodinger-
Gleichung des Elektrons im Laserfeld inklusive Magnetfeld-Korrektur und relativisti-
scher Massenverschiebung aus Abschnitt 2.3. Die HHG-Prozessrate kann wieder nach
Anwendung der Sattelpunktsmethode analytisch berechnet werden. Wie im ATI-Fall
werden wir die drei Approximationen betrachten: 1) in der Dipolnéherung, 2) basierend
auf der Schrodinger-Gleichung inklusive Magnetfeld-Korrekturen, 3) basierend auf der
Schrodinger-Gleichung inklusive Magnetfeld-Korrekturen und relativistischer Massenver-
schiebung. In Abb. 2.2 sind nun die HHG-Spektren in den unterschiedlichen Néherungen
im schwach-relativistischen Parameterbereich dargestellt. Man erkennt den Einfluss des
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2.5 Zusammenfassung

Magnetfeldes durch eine Verringerung der Plateauhohe und eine leichte Erhéhung der
Cutoft-Energie, wiahrend der relativistische Masseneffekt ausschliellich die Cutoff-Energie
verringert. Eine genauere Analyse der HHG-Spektren befindet sich in Abschnitt 4.2.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde analytisch gezeigt, dass Magnetfeld- und relativistische Korrek-
turen den Ionisations-Rekollisionsprozess im schwach-relativistischen Parameterbereich
signifikant beeinflussen. Die wesentlichen Korrekturen sind der durch die Lorentz-Kraft
des Magnetfeldes induzierte Drift des Elektrons in Laserpropagationsrichtung sowie die
relativistische Massenverschiebung. Ersterer verringert die Rekollisions- und damit die
Prozesswahrscheinlichkeit um ca. eine Groflenordnung, vergrofert allerdings die End-
energie des rekollidierenden Elektrons im Prozentbereich. Wo hingegen Zweiterer die
Endenergie wiederum reduziert. Korrekturen auf Grund der Zitterbewegung und des
Elektronenspins spielen eine wesentlich geringere Rolle im betrachteten Parameterbereich.
Die angestellten Berechnungen basieren auf der SFA in der Langeneichung. Die Verwen-
dung der Langeneichung zur Beschreibung des atomaren lonisationsprozesses ist fiir den
nicht-relativistischen Parameterbereich durch Vergleich mit der numerischen Losung der
Schrodinger-Gleichung bestétigt und wird hier im schwach-relativistischen Parameterbe-
reich ohne weitere Rechtfertigung benutzt. Im folgenden Kapitel soll nun die Wahl der
Eichung in der relativistischen SFA allgemein analysiert und ein formaler Weg vorgestellt
werden, wie man den atomaren lonisationsprozess in der SFA eichinvariant darstellt und
somit das Problem der Wahl der richtigen Eichung in der SFA 16st.
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3 Die eichinvariante relativistische SFA

Die Basis der theoretischen Beschreibung der Ionisation eines Atoms durch ein Laser-
feld in dieser Arbeit ist die SFA. Sie erlaubt eine analytische Behandlung des Problems.
Im Gegensatz zur exakten Theorie ist die SFA, wie jede Naherung, nicht zwangslaufig
eichinvariant [63]. Wie in Ref. [04] gezeigt wurde, konnen sich die Resultate fiir die Io-
nisationswahrscheinlichkeiten, die in unterschiedlichen Eichungen erlangt wurden, sogar
wesentlich unterscheiden. Diese Tatsache verlangt nun natiirlich eine Untersuchung wel-
che Eichung adédquat ist. Im nicht-relativistischen Parameterbereich existieren mehrere
Arbeiten die durch Vergleich der SFA-Resultate mit exakten Ergebnissen den Gebrauch
der SFA in der Liangeneichung nahe legen. Auf theoretischer Seite ist dies die numerische
Losung der Schrodinger-Gleichung des Ionisationsprozesses eines negativen Ions mit kurz-
reichweitigem Potenzial [12] sowie die analytische Behandlung der Ionisation aus einem
Zero-Range-Potenzial [65], auf experimenteller Seite die Above-Threshold-Ablosung bei
dem negativen Ion F~ [66]. Auch das eher intuitive Bild, vorgestellt in Ref. [67] bestétigt
den Gebrauch der Léngeneichung: So sind hier, wie schon der Name sagt, grole Entfernun-
gen bei der Berechnung des Ubergangsmatrixelements wichtig. Dort allerdings spielt das
Potenzial des atomaren Kerns keine Rolle, so dass die in der SFA gemachte Ersetzung der
Coulomb-Volkov-Zustédnde durch Volkov-Zustinde das Endergebnis nur gering beeinflusst.

Im relativistischen Parameterbereich existieren bis dato weder experimentelle noch theo-
retische Untersuchungen, die die Frage nach der Wahl der richtigen Eichung in der SFA
beantworten konnten. Sie soll in diesem Kapitel beantwortet werden. Grundlage der Ar-
gumentation ist die Erkenntnis, dass im nicht-relativistischen Parameterbereich die SFA
in der Léngeneichung die geeignete Beschreibung des lonisationsprozesses eines atoma-
ren Systems in einem Laserfeld liefert. Hieraus kann eine eichinvariante SFA entwickelt
werden, die die selben Resultate wie die konventionelle SFA in der Léngeneichung ergibt.
Der Formalismus zur Erlangung dieser eichinvarianten SFA wird auf den relativistischen
Parameterbereich unter Beriicksichtigung der jetzt relativistischen quantendynamischen
Gleichungen angewandt. Diese nun eichinvariante relativistische SFA stimmt im nicht-
relativistischen Limes mit den Resultaten basierend auf der SFA in der Léngeneichung
iiberein und ihre Verwendung scheint somit gerechtfertigt.
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KAPITEL 3. Eichinvariante relativistische SFA

3.1 Motivation

Im Folgenden soll die Prozedur zur Erlangung der eichinvarianten SFA plausibel gemacht
werden. Hierzu werden die anschaulichen Argumente aus Ref. [12], die den Gebrauch der
SFA in der Léngeneichung rechtfertigen, noch einmal wiederholt. Die SFA basiert auf zwei
Annahmen: 1) Der atomare Grundzustand wird nicht vom Laserfeld beeinflusst. 2) Das
freigesetzte Elektron wird nur vom Laserfeld beeinflusst, der Beitrag des atomaren Po-
tenzials kann vernachlédssigt werden. Dies rechtfertigt die Ersetzung der exakten Konti-
nuumszustinde durch die Volkov-Zustédnde, die das freie Elektron im Laserfeld beschrei-
ben [68, 69].
Beginnen wir mit dem exakten Ausdruck fiir die Ionisationsamplitude [15]

My = =i [ dr () Hia7)] W07 (3.)
wobel W,(7) die exakte Wellenfunktion des Kontinuumszustandes im atomaren Poten-
zial und Laserfeld ist. Wy(7) ist der gebundene Ausgangszustand in dem sich das Elek-
tron vor der Wechselwirkung mit dem Laserfeld befindet. H;,; ist der Laser-Atom-
Wechselwirkungsoperator; H;,; = E - r = H}l) in der Langen-eichung, bzw. H;,; =
A - p/c+ A?/2¢2 = H" in der Geschwindigkeitseichung, mit dem elektrischen Feld des
Lasers E, seinem Vektorpotenzial A, dem Impulsoperator p und der Lichtgeschwindigkeit
c. Nach dem Ersetzen der exakten Kontinuumswellenfunktion W, (7) in (3.1) durch die
Volkov-Wellenfunktion \IJS/)(T) (68, 69] ergibt sich:

My, = —i / dr (U (7) [ Hipe (T)] o (7)) . (3.2)
Diese Amplitude kann wie folgt interpretiert werden [42]: bis zum Zeitpunkt ¢ < 7 befin-
det sich das Elektron im ungestorten gebundenen Ausgangszustand Wy(t), zum Zeitpunkt
t = 7 wird das Elektron durch die Laser-Atom-Wechselwirkung H;,(t) freigesetzt und
dann durch den Volkov-Zustand beschrieben. Nur die Léngeneichung ist mit diesem Bild
konsistent [42], da nur in dieser Eichung der Zustand W (¢) zum Zeitpunkt ¢ < 7, wenn das
Laserfeld schon angeschaltet ist, gleichzeitig ein Eigenzustand des physikalischen Energie-
operators des Atoms im Laserfeld [70]

E=D+A/)?2+V. (3.3)

und ein Eigenzustand des freien Hamiltonian Hy = p?/2 + V(r) ist. Der Grund hierfiir ist
das Verschwinden des Vektorpotenzials A = 0 in der Langeneichung. V' sei das atomare
Potenzial.

Die exakte Amplitude (3.1) ist eichinvariant, wihrend die Amplitude (3.2) in der SFA
dies nicht ist. Dies bedeutet nichts anderes, als dass die konventionelle SFA unterschiedliche
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3.2 Der nicht-relativistische Parameterbereich

Resultate in den unterschiedlichen Eichungen liefert. Physikalisch kann man diese Tatsa-
che so verstehen, dass die unterschiedlichen Eichungen iiber die Ersetzung der exakten
Wellenfunktion durch die eichungsabhéngigen Volkov-Wellenfunktionen unterschiedlichen
physikalischen Naherungen entsprechen und dass nur die Léngeneichung gleichzeitig die
beiden obigen Giiltigkeitsvoraussetzungen der SFA erfiillt.

Ein zum Ionisationsprozess verwandtes Problem ist der storungstheoretische Uber-
gang zwischen gebundenen atomaren Zustidnden in einem Laserfeld (siehe z.B. [70]-[79]).
Dieser soll im Folgenden kurz dargestellt werden. Beschreibt man den atomaren Uber-
gang storungstheoretisch, so wird der gesamte Hamiltonian normalerweise in zwei Teile
H = Hy + H;,; aufgespalten, den freien atomaren Hamiltonian H, und den Laser-Atom-
Wechselwirkungsoperator H;,;. Wenn der freie atomare Hamiltonian H, als der ungestorte
Hamiltonian betrachtet wird und die gestorte Wellenfunktion beziiglich Eigenfunktionen
von H, entwickelt wird, dann werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch die Matri-
xelemente des Hamiltonian H;,; ausgedriickt. Dieser hédngt nun von der Eichung ab und
ist in der Langeneichung durch H](l)7 in der Geschwindigkeitseichung durch HI(U) gegeben.
Diese Matrixelemente sind fiir nicht-resonante Ubergénge wieder eichungsabhéngig. In [72]
wurde dieses Problem gelost, indem man eine spezielle Basis fiir die Ausgangs- und End-
zustinde wihlt. Es wird angenommen, dass die Laser-induzierten Ubergénge im atomaren
System durch Ubergiénge zwischen Eigenzustinden des physikalischen Energieoperators £
aus Gl. (3.3) und nicht zwischen Eigenzustinden des ungestérten Hamiltonian Hy [70)]
dargestellt werden. Die Storungstheorie beziiglich der Eigenzustéinde des physikalischen
Energieoperators ist dann eichinvariant und fithrt auf eichinvariante Ubergangsamplitu-
den [79]. Nichtsdestotrotz gibt es einen wichtigen Unterschied zur SFA. Falls das Laserfeld
in der Storungstheorie fiir atomare Ubergéinge adiabatisch an- und abgeschaltet wird, ver-
schwindet die Eichabhiingigkeit der Ubergangsamplitude [76, 77], wihrend sie in der SFA
bestehen bleibt.

Im Folgenden soll nun die modifizierte eichinvariante SFA, sowohl im nicht-
relativistischen Parameterbereich basierend auf der Schrédinger-Gleichung, als auch
im relativistischen Parameterbereich basierend auf der Klein-Gordon- bzw. der Dirac-
Gleichung entwickelt und damit die direkte Ionisation von atomaren Systemen in starken
Laserfeldern beschrieben werden (siehe Abb. 3.1).

3.2 Der nicht-relativistische Parameterbereich

Wir betrachten den lonisationsprozess eines atomaren Systems in einem beliebigen linear
polarisierten Laserfeld. Weiterhin wird die Single-Active-Electron-Approximation angewen-
det, d.h. die Wechselwirkung des freigesetzten Elektrons mit dem atomaren Kern inklu-
sive seiner noch gebundenen Elektronen wird durch ein effektives statisches Short-Range-
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KAPITEL 3. Eichinvariante relativistische SFA

E o

Elektron

Laserfeld Atom

Abbildung 3.1: Schema des Ionisationsprozesses eines Atoms durch ein in k-Richtung ein-
laufendes Laserfeld mit elektrischer Feldstédrke E in Polarisationsrichtung.
Das betrachtete Elektron befindet sich vor der Wechselwirkung im Grund-
zustand Wy. Als Endzustand wird der Volkov-Zustand ‘Ilg mit Driftimpuls
p angenommen. € ist der Emissionswinkel.

Potenzial dargestellt [39]. Der Tonisationsprozess wird dann durch die Wellenfunktion des
aktiven Elektrons beschrieben, dessen zeitliche Evolution fiir Laserfelder mit Intensitéiten
bis zu 10 W /cm? und suboptischen Frequenzen durch die Schrédinger-Gleichung definiert
ist:

0,0 ={(p+A)c))2+V -4} U, (3.4)

wobei ¢ und A das skalare und das Vektorpotenzial des Laserfeldes sind. V' ist das atomare
Short-Range-Potenzial, p der Impulsoperator, ¢ die Zeit. Es sei bemerkt, dass die Eichung
im Moment noch nicht festgelegt ist. Weiterhin kann die Dipolndherung angewendet wer-
den, da die Wellenldnge des Lasers im betrachteten nicht-relativistischen Parameterbereich
wesentlich grofer ist als die charakteristische Lénge der Elektronenbewegung.

Um nun diese Bewegungsgleichung (3.4) analytisch zu l6sen wenden wir die SFA an.
Dies bedeutet einerseits, dass der Einfluss des Laserfeldes auf den Grundzustand, insbe-
sondere der Stark-Effekt und die Entvolkerung des Grundzustandes, sowie Beitrdge von
anderen gebundenen Zustinden auf den Prozess nicht beriicksichtigt werden. Andererseits
wird angenommen, dass das ionisierte Elektron nur noch mit dem Laserfeld wechselwirkt,
wéhrend das atomare Potenzial vernachléssigt wird.

Die zeitabhéngige Wellenfunktion des Atoms im Laserfeld zu einem Zeitpunkt ¢ wihrend
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3.2 Der nicht-relativistische Parameterbereich

der Wechselwirkung stellen wir durch eine Uberlagerung des ungestorten Grundzustandes
mit dem ionisierten Zustand dar:

() = Wy(t) +U(1), (3.5)

wobei Wy(t) das Elektron im Grundzustand und W(t) das ionisierte Elektron beschreibt.
Der ionisierte Teil des Zustandes muss vor der Wechselwirkung ¢ — —oo verschwinden:
T(t) — 0. Wie schon erwithnt, soll der Grundzustand in der SFA nicht vom Laserfeld
beeinflusst sein, Wy(t) sollte deshalb ein Eigenzustand des Energieoperators des ungestorten
Atoms mit einem negativen Eigenwert £, sein:

{(f)+A/C>2 [2+V} T, =gV (3.6)

Zu einem Zeitpunkt wihrend der Wechselwirkung an dem A(t) # 0 gilt, ist der physi-
kalische Energieoperator nun allerdings nicht identisch mit dem atomaren Hamiltonian
Hy=p*/2+V.

Der Teil der Wellenfunktion, der die Ionisation beschreibt kann im Allgemeinen mit-
tels einer Entwicklung durch Floquet-Eigenzustinde des ganzen Hamiltonian dargestellt
werden. Hiermit ist es nun moglich den folgenden Ansatz fiir die gesamte Wellenfunktion
anzugeben:

U(rt) = o(r,t) + > c(t)V,(r, 1), (3.7)

mit Wo(r,t) = $o(r, ) exp(—icot). n sind die Quantenzahlen der Floquet-Eigenzustande.
Die Floquet-Eigenzustiande W, (t) = exp (—ig,t) ®,(r,t) mit der Quasi-Energie £, und
der periodischen Quasi-Energie-Wellenfunktion ®,,(r,¢) (mit der gleichen Periode wie das
Laserfeld) sind Eigenzustande des totalen Hamiltonian

00, ={(P+A/c) )2+ V — ¢} T,,. (3.8)

Die orthonormalen Floquet-Eigenzustdnde bilden die Menge der moéglichen Endzusténde
des Systems. Im Rahmen der SFA werden diese exakten Floquet-Eigenzusténde durch
Volkov-Zusténde ersetzt was der Vernachlissigung des Einflusses des Atomkerns auf das
freigesetzte Elektron entspricht.

Die Schrodinger-Gleichung (3.4) mit dem Ansatz (3.7) fithrt auf folgenden Ausdruck fiir
die Koeffizienten ¢, (t):

t
enlt) = i / 07y / eV (v,7) {6 + i0.} Do(r, 7). (3.9)
In der Dipolndherung ist das Vektorpotenzial A = A(t) nicht von den Ortskoordinaten

abhéngig. Unter dieser Annahme ist Gl. (3.6) durch die Wellenfunktion des gebundenen
Zustandes des Elektrons exakt 16sbar

Do(r, 1) = do(r) exp(—iA(H) - /c), (3.10)
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KAPITEL 3. Eichinvariante relativistische SFA

wobei ¢g(r) der Eigenzustand des Hamiltonian Hy ist.

Wenn man nun den Ausdruck fiir den elektronischen Ausgangszustand (3.10) in Gl. (3.9)
einsetzt, die Definition fiir das elektrische Laserfeld E(t) = —V¢ — 0,A(t)/c, die lineare
Ortsabhéingigkeit von ¢ (resultierend aus der Ortsunabhéingigkeit von E) und das Ver-
schwinden des ionisierten Wellenpaketes fiir ¢ — —oo benutzt, folgt fiir die Ubergangsam-
plitude

t
cn(t) = —i/ dr (U, (1) |E(7) - | Uo(T)) . (3.11)
Diese Formel fiir die Ubergangsamplitude wurde ohne Festlegung der Eichung hergeleitet.
Sie ist mittels der exakten Floquet-Eigenzustéinden des totalen Hamiltonian dargestellt und
somit immer noch exakt. Es sei bemerkt, dass der Ausdruck in Gl. (3.11) mit der entspre-
chenden nicht-relativistischen Ubergangsamplitude in Ref. [67] (vergleiche mit Eq. (A3)
hierin) iibereinstimmt. Beide Ausdriicke sind somit eichinvariant und forminvariant unter
Eichtransformationen.

Die Anwendung der SFA entspricht nun mathematisch der Ersetzung der exakten
Floquet-Eigenzustéinde des totalen Hamiltonian ¥,, durch die Floquet-Eigenzusténde des
Elektrons im Laserfeld ohne atomares Potenzial, also den nicht-relativistischen Volkov-
Wellenfunktionen \Ifg mit Driftimpuls p. Diese erfiillen die Gleichung

0,0y = ((p+A/c)*/2—¢) V. (3.12)

In der Geschwindigkeitseichung sind die nicht-relativistischen Volkov-Wellenfunktionen ex-
plizit gegeben durch

o 2
. 1 , T A(r)
U (r,t) = exp { i ~r+—/ dr | p+ . 3.13
p(r;1) T PP T g (p . ) (3.13)

Im Limes ¢t — oo fithrt dies dann auf ebene Wellen mit Impuls p. Weiterhin gilt:

At) = —c / E(t)dt. (3.14)

Durch eine entsprechende Eichtransformation léasst sich dann der Volkov-Zustand in einer
anderen Eichung darstellen.
Die Amplitude fiir die Emission eines ATI-Elektrons mit Impuls p ist gegeben durch:
M, = lim ¢p(2). (3.15)

t—o00

Unter Ausnutzung von Gl. (3.11) erhédlt man dann die Ionisationsamplitude in der SFA

M, = —z‘/_oo dr (V7 (1) [E(7) - r| Wo(7)) . (3.16)

[e.9]
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3.3 Der Klein-Gordon-Parameterbereich

Es sei betont, dass der Ausgangszustand Wo(¢) tiber Gl. (3.10) als Eigenzustand des phy-
sikalischen Energicoperators bestimmt ist. Dasselbe gilt fiir den Volkov-Zustand.

Die Ubergangsamplitude in Gl. (3.9) kann durch eine partielle Integration iiber die
Zeit-Koordinate beziiglich der Volkov-Wellenfunktion und unter Ausnutzung des Komplex-
Konjugierten der Gl. (3.13) auf eine gebrauchlichere Form gebracht werden:

M, = —i / ir / Prv(r,7) {eo — (b — A(r)/0)? /2 U (r,r).  (3.07)
Fiir die Ubergangsamplitude folgt dann:

M, = —z'/oo dr (Uy (1) [V Wo(7))

00 A ! . ’
S / ' tp+ 2O yjpesen) (3.18)

0o C

wobei (p|V|0) das Matrixelement des atomaren Potenzials ist, S(p,t,t') =
[y dr {(p +A(1)/c)?/2 + Ip} die quasi-klassische Wirkung und [, das Ionisationspo-
tenzial.

Die Ausdriicke fiir die Ubergangsamplitude in den Gl.en (3.16) und (3.18) sind fiir jede
Eichung giiltig und damit auch eichinvariant. Weiterhin sei bemerkt, dass sie mit der Ioni-
sationsamplitude iibereinstimmt, die mittels der konventionellen SFA in der Léngeneichung
abgeleitet wurde.

3.3 Der Klein-Gordon-Parameterbereich

Falls Spin-Effekte [30] keine Bedeutung haben, kann die Dynamik des ionisierten Elektrons
mittels der Klein-Gordon-Gleichung fiir die Wellenfunktion W(x) beschrieben werden:

{(ia“ + A*/c — g“OV/c)2 - 02} U(x)=0 (3.19)

mit pe{0,1,2,3}. A* = (¢, A) ist das Vektorpotenzial eines beliebigen linear polarisier-
ten Laserfeldes. Die Eichung sei noch nicht festgelegt. x = (ct, x,y, z) ist die Raum-Zeit-
Koordinate, k* = (w/c, 0,0, k) der Wellenvektor, w = ck die Kreisfrequenz des Laserfeldes,
und g"” der metrische Tensor.

Wir gehen gleich vor wie im nicht-relativistischen Fall und verwenden den Ansatz (3.7)
fiir die Wellenfunktion. Die Wellenfunktion des Ausgangszustandes Uy = ®g exp(—i [ £odT)
ist nun wiederum ein Eigenzustand des physikalischen Energiecoperators und im Klein-
Gordon-Fall gegeben durch:

{(eo = V)?/* = (P+AJc)> — &} Py(x) = 0. (3.20)
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KAPITEL 3. Eichinvariante relativistische SFA

Wir nehmen an, dass sich das Atom urspriinglich im Grundzustand mit der Grundzustand-
senergie €g befindet. Die Floquet-Eigenzusténde W, (t) des totalen Hamiltonian erfiillen die
Klein-Gordon-Gleichung (3.19).

Einsetzen von Gl. (3.7) in Gl. (3.19) fithrt nun auf

Yo (O (x) +2¢,(0)0 ¥, (x) +2i (V — ) én(t) U (x)}
= {0 +¢-V) = (c0—V)*} Wo(x), (3.21)

wobei Punkte Zeitableitungen darstellen. Die Projektion der Gl. (3.21) auf einen Zu-
stand ¥ und darauffolgende Zeitintegration unter Ausnutzung der Orthonormalitit der
Zustande:

/dgr {i (V3.04Y, — V,0.V5) —2(V/ec— @/c) WiV, } = Ok, (3.22)
liefert fiir die Ubergangsamplitude
M, = z’/d‘lX\I/:‘L(x) {=0%P0(x) + 2i[eo/c + ¢/c — V/c] 04 P (x)
+ [igo/? +iBud)c — 20/ (V — gp) + ¢/ c?] @p(x) } e 0, (3.23)

Die Ubergangsamplituden in der SFA werden dann wieder erlangt, indem man die exak-
ten Floquet-Eigenzustéinde ¥, (x) in Gl. (3.23) durch Volkov-Wellenfunktionen des Elek-
trons im Laserfeldes WY (x) ersetzt:

M, = i / 50V () {0 x) + 2i [0/ + dfc — V/c] Buo(x)
+ [igo/? +i0ud)c — 20/ (V — o) + ¢ /2] Bo(x)} e 0, (3.24)

Die Volkov-Wellenfunktion wird durch die Klein-Gordon-Gleichung fiir das Elektron im
Laserfeld beschrieben:

{(0" + A" /e)* — 2} WY (x) = 0. (3.25)

In der Geschwindigkeitseichung ergibt sich fiir die Volkov-Wellenfunktion [21]:

= —————exp] —ip-xX+i
P 2(2m)3¢ep P P

- e /noo i (p+AG)/2¢) - AGi) e

3.26

mit e, = /c2p? + ¢*, dem Energie-Impuls-Vektor p = (Ep, p), der Phase des Laserfeldes
n = kFz, =k-x und A(n) definiert in G1. (3.14).
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3.3 Der Klein-Gordon-Parameterbereich

Eine partielle Integration des Ausdrucks in Gl. (3.23), unter Beriicksichtung von
Gl. (3.25), vereinfacht die lonisationsamplitude auf den folgenden Ausdruck

M, = z'/oo dr (V7 (7)|V?/c — 20V Oy — 20V /| Vo (7)) . (3.27)

Die Ausdriicke fiir die Ubergangsamplitude in den Glen (3.24) und (3.27) sind fiir jede
Eichung giiltig. Unter Benutzung der Gleichungen fiir den Anfangs- und Endzustand (3.20),
(3.25) kann weiterhin gezeigt werden, dass die Ubergangsamplituden der Gl.en (3.24) und
(3.27) invariant sind unter der Eichtransformation:

Uy = ey W = e TOpY
A'=A-Vfx); ¢ =0+0[(x). (3.28)

Die Ausdriicke fiir die Ubergangsamplituden kénnen weiter vereinfacht werden. Hierzu
benotigt man allerdings einen expliziten Ausdruck fiir den Ausgangszustand. Dieser ist
ein Eigenzustand des physikalischen Energieoperators und erfiillt Gl. (3.20), die allerdings
nicht exakt gelost werden kann. Diese Gleichung kann aber vereinfacht werden, indem
man den kleinen Parameter: das Verhéltnis der Geschwindigkeit v, = Z des gebundenen
Elektrons zur Lichtgeschwindigkeit ¢ verwendet, wobei Z die Ladungszahl des atomaren
Ions ist. Am einfachsten ldsst sich diese Naherung in der Eichung durchfiihren, in der der
Operator des kanonischen Impulses nicht wesentlich vom Operator des kinetischen Impulses
abweicht. Im nicht-relativistischen Grenzfall ist dies die Langeneichung, in der die beiden
Operatoren identisch sind. In der relativistischen Beschreibung hat die Goppert-Mayer-
Eichung diese Eigenschaft. Sie ist die relativistische Verallgemeinerung der Langeneichung
und ist anwendbar auf ebene Wellen.

Benutzt man nun die Goppert-Mayer-Eichung [21, &81]:

~ - k

p=-E-r; A= —c;(E - 1), (3.29)
zur Beschreibung des Prozesses mittels Gl. (3.20), erhilt man fiir die Wellenfunktion ®(x)
in dieser Eichung:

2 2

{%— [13— g(E-r)] —CQ}cbo(x) = 0. (3.30)
Im néchsten Schritt werden die unterschiedlichen Terme in Gl. (3.30) fiir ein Wasserstoff-
dhnliches Atom im moderat-relativistischen Parameterbereich mit einem relativistischen
Parameter £ = Ay/c* ~ 1 abgeschiitzt, wobei 4y die Amplitude des Vektorpotenzials ist.
Unter Vernachlissigung des Stark-Effekts auf den atomaren Grundzustand kann fiir seine
Energie g &~ ¢ — I, angenommen werden. Eine grobe Abschitzung fiir die Koordinaten ,
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KAPITEL 3. Eichinvariante relativistische SFA

z und Impulse p,, p. des gebundenen Elektrons in Laserpolarisations- bzw. propagations-
richtung, ergibt © ~ z ~ 1/Zca ~ 1/\/I_p und p, ~ p, ~ Zea ~ \/]_p. Eine Abschétzung
des Vektorpotenzials ergibt: A ~ Ex ~ {w/Za. Das Verhiltnis A/cp, ~ {w/I, ist von der
GroSenordnung 1073 fiir die Parameterwahl £ ~ 1, w =~ 1 eV und Z2 ~ 10. Es ist deshalb
gerechtfertigt den kinetischen Impuls durch den kanonischen anzunéhern. Préziser, fiir ein
Wasserstoff-dhnliches Atom wie z. B. B** mit einem Ionisationspotenzial von I, = 12.5
a.u., einem Laserfeld mit £ = 0.5 und einer suboptischen Kreisfrequenz w = 0.05 a.u.,
erhalten wir fiir die Terme in Gl. (3.30) folgende abgeschétzten Werte:

oWV/e*) ~1,/c* ~Tx107*
O(p*/c®) ~1,/* ~Tx107*
O2(Er)p./c*) ~ tw/c* ~107°
O((Er)?/c!) ~ 21, /* ~ 4 x 1077, (3.31)
Folglich, kann die Gleichung fiir die Grundzustandswellenfunktion in der Géppert-Mayer-

Eichung durch die nicht-relativistische Schrédinger-Gleichung fiir das Elektron im atoma-
ren Potenzial V' angenédhert werden:

{p*/2+V + 1} $o(x) = 0. (3.32)

Dies bedeutet nun aber, dass fiir die Grundzustandswellenfunktion die nicht-relativistische
Grundzustandswellenfunktion angegeben werden kann:

Dy(x) = ¢o(x) exp {—i(c* — L)t} Ve/y/2(c2 — 1) (3.33)

In jeder anderen Eichung wird die Wellenfunktion des Grundzustandes durch eine
Eichtransformation der Funktion ®y(x) erlangt.

Mit der gefundenen Néherung fiir den Grundzustand (4.7), kann nun die Ionisationsam-
plitude vereinfacht werden. Einsetzen in Gl. (3.24) liefert

M, = i/d4X\Ilg*(X) {(E-r)*/*—2(*—L,+V)E 1t/ —iwE -1/} Uy(x)
~ =2 / d*xW*(x) (E - 1) Uo(x), (3.34)

wobei die Striche Ableitungen nach der Laserphase bedeuten.
Analog hierzu ergibt sich fiir G1. (3.27):

M, = z'/_oo dr (V7 (T)|V?/c =2V (¢ = I,)Jc+ 2(E 1) V/c|Wo(T))

~ 2 / " (WY (1) [V (7)) (3.35)
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3.3 Der Klein-Gordon-Parameterbereich

Der letzte Ausdruck fiir die Amplitude kann nach einer Koordinatentransformation (¢,r) —
(n,r) auf die folgende Form gebracht werden
o c A(f) k

M, = —ilim dn' (p+ - —
n—oo | Epw c w

(ep + I, — ) [V]0) exp {—iS(p,n, 1)},

(3.36)

wobei S(p,n,n') = f;ﬁ dn (ép(n) — ¢ + I,) Jw die quasi-klassische Wirkung ist und die
Energie des Elektrons gegeben ist durch

Ep(n) = p + —— (p + A(n)) : M, (3.37)

k-p 2c c

Die Ionisationsamplituden in der eichinvarianten SFA (Glen (3.34) - (3.36))
unterscheiden sich von dem Standard-SFA-Ergebnis in der Geschwindigkeitsei-
chung durch einen zusiitzlichen Term A(n)/c im Argument des Matrixelements
<p + @ — Xlep+ 1, - A) |V 0>. Folglich ist das Verhéltnis des Faktors vor der
Exponentialfunktion zwischen eichinvarianter SFA und konventioneller SFA von der
GroBenordnung ~ p,/(ps + A) ~ \/U,/I, ~ 1/~. Dies folgt aus der geniiherten Sattel-
punktsbeziehung (Kapitel 4): (p, + /ul)2 = 2I,, wobei p, von der Grofenordnung \/Fp
ist, mit U, = </v12/202>, Kk = +/2L,. v = +/1,/2U, ist der Keldysh-Parameter. Letzterer
kann im relativistischen Parameterbereich fiir Tunnelionisationsprozesse klein sein. Der
Parameterbereich fiir ¢ und Z, in dem Tunnelionisation des Wasserstoff-dhnlichen Atoms
stattfindet, ist in Abb. 3.2 als schattierter Bereich dargestellt. Dieser Bereich wird durch
zwei Bedingungen definiert, die erste ist v < 1 und ist dquivalent zu:

¢ >1\/2L,)c. (3.38)

Die zweite gibt die obere Laserintensititsgrenze fiir die Existenz einer Potenzialbarriere
fiir das zu ionisierende Elektron an. Fiir noch hohere Intensitidten findet dann Over-the-
Barrier-Ionisation statt und die SFA ist nicht mehr anwendbar:

fe 2 (§)2, (3.39)

SragZ \ 2

wobei A die Laserwellenldnge und ap der klassische Radius des Elektrons ist.

Wie man sehen kann, ist es im relativistischen Parameterbereich tatsédchlich moglich
Tunnelionisation bei einem kleinen Keldysh-Parameter vorzufinden. Somit kann der Un-
terschied zwischen den Ergebnissen, berechnet in der eichinvarianten SFA und denen in
der konventionellen SFA in der Geschwindigkeitseichung, grofi werden.
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Abbildung 3.2: Darstellung des Parameterbereichs von £ und Z in dem unterschiedliche
Ionisationstypen des Wasserstoff-dhnlichen Atoms stattfinden. Die untere
diinne Kurve beschreibt die Bedingung v = 1. Tunnelionisation (TI) findet
fiir Parameter statt, die in der schattierten Region liegen (siche Gl. (3.38)
und Gl. (3.39)), wihrend Over-the-Barrier-Ionisation (OBI) fir Parameter
oberhalb der dicken Kurve vorliegt.

Um den Unterschied der Vorhersagen fiir die lonisationswahrscheinlichkeit beziiglich der
unterschiedlichen Versionen der SFA prézisieren zu konnen, haben wir die direkte Ionisati-
onswahrscheinlichkeit aus Gl. (3.36) numerisch unter Ausnutzung der Sattelpunktsmethode
(siche Anhang B) berechnet. Das atomare Potenzial in Gl. (3.36) wird durch Lewenstein’s
Short-Range-Potenzial ([17]) mit seinen Matrixelementen

3/2

K
VIOy=—:; Vyg=-—5—
(p|V|0) omp’ P9 dnZpg

R

(3.40)

dargestellt.

In Abb. (3.3) werden die lonisationswahrscheinlichkeiten, berechnet iiber die eichin-
variante SFA (Gl. (3.36)) bzw. iiber die konventionelle SFA in Geschwindigkeitseichung
(Gl. (3.36) mit dem freien atomaren Grundzustand als Ausgangszustand), verglichen. Der
Unterschied zwischen den beiden Emissionsraten betrédgt bis zu zwei Groflenordnungen.
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3.4 Der Dirac-Parameterbereich

log, o IMpl’ [arb. units] )

06 08 1 12 14

Elektronenenergie [k

Abbildung 3.3: Photoelektronenspektrum in einem linear polarisierten Laserfeld mit einer
Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u. und einer elektrischen Feldstirke von £ =
3.4 a.u. iiber log,,(|Mp|?) aus Gl. (3.36) in beliebigen Einheiten, mit einem
Endimpuls p = (ps, 0, p,) und einem Emissionswinkel 6 = arccos(p,/p) =
0.18 begziiglich der Laserpolarisationsrichtung. Das Modell-Potenzial wurde
an B*" angepasst. Die Ionisierungsenergie betrigt also I, = 12.5 a.u.. Die
Elektronenenergie ist in Vielfachen der ponderomotiven Energie U, skaliert.
Das Photoelektronen-Spektrum in grau wurde mit der konventionellen SFA
in der Geschwindigkeitseichung, das in schwarz mit der eichinvarianten SFA
berechnet.

3.4 Der Dirac-Parameterbereich

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die eichinvariante SFA auf den relativistischen
Parameterbereich, der durch die Dirac-Gleichung beschrieben wird:

iV = {co- (p+Afc)—d+V + B}, (3.41)

wobei ae und 3 die entsprechenden Dirac-Matrizen sind.

Analog zur Schrodinger-Gleichung und dem Klein-Gordon-Fall, verwenden wir den An-
satz von Gl. (3.7) mit den Floquet-Eigenzustianden ¥, (x) = exp(—ie,t)®,(x) des tota-
len Hamiltonian, deren Quasi-Energie ¢, und den periodischen Quasi-Energie-Zustinden

d,(x):
iV, ={ca - (p+Afc)— ¢+ V + [} T, (3.42)
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Der Grundzustand Wy (x) = exp(—igot)Po(x) mit Energie ¢ ist ein Eigenzustand des phy-
sikalischen Energieoperators:

{ca- (p+ Afc)+V + B} §p = £0Dp. (3.43)

Mittels der Orthonormalitit der Floquet-Eigenzustiande (®,,|®y) = 0%, erhalten wir fol-
genden Ausdruck fiir die Koeffizienten ¢, (t):

Cp = z/_ dt / dr0l (x) {(¢ + i0;) Bo(x)} e~ 0t (3.44)

In der SFA wird der exakte Eigenzustand des totalen Hamiltonians W,,(x) durch den Ei-
genzustand des Elektrons im Laserfeld, d.h. der relativistischen Volkov-Wellenfunktion
WY (x) [21] ersetat:

0,0y (x) = {ca- (p+Afc)— ¢+ B} V] (x). (3.45)
Wir erhalten fiir die Ionisationsamplitude im relativistischen Parameterbereich
M, = —i / WY (x) {(6 + i) Do)} e o, (3.46)

Der explizite Ausdruck fiir die Amplitude (3.46) kann dann erlangt werden, indem man
die Grundzustandswellenfunktion ermittelt. In der Goppert-Mayer-Eichung ergibt sich die
quadratische Dirac-Gleichung zu:

c? w

{—[50 VI {f) - E(E : r)} ~*-% -B+ia- E} Do(x) =0, (3.47)

wobei ¥ die Spin-Matrix [09] ist, E und B das elektrische bzw. magnetische Feld des La-
sers. Gl. (3.47) unterscheidet sich von der entsprechenden Klein-Gordon-Gleichung (3.30)
um die letzten zwei Terme der Spin-Wechselwirkung. Diese zwei Spin-Terme konnen mit {w
abgeschitzt werden. Folglich, ergibt sich fiir das Verhiltnis der Spin-Terme zu p*: &w/c?.
Sie kénnen deshalb ebenso vernachléssigt werden wie die anderen Terme, die proportional
zum Laserfeld sind (vgl. Gl. (3.31)). Hieraus folgt, dass die Wellenfunktion fiir den Aus-
gangszustand in der Goppert-Mayer-Eichung durch den 4-Spinor des Grundzustands des
freien Atoms ®(x) angenihert werden kann. Einsetzen dieser Wellenfunktion in Gl. (3.46)
liefert fiir die Ionisationsamplitude:

My = —i / d'xUYT(x)(E - r)¥o(x). (3.48)

Mittels einer partiellen Integration iiber die Zeit in Gl. (3.46) und unter Verwendung von
Gl. (3.45), erhélt man:

My = —i / d*x W1 (x)V ¥ (x). (3.49)

Die Gl.en (3.48) und (3.49) liefern somit eine eichinvariante Beschreibung des Ionisations-
prozesses in der SFA im voll-relativistischen Parameterbereich.
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3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Wahl der Eichung in der relativistischen SFA untersucht. Es
wurde also eine relativistische Ionisationsamplitude erforderlich, die mit der konventionel-
len nicht-relativistischen SFA in der Langeneichung konsistent ist. Dies legte den Gebrauch
der Goppert-Mayer-Eichung in der konventionellen relativistischen SFA nahe. Um nun jede
Eichung in der relativistischen SFA benutzen zu kénnen, haben wir die Standard-SFA mo-
difiziert und eine eichinvariante Version der relativistischen SFA entwickelt. Als Ausgangs-
zustand wurde hier der Eigenzustand des physikalischen Energieoperators des ungestorten
Atoms wéhrend der Wechselwirkung mit dem Laserfeld benutzt [82]. Ein Vergleich der ei-
chinvarianten SFA mit der konventionellen SFA in der Geschwindigkeitseichung, basierend
auf einer numerischen Berechnung der entsprechenden lonisationsspektren, ergab Unter-
schiede von bis zu zwei Gréfenordnungen im relativistischen Parameterbereich. Dagegen
ist die Diskrepanz im schwach-relativistischen und im nicht-relativistischen Bereich eher
von geringer Bedeutung. Der nicht-relativistische Limes der erhaltenen Ionisationsamplitu-
den stimmt mit den akzeptierten und numerisch belegten Amplituden der konventionellen
nicht-relativistischen SFA in der Langeneichung iiberein. Die hier ermittelten Amplituden
beschreiben den direkten Ionisationsprozess. Im néchsten Kapitel soll nun die Mo6glichkeit
der Rekollision des ionisierten Elektrons mit dem atomaren Kern in der modifizierten SFA
beriicksichtigt werden, und so ATI einschlieilich Riickstreuung sowie der HHG-Prozess
beschrieben werden.
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4 Above-Threshold-lonisation und
Erzeugung hoherer Harmonischer im
relativistischen Parameterbereich

In diesem Kapitel sollen sowohl die Above-Threshold-Ionisation und als auch die Erzeugung
héherer Harmonischer voll-relativistisch {iber die Klein-Gordon-Gleichung beschrieben wer-
den. Um die Prozessraten analytisch berechnen zu kénnen, wird die im vorherigen Kapitel
entwickelte eichinvariante SFA so erweitert, dass sie auch die Rekollision des ionisierten
Elektrons mit dem atomaren Rumpf beinhaltet. Es wird dann moglich sein die Energie-
sowie die Winkelverteilung der ATI-Elektronen bzw. der HHG-Photonen fiir lange treiben-
de Laserpulse anzugeben, den Giiltigkeitsbereich der schwach-relativistischen Beschreibung
zu bestimmen sowie die relativistischen Signaturen der Prozesse zu identifizieren. So wird
hauptséchlich das im Gegensatz zum nicht-relativistischen Parameterbereich nun nicht-
zuvernachlassigende Lasermagnetfeld die Prozesse verdndern, indem es dem Elektron im
Kontinuum iiber die Lorentz-Kraft einen Drift in Laserpropagationsrichtung induziert und
so seine Riickkehrwahrscheinlichkeit wesentlich verringert (siehe Abb. 4.1).

4.1 Above-Threshold-lonisation

4.1.1 ATI in der SFA basierend auf der Klein-Gordon-Gleichung

Wir betrachten wieder den lonisationsprozess eines atomaren Systems durch ein linear
polarisiertes Laserfeld mit Polarisation in x-, magnetischem Feld in y- und Propagation
in z-Richtung fiir den relativistischen Parameterbereich. Weiterhin wird die Single-Active-
Electron-Approximation [39] angewendet. Spin-Effekte spielen bei den betrachteten Ionisa-
tionsprozessen eine sehr kleine Rolle, sogar im stark-relativistischen Parameterbereich, wie
z. B. in Ref. [383] gezeigt wurde. Wir kénnen uns deshalb auf die Klein-Gordon-Gleichung
(vgl. Kap. 3) beschranken um den ATI-Prozess im relativistischen Parameterbereich zu
beschreiben. Zur Vollstandigkeit wird sie hier noch einmal angegeben:

{(i8“+A“/c—g“0V/c)2—CQ}W(X) =0, (4.1)
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Abbildung 4.1: Schematisches Bild des lonisationsprozesses eines atomaren Systems in ei-
nem Laserfeld mit anschlieBender Riickstreuung im Falle von ATT bzw. Re-
kombination im Falle von HHG. E und k sind die Vektoren in Polarisations-
bzw. Propagationsrichtung des Laserfeldes. Das Elektron driftet auf Grund
der Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes in k-Richtung und muss deshalb
mit einem gegenldufigen Anfangsimpuls starten.

wobei W(x) die Wellenfunktion des aktiven Elektrons ist, A* = (0, A(n)) das Vektorpoten-
zial des Laserfeldes in der Strahlungseichung (d.h. 9,A* = 0), ¢ die Lichtgeschwindigkeit,
x = (ct,z,y, z) die Raum-Zeit-Koordinaten, n = k*z, = k - x die Phase des Laserfeldes,
k* = (w/e,0,0, k) sein Wellenvektor, w = ck seine Kreisfrequenz und ¢g"* der metrische
Tensor.

Gl. (4.1) kann in die Form gebracht werden:

(8”8# + 62) U(x) = (VL + Va)¥(x) (4.2)
mit dem Elektron-lTon-Wechselwirkungsoperator
V= —2iV/c0, + V?/c? (4.3)
und dem Elektron-Laserfeld-Wechselwirkungsoperator

Vi = 2iA(n) - V/c— A(n)? /. (4.4)

Die Amplitude My, dass der ATI-Prozess zu einem Elektron mit Impuls p fiihrt, ist gegeben
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4.1 Above-Threshold-lonisation

durch:

M, = lim (¥} 0), (4.5)
wobei \II{;(X) die Kontinuumszusténde der Klein-Gordon-Gleichung im atomaren Potenzi-
al mit asymptotischen Impuls p (fiir ¢ — o0) sind. Das Klein-Gordon-Skalarprodukt ist
definiert durch (f, g) = [ d®rf*(x) <i<5>ct - 2V/c> g(x) [84].

Die Lippmann-Schwinger Gleichung beziiglich der Elektronen-Laserfeld-Wechselwirkung
Vp, fiir die Wellenfunktion W(x) ist gegeben durch

U(x) = o(x) + /d4x'G(X,X’)VL(X’)<I>(X'). (4.6)

U(x) erfiillt die Randbedingung lim; . o, ¥ = &, wobei ® der Ausgangszustand des Atoms
ist. Er ist ein Eigenzustand des Energieoperators in der Strahlungseichung (siehe Ref. [82]
und Kap. 3) und kann angendhert werden durch

¢o(r)y/c

x) = 2(c2 -1,

exp{—i((¢® = L)t +r-AJc)} (4.7)
mit der nicht-relativistischen Grundzustandswellenfunktion ¢.

Die Benutzung der nicht-relativistischen Wellenfunktion fiir den gebundenen Zustand
ist aus folgendem Grund gerechtfertigt. Die Freisetzung des Elektrons ins Kontinuum fin-
det mittels Tunnelionisation statt. Dies legt aber nun fiir eine vorgegebene Laserintensitét
(wir betrachten maximal I = 10 W/cm?) eine untere Grenze fiir das Ionisationspo-
tenzial des gebundenen Elektrons fest, da sonst Over-the-Barrier-Ionsation dominieren
wiirde [83], [85]. Der Ausgangszustand wére dann sehr schnell entvilkert und eine Vor-
aussetzung zur Anwendung der SFA verletzt. Fiir die untere Grenze gilt:

5o\ 1/3
mwp(%) . (4.8)

Andererseits sollte das lonisationspotenzial nicht wesentlich gréfier als dieser Grenzwert
sein, da die Ionisationswahrscheinlichkeit sonst sehr klein wird und der ATI-Prozess stark
unterdriickt wére. Somit folgt fiir die oben angegebene maximale Laserintensitét ein lo-
nisationspotenzial von der GréBenordnung von I, &~ 2 keV< ¢?. Dies zeigt klar, dass die
Dynamik des gebundenen Elektrons nicht-relativistisch ist. Eine prézisere Bedingung fiir
den nicht-relativistischen Tunnelionisationsprozess ist in Gl. (23) in Ref. [36] gegeben. Dort
wird das Verhaltnis von nicht-relativistischer zu relativistischer Tunnelwahrscheinlichkeit
abgeschétzt durch:

wyr/wr = exp{—((Z/c)/36)\/ Isu/T} (4.9)
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mit der Intensitit des Schwinger-Feldes I, = 2.3 x 10* W/cm?, der Ladung des
Wasserstoff-dhnlichen Tons Z und I, = ¢*(1 — y/1 — (Z«)?). Diese Formel zeigt, dass fiir
eine Laserfeldintensitit von 10%° W /cm?, relativistische Effekte in der Tunneldynamik erst
an Bedeutung gewinnen, wenn Za < 0.15 gilt, was einem lonisationspotenzial von mehr

als 5 keV entspricht (vgl. Abb. 1 in [37]).

G(x,x’) in Gl (4.6) ist die Green-Funktion der Klein-Gordon-Gl. (4.1) fiir positive Ener-
gien. Sie erfiillt ebenfalls die Lippmann-Schwinger-Gleichung, hier angegeben beziiglich der
Elektron-Ion-Wechselwirkung:

G(x,x) = GY(x,x) + /d4X"G(X, KXW (x"GY (X", x') (4.10)

mit der Volkov-Green-Funktion der Klein-Gordon-Gleichung im Laserfeld GV (x,x') gege-
ben in Ref. [24]:

GV(x,xX) = —Z'Q(t—t’)/%;(;)gexp [—iq- (x —x')
[ (A Ay )

dem Energie-Impuls-Vektor q = (g4/¢,q) und ¢4 = /c2q? + ¢*. Einsetzen von Gl. (4.10)
in Gl (4.6) fiihrt auf

U(x) = q)(X)—|—/d4X/Gv<X,Xl)VL(X/)(I)<XI)
/d4 ’/d4 LG WG (VOB Y, (412)

was immer noch eine exakte Beziehung darstellt. Die Benutzung der SFA impliziert, dass

der Einfluss des atomaren Potenzials auf das ionisierte Elektron klein im Vergleich zu
dem des Laserfeldes ist. Damit ldsst sich das atomare Potenzial in den Endzusténden ver-
nachlissigen und die Ersetzung G' — GV durchfiihren. Physikalisch bedeutet dies, dass das
ionisierte Elektron einmal noch zum Kern zuriickkehren kann und mit ihm wechselwirkt.

Es folgt dann fiir die ATI-Amplitude:
M, = —i / d'x' U (X) VL (x)D(x')

—i/d4x'/d4x"{\I/g(xl)*VA(X’)GV(X',X")VL(X”)@(X")}, (4.13)

wobei \11‘; (x) der Klein-Gordon-Volkov-Zustand ist, der das Elektron im Laserfeld in der
Strahlungseichung beschreibt:

vy e . . (P + A(7)/2¢) - A(7]) /e
mp(x)_mexp[—zp.xﬂ/n dij = ] (4.14)
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4.1 Above-Threshold-lonisation

Der Volkov-Zustand geht nach Abschalten des Laserfeldes fiir ¢ — oo in eine ebene Welle
mit Impuls p iiber. Der erste Term in Gl. (4.13) beschreibt die direkte lonisation in der SFA,
der zweite beinhaltet die zusétzliche Riickstreuung am atomaren Rumpf. Analog zum nicht-
relativistischen Vorgehen [15] kénnen wir die Identitét Vi, = —0,0" + Vi, + 0,0t —Va+ V4
benutzen und erhalten dann fiir die Amplitude

M, = —i/d4X/\Ifg(X/)*VA(X/)(I)(X/)
—i/d4X//d4XH{\IJK(X/)*VA(X/)GV(X/,X//)VA(XH)(I)(X”)}. (4.15)

Nun wenden wir die Koordinatentransformation (ct’, r') — (', r') und (c¢t”, r”") — (", ")
mit " = k#z, und 1" = k*x; an. Nehmen wir weiterhin an, dass die Laserwellenlinge
wesentlich grofler ist als die rdumliche Ausdehnung des Wellenpakets des ionisierten Elek-
trons [24], kann die ATI-Amplitude weiter umgeschrieben werden:

M, = —i/ dn' m(p,n’) exp[i(&?p—l—Uy)+Ip—c2)7]’/w]
= ggo{ —i/ di m” (p, 1) exp (—i S(p,n,7'))
00 n
—i/ dn’/ dn”/d3qu(p,q, n',n")exp (=i(S(p,n,n") + S(a,7',1"))) }
(4.16)

mit Uér) = U,/k - p und dem Matrixelement in der SFA

mPwn) = tor B e 1, - Vi (4.17)

und dem Matrixelement fiir die Riickstreuung

b

= / A /
m(p.arf.) = -5 Prjviq - “igq + AU

T - L—) V|0
W2\/%5q c w(€q+ p C>| | >7

(4.18)

wobei (p|V]q) und (p|V]0) die Matrixelemente des atomaren Potenzials sind. S(p,n,n’) =
f,g di (€p() — ¢ + I,) Jw ist die quasi-klassische Wirkung. Die relativistische Energie des
Elektrons im Laserfeld ist gegeben durch:

(1) = ep + k“’—p (p+ A(n)/2c) - A(n)/c. (4.19)

Weiterhin wird angenommen, dass der ATI-Prozess getrieben von einem langem La-
serpuls periodisch ist und deshalb ein diskretes Spektrum liefert. Der Integrand m(p,7’)
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in dem Ausdruck fiir die Amplitude in Gl. (4.16) ist somit periodisch und kann in eine
Fourier-Reihe entwickelt werden. Die differentielle Tonisationsrate, die Wahrscheinlichkeit
der Emission eines Elektrons pro Zeiteinheit in den Bereich des Zustandsraumes d*p am
Ort p, ist durch folgenden Ausdruck gegeben [67]:

= 271'2 |, (p d(ep + U, ") 4 I, — ¢ — nw)d®p. (4.20)

Dies liefert das Winkel aufgeloste Photoelektronenspektrum:

dwp

22 27rw21% I |2 (4.21)

mit dem differentiellen Raumwinkel d€2 und
: 1 T )
mp = lim —{/ dn'm®(p,n') exp (=i S(p,n, 7))

[ [y [ @am@and o exp (<i(SEo ) + St ) }
(4.22)

4.1.2 Im adiabatischen Parameterbereich

Im adiabatischen Parameterbereich (U, > I, > w) kann das eindimensionale Integral
im ersten Term von Gl. (4.16) sowie das fiinfdimensionale Integral im zweiten Term
mittels der Sattelpunktsmethode ausgefithrt werden. Die Sattelpunktsbedingungen sind
Oy S(p,n,1n') =0bzw. 0, (S(q,7,7") + S(p,n,7')) = 0 mit e {q,n’,n"}. Die Sattelpunkte
fiir die direkte Ionisation sind dann definiert iiber:

&) = & —1, (4.23)

wobei p der Driftimpuls des ionisierten Elektrons und 7’ die Ionisationsphase ist. Fiir den
Fall mit Riickstreuung erhalten wir:

o diAG) /e

n—n"
@ = 0
i Tt
&) = (i)
ga(") = 02_[177

(4.24)
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4.1 Above-Threshold-lonisation

wobel q = q(7,7") = (G, Gy, G.) der Driftimpuls des ionisierten Elektrons vor der
Riickstreuung ist, ¢, = — f;ﬁ: dnA(7)?/(i — 7"), und 7”,7/ die Ionisations- bzw.
Riickstreuphasen sind. Benutzt man nun die Losungen der Gl.en (4.23-4.24), kann die
Impulsamplitude berechnet werden:

1 21 D . . A,
mp T oo hm Z {\/67]/,77/»9(1)’ TI: ﬁ/) " (p’ ! ) P <_Z S(p7 T ))

N (2mi)>
det (az]S(a7 77,7 77”) + 81]S<p7 n, ﬁ,))
x m"(p,q, 17, 7") exp [—i (S(q,7,7") + S(p,n,7))]} , (4.25)

wobei SP die Menge der Sattelpunkte bezeichnet iiber die summiert wird. In der Be-
rechnung der Matrixelemente in den Gl.en (4.17) und (4.18) nehmen wir an, dass V ein
Zero-Range-Potenzial [88] ist:

V= 2%5(1“)&4“ (4.26)

mit seiner Grundzustandswellenfunktion im Impulsraum

. VE/T

= v 4.27
d(p) = X0 (1.27)
seinen Matrixelementen
Jr
Vo) = ——
plviny = -~
(p|V]a) = 1/4n*x (4.28)

und kK = \/m. Die Annahme, dass das Coulomb-Potenzial durch dieses Zero-Range-
Potenzial approximiert wird, stellt keine schwerwiegende Naherung dar. Es lasst sich zeigen,
dass die ermittelten Ionisations-Amplituden durch einen einfachen Faktor korrigiert und
so in Ubereinstimmung mit den numerischen Resultaten, die auf einem Coulomb-Potenzial
basieren, gebracht werden koénnen [39, 20]. Weiterhin kann die Beschreibung des Rekol-
lisionsprozesses verbessert werden, indem man das zuriickkehrende Elektron nicht durch
ebene Wellen im Raum, sondern durch Coulomb-Wellen beschreibt [20].

Unter Benutzung der physikalisch relevanten Sattelpunkte [15], kann dann die Amplitude
my, des ATI-Prozesses berechnet werden.

4.1.3 Niederenergiespektren und Winkelverteilungen bei ATI

In diesem Abschnitt werden die Photoelektronenenergiespektren und ihre Winkelverteilun-
gen im relativistischen Parameterbereich untersucht.
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Abbildung 4.2: Niederenergie-Photoelektronenspektrum in Polarisationsrichtung des La-
sers mit einer Intensitiit von I = 1.8 x 107 W/cm? (entspricht einer elek-
trischen Feldstérke von 2.2 a.u.) und einer Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u.
mittels log,,(dwp/dSY) aus Gl. (4.21). Das Modell-Potenzial ist an Be*™ mit
einer Jonisierungsenergie von [, = 8 a.u. angepasst. Die Elektronenenergie
ist in Vielfachen von U, skaliert: (grau) in der Dipolndherung, (blau) mit
fithrenden Magnetfeld- und relativistischen Korrekturen (siehe Ref. [58]
und Kap. 2), (rot) Klein-Gordon-Gleichung.

Im nicht-relativistischen Fall besteht das Photoelektronenenergiespektrum aus einem
stark abfallenden Niederenergie-Teil bis ca. 2U,, ausgelost durch direkt-ionisierte Elek-
tronen und einer langen Plateau-Region mit charakteristischem Cutoff bei einer Energie
von ca. 10U, hervorgerufen durch riickgestreute Elektronen [15]. Im relativistischen Fall
werden mehrere Anderungen auftreten.

Das Hauptinteresse wird auf den speziellen Eigenschaften des Riickstreuprozesses im
relativistischen Parameterbereich liegen. Um nicht-verschwindende Riickstreuraten erzielen
zu konnen, wihlen wir moderat-relativistische Parameter, in Zahlen: eine Laserintensitét
von I = 1.8 x 10'" W/cm? und eine Kreisfrequenz von 0.05 a.u., was einer Wellenliinge
von 911 nm entspricht. In der Tat ist hiermit der relativistische Parameter des Laserfeldes
kleiner als eins: £ = Ey/cw = 0.33. Wir verwenden einen langen Puls mit einem elektrischen
Feld der Form E(n) = e, Ey(n) sinn, dass adiabatisch an- und abgeschaltet wird. Weiterhin
wird angenommen, dass der ATI-Prozess durch Tunnelionisation initiiert wird und die
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4.1 Above-Threshold-lonisation

Tonisationsenergie nur wenig iiber dem Wert (Gl. (4.8)) liegt, der die Grenze zwischen
Tunnelionisation und Over-the-Barrier-lonisation festlegt. Damit ist eine ausreichend hohe
Ionisationswahrscheinlichkeit gesichert.

Zu Beginn wollen wir einige Eigenschaften des direkten lonisationsprozesses bespre-
chen, indem das Niederenergiespektrum und die Winkelverteilung der ionisierten Elek-
tronen berechnet wird. Die voll-relativistischen Resultate mittels der Klein-Gordon-
Gleichung. werden mit den Ergebnissen der schwach-relativistischen Theorie basierend auf
der Schrodinger-Gleichung inklusive Magnetfeld- und relativistischen Korrekturen [58] ver-
glichen, um so den Giiltigkeitsbereich dieser Néherung zu quantifizieren.

Abb. 4.2 zeigt den Niederenergie-Teil des Spektrums fiir Elektronen, die in Laserpola-
risationsrichtung ionisiert werden. Die Berechnung iiber die Klein-Gordon-Gleichung wird
verglichen mit den Resultaten in der Dipoln&dherung sowie mit der schwach-relativistischen
Theorie. Wie man sehen kann, fallt die relativistische Ionisationsrate schneller ab und das
Plateau beginnt bei niedrigeren Energien. Der Grund hierfiir ist der durch die Lorentz-
Kraft hervorgerufene Drift der ionisierten Elektronen in Laserpropagationsrichtung, der
die Emission in Laserpolarisationsrichtung im relativistischen Parameterbereich stark re-
duziert. Weiterhin gibt die schwach-relativistische Theorie das Spektrum korrekt wieder,
da das Verhiltnis zwischen Elektronengeschwindigkeit und Lichtgeschwindigkeit im be-
trachteten Bereich immer noch gering ist.
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Abbildung 4.3: Spektrum der direkt ionisierten Elektronen in Abhéngigkeit von ihrer En-
denergie, skaliert in Vielfachen von U, und dem Emissionswinkel ¢, ¢ = 0,
tiber log,o(dwp/dSY) in Gl. (4.21). Die Parameter des Laserfeldes sowie die
des atomaren Systems sind identisch mit denen in Abb. 4.2. (a) in der
Dipolnéherung, (b) Klein-Gordon-Gleichung.

In Abb. 4.3 ist das Energie und Winkel aufgeloste Spektrum fiir direkt ionisierte Elektro-
nen im moderat-relativistischen Parameter-Bereich dargestellt. In der nicht-relativistischen
Beschreibung ist das Spektrum symmetrisch beziiglich des Emissionswinkels. Emission fin-
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KAPITEL 4. ATI und HHG im relativistischen Parameterbereich

det hauptséchlich in Laserpolarisationsrichtung mit kleinen Endenergien statt. Benutzt
man die korrekte relativistische Beschreibung des Ionisationsprozesses wird die Verteilung
in Laserpropagationsrichtung verschoben und asymmetrisch. Jedoch verdndert sich weder
die Breite der Energie- noch die der Winkelverteilung. Dies ist richtig, solange die Impuls-
verbreiterung auf Grund des Laserfeldes nicht-relativistisch ist: opg = /3w/7? < ¢ [90].
Im Tunnelbereich (an der Grenze zur Over-the-Barrier-lonisation, definiert durch Gl. (4.8))
ist dies erst fiir hohe Intensitdten mit & > 3 nicht mehr der Fall.

Weiterhin ist der Drift des ionisierten Elektrons in Laserpropagationsrichtung fiir hohere
Energien grofier als erwartet (vgl. [91]).

05 1 15
Elektronenenergie [}

Abbildung 4.4: Niederenergie-Photoelektronenspektrum iiber log,,(w.) aus Gl. (4.29), in-
tegriert iiber alle Emissionswinkel. Die Parameter des Laserfeldes sowie
die des atomaren Systems sind mit denen in Abb. 4.2 identisch. Die Elek-
tronenenergie ist in Vielfachen von U, skaliert: (grau) in der Dipolnéhe-
rung, (blau) mit den fithrenden magnetischen und relativistischen Korrek-
turen [58], (rot) Klein-Gordon-Gleichung.

Die Emissionsrate integriert iiber alle Richtungen beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
das Atom ein Elektron mit vorgegebener Endenergie € pro Zeiteinheit emittiert:

dwp
= [ ERyn. 4.29
w / a (1.20)

Das Niederenergie-Elektronenspektrum integriert iiber alle Emissionswinkel wird in
Abb. 4.4 gezeigt. Wie man sieht sind die totalen Emissionsraten eines Elektrons mit be-
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4.1 Above-Threshold-lonisation

stimmter Energie in den unterschiedlichen Naherungen, solange die direkte Ionisation do-
miniert, nahezu gleich. Dies liegt an der immer noch nicht-relativistischen Dynamik des
gebundenen Elektrons (vgl. Gl. (4.9) und die folgende Diskussion). Nur die darauffolgende
Wirkung des Laserfeldes auf das Elektron unterscheidet sich in den verschiedenen Theorien
und fithrt zu Unterschieden in den Winkelverteilungen. Die totale Rate beziiglich der direk-
ten Ionisation bleibt allerdings in allen drei Féllen unveréndert. Die Diskrepanz zwischen
den Ergebnissen in der Dipolndherung und den relativistischen Beschreibungen bei hoheren
Energien ist auf die Riickstreuung zuriickzufiihren, die im néchsten Abschnitt ausfiihrlich
behandelt wird.

4.1.4 Hochenergiespektren und Winkelverteilungen bei ATI

Die Unterschiede zwischen der relativistischen und der nicht-relativistischen (Dipolnéhe-
rung) Beschreibung des Prozesses treten deutlicher hervor, wenn die Riickstreuung eine
Rolle spielt.

Abb. 4.5 stellt den Hochenergie-Bereich des Spektrums fiir Elektronen, die in Richtung
der maximalen Cutoff-Energie emittiert werden, dar. Folgende charakteristischen Eigen-
schaften der Spektren sollen herausgestellt werden:

1) Die Verringerung der Plateauhohe in der relativistischen Beschreibung: Da das
Elektron in Richtung der Propagation des Lasers driftet, muss es mit einer nicht-
verschwindenden negativen Geschwindigkeit in dieser Richtung starten. Die Tunnelwahr-
scheinlichkeit mit nicht-verschwindender Geschwindigkeit ist jetzt aber weniger wahr-
scheinlich und somit auch die Wahrscheinlichkeit der Riickstreuung verglichen zum nicht-
relativistischen Fall. Fiir das numerische Beispiel in Abb. 4.5 ist die Wahrscheinlichkeit
um drei Groflenordnungen fiir niedrige Endenergien und bis zu zehn Gréflenordnungen fiir
hohe Energien vermindert im Vergleich zum Fall, wenn das Elektron mit Geschwindigkeit
Null startet.

2) Das stark-oszillierende Spektrum in der Dipolndherung, hervorgerufen durch die Inter-
ferenz von mindestens zwei quasi-klassischen Bahnen des ionisierten Elektrons, verschwin-
det im relativistischen Fall. Der Grund hierfiir ist, dass zeitlich lingere Bahnen wegen der
Verbreiterung des Wellenpakets und wegen dem relativistischen Drift an Bedeutung verlie-
ren. Letzteres kann wie folgt erklart werden. Fiir lange Bahnen ist die Zeitspanne in der das
Lasermagnetfeld auf das ionisierte Elektron wirkt, grofer als fiir kurze Bahnen. Hieraus
resultiert ein groferer Drift fiir lange Bahnen als fiir die kurze Bahn. Somit wird eine
groffere Anfangsgeschwindigkeit notwendig, was dann zu einer geringeren Ionisationswahr-
scheinlichkeit fithrt. Aus dem selben Grund verschwindet auch die Multi-Plateau-Struktur
fiir relativistische Laserintensitdten und nur der Sattelpunkt mit der kiirzesten Zeitspanne
zwischen lonisation und Riickstreuung ist verantwortlich fiir das Spektrum.

3) Das Plateau ist nicht mehr flach, sondern gekriimmt. Die Kriimmung wéchst mit
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Abbildung 4.5: Photoelektronenspektrum iiber log,(dwy/dS?) in Gl. (4.21), fiir Elektronen
mit Endimpuls in Richtung der maximalen Cutoff-Energie. Die Elektronen-
Energie ist in Vielfachen von U, skaliert: (grau) in der Dipolndherung,
(schwarz) mit fithrenden Magnetfeld-Korrekturen, (rot) Klein-Gordon-
Gleichung, (blau) mit fithrenden Magnetfeld- und relativistischen Korrek-
turen [58].

steigender Laserintensitit, da sich die riickgestreuten Elektronen mit hoherer Energie im
Durchschnitt mit hoherer Geschwindigkeit bewegen, damit eine gréflere Lorentz-Kraft er-
fahren und somit mit geringerer Wahrscheinlichkeit rekombinieren.

4) Die Cutoff-Energie ist hin zu héheren Energien verschoben. Wahrend die zuvor bespro-
chenen Verdnderungen des ATI-Prozesses hauptséichlich auf das Lasermagnetfeld zuriick-
zufithren sind, wird diese Eigenschaft des Spektrums auch vom relativistischen Massen-
schift beeinflusst. Man sieht dies deutlich am Spektrum, dass nur die fithrende Korrektur
im Magnetfeld beinhaltet (vgl. ebenso Kap. 4.1.6).

Das Spektrum, dass nur Magnetfeld- und relativistische Korrekturen beriicksichtigt ist
sowohl qualitativ als auch quantitativ korrekt bis zu Energien von 7U, (entspricht 87.5
keV im betrachteten Fall mit U, = 12.5 keV), dquvivalent zu Laserintensitéten von
10'" W/cm? bei suboptischen Frequenzen. Korrekturen hoherer Ordnung im Laserma-
gnetfeld und in der relativistischen Massenverschiebung werden besonders wichtig in der
Cutoftf-Region des Spektrums. Sie sind verantwortlich fiir die Erhéhung der Emissionsrate
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4.1 Above-Threshold-lonisation

und die Verringerung der Cutoff-Energie. Die Rolle der relativistischen Effekte im Ionisa-
tionsprozess mit starken Feldern kann durch folgende Parameter [18, 58] charakterisiert
werden: 0} = (E,/E)p%/2I, = \/21,c6*/w/16 und 1, = &2, wobei p.o der kinetische
Startimpuls des ionisierten Elektrons ist, der die Riickstreuung erméglicht (siehe auch Ab-
schnitt 2.1 mit 74 in einer anderen Darstellung). F, und E sind die elektrischen Feldstérken
im atomaren System bzw. des Lasers. Der Parameter 7, beschreibt den Einfluss des Drifts,
der durch das magnetische Feld induziert wird im Verhéltnis zur Ausdehnung des Wel-
lenpakets des aktiven Elektrons. Im betrachteten moderat-relativistischen Bereich (mit
einer Kreisfrequenz des Lasers von w = 0.05 a.u., einer Laserintensitit von 10! W /cm?,
¢ = 0.33, und einer atomaren lonisationsenergie von 8 a.u.) mit 1y ~ 2.5, bedeutet dies,
dass der lonisationsprozess mit anschlieender Riickstreuung stark unterdriickt ist. Die
schwach-relativistische Theorie mit Magnetfeld-Korrekturen beinhaltet den Drift-Effekt
und beschreibt den Prozess zufriedenstellend (vgl. Abb. 4.5). Der Parameter £? beschreibt
den Einfluss der relativistischen Massenverschiebung sowie des Lasermagnetfeldes auf den
Energiegewinn des Elektrons. Im betrachteten Regime ist £2 ~ 0.1 ziemlich klein. Deshalb
ist die schwach-relativistische Theorie mit fithrenden relativistischen Massenkorrekturen
korrekt fiir Laserintensitéiten bis zu 10'" W/cm?. Fiir hohere Intensitditen mit £ > 0.1
werden Korrekturen héherer Ordnung beziiglich des Magnetfeldes und der relativistischen
Massenverschiebung wichtiger und sind verantwortlich fiir den Abfall der Cutoff-Energie
und den Anstieg der Emissionsrate bei hohen Energien des ionisierten Elektrons.

Relativistische Merkmale konnen auch in der Winkelverteilung der riickgestreuten Elek-
tronen identifiziert werden. Es ist zu erwarten, dass der relativistische Drift die Winkelver-
teilung in Propagationsrichtung des Lasers verschiebt. Tatséchlich deuten die klassischen
relativistischen Bewegungsgleichungen das qualitative Verhalten der Winkelverteilung der
riickgestreuten Elektronen an. Die Energie und Impulse des Elektrons nach der Riickstreu-
ung zum Zeitpunkt 7 sind dann (vgl. z.B. [92]):

pe = Am)/c— Alno)/c+ pao
[A(n)/c = Alno) /¢ + pao]” — P2y

P = 2N + D20
A —A 2 p?
c — C[ (n)/c (7702)1<6 + pl’o] paf,‘o + 507 (430)

wobei €g, po die Energien und Impulse des Elektrons unmittelbar nach der Riickstreuung
sind und A = A(py, p.) = €p/c — p. gilt. Fiir die Endenergien und -impulse des Elektrons
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Abbildung 4.6: Polare Abbildungen der Winkelverteilungen fiir Elektronen mit Endener-
gien von 9U,, (a) mit einer Laserintensitdt von 7 x 10'® W/cm?, einer
Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u (entspricht U, = 200 a.u.) und einem Ioni-
sationspotenzial von [, = 4 a.u., (b) und (c¢) mit denselben Parametern wie
in Abb. 4.2: (grau) in der Dipolndherung, (blau) mit Magnetfeld- und re-
lativistischen Korrekturen, (rot) Klein-Gordon-Gleichung. # = 0 entspricht
der Emission in die Polarisationsrichtung des Lasers.

ergibt sich:

Pz = Pzo — A(UO)/C
[peo = Almo) /" =iy

P = A 20
0 A 2 — p?
£ = c[p 0 O;OK/C] Pao £0- (4.31)

Der maximale Riickstreuwinkel lsst sich fiir eine bestimmte Endenergie € = €U, = ec*¢? /4
wie folgt abschétzen. Er wird maximal zu einer festgelegten Endenergie sein, wenn das riick-
gestreute Elektron eine maximale Energie ¢y ~ 3U, = 3¢?¢*/4 hat. Das Feld ist minimal
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4.1 Above-Threshold-lonisation

zum Zeitpunkt der Riickstreuung, d.h. A(n) = —&c?. Damit erhalten wir:

Pz = DPzo + fC
6 - 3 2
P, = Tf ¢+ p.o. (4.32)

Der maximale Riickstreuwinkel beziiglich der Polarisationsrichtung des Laser ist durch
folgende Gleichung bestimmt:

e—3 . _£6—1+6(e—3)§2/4
cosf + 1 fsm@—\/E W= (4.33)

Im nicht-relativistischen Fall (Dipolndherung) mit & — 0, gibt es zwei symmetrische
Losungen von Gl. (4.33): = £60,, die zwei moglichen Werten fiir p, entsprechen (wei-
terhin ist die Winkelverteilung symmetrisch beziiglich der Propagationsrichtung, wie die
Pr — —Da, A(no) — —A(no) Transformation zeigt). Aus Gl. (4.33) im relativistischen
Fall folgt dann § = +6,; + 0, d.h. der maximale Riickstreu-Emissionswinkel ist in La-
serpropagationsrichtung verschoben (siehe auch Kap. 4.1.6). Im schwach-relativistischen
Parameterbereich mit £ < 1, gilt 0 ~ (e — 3)¢/4.

Abb. 4.6 zeigt das Winkelspektrum der emittierten Elektronen mit einer Endener-
gie von 9U, in Polarkoordinaten. Die Berechnungen sind in der Dipolndherung, inklu-
sive Magnetfeld- und relativistischen Korrekturen bzw. basierend auf der Klein-Gordon-
Gleichung fiir einen relativistischen Feldstédrkeparameter von & = 0.21 bzw. & = 0.33,
durchgefiihrt worden. Auf Grund der linearen Skalierung der Achsen wird der grofie Unter-
schied zwischen den Emissionsraten deutlich. Dieser ist fiir hohere Intensitédten natiirlich
groffer. Weiterhin erkennt man den Drift des Elektrons in Laserpropagationsrichtung. Au-
Berdem werden die charakteristischen Seitenbénder, die durch die Ratenerh6hung an der
Cutoff-Energie entstehen, in Laserpropagationsrichtung verschoben und verschwinden fiir
das stéarkere Feld. Das Spektrum mit den Korrekturtermen ist wiederum qualitativ richtig,
allerdings nicht quantitativ.

4.1.5 Das Plateau

Im Folgenden soll die Plateauhohe im relativistischen Parameterbereich abgeschétzt wer-
den. Die Prozessamplitude der Gl. (4.25) héngt im Wesentlichen von der komplexen Bahn
des riickgestreuten Elektrons ab. Letztere wird durch die Gl.en (4.24), die die Ionisations-
bzw. Riickstreuphasen 7", 77/ und den Driftimpuls q = q(77/, ") der riickgestreuten Elek-
tronen bestimmen, beschrieben. Diese Gleichungen haben komplexe Losungen, die mittels
der Theorie der komplexen Bahnen erklért werden konnen [16]. Der Realteil korrespon-
diert mit der klassischen Zeit, widhrend der Imaginérteil mit der Wahrscheinlichkeit der
Elektronenbahn verbunden ist. Der Imaginérteil der Ionisationsphase bestimmt dann al-
so die Wahrscheinlichkeit des Prozesses und folglich auch die Plateauhche. Mittels einer
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storungstheoretischen Losung der Sattelpunktsgleichungen (4.24) beziiglich des Tonisati-
onspotenzials und des kinetischen Impulses (das bedeutet: [,/c* < 1 und g.o/c < 1 mit
G-0(n) = ¢. + (G A(n)/c+ A(n)?/2¢*) /A(Gy, G.)) kann die Tonisationsphase abgeschiitzt wer-
den. Die Sattelpunktsgleichungen nullter Ordnung représentieren die klassischen relativi-
stischen Bedingungen fiir die Riickkehr des Elektrons zum atomaren Rumpf: Das Elektron
startet zur Phase n{ mit nicht-verschwindender Geschwindigkeit entgegen der Laserpropa-
gationsrichtung und kehrt zur Phase n) zum atomaren Rumpf zuriick, wobei q° = q(nj, 7))
der relativistische Driftimpuls ist:

S0) = Eal)
QL+ AW e = 0.
(4.34)

Die Losung der Gl. (4.34) (n),n;) ist real. Wahrend die Korrektur erster Ordnung
der Riickstreuphase real bleibt, wird diejenige der Ionisationsphase komplex mit einem

Imaginérteil z\/ 21, — 12/c® + q.q(ng)?/|E(ng)|. Dies kann nun in die Impulsamplitude
(Gl. (4.25)) eingesetzt und die Wirkung im Exponenten beziiglich der Terme ¢.q(7()/c

und 1I,/c* entwickelt werden. Man erhélt dann einen exponentiellen Ddmpfungsfaktor in
der ATT-Amplitude:

= o [ 20 aalm)”
b= p( B ) (43)

wobei wir den kleinen Term Ig /c® vernachlissigt haben. Das ionisierte Elektron kann nur
zum Kern zuriickkehren, wenn es mit nicht-verschwindendem Impuls ¢, gegenldufig zur
Laserpropagationsrichtung startet. Aus Gl. (4.35) folgt dann, dass die Tunnelwahrschein-
lichkeit mit g.o(n)) sinkt und damit der Grund fiir die Verminderung der Plateauhohe in
der relativistischen Theorie gegeniiber der Dipolndherung ist. Im betrachteten moderat-

2

relativistischen Parameterbereich mit einer Laserintensitit von 1.8 x 107 W/cm?, einer

Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u., einer Ionisationsenergie von [, = 8 a.u. und einer Emis-

sion in Richtung der maximalen Cutoff-Energie, ergibt sich in nullter Ordnung 7, = —1.3
fiir die Ionisationsphase, g.o(n,) = —0.9U,/c = —3.2 a.u. fiir den kinetischen Impuls in

Laserpropagationsrichtung und |E(n{)| = 2.2 a.u. fiir die elektrische Feldstéirke des Lasers
zum lonisationszeitpunkt. Hieraus folgt dann eine Verminderung der relativistischen ATI-
Prozesswahrscheinlichkeit am Cutoff gegeniiber der nicht-relativistischen um einen Faktor
von 5 x 10719 was mit Abb. 4.5 {ibereinstimmt.
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Abbildung 4.7: Cutoff-Energie skaliert in Vielfachen von U, in Abhingigkeit vom Emis-
sionswinkel # = arctan(p,/p,): (blau) mit Korrekturen beziiglich des
Magnetfeldes und der relativistischen Massenverschiebung, (rot) Klein-
Gordon-Gleichung, (braun) klassisch-relativistisch, stimmt iiberein mit der
roten Kurve, (gelb) klassisch-nicht-relativistisch, (grau) in Dipolndherung,
stimmt {iberein mit der gelben Kurve. Die Parameter des Laserfeldes sowie
des Atoms sind die gleichen wie in Abb. 4.2 (U, = 500 a.u.).

4.1.6 Die Cutoff-Energie bei ATI

Relativistische Signaturen kénnen ebenfalls fiir das Verhalten der Cutoff-Energie des ATI-
Spektrums identifiziert werden. Die Endenergie nach der Ionisation ist

el = lim &, (n), (4.36)

7—00
wobei das Laserfeld adiabatisch abgeschaltet wird: A(oco) = 0. Die Cutoff-Energie ist nun
definiert durch die Gl.en (4.24) und die zusétzliche Extremalbedingung:
lim dé,(n)/dn" = 0. (4.37)
1—00
Auf Grund der relativistischen Effekte ist die Winkelverteilung der Elektronen veréndert
und die maximale Cutoff-Energie, skaliert in U,, héngt von der Laserintensitét ab.
Abb. 4.7 stellt die Abhéngigkeit der Cutoff-Energie von dem Emissionswinkel im moderat-
relativistischen Regime (U, = 500 a.u.) fiir die unterschiedlichen Néherungen dar. Die
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Abbildung 4.8: Maximale Cutoff-Energie skaliert in Vielfachen von U, gegen die La-
serintensitét, dargestellt durch U,: (blau) mit Magnetfeld- und relati-
vistischer Massenverschiebungskorrektur, (rot) Klein-Gordon-Gleichung,
(braun) klassisch-relativistisch, (grau) in der Dipolndherung, (gelb)
klassisch-nicht-relativistisch. Die Parameter des Laserfeldes wie des Atoms
sind die gleichen wie in Abb. 4.2.

Lorentz-Kraft ist der Grund fiir die Verschiebung der maximalen Cutoff-Energie in Laser-
propagationsrichtung und erklért ebenso die Verschiebung des Winkelspektrums zu einer
festen Endenergie in diese Richtung. Z. B. werden die Elektronen mit einer Endenergie von
9U, in den Winkelbereich zwischen 10 und 45 Grad emittiert. Weiterhin ist die Cutoff-
Energie im relativistischen Fall etwas grofier als in der nicht-relativistischen Beschreibung,
da die sich relativistisch bewegenden Elektronen ein rot-verschobenes Laserfeld spiiren.
Dies erhoht die Wechselwirkungszeit zwischen Laser und Elektron und somit auch die vom
Elektron aufgenommene Energie. Die Berechnungen mit fithrenden Magnetfeld- und relati-
vistischen Korrekturen iiberschétzen diesen Effekt, sind aber qualitativ korrekt. Weiterhin
sieht man, dass die klassischen Berechnungen fiir die Cutoff-Energie mit den quantenmecha-
nischen iibereinstimmen, sowohl nicht-relativistisch als auch relativistisch. In den klassisch-
relativistischen Rechnungen werden Bahnen mit verschwindendem kinetischen Startimpuls
in Laserpolarisationsrichtung betrachtet und die Ionisationsenergie I, vernachlassigt. Der
Effekt der Ionisierungsenergie I, auf die Cutoff-Energie fiir grofle Laserintensitéten ist also
klein und der erste Schritt des Prozesses, die Tunnelionisation, hat fast keinen Einfluss auf
die Endenergie des ionisierten Elektrons.
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4.2 Erzeugung héherer Harmonischer

Die Cutoff-Energie ist maximal fiir den Winkel 6,,,,, der durch folgende Bedingung

festgelegt wird:

et

%M:emam - 0 (438)

Abb. 4.8 stellt die Abhéngigkeit der maximalen Cutoff-Energie von der Laserintensitét
dar. Die Korrekturen auf Grund des Lasermagnetfeldes und der relativistischen Massen-
verschiebung erhchen die Cutoff-Energie leicht. Weiterhin sieht man, dass die fithrenden
Korrekturen diesen Effekt addquat mit einem Fehler von einem Promille bis zu pondero-
motiven Energien von U, = 300 a.u. beschreiben.

4.2 Erzeugung hoherer Harmonischer

4.2.1 HHG in der SFA basierend auf der Klein-Gordon-Gleichung

HHG im nicht-relativistischen Parameterbereich wird erfolgreich als Methode zur Erzeu-
gung von XUV-Strahlung [7] angewendet. Noch kurzwelligere Strahlungsquellen werden
fiir verschiedene physikalische Anwendungen benétigt. Es ist somit erstrebenswert den
HHG-Prozess auch im relativistischen Bereich zu betreiben um noch héher-energetischere
Strahlung zu produzieren. Dies legt eine Erhohung der Laserintensitdt nahe. In diesem
Abschnitt soll deshalb der HHG-Prozess im relativistischen Parameterbereich beschrieben
und verstanden werden.

Fundament der Behandlung des relativistischen HHG-Prozesses ist wiederum die SFA.
Sie wird zur Losung der, die Dynamik des aktiven Elektrons beschreibenden, Klein-Gordon-
Gleichung (4.1) verwendet. Das Vorgehen zur Ermittlung der Prozess-Amplitude sieht wie
folgt aus: Die Elektron-Wellenfunktion von der Form aus Gl. (4.12) ist eine Losung der
Klein-Gordon-Gleichung. Auf sie wird die SFA angewandt. Die exakte Green-Funktion
wird dann also durch die Volkov-Green-Funktion ersetzt (G(x,x') — GY(x,x')) und die
Wahrscheinlichkeit der harmonischen Photonen storungstheoretisch berechnet, wobei der
Wechselwirkungshamiltonian zwischen dem Elektron und dem harmonischen Feld Vjy die
Storung darstellt. Auf diesem Wege erhélt man die relativistische HHG-Amplitude, basie-
rend auf der Klein-Gordon-Gleichung, wie folgt [24]:

Mu.:H _ —i/d4X//d4X” {@(X/)*VH(X/)GV(XI,XH)VA<XH)(I)(XH)}, (439)

wobei wy die Frequenz der Harmonischen ist, Vg (x) = =2 (15 |[Ag(x)/c- (p+ A(n)/c)| 0n),
p der Impulsoperator des Elektrons, Ay (x) = c/27/wy€}b" exp(iwgt—iky 1) das Vektor-
potenzial des harmonischen Felds in zweiter Quantisierung, mit dem Einheitsvektor in Pola-
risationsrichtung é; und dem harmonischen Photon-Erzeugungsoperator b'; |I;; > sind die
Zusténde des harmonischen Feldes mit der Photonenbesetzungszahl [(I = 0,1). Weiterhin,
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wenden wir die Integrationsvariablentransformation (c¢t’, v') — (1, t'), (ct”, v”") — (0", ")
mit 7' = k*x), und 5" = k#zj an. Mit der Annahme, dass die Laserwellenlinge viel
grofier ist als die Ausdehnung des Wellenpakets des ionisierten Elektrons, erhalten wir die
Emissionsrate fiir den HHG-Prozess:

00 n
M, = / dny' / dn” / dpm™ (p, 7', n") exp (=i(S(p, ', 0") + (wu /w)n')), (4.40)

wobei m (p, n’,n") das HHG-Matrixelement fiir die Emission in Laserpropagationsrichtung
ist. Die Polarisation der emittierten Photonen sei parallel zur Polarisation des treibenden
Laserfeldes

m(p.', ") =~ \/gﬂm + A(n')/c) <0|p + A(C”/> - E(sp +1I,— c2)>

(27)3/2e pw? w

A(n” k
X <p+$—;(6p+]p—c2)|‘/|0>.

(4.41)

Unter Beriicksichtigung der Periodizitdt des HHG-Prozesses in einem langen Laserpuls, d.h.
der Periodizitdt der Funktion [”_dn” [ d®*pm" (p,n'n")exp (—iS(p,n’,n")) in der Varia-
blen 7/, kann die HHG-Amplitude wie folgt dargestellt werden:

M, = Zé(nw—wH)w

™ n
X / dn’/ dn”/dgpmH(p,n’,n”)exp(—i(S(p,n'jn”)+m7’))- (4.42)

Die Wahrscheinlichkeit der harmonischen Photonenemission pro Zeiteinheit ist gegeben
durch:

M, |?
dw,,, = @df”kf] (4.43)
T
mit der Wechselwirkungszeit 7. Die differentielle Rate der n-ten Harmonischen ist:
dwy, w? 9
ol nwg|Mn] : (4.44)
wobei
T n'
Moo= [ [y [ oo e (iS e ) (445)
mit
2 / /
~H A /A ¢ (Pz+A(77 )/C) A(”) E 2
m (p777777 ) - (27'(')3/26pw2 0|p+ c —w(ép—i—[p—C)
A(n” k
X <p+%—;(€p+lp—cz)\w0>. (4.46)
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4.2 Erzeugung héherer Harmonischer

Fiir grofile Wellenlédngen (d.h. w < I, < U,) ist die Sattelpunktsmethode anwendbar
(siehe Anhang B). Die Sattelpunktsgleichungen lauten

) S dnA(@)/
= = 77/ - ﬁ//
ﬁy =0
5 = Py + D)2
’ Ve = —Dh
&) = nw+c -1,
&) = -1, (4.47)

mit der Ionisations- und Rekombinationsphase 77" bzw. 7, und dem Driftimpuls p.

4.2.2 HHG-Spektren im relativistischen Parameterbereich

Unter Benutzung der standardméfigen Sattelpunktsmethode kann die HHG-
Emissionsamplitude berechnet werden. HHG-Spektren im moderat-relativistischen Pa-
rameterbereich (bis zu Laserintensititen von 3.6 x 10 W/cm?, A = 800 nm) sind in
[18, 20, 93] berechnet worden, wobei die Schrodinger-Gleichung mit Magnetfeldkorrektu-
ren bzw. in Ref. [24] die Klein-Gordon Gleichung benutzt wurde. Fiir hthere Intensitéten ist
HHG unter Benutzung von sinusférmigen Laserwellen signifikant unterdriickt. Aus diesem
Grunde werden wir uns hier nur auf die Beziehungen zwischen den einzelnen Nédherungen
beschréanken. Abb. 4.9 zeigt das HHG-Spektrum im betrachteten moderat-relativistischen
Parameterbereich. Wir stellen die gleichen Unterschiede zwischen dem relativistischen
und dem in der Dipolndherung berechneten Spektrum wie im ATI-Fall fest. Weiterhin
erkennt man, dass das Modell mit fiihrenden Magnetfeldkorrekturen im betrachteten
Parameterbereich gut anwendbar ist. Beriicksichtigt man weiterhin den relativistischen
Massenverschiebungsterm, verbessert sich die Ubereinstimmung mit dem exakten relati-
vistischen Modell (vorallem in der Cutoff Region) wesentlich. Bis zur Mitte des Plateaus,
also fiir Energien der Harmonischen von weniger als 2U,) sind beide Néherung nahezu
exakt, da die relativistische Massenverschiebung erst fiir grofle Elektronenenergien zur
Geltung kommt.

4.2.3 Die Cutoff-Energie bei HHG

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einer Untersuchung der Abhéingigkeit der Cutoff-Energie
von der Laserintensitét (siche Abb. 4.10). Die Magnetfeld-Korrekturen vermindern die
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Abbildung 4.9: Energiespektrum der Harmonischen in Laserpropagationsrichtung iiber
log,o(dw, /d?) aus Gl. (4.44): (grau) in der Dipolndherung, (schwarz) mit
fithrenden Magnetfeld-Korrekturen, (blau) mit fithrenden Magnetfeld- und
relativistischen Massenverschiebungstermen, und (rot) unter Beriicksichti-
gung der Klein-Gordon-Gleichung. Die Parameter des treibenden Laserfel-
des und des Atoms sind die gleichen wie in Abb. 4.2.

HHG-Wahrscheinlichkeit und erhchen die Cutoff-Energie [58], wiahrend die relativistische
Massenverschiebung der Cutoff-Erhohung entgegenwirkt. Der Effekt der relativistischen
Massenverschiebung ist etwas gréfler und deshalb verringert sich die Cutoff-Energie alles
in allem um etwa ein Prozent im moderat-relativistischen Parameterbereich. Wie beim ATI-
Prozess hat die Ionisierungsenergie einen nur sehr geringen Einfluss auf die Endenergie des
Elektrons wie die klassischen Berechnungen zeigen.

Es ist nun analog zu Ref. [58] moglich die HHG-Cutoff-Energie ndherungsweise analytisch

anzugeben:
wi = I+ pa(tg)?/2 = pa(ty)"/8¢” + p2(tg)*/2
21, + p.(t5)?
—Da(th) = (4.48)
" B(tg) (t, — 1)
mit der klassischen Ionisationszeit wt; = —1.26, der klassischen Rekollisionszeit wt;, = 2.83

und dem kinetischen Impuls p(t) = p+A(t)/c+k/w(p-A(t)/c+A(t)?/2¢*) des ionisierten
Elektrons (siehe auch [18]). Im betrachteten moderat-relativistischen Parameterbereich bei
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4.3 Zusammenfassung
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Abbildung 4.10: HHG-Cutoff-Energie, skaliert in Vielfachen von U, in Abhéngigkeit von
der Laserintensitét dargestellt in U,: (gelb) klassisch-nicht-relativistisch,
(grau) in der Dipolndherung, (blau) mit Magnetfeld-Korrekturen und re-
lativistischer Massenverschiebung, (rot) Klein-Gordon-Gleichung (braun)
klassisch-relativistisch. Die Parameter des Laserfeldes sowie des Atoms
sind die gleichen wie in Abb. 4.2.

einer Laserintensitit von 107 W /cm?, einer Kreisfrequenz von w = 0.05 a.u. und einem
Ionisationspotenzial von [, = 8 a.u., ergibt sich fiir den kinetischen Impuls in Richtung
der Laserpolarisation zur Riickstreuzeit p,(t;) = —56 a.u. und in Richtung der Laserpro-
pagation p,(t}) = 8.6 a.u.. Der Impuls in Laserpropagationsrichtung zur Ionisationszeit ist
p.(ty) = —3.0 a.u. und das elektrische Laserfeld E(tj) = —2.1 a.u.. Die ersten zwei Ter-
me von Gl. (4.48) stellen den nicht-relativistischen Cutoff dar, und die drei folgenden die
fithrenden relativistischen Korrekturen, angeordnet nach sinkender Bedeutung. Die Skalie-
rung ist durch folgende Formel gegeben:

wg = I,+3.2U0, 50U/ + 28U/
+ 0.16(0.65U; /¢* + 21,). (4.49)

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Wechselwirkung von atomaren Systemen mit konventionel-
len sinusoidalen Laserfeldern voll-relativistisch behandelt. Es wurden Prozessraten fiir die
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KAPITEL 4. ATI und HHG im relativistischen Parameterbereich

beiden prominentesten Wechselwirkungstypen, die Above-Threshold-Ionisation und die Er-
zeugung hoherer Harmonischer, in der eichinvarianten relativistischen SFA analytisch be-
rechnet. Es konnten sowohl die Energiespektren sowie die Winkelverteilungen angegeben
werden und mit der schwach-relativistischen Theorie (siehe Kapitel 2) verglichen werden. Es
wurde somit moglich den Giiltigkeitsbereich letzterer anzugeben. Er erstreckt sich bis hin
zu Laserintensitdten von 107 W/cm? bei suboptischen Frequenzen. Auflerdem konnte der
Einfluss der Magnetfeld- sowie der relativistischen Effekte auf die Riickkehrwahrscheinlich-
keit sowie auf die maximale Energie der emittierten Elektronen bzw. Photonen angegeben
werden. Wichtigster Unterschied zur nicht-relativistischen Beschreibung ist der durch das
Lasermagnetfeld induzierte Drift des ionisierten Elektrons in Laserpropagationsrichtung
der zu einer starken Verringerung der Prozessraten fiihrt. Eine weitere Erhohung der In-
tensitit des den Prozess treibenden Laserfeldes zur Erzeugung von Photonen bei HHG mit
noch hoheren Energien, der experimentell sehr erwiinscht wire, ist deshalb wegen man-
gelnder Ausbeute zum Scheitern verurteilt. Um dieses Problem zu umgehen, werden in
den folgenden Kapiteln Vorschlidge vorgestellt, die den lonisations-Rekollisionsprozess im
relativistischen Parameterbereich moglich machen, indem entweder das atomare System
oder das treibende Laserfeld geeignet verdndert wird.
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5 Bestehende Vorschlage zur

Unterdriickung des relativistischen
Drifts

Bisher wurde der von konventionellen sinusoidalen Laserfeldern getriebene lonisations-
Rekollisionsprozess bei Atomen betrachtet. Beim Eintreten in den relativistischen Para-
meterbereich beginnt der von der Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes induzierte magne-
tische Drift des Elektrons in Laserpropagationsrichtung die Riickkehrwahrscheinlichkeit
zum atomaren Rumpf stark zu verringern und Folgeprozesse wie HHG oder ATI zu unter-
driicken. Um nun die Riickstreuung im ATI- oder Rekombination im HHG-Fall auch fiir
relativistische Laserintensitdten zu ermoglichen, miissen die Eigenschaften des atomaren
und oder des Lasersystems modifiziert werden. In der Literatur existieren hierfiir meh-
rere Vorschldge. Sie sollen in diesem Kapitel einschlielich ihrer Vor- und Nachteile kurz
vorgestellt werden.

5.1 Modifikation des atomaren Systems

5.1.1 Verwendung antisymmetrischer Orbitale

Beim konventionellen Ionisations-Rekollisionsprozess befindet sich das aktive Elektron des
atomaren Systems in einem symmetrischen Ausgangszustand. Letzterer wurde nun in
Ref. [29, 30] durch ein antisymmetrisches Orbital ersetzt und die Auswirkungen auf die
Riickkehrwahrscheinlichkeit der ionisierten Elektronen im schwach-relativistischen Para-
meterbereich untersucht. Experimentell sind solche antisymmetrischen Ausgangszustédnde
z. B. iiber p-Orbitale bei Atomen oder antisymmetrische II-Orbitale bei Molekiilen zugéng-
lich. Wegen der Antisymmetrie des Ausgangszustandes besitzen die Elektronen immer eine
Impulskomponente senkrecht zur Spiegelebene des Orbitals. Ordnet man nun das Atom
bzw. Molekiil so an, dass die Spiegelebene des Orbitals parallel zur Polarisationsrich-
tung des treibenden Laserfeldes ist, was experimentell sowohl fiir Atome [30] wie auch fiir
Molekiile realisierbar ist [94], haben die ionisierten Elektronen immer einen sogenannten

Antisymmetrie-Impuls in oder entgegengesetzt zur Laserpropagationsrichtung. Im zweiten
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KAPITEL 5. Bestehende Vorschlége...

Fall kann dieser nun den Magnetfelddrift im Laser kompensieren und so die Riickkehrwahr-
scheinlichkeit erhéhen (siehe Abb. 5.1). Folgeprozesse wie HHG werden so im relativisti-
schen Parameterbereich moglich. Der Pluspunkt dieses Vorschlages ist die relativ leichte
experimentelle Herstellung des Ausgangssystems. Ein Nachteil ist die Beschrinkung auf
einen eher schwach-relativistischen Parameterbereich, da fiir voll-relativistische Parame-
ter extrem hohe Bindungsenergien fiir die Driftkompensation nétig sind, die dann den
Tunnelionisationsprozess unterdriicken. Klassische Abschiatzungen deuten maximale Riick-
kehrenergien des ionisierten Elektrons von 30 keV an.

Spiegelebene

Elektron 3 Elektror
- = =
Laserfeld
E
Kk antisymmetrisches Orbital
R —

Abbildung 5.1: Schematisches Bild des Ionisationsprozesses eines antisymmetrischen ato-
maren/molekularen Orbitals in einem Laserfeld. E und k sind die Vektoren
in Polarisations- bzw. Propagationsrichtung des Laserfeldes. Die gestrichel-
te Linie symbolisiert die Spiegelebene des Orbitals. Der Antisymmetrie-
Drift kann nun den Lasermagnetfelddrift im Falle der Ionisation aus
dem linken Orbitalteil kompensieren und so die Riickkehr zum atoma-
ren/molekularen Rumpf ermoglichen.

5.1.2 Verwendung relativistisch beschleunigter lonen

Bei diesem Vorschlag wird das ruhende Atom/Ion durch ein auf eine relativistische
Geschwindigkeit v beschleunigtes Ion ersetzt. Ist nun seine Bewegungsrichtung entge-
gengesetzt zur Propagationsrichtung des treibenden Laserfeldes, so wird die Kreisfre-
quenz des Lasers vom Laborsystem (L) ins Ruhesystem (R) des lons iiber eine Lorentz-
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5.1 Modifikation des atomaren Systems

Transformation stark erhoht:

1+v/c
1—w/c

WR = wr, (51)

Gleichzeitig transformiert sich das elektrische Feld des Lasers:

1+v/c
Er =] = v/cEL' (5.2)

Da der Drift des ionisierten Elektrons in Laserpropagationsrichtung durch folgende Skalie-

AZNE%: 1—v/c Ef 1—U/CAZ (5.3)
B ewd 1+v/cewy 1+uvfc " '

wird die Riickkehrwahrscheinlichkeit des sich mit einer Geschwindigkeit v bewegenden Sy-

rung gegeben ist:

stems gegeniiber einem ruhenden erhoht. Aulerdem wird die Ausdehnung des Wellenpakets
des ionisierten Elektrons wegen der kiirzeren Dauer zwischen Ionisation und Rekombination
verringert, was positive Auswirkungen auf die Rekombinationswahrscheinlichkeit hat. Alles
in allem lassen sich so durch Ionen, die auf relativistische Geschwindigkeiten (v/c = 0.998)
beschleunigt wurden, Riickkehrenergien von bis zu 50 keV bei signifikanten Raten vor-
hersagen, wobei ein Laser mit £ ~ 1 a.u. und w =~ 0.05 a.u. angenommen wurde [31].
Die Schwierigkeit dieses Modells z. B. zur Erzeugung hoherer Harmonischer liegt in der
gleichméfligen Beschleunigung vieler ITonen. Ist dies nicht der Fall, unterscheidet sich der
den Drift bestimmende Lorentz-Faktor fiir die unterschiedlichen Ionen und deren ausge-
sendete Strahlung steht in keiner festen Phasenbeziehung untereinander. Dies reduziert die
makroskopische Ausbeute stark.

Alternativ hierzu wére deshalb die Verwendung von Lasern mit den oben berechneten
Groflen Eiz und wg im Laborsystem denkbar. Die benétigten Feldstérken und Frequenzen
sind allerdings mit heutigen Techniken nicht verwirklichbar.

5.1.3 Verwendung von Positronium

Eine weitere Moglichkeit zur Erhohung der Riickkehrwahrscheinlichkeit des ionisierten
Elektrons ist die Verwendung von Positronium als atomares System. Positronium besteht
aus einem Positron und einem Elektron, dass iiber die Coulomb-Wechselwirkung aneinan-
der gebunden ist. Da die Masse der beiden Teilchen identisch ist, ist der Drift in Laserpro-
pagationsrichtung nach Aufspaltung gleich grof3 und die beiden Teilchen kénnen effektiv
miteinander rekombinieren (siche Abb. 5.2). Nachteil dieses Vorschlags ist die schwierige
Produktion ausreichend vieler Positronium-Atome und der Konkurrenzprozess der Zer-
strahlung der Teilchen-Anti-Teilchen-Paare [32].
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KAPITEL 5. Bestehende Vorschlége...

Weiterhin konnte gezeigt werden, dass die Rekollision des Elektron-Positron-Paares mit
allerdings geringen Raten zur Erzeugung von Myon-Paaren fithrt [95].

Abbildung 5.2: Schematisches Bild des Ionisationsprozesses von Positronium in einem La-
serfeld mit anschlieBender Riickstreuung. Das gebundene System ist durch
die Dichtefunktion dargestellt. Nach der Aufspaltung bewegen sich Elek-
tron e~ sowie Positron e* auf ihren klassischen Bahnen, symbolisiert durch
Linien. Wegen ihrer unterschiedlichen Ladung werden die Teilchen durch
das elektrische Feld des Lasers E in unterschiedliche Richtungen beschleu-
nigt, da ihre Massen allerdings identisch sind, driften sie mit der gleichen
Geschwindigkeit in Laserpropagationsrichtung k; und konnen effektiv re-
kombinieren. H stellt das Lasermagnetfeld dar.

5.2 Modifikation des Laserfeldes

5.2.1 Gegenldufige Laserfelder

Anstatt die Eigenschaften des atomaren Systems geeignet zu verdndern, ist es natiirlich
auch moglich die Laserkonfiguration so zu modifizieren, dass die Lorentz-Kraft des La-
sermagnetfeldes, die den relativistischen Elektronendrift verursacht, reduziert wird. Na-
heliegend ist somit die Verwendung gegenlaufiger Laserwellen mit linearer oder zirkularer
Polarisation.

Im Falle von linearer Polarisation der Laser fiihrt dies auf stehende Wellen im elektrischen
sowie im magnetischen Feld deren Phasenunterschied 7/2 betrigt. Hieraus erkennt man,
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5.2 Modifikation des Laserfeldes

dass fiir maximales elektrisches Feld, das Magnetfeld verschwindet und somit dort kein
Magnetfelddrift auf das Elektron wirken kann. Leider ist der rdumliche Bereich, in dem
dies zutrifft, sehr klein. Dies reduziert die Anzahl der Atome fiir die der Riickkehrpro-
zess des ionisierten Elektrons moglich ist, stark. Weiterhin konnte gezeigt werden, dass fiir
Atome die auflerhalb dieses Sektors liegen die Elektronenbewegung chaotischen Charakter
annimmt und die Riickkehrwahrscheinlichkeit mit hohen Energien somit nicht nur redu-
ziert, sondern praktisch unmoglich macht [33, 34].

Es liegt deshalb nahe, die Dynamik des Elektrons in zwei gegenlaufigen zirkular polarisier-
ten Wellen zu untersuchen. Ist der Polarisationssinn der beiden Wellen gleichartig, sind
das elektrische und das magnetische Feld im ganzen Raum parallel zueinander orientiert
(siche Abb. 5.3). Hieraus folgt, dass ein sich in Ruhe befindendes Elektron nur in Rich-
tung des elektrischen Feldes beschleunigt wird, sich also immer parallel zum Magnetfeld
bewegt und somit also keinen Drift senkrecht dazu erfihrt. Dies sollte den Riickkehrpro-
zess zum Atom begiinstigen. Weiterhin konnte mit einer semiklassischen Berechnung der
Dynamik des ionisierten Elektrons gezeigt werden, dass das Lasermagnetfeld der Ausdeh-
nung des Wellenpakets entgegenwirkt [35]. Der Nachteil dieses Vorschlags ist die bisher
fehlende quantenmechanische Beschreibung und die daraus resultierende Unsicherheit, ob
die Dynamik eines Wellenpaket mit endlicher Ausdehnung adéquat durch das klassisch in-
finitesimal kleine Elektron beschrieben werden kann. Es ist ndmlich zu erwarten, dass das
Wellenpaket durch Scherkrifte des sich im Raum drehenden elektrischen Feldes zerrissen
wird und die Dynamik, wie im Fall von linearer Polarisation, chaotisch wird. Dies hétte
sehr negative Auswirkungen auf die Effizienz des Ionisations-Rekollisionsmechanismus.

5.2.2 Gekreuzte Laserpulse

Bei diesem Vorschlag handelt es sich um eine den Prozess treibende Laserkonfiguration, die
aus zwei unterschiedlich intensiven konventionellen Laserpulsen besteht, deren Propagati-
onsrichtungen senkrecht aufeinander stehen. Die Intensitit des starken Pulses befindet sich
im relativistischen Bereich, dominiert also den Ionisationsprozess und induziert dem ioni-
sierten Elektron einen Drift in seine Propagationsrichtung. Die Intensitét des zweiten Pulses
wird so gewihlt, dass die auf das freie Elektron wirkende Kraft seines elektrischen Feldes
von der GroBenordnung der Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes des starken Pulses ist und
wegen der gekreuzten Geometrie die Rekombination mit dem atomaren Kern fiir gewisse
Trajektorien ermoglicht. Wegen der geringen Intensitdt des schwachen Pulses kann dieser
in der Dipolndherung beschrieben, das Szenario analytisch in der SFA behandelt, und hohe
HHG-Raten im 50 keV-Bereich sowie die Erzeugung isolierter Attosekunden-Pulse vorher-
gesagt werden [20]. Um noch hoher-energetische Strahlung zu erreichen, miissten stérkere
Laserpulse angewendet werden, die keine analytische Beschreibung mehr erlauben. Wie im
Fall mit gegenldufigen Laserfeldern ist zu erwarten, dass die Riickkehrwahrscheinlichkeit
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Abbildung 5.3: Schematisches Bild der Laserkonfiguration von zwei gegenlaufigen, gleich-
artig polarisierten Wellen. Das elektrische und das magnetische Gesamtfeld
sind parallel zueinander und zeigen in Richtung der Pfeile, die in Laserpro-
pagationsrichtung im Raum rotieren. Die zeitliche Oszillation ist um 7/2
versetzt.

durch den zunehmend chaotischen Charakter der Dynamik des Elektrons unterdriickt ist.

5.2.3 Miteinbeziehung magnetischer Pulse

Fiir den ultrastark-relativistischen Parameterbereich existiert eine Methode, die den Re-
kollisionsprozess moglich macht. Sie beruht auf der Anwendung zweier gegenldufiger ul-
trastarker Laserpulse im Infrarot-Bereich, wobei ein Puls das Elektron vollstdndig vom
Atom ablost und im Kontinuum propagiert und der zweite gegenldufige Puls das Elek-
tron mit Energien im GeV-Bereich zum atomaren Rumpf zuriickbringt. Auf Grund der
extrem hohen Intensitdten der Pulse ist die Exkursionsbahn des Elektron sehr grof§ und
sein Wellenpaket wére zum Riickkehrzeitpunkt stark verbreitet, was die Rekollisionswahr-
scheinlichkeit reduzieren wiirde. Deshalb wird zusétzlich zu den Laserpulsen ein starker
magnetischer Puls angewendet, der in der Lage ist die Ausdehnung des Wellenpaket um-
zukehren und so die Rekollisionsrate des aktiven Elektrons mit dem atomaren Rumpf
wesentlich vergroBert [36]. Mit diesem Rekollisionsschema ergibt sich somit in erster Linie
die Moglichkeit Laser-induzierte Kernreaktionen auszulosen. Fiir den HHG-Prozess scheint
diese Methode wegen schwieriger kohérenter Uberlagerung der Emission von unterschied-
lichen Atomen aber eher weniger geeignet. Weiterhin stellt die Erzeugung der benétigten
starken magnetischen Pulse eine experimentelle Herausforderung dar.
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5.3 Zusammenfassung

Man erkennt, dass das relativistische Ionisations-Rekollisionsproblem noch nicht zufrie-
denstellend gelost wurde. Entweder sind die bestehenden Vorschlége experimentell eher
schwer zu realisieren oder auf gewisse Parameterbereiche beschrankt. Speziell fiir den voll-
relativistischen Parameterbereich fiir Rekollisionsenergien iiber etwa 100 keV werden wei-
tere Modellvorschlage bendtigt, die die Riickkehr des Elektrons zum atomaren Rumpf
ermoglichen und gleichzeitig experimentell machbar sind. Im Folgenden sollen deshalb drei
neue Methoden vorgestellt und quantitativ untersucht werden. Sie beruhen jeweils auf der
zusétzlichen Verwendung von Attosekunden-Pulsziigen in unterschiedlichen Konfiguratio-
nen.
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6 Relativistische lonisation und
Rekollision in maBgeschneiderten
Laserpulsen

Der Ionisations-Rekollisionsprozess kann durch ein quasi-klassisches Drei-Schritte-Modell
anschaulich beschrieben werden. Im ersten Schritt tunnelionisiert das treibende Laserfeld
das atomare System. Das ionisierte Elektron wird im zweiten Schritt im Kontinuum be-
schleunigt und kann unter gewissen Anfangsbedingungen wieder zum atomaren Rumpf
zuriickkehren und dort im letzten Schritt im ATI-Fall riickgestreut werden oder im HHG-
Fall mit dem atomaren Ion rekombinieren und die im Kontinuum aufgenommene Ener-
gie als Strahlung abgeben. Im nicht-relativistischen Parameterbereich ist die typische Ge-
schwindigkeit des ionisierten Elektrons v vernachlédssigbar gegeniiber der Lichtgeschwin-
digkeit c. Die auf das Elektron wirkende Lorentz-Kraft ¥ des Laserfeldes zeigt deshalb
hauptséichlich in Polarisationsrichtung und eine Riickkehr zum atomaren Rumpf ist wahr-
scheinlich:

F,=-E+vxB/cx~ -E, (6.1)

wobei E das elektrische Feld und B das magnetische Feld des Lasers ist. Diese Annahme
ist fiir konventionelle Laserfelder mit Wellenléngen im pm-Bereich bis zu Laserintensitdaten
von 10'® W /ecm? richtig. Das zuriickkehrende Elektron kann somit Energien von einigen
keV erreichen. Dies entspricht dann natiirlich auch der maximalen Energie der Hoheren
Harmonischen. Experimentell ist eine Steigerung der Energie der emittierten Strahlung
erwiinscht, da hiermit z.B. noch kiirzere Laserpulse hergestellt oder Prozesstypen, die auf
noch kiirzeren Zeitskalen ablaufen, untersucht werden kénnen. Der erste Gedanke, wie dies
erreicht werden kann, ist eine einfache Erhchung der Intensitét des treibenden Laserfeldes.
Man verldsst dann den nicht-relativistischen Parameterbereich und muss in erster Linie
Magnetfeldeffekte mitberiicksichtigen. In diesem relativistischen Parameterbereich fiihrt
die nun gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit nicht mehr zu vernachlissigende Geschwin-
digkeit des ionisierten Elektrons iiber die Lorentz-Kraft des Lasermagnetfeldes zu einem
zusétzlichen Drift in Laserpropagationsrichtung. Hiermit ist klar, dass der Wellenpakets-
schwerpunkt des ionisierten Elektrons den atomaren Rumpf nach einem Zyklus verfehlt
und die Rekollisionswahrscheinlichkeit somit deutlich reduziert ist (siche auch Abb. 0.1).
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6 Relativistische Ionisation und Rekollision in mafigeschneiderten Laserpulsen

Produktion von noch hoch-frequenterer HHG-Strahlung ist auf diesem Wege also nicht
moglich, wie in Kapitel 4 explizit gezeigt wurde. Ein moglicher Ausweg aus diesem Di-
lemma soll in diesem Kapitel vorgestellt werden: Dies ist eine geeignete Verdnderung der
Pulsform weg von konventionellen sinusoidalen Schwingungen hin zu einer den Drift des
Elektrons reduzierenden Form, die gleichzeitig eine hohe Rekollissionsenergie ermdglicht.
Um dies zu untersuchen wird die relativistische Theorie des Kapitels 4 fiir ATT und HHG
verwendet. Fiir beide Prozesse werden optimierte Pulsformen gefunden [96].

Elektron

— *»/\/\/\/ HHG

Atom
Laserfeld

Abbildung 6.1: Unter Verwendung von speziellen, maBgeschneiderten (schwarz), anstatt
konventioneller sinusoidaler Laserfelder (grau) soll der Drift des ionisierten
Elektrons in Laserpropagationsrichtung wesentlich reduziert werden und
so der Ionisations-Rekollisionsprozess im relativistischen Parameterbereich
ermdglicht werden. E und k sind die Vektoren des treibenden Laserfeldes
in Polarisations- bzw. Propagationsrichtung.

6.1 Prozedur zur Gewinnung des optimierten Laserpulses

Zu Beginn wollen wir die Bahn des ionisierten Elektrons in einem sinusformigen Laserfeld
untersuchen. Nach der Ionisation wird das Elektron vom Laserfeld beschleunigt. Sobald
das Vorzeichen der elektrischen Laserfeldstirke wechselt, wird das Elektron wieder ab-
gebremst. Dies bedeutet nun, dass die Endenergie des Elektrons bei der Riickkehr zum
atomaren Rumpf, die z. B. in die emittierte HHG-Strahlung umgewandelt wird, nur von
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6.1 Prozedur zur Gewinnung des optimierten Laserpulses

der dritten und letzten Beschleunigungsphase (vgl. die entsprechenden Abb.en in Kap. 6.2
und 6.3) beeinflusst wird. Die erste Beschleunigungs- bzw. Abbremsphase tragt also nicht
zum Energiegewinn des Elektrons bei, aber induziert einen Drift, der fiir beide Phasen in
Laserpropagationsrichtung zeigt. Hiermit ist klar, wie man die Riickkehrwahrscheinlichkeit
erhohen kann ohne bedeutend an Endenergie zu verlieren. Das Laserfeld sollte so verédndert,
man sagt auch geschneidert werden, dass sich das Elektron wihrend der ersten zwei Phasen
mit einer nicht-relativistischen Geschwindigkeit bewegt, also keinen Drift erfahrt, und dann
durch einen kurzen, starken Laserpuls zum Kern zuriickgetrieben wird. Es ist dann zu er-
warten, dass der Gesamtdrift in einem solchen geschneiderten Laserfeld bedeutend kleiner
ist als in einem konventionellen sinusférmigen, in dem die Zeitspanne der relativistischen
Elektron-Bewegung wesentlich grofier ist.

S

I I ~ I I I | I I

— N\\ : [/\,
-4 \x\
|

Phasen

/

E(n) [arb. u.]

;

Abbildung 6.2: Elektrisches Feld E(n) (in beliebigen Einheiten) eines mafigeschneiderten
Pulses in einer vorldufigen Form (schwarz) verglichen mit einem sinusférmi-
gen Laserfeld (grau) mit der gleichen gemittelten Intensitét.

Als néchstes werden wir also versuchen die Pulsform so zu verdndern, dass die Riickkehr-
wahrscheinlichkeit erhéht wird, die Rekollisionsenergie aber unveréndert bleibt. Technisch
lauft die Optimierung der Pulsform wie folgt ab. Ausgangspunkt ist eine Laserform E(t),
die den oben angedeuteten Eigenschaften Rechnung trigt. Um eine analytische Darstellung
der Funktion E(t) zu besitzen, wird sie in einer Fourier-Reihe dargestellt:

E(t)= Y crexp(ikwot), (6.2)

k=—K
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6 Relativistische Ionisation und Rekollision in mafigeschneiderten Laserpulsen

mit einer Kreisfrequenz wy = 0.1 a.u., den Fourier-Koeffizienten ¢; = c_; und der An-
zahl der verwendeten Harmonischen K. Als n#chstes werden die Fourier-Koeffizienten
so verdndert, dass sie die Riickkehrwahrscheinlichkeit bei einer gewissen Endenergie des
HHG/ATI-Prozesses erhohen. Praktisch bedeutet dies, dass der Prozess in der SFA be-
schrieben wird und die Sattelpunktsmethode (4.24) angewandt wird. Diese legt zusam-
men mit der Cutoff-Bedingung (Gl. (4.24)) die Ionisations- und Riickkehrzeiten am Cu-
toff 77,7/, € fest. Der Imaginiirteil der Ionisationszeit Zm(7”) ist mit der Ionisations-
wahrscheinlichkeit verbunden. Fiir einen festen Driftimpuls bedeutet eine gréfiere Tonisati-
onswahrscheinlichkeit eine grofiere Riickkehrwahrscheinlichkeit. D.h. nun, dass der Ima-
gindrteil der Ionisationsphase ein Maf} fiir die Prozesswahrscheinlichkeit darstellt. Wir
verdandern also die Koeffizienten ¢, des Laserfeldes mit dem Ziel den Imagiérteil der Ioni-
sationsphase Zm(n") zu verkleinern, wobei die Cutoff-Energie festgehalten wird. Ein Zwi-
schenergebnis fiir die mafigeschneiderte Pulsform wird in Abb. 6.2 gegeben. Das Laserfeld
besteht aus einem Puls, der fiir die Ionisation des Elektrons verantwortlich ist und zwei kur-
zen Pulsen kurz vor und nach der Riickstreuung, die dem Elektron den Grofiteil der Energie
iibertragen. Der erste und der zweite Puls sind ungefidhr 500 as voneinander getrennt, der
zweite und der dritte 50 as. Weiterhin kénnen einige Eigenschaften des mafligeschneider-
ten Pulses, die fiir die Erhchung der Prozesswahrscheinlichkeit wichtig sind, identifiziert
werden: 1) Der Abfall des Laserfeldes nach dem Ionisationszeitpunkt sollte stark sein (je
starker, desto besser). Das Elektron erfihrt zu Beginn also nur einen Kick in Polarisati-
onsrichtung. 2) Es sollte danach eine relativ grofie Zeitspanne (je langer, desto besser) mit
einer vergleichbar schwachen Laserfeldstérke folgen. In dieser kann sich das Elektron mit
einer nicht-relativistischen Geschwindigkeit (d.h. kleinem Drift) vom atomaren Rumpf ent-
fernen. 3) Hierauf sollten zwei gegensétzlich gerichtete grofie Pulse folgen, die dem Elektron
den Hauptteil der Energie induzieren. Da diese beiden Pulse eine kurze Dauer besitzen,
wird der Drift in Laserpropagationsrichtung stark reduziert. Weiterhin sollte der Wechsel
der Laserfeldstéarke zwischen den beiden Pulsen in der Region der Riickstreuzeit grofl sein
(je groBer, desto besser).

Die wichtigste Eigenschaft des Feldes, die strikt erfiillt sein muss, ist der starke Abfall
der Feldstiarke nach dem Ionisationszeitpunkt. Dagegen ist die Form der beiden Energie-
liefernden Pulse relativ unwichtig.

Es ist jetzt moglich eine Pulsform zu finden, die alle bendtigten Charakteristika erfiillt
und auf Grund eines glatten Frequenz- und Phasenspektrums gleichzeitig relativ einfach
herzustellen ist. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn das mafigeschneiderte Laserfeld einen
Attosekunden-Pulszug (attosecond pulse train: APT) darstellt, dessen Pulse Rechteckform
haben (siche Abb. 6.3).

Im Folgenden betrachten wir den von unserem APT getriebenen ATI-Prozess und ver-
gleichen die Ergebnisse mit denen in konventionellen sinusférmigen Feldern derselben ge-
mittelten Intensitdt und Grundfrequenz.
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Abbildung 6.3: Der maflgeschneiderte Puls:(a) Vergleich der zeitlichen Abhéngigkeit des
elektrischen Feldes E(n) (in beliebigen Einheiten) des mafigeschneiderten
Pulses (schwarz) mit dem eines sinusférmigen Feldes (strichliert), jeweils
mit derselben gemittelten Intensitdt und einer Kreisfrequenz von w = 0.1
a.u.. Die Pulsdauer des APT’s ist wr = 0.127.(b) Das Frequenz-Spektrum
des maBigeschneiderten Pulses |cx| (in beliebigen Einheiten). Die Harmo-
nischen des mafigeschneiderten Pulses stehen zueinander in einer linearen
Phasenbezichung.

6.2 ATI in den malBligeschneiderten Pulsen

Wir fithren nun voll-relativistische Berechnungen des Photoelektronenspektrums in den
mafigeschneiderten Pulsen bzw. in einem sinusférmigen Laserfeld durch (Abb. 6.3). Um
eine Referenz zu haben, wie gut der Drift des Elektrons durch die mafigeschneiderten Pulse
unterdriickt werden kann, berechnen wir das Spektrum ebenfalls in einem sinusférmigen
Laserfeld unter Anwendung der Dipolnéherung, in der der Drift nicht beriicksichtigt wird.
Wie wir sehen werden, erlauben die mafigeschneiderten Pulse (im Folgenden auch kurz mit
APT bezeichnet) die Riickstreuung im stark-relativistischen Parameterbereich.

Wir betrachten zuerst den moderat-relativistischen Parameterbereich mit einer Laserin-
tensitéit von 1 x 10" W/cm?. Um das Integral in Gl. (4.16) ausrechnen zu konnen, verwen-
den wir die Sattelpunktsmethode, die im Falle des APT’s, dessen Frequenzspektrum nicht
sehr breit ist (Kw < I,,) gerechtfertigt ist. In Abb. 6.4 ist das dazugehorige Spektrum dar-
gestellt. Die mafigeschneiderten Pulse liefern ATI-Raten, die um etwa 10 GroBenordnungen
grofer sind als die mit einem konventionellen sinusférmigen Feld im relativistischen Regime.
Die nicht-relativistischen Berechnungen sind zwar nicht gerechtfertigt fiir die angenomme-
nen Parameter, werden allerdings als Referenz fiir den idealen Ionisations-Riickstreuprozess
verwendet. Das Spektrum mittels den mafigeschneiderten Pulsen hat grofie Ahnlichkeit zu
nicht-relativistischen Spektren. Es existiert ebenso ein flaches, stark oszillierendes Plateau
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Abbildung 6.4: Photoelektronenspektrum iiber log;,(dw,/dQ?) in Gl. (4.21), mit Endim-
puls in Richtung der maximalen Cutoff-Energie fiir ein atomares System
mit Ionisationspotenzial I, = 18 a.u. in einem Laserfeld mit gemittelter
Intensitit von 1 x 10'® W/cm? und einer Kreisfrequenz w = 0.1 a.u.: (grau)
in der Dipolndherung mit einem sinusférmigen Feld, (strichliert) Klein-
Gordon-Gleichung und einem sinusférmigen Feld, (schwarz) Klein-Gordon-
Gleichung und dem mafigeschneiderten Puls.

anstatt eines gekriimmten, nicht-oszillierenden. Die Fluktuationen im Spektrum resultie-
ren von der Interferenz der zwei kiirzesten Bahnen. Beitrdge von Bahnen mit mehrfacher
Riickkehr zum atomaren Rumpf, die im nicht-relativistischen Fall méglich sind, sind in
den maflgeschneiderten Pulsen sehr unwahrscheinlich. Deshalb gibt es keine Multiplateau-
Struktur. Der Cutoff des Spektrums liegt bei 70 keV, wesentlich niedriger als im sinusférmi-
gen Feld. In den mafigeschneiderten Pulsen erhalten wir Riickstreuraten, die sogar hoher
sind als die basierend auf der Dipolndherung. Die Differenz betrédgt durchschnittlich sechs
Groflenordnungen.

Abb. 6.5a) stellt die Bahn des ionisierten Elektrons in den mafigeschneiderten Pulsen
bzw. im sinusformigen Feld dar. Wie man sieht ist die rdumliche Ausdehnung der Bahn
im APT wesentlich geringer als im konventionellen Feld, obwohl beide gemittelten Inten-
sitdten identisch sind. Dies deutet auf eine niedrigere mittlere Geschwindigkeit im modi-
fizierten Feld hin, die die gewiinschte Drift-Reduktion bewirkt. Weiterhin sieht man, dass
die Emissionsrichtung des Elektrons bei der Ionisation in den mafigeschneiderten Pulsen
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Abbildung 6.5: (a) Bahn und (b) kinetische Energie fiir ein ATI-Cutoff-Elektron im ma8-
geschneiderten Laserfeld (schwarz) und im sinusférmigen Feld (gestrichelt),
jeweils mit einer gemittelten Laserintensitiit von 1 x 10® W/cm?. z und
z sind die Polarisations- bzw. Propagationsrichtung des Laserfeldes. Das
Elektron wird zur Phase -1.31 im Sinus-Feld ionisiert und kehrt zur Phase
3.00 zum Kern zuriick. Im mafigeschneiderten Feld sind die entsprechenden

Werte -2.79 und 3.14.

wesentlich mehr in Laserpolarisationsrichtung zeigt als im sinusférmigen Feld. Dies zeigt
wiederum, dass eine geringere Startgeschwindigkeit gegen die Laserpropagationsrichtung
und damit eine hohere Ionisations- also auch hohere Riickstreurate als im konventionellen
Feld moglich ist. In Zahlen ausgedriickt ergibt sich ein Anfangsimpuls von —0.26 a.u. im
APT gegeniiber —4.7 a.u. in der sinusférmigen Welle. Auflerdem ist zu bemerken, dass
die elektrische Feldstéirke zum Zeitpunkt der Ionisation im APT bei —11.5 a.u. liegt, also
wesentlich gréfler ist als im sinusférmigen Feld mit —5.2 a.u.. Dies ist der Grund fiir das
hohere Plateau im Fall des APT’s gegeniiber dem sinusformigen Feld in der Dipolnéherung.

In Abb. 6.5b) stellen wir die Energie des Cutoff-Elektrons auf seiner Bahn dar. Wahrend
die Energie in der sinusformigen Welle oszilliert, gewinnt das Elektron in den mafigeschnei-
derten Pulsen seine Energie hauptsichlich kurz vor und nach der Riickstreuung. Seine
Energie im Moment der Riickstreuung ist ungefahr ein Drittel der Endenergie.

Das Hochenergie-ATI-Spektrum im voll-relativistischen Bereich fiir eine Laserintensitét
von 1 x 10" W/em? wird in Abb. 6.6 gezeigt. Das Ergebnis der Rechnungen ist quali-
tativ das gleiche wie fiir den moderat-relativistischen Bereich, allerdings sind die quanti-
tativen Unterschiede grofler. Der relativistische Riickstreuprozess im Sinus-Feld hat keine
Bedeutung mehr. Weiterhin liegen die Raten im mafigeschneiderten Puls immer noch fiinf
GroBenordnungen iiber denen im Sinus-Feld in der Dipolndherung. Endenergien der Elek-
tronen von 1 MeV werden fiir die betrachteten Parameter mdoglich.
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Abbildung 6.6: Photoelektronenspektrum tiber log,(dwp/d€?) in Gl. (4.21), fiir Elektronen
mit Endimpuls in Richtung der maximalen Cutoff-Energie. Die angewand-
te Laserintensitdt ist 1 x 10 W/cm?, das Ionisationspotenzial I, = 38
a.u.: (grau) in der Dipolndherung im Sinus-Feld, (strichliert) Klein-Gordon-
Gleichung im Sinus-Feld, (schwarz) Klein-Gordon-Gleichung und den maf}-
geschneiderten Pulsen.

6.3 HHG in den malBgeschneiderten Pulsen

Unter Benutzung der mafligeschneiderten Laserpulsform kann die Rekombinationswahr-
scheinlichkeit mit dem atomaren Rumpf wesentlich vergréfiert werden und somit kurzwelli-
ge Hohere Harmonische hergestellt werden. Die Optimierung der Pulsform wird analog zum
ATI-Fall durch Analyse der Sattelpunktsbedingungen (4.47) inklusive der Cutoff-Gleichung
erreicht:
dép (1)
d,r]//

=0, (6.3)

fiir die Ionisations-, Rekombinationsphase ", 7', und die Ordnung des harmonischen Pho-
tons 1. Wie zu erwarten war, kann der in Kap. 6.1 ermittelte optimierte Puls fiir ATT auch
fiir HHG benutzt werden, da in beiden Féllen der Prozess bis zur Riickkehr zum atomaren
Rumpf optimiert wurde. Das bedeutet, dass wir den APT aus Abb. 6.3 benutzen werden
um HHG im relativistischen Parameterbereich berechnen zu kénnen. Nach der Untersu-
chung des ATI-Prozesses fiir Intensititen von bis zu 1 x 10 W/ecm? betrachten wir nun
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den stark-relativistischen Paramaterbereich mit einer Laserintensitit von 1 x 102 W /cm?
fiir HHG.

In Abb. 6.7 werden die HHG-Spektren im stark-relativistischen Parameterbereich dar-
gestellt. Das durch die mafigeschneiderten Pulse erzeugte Spektrum in Laserpropagations-
richtung wird mit einem sinusformigen Laserfeld, das nicht-relativistisch behandelt wird,
verglichen. Die HHG-Raten {iber die mafigeschneiderten Pulse sind vergleichbar oder sogar
héher als die mit dem Sinus-Feld fiir Energien der emittierten Strahlung von bis zu 1.5
MeV. Das Spektrum mit sinusformigem Feld, berechnet iiber die addquate Klein-Gordon-
Gleichung ist iiber 30 Groflenordnungen geringer und wird nicht dargestellt.
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Abbildung 6.7: HHG-Spektrum in Laserpropagationsrichtung iiber log,,(dw,/dS?) aus
Gl. (4.44), als Funktion der harmonischen Energie mit einer Laserintensitét
von 1 x 10 W/ecm?: (grau) in der Dipolndherung und einem sinusférmigen
Feld, (schwarz) Klein-Gordon-Gleichung und dem mafigeschneiderten Puls.
Das Spektrum mit der Klein-Gordon-Gleichung und einem sinusférmigen
Feld ist viele Groflenordnungen kleiner und wird nicht dargestellt. Die Ioni-
sationsenergie ist angepasst an die Grenze zur Over-the-Barrier-Ionisation
und betragt I, = 82 a.u..

In Abb. 6.8a) wird die Bahn des Elektrons, das die Harmonische mit der Cutoff-Energie
produziert, in den mafigeschneiderten Pulsen mit der Bahn im sinusférmigen Feld vergli-
chen. Wie man sieht, startet das Elektron in den mafigeschneiderten Pulsen mit einer viel
geringeren Geschwindigkeit gegen die Laserpropagationsrichtung und rekombiniert trotz-
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Abbildung 6.8: (a) Bahn und (b) kinetische Energie des Elektrons, dass die HHG-Strahlung
am Cutoff produziert; (schwarz) im mafigeschneiderten Puls (gestrichelt)
im sinusférmigen Feld, jeweils mit einer gemittelten Intensitit von 1 x 10%°
W /cm?. Das Elektron wird zu einer Phase von -1.24 im Sinus-Feld, bzw.
von -2.78 im maflgeschneiderten Puls ionisiert und kehrt zur Phase von
2.64 im Sinus-Feld bzw. 3.14 im mafigeschneiderten Puls zuriick. x und z

sind die Laserpolarisations- bzw. propagationsrichtung.

dem mit dem atomaren Rumpf. AuBerdem ist die rdumliche Ausdehnung der Bahn in
den mafigeschneiderten Pulsen wesentlich geringer als im sinusformigen Feld, obwohl bei-
de Felder dieselbe gemittelte Intensitdt besitzen. Dies deutet auf eine geringere mittlere
Geschwindigkeit des Elektrons in den mafigeschneiderten Pulsen und damit auf einen re-
duzierten Drift hin.

In Abb. 6.8b) ist die Energie des HHG-Cutoff-Elektrons auf seiner Bahn in den maf-
geschneiderten Pulsen bzw. im Sinus-Feld mit jeweils der gleichen gemittelten Intensitét
dargestellt. Man sieht, dass das Elektron seine Energie in den mafigeschneiderten Pulsen
erst kurz vor der Riickkehr zum atomaren Rumpf erhélt und sich somit nur kurz mit
einer relativistischen Geschwindigkeit bewegt. Dadurch wird der relativistische Drift des

Elektrons im Vergleich zum Sinus-Feld massiv verringert.

6.4 Einfluss der Form des maBgeschneiderten Pulses auf
die Effizienz des Rekollisionsprozesses

Der APT ist durch vier Parameter charakterisiert: die Anzahl der Harmonischen, die den

Attosekunden-Puls aufbauen (im Folgenden kurz als harmonischen Inhalt bezeichnet), die
Zeitdauer der Pulse im Zug, die Zeitdauer zwischen den einzelnen Pulsen im Zug (dqui-
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valent zur Grundfrequenz des Zuges) und die maximale Feldstéirke des Pulses (die mit
der Intensitat verkniipft ist). In diesem Abschnitt werden wir nun die Effizienz des HHG-
Prozesses in Abhéngigkeit dieser Parameter untersuchen: 1) des harmonischen Inhalts des
APT’s bei einer festen Pulsdauer, Grundfrequenz und Intensitéit 2) der Pulsdauer bei ei-
nem festen harmonischen Inhalt, einer festen Grundfrequenz und Intensitét 3) der Grund-
frequenz bei einem festen harmonischen Inhalt, einer festen maximalen Feldstdrke und
Pulsdauer.
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Abbildung 6.9: HHG-Rate iiber log,,(dw,/dQ?) aus Gl. (4.44), als Funktion der Energie
der Harmonischen in einem mafigeschneiderten APT mit einer Intensitét
von 1 x 10*® W/em? und einer Grundkreisfrequenz von w = 0.1 a.u.. Der
APT wird aus 20, 40, 60, 80, 100, 120, 150, 200, und 300 Harmonischen

der Grundfrequenz aufgebaut. Das Ionisationspotenzial ist I, = 82 a.u..

Zu Beginn wollen wir untersuchen, wie wichtig die unterschiedlichen Harmonischen sind,
die den mafigeschneiderten Puls aufbauen. Die Grundfrequenz des APT, die die Zeitdau-
er zwischen den aufeinanderfolgenden Pulsen bestimmt, wird festgehalten. Weiterhin wird
die Pulsdauer nicht variiert. Folglich ist die charakteristische Frequenz, die die Pulsdauer
bestimmt, ebenso fest. Aus Abb. 6.3b) kann fiir diesen Fall eine charakteristische Frequenz
von ca. 20w bestimmt werden. Wir verdndern nun die Anzahl der Hiigel im Spektrum des
APT’s, behalten aber die Form des Spektrums (wie in Abb. 6.3b)) bei. Die Vergroflerung
der Anzahl der benutzen Harmonischen zum Herstellen des Pulses entspricht einer Annéhe-
rung der Pulsform an ein Rechteck. Das Ergebnis der Berechnung der HHG-Spektren fiir
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6 Relativistische Ionisation und Rekollision in mafigeschneiderten Laserpulsen

mafgeschneiderte Pulse mit unterschiedlichem harmonischen Inhalt wird in Abb. 6.9 dar-
gestellt.
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Abbildung 6.10: Abhéngigkeit der HHG-Rate von der Pulsdauer im APT: (a)
Frequenz-Spektrum des APT’s fiir unterschiedliche Pulslingen im Zug:
(27 /w)(k/100), wobei k die Anzahl der Hiigel darstellt. (b) Das resultie-
rende HHG-Spektrum tiber log,,(dw,/dY) aus Gl. (4.44), als Funktion
der Energie der emittierten Harmonischen fiir die unterschiedlichen maf3-
geschneiderten Pulse. Die gemittelte Laserintensitit ist 1 x 10?9 W /cm?.
Das Ionisationspotenzial liegt knapp oberhalb der Grenze zur Over-the-
Barrier-Ionisation.

Je mehr die Pulsform einem Rechteck dhnelt (d.h. je grofier die Anzahl der angewandten
Harmonischen bei einer festen Pulsdauer und einer festen Grundfrequenz), desto grofier ist
die HHG-Rate und die Cutoff-Energie. Wahrend der Anstieg der Cutoff-Energie eher klein
ist, ist der Anstieg der HHG-Rate enorm. So fiihrt z.B. eine Verdopplung des harmonischen
Inhalts von 20 auf 40 auf einen Energiegewinn von nur 13%, wihrend die HHG-Ausbeute
sich um mehr als 7 GroBlenordnungen erhoht. Dies bedeutet, dass die HHG-Rate sehr
sensibel gegeniiber der Feinstruktur des APT’s ist, die durch den harmonischen Inhalt des
mafgeschneiderten Puls bestimmt ist. Dagegen ist die maximale Energie des Elektrons
hauptséchlich durch die Pulsdauer bestimmt. Wahrend die ersten 20 Harmonischen die
grobe Form des APT’s, speziell die Pulsdauer im Zug, und damit die Energie festlegen,
die das Elektron gewinnen kann, stellen die energetisch hoheren Harmonischen sicher, dass
das Elektron effektiv mit dem atomaren Rumpf rekombinieren kann. Weiterhin sieht man,
dass mafigeschneiderte Pulse, die aus 100 Harmonischen aufgebaut sind, fiir den benotigten
Zweck ausreichen. Die Anwendung von einer noch grofleren Anzahl von Harmonischen hat
dann nur noch einen eher kleinen Effekt auf die Emissionsrate.

Die Tendenz, dass die Verwendung eines grofleren harmonischen Inhalts des APT’s zu
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einer erhohten Rekombinationswahrscheinlichkeit und einer hoheren Energieaufnahme des
Elektrons fiihrt, ist intuitiv verstédndlich. Ein APT mit einem groflen harmonischen Inhalt
dhnelt einem Zug von Rechteckpulsen. In diesem Fall existieren fast keine Oszillationen
des Laserfeldes mehr, die dann Oszillationen der Elektronenbewegung auslésen konnen,
die nun wiederum zu einem nicht erwiinschten relativistischen Drift fithren. Weiterhin ist
der Abfall des Laserfeldes nach der Ionisation so scharf, dass es fiir das Elektron unmdéglich
ist in dieser Zeit eine relativistische Geschwindigkeit zu erlangen und somit in Laserpropa-
gationsrichtung zu driften.
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Abbildung 6.11: HHG-Rate tiber log;y(dw,,/dS?) aus Gl. (4.44), als Funktion der Harmoni-
schen Energie unter Benutzung des mafigeschneiderten APT’s, bestehend
aus Pulsen mit einer Breite von 3.1 a.u. und einer Zeitdauer zwischen
den Pulsen von 28, 38, 57, 75, bzw. 113 a.u.. Die maximale elektrische
Feldstérke des Lasers ist auf 140 a.u. festgelegt. Das Ionisationspotenzial
liegt bei [, = 82 a.u..

Als néchstes soll die Abhéngigkeit der HHG-Rate von der Dauer der Pulse im APT
untersucht werden. In Abb. 6.10 vergleichen wir HHG-Spektren, produziert durch APT’s
mit mafBgeschneiderter Form und einer Grundfrequenz von 0.1 a.u. fiir unterschiedliche
Pulsdauern im Zug. Der harmonische Inhalt des APT’s sei auf K = 100 festgelegt. Die
Anzahl der Hiigel im Frequenzspektrum des Pulses gibt die Pulsdauer im Zug an. Die
gemittelte Laserintensitit sei 1 x 102 W/cm?, und das Ionisationspotenzial ist so gewiihlt,
dass sie knapp iiber der Grenze zwischen Over-the-Barrier- und Tunnelionisation liegt.
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6 Relativistische Ionisation und Rekollision in mafigeschneiderten Laserpulsen

Wie man sieht, skaliert die Cutoff-Energie auf Grund der Zunahme der Beschleuni-
gungsphase ungefahr linear mit der Breite des Pulses. Die HHG-Rate am Cutoff fallt mit
steigender Pulsdauer deutlich ab. Im Fall einer kurzen Pulsdauer, findet die Ionisation zu
einem Zeitpunkt statt, die ndher am Ende des Pulses liegt. Folglich hat der Impuls entgegen
der Laserpropagationsrichtung, der fiir die Rekollision notwendig ist, einen kleineren Wert
(siehe auch Kap. 6.5 weiter unten). Die Spektren, die aus APT’s mit breiteren Pulsen
resultieren, sind weniger oszillierend und stérker gekriimmt, was den stédrkeren relativi-
stischen Charakter des Prozesses signalisiert. Wenn man nun weiterhin mafigeschneiderte
Pulse mit unterschiedlichen Pulsdauern, aber so angepassten Intensitdten, die einen kon-
stanten Cutoff liefern, vergleicht, sieht man dass fiir kleinere Energien gréflere Pulsdauern,
fiir Energien am Cutoff allerdings kurze Pulsdauern zu bevorzugen sind.

Zum Abschluss wollen wir noch die Abhéngigkeit der HHG-Rate von der Zeitdauer zwi-
schen den Pulsen im APT untersuchen. In Abb. 6.11 vergleichen wir HHG-Spektren, die
durch APT’s mit mafigeschneiderten Pulsen (der harmonische Inhalt sei jeweils K = 100,
die Pulsdauer 3.1 a.u) produziert werden, deren Grundfrequenz (gleichbedeutend mit der
Zeitdauer zwischen den Pulsen) variiert wird. Die maximale elektrische Laserfeldstérke
wird auf 140 a.u. festgelegt. Wie man erkennen kann, ist die Cutoff-Energie mit sich ver-
kleinernder Zeitspanne nur schwach abfallend. Grund hierfiir ist die Tatsache, dass sich das
Elektron in einer kiirzeren feldfreien Zeitspanne weniger weit vom atomaren Rumpf ent-
fernen kann, und deshalb auf seinem Riickweg weniger Energie vom Laserfeld aufnehmen
kann. Weiterhin sieht man, dass der relativistische Charakter des Prozesses, erkennbar an
der Starke der Oszillationen des Spektrum und der Kriimmung des Plateaus, mit abneh-
mender feldfreien Zeitspanne zunimmt. Dies liegt daran, dass die Bewegung des Elektrons
in APT’s mit kurzen feldfreien Zeitrdaumen zu groBeren Anteilen relativistisch ist als fiir
APT’s mit langen feldfreien Zeitrdumen (siehe auch Kap. 6.5). Die HHG-Rate am Cutoff
steigt zuerst mit linger werdenden Zeitdauern (von 28 a.u. bis 57 a.u.) zwischen den Pulsen
im Zug, um dann fiir noch groflere Zeitdauern (von 57 a.u. bis 113 a.u.) wieder zu sinken.
Grund hierfiir ist die Uberlagerung zweier gegenliufiger Effekte: auf der einen Seite der
sich abschwichende relativistische Charakter des Prozesses, resultierend in einem geringe-
rem Drift, und auf der anderen Seite die groflere Verbreitung des ionisierten Wellenpaketes
fiir grofere feldfreie Zeitraume zwischen den Pulsen. Zusammenfassend, konnen wir die
Zeitdauer von ungefahr einer Femtosekunde (50 a.u.) zwischen den Pulsen im Zug, das
entspricht einer Grundkreisfrequenz von 0.1 a.u., angeben, die eine moglichst hohe HHG-
Rate im MeV-Bereich ermoglicht. Die relativistischen Effekte, der Energiegewinn und die
Verbreiterung des Wellenpaketes des ionisierten Elektrons halten sich dann die Waage.
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6.5 Klassische Dynamik des Elektrons in den mafigeschneiderten Pulsen

6.5 Klassische Dynamik des Elektrons in den
mallgeschneiderten Pulsen

Um den Ionisations-Rekollisionsprozess in einem starken Feld mit den mafigeschneiderten
Pulsen besser zu verstehen, betrachten wird die Dynamik eines Elektrons in einem Modell-
APT analytisch. Letzterer besteht aus einer Sequenz von Rechteck-Pulsen von der Dauer
7, getrennt durch eine feldfreie Zeitregion T (siche Abb. 6.12). Die Elektronen-Bahnen
werden nun mittels der klassischen relativistischen Bewegungsgleichungen analysiert und
so die Energie zum Riickkehrzeitpunkt abgeschétzt.

Das Vektorpotenzial des Laserfeldes (siehe Abb. 6.12) kann dann dargestellt werden
durch:

=1 ,0<n<m
a(n) =e; & x ¢ —m s < n<m+2r (6.4)
n—2m—2m ,n=m+2n
wobei a(n) = A(n)/c?, € = Ag/c?, n = w(t — z/c) gilt. Die - und 2-Achsen sind in
Laserpolarisations- bzw. propagationsrichtung gerichtet. Die lonisation findet zum Zeit-
punkt ng = 0 statt, die feldfreie Region beginnt bei n; und endet bei 7, 4 27.

Abbildung 6.12: Der Modell-APT besteht aus einem Zug von Rechtecken mit abwechseln-
der Orientierung, der den mafigeschneiderten APT von Abb. 6.3 imitieren
und so die Dynamik des ionisierten Elektrons in diesem Laserfeld analy-
tisch beschreibbar machen soll.

Das Elektron wird mit verschwindender transversaler, aber negativer longitudinaler Ge-
schwindigkeit ionisiert, so dass eine Riickkehr zum atomaren Rumpf méglich wird. Folglich
benutzen wir die Gl.en (4.30) mit p,o = 0. Die Wahrscheinlichkeit des Elektrons mit nicht-
verschwindender Geschwindigkeit p.o aus dem Atom zu tunneln, sinkt exponentiell mit
wachsendem Impuls p,o [18]. Deshalb kann die Unterdriickung des relativistischen Drifts
an einem Abfall des p.o-Wertes erkannt werden.
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6 Relativistische Ionisation und Rekollision in mafigeschneiderten Laserpulsen

Die Elektron-Koordinaten im betrachteten Fall sind gegeben durch (siehe z.B. [97]):

2 [Mdny
v = at | 5 len) —atm],

: = atd / d {pzwg[a(no)—a(n)ﬁ} 65)

A 2\

Benutzt man nun die explizite Form des Vektorpotenzials aus Gl. (6.4), ergibt sich fiir die
Elektron-Koordinaten:

2 —n)?
T—1x) = §—{77%+77127T—M ;

w A 2
cpo(m+m+2m) & & | s (m—m)’
oy = C SR ol i ) ol .
z— 2 - A A2 3 + 2 + 3 , (6.6)

wobei 7o die Rekollisionsphase 7, = 15 + 11 4+ 27 bestimmt, bei der dann z = 2y und z = 2
gilt. Die erste dieser Bedingungen ergibt

e —m = \/2(n7 + 2mm), (6.7)

und die zweite bestimmt p.:

3 . \3
@ | B+ 2w + k]

20 = oA @ 6.8
p=0 207 (m + no + 2m) (6:8)
Unter Beriicksichtigung der Definition fiir n; und 7y gilt:

M7 2 — | < wT. (6.9)

Wenn nun wr < 27 gilt, folgt:

772 — 771 £/ 47]'771 (610)

Aus dieser Bedingung kann nun der maximale Wert fiir die Rekombinationsphase 7; des
ionisierten Elektrons bestimmt werden:

7TT2

n'{naa} = F (611)

Hiermit folgt fiir den longitudinalen Startimpuls des ionisierten Elektrons, das zum ato-
maren Rumpf zuriickkehrt:

2 3 7
(APT) 2ms o T Tl ,
= g2 _ T 2 12
P:o 7375 T3 32 (6.12)
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Der Energiegewinn des zuriickkehrenden Elektrons in einem APT (4.30) ist dann gegeben
durch

) _
(APT) _ o 2 2427 ~ wlrT
AP — on2c T (6.13)

wobei I = cE227 /47T die gemittelte Laserintensitiit ist. Man kann nun den Energiegewinn

und den longitudinalen Startimpuls (als Maf fiir die Bedeutung des relativistischen Drifts)
des zuriickkehrenden Elektrons in dem APT mit den korrespondierenden Grofien in einem
sinusférmigen Laserfeld mit derselben gemittelten Intensitéit vergleichen. Im sinusférmigen
Laserfeld gilt:

ALy o 3P BIT?
4 2me’

(L) £2 IT?
Dy N —C- R ——

(6.14)

mit der Laserintensitit [ = cEZ /8. Der Vergleich ergibt

AeWAPT)  9n2 ¢

Ae@) 73T
(APT)

Dxo 272 ( T ) 2 (
= —~— (= 6.15)
L

pgo) 3 AT
und zeigt somit, dass eine im Verhiltnis zur Laserperiode T eher kurze Pulsdauer (7) den
longitudinalen Impuls und damit auch den relativistischen Drift bedeutend verringert. Der

Energieverlust auf Grund der kiirzeren Pulsdauer fillt dagegen weniger stark ins Gewicht.

6.6 Stabilitat des HHG-Prozesses unter zufalligen
Variationen der optimierten Pulsform

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage beantworten wie robust die Erhéhung der HHG-
Rate mittels mafigeschneiderter Pulse ist. Hierzu untersuchen wir die Stabilitat des HHG-
Prozesses gegeniiber Variationen der Form des mafigeschneiderten Pulses. Die Form der
Pulse wird veréndert, indem man die spektralen Komponenten zufillig verindert. Varia-
tionen der Absolutwerte der spektralen Komponenten des Pulses von ungefahr 5 Prozent
(siche Abb. 6.13) oder der Phasen von ungefihr 7/100 (sieche Abb. 6.14) fithren zu Ande-

rungen in den Emissionsraten von maximal einer Groflenordnung.

6.7 Herstellung der maBBgeschneiderten Pulse

Mittels der, in den vorherigen Abschnitten durchgefiihrten Analyse des Ionisations-
Rekollisionsprozesses in mafigeschneiderten Pulsen, haben wir die Anforderungen ermit-
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Abbildung 6.13: (a) Die Variation der Absolutwerte der spektralen Komponenten des
APT’s mit einer Pulsdauer von 0.127/w und einer Grundfrequenz von
w = 0.1 a.u. wird dargestellt. Die zuféllige Variation der optimierten Wer-
te betrédgt maximal 5 Prozent. (b) Die resultierende HHG-Emissionsrate
tiber logy,(dw,/dSY) aus Gl. (4.44), als Funktion der harmonischen Ener-
gie fiir fiinf unterschiedliche, zuféllig variierte APT’s, jeweils mit einer
Intensitéit von 1 x 102 W /cm?. Die strichlierte Kurve bezieht sich auf den
ungestorten mafigeschneiderten Puls. Das Ionisationspotenzial ist I, = 82
a.u.. Der APT wird jeweils aus 100 Harmonischen aufgebaut.

telt, die an den mafigeschneiderten Puls gestellt werden miissen, damit der Prozess im
relativistischen Parameterbereich moglich wird. Das mafigeschneiderte Laserfeld sollte ein
APT mit einer Grundkreisfrequenz von 0.1 a.u. (entspricht einer Laserperiode von ca. 1
fs), einer Pulsdauer von ca. 50 as und einer gemittelten Intensitit von 1 x 10 W /cm?
sein. Die Form der Attosekunden-Pulse sollte einem Rechteck nahe kommen, das durch
etwa die ersten 40 bis 60 Harmonischen ausreichend dargestellt werden kann. Hiermit sind
alle bendtigten Parameter des mafigeschneiderten Laserfeldes festgelegt.

Die Hauptschwierigkeit in der experimentellen Realisierung dieser Art von Pulsen ist die
Kombination zweier extremer Eigenschaften: ein Pulszug, aufgebaut aus Attosekunden-
Pulsen mit hoher Intensitdt. Nur wenige Laboratorien sind seit einiger Zeit in der Lage
Attosekunden-Pulsziige [10] zu produzieren. Die Herstellung basiert auf dem HHG-Prozess
in Gasen mit weiterem Filtern der Harmonischen und Umformen der Pulse. Leider ist es
mit dieser Methode nicht moéglich hohe Intensitdten zu erzeugen. Dies liegt daran, dass
die Effizienz des Mechanismuses klein ist, maximal von der Gréfienordnung 107°, und
die treibende Laserintensitéit auf die nicht-relativistische Ionisationsregion beschrénkt ist.
Deshalb muss nach alternativen Methoden zur Produktion von intensiven APT’s Ausschau
gehalten werden. Die Wechselwirkung von intensiven Lasern mit Plasmen scheinen der er-
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Abbildung 6.14: (a) Die Variation der Phasen der spektralen Komponenten des APT’s mit
einer Pulsdauer im Zug von 0.127 /w und einer Grundfrequenz von w = 0.1
a.u. wird dargestellt. Die zufillige Variation der optimalen Werte betragt
maximal 77/100. (b) Die resultierenden HHG-Spektren iiber log,,(dw,, /dS2)
aus Gl. (4.44), als Funktion der harmonischen Energie fiir fiinf unterschied-
lich variierte APT’s, jeweils mit einer Intensitit von 1 x 10%** W/cm?. Die
strichlierte Kurve bezieht sich auf den ungestorten Puls. Der APT wird
jeweils aus 50 Harmonischen aufgebaut.

folgsversprechenste Weg zur Herstellung von intensiven APT’s zu sein. Zum einen ist ein
Plasma das ideale Medium, wenn starke Laserfelder betrachtet werden, da keine Gren-
zen auf Grund des lonisationsprozesses existieren. Weiterhin entstehen im relativistischen
Bereich der Wechselwirkung neue Nicht-Linearitdten. Zum einen wird die Dynamik der
Elektronen fiir £ > 1 nicht-linear. Zum anderen treten in mit starken Laserfeldern wechsel-
wirkenden, tiberdichten Plasmen (vor allem an der Grenze zwischen Vakuum und Plasma)
hohe Feld- sowie Teilchendichtegradienten auf, die sich sehr giinstig auf die nicht-lineare
Transformation des einfallenden Laserfeldes auswirken. Abgesehen von diesen giinstigen
Grundvoraussetzungen des Plasmas als Medium fiir die Konversion von starken Laserfel-
dern in APT’s sind kiirzlich zwei neue Typen der Wechselwirkung von starken Laserfel-
dern mit Plasmen entdeckt worden, die die Produktion der bendtigten APT’s erméglichen
konnen. Sie sollen im Folgenden kurz vorgestellt werden.

Der erste Wechselwirkungstyp wird das Sliding-Mirror-Regime genannt. Hierbei wechsel-
wirkt ein relativistisch starkes Laserfeld mit einer diinnen Plasmaschicht [98]. Das Plasma
ist so dicht, dass sogar fiir starke Laserfelder die Verschiebung des Elektrons in Laserpro-
pagationsrichtung vernachléssigbar ist. Dies ist der Fall, wenn folgende Bedingung erfiillt
ist: €, ~ &, wobei €, = 7(n/n.)(L/\) gilt, n die Plasma-Dichte ist, n., = mw/4re* die kri-
tische Plasmadichte, L die Dicke der Plasmaschicht, w und A die Laserkreisfrequenz bzw.
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-wellenlénge. Wie man aus der Bedingung erkennt, bendtigt man hohe Dichten, diinne
Schichten und starke Laserfelder fiir diesen Prozesstyp. Die Harmonischen werden sowohl
im reflektierten als auch im transmittierten Licht erzeugt. Im zweiten Fall haben sie sogar
eine feste lineare Phasenbeziehung und bilden deshalb APT’s. Da somit kein weiteres spek-
trales Filtern notig ist, ist die Effizienz der APT-Erzeugung erhoht, wie PIC-Simulationen
in Ref. [98] gezeigt haben. Sie liegen im Prozentbereich. Die charakteristische Frequenz
des HHG-Spektrums fiir diesen Prozesstyp ist durch w.. = £w gegeben und definiert die
minimale Zeitdauer der Pulse im APT. Fiir unseren APT wiirden wir also ein treibendes
Laserfeld mit einem relativistischen Feldstéirkeparameter von £ &~ 20 benotigen.

Der zweite Prozesstyp, der die Produktion der benotigten APT’s in Aussicht stellt, ist
das sogenannte A\3-Regime der Laserfeld-Reflexion an iiberdichten Plasmaoberflichen [99].
Die Nicht-Linearitdat des Prozesses basiert hauptséchlich auf den hohen Gradienten des
Feldes und der Teilchendichte an der Plasmaoberfliche. Wie PIC-Simulationen gezeigt ha-
ben, kénnen hiermit isolierte Attosekunden-Pulses mit einer hohen Effizienz von ungefiahr
10% erzeugt werden. Man kann nun diese Halbzyklen-Pulse zu einer Folge von Pulsen
kombinieren, die den Voraussetzungen unseres APT’s geniigen. Es werden allerdings noch
griindlichere Untersuchungen benétigt, ob die Anforderungen an den harmonischen Inhalt,
die Pulsdauer und andere Parameter in diesem Regime wirklich erfiillt werden kénnen.
AuBlerdem sind diese Prozesstypen noch nicht experimentell bestétigt. Unter Beriicksich-
tigung des schnellen Fortschritts auf dem Feld der Laser-Plasma-Wechselwirkung und der
Tatsache, dass die Produktion von noch intensiveren Laserpulsen [100] vorhergesagt wird,
erscheint die Herstellung unserer APT’s in naher Zukunft als realistisch.

6.8 Zusammenfassung

Da der Ionisations-Rekollisionsprozess im relativistischen Parameterbereich stark unter-
driickt ist, haben wir hier eine neue Methode vorgestellt, die dieses Problem umgeht.
Sie basiert auf der Anwendung von starken mafigeschneiderten Pulsen in der Form eines
APT’s an Stelle konventioneller sinusférmiger Felder als treibendes Laserfeld des ATT- bzw.
HHG-Prozesses im relativistischen Parameterbereich. Durch die speziell gewéahlte Form der
Attosekunden-Pulse kann der auschlaggebende Drift des ionisierten Elektrons in Laser-
propagationsrichtung bei trotzdem noch hohen Endenergien wesentlich verringert werden,
und somit der relativistische Ionisations-Rekollisionsprozess ermdéglicht werden. Dies konnte
ebenfalls durch eine klassische, analytische Berechnung des Prozesses bestétigt werden. Mit
dem ermittelten mafigeschneiderten APT wurden dann ATI- und HHG-Spektren berech-
net. Weiterhin wurde der Einfluss der den mafigeschneiderten Puls definierenden Parameter
auf die Effizienz des Ionisations-Rekollisionsprozesses untersucht und die optimalen Werte
fiir die Grundfrequenz von 0.1 a.u., die Pulsdauer von 50 as, den harmonischen Inhalt
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6.8 Zusammentfassung

von 40 — 60, und die Intensitdt von 10 W/cm? ermittelt. Hiermit lassen sich Rekollisi-
onsenergien von 200 keV bei optimalen Raten erzielen. Die vorgestellte Methode erlaubt
also die Erzeugung hochenergetischer Harmonischer im Réntgenbereich. Weiterhin wire es
bei noch anspruchsvollerer Optimierung der Pulse und hoheren Intensitédten denkbar, dass
das zuriickkehrende, hochenergetische Elektron im Atomkern nukleare Reaktionen auslost.
Der Nachteil dieser Methode zur Reduktion des relativistischen Drifts ist die schwierige
Herstellung der mafigeschneiderten Pulsziige. Durch die Verwendung zweier gegenlaufiger
APT’s soll im néchsten Kapitel dieses Problem abgeschwicht werden und gleichzeitig die
Effizienz des Rekollisionsprozesses gesteigert werden.
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7 Relativistische HHG in gegenlaufigen
Attosekunden-Pulsziigen

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Methode vorstellen, wie der relativistische
Ionisations-Rekollisionsprozess bei atomaren Systemen durch eine Verdnderung der La-
serkonfiguration ermoglicht wird. Anstelle eines konventionellen sinusoidalen Laserfeldes
sollen gegenldufige, linear polarisierte Attosekunden-Pulsziige (APT’s) verwendet werden,
die den HHG-Prozess treiben. Durch ihre entgegengesetzte Propagationsrichtung wird es
unter bestimmten Bedingungen moglich sein den fiir die Effizienz des HHG-Prozesses so
entscheidenden Drift des ionisierten Elektrons nahezu vollstéindig aufzuheben und so hohe
Prozessraten fiir Harmonische mit Energien im MeV-Bereich zu erreichen. Durch Uberla-
gerung der emittierten Harmonischen wird die Erzeugung von ~-Pulsen mit Pulsldngen im
Zeptosekunden-Bereich moglich [101]. Diese konnten in der zeitaufgelosten Kernspektro-
skopie Verwendung finden.

7.1 Berechnung der HHG-Emissionsrate

Wir betrachten also im Folgenden den HHG-Prozess getrieben von zwei gegenléufigen,
linear polarisierten Attosekunden-Pulsziigen (APT’s), dargestellt in Abb. 7.1.

Im Gegensatz zu Ref. [96] (siche auch Kapitel 6) werden keine Anspriiche an die Form
der Pulse gestellt. Die einzelnen Pulse haben eine Dauer von etwa 300 as und werden
aus weniger als 20 Harmonischen aufgebaut (Abb. 7.2). Es gibt nun zwei unterschiedliche
Arten wie der HHG-Prozess vonstatten geht. In dem einen Fall wird das Elektron von
dem einen APT ionisiert und in diesem Puls bis zu seinem Ende beschleunigt, und dann
von dem anderen gegenlaufigen Puls zum Atomkern zuriickgetrieben. Das Elektron bewegt
sich also immer nur in einem der beiden Pulsziige. Im anderen Fall wirken beide Pulsziige
gleichzeitig auf das Elektron. Welcher dieser Félle eintritt, hingt vom Ort des Atoms ab.
Den unterschiedlichen Prozesstypen koénnen also unterschiedliche Raumbereiche zugeord-
net werden, in denen sie stattfinden. Nur im ersten Szenario kann das Elektron mit einer
nicht-verschwindenden Wahrscheinlichkeit zum Kern zuriickkehren. Dies kann mittels ei-
ner klassischen Berechnung der Bahnen in den APT’s gezeigt werden. Hierzu wurden die
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Abbildung 7.1: Unter Benutzung zweier gegenlaufiger APT’s an Stelle eines sinusférmigen
Laserfeldes, wird der Gesamtdrift des ionisierten Elektrons in z-Richtung
wesentlich verringert und das Elektron kann selbst im relativistischen Pa-
rameterbereich effizient mit dem atomaren Rumpf rekombinieren. z und
z sind die Laserpolarisations- bzw. Laserpropagationsrichtung des ersten
Pulses.

relativistischen Bewegungsgleichungen numerisch gelost [37]:

vi = —E(z,t)(1 - (/c)?) + B(z,t)¢/c
v = &/c(E(z,t)¢/c — B(z,t)), (7.1)

wobei v = 1/4/1— (i/c)? — (¢/c)? gilt. E(z,t) und B(z,t) sind das elektrische bzw.
magnetische Gesamtfeld der Laserkonfiguration. Mit den Anfangsbedingungen fiir die
Elektron-Koordinaten und -Geschwindigkeiten in Laserpolarisations- bzw. propagations-
richtung x(ty) = 0, z(to) = 20, @©(to) = 0 und 2(to) = 0 kann fiir unterschiedliche Startzeiten
to und Positionen des Atoms zg beziiglich der Propagationsachse der minimale Abstand
des Elektrons vom atomaren Rumpf nach Ablauf einer bestimmten Zeit ermittelt werden.
Auflerdem ldsst sich die dazugehorige Geschwindigkeit des Elektrons darstellen. Man
erkennt nun, dass das freigesetzte Elektron nur im ersten Szenario mit einer signifikanten
Energie in die Ndhe des atomaren Rumpfs zuriickkehrt, also eine hohe Rekombinations-
wahrscheinlichkeit besitzt und den HHG-Prozess im relativistischen Parameterbereich
ermoglicht [102].

Es wire ebenso denkbar anstatt zweier gegenlaufiger APT’s, zwei gegenlédufige sinusformige
Wellen, die dann eine rdumlich stehende Welle bilden, zu verwenden um den HHG-Prozess
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Abbildung 7.2: a) Phasenabhingigkeit des elektrischen Feldes E(n) der gegenldufigen
APT’s. Die Grundfrequenz (dquivalent zur Wiederholungsrate der Pulse
im Zug) ist w = 0.05 a.u.. Die Richtung der Propagation der Pulse ist
durch die Pfeile gekennzeichnet. b) Frequenz-Spektrum |c(k)| eines APTs.
Die einzelnen Komponenten stehen in einer linearen Phasenbeziehung.

zu treiben. Dies fiihrt allerdings zu keinem Erfolg, da die Elektronenbahnen im relati-
vistischen Parameterbereich unbestédndig sind, chaotischen Charakter besitzen, und der
Phasenbereich der Ionisation fiir den das Elektron mit einer signifikanten Energie zum
Kern zuriickkehren kann, sehr klein ist. Aus demselben Grunde spielt deshalb auch der
zweite Prozesstyp in zwei gegenlaufigen APT’s keine Rolle fiir die Erzeugung hoherer
Harmonischer (siehe auch Abschnitt 5.2.1).

Wir wollen nun den ersten Prozesstyp des HHG-Prozesses in zwei gegenldufigen APT’s
theoretisch beschreiben. Hierzu betrachten wir ein atomares System, das sich im Koordi-
natenursprung befindet und mit zwei gegenlaufigen, linear polarisierten APT’s im relativi-
stischen Parameterbereich wechselwirkt. Ausgangspunkt der Berechnungen ist die Klein-
Gordon-Gleichung fiir das im Prozess aktive Elektron im treibenden Laserfeld. Zur analyti-
schen Losung dieser Gleichung wird die SFA angewendet. Die Pulse in den unterschiedlichen
Zugen werden durch ihre Vektorpotenziale A;(x) = A(tq + m)e, und As(x) = —A(n2)e.
definiert, wobei 7y = t — z/c bzw. 1y = t + z/c die Phasen der Pulse, x = (ct,r) die
Raum-Zeit-Koordinaten sind, ¢4 den Zeitverzug zwischen den Pulsen darstellt, ¢ die Licht-
geschwindigkeit und e, der Einheitsvektor in Polarisationsrichtung des ersten Pulses ist.
Die HHG-Prozess-Amplitude in der SFA unter Anwendung der Single-Active-Electron-
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7 Relativistische HHG in gegenldufigen Attosekunden-Pulsziigen

Approximation ist dann durch folgenden Ausdruck (in atomaren Einheiten) gegeben [39]:
M, = —i/d4xl/d4x” {P(xX)'Vy(X)GE, X" )\Vax")P(x")}, (7.2)

wobei n die Ordnung der Harmonischen ist, Vy(x) = —2Ap(x)/c - (p + Ay(x)/c),
Va(x) = —2iV/c?0,+V?/c?, V das atomare Potenzial, p der Impulsoperator des Elektrons,
A, = A, + A, das Vektorpotenzial des gesamten Laserfeldes in der Strahlungseichung,
A j(x) das Matrixelement des Vektorpotenzial des Harmonischen Feldes in zweiter Quanti-
sierung fiir einen Ein-Photonen-Emissionsprozess, ®(x) die Grundzustandswellenfunktion,
die ein Eigenzustand des Energicoperators in der Strahlungseichung ist [32] (siehe auch
Kapitel 3). In Gl. (7.2) stellt G(x’,x”) die Green-Funktion der Klein-Gordon-Gleichung fiir
ein Elektron im Feld beider APT’s dar. Wie schon erwéahnt soll das erste Szenario, in dem
immer nur maximal ein Puls auf das Wellenpaket des aktiven Elektrons wirkt, betrachtet
werden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird der Prozess durch den ersten Puls via
Ionisation gestartet und dann vom zweiten Puls vollendet. Die Green-Funktion der Klein-
Gordon-Gleichung im Feld beider APT’s kann dann mit Hilfe der Klein-Gordon-Volkov
Green-Funktion in einem einzigen Laserfeld GY (x',x") [24] wie folgt dargestellt werden:

GV (x,x) = i / FrBGY (x,x5) 3.0 GV (x5, %) (7.3)

mit der Raum-Zeit-Koordinate x? = (ct? r?) zu einer Zeit t¥ bei der das Elektron den
ersten Laserpuls schon verlassen hat, der zweite allerdings noch nicht auf das Elektron
wirkt. Nach der Transformation der Integrationsvariablen {n/ =t —ky -1'/c, ' =t —
k1" /c} und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Ausdehnung des Wellenpakets
des ionisierten Elektrons wesentlich kleiner als die Pulsldnge des Lasers ist, kann die HHG-
Amplitude fiir die Emission in Laserpropagationsrichtung des zweiten Pulszuges durch
folgendes fiinfdimensionale Integral dargestellt werden:

0 n
M, = / dn' / dn" / P*pm(p,n',n")

X exp {—i [Sz(p,n’,tB + zf/c) + S, (p, t? — zf/c, n') +2(ep — A + Ip)z(j)g/c — nwn']}

(7.4)
mit dem Matrixelement:
mi (o) = IR 8t G p ) e~y + 1, — )/0)
1
X (p+Ai(n"))c—ki(ep+ I, — 2)/c| V| 0). (7.5)

ey ist die Polarisationsrichtung des emittierten Photons, QBO die Fourier-Transformierte
der  Grundzustandswellenfunktion, I, das lonisationspotenzial, S;(p,n,7n) =
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f; di (épi(n) — ¢+ I,) die quasi-klassische Wirkung, £,,(n) = &p + (p+Ai("/2f(2;§'Ai(")/c

die Elektronenenergie im Laserfeld, A;(p) = ep/c¢* — k; - p/c, p = (gp/c, p) der Energie-
Impuls-Vektor, e, = \/c* + ¢2p?, k; der Einheitsvektor in Laserpropagationsrichtung. Die
Koordinate des Schwerpunkts des Elektronenwellenpaketes in Laserpropagationsrichtung
des ersten Pulses zur Zeit t? ist implizit gegeben durch:

+B

A / e i ( P (P+A(1)/20)- Al(ﬁ)/C) . (7.6)

M) T cAy(p)?

1

Im betrachteten Fall gilt Kw < I, wobei K die groBite Frequenzkomponente der
Attosekunden-Pulse ist und w die Grundkreisfrequenz. Das Integral in Gl. (7.4) kann dann
iiber die Sattelpunktsmethode berechnet werden.

7.2 Spektren

In Abb. 7.3a) wird das HHG-Spektrum im Fall von zwei gegenldufigen APT’s (mit Pulsen
wie in Abb. 7.2a)) dargestellt. Es wird zum einen mit dem Spektrum verglichen, das
man erhélt, wenn man die Dipolndherung auf den betrachteten Fall anwendet. Weiterhin
vergleichen wir es mit dem Spektrum, das durch die mafigeschneiderten Pulse (siehe
Kap. 6 und [96]) erzeugt wird, sowie mit dem Spektrum, das aus zwei kopropagieren-
den APT’s resultiert. Das Ergebnis in der Dipolndherung dient als Referenz fiir den
idealen Ionisations-Rekollisionsprozess, da hier der parasitidre Einfluss des Lasermagnet-
feldes vernachléssigt wird. Wie man sieht, kénnen im betrachteten stark-relativistischen
Parameterbereich bei einer elektrischen Laserfeldstarke von Ey; = 88 a.u. und einer La-
serkreisfrequenz von w = 0.05 a.u. hohere Harmonische mit einer Energie von 1 MeV
mit optimaler Effizienz erzeugt werden, wie der Vergleich mit den Resultaten in der
Dipolndherung im Cutoff-Bereich zeigt. Auflerdem ist eine wesentliche Verbesserung von
iiber zwei GroBlenordnungen zu den Resultaten mittels den mafigeschneiderten Pulsen zu
erkennen. Das Spektrum, das durch zwei kopropagierende Pulse erzeugt wird und sehr
geringe HHG-Raten liefert, zeigt weiterhin, dass die Optimierung der Pulsform bei der
Verwendung von nur einem APT unbedingt notig ist um den Rekollisionsprozess in diesem
Parameterbereich zu ermoglichen (siehe Abb. 7.3a)).

Die Abhéngigkeit der HHG-Spektren von dem zeitlichen Abstand zwischen den Pulsen
wird in Abb. 7.3b) analysiert. Die einzelnen Spektren sind durch ein gebogenes Plateau,
das mit einem scharfen Cutoff endet, charakterisiert. Die Kriimmung nimmt mit kiirzeren
Pulsabstédnden zu, wiahrend dagegen die Oszillation der Spektren, die auf die Interferenz
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Abbildung 7.3: HHG-Rate in Laserpropagationsrichtung mittels gegenldufiger APT’s als
Funktion der Energie der Harmonischen (dw,, /dS2 ist die Emissionswahr-
scheinlichkeit der n-ten Harmonischen pro Zeiteinheit und Raumwinkel 2)
mit einer elektrischen Amplitude der Pulse Ey = 88 a.u (entspricht einer
maximalen Intensitéit von 6 x 102 W/cm?) und einem Ionisationspotenzial
von I, = 63 a.u.: a) (schwarz) zwei gegenlaufige APT’s tiber die Klein-
Gordon-Gleichung, (grau) zwei gegenldufige APT’s in der Dipolndherung,
(strichliert) zwei kopropagierende APT’s {iber die Klein-Gordon-Gleichung,
(punktiert) mafigeschneiderter APT aus Kapitel 6 iiber die Klein-Gordon-
Gleichung, w = 0.05 a.u.. Das Fenster in der rechten unteren Ecke zeigt den
Bereich der Cutoff-Energie vergrofiert. b) HHG-Spektren fiir unterschied-
liche Wiederholungsraten der Pulse in den APT’s. Die Zeitdauer zwischen
den Pulsen ist 0.9, 1.2 1.5, 2.2 bzw. 3.8 fs. Dies entspricht einem w von
0.08, 0.065, 0.05, 0.035 bzw. 0.02 a.u.

von Beitrdgen zweier unterschiedlicher Elektronenbahnen zuriickzufiihren ist, zunimmt.
Diese beiden Eigenschaften deuten den zunehmenden relativistischen Charakter des HHG-
Prozesses fiir kiirzere Zeitabstdnde an. Man erkennt dies auch am Startimpuls, der die Re-
kollision méglich macht (Abb.7.4a)). Je grofer der zeitliche Abstand zwischen den Pulsen
ist, desto mehr Raum fiir seine Ausbreitung steht dem freigesetzten Elektron zur Verfiigung,
was dazu fiihrt, dass die Ionisation zu einem spéteren Zeitpunkt, also bei einer grofieren
elektrischen Laserfeldstérke stattfinden kann (siche Abb. 7.4b)). Dies erkldrt zum einen
die erhohte HHG-Rate (am Cutoff) sowie zum anderen die geringere Cutoff-Energie. Letz-
tere kann auf die lingere Beschleunigungsphase des Elektrons weg vom atomaren Rumpf
zuriickgefithrt werden. Beide Abhéngigkeiten schwéchen sich mit zunehmender Distanz
zwischen den Pulsen ab. Abgesehen von den beschriebenen quasi-klassischen Charakteri-
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Abbildung 7.4: (a) Abhéngigkeit des kinetischen Startimpulses des Cutoff-Elektrons p,
vom Abstand zwischen den Laserpulsen; (b) Abhéngigkeit der Zeitdauer
zwischen Tonisation und Pulsmaximum vom Abstand zwischen den Pulsen;
(c) Abhéngigkeit der Cutoff-Energie vom Abstand zwischen den Pulsen;
(d) kinetische Energie des ionisierten Cutoff-Elektrons auf seiner Bahn im

Kontinuum, bei einem Pulsabstand von 0.9 fs (schwarze Kurve) und 3.8 fs
(rote Kurve). Fy = 88 a.u. und I, = 63 a.u. (Mg''").

stika, wird der HHG-Prozess noch von der Verbreiterung des Wellenpaketes des ionisierten
Elektrons auf dessen Bahn im Kontinuum beeinflusst. Je langer der Abstand zwischen den
Laserpulsen, desto langer der Weg des Elektrons und somit desto grofler ist die Ausdehnung
des Wellenpakets zum Riickkehrzeitpunkt, was die Rekombinationswahrscheinlichkeit und
somit die HHG-Rate verringert. Dieser quantenmechanische Effekt kann die Erhohung der
HHG-Rate fiir groflere Zeitrdume zwischen den Pulsen invertieren.

Der HHG-Prozesstyp mittels gegenlaufiger APT’s kann nun prinzipiell auch fiir noch
groffere Feldstdrken betrachtet werden. In Abb. 7.5 untersuchen wir den ultrastark-
relativistischen Parameterbereich mit einer maximalen Laserfeldstiarke von Ey = 325 a.u.
und unterschiedlichen Grundkreisfrequenzen. In diesem Parameterbereich verlédsst das io-
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Abbildung 7.5: HHG-Rate in Laserpropagationsrichtung mittels gegenldufiger APT’s fiir
unterschiedliche Pulsabstédnde, verglichen mit dem Spektrum, dass in der
Dipolndherung mit einer Grundkreisfrequenz von w = 0.0075 a.u. erhalten
wurde (grau). Die Abstidnde zwischen den Pulsen sind ungeféhr 6.1, 7.6, 10
bzw. 15 fs. Dies entspricht einer jeweiligen Grundkreisfrequenz von 0.0125,
0.01, 0.0075, bzw. 0.005 a.u.. Weiterhin gilt: Fy = 325 a.u. und I, = 150
a.u. (Artoh).

nisierte Elektron den ersten Laserpuls nur sehr langsam. Das HHG-Szenario, dass mit un-
seren Berechnungen beschreibbar ist, beruht auf der Annahme, dass das ionisierte Elektron
immer nur maximal mit einem Laserpuls aus einem der beiden APT’s wechselwirkt. Dies er-
klart die im Vergleich zum stark-relativistischen Parameterbereich geringeren Grundkreis-
frequenzen. Somit lassen sich dann Harmonische von bis zu 10 MeV mit optimalen Raten
erzeugen, wie der Vergleich mit den Resultaten in der Dipoln&dherung mit einer Grundkreis-
frequenz von w = 0.0075 a.u. zeigt. Der einzig limitierende Faktor beziiglich der Effizienz
des Prozesses ist die Verbreiterung des Wellenpaketes, der durch das grofiere elektrische
Feld und die geringere Grundkreisfrequenz deutlich stérker als im stark-relativistischen
Parameterbereich zu Tage tritt. Durch Anwendung zusétzlicher magnetischer Pulse mit
hohen, bisher noch nicht realisierbaren Feldstdrken kann dieses Problem gelost und die
Ausdehnung des Wellenpaketes reduziert werden. Dies verspricht eine weitere Optimie-
rung des HHG-Prozesses (siche Ref. [30]).

Des Weiteren wird die Abhéngigkeit des HHG-Spektrums von dem Abstand zwischen den
Pulsen in diesem Parameterbereich untersucht. Man erkennt, dass die Effizienz des Pro-
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zesses am Cutoff fiir kiirzere Abstédnde stark abnimmt und weiterhin eine Umkehr der
Cutoff-Energie-Abhéngigkeit im Vergleich zum stark-relativistischen Parameterbereich ein-
tritt. Letztere ist auf den stérker-relativistischen Charakter des Prozesses zuriickzufiihren.
Unter Berticksichtigung der zusétzlichen Verbreiterung des Wellenpakets, lédsst sich ein op-
timaler Pulsabstand von etwa 8 fs bestimmen. Somit lassen sich dann Harmonische mit
Energien von bis zu 10 MeV herstellen, deren Raten bis auf den limitierenden Faktor der
Wellenpaketsverbreiterung optimal sind.

Es sei noch einmal bemerkt, dass die Verwendung einer stehenden Welle anstatt zweier
gegenldufiger APT’s in diesem stark-relativistischen Parameterbereich keinen Erfolg ver-
spricht. Die klassischen Bahnen des Elektrons in der stehenden Welle sind duflerst unstetig
und nur ein sehr kleiner Bereich von Anfangsbedingungen (gleichbedeutend mit dem Anteil
von Atomen im Raum) fiithrt zur Riickkehr des Elektrons mit nicht-verschwindenden Ener-
gien [33]. AuBlerdem ist zu erwarten, dass das Wellenpaket durch die hohen Krifte, die auf
es wirken, zerrissen wird, die Wellenpaketsdynamik chaotischen Charakter annimmt und
alles in allem der HHG-Prozess stark unterdriickt sein wird.

7.3 Erzeugung kurzer Pulse

Ein Teil des Spektrums der erzeugten Harmonischen kann nun zur Erzeugung von sehr
kurzen Laserpulsen benutzt werden. Wie man in Abb. 7.3b) an der Abwesenheit von
Interferenzstrukturen erkennen kann, existieren fiir gewisse Pulsabstéinde Spektren, die
nur von einer Bahn signifikant bestimmt werden. Diese Tatsache ist fiir die Erzeugung
kurzer Pulse von groflem Vorteil, da keine Filtertechniken benutzt werden miissen um Bei-
trage von mehreren Bahnen, die durch ihren jeweils unterschiedlichen Chirp die Pulsdauer
verldngern, zu entfernen. Im stark-relativistischen Parameterbereich mit einer elektrischen
Feldstarke von Ey = 88 a.u. und einer Grundkreisfrequenz von 0.8 a.u. kann mittels einer
quasi-klassischen Analyse eine Verénderung der Rekollisionsphase von An; ~ 0.035 bei
einer Variation der Harmonischen Energie von 100 keV ermittelt werden (siche Abb. 7.6).

Das elektrische Feld des erzeugten Pulses fiir ein Rechteck-Fenster der spektralen Breite
An kann dann grob abgeschétzt werden durch::

n+An

Eato(n) ~ Y R{exp(in(n —m,n)}, (7.7)

mit seiner Phase n und der Rekombinationsphase 7, ,, zur Harmonischen Energie n. Hieraus
lasst sich dann ein ideales Fenster An von einigen keV ermitteln, das einen moglichst
kurzen Puls von etwa 1 as ergeben sollte. Benutzt man nun also eine Fensterfunktion

g(n) =1/+/2/7/Anexp(2((n—mng)/An)?) mit einer Fensterbreite An, die 4 keV entspricht
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Abbildung 7.6: Abhéngigkeit der Rekombinationsphase von der Harmonischen Energie.
Das treibende Laserfeld hat ein elektrisches Feld von Ey, = 88 a.u.. Die
Zeitdauer zwischen den Pulsen der APT’s betragt 0.9 fs.

bei einer Harmonischen Energie ng von 1 MeV, ergibt sich fiir den Puls ein elektrisches
Feld [103]

Eato(n) ~ Y R{g(n)M, exp(inn)} (7.8)

mit einer FWHM von 0.9 as (siehe Abb. 7.7). Solche kurzen Pulse kénnten in der zeitauf-
gelosten Kernspektroskopie Verwendung finden, wobei sie allerdings eher schwach sind.
Benutzt man eine Wechselwirkungsldnge von 10 cm, einen Wirkungsquerschnitt von 10
mm? und eine atomare Dichte von 10'® em ™3 ergibt sich, dass sich nur einige wenige Pho-
tonen in einem Puls befinden. Durch die Kiirze der Pulse folgt allerdings ein durchaus
grofer spektraler Photonenfluss von 102 Photonen /s/mm?.

7.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass der HHG-Prozess bei einem atomaren System mittels
zweier gegenlaufiger APT’s im stark-relativistischen Parameterbereich getrieben werden
kann. Harmonische mit Energien von bis zu 10 MeV koénnen bei Raten hergestellt werden,
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Abbildung 7.7: Zeitabhéangigkeit des durch ein Gauss-Fenster bei 1000 keV und einer Breite
von 4 keV generierten Pulses. Das treibende Laserfeld hat ein elektrisches
Feld von Ey = 88 a.u.. Die Zeitdauer zwischen den Pulsen der APT’s
betragt 0.9 fs.

die an die Ergebnisse in der Dipolndherung, also ohne Beriicksichtigung des storenden La-
sermagnetfeldes, heranreichen. Weiterhin konnten fiir die Effizienz des Prozesses optimale
Repetitionsraten der APT’s ermittelt werden. Auflerdem wurde gezeigt, dass der HHG-
Prozess nur in Raumbereichen effizient stattfindet, in denen das Elektron auf seinem Weg
im Kontinuum immer nur einen der beiden APT’s spiirt. Hieraus folgt dann, dass die An-
wendung einer stehenden Welle zur Erzeugung hoherer Harmonischer in diesem Parameter-
bereich scheitert und nur das hier besprochene Szenario Erfolg verspricht. Die Erzeugung
solcher APT’s mit ihren hohen Intensitaten und den kurzen Pulsdauern ist anspruchsvoll,
erscheint aber durch Fortschritte auf dem Gebiet der Wechselwirkung von starken Laser-
feldern mit iiberdichten Plasmen in naher Zukunft moglich zu sein [98, 99]. Speziell die
geringen Anforderungen an die Pulsform, stellen einen Vorteil gegeniiber der Methode der
maflgeschneiderten Pulse dar. Weiterhin wurde die Produktion von ultrakurzen Laserpul-
sen im Zeptosekunden-Bereich mittels der in diesem Kapitel erzeugten HHG-Strahlung
theoretisch belegt.
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8 HHG in einem starken Laser und
einem Attosekunden-Pulszug

Mit den neuesten experimentellen Techniken, basierend auf dem HHG-Prozess, lassen sich
Attosekunden-Pulse mit extrem ultravioletten (XUV-) Frequenzen herstellen, deren Puls-
dauern im GroBenordnungsbereich von 100 as liegen [10]. Indem solche Pulse in Form
von Pulsziigen mit einem konventionellen Laserfeld mit einer Frequenz im infraroten (IR-)
Bereich iiberlagert werden und mit dem Gesamtfeld der Ionisations-Rekollisionsprozess ge-
trieben wird, kénnen sowohl HHG als auch ATI im nicht-relativistischen Parameterbereich
beeinflusst werden [104]. So erhéhen die Attosekunden-Pulse bei Ankunft am atomaren
System die lonisationswahrscheinlichkeit {iber einen Einphotonen-Prozess signifikant und
legen die Ionisationsphase fest. Das IR-Feld hingegen dominiert dann die weitere Propa-
gation des ionisierten Elektrons im Kontinuum. Durch Verédnderung der Phasenbeziehung
zwischen dem Attosekunden-Pulszug und dem IR-Feld kénnen dann z. B. die Prozessraten
und maximalen Energien bei HHG oder ATT kontrolliert werden.

Im relativistischen Parameterbereich ist es nun ebenso denkbar, dass eine geeignete Uber-
lagerung eines Attosekunden-Pulszuges (APT’s) mit einem konventionellen Laserfeld den
Ionisations-Rekollisionsprozess deutlich verdndert und die Riickkehr des aktiven Elektrons
zum atomaren Rumpf moglich macht. Hierzu sollte der APT allerdings nicht nur die lo-
nisationsphase festlegen, sondern zusétzlich dem Elektron beim lonisationsprozess einen
Impuls induzieren, der den folgenden Magnetfelddrift im IR-Feld kompensieren kann. Das
durch den Einphotonen-Prozess freigesetzte Elektron besitzt eine gewisse Ausgangsenergie:

die durch die XUV-Photonenenergie wy und die Ionisierungsenergie I, festgelegt ist. Sind
nun die beiden Felder gekreuzt angeordnet, kann die Polarisationsrichtung des APT’s in
Propagationsrichtung des IR-Feldes zeigen und der Anfangsimpuls, hervorgerufen durch
den APT, dem Laserdrift entgegenwirken (sieche Abb. 8.1). Eine vollstandige Kompensation
sollte auftreten, wenn die Anfangsenergie von der Gréflenordnung der Driftenergie ep ist,
die iiber den relativistischen Feldstirkeparameter ¢ abgeschétzt werden kann [15, 83]:

ep ~ 4P (8.2)
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8 HHG in einem starken Laser und einem Attosekunden-Pulszug

mit der Lichtgeschwindigkeit c.

Im Folgenden soll nun der relativistische lonisations-Rekollisionsprozess getrieben von ei-
nem [R-Laserfeld gekreuzt mit einem APT betrachtet werden. Als Indikator werden HHG-
Raten in der SFA fiir den moderat-relativistischen Parameterbereich berechnet und es
kann eine signifikante Erhohung der Effizienz des Prozesses durch eine Miteinbeziehung
des APT’s im Vergleich zum Fall ohne festgestellt werden.

,/ N\
N\
N

AN

"o Elektron
HHG

Laserfeld /

Abbildung 8.1: Schema des HHG-Prozesses bei einem atomaren System in einem ge-
kreuzten System von einem IR-Laserfeld und einem APT, wobei letz-
terer den Prozess iiber die Ionisation startet. E und k sind die IR-
Laserpolarisations- bzw. Laserpropagationsrichtung, kx ist die Propaga-
tionsrichtung des APT’s.

8.1 Theorie

Wir betrachten die Wechselwirkung eines atomaren Systems mit einer Uberlagerung von
einem IR-Laserfeld mit einem APT. Das in z-Richtung propagierende Laserfeld sei iiber
sein Vektorpotenzial A(n) = e, Ey/(wc) cos(n) definiert, mit seiner Phase n = wt — z/c,
der Amplitude des dazugehorigen elektrischen Feldes Ej, der Kreisfrequenz w, den Raum-
Zeit-Koordinaten x = (ct, x,y, z) und dem Einheitsvektor in Polarisationsrichtung e,. Der
APT bestehe aus gaussformigen Pulsen, die in y-Richtung propagieren und ein elektri-
sches Feld Ex(y,t) = e,Exog(y,t)sin(wx(t — y/c)) besitzen, mit dem Einheitsvektor e,
in Polarisationsrichtung, der maximalen elektrischen Feldstéirke Ex, seiner Kreisfrequenz
wx und der gaussformigen Pulsfunktion g(y,t) = exp(—2[(t — y/c — ty)/7]?), wobei tq den
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8.1 Theorie

Zeitunterschied zwischen IR-Feld und APT am Ort des atomaren Systems im Ursprung
und 7 die Breite des Pulses darstellt. Die Wiederholungsrate der AP’s sei doppelt so grof3
wie die IR-Laserfrequenz.

Ausgangspunkt der Beschreibung ist wiederum die Klein-Gordon-Gleichung des atoma-
ren Systems in der Single-Active-Electron-Ndherung im IR-Laserfeld und dem APT in der
Strahlungseichung;:

(00, + ) W (x) = (VL + Vx + Va + Vi) ¥(x) (8.3)
mit dem Elektron-Ion-Wechselwirkungsoperator
Vi = —2iV/c?0, + V?/c, (8.4)
wobei V' das atomare Potenzial darstellt, dem Elektron-Laserfeld-Wechselwirkungsoperator
Vi = 2iA(n) - V/c— A@n)*/c, (8.5)
dem Elektron-APT-Wechselwirkungsoperator
Vx = 2iAx(n)-V/c— Ax(n)?/c (8.6)

und dem Wechselwirkungsoperator zwischen dem Elektron und den erzeugten Harmoni-
schen

Vi(x) = =2(lu [Au(x)/c- (b + Ag(n)/0)| On) , (8.7)

wobei A (x) = c\/27m/wpél bl expiwyt — iky - r) das Vektorpotenzial des harmonischen
Feldes in zweiter Quantisierung, mit dem Einheitsvektor in Polarisationsrichtung €y und
dem harmonischen Photon-Erzeugungsoperator b', ist. |ly) sind die Zustinde des har-
monischen Feldes mit der Photonenbesetzungszahl [ (I = 0,1),p der Impulsoperator und
A, = A + Ay, wobei Ax das Vektorpotenzial des APT’s ist. wy ist die Frequenz der
Harmonischen und kg ihr Wellenvektor.

Die HHG-Prozess-Amplitude in der SFA ist iiber Verwendung von Gl. (3.34) in Kapitel 3
durch folgenden Ausdruck (in atomaren Einheiten) gegeben:

/d4 ’/d4 ") V()G (X, x") [t (E+ Ex)(x")] @(x")}, (8.8)

mit E = —0;A /c. Physikalisch kann Gleichung (8.8) durch zwei unterschiedliche Ionisati-
onsprozesse interpretiert werden. Zum einen kann der IR-Laser iiber eine Tunnelionisation
den HHG-Prozess initiieren (entspricht dem Term mit E). Zum anderen kann der hochfre-
quente Attosekunden-Puls iiber einen Einphotoneniibergang das Elektron freisetzen (ent-
spricht dem Term mit Ey). Die weitere Propagation mit anschlieBender Rekombination
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8 HHG in einem starken Laser und einem Attosekunden-Pulszug

wird dann wieder in beiden Fillen vom IR-Laserfeld dominiert. Hierbei wurde ausgenutzt,
dass fiir den APT die Dipolndherung anwendbar ist: Fxo/(wxc) < 1, ap < ¢/wx mit dem
klassischen Radius ap des Elektrons im Atom. Auflerdem kann mittels einer klassischen
Abschitzung gezeigt werden, dass die Bewegung des ionisierten Elektrons im Kontinu-
um nur durch das IR-Laserfeld bestimmt wird und somit die Green-Funktion der Klein-
Gordon-Gleichung im gesamten Feld durch die Klein-Gordon-Volkov-Green-Funktion im
IR-Laserfeld G} (x',x") [24] approximiert werden kann. Weiterhin sei ®(x) die Grundzu-
standswellenfunktion, die ein Eigenzustand des Energicoperators in der Strahlungseichung
ist [90] (siehe auch Kapitel 3).

Die differentielle Ionisationsrate der n-ten Harmonischen ist dann wiederum gegeben
durch:

e (2) oo

wobei die HHG-Amplitude fiir die n-te Harmonische beziiglich des APT’s weiter umge-
schrieben werden kann:

T n
Min = / d”'/ d”"/dgp mt (p,1, ") exp (—i(S(p, 1, n") +wxn" Jw + 1))

(8.10)
mit dem Matrixelement
i (pe + A(')/c) Alm) k
mx (p,n, ") =~ 2m) e <0|p == (et - 02)>
INCARR"
X <p+ (C” ) —;(5p+1p—c2)|r"-EX|o>. (8.11)

Im Folgenden soll nun untersucht werden, ob durch eine geeignete Wahl des APT’s der im
relativistischen Parameterbereich unterdriickte HHG-Prozess mit dem IR-Laserfeld alleine,
signifikant verstarkt werden kann.

Hierzu betrachten wir die klassischen Bewegungsgleichungen im IR-Laserfeld und be-
rechnen fiir gegebene Rekombinationsenergien die Abhéngigkeit zwischen der Startener-
gie und dem Startzeitpunkt (siche Abb. 8.2). Man erwartet fiir diejenigen Trajektorien
eine signifikante Wahrscheinlichkeit, die zu einem Zeitpunkt starten, an denen sich der
Attosekunden-Puls am Ort des atomaren Systems befindet. So erkennt man in Abb. 8.2,
z. B. dass die Harmonische mit 41 keV verstarkt wird, wenn der Attosekunden-Puls einen
Phasenverzug von ca. 1.2 rad. besitzt und die Anfangsenergie wx — I,, bei ca. 3.5 a.u. oder
hoher liegt. Diese Werte fiir die Parameter des APT’s kénnen nun in der folgenden quan-
tenmechanischen Berechnung als Ausgangspunkt zur Ermittlung der optimalen Parameter
benutzt werden. Wie sich herausstellen wird, sagt diese klassische Analyse des Prozesses
letztere bereits gut vorher.
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Abbildung 8.2: Abhéngigkeit der Anfangsenergie ey = wx — I, aufgetragen gegen die Ioni-
sationsphase 7y fiir Rekombinationsenergien von 31, 33, 35, 37, 39 und 41
keV in einem sinusoidalen Laserfeld mit U, = 500 a.u. und einer Kreisfre-
quenz von w = 0.05 a.u..

Das Integral in Gl. (8.11) wird wieder mit Hilfe der Sattelpunktsmethode berechnet. Die-
se liefert fiir den Fall, dass das IR-Feld das Elektron ionisiert, die aus Gl. (4.47) in Kapitel 4
bekannten Sattelpunktsgleichungen. Bei der Ionisation iiber den APT ergibt sich auf Grund
der Oszillation innerhalb des kurzen Pulses eine Anderung fiir die Sattelpunktsgleichung,
die die Energiererhaltung bei der Ionisation festlegt:

ep(n) — = —1, + wy. (8.12)

Diese driickt aus, dass das Elektron durch ein hochenergetisches Photon des APT’s ionisiert
wird und deshalb zusétzlich dessen Energie absorbiert. Die Idee ist nun, dass diese Energie
den Drift des ionisierten Elektrons in IR-Laserpropagationsrichtung kompensiert und so
die Riickkehr zum atomaren Rumpf ermdglicht. Es ist anschaulich klar, dass dies der Fall
ist, wenn die Polarisationsrichtung des APT’s, die fiir die nicht-relativistische Photoioni-
sation (wy < ¢?) in Emissionsrichtung des Elektrons bei der Ionisation zeigt, entgegen der
Propagationsrichtung des Lasers angeordnet ist.
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8 HHG in einem starken Laser und einem Attosekunden-Pulszug

8.2 Spektren

In Abb. 8.3 wird iiber Gl. (8.9) das HHG-Spektrum eines atomaren Systems mit ei-
nem Jonisationspotenzial von [, = 5.5 a.u. in einem moderat-relativistischen Laserfeld
(€ ~ 0.33) und einem APT mit experimentell realisierbaren Parametern, d.h. einer maxi-
male Feldstirke von 0.01 a.u., einer Pulsdauer von 100 as, einem Phasenverzug von 1.2 rad.
sowie einer Trégerfrequenz von wx = 9 a.u. berechnet. Fiir letztere wurde der minimale
Wert angenommen, der immer noch den klassischen Bedingungen fiir die Driftkompensa-
tion aus dem vorhergehenden Paragraphen geniigt. Es werden zwei Szenarien betrachtet:
1) Ionisation mittels dem APT mit anschliefender Propagation im Laserfeld und HHG-
Emission in APT-Propagationsrichtung, 2) Ionisation und Propagation durch das Laserfeld
und HHG-Emission in Laserpropagationsrichtung. Es werden unterschiedliche Nédherungen
angewendet. Im ersten Fall wird ein APT mit gaussformigen Pulsen wie oben dargestellt
oder mit Delta-Pulsen der Form Ex(t) = Exo76(t — ty) wie in Ref. [104] betrachtet. Der
zweite Fall wird sowohl voll-relativistisch iiber die Klein-Gordon-Gleichung als auch in der
Dipolnéherung beschrieben. Letztere dient als Referenz fiir die optimal erreichbaren Pro-
zessraten. Wie man erkennt, ist der HHG-Prozess, der nur von dem IR-Feld allein getrieben
wird, stark unterdriickt, fiir Energien von 40 keV nahezu 6 Groflenordnungen. Er kann des-
halb nicht zur Erzeugung kohérenter Strahlung mit diesen Energien benutzt werden. Die
zusitzliche Uberlagerung eines APT’s mit geeigneten Parametern fiihrt dagegen im Ver-
gleich zu einer Erhohung der Raten um bis zu 5 Groflenordnungen und erméglicht so die
Erzeugung hoherer Harmonischer mit signifikanten Intensitéten und Energien von 40 keV.
Die Beschreibung iiber Delta-Pulse ist in diesem Parameterbereich nicht gerechtfertigt, da
die Bedingung wx7 < 1 [105] verletzt ist, fithrt allerdings zu dhnlichen Ergebnissen wie die
korrekte Berechnung der Prozessrate mittels gaussformiger Pulse. Es sei bemerkt, dass die
unterschiedlichen HHG-Emissionsrichtungen in den Féllen 1) und 2) sicherstellen, dass die
von unterschiedlichen Atomen emittierte Strahlung in einer festen Phasenbeziehung steht,
die konstruktive Interferenz erlaubt.

Im Folgenden wollen wir die Stabilitdt der Erhéhung der HHG-Raten durch die zusétz-
liche Verwendung eines APT’s bei Verdnderung seiner Parameter untersuchen. Beginnen
wollen wir mit der Variation des Phasenverzugs des APT’s beziiglich des IR-Feldes in
Abb. 8.4a). Man erkennt, dass die HHG-Raten bei einer Variation von 0.15 rad. in der
Phase nahezu konstant bleiben, wihrend eine Variation von 0.3 rad. zu einer starken Ver-
ringerung fithrt. Dies kann mit der Pulslinge der AP’s wr = 0.2 begriindet werden. Eine
Variation des Phasenverzuges der von dieser Grossenordnung oder kleiner ist, verdndert
das elektrische Feld des APT’s zum Startzeitpunkt der Trajektorien mit hohen Endener-
gien und somit auch ihre Wahrscheinlichkeit nur wenig. Fiir noch grofilere Phasenverziige
ist die Ionisationswahrscheinlichkeit fiir die wichtigen Trajektorien wegen des geringeren
elektrischen Feldes zu diesem Zeitpunkt dagegen wesentlich geringer und der HHG-Prozess
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log, o(dw/dQ [a. u.])

Energie der Harmonischen [keV]

Abbildung 8.3: HHG-Spektrum iiber dw, /dQ2 in Gl. (8.8) eines atomaren Systems mit lo-
nisationspotenzial [, = 5.5 a.u (Be?"). in einem IR-Laserfeld mit einer ma-
ximalen elektrischen Feldstéirke von Fy = 2.2 a.u. und einer Kreisfrequenz
w = 0.05 a.u.: (grau) in der Dipolnéherung, (rot) voll-relativistisch tiber
die Klein-Gordon-Gleichung; und zusétzlich in einem APT mit maximaler
elektrischer Feldstiarke E'xq = 0.01 a.u., einer Tragerfrequenz wxy = 9 a.u.,
einem Phasenverzug -1.2 rad. und einer Pulsldnge 7 = 4 a.u.: (schwarz) mit
gaussformigen Pulsen, (blau) mit Delta-Pulsen.

ist unterdriickt.

Des Weiteren variieren wir die Trigerfrequenz wy des APT’s fiir den ermittelten optima-
len Phasenverzug zwischen den Feldern (Abb. 8.4b)). Man erkennt, dass die Raten fiir zu
geringe Tragerfrequenzen beziiglich Gl. (8.1) klein sind. Der APT induziert dem Elektron
bei der Ionisation also eine zu geringe Anfangsenergie, die den daraufolgenden relativisti-
schen Laserdrift nicht kompensieren kann. Fiir grolere Werte von wx von etwa 9 a.u. ist
dies nicht mehr der Fall und der HHG-Prozess kann mit signifikanter Wahrscheinlichkeit
auch fiir Cutoff-Harmonische ablaufen. Dies bestéitigt ebenfalls die klassische Analyse in
Abb. 8.2. Sie sagt weiterhin voraus, dass bei steigender Tréigerfrequenz erst zwei dann vier
klassisch mogliche Trajektorien zum Spektrum beitragen. Auch diese Tatsache kann an den
unterschiedlichen Oszillationsmustern der Spektren abgelesen werden. Wéhrend die nieder-
frequente Oszillation auf ein Paar sehr &hnlicher Trajektorien zuriickzufiihren ist, ergibt die
Uberlagerung mit einem zweiten Paar eine hoch-frequente Oszillation (siehe auch Abb. 8.5
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8 HHG in einem starken Laser und einem Attosekunden-Pulszug

mit geeigneten Parametern). Auflerdem erkennt man einen Abfall der Raten fiir hohere
Tréagerfrequenzen. Dies ist durch das, die lonisation beschreibende Dipol-Matrixelement
beziiglich des APT’s, begriindet. Dieses wird mit steigenden Startenergien, also grofieren
Triagerfrequenzen geringer. Unter Beriicksichtigung der angegebenen Charakteristika lasst
sich dann eine optimale Tragerfrequenz von 9 a.u. ermitteln, wobei eine Erhéhung von
einigen a.u. nur geringe Auswirkungen auf die Effizienz des Prozesses hat.
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Abbildung 8.4: HHG-Spektrum iiber dw, /dS2 in Gl. (8.8) eines atomaren Systems mit
Ionisationspotenzial I, = 5.5 a.u. in einem IR-Laserfeld mit maximaler
Feldstarke Fy = 2.2 a.u. und Kreisfrequenz w = 0.05 a.u. und einem APT
mit maximaler elektrischer Feldstéirke Eyo = 0.01 a.u. und einer Pulsldnge
7 =4 a.u.. a) Mit einer Trigerfrequenz von wy = 9 a.u. und unterschiedli-
chen Phasenverziigen von -1.50, -1.35, -1.20, -1.05 bzw. -0.90 rad. zwischen
den Feldern. b) Mit einem Phasenverzug von -1.20 rad. zwischen den Fel-
dern und unterschiedlichen Tragerfrequenzen von 7, 8, 9, 11, 13 bzw. 15
a.ll..

Das hohe Interesse am HHG-Prozess ist hauptsdchlich damit begriindet, dass die emit-
tierte Strahlung kohérent iiberlagert werden kann und so die Erzeugung von ultrakurzen
Laserpulsen moglich wird. Im Folgenden soll nun auch der hier betrachtete Ionisations-
Rekollisionsprozess unter diesem Gesichtspunkt untersucht werden. Um méglichst intensi-
ve Laserpulse erlangen zu kénnen, betrachten wir das Spektrum mit den oben ermittelten
optimalen Parametern. Analog zum vorangehenden Kapitel kann die Abhéngigkeit der
Rekombinationsphase von der Energie der Harmonischen benutzt werden um eine ideale
Fensterbreite von ca. 150 eV abzuschitzen. Benutzt man dann ein gaussformiges Fenster
mit dieser Fensterbreite nahe am Cutoff, kénnen Laserpulse mit Pulsdauern von ca. 10
as hergestellt werden. Es sei bemerkt, dass im Gegensatz zum Fall mit zwei gegenléufigen
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Abbildung 8.5: Es sind die vier Bahnen im Laserfeld mit Fy=2.2 a.u. und w = 0.05 a.u.
mit einer Endenergie von 3 U, dargestellt. Die Ionisation erfolgt iiber den
APT mit einer Tréagerfrequenz von 15 a.u. und den weiteren Parametern
wie in Abb. 8.4b).

APT’s hier zwei Trajektorien zum Spektrum beitragen, was prinzipiell negative Auswir-
kungen auf die Pulslinge und -form hat. Wegen der sehr grofien Ahnlichkeit der beiden
Bahnen ist dieser Effekt allerdings nicht signifikant (siche Abb. 8.5).

8.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der relativistische Ionisations-Rekollisionsprozess an Hand von
HHG betrachtet. Als treibendes Laserfeld wurde eine gekreuzte Uberlagerung eines kon-
ventionellen IR-Laserfeldes mit einem Attosekunden-Pulszug benutzt. Uber eine klassische
Analyse der Dynamik des ionisierten Elektrons im Gesamtfeld konnten die fiir die Effizienz
des Prozesses optimalen Parameter des APT’s angegeben und iiber die SFA HHG-Spektren
im moderat-relativistischen Parameterbereich ermittelt werden. Im Gegensatz zur konven-
tionellen Konfiguration nur mit sinusoidalen Laserfeldern sind die Prozessraten signifikant
erhoht und die Erzeugung von kohérenter Strahlung mit Energien von bis zu 50 keV in
einem schon heute verwirklichbaren Lasersystem wird méglich. Durch eine Uberlagerung
von Teilen des Spektrums wird die Erzeugung von Attosekunden-Pulsen moglich. Uber den
HHG-Prozess ist dann also eine Transformation des einlaufenden APT’s in einen auslau-
fenden APT moglich, wobei sich die Pulsdauern um einen Faktor 10 verringern und die

119



8 HHG in einem starken Laser und einem Attosekunden-Pulszug

Tréagerfrequenzen um einen Faktor 100 erhéhen.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Ionisation eines atomaren Systems mit anschlieBender Rekollisi-
on des freigesetzten Elektrons im relativistischen Parameterbereich theoretisch untersucht.
Speziell die damit verbundenen Folgeprozesse, die Above-Threshold-lonisation (ATI) ein-
schliellich Riickstreuung und die Erzeugung héherer Harmonischer (HHG), zuriickfithrbar
auf die Rekombination des Elektrons mit dem atomaren Rumpf, standen im Mittelpunkt
des Interesses.

Die Basis der analytischen Beschreibung der Prozesse war die Strong-Field-
Approximation (SFA). Sie wurde in ihrer standardméfigen Form in Kapitel 1 im nicht-
relativistischen Parameterbereich vorgestellt. Damit wurde es moglich Prozessraten fiir
die nicht-relativistische Above-Threshold-Ionisation sowie die Erzeugung hoherer Harmo-
nischer anzugeben.

In Kapitel 2 wurde der schwach-relativistische Parameterbereich untersucht. Auf Grund
der hoheren Intensitédten konnte die typische Geschwindigkeit des aktiven Elektrons
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit nicht mehr vernachléssigt werden und die die Dy-
namik der Prozesse beschreibende Schrodinger-Gleichung musste durch relativistische
Korrekturterme erginzt werden. Uber eine klassische Analyse der Dynamik konnte die
Signifikanz der unterschiedlichen relativistischen Effekte fiir den betrachteten Parameter-
bereich abgeschéitzt werden und die Korrekturen auf Grund des Lasermagnetfeldes sowie
der relativistischen Massenverschiebung als die dominierenden identifiziert werden. Spin-
Effekte oder die Zitterbewegung spielen dagegen keine Rolle. Die Schrodinger-Gleichung
mit den entscheidenden Korrekturtermen konnte in der SFA gelost werden, wobei die
fiir nicht-relativistische Ionisationsprozesse iibliche und durch die Literatur gerechtfer-
tigte Léngeneichung benutzt wurde. So lieflen sich dann die Prozessraten und damit
die Energiespektren sowohl fiir ATI als auch fiir HHG angeben. Der Hauptunterschied
zu den nicht-relativistischen Spektren ist eine Absenkung des fiir Rekollisionsprozesse
typischen Plateaus. Diese driickt eine Verringerung der Riickkehrwahrscheinlichkeit des
freien Elektrons zum atomaren Rumpf aus, die durch den von der Lorentz-Kraft des
Lasermagnetfelds induzierten Elektronendrift in Propagationsrichtung begriindet ist. Auf
Grund dieses Drifts ist es nur noch Teilen des Wellenpakets des Elektrons moglich zum
atomaren Rumpf zuriickzukehren, wiahrend der Schwerpunkt und somit der Hauptanteil
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des Wellenpakets ihn verfehlt. Weiterhin erkennt man an den Spektren, dass die maximal
erreichbaren Energien der emittierten Elektronen bzw. Photonen gegeniiber der nicht-
relativistischen Berechnung leicht verschoben sind, was auf den gewachsenen Einfluss des
Lasermagnetfeldes sowie auf die relativistische Massenverschiebung zuriickgefiithrt werden
konnte.

Mit dem Ziel einer voll-relativistischen Beschreibung des Ionisations-Rekollisionsprozesses
musste die SFA genauer untersucht werden. Da sie eine nicht-eichinvariante Theorie ist,
also fiir unterschiedliche Eichungen unterschiedliche Ergebnisse liefert, stellte sich die
bisher nur im nicht-relativistischen Parameterbereich beantwortete Frage: Welche Eichung
ist fir die Berechnung relativistischer Ilonisationsprozesse in der SFA bei Atomen die
geeignete? Hierzu wurde in Kapitel 3 zuerst die nicht-relativistische SFA so modifiziert,
dass sie eichinvariant wird, und dieser Formalismus auf die relativistische Beschreibung
iibertragen. Diese nun eichinvariante relativistische SFA stimmt mit der konventionellen
SFA in der Goppert-Mayer-Eichung iiberein und beantwortet die oben gestellte Frage.

Basierend auf dieser eichinvarianten SFA konnte dann in Kapitel 4 sowohl der ATI-
als auch der HHG-Prozess voll-relativistisch beschrieben werden. Es wurden die Energie-
sowie Winkelspektren der emittierten Elektronen bzw. Photonen untersucht. Wie schon
in Kapitel 2 dominierte der Einfluss des Lasermagnetfeldes alle Verdnderungen der Spek-
tren gegeniiber der nicht-relativistischen Beschreibung. Speziell die Verringerung der
Rekollisionswahrscheinlichkeit des freien Elektrons mit dem atomaren Rumpf trat noch
starker zu Tage als im schwach-relativistischen Parameterbereich und machte sowohl die
Riickstreuung bei ATT als auch HHG unmoglich. Da letzterer Prozess als Quelle kohérenter
hochenergetischer Strahlung dient, wurde das Interesse im weiteren Teil der Arbeit auf
die Frage gerichtet, wie der Rekollisionsprozess auch im relativistischen Parameterbereich
ermoglicht werden kann und so die erwiinschten Folgeprozesse in einem neuen, hoheren
Energiebereich auszulosen vermag. Die Beantwortung dieser Frage war gleichzeitig das
Ziel dieser Abhandlung.

In Kapitel 5 wurden die schon bestehenden und in der Literatur beschriebenen Vor-
schldge, wie der relativistische Drift des Elektrons im Kontinuum verringert und so die
Riickkehrwahrscheinlichkeit signifikant erhéht werden kann, vorgestellt. Sie beruhen jeweils
auf verdnderten Figenschaften des verwendeten atomaren Systems bzw. der Konfiguration
des treibenden Laserfeldes. Da all diese Vorschlédge Nachteile besitzen, experimentell noch
nicht realisiert wurden und zu erwarten ist, dass sie nur in eher moderat-relativistischen
Parameterbereichen zum Erfolg fithren, war die Préasentation weiterer Methoden gerecht-
fertigt und erwiinscht.
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Der erste neue Vorschlag beruhte auf der Verdnderung der Form des Laserfeldes weg
von konventionellen sinusférmigen Pulsen hin zu maBgeschneiderten (Kapitel 6). Uber
eine klassische Analyse konnte gezeigt werden, dass ein Attosekunden-Pulszug (APT),
dessen Pulse die Form von Rechtecken haben, geeignet ist, den relativistischen Drift des
Elektrons im Kontinuum stark zu reduzieren und so die Erzeugung hoéherer Harmoni-
scher mit Energien bis zu einem 1 MeV zu ermoglichen. Weiterhin konnten die fiir die
Rekollision optimalen Parameter des APT’s bestimmt werden. Auflerdem wurde die Sta-
bilitdt des HHG-Prozesses unter zufalligen Variationen der Pulsform des Lasers untersucht
und Grenzen angegeben. Das Kapitel wurde abgeschlossen mit einer Diskussion iiber
die experimentelle Realisierbarkeit des mafligeschneiderten APT’s. Es stellte sich heraus,
dass die Herstellung des APT’s iiber die Wechselwirkung von sehr intensiven Lasern mit
Plasmaoberflachen in naher Zukunft zwar schwierig, aber moglich sein sollte.

Um nun die experimentell anspruchsvolle Optimierung der Pulsform des APT’s um-
gehen zu konnen, wurde in Kapitel 7 eine weitere Methode vorgestellt, die zwei ge-
genlaufige, nicht weiter bearbeitete APT’s verwendet, die den relativistischen Ionisations-
Rekollisionsprozess bei Atomen treiben. Unter gewissen Anfangsbedingungen war es dann
moglich, dass ein APT die lonisation auslost und das Elektron vom atomaren Rumpf
weg tragt, wihrend der zweite auf Grund seiner entgegengesetzten Propagationsrichtung
den Drift kompensiert und das freie Elektron so effektiv mit dem atomaren Rumpf re-
kombinieren ldsst. Mittels dieser Anordnung wurden Rekollisionsenergien von mehreren
MeV moglich, die zur Erzeugung von hoheren Harmonischen mit diesen Energien und
nahezu optimalen Raten fithrten. Mittels einer kohérenten Uberlagerung der emittierten
Harmonischen konnten erstmalig ultrakurze ~-Pulse im Zeptosekunden-Bereich, die in der
Gamma-Spektroskopie bei Kernen Verwendung finden kénnten, theoretisch vorhergesagt
werden.

Im dritten und letzten Vorschlag zur relativistischen Driftkompensation wurde der
Ionisations-Rekollisionsprozess, getrieben von einer gekreuzten Anordnung eines Infrarot-
Laserfeldes und einem XUV-APT’s, untersucht (Kapitel 8). Die grundlegende Idee war
in diesem Fall, dass das Elektron durch den APT iiber einen Einphotoneniibergang
ionisiert wird und so einen Anfangsimpuls erhélt, der dem Drift, induziert durch das
Lasermagnetfeld, entgegenwirkt und die Riickkehr des Elektrons zum atomaren Rumpf
ermoglicht. HHG als Indikator des lonisations-Rekollisionsprozesses konnte dann wieder
zur Erzeugung kurzer Laserpulse im 10 as Bereich mit Energien von 40 keV benutzt
werden. Im Gegensatz zu den zwei vorhergehenden Methoden ist diese Laserkonfiguration
schon jetzt experimentell zugénglich.

Die grundlegenden neuen Ergebnisse dieser theoretischen Arbeit waren somit die Ent-
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wicklung einer eichinvarianten SFA, die die Ionisationsprozesse bei Atomen bis hin zum
voll-relativistischen Parameterbereich konsistent beschreibt, und es ermoglichte den relati-
vistischen Ionisations-Rekollisionsprozess analytisch zu untersuchen. Wie sich herausstellte
ist letzterer, getrieben mit sinusférmigen Laserfeldern, sehr unwahrscheinlich und seine
konventionelle Konfiguration verlangte Modifikationen. Es wurden deshalb drei neue
Methoden vorgestellt, die in unterschiedlichen bis hin zu stark-relativistischen Parameter-
bereichen erfolgreich waren. Mit ihnen wurde dann die Erzeugung von hochenergetischer
kohérenter Strahlung und ultrakurzen Pulsen realisierbar.

Es sollen nun noch kurz weitere mogliche Untersuchungen und offene Fragestellungen
angesprochen werden, die mit dem Thema dieser Arbeit verkniipft sind. Dies ist sicher-
lich die Bestétigung der eichinvarianten SFA im relativistischen Parameterbereich. Dies
konnte zum einen iiber eine numerische Losung der, die Dynamik des Ionisationsprozesses
bei Atomen beschreibenden quantenmechanischen Gleichungen, sprich der Klein-Gordon-
Gleichung oder der Dirac-Gleichung, geschehen, zum anderen durch experimentelle Mes-
sung von lonisationsraten fiir geeignete Parameter. Ebenso verlangen alle vorgestellten
Methoden zur Driftkompensation eine experimentelle Umsetzung. Speziell der Vorschlag
iiber zwei gegenlaufige zirkular polarisierte Laserfelder den relativistischen Ionisations-
Rekollisionsprozess zu ermoglichen, bendtigt eine quantenmechanische Beschreibung. Wei-
terhin wére die Untersuchung einer Kombination der unterschiedlichen Methoden, so z. B.
einer Modifikation des atomaren Systems bei gleichzeitiger Verdnderung des Laserfeldes,
denkbar. Unter der Annahme, dass die Unterdriickung des relativistischen Drifts mittels
zweier gegenlaufiger APT’s bis hin zu Energien von 10 MeV nahezu vollstéandig gelungen
ist, ist der die Rekombinationswahrscheinlichkeit letzte begrenzende Faktor die Ausdeh-
nung des Wellenpakets. Um diese zu reduzieren oder vielleicht sogar umzukehren, bestehen
bisher experimentell nur schwer zu realisierende Vorschldge.
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A Atomare Einheiten

In dieser Arbeit werden, wenn nicht ausdriicklich anders ausgezeichnet, die atomaren Ein-
heiten, atomic units (a.u.), verwendet. Dieses Einheitensystem ist so gewihlt, das folgende
physikalischen Konstanten als Grundeinheiten der Lénge, Masse, Ladung und der Wirkung
den Wert 1 annehmen:

g =me =¢e9=h=1. (A.1)

Hierbei bezeichnen oy den Bohrschen Radius, m,. ist die Masse des Elektrons, ey die
Ladung des Positrons und A die um den Faktor 27 reduzierte Planck-Konstante h. Fiir die
in dieser Abhandlung auftretenden physikalischen Gréfen liefert die folgende Tabelle die

Umrechnung;:
physikalische Grofie Atomare Einheit [a.u.] | sonst iibliche Einheit
Energie ¢ 1 27.2eV
Dielektrizitétskonstante 4me 1 16%7 Am/Vs
elektrische Feldstirke E 1 5.14 x 10° V/cm
Intensitit [ 1 6.44 x 10'® W /cm?
Lichtgeschwindigkeit ¢ 137 3.00 x 108m/s
Zeit t 1 24.2 x 107185

Léange o 1 52.9 x 1072 m

Die Beziehung zwischen der Amplitude der elektrischen Feldstérke Ej eines linear polari-
sierten Laserfeldes, angegeben in atomaren Einheiten, und der Laserintensitét I in W /cm?
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wird ebenso oft bendtigt und lautet:
I[W /em?®] = 3.51 x 10'(Ey[a.u.])?. (A.2)

Eine weitere niitzliche Formel ist die Beziehung zwischen der Laserintensitéit I und der
ponderomotiven Energie U,,:

U,[eV] = 0.09341[W /cm’]) (A[m])?, (A.3)

wobei A die Laserwellenldnge darstellt.
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B Die Sattelpunktsmethode

Die in der SFA ermittelten Prozess-Amplituden M fiir ATI sowie HHG koénnen durch
n-dimensionale Integrale der Form

M = /d"xg(x) exp(—i5(x)) (B.1)

angegeben werden, wobei iiber den ganzen n-dimensionalen Raum integriert wird. g stellt
ein Matrixelement dar, dessen Abhéngigkeit von der Integrationsvariablen x im Vergleich
zur schnell oszillierenden Funktion S(x) nur schwach ist. Eine analytische Berechnung
dieser Integrale ist in den in dieser Arbeit betrachteten Féllen nicht moglich. Da die
numerische Behandlung vor allem bei den mehrdimensionalen Integralen, die in Folge
der Rekollision des ionisierten Elektrons auftreten, sehr anspruchvoll ist, wenden wir die
Sattelpunktsmethode an [106]. Dies ist eine Néherung, die analytische Ausdriicke fiir das
Integral in Gl (B.1) liefert und in dem vorgegebenen adiabatischen Parameterbereich
zufriedenstellende Ergebnisse liefert. Sie soll nun kurz heuristisch vorgestellt werden.

Wie schon erwéhnt, variiert die Funktion im Exponenten und somit auch der Exponen-
tialfaktor im Integranden von Gl. (B.1) sehr stark in der Integrationsvariablen. Es wird
deshalb angenommen, dass die Hauptbeitrige zum Integral von Umgebungen der Extremal-
punkte der Funktion S im Exponenten stammen. Diese sogenannten Sattelpunkte SP = x
werden durch die Bedingung

0xS(x0) = 0 (B.2)

definiert. In der Umgebung der Sattelpunkte approximiert man S(x) = S(x¢) +
0,5 (x0)(x; — wo,)(x; — xo;) Mit x = (21,..,2,), X0 = (o1, .., Ton), &, j€{l,..,n}. Un-
ter der Voraussetzung, dass sich g langsam verédndert, kann dann in der Umgebung des
Sattelpunktes g(x) = g(xg) gesetzt werden. Hieraus folgt fir Gl. (B.1)

M =~ Zg(xo) exp (—iS(xp)) /d’”x exp(—10;;5(x0) (z; — o) (T; — o 4), (B.3)

SP

wobei iiber alle Sattelpunkte SP von S summiert wurde. Da die Matrix (0;;5(x0)) symme-
trisch ist, existiert eine Matrix A = (A4;;) mit 0;;5(x0) = AixAjr, wobei iiber ke{l,..,n}
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summiert wurde. Weiterhin gilt det A;; = (det 0;;5 (x0))"%. Mit der Integrationsvariablen-
Transformation y = A(x — xq) ergibt sich dann fiir das Integral aus Gl. (B.3)

M ~ Zg(xo) exp(—15(xp))/ (det 8ijS(xo))1/2/d”y exp(—iy?), (B.4)

wobei y = |y| gilt. Das verbliebene Integral ist bekannt [107]. Als Endergebnis, das in den
Berechnungen der Prozess-Amplituden benutzt wird, erhdlt man:

N , (2ma)" 1/2
M = 3 ) xpli5(0) (m) | (B.5)
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