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Zusammenfassung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist das Umfeld der lokalen Gross-Zagier-Formeln
von Zhang [Zhl], die einen quantitativen Zusammenhang herstellen zwischen
speziellen lokalen Koeffizienten (Local Linking Numbers) einer verallgemeiner-
ten Hohenpaarung und Produkten lokaler Neuformen einer Rankin-Selberg-
Faltung automorpher Darstellungen. Hier hingegen werden qualitativen Aus-
sagen iiber die Verwandtschaft des Raums aller Local Linking Numbers mit
dem Raum aller Produkte von Fourierkoeffizienten untersucht. Erste Anzeichen
solcher Gemeinsamkeiten finden sich bereits bei Jacquet [Jal]. Die Methoden,
die hierzu verwendet werden, sind durchgehend explizit-konstruktiver Natur.
Insbesondere wird ein Matching der genannten Rdume bewiesen. Desweite-
ren wird das Verhalten der Local Linking Numbers unter einer Translation
untersucht, mit deren Hilfe dann ein Operator etabliert wird, der als ein geo-
metrisches Pendant zum analytischen Heckeoperator interpretiert wird. Die
lokalen Gross-Zagier-Formeln werden schliellich mit Hilfe dieser Ergebnisse
erneut formuliert, womit diese ihre Tauglichkeit unter Beweis stellen.

Abstract

The starting point of this thesis is the setting of Zhang’s local Gross-Zagier for-
mulas [Zh1]. These establish a quantitative connection between the products
of local newforms related to a Rankin-Selberg convolution of automorphic re-
presentations and special local coefficients (so called local linking numbers) of
a generalised height pairing. In contrast, the present work is concerned with
qualitative assertions between the space of all local linking numbers and the
space of all products of Fourier coefficients. First hints at such similarities are
due to Jacquet [Jal]. The methods used here are always of explicit-constructive
nature. In particular, a matching of the two spaces mentioned above is proved.
Further, the properties of local linking numbers under a suitable translati-
on is studied in oder to establish an operator which will be interpreted as a
geometric version of the analytic Hecke operator afterwards. Finally, the lo-
cal Gross-Zagier formulas are reformulated using these results, showing their
suitability.






Danksagung

Ich bedanke mich bei meinem Betreuer Prof. Dr. Rainer Weissauer fiir den
interessanten Themenvorschlag, der dieser Arbeit zugrunde liegt, sowie fiir
seine Betreuung und seine inspirierenden Gedanken, die er mit mir geteilt hat.
Ich bedanke mich bei Andreas Roscheisen fiirs intensive Korrekturlesen. Uwe
Weselmann verdanke ich einige niitzliche Tips und Korrekturen und nicht zu-
letzt die Vereinfachung der Rechnung in Kapitel 7.1.1.

Dem Evangelischen Studienwerk e.V. Villigst danke ich fiir das Promotionssti-
pendium. Danke, fiir die interessanten und motivierenden Begegnungen und
die Arbeit in Villigst!

Julia, Andreas, Prof. Dr. B. H. Matzat, Dr. Katrin Maus, Birgit und Sabine
herzlichen Dank fiir all die Unterstiitzung.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung iii

I Local Linking Numbers 1

1 Terminologie, Grundlegendes, Resultate 3

1.1 Geometrie . . . . . ... 3

1.2 Automorphe Formen . . . . . . . ... ... ... ... 14

1.3 Hauptresultate . . . . . . ... ... 22

1.4 Lokale Gross-Zagier-Formel . . . . . .. ... .. ... ..... 27

2 Charakterisierung der Local Linking Numbers 33

2.1 Die Eigenschaften der Local Linking Numbers . . . . . .. . .. 38

2.2 Die Charakterisierung . . . . . . . .. .. ... 46

2.2.1 Vorgehensweise im Beweis . . . . .. . ... ... .... 46

2.2.2  Ausfithrung im Fall einer Kérpererweiterung . . . . . . . 47

2.2.3 Ausfithrung im Fall einer zerfallenden Algebra . . . . . . 52

2.3 Umparametrisierung von x auf & . . . . . . ... ... 60

3 Matching 63
IT Verhalten der Local Linking Numbers unter Translation,

Matchingoperatoren 65

4 Der Fall eines kompakten Torus 69

4.1 Explizite Beispiele . . . . . .. ... . oo 0L 72

4.1.1 Eine spezielle translatierte Linking Number falls —1 € F'*2? 75

4.1.2  FEine spezielle translatierte Linking Number falls —1 ¢ F*? 83

4.1.3 Weitere Beispiele . . . . . ... ... ... ... 88

5 Der Fall eines nichtkompakten Torus 99

5.1 Ein Beispiel . . . . . . . ... 103

5.2 Vermutung und Beweisansatz . . . .. .. ... .. .. ..... 118



6

7

Ein Matchingoperator 123

6.1 Konstruktion fiir den nichtkompakten Fall . . . . . .. ... .. 125
6.2 Konstruktion fiir den kompakten Fall . . . . . . . ... ... .. 131
6.3 Zusammenfassung . . . . .. ... 133
Vergleich mit dem Zhangschen Operator 135
7.1 Lokale Gross-Zagier-Formel . . . . . ... ... ... ... ... 137
7.1.1 Zhangs Local Linking Numbers . . . . . ... ... ... 137
7.1.2 Neuformen. . . ... ... ... ... .. 140
7.2 Reformulierung der lokalen Gross-Zagier-Formel . . . . . . . .. 143
Beweis von Vermutung 5.4 147
8.1 Transformation von Gleichung (III) und (IV) in Gleichung (II)
und (I) .« . . oo 0o 149
8.2 Reduktionen . . . . . . ... oo 151
8.3 Gleichung (I): zo=0und z3=0. . . . ... ... ... ..... 153
8.4 Gleichung (I): 22 #0und z3=0. . . . . ... ... ... .... 162
8.5 Gleichung (I): 29 Z0und 23 #0 . . . . . . ... ... ... ... 171
8.6 Gleichung (I): 2o =0und 23 A0 . . . . . . ... ... ... ... 178
8.7 Gleichung (II): z; =0und 2, =0 . . . ... ... ... ..... 185
8.8 Gleichung (II): z; #0und 2, =0 . . . . .. .. ... ... ... 191
8.9 Gleichung (II): z; =0und 2z, #0 . . . . . ... ... ... ... 198
8.10 Gleichung (II): 2y #0und 24 #0 . . . . . ... ... ... ... 206
8.11 Auftretende Local Linking Numbers . . . . . . . . ... ... .. 222
8.11.1 Integrale mit der Bedingung v(y2) < ng, v(ys) > ng aus
dem inneren Integral . . . . . ... ... ... ... ... 222
8.11.2 Integrale mit den Bedingungen v(ys3) < nz und v(ys) >
—v(ys) aus dem inneren Integral . . . . . . ... ... .. 224
8.11.3 Integrale mit der Bedingung v(y3) < ns und
v(y2) < —v(y3) aus dem inneren Integral . . . . . . . .. 228
8.11.4 Integrale mit der Bedingung v(y3) < ns und
v(y2) = —v(y3) aus dem inneren Integral . . . . . . . .. 229
8.12 Ein Korollar . . . . . . . . .. .. ... 236

Literaturverzeichnis 237

11



Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit lokalen g-adischen Fragestellun-
gen, deren Ursprung in der Arbeit von Gross und Zagier [GrZ] iiber die Ver-
mutung von Birch und Swinnerton-Dyer liegt. Diese Vermutung liefert einen
Zusammenhang zwischen dem Wert der L-Funktion einer elliptischen Kurve
E iber Q im Zentrum des kritischen Streifens und der Struktur der Gruppe
der Q-rationalen Punkte auf E (Mordell-Weil-Gruppe). Insbesondere besagt
diese Vermutung, dal der Rang der Mordell-Weil-Gruppe gleich der Nullstel-
lenordnung von L(E, s) im zentralen Punkt s = 3 sein sollte. Diese tiefliegende
Vermutung ist bis heute unbewiesen.

Gross und Zagier haben aber in dem Fall, in dem der Rang eins ist, diese
Vermutung recht allgemein bestétigen kénnen. Die Beweisidee von Gross und
Zagier besteht darin, den Wert der Ableitung L'(E, 3) explizit durch eine For-
mel zu berechnen, deren entscheidender Anteil der Wert einer Hohenpaarung
fiir £ ist, woraus dann die Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung im Fall Rang
eins abgelesen werden kann. Der Beweis dieser Gross-Zagier-Formel ist sehr
kompliziert und beruht darauf, sowohl L'(E, %) als auch die Hohenpaarung
auf geeignete Weise so in eine Reihe zu entwickeln, dafl wie durch ein Wunder
Term fiir Term {ibereinstimmen.

Dieses Wunder ist schwer zu verstehen und bedarf einer inhaltlichen Be-
griindung. Ein wichtiger Schritt in diese Richtung findet sich in den Arbeiten
von Zhang [Zh1], [Zh2]. Zhangs Ansatz unterscheidet sich auf den ersten Blick
nur geringfiigig vom Ansatz von Gross und Zagier. Der Unterschied besteht
im wesentlichen darin, daff er den Summandenvergleich der Reihenentwick-
lungen besser strukturiert, indem er sogenannte lokale Gross-Zagier-Formeln
beweist, die ein p-adisches Analogon der globalen Gross-Zagier-Formel darstel-
len. Das sind Identitédten zwischen geeigneten lokalen Ableitungen von lokalen
L-Faktoren auf der einen Seite und lokalen geometrischen Paarungen (als lo-
kales Analogon zur Hohenpaarung) auf der anderen Seite.

Diese lokalen Identitéiten werfen ein neues Licht auf die globale Gross-Zagier-
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Formel. In der Tat schreibt sich die globale Hohenpaarung als eine Summe

S () log(S,),

wobei 7 gewisse globale Nebenklassen durchlauft, und die S, gewisse Adel-
produkte von rein lokalen p-adischen Termen sind. Die Ableitung der L-Reihe
wird auf dhnlich Weise in eine Summe entwickelt, und eine Teil des Beweis
beruht nun auf den lokalen Gross-Zagier-Identitéten, die log(S,) durch lokale
beziehungsweise adelische Whittakerfunktionen ausdriicken. Dann miissen nur
noch die globalen Multiplizitdten m(+) verglichen werden, wobei diese Werte
zwar globaler Natur sind, aber gute funktorielle Eigenschaften besitzen.

Diese Neustrukturierung des Beweises der Gross-Zagier-Vermutung liefert eine
verbliiffende Analogie zu entsprechenden Vergleichen in der Theorie der Sel-
bergschen Spurformel. Dort sind die entsprechenden Summen von der Gestalt

> (10,

Y

wobei v gewisse globale Konjugationsklassen durchlduft, und die O, gewis-
se (stabile) Orbitalintegrale sind (das heifit adelische Produkte von rein g-
adischen Termen). In der Theorie der Spurformel ist es wohlbekannt, daf} die
globalen Zahlen 7(7) sich als Tamagawazahlen wie Eulercharakteristiken ver-
halten. Weil sie ein gutes funktorielles Verhalten besitzen, kann man diese
Terme meist mit Hilfe von Methoden der Galoiskohomologie berechnen. Bei
Spurformelvergleichen ist erstaunlicher Weise der Vergleich der lokalen Ter-
me (das lokale Matching) das diffizilere Problem, wo es erst in jiingster Zeit
zu erheblichen Fortschritten durch die Arbeit von Ngo und Laumon [LauNg]
gekommen ist.

Das lokale Matching-Problem in der Theorie der Spurformel besteht darin, die
lokalen Terme O, fiir Spurformeln zu verschiedenen Gruppen zu vergleichen.
Dies steht in auffallender Analogie zu dem Vergleich, der bei den lokalen Gross-
Zagier-Identitdten von Zhang auftritt. Wichtig in der Theorie der Spurformel
ist es, eine moglichst grofle Klasse von lokalen Identitdten zur Verfiigung zu
haben ([LaShl], [LaSh2]). Durch iteratives Anwenden der globalen Spurfor-
mel kann man dann in der Regel aus lokalen Resultaten (insbesondere dem
fundamentalen Lemma), die man an fast allen Stellen kennt, auch auf Eigen-
schaften an den iibrigen Stellen schliefen. Aufgrund der globalen Bedingungen
der Summe und der funktoriellen Eigenschaften der Tamagawazahlen erhélt
man im néchsten Schritt Aussagen iiber die Tamagawazahlen beziehungsweise
iiber die Multiplizitdten.
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Es liegt nahe zu fragen, ob ein solcher Ansatz auch auf die Identitdten vom
Gross-Zagier-Typ zutrifft. Ziel dieser Arbeit ist nun erst einmal ein Versténdnis
der lokalen Identitdten. Hierbei stellen im Sinne der obigen Analogie mit der
Spurformel die lokalen Identitédten von Zhang ein Analogon des fundamentalen
Lemmas [Lan]| dar. Es fehlt allerdings das Matching auf einer groBen Klasse von
Funktionen, was ein entscheidendes Hilfsmittel in der Theorie der Spurformel
ist. Dieses lokale Matching - das heifit die Bereitstellung einer grofien Klasse
von verallgemeinerten lokalen Gross-Zagier-(Zhang)-Identitéten - ist das Ziel
dieser Arbeit.

Den Ausgangspunkt bilden dabei die Local Linking Numbers von [Zh1], ver-
gleiche (0.0.1). Dies sind die lokalen Koeffizienten der (globalen) geometrischen
Paarung. Der Begriff der Local Linking Number wurde dabei direkt von [Zh1]
iibernommen. Ganz speziellen Local Linking Numbers stellt Zhang in der lo-
kalen Gross-Zagier-Formel die Produkte von Whittakerneuformen gegeniiber
(vergleiche Satz 7.10). Diese Produkte sind die Fourierkoeffizienten eines Inte-
gralkerns fiir die Rankin-Selberg- L-Funktion assoziierter automorpher Darstel-
lungen der allgemeinen linearen Gruppe GLs. Hier werden also spektrale Daten
mit geometrischen verglichen. Nichts anderes macht die Spurformel, wenn auch
in anderer Form und deutlich besser verstanden.

Noch offensichtlicher wird diese Parallele, wenn man sich von der Selbergschen
Spurformel 16st und die allgemeinere Klasse der relativen Spurformeln als Ana-
logie betrachtet. Im vorliegenden Fall der Gross-Zagier-Identitdten findet sich
der relevante Vergleichsfall in einer Arbeit von Jacquet [Jal]. Die dort defi-
nierten ,, Orbitalintegrale“ (sieche hierzu Satz 2.1) sind schon beinahe die Local
Linking Numbers von [Zh1]. Mit ihrer Hilfe wird in [Jal] sogar eine globale
Spurformel fiir GLy bewiesen. Dabei werden nicht nur ganz spezielle Orbital-
integrale benutzt, sondern tatsdchlich alle. Es ist offensichtlich, dafl zwischen
den lokalen Untersuchungen der vorliegenden Arbeit und den lokalen Unter-
suchungen dort ein sehr enger Zusammenhang besteht.

Damit ergeben sich nun natiirlich eine Reihe von Fragen. Wie lassen sich die
Local Linking Numbers allgemein beschreiben? In welchem Verhéltnis stehen
sie zu den Produkten von Whittakerfunktionen, von denen man nun nicht
mehr fordert, Neuformen zu sein? Oder naiv: Was passiert, wenn man auf
beiden Seiten der lokalen Gross-Zagier-Formel beliebige Funktionen und nicht
nur Neuformen beziehungsweise eine spezielle Linking Number zulafit? Ist es
moglich, Aussagen iiber die gesamten Funktionenrdume zu machen? Gibt es
Korrespondenzen, sogenannte Matchings? Natiirlich wird man dabei nicht die
gleichen Eigenschaften erhalten, wie sie in der lokalen Gross-Zagier-Formel



stecken. Man verlafit den Rahmen der L-Funktion und betrachtet Koeffizi-
enten der allgemeinen Mellin-Transformierten, verliert die schone Form des
Integralkerns etc.

Weiter benutzt die Kernaussage in [Zhl], also die lokale Gross-Zagier-Formel,
Heckeoperatoren T, auf den Neuformen und einen in seiner Definition stark von
der speziellen, dort verwendeten Funktion abhédngigen Operator auf der Local
Linking Number. Dadurch bekommen beide Seiten eine zusétzliche Abhéngig-
keit von einer neuen Variable b. Auch hier ist es erstrebenswert, fiir den geome-
trischen Operator eine Verallgemeinerung iiber das in [Zh1] bearbeitete Neu-
formenniveau hinaus zu erhalten.

Diesen Fragen wird im Rahmen dieser Dissertation nachgegangen. Es werden
Matchings der Whittakerprodukte mit den Local Linking Numbers, sowie des
Heckeoperators mit einem Operator auf den Local Linking Numbers, der der
Translation eng verwandt ist, bewiesen.

Die Vorgehensweise ist dabei in Ermangelung einer tieferen Einsicht durchge-
hend explizit und konstruktiv. Das macht die Arbeit ziemlich unhandlich und
unelegant. Das liegt wohl hauptséchlich daran, daf§ die tieferen Griinde fiir
die hier aufgestellten Korrespondenzen iiberhaupt nicht verstanden sind. Die
Werkzeuge, die es ermdglichen kénnten, sich vom Ballast der Rechnungen zu
befreien, gibt es deshalb noch nicht. Die vorliegende Arbeit will nur sagen ,,Es
gibt*, nicht ,deshalb“. Vielleicht helfen aber die lokalen Aussagen, etwas Licht
auf die zugrunde liegenden Abldufe zu werfen.

Die Arbeit gliedert sich auf natiirliche Weise in zwei Teile. Der erste befafit sich
mit den Local Linking Numbers, ihrer Charakterisierung und der Gegeniiber-
stellung zu den Whittakerprodukten. Er kulminiert in einem Matching: Der
Raum der Local Linking Numbers entspricht dem Raum der Whittakerpro-
dukte.

Der zweite Teil widmet sich der Konstruktion eines Operators auf der geometri-
schen Seite, der eine Entsprechung des analytischen Heckeoperators T} auf den
Whittakerprodukten ist. Auch hier erhélt man eine positive Matching- Aussage,
denn der geometrische Operator verwirklicht die Asymptotik des Heckeopera-
tors fiir v(b) — oo vollkommen. Dieser Operator wird schliefllich auch einem
quantitativen Anwendungstest unterzogen, indem mit ihm die lokale Gross-
Zagier-Formel formuliert wird.

Genauer werden im ersten Teil zunéchst alle nétigen Definitionen und Grund-
lagen gesammelt (Kapitel 1). Die meisten davon finden sich schon bei [Zh1],
denn diese Arbeit markiert den theoretischen Ausgangspunkt der vorliegenden
Dissertation.
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Zunichst wird die geometrische Herkunft (Abschnitt 1.1) der Local Linking
Numbers aus verallgemeinerten Hohenpaarungen dargelegt. Vielleicht wére ei-
ne deutsche Ubersetzung des Begriffs der ,,Local Linking Numbers® angebracht
gewesen, etwa ,lokale Verbindungszahlen, um deutlich zu machen, dafl sie
natiirlich rein gar nichts mit topologischen Verkettungszahlen zu tun haben,
sondern vielmehr ein Bindeglied zwischen Geometrie und Analysis sind.

Es sei F' ein p-adischer Zahlkorper, der die Lokalisierung eines total reellen
Zahlkorpers an einer endlichen Stelle ist. Und es sei K eine quadratische Er-
weiterung von F'; die von einer imaginér quadratischen Erweiterung des total
reellen Zahlkorpers herriihrt. K kann eine Korpererweiterung von F' sein, oder
eine zerfallende Algebra. Die Local Linking Numbers (vergleiche Definition 1.6)
sind Funktionen der multiplikativen Gruppe F'* in einer Variablen x:

< Gt S / ; / ot (2)ty) dt G(y) dy. (0.0.1)

Hierbei bezeichnet GG die F-wertigen Punkte der projektiven Gruppe, die sich
aus der Einheitengruppe D* einer Quaternionenalgebra D iiber F' ergibt. T
ist der maximale Torus von (G, der durch die quadratische Erweiterung K von
F' definiert wird. ¢ und v sind Elemente des Schwartzraums auf G, die sich
von links unter 7" wie ein Charakter x transformieren: ¢,¢ € S(x,G). Das
Element v(x) definiert eine z assoziierte Doppelnebenklasse Ty(z)T. Dieses
Doppelintegral legt die Local Linking Numbers als lokale Koeffizienten einer
Hohenpaarung fest.

Des weiteren werden die Grundlagen der analytischen Seite dargelegt (Ab-
schnitt 1.2). Dies sind in erster Linie Resultate aus der Rankin-Selberg-Theorie
automorpher Darstellungen der allgemeinen linearen Gruppe GLy(F'). Man fal-
tet eine cuspidale automorphe Form mit trivialem zentralem Charakter und
die Thetareihe II(x), das heiBt die irreduzible Komponente zum Charakter x
der Weildarstellung zur Normform von K/F. Dabei tritt eine Eisensteinrei-
he TI(|-|2%, w|-|""2) auf, wobei w der durch die Erweiterung K/F bestimmte
Charakter von F'* ist. Die Produkte aus Kirillovfunktionen der Thetareihe
und der Eisensteinreihe an der zentralen Stelle s = % bilden die sogenannten
Whittakerprodukte. Auf der automorphen Seite findet die vorliegende Arbeit
keine neuen Ergebnisse, sondern wendet klassische Resultate an.

Nachdem die theoretischen Grundlagen dargestellt sind, koénnen in Ab-
schnitt 1.3 die Hauptresultate dieser Arbeit, die iiber Kapitel 2 bis 7 ver-
streut sind, in exakter Terminologie zusammengestellt werden. Ebenso ist es
an dieser Stelle moglich, die globale Herkunft der lokalen Gross-Zagier-Formel
nachzuzeichnen (Abschnitt 1.4).
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In Kapitel 2 werden vier Eigenschaften (vergleiche Satz 2.6 und 2.7) der Local
Linking Numbers herausgearbeitet, die die Local Linking Numbers vollstandig
als Funktionen der multiplikativen Gruppe F'* charakterisieren. Wahrend beim
Auffinden dieser Eigenschaften [Jal] gefolgt wird (Abschnitt 2.1), bedient sich
die Konstruktion einer Local Linking Number zu einer gegebenen Funktion mit
diesen Eigenschaften (Abschnitt 2.2) eher der allgemeinen Philosophie, Funk-
tionen als Orbitalintegrale zu realisieren (vergleiche etwa [Vi82]). Die grofite
Schwierigkeit hierbei ist, dafl Linking Numbers anders als Orbitalintegrale von
zwei Funktionen, ndmlich von ¢ und von 1 (0.0.1), abhéngen, die man beide
zugleich kontrollieren muf3.

Schliefllich werden in Kapitel 3 diese Eigenschaften, die die Local Linking
Numbers charakterisieren, verglichen mit den Eigenschaften der Whittaker-
produkte. Hieraus ergibt sich das Hauptresultat des ersten Teil: Bis auf einen
obligaten Faktor entsprechen sich die Rdume der Local Linking Numbers und
der Whittakerprodukte exakt, was hier mit dem Begriff Matching bezeichnet
wird (Satz 3.1).

Der zweite Teil beginnt mit einer umfassenden Untersuchung des Verhaltens
der Local Linking Numbers bei Translation von rechts mit einem Element

(09),

wobei b € F'*. Es werden also die Figenschaften der Funktion

<¢>7(8 ?)-w>x

in b studiert. Die Translation ist die erste natiirliche Kandidatin auf der Suche
nach einem Hecke-Ersatzoperator auf der geometrischen Seite. Das Ziel ist,
einen Operator T}, zu finden, unter dem die Local Linking Numbers fiir v(b) —
oo dieselbe Asymptotik besitzen wie die translatierten Whittakerprodukte.

Dabei unterscheiden sich die Betrachtungsweisen im Fall einer Korpererweite-
rung K/F und im Fall einer zerfallenden Algebra K = F @ F' extrem, was
sich auch schon in Teil I bemerkbar machte. Im ersten Fall ist der Torus
T = F*\K* kompakt, im zweiten Fall ist 7" nichtkompakt. Daher hat das
innere Integral iber 7" in (0.0.1) als Funktion von y einmal kompakten Trager,
und einmal im allgemeinen nicht einmal mehr modulo 7" kompakten Tréger.
Im Fall eines kompakten Torus (Kapitel 4) lassen sich die Eigenschaften der
Translation damit recht elegant beschreiben. Ist der Torus nichtkompakt, so
ist das Schwerstarbeit und nimmt die Kapitel 5 und 8 ein. Die Ideen und die
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grundlegende Vorgehensweise finden sich dabei in Kapitel 5. Dort wird Vermu-
tung 5.4 aufgestellt, die in Kapitel 8 bewiesen wird. Zur besseren Lesbarkeit
wurde dieser Beweis an das Ende dieser Arbeit gesetzt.

Aufgrund des riesigen Rechenaufwandes ist es nicht moglich gewesen, die trans-
latierten Local Linking Numbers als Funktionen in den Variablen z und b zu-
gleich vollstdndig zu studieren. Fiir allgemeine Aussagen wird im zweiten Teil
dieser Arbeit daher immer z festgehalten. Einen guten Eindruck davon, was
passieren kann, wenn sowohl x als auch b variieren, geben die Beispiele in den
Abschnitten 4.1 und 5.1. Aulerdem schlieit Kapitel 8 mit einer Beobachtung
dariiber.

Die Translation realisiert die Asymptotik der Whittakerprodukte exakt, wenn
der Charakter x nicht iiber die Norm faktorisiert. Hingegen fehlt der fiihren-
de Term, wenn y iiber die Norm faktorisiert (vergleiche Satz 4.2 und Ver-
mutung 5.4). Der Konstruktion eines Operators, der die guten Eigenschaften
der Translation, die sie in vielen Féllen hat, erhélt und die fehlenden Ter-
me hochster Ordnung der Whittakerprodukte erzeugt, ist Kapitel 6 gewid-
met. Dort werden zunéchst in den Féllen eines nichtkompakten Torus (Ab-
schnitt 6.1) und eines kompakten Torus (Abschnitt 6.2) separat Operatoren
angegeben, die dann als Ausprigungen desselben Operators begriffen werden
(Abschnitt 6.3). Es ist festzuhalten, dafl es mehrere solche Operatoren gibt,
und daB es der jeweiligen Anwendung iiberlassen bleibt, welcher in der konkre-
ten Situation der geeignetste ist. Ihnen allen liegt das Prinzip zugrunde, iiber
eine Reihe von gewichteten Translationen zu summieren.

In Kapitel 7 wird zunéchst der Teil von [Zhl] referiert, der anschlieBend neu
aufgegriffen werden soll. Das heifit, es wird die lokale Gross-Zagier-Formel an
den Stellen, an denen der Heckeoperator nichttrivial ist, noch einmal bewiesen.
Danach wird sie mit Hilfe des in Kapitel 6 konstruierten Operators neu formu-
liert. Dazu wird auf die Berechnungen der Beispiele 4.8 und 5.2 zuriickgegriffen.
Im Fall eines kompakten Torus erhdlt man exakt das Ergebnis von [Zh1], im
nichtkompakten Fall werden die fithrenden Terme realisiert (vergleiche Bemer-
kung 7.13). Somit liefert der geometrische Operator nicht nur qualititative
Korrespondenzen, sondern bewéhrt sich auch bei der quantitativen Identitét
der lokalen Gross-Zagier-Formel.
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Kapitel 1

Terminologie, Grundlegendes,
Resultate

In der vorliegenden Arbeit werden (lokale) geometrische Daten in Beziehung
gesetzt zu (lokalen) analytischen Daten. Demgeméf gliedert sich auch die Ter-
minologie in einen geometrischen und einen analytischen Teil.

AnschlieBend werden mit Hilfe der nun eingefiihrten Terminologie die Hauptre-
sultate dieser Arbeit zusammengetragen.

1.1 Geometrie

Ziel ist es, gewisse lokale Daten, die Local Linking Numbers, gewisser geometri-
scher Paarungen zu definieren. Der Begriff der Local Linking Number geht auf
Zhang [Zh1] zuriick. Das geometrische Setting ist somit weitgehend dasselbe
wie dort (vergleiche Kapitel 4, ebd.).

Globaler Hintergrund

Beginnen wir global. Es sei I ein total reeller algebraischer Zahlkorper und es
sei K eine imagindr quadratische Koérpererweiterung von F. Weiter sei D eine
Divisionsquaternionenalgebra iiber I, die K enthélt und an den archimedischen
Stellen zerfallt. Dann bezeichne G die innere Form der projektiven allgemeinen
linearen Gruppe PGLs iiber F, die durch die multiplikative Gruppe D* gegeben
wird:

G(F) = F*\D*.

Es sei T der maximale Torus von G, der durch K* gegeben ist, das heif3t
T(F) = F*\K*. Es seien Ay (bezichungsweise Ag) die Adele von F (bezie-



hungsweise von K) und Ap s die Teilmenge der endlichen Adele:

/
Ay =[] 1]]F.,

vjoo  vfoo
wobei [] das eingeschriinkte topologische Produkt bezeichnet. Auf der Menge
T(F)\G(Ag,)

operiere T(Ag ;) von links und G(Ap ;) von rechts durch Multiplikation. Der
Faktorraum T'(F)\G(Ay ;) kann als Menge der CM-Punkte der Shimuravarie-
tat, die gegeben ist durch das inverse System der

Shy = G(F)"\H} x G(Ag)/K, (1.1.1)

aufgefait werden. Dabei durchlauft K die geniigend kleinen kompakt offenen
Untergruppen von G(Ag s), und H; bezeichnet die obere Halbebene, und n
ist die Zahl der unendlichen Stellen von F, also die Anzahl der Einbettungen
von [F in die reellen Zahlen. Die Einbettung der CM-Punkte in Shg ist dann
dadurch gegeben, daf die Nebenklasse eines Elements g € G(Ap ;) geschickt
wird auf die Nebenklasse von (z, g), wobei z € H} von T festgelassen wird. Es
sei

S(T(F)\G(Ag f))

der Raum der Schwartzfunktionen auf T(F)\G(Ag f). Er besteht aus den lokal
konstanten Funktionen mit kompaktem Trager und Werten in den komplexen
Zahlen. Mit einem Charakter von T sei stets ein Charakter von T(F)\T (A )
bezeichnet, also ein Charakter von Ag ,/K*, der auf Ag ,/F* trivial ist. Ins-
besondere ist x = [[, x» das Produkt seiner lokalen unitdren Komponenten.

Der obige Schwartzraum 148t sich dann zerlegen in die direkte Summe (ver-
gleiche [Gol, S.3.3)

S(T(FN\G(Az ) = D S(x, TENG (A f)),

wobei y die Charaktere von T durchléduft und S(x, T(F)\G(Ap,f)) den Raum
der Schwartzfunktionen ¢ bezeichnet, die sich unter T(Ap f) wie x transfor-
mieren, also

¢(tg) = x()o(9),
fir t € T(Aps) und fir ¢ € G(Ap). Jeder Summand S(x, T(F)\G(Af ))

148t sich wiederum in seine lokalen Komponenten zerlegen:

SOCTENG(Ar ) = @S (X0, G(Fy)).



Es sei nun yx ein beliebiger aber fester Charakter von T. Im folgenden soll eine
Paarung < -, > auf S(x, T(F)\G(Ar f)) definiert werden. Dazu definiert man
fir ¢, ¢ € S(x, T(F)\G(Ar,f)) und eine Doppelnebenklasse

] € TENG(F)/T(F)

die Linking Number
<G >oi= / o(vy)P(y) dy,
Ty (F)\G(Ar,f)

wobei T, ;= 'Ty N T. Fiir v aus dem Normalisator von T ist also T., = T.
Sonst ist T, = 1. Das Mafl dy ist das von nichttrivialen Haarmaflen von
G(Ar ) und T(IF), die spéiter geeignet gewéhlt werden, auf dem Faktorraum
induzierte Quotientenmaf. Es sei weiter

m: T(F)\G(F)/T(F) — C
eine Multiplizitatenfunktion. Dann wird durch

< ¢ o= > m([y]) < 6,9 >, (1.1.2)

€T F\G(F)/T(F)

eine sesquilineare Paarung < -,- > definiert. Die Bestimmung der Multipli-
zitatenfunktion ist hierbei das wesentliche globale Problem. Die Koeffizienten
< ¢,9 >,, also die Linking Numbers, sind das Bindeglied zwischen der glo-
balen Hohenpaarung auf der Kurve und lokalen Ansétzen. Sie werden in der
Gross-Zagier-Formel mit den Fourierkoeffizienten der L-Reihe (oder deren Ab-
leitung) verglichen. Hieraus resultiert die Hoffnung, durch lokale Untersuchung
der Linking Numbers Riickschliisse auf die Multiplizitdten zu ziehen.

Lokale Betrachtung

Wiéhrend ihre Rechtfertigung also in globalen Zusammenhingen zu suchen
ist, befalt sich diese Arbeit mit rein lokalen Vorgéangen. Nun sollen die lokalen
Komponenten der Linking Numbers < -, - >, betrachtet werden. Man bemerkt
zunéchst

< Gt > = / / o(t "ty dt Dly) dy.
T(Ar, )\G(Af, ¢) /T (F)\T(Ar,s)

Normalisiert v den Torus T, so gilt

1 2(t)o(vy), falls v ¢ T(F)
ot ’”y):{ Yoty hallsy e T(F)
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und deshalb

/ Pt yty) di
T (F)\T(Ar,5)

B vol(T,(F)\T(Ars)), falls x> =1 oder v € T(F)
= o) { 0, ! ' sonst

Y

also
<, > = VOI(TW(F)\T(AIFJ))
33 =1 oder 5 € T(5)) - | S(10)B(y) dy.

T(Af,1)\G(AF,5)
wobel § das Kroneckerdelta bezeichne. Dieser entartete Fall soll nicht weiter
untersucht werden.

Ist hingegen v kein Element des Normalisators und ¢ das Produkt seiner lo-
kalen Faktoren, ¢ =[], ¢, dann gilt

/ ot yty) dt = H/ bo(t 1ty dt,.
T~ (F)\T(Ar, ) v Y T(F)
Ist auch ¢ =[], 1, so erhdlt man

<o b > =] <>

<¢wa@:/

/ bu(t, " Ytuys) dtyle(yy) dys,
TFEN\G(F,) JT(F,)

wobei das Mafl dy = ][, dy, das Produkt seiner lokalen Komponenten ist,
ebenso dt =[], dt,.

Bei der Definition von < ¢,v¢ >., fillt auf, daB8 sie von der T(F,)-Konju-
gationsklasse von v abhéngt, wihrend das Produkt < ¢,v¢ >, davon nicht
abhéngt. Um eine saubere Sprache zu erhalten, mufl man daher weitere For-
derungen an 7 stellen. Dies wird auf unten (Lemma 1.5 und Definition 1.6)
verschoben, wenn die nétige Terminologie eingefiihrt ist. Trotzdem soll als Ge-
dankenstiitze vorerst festgehalten werden

Definition 1.1. (Vorldufige Definition der Local Linking Numbers)
Es seien ¢, € S(xv, G(F,)) gegeben. Dann heifst

<00 |

T(Fu)\G(Fv)

/ ¢(t;17tvyv) dt, l/j(yv) dy,
T(Fy)

die Local Linking Number zu ¢, ¥ und .
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Da ab jetzt rein lokal gearbeitet wird, werden die Notationen ver-
einfacht:

F" bezeichne nun die Lokalisierung des total reellen Zahlkoérpers F an einer
endlichen Stelle, die 2 nicht teilt. K sei die quadratische Erweiterung von F,
die von der imagindr quadratischen Erweiterung K von F herriihrt. A kann
entweder eine quadratische Korpererweiterung, K = F (\/Z), von F' sein, oder
eine zerfallende Algebra vom Rang zwei, K = F'@ F. Die lokalen Ringe von F'
beziehungsweise K seien op beziehungsweise ox. Der Ring op besitzt das ma-
ximale Primideal pp. Ist K ein Korper, so bezeichne px analog das maximale
Primideal von og. Ist K = F @ F, so sei px ‘= pr ® pp. Es ist kr := op/pF
der Restklassenkorper von F' der Charakteristik p mit ¢ Elementen. Es sei mp
ein Erzeuger von ppr. Wenn keine Verwechslung moglich ist, so werden die In-
dices an pr und mr oft weggelassen. Weiter sei w der quadratische Charakter
von % der zur Erweiterung K/F gehort. Es ist also w(z) = —1 genau dann,
wenn x nicht im Bild der Norm von K/F liegt. Zerfallt K, so ist w = 1, denn
die Norm von (z,y) € K ist schlicht zy.

Essei D:=D(F), T :=T(F) und G := G(F).

Der Satz von Wedderburn-Artin gibt genau zwei Moglichkeiten: Entweder kann
die Quaternionenalgebra D zerfallen, dann ist D isomorph zum Ring der 2 x 2-
Matrizen, D = My(F') und G = PGLy(F'). Oder D zerfallt nicht, dann ist D
ein Schiefkorper iiber F', und G = F*\ D* ist die nicht zerfallende innere Form
der PGLy(F'). Man definiert

0, falls D zerfillt
1, falls D nicht zerféllt -

§(D) = {
Lemma 1.2. ([Zh1] Seite 55) Die Quaternionenalgebra D hat die Struktur
D= K + €K,

wobei € € D™ und ¢ ¢ K so, daf fir alle t € K gilt et = te, und t das
Galoiskonjugierte von t bezeichnet. Zerfdillt K, so z'st(Ty) = (y,x). Aus diesen
FEigenschaften folgt ¢ :== €2 € F*.

Die reduzierte Norm von D werde mit N bezeichnet. Fingeschrdnkt auf K> ist
dies die Norm der Erweiterung K/F. Es gilt

N(71 + ey2) = N(71) + N(€) N(72)

und
N(e) = ee = —* = —c.

D zerfillt genau dann, wenn ¢ € N(K*). Denn genau dann ist 0 € N(D\{0}).



Beweis: Man unterscheidet nach der Gestalt von K beziehungsweise D:
1. Fall: Es sei K = F @ F zerfallen. Dann gilt D = M,(F) mit diagonal
eingebettetem K = Diag(F) C My(F). Man definiert € nun unter diesem

Isomorphismus in My (F):
(01
=110

Es gilt €2 = 1 € F. Die Gleichung —1 = dete = N(e) = e hat die Losung
€ = —e. Dae ¢ K, gilt auch noch D = K + eK. Dann rechnet man noch

(5a)=(0 )

0 d 0 a )’

Da die Konjugation auf K gegeben ist durch (a,d) = (d,a), gilt also fiir alle
k€ K, daB ek = ke.

2. Fall: Bs sei K = F(v/A), aber D sei kein Schiefkérper, also D = My (F).
Unter einem solchen Isomorphismus mufl K auf einen nichtzerfallenden Torus
abgebildet werden, ohne Einschrankung

Kaa—l—b\/ZH(z bf).

Nun w#hlt man e wieder ohne Einschrankung in My (F') als

(0 —A
e=l1 o |-
Dann gilt My(F) = K + €K und €2 = —A € F. Weiter rechnet man: A =
dete = N(e) = €€ hat die eindeutige Losung € = Ae~! = —e. Zuletzt findet

man
a bA\ ;1 a —bA
‘ANo a )¢ T\ b a ’

also gilt fiir alle k € K, dal ¢k = ke, wobei ~ wieder die Konjugation in K
bezeichnet.

3. Fall: Bs sei K = F(v/A), und es sei D ein Schiefkorper. Zunichst sei 0 €
D\ K beliebig. Dann gilt D = K 4+ JK als Vektorraum. Man sucht nach einem
€ € D\K so, daBl ek = ke einen Kérperautomorphismus von K/F definiert. Da
D nicht kommutativ ist, ist dieser Automorphismus dann automatisch nicht
die Identitdt sondern die Konjugation. Es wird also ein € mit der Eigenschaft
gesucht, daB ey/A = —v/Ae. Man betrachtet den K-Automorphismus ¢ von

D, der durch d — \/Zild\/z definiert ist. Nun ist das Minimalpolynom von
¢ gegeben durch m(X) = (X — 1)(X + 1). Zum Eigenwert —1 muf} es einen
Eigenvektor € ¢ K geben. Dieses e erfiillt ey/A = —v/Ae. (Natiirlich konnte
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man auch den 2. Fall so beweisen wie den 3. Fall, aber der dort gebrauchte
Isomorphismus wird im weiteren Verlauf der Arbeit hdufiger beniitzt werden.)
Die weiteren Aussagen des Lemmas sind unmittelbar klar.

Fiir spéter notiert man die Isomorphismen aus den ersten zwei Féllen des
vorangehenden Beweises:

Definition 1.3. (a) Es sei K = F @ F zerfallen. Dann ist G = PGLy(F)
und D* = GLy(F). Man fiziert dafiir den folgenden Isomorphismus von D =
K+ eK — My(F) mit € = 1:

a 0
K > (a,d) — ( 0 d ) :
- 0 1
€ Nk
(b) Es sei K = F(\/A) eine Korpererweiterung, und es sei D zerfallen. Dann

ist G = PGLy(F) und D* = GLo(F'). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
gilt €2 = —A. Man fiziert den Isomorphismus von D = K + eK — My(F):

K*>t=a+b/A — (Z bf),

. 0 —A
€ . 0 .
Local Linking Numbers

Nun zuriick zu den Linking Numbers < -, - >,. Sie waren bisher Funktionen der
Doppelnebenklasse [y] € T\G/T. Diese Doppelnebenklassen T\G /T koénnen
durch Punkte der projektiven Geraden P!(F') = FU{oc} parametrisiert werden
(vergleiche [Jal]):

Definition 1.4. Man definiert P : T\G/T — P'(F) durch

cN(72)
Py + )=
MF 9=
fiir 11 + €y, € D*.
Man bemerkt fiir alle t1,t, € K*:
CN(t_l’}/gtg)
P(t ty) = ——"S=P )
(ti(y1 + ev2)ta) N(t171t2) (71 +€72)
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Also ist P : T\G/T — P!(F) wohldefiniert.

Leicht rechnet man die folgenden Eigenschaften nach:

Falls K/F eine Korpererweiterung ist, dann ist P(y) = 0 genau dann, wenn
v € T, und P(7) = oo genau dann, wenn ~y € TeT ist.

Zerféllt K/F, dann sind die Urbilder von 0 unter P genau die Doppelneben-
klassen T', T'n,T' und Tn_T', und die Urbilder von oo genau die T€T’, T'en, T
und T'en_T'. Dabei ist

(11 (10
ny = 01 s n_ = 11 .

In diesem Fall liegt 1 nicht im Bild von P, da P(y) = 1 implizieren wiirde, dafl
dety = 0.

Fir P(y) ¢ {0,00} ist P(y) = P(y') nur, wenn «' = ty7yty mit t1,t5 € T

Das Bild von P in P!(F) ist enthalten in ¢N(K*) U {0,00}. Ist K/F eine
Korpererweiterung, so ist das Bild genau ¢ N(K*) U {0, 00}. Zerféllt K iiber
F, dann ist das Bild genau (F*\{1}) U {0, 00}, denn dann ist die Norm sur-
jektiv auf F*.

Natiirlich sind auch andere Parametrisierungen als P moglich. Zhang [Zh1]
etwa verwendet & := 52 (Gleichung (4.1.16)). Dann ist £(v) = 0 gleichbedeu-
tend zu P(y) = 0 und () = 1 gleichbedeutend zu P(y) = oc.

Lemma 1.5. Es seiy € D* mit P(y) € F*. Dann gibt es in der Doppelne-
benklasse TYT von G genau eine T-Konjugationsklasse der Spur null.

Beweis: Man benutzt die Darstellung D = K +eK aus Lemma 1.2. Seiy € D,
7 =1 + €y mit y1,7 € K. Dann gilt

try =91 +71 + €ys + Y26 = try;.

Ezxistenz: Sei v = v1 + €72 € D* mit P(vy) € F*, und sei try # 0, da sonst
nichts zu zeigen ist. Man gibt nun ¢t € K* so an, daf§ tr(¢y) = 0. Dann ist
ty € D* ein spurfreier Vertreter der Doppelnebenklasse T+T.

Falls K = F(\/A) eine Kérpererweiterung ist, so sei 71 = a + bv/A # 0. Setze
t:=—bA+avA € K*. Dann ist tr(ty,) = tr(v/A(a®> — b?A)) = 0.

Falls K = F @ F zerfillt, sei 71 = (a,b) mit ab # 0 (da sonst P(y) = o).
Setze t := (b, —a) € K*. Dann ist tr(ty,) = tr(ab, —ab) = 0.

FEindeutigkeit: Sei v = v1 + €y2 € D™ mit P(vy) € F* und try = try; = 0.
Seien ¢t € K* so gegeben, daf§ auch tr(tyt') = 0. Zu zeigen ist [t'] = [t7'] in
T.
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Falls K = F(y/A) eine Kérpererweiterung ist, so ist y; = byv/A mit b € F*.
Sei tt’ = o + BVA € K*. Dann ist

0 = tr(tyt') = tr(bVA(a + BVA)) = 26bA.

Also ist 8 =0 und ¢ = ¢t~ mod F*.
Falls K = F&F zerfallt, so gilt v; = (b, —b) mit b € F*. Sei tt’ = (o, f) € K*.
Dann gilt

0 = tr(tyt’) = tr(ba, —b3) = b(a — 3).

Also ist « = S und ¢’ = ¢t ! mod F'*.

Es sei nun y ein Charakter von 7', also ein Charakter von K*, der auf F'*
trivial ist. x ist die lokale Komponente eines Charakters von T(Ag ¢).

Der Schwartzraum S(x, G) ist der Raum der lokal konstanten Funktionen auf
G, die sich von links unter 7" wie y transformieren und die modulo T" kompak-
ten Tréger haben. Das heifit, S(x, G) ist der Raum der kompakt induzierten
Dartsellung c—indg X-

Nun sind alle Vorarbeiten getan, um die Local Linking Numbers aus Defini-
tion 1.1 prézise und eindeutig definieren zu konnen, und zwar als Funktionen
auf F*:

Definition 1.6. Es seien ¢, € S(x, G). Man definiert fir x € F* die Local
Linking Number

< ¢a'¢ >pi=< ¢a'¢ >7($)>

wenn ein spurfreies y(x) € D* existiert, fir das P(vy(x)) = x. Ezistiert ein
solches y(x) nicht, so setzt man < ¢, >,:= 0. Es ist also fir v € ¢N =
cN(K™)

< ) >,= /T\G/T¢(tlv(x)ty) dt ¢ (y) dy.

Dabet wird

[ ot @) d
T
als inneres Integral bezeichnet und v als &uflere Funktion.

Wir haben bereits gesehen, dafl < ¢, >, wohldefiniert ist. Denn wenn es ein
v € D* mit P(y) = x gibt, das heifit wenn « € ¢ N(K*), dann ist [y] € T\G/T
eindeutig bestimmt und in [y] existieren spurfreie Elemente, die eine einzi-
ge T-Konjugationsklasse bilden (Lemma 1.5). Deren Local Linking Numbers
stimmen dann tiberein (Unimodularitdt des HaarmaBes auf 7).
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Eigenschaften des Charakters y und des Schwartzraums S(x, G)

Die Funktionen des Schwartzraums S(x, G) konnen lokal ndher beschrieben
werden:

Definition 1.7. Fine kompakte Teilmenge C von G (oder auch von D* ) heifst
fundamental fir xy, wenn firt € T aus C NtC # 0 folgt, daf$ x(t) =1, und
wenn T'C' offen in G ist. Man kann dann aus der charakteristischen Funktion
1c von C' zusammen mit dem Charakter x eine Funktion ¢ in S(x, G) basteln.
Durch ¢(g) = x(t), falls g =tc mit t € T und ¢ € C, und ¢(g) = 0 sonst, ist
namlich ¢ € S(x, G) wohldefiniert. Man schreibt in diesem Sinne

¢=x-1c.

Um einen festen Punkt z € G hat jede Funktion v € S(x,G) die Gestalt
¥ =1(z) - x- 1c, denn 9 ist lokal konstant.

[Zh1] (Gleichung (1.1.1)) folgend macht man fiir den Charakter y ein fiir alle
Mal die einschrankende generelle

Voraussetzung 1.8. Der Charakter x von T = F*\K* sei hochstens dann
verzweigt, wenn w, also K/F, unverzweigt ist.

Im Fall einer zerfallenden Algebra K = F @ F hat x die Gestalt x = (x1, x2)
mit Charakteren xi, xo von F*. Weil xy auf F* trivial sein mufl und F in K
diagonal eingebettet ist, gilt x» = x; ", also

x = (x,xih)

Immer kann man den Fiihrer f() von x sogar ohne Informationsverlust als
Ideal in oy auffassen: Das ist fiir zerfallendes K offensichtlich, denn dann ist
f(x) = f(x1). Zerféllt K nicht und ist K/F verzweigt, so ist nach Voraus-
setzung 1.8 x unverzweigt, also f(x) Nop = op. Ist K/F eine unverzweigte
Korpererweiterung, so ist f(x) = 7o, fiir eine ganze Zahl ¢(x) und ein Uni-
formisierendes 7 sowohl von K als auch von F. Also ist f(x) N or = 7°Nog
wohlbestimmt.

Allgemein sei c(x) der Exponent des Fiihrers von . Es ist also f(y) = (7°0)),
somit ist ¢(y) > 0 minimal so, daf y((1 + 7°0))*) = 1.

Man findet noch

Lemma 1.9. Fir den Charakter x von T = F*\K* sind gleichbedeutend:
(a) x ist quadratisch.
(b) x faktorisiert iber die Norm.

12



Beweis: Im Fall einer zerfallenden Algebra K ist x = (x1,x;'). Wenn Yy
iiber die Norm faktorisiert, dann muf fiir alle (z,y) € K* gelten: x(xy~') =
x1(yz™1). Das ist nur fiir xy3 = 1 erfiillbar. Ist es umgekehrt erfiillt, dann
faktorisiert x iiber die Norm: x(z,y) = x1(zy) = x1(N(z,v)).

Ist K/F eine Korpererweiterung, so bemerkt man zunéchst, dafl y genau dann
iiber die Norm faktorisiert, wenn fiir alle t € K gilt x(¢) = x(t). Wihrend die
eine Implikation hiervon trivial ist, folgt die andere mit Hilbert 90: x(¢) = x(¢),
also x(tt1) = 1, fiir alle t € K impliziert, dafl der Charakter x iiber K* /(o —
1)K* = N(K*) faktorisiert. Dabei ist o der Erzeuger der Galoisgruppe von
K/F.

Nun ist das Lemma ganz einfach zu beweisen: Da y|px = 1, gilt x(¢t) = 1
fir alle t € K*, also x(¢) = x '(¢). Somit ist x> = 1 gleichbedeutend zu
x(t) = x(t) fiir alle t € K*.

Voraussetzung 1.8 liefert folgendes Korollar zu Lemma 1.9:

Korollar 1.10. Fir eine verzweigte Korpererweiterung ist x immer quadra-
tisch und faktorisiert immer tber die Norm.

Bei einer unverzweigten Korpererweiterung folgt aus einer Unverzweigtheit von
X schon x = 1.

Beweis: Ein unverzweigter Charakter x faktorisiert immer iiber die Norm, da
dann die Normeinsgruppe von K* im Kern von y liegt. Das zeigt x? = 1 im
Fall K/F unverzweigt und Voraussetzung 1.8. Sind sowohl K/F als auch yx
unverzweigt, so ist x(ox) = 1 und x(w) = 1 fiir ein F und K gemeinsames
Primelement 7. Da K* & o} x 77, ist somit y = 1.

Haarmafle

Zuletzt eine Bemerkung zur Wahl der Haarmafle. Mit da sei ein nichttriviales
additives Haarmafl von F' bezeichnet. Zugehorige Volumina werden dann mit
vol abgekiirzt. Das Mafl d*a der multiplikativen Gruppe F™* sei vertraglich mit
da und Volumina seien mit vol™ bezeichnet. Es gelte also

vol* (o) = (1 — ¢ ) vol(0}).

Das Mafl auf T\G soll das von HaarmaBen auf G und 7" induzierte Quotien-
tenmaf sein. Welches Maf fiir G dabei gewahlt wird, wird spéter in speziellen
Situationen konkret.
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1.2 Automorphe Formen

Auch auf der analytischen Seite bewegt sich diese Arbeit in den Begriffen von
[Zh1] Kapitel 3, was damit auch als Hauptreferenz angegeben sei. Werden wei-
tere oder ausfiihrlichere Aussagen benutzt als dort, werden zusétzliche Quellen
angegeben. Im Groflen und Ganzen wird dabei auf die in Abschnitt 1.1 ein-
gefithrte Notation zuriickgegriffen. Insbesondere sei zum Beispiel F ein total
reeller Zahlkoérper und, wenn dies ohne Probleme moglich ist, F' die Lokalisie-
rung an einer beliebigen endlichen Stelle, die zwei nicht teilt.

Zulassige Darstellungen

Alle auftretenden Darstellungen II der GL2(Ap) sind unendlichdimensional,
irreduzibel und zuléssig. Das heif3t:

Definition 1.11. Eine Darstellung IT von GLy(Ar) auf einem komplexen Vek-
torraum V' (oder analog von GLo(F')) heifit glatt, wenn

V=V
K

wobei K die kompakt offenen Untergruppen von GLy(Ar) (oder von GLg(F'))
durchliuft. Aquivalent ausgedriickt: Zu jedem v € V gibt es eine kompakt offene
Untergruppe K so, dafs TI(K)v = v.

Eine glatte Darstellung heifit zuléssig, wenn alle VX endlich dimensional sind.
FEine Darstellung heif$t irreduzibel, wenn sie keine echten Unterdarstellungen
aufler der trivialen besitzt.

Fine irreduzible zulissige Darstellung von GLg(Ag) heifst automorph, wenn
sie in der durch Rechtstranslation auf dem Raum L?(GLy(F)\ GLy(Ar)) gege-
benen Darstellung vorkommdt.

Wird II lokal an einer endlichen Stelle v betrachtet, dann wird II, der Einfach-
heit halber wieder mit II bezeichnet.

Wenn im folgenden von Theta- oder Eisenstein-, Reihen“ gesprochen wird, so
sind damit automorphe Darstellungen gemeint, auf die dieser Name ihrer klas-
sischen Herkunft nach iibertragen wurde, auch wenn diese Herkunft hier irre-
levant ist und iibergangen wird.

Die unendlichdimensionalen, irreduziblen und zuldssigen Darstellungen der
GLy(F) sind klassifiziert:

Satz/Definition 1.12. ([Ge] §4.2) Es sei 1l eine irreduzible zulissige Darstel-
lung der GLgo(F'). Dann ist I1 isomorph zu einer der folgenden Darstellungen:
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1. Es sei p ein Charakter von F*. Dann definiert p o det eine irreduzible
zuldssige Darstellung von GLy(F').

2. Hauptreihendarstellungen und spezielle Darstellungen: Es seien iy, o
zwei Quasicharaktere von F*, und es sei H(p1, o) der Raum der lo-
kal konstanten Funktionen h auf GLo(F), fir die gilt:

1

1112

7 h(g)

w5 )9 =)

fir alle t1,ta € F*, alle x € F und alle g € GLy(F). Die Rechtstransla-
tion definiert eine Darstellung p(u1, p2) von g € GLo(F') auf H(uq, po).

Die Darstellung p(pi1, ps) ist irreduzibel aufer wenn puy(x)py ' () = ||
Wenn p(py, pe) irreduzibel ist, so heifit sie Hauptreihendarstellung
und wird auch mit TI(uy, po) bezeichnet.

Ist py (2)py (2) = |z|, dann enthdlt p(p1, p2) einen eindimensionalen in-
varianten Unterraum, und der Faktorraum nach diesem ist irreduzibel. Ist
hingegen py (z)py *(2) = |x|Y, dann enthdlt p(uy, pe) einen irreduziblen
mvarianten Unterraum der Kodimension eins. In beiden Fillen spricht
man bei der resultierenden irreduziblen Darstellung von einer speziellen
Darstellung.

3. Supercuspidale Darstellungen: Es sei (II,V') eine zuldssige Darstellung
von GLo(F'). Man definiert V(N) als den Unterraum der Vektorenv € V,

die
/H(l x)vdx:()
o 0 1

fir ein positives n = n(v) erfillen. Eine irreduzible zuldssige Darstellung
heifit supercuspidal, wenn V(N) =V gilt.

Unendlichdimensionale zuléssige Darstellungen besitzen mehrere wohlbekann-
te Modelle, etwa das Whittakermodell und das Kirillovmodell. Wihrend auf
letzteres weiter unten eingegangen wird, soll hier noch das Whittakermodell
dargestellt werden.

Satz/Definition 1.13. (/Ge/, Theorem 6.8) Es sei Il eine unendlichdimen-
sionale, irreduzible und zulissige Darstellung der GLy(F). Sei weiter ¢ ein
nichttrivialer Charakter von F. Dann sei VW der Raum der lokal konstanten
Funktionen W auf GLy(F), die dem Transformationsverhalten

Wiy )=
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fir alle n € F und alle g € GLy(F) unterliegen. Dann besitzt VW genau einen
Unterraum W(I1, ), der invariant unter der Rechtstranslation mit GLo(F) ist
und der dquivalent zu 11 ist. Dieser Raum W(I1, 1) heifst der Whittakerraum
von II zum Charakter 1.

Analoge Resultate gelten fiir zuldssige Darstellungen der GLy(Ap).

Rankin-Selberg-Faltung

Das zentrale Objekt der automorphen Seite ist die Rankin-Selberg-Faltung
zweier automorpher Darstellungen. Der Nullstellenordnung ihrer L-Reihe gilt
das Interesse der Gross-Zagier-Formel.

e Es sei II; eine cuspidale Darstellung der GLo(Ayr) mit trivialem zentra-
len Charakter (das heifit ein irreduzibler Summand des diskreten Spek-
trums der Rechtstranslation auf L?(GLy(F)\ GLy(Ag), 1)) und Fiihrer
N. An den archimedischen Stellen fordert [Zh1] (Seite 2) das Gewicht
(2,...,2,0,...,0). Da weder die Gestalt der globalen Funktionalglei-
chung davon abhéngt, noch hier mit den archimedischen Komponenten
gearbeitet wird, wird diese Voraussetzung in dieser Arbeit nicht beniitzt.

e Weiter sei II(x) die zum Charakter x aus Voraussetzung 1.8 gehorige
irreduzible Komponente der Weildarstellung der GLg(Ag) zur Normform
der Erweiterung K/F. Sie hat Fiihrer f(x)?f(w) und zentralen Charakter
w. Weiter unten wird auf die Eigenschaften von II(x) nidher eingegangen.

Die Rankin-Selberg-Faltung von II; und II(x) liefert, siehe [Ja2], die (lokale)
Mellin-Transformierte

U (s, Wy, Wy, @) = Wi(g)Wa(eg) fo(s,w, g) dg

/Z(F)N(F)\GL2(F)
zu Whittakerfunktionen W; von II; und Wj von TI(x) zu einem beliebigen

-0 ) Darin tritt die

nichttrivialen Charakter von F'. Hierbel ist e := ( 0 1

Eisensteinreihe
olsswg) = Idetgl” [ B((0.09)lt*w(t) d¢
FX
fiir eine Funktion ® € S(F?) auf. fp ist ein Element der Hauptreihendarstel-
lung TI(|-|*~2,w|-|2~*). Natiirlich existiert von alldem auch das adelische Ana-

logon. Die analytische Fortsetzung von V¥ fiihrt zur L-Funktion, dem grofiten
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gemeinsamen Teiler aller ¥ und fundamentalen Bestandteil der Funktional-
gleichungen. Man erhélt sie fiir Neuformen ¢ und 6, von II; und II(x) sowie

einer speziellen Form E von II(|-|*"2,w||2~%):

L(s, I x II(x)) = ?(9)0(9)E(s,9) dg  (1.2.1)

/Z(Am) GL2(F)\ GL2(Ar)

/ W,(9) Wi, (9)fe(s. ) dy
Z(Ar)N(Ar)\ GL2(Ar)

erfiillt die Funktionalgleichung
L(s, Iy x II(y)) = e(s, Ty x TI(x))L(1 — s, 11; x TI(x)), (1.2.2)

da sowohl II; als auch TI(x) selbstdual sind.

Zum Beispiel sei II;, an einer Stelle v gegeben durch die Hauptreihendar-
stellung TI(p1, o), wobei py und pg unverzweigte Charaktere von F* = F
sind. (Insbesondere sei Iy, also sphérisch.) Weiter sei K = K, zerfallen und
X = X» unverzweigt. Dann ist (siehe den Abschnitt {iber die Thetareihe un-
ten) II(x) = II(x1,x;"). Die L-Funktion der lokalen Rankin-Selberg-Faltung
I (pe1, pro) X TI(x1, x7") ist dann gegeben durch ([Ja2], Theorem 15.1)

L(s, (g, p2) % T(x1, x71))
= L(s, (g1, pr2) @ x1) L, T(pan, pr2) @ x7°1)
= L(s, ptix1) L(s, pax1) L(s, ulel)L(s, M2XI1)
= (1—pxa(mq™®) " (1 paxa(m)g™) "
(U= (g ™) (1= paxi (g

An den Stellen, an denen c¢(x)%*c(w) < v(N) ist, ist Wg die Neuform der Ei-
sensteinreihe. [Zh1] (Seite 30ff.) konstruiert einen Integralkern =(s, g), fiir den
eine der L-Funktion analoge Funktionalgleichung gilt und

L(s, 11y x II(x)) =/ ¢(g) =(s,9) dg.

Z(Ar)N(Ar)\ GL2(AF)

Man beachte, dafl ein solcher Kern nur von den Neuformen zu der Thetareihe
II(x) und der Eisensteinreihe abhéngen wird, nicht aber von einer genauen
Wahl von IT; mit den gegebenen Eigenschaften. Interessant fiir [Zh1] wie auch
fiir die vorliegende Arbeit sind die lokalen Fourierkoeffizienten des Kerns =
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([Zh1] Seite 41). Obwohl hier nicht nidher auf die explizite Konstruktion dieses
Kerns eingegangen werden soll (vergleiche dazu Abschnitt 1.4), kénnen dessen
lokale nichtkonstante Fourierkoeffizienten definiert werden:

wiscma)=wil( ) 3 Jowels (5 9 )o 029

mit den lokalen Whittakerneuformen Wy von II(x) und Wx der Eisensteinreihe
und der Vorschrift

n=1-¢.
Diese Fourierkoeffizienten sind die analytischen Funktionen, denen in der lo-
kalen Gross-Zagier-Formel ([Zhl] Lemma 4.3.1) eine spezielle Local Linking
Number entgegengesetzt wird. Darauf wird in Kapitel 7 zuriickgekommen.
In dieser Arbeit soll die Beschrénkung auf Neuformen in (1.2.3) fallen. Natiirlich
bedeutet dies den Verzicht auf einen Integralkern mit schoner Funktionalglei-
chung. Er wird auch gar nicht weiter benotigt. Es zeigt sich, dafl diese Produkte
von Whittakerfunktionen ihre eigene, von der L-Funktion losgeldste Berechti-
gung haben.
Dazu folgen nun Definitionen und Ergebnisse, die fiir das Weitere bendttigt
werden.

Whittakerprodukte

Die Produkte von Whittakerfunktionen werden hier nicht an einer allgemeinen
Stelle g betrachtet, sondern an

(2 0):

Man betrachtet genau genommen also nicht Whittakerfunktionen, sondern Ki-
rillovfunktionen, denn das Funktional von einem Whittakerraum zum additi-
ven Charakter ¢ auf den Kirillovraum der Darstellung ist gegeben durch

W(L ) — K(II),

W k:(aHW(g (1)))

Definition 1.14. Lokal seien die Thetareihe T1(x) und die Eisensteinreihe
II(1,w) an der zentralen Stelle s = % gegeben. Die Produkte

W&, n) = Wa(n)Wg(&)

von Kirillovfunktionen Wy € K(Il(x)) und Wg € K(II(1,w)) an der Stelle
(&,m), n=1—¢, heifen Whittakerprodukte.
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Die Kirillovraume automorpher Darstellungen lassen sich lokal einfach be-
schreiben:

Satz 1.15. ([Go/, S. 1.36) Es sei Il eine unendlichdimensionale irreduzible
zulissige Darstellung der GLo(F'). Dann wird der Kirillovraum K(II) erzeugt
vom Schwartzraum S(F*) und den folgenden Halmen um Null:

(a) Wenn 11 supercuspidal ist, dann ist dieser Halm gleich null.

(b) Wenn 11 = I(u, pe) eine Hauptreihendarstellung ist, so ist der Halm
gegeben durch Vertreter der Form

o (lal2cipa(a) + |al2capa(a)) 1pn(a), falls iy # po,

o lafma(a)(er + exv(@)) Ly (a). falls i = o,

(c) Wenn 11 = T(uq, po) speziell ist, dann wird der Halm erzeugt von Funktio-
nen mit Vertretern

o |alzpi(a)ei1gn(a), falls ppst = |,

1 _ _
o Jal}pa(a)ealyn(a), falls ppiz* = |72,

Dabei sind ¢y, co aus C.

Heckeoperator

Wegen seiner Bedeutung fiir diese Arbeit soll eine Eigenschaft des Heckeopera-
tors ([Zh1] S.20f.) referiert werden. Da dort ein gewisses Indexchaos herrscht,
wird der eigentlich einfache Beweis hier noch einmal aufgeschrieben.

Es sei ¢ ein nichttrivialer Charakter mit Fiithrer (1) von F. Es sei A := Ag. Fiir
ein Adel y bezeichne y; dessen Einschrankung auf die endlichen Komponenten.
Fiir eine endliche Menge S von Stellen von F bezeichne Ag die Adele von F,
die an allen Stellen auerhalb von S ganz sind, und A® die ganzen Adele von
F, die an Stellen aus S trivial sind:

/
AS = HOFU'

vgS

Es gilt dann
Ag=[]F.- A%

veS

Analog bezeichne dann GLy(A®) die Gruppe [T,¢s GL2(0F, ).
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Lemma 1.16. Es sei p ein  Charakter wvon A*/F*, und es sei
¢ € L*(GLy(F)\ GLy(A), p) eine automorphe Form fiir GLg(A), die sich un-
ter dem Zentrum Z(A) wie p transformiert. Es sei Wy die Whittakerfunktion
zu ¢ 1m Whittakermodell beziiglich +p. Dann sei S die Menge der unendlichen
Stellen und der endlichen Stellen v, an denen ¢, nicht invariant unter der
mazximal kompakten Gruppe GLo(og,) ist. Fiir ein b € AS N A* sei

H(b) = {g€ My(A%)|det(g)A% = bA"}

_ g( o f )GLQ(AS),

wobei o,y ganze Idele modulo (A%)* mit ay = b sind und 3 € A%/aA®. Dann
ist der Heckeoperator Ty, wohldefiniert fiir g € GLa(Ag):

T,Wy(g) = Wy(gh) dh.
H(b)
Ist der grofite gemeinsame Teiler von y € A° undb gleich eins, also (b, yf) =1,
dann gilt

v () =iwea(§ 9 ) (12.4)

Beweis: Die Wohldefiniertheit des Heckeoperators ist klassisch und trivial,
die Aussage des Lemmas ist Gleichung (1.2.4). Man bemerke, daf§ an allen
Stellen v auflerhalb von S der Charakter p unverzweigt ist, denn dort gilt
Ou(g9) = Pu(9z) = u(2)d(g) fiir alle z € Z(F,) N GLy(op, ). Setzt man noch
vol(GLa(or,)) = 1, so rechnet man

() = S (Y e
- Twila (%5 ))u(v);w(yg)
= X owte(y ] e
- > (%5 1 pweny

Insbesondere folgt nun falls (yf, b) = 1, daf diese Summe aus genau einem
Summanden zu v = 1 besteht:

v (4§ ) =liwae (Y] )
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Aus Lemma 1.16 folgt, dal das Anwenden des (lokalen) Heckeoperators T, auf
ein Whittakerprodukt im wesentlichen eine Translation um b bedeutet:

T, W (§,m) = [b]~2W (b¢, bn). (1.2.5)

Der Heckeoperator wird auf Whittakerprodukte, die nicht den Voraussetzun-

gen von Lemma 1.16 entsprechen, verallgemeinert, indem er wie in Gleichung
(1.2.5) definiert wird.

Thetareihe und Eisensteinreihe

Die folgenden wohlbekannten Aussagen iiber die Thetareihe II(y) findet man
in [JL] § 1, [Ge] § 7.

Definition 1.17. Es sei x der Charakter von F*\K* aus Voraussetzung 1.8.
Dann sei I1(y) die irreduzible Komponente zum Charakter x der Weildarstel-
lung der GLy(F) beziiglich der Normform der quadratischen Erweiterung K/F.

Adelisch gesehen ist I1(x) eine Hilbertsche Modulform vom Gewicht (1,...,1)
an den unendlichen Stellen und Fiihrer f(x)%f(w).

Ist K = F @ F eine zerfallene Algebra, so ist x = (x1,x; ") und II(y) ist die
Hauptreihendarstellung IT(x1, x;'w) = I(x1, x1 1)

Ist K/F eine quadratische Korpererweiterung, so ist II(x) supercuspidal, falls
X nicht iiber die Norm faktorisiert. Im Fall y = y; 0N ist II(y) jedoch isomorph
zur Hauptreihendarstellung TT(x1, x; 'w) = (X1, x1w), denn wegen Lemma, 1.9
ist hier xy? = 1.

Somit erhdlt man aus Satz 1.15 zu spéaterem Gebrauch sofort

Satz 1.18. Es sei I1(x) wie in Definition 1.17. Dann gilt:

(a) Ist K/ F eine quadratische Korpererweiterung und faktorisiert x nicht tiber
die Norm, so ist I1(x) supercuspidal, und der Kirillovraum besteht dementspre-
chend aus S(F*).

(b) Ist K/F eine quadratische Korpererweiterung und faktorisiert x tber die
Norm, x = x10oN, so ist () die Hauptreihendarstellung 11(x1, x1w), und der
Kirillovraum als Funktionenraum in der Variablen n wird erzeugt von S(F™)
und den Funktionen um Null der Form

\n\%xl(n) (al + CL2W(77))'

(c) Ist K = F®F zerfallen, so ist I1(x) die Hauptreihendarstellung I1(x1, x11),
und der Kirillovraum wird erzeugt von S(F*) und den Funktionen um Null der
Form
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o 17 (arx1 () + asxi (), falls 3 # 1,

o [1]2x1(n) (a1 + asv(n)), falls x? = 1.

Hierbei sind aq,ay in C.

Fiir spiter sollen noch einige Eigenschaften der Eisensteinreihe TI(|-|*"2, w|-|2 )
festgehalten werden. Beispielsweise [Bu] 3.7 entnimmt man:
Eine automorphe Form f € II(|-|*"2,w|-|27*) hat eine Darstellung

Fls.9) = fols9) = ldetgl” [ ol(0.0) (0l @t

fiir eine Funktion ¢ € S(F?). Umgekehrt definiert jedes ¢ € S(F?) eine Form
fo € II(|-|"2,w||2~*). Die Neuform erhélt man fiir

o 1o, (2)1o,(y), falls K/F unverzweigt
d(z,y) = W(y)lop(iﬂ)lo; (y), falls K/F verzweigt

Insbesondere fiir die zentrale Stelle findet man nach Satz 1.15

Satz 1.19. An der zentralen Stelle s = % ergibt die Eisensteinrethe die
Hauptreihendarstellung TI(1,w). Deren Kirillovraum als Funktionenraum in

der Variablen & wird erzeugt von S(F*) und Funktionen um Null der Form

o [¢]2 (a1 + asw(€)), falls K/F Korpererweiterung,

o [¢]2 (a1 + av(€)), falls K = F @ F zerfillt.

Hierbei sind aq,ay in C.

1.3 Hauptresultate

Da die Hauptresultate dieser Dissertation iiber die gesamte Arbeit verteilt sind,
sollen sie hier vorwegnehmend zusammengestellt werden. Die beiden vorange-
gangenen Abschnitte liefern das dazu notwendige Vokabular.
Die Doppelnebenklassen T\G /T werden hier nach
P

=P 1
parametrisiert, nicht nach P (vergleiche Definition 1.4). Dies scheint an dieser
Stelle sinnvoller, weil es einen direkten Vergleich zu den Zhangschen Resultaten
(siehe unten) erméglicht, obwohl die Rechnungen in den folgenden Kapiteln aus
praktischen Gesichtspunkten in der P-Parametrisierung durchgefiihrt werden.
Die Umparametrisierung wird in 2.3 ausfiihrlich behandelt.
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Charakterisierung der Local Linking Numbers

Kapitel 2 widmet sich der Charakterisierung der Local Linking Numbers als
Funktionen in £ € F*. Die Resultate werden in den Sédtzen 2.10 und 2.11
zusammengefaf3t:

Satz 2.10. FEs set K = F @ F eine zerfallende Algebra. Fine Funktion H von
& auf F* ist genau dann eine Local Linking Number, wenn sie die folgenden
Figenschaften besitzt.

(1) Der Triger von H ist als Teilmenge von F' kompakt.

(2) H ist lokal konstant.

(3) Es gibt eine Umgebung U von null und lokal konstante Funktionen Ay, As
auf U derart, daf8 fiir alle 0 # & € U gilt

H(&) = Ai(§) + Ax(E)v(8).

(4) Es gibt eine Umgebung V von 1 und lokal konstante Funktionen By, By auf
V' so, daf$ fiir alle 1 # & €V gilt

H(E) = xa()Bi(&) + x1 ' (n)Ba(§),  falls x§ # 1,

H(f) = X1(77) (31(5) + B2(§)U(77))7 Jalls X% =L

Satz 2.11. Es sei K/F eine quadratische Korpererweiterung. Eine Funktion
H von & auf F* ist genau dann eine Local Linking Number, wenn sie die
folgenden FEigenschaften besitzt.

(1) H(€) =0, falls w(—&n) # (=1)°P).

(2) H ist lokal konstant auf F*, und der Triger von H als Teilmenge von F'
15t kompakt.

(8) Es existiert eine lokal konstante Funktion A auf einer Umgebung U von 0
so, daf$ fiir alle 0 # & € U qult

H(E) = A(€) (1 + w(—€n)(—1)°D).

(4) Es gibt eine Umgebung V von 1 und eine lokal konstante Funktion B auf
V' derart, daf fir alle 1 £ & €V gilt

H(&) = x1(n)d(x* = D)B(E) (1 + w(—&n)(—1)°P),

wobei im Fall x*> = 1 der Charakter x1 von F* definiert ist durch x = x1 o N
(vergleiche Lemma 1.9).

Es sei angemerkt, dafl sich nicht nur die Ergebnisse im Fall eines kompakten
Torus T' (also der Fall einer Korpererweiterung) von denen im Fall eines nicht-
kompakten Torus (der Fall K zerfallend) unterscheiden, sondern vor allem die
Vorgehensweise in den Beweisen. Dieser grundlegende Unterschied wird beson-
ders den zweiten Teil der vorliegenden Arbeit prégen.
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Matching von Local Linking Numbers und Whittakerprodukten

Mit Hilfe dieser Charakterisierung kann nun das Hauptresultat des ersten Teils
tiber die Korrespondenz zwischen dem Raum der Local Linking Numbers (kurz

LLN) und dem Raum der Whittakerprodukte (vergleiche Definition 1.14) be-
wiesen werden:

Satz 3.1. Die Local Linking Numbers und die gerade definierten Whittaker-
produkte matchen, das heifit: Wenn n = 1 — & und w(—£&n) = (=1)°P) erfiillt
sind, dann qilt

{lenfLLN ()} = (W (Em)}.

Heckeoperator

Dieses Matching ist der erste Schritt beim Verstindnis der lokalen Ablaufe.
Um dieses zu vertiefen, mufl nun ein Operator auf den Local Linking Numbers
etabliert werden, der ein Gegenstiick zum Heckeoperator auf den Whittaker-
produkten darstellt. Der ist im wesentlichen gegeben durch die Translation um
ein Element b € K* (vergleiche Lemma 1.16).

Der Heckeoperator wird nur an solchen Stellen angesetzt, die der folgenden
Voraussetzung unterliegen.

Voraussetzung 6.2. Es sei D eine zerfallende Algebra, also G isomorph zur
PGLy(F). Es sei K/F eine unverzweigte Erweiterung, zerfallen oder nicht,
und der Charakter x sei unverzweigt.

Durch Aussagen iiber die Kirillovmodelle der involvierten Darstellungen kann
man leicht das Verhalten der Whittakerprodukte unter dem Heckeoperator
angeben:

Satz 6.1. Die Whittakerprodukte W(b€,bn) aus Definition 1.1 haben fiir b —
0 und beliebiges, aber festes & sowie n =1 — & das folgende Verhalten.
(a) Im Fall eines nichtkompakten Torus T = F*\(F* & F*):

W (b, b€) = { ‘b||57]|%(01)(1(67]) + coxy H(0n) (es3v(b€) + ¢4),  falls 2 # 1
; 16]1€n]2 x1(bn) (crv(bn) + ¢2)(csv(BE) + ¢1),  falls 2 =1

(b) Im Fall eines kompakten Torus T = F*\K*, wobei K/F eine quadratische
Korpererweiterung ist: Falls x nicht iber die Norm faktorisiert, so ist

W (bn, b¢) = 0.
Existiert ein Charakter x1 von F* so, daff x = x1 0N, so gilt
1
W(bna bé) = ’b‘ ‘677‘ X1 (577) (Cl + 62w(66)> (C3lpmﬁ(lfx)N(b) + C41pmﬁ(1fx)zN(b))>

wobei z € F* keine Norm ist und ¢;, i = 1,...,4, Konstanten.
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Translation

Der naheliegendste natiirliche Ansatz fiir einen ,, Hecke-Ersatzoperator* auf der
geometrischen Seite ist der der Translation der Local Linking Numbers um ein

Element
b 0
01 /)"

Es werden also zunéchst Aussagen iiber das Verhalten der Funktionen

<¢,(8 (1)).¢>5

in b € F'* getroffen. Dem Umfang nach stellt diese Untersuchung den Haupt-
teil der Arbeit. Sie fiillt die Kapitel 4, 5 und 8. Der Aufwand beschrinkt die
Untersuchung auf den Fall, in dem die eine Variable £ der translatierten Lo-
cal Linking Number festgehalten wird. Allerdings werden einige Eigenschaften
des Verhaltens in beiden Variablen zugleich in Beispielen aufgezeigt (vergleiche
Kapitel 4.1, 5.1 und 8.12).

Im Fall eines kompakten Torus 7" findet man:

Satz 4.2. Die Local Linking Number

<¢,(8 (1)).¢>5

ist fur festes & im Fall eines kompakten Torus T eine lokal konstante Funktion
von b mit kompaktem Triger in F*.

Im Gegensatz dazu ist das Verhalten im Fall eines nichtkompakten Torus T
komplizierter:

Satz (Vermutung 5.4). Fir festes & haben die Local Linking Numbers

<o )0

als Funktionen von b € F'* die Form
33 () (Lon (D) bl (a,10(b) + a,2) + AB) + Lon (76| (@ 10(B) +a2))

() (Ln (Bl (e1,10(0) + 1.2) + CB) + Lon (b1 (e 10(0) + ¢-2)),

mit geeigneten Konstanten ay ;, cy,; und lokal konstanten Funktionen A, C mit
kompaktem Trdager in F*.
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Matchingoperator

Da die Translation das wesentliche Verhalten der Whittakerprodukte (Satz 6.1)
im Fall, daf§ x tiber die Norm faktorisiert, nicht widerspiegelt, ist sie noch
nicht der gewiinschte Operator. Mogliche Operatoren, die die Asymptotiken
fir v(b) — oo vollig erfassen, werden in Kapitel 6 konstruiert. Es handelt sich
dabei um gewichtete Summen von Translaten: Setzt man

1=0

v®) 1/ i EEPRNY v(b)—i
@), (700 4o

und 1
T, = 5(’11‘; + ’er—),

oder

und
Sp 1= i(SZ’ + S,;),

3

a s dann gllt

wobel x =

Satz 6.14. Es sei die Voraussetzung 6.2 erfillt. Dann haben fiir festes € die
Local Linking Numbers Ty < ¢, >¢ (beziehungsweise Sy, < ¢, >¢) bis auf
den Faktor |b]|¢n|2 dieselbe Asymptotik wie die Whittakerprodukte aus Satz 6.1.

Es sollte nicht sonderlich iiberraschen, dafl es mehr als einen moglichen Ope-
rator gibt. Zum einen wird eine zusétzliche Abhéngigkeit von der Variablen
¢ durch T, wie auch durch S, erst ansatzweise eingefangen. (Das entspricht
der Tatsache, dal die translatierten Local Linking Numbers als Funktionen
von b und £ zugleich noch nicht vollstéindig beschrieben wurden.) Zum ande-
ren konnen fiir unterschiedliche Anwendungen durchaus auch unterschiedliche
,geometrische Heckeoperatoren® erwiinscht sein.
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1.4 Lokale Gross-Zagier-Formel

Nun soll die lokale Gross-Zagier-Formel von Zhang formuliert werden, in Ka-
pitel 7 wird sie dann sogar noch einmal bewiesen. Hier sollen zunéchst die auf-
tretenden lokalen Terme aus ihrem globalen Zusammenhang hergeleitet wer-
den. Nachdem die lokale Gross-Zagier-Formel postuliert ist, wird dann auf
den Unterschied zwischen dem Zhangschen Resultat und meinen Ergebnissen
eingegangen.

Integralkern der L-Funktion

Auf der analytischen Seite beginnt man mit der L-Funktion der Rankin-
Selberg-Faltung der Darstellungen IT; und TI(x) (vergleiche (1.2.1)):

M&mxﬂun=/ 6(9)6x(9)E(s. 9) dg.

Z(Ar) GL2(F)\ GL2(Ar)

wobei ¢ und 6, Neuformen von II; und II(x) sind. W ist eine spezielle Form
der Eisensteinreihe TI(|-|"2,w|-|27%).
Fiir sie findet Zhang ([Zh1], Kapitel 3.1) einen Integralkern Z(s, g):

M&mxﬂuﬁ=/ 6(9)=(s. 9) do.

Z(Ar) GL2(F)\ GL2(Ar)

Um diesen Kern =(s, g) zu definieren, muf man etwas ausholen: Es sei ¥ die
endliche Stellenmenge bestehend aus

Y. = {v archimedisch :II;, hat Gewicht 2}
U {v (@) f(X)*: wo(N) = =1}
U {v|(N, f(w)) : Ty, = o () speziell | x, = x1 0 N, ppx1(m,) = 1}

Weiter sei S die Menge der Stellen, an denen die Erweiterung K/F verzweigt,
S={v: flw) # or,}.

Fiir eine Stelle v € S definiert man

—ordy (1) (2 — v
Yol(s) 1= xa () |y~ T2 - (— e

0 1
e (21,

Fiir eine Teilmenge T' C S sei yr(s) = [[,er 10 (s) sowie hy = ], cp Po.

und
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Dann ist der Kern Z(s, g) definiert als

E(s,9) =27 " r(s)bx(ghs' ) E(s, ghy').
TCS

Den Kern kann man, analog zur Fourierentwicklung der Thetareihe und der
Eisensteinreihe, fourierentwickeln. Es gilt ([Zh1], Kapitel 3.3)

=(s,9)=C(s,9) + Z Wi(s,&,n,9)+ Z W(s,&§m,9)

&+n=0, E4n=1,
&mer> & neERX

Hierbei ist C(s, g) die Summe iiber die Terme, in denen ein konstanter Term
der Fourierentwicklung der Theta- oder der Eisensteinreihe auftaucht. Die Ter-
me C(s,g) und ., o W(s,&,n,g) ergeben zusammen den konstanten Term
dieser Fourierentwicklung. Die Terme W (s, &, 7, g) sind gegeben durch

W(s, & n,g) =27 ZVT(S)We,neu(( 0 (1) )gh%l)WE(& ( g (1] ) ghz').

TCS

Dabei bezeichnen Wy e, und Wi jeweils die Elemente 6, und £ im Whitta-
kermodell.

Man beachte, dal sowohl der Integralkern =(s, g) als auch die Eisensteinreihe
E(s,g) und die Fourierkoeffizienten des Kerns einer analogen Funktionalglei-
chung geniigen wie die L-Funktion (Gleichung (1.2.2)). In der Tat wurde der
Kern genau so definiert, dafl er dies erfiillt ([Zh1] Theorem 3.2.1).

Die lokalen Terme dieser Entwicklung sind nun der analytische Gegenstand
der weiteren Untersuchung.

Insbesondere ergibt sich fiir eine Stelle v ¢ S fiir £ + 7 =1 und g = 1 an der

zentralen Stelle s = %

1 _ n 0 €0
WU(§7577]7 1) - Wﬂ,neu,v ( 0 1 ) WE;U ( 0 1 ) . (141)

Dies ist ein Whittakerprodukt wie in Definition 1.14 festgelegt. Es sei daran
erinnert (Abschnitt 1.2), daf§ fiir solche unverzweigten Stellen v die spezielle
Form der Eisensteinreihe, die in der L-Funktion auftaucht, gerade deren Neu-
form ist: Wg ., = Wg neuv-
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Allerdings vergleicht die Gross-Zagier-Formel im Fall Rang eins nicht die Fou-
rierkoeffizienten der L-Reihe selbst mit geometrischen Daten, sondern die Fou-
rierkoeffizienten ihrer Ableitung. In diesem Fall ist die Kardinalitdt von ¥ un-
gerade.

Die Funktionalgleichung fiir die lokalen Fourierkoeffizienten W,(s, &, 7, g) lau-
tet genau ([Zh1] Gleichung (3.4.1) und folgende)

Wy(s,&,m,9) = wo(—=En)e(s, 1, X T(x0))We(1 = 5),£n, 9),

wobel

1
(5 T x T(x,)) = (~1)07%,

Leitet man also den globalen Fourierkoeffizienten nach der komplexen Varia-
blen s ab und setzt s = %, so erhélt man die logarithmische Ableitung

5779 ZW’ 61,9) HWz ,6,1,9)-

l#£v

Dabei braucht man nur iiber solche Stellen v zu summieren, fiir die w,(—£n) =
(—1)IHHVINE il sowie wi(—£€n) = (—1)HUO® fiir alle [ # v.

Insbesondere mufl man nur iiber solche v summieren, fiir die K,/F, eine
Korpererweiterung ist.

Somit erhélt man an einer zerfallenden Stelle [, K; = [F; & F;, den lokalen Term
der Ableitung als

(W’(%,{,Ti,g)) - VVl(%?&?U?.g)
l

Dasselbe Ergebnis erhédlt man im Fall einer unverzweigten Kérpererweiterung
K;/F; mit unverzweigtem Charakter x;, wenn ord;(N) gerade ist.

Hier geben also die Whittakerprodukte (1.4.1) auch die lokalen Komponenten
der Ableitungen an.

Die iibrigen Fille geben teils abweichende Terme (vergleiche [Zh1] Kapitel 3.4
und Lemma 4.3.1). Allerdings werden diese Fille im Rahmen dieser Arbeit
nicht benotigt. Deshalb wird hier auf ihre Ausfithrung verzichtet.

Linking Numbers

Auf der geometrischen Seite steht am Ausgangspunkt die globale Neron-Tate-
Hohe von CM-Zykeln ([Zh1] Theorem 1.2.1) auf der Shimurakurve (vergleiche
(1.1.1)). Da diese Zykel als Elemente des Schwartzraums S(x, G(F)\G(Ar ;))
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aufgefalt werden konnen, kann man die globale Hohenpaarung (siehe (1.1.2)
beziehungsweise [Zh1] Kapitel 4.1) schreiben als

< ¢, >i= . mh]) <ov>,

V€T (F)\G(F)/T(F)

wobel ¢, 9 € S(x, G(F)\G(Arf)), und v die Nebenklassen T(F)\G(F)/T(F)
durchléduft. Der Wahl der Multiplizitdtenfunktion m(y) kommt bei der glo-
balen Gross-Zagier-Formel die entscheidende Bedeutung zu (vergleiche [Zhl]
Kapitel 6). Fiir die Formulierung der lokalen Gross-Zagier-Formel braucht man
sie allerdings nicht weiter zu spezifizieren.

Die ,Fourierkoeffizienten® < ¢, >, dieser globalen Paarung heilen Linking
Numbers.

Die in Definition 1.6 mit Sorgfalt definierten lokalen Komponenten der Linking
Numbers sind die Local Linking Numbers,

<@wpw:/

/ ¢(t;17tvyv) dtv&(yv) dys,.
T(Fu)\G(Fv) J T(Fo)

Dabei sind nun ¢,, 1, € S(x, G(F,)) lokale Faktoren der als reine Tensoren
angenommenen globalen Funktionen ¢ =[], . aien @0 Und ¥ = [, cnaticn Yo-

Lokale Gross-Zagier-Formel

Es sei nun eine endliche Stelle v fixiert. Damit die Notation einfacher wird,
setzt man (wie aus den vorherigen Abschnitten bereits gewohnt) F' = F,,
K =K,, T=T(F,), G =G(F,) etc.

Man setzt nun den analytischen und den geometrischen Teil zusammen, um
die lokale Gross-Zagier-Formel zu erhalten.

Da in dieser Arbeit nur der ,total unverzweigte Fall“ von Bedeutung ist, be-
schréinkt man sich im folgenden auf ihn. Fiir die anderen Félle gilt natiirlich
eine dhnliche Aussage (vergleiche [Zhl] Lemma 4.3.1).

Es sei also Voraussetzung 6.2 erfiillt, das heit sowohl die Erweiterung K/F
als auch der Charakter y seien unverzweigt. Um den Produkten der lokalen
Whittakerneuformen, die als lokale Fourierkoeffizienten des Integralkerns der
L-Funktion auftreten, ein geometrisches Pendant gegeniibersetzen zu kénnen,
mufl man die Funktionen ¢ und ¢ fiir die Local Linking Number speziell
wéhlen.

Es ist

¢ =X " LaLy(op) (1.4.2)

30



eine wohldefinierte Schwartzfunktion, ¢ € S(x, ). Zhang ([Zhl] Gleichung
(4.1.22)) setzt
Tup(g) == [ ¢(hg) dh,
H(b)
wobei H(b) := {g € Msy(oF) | v(detg) = v(b)}. Man bemerke, dafl der Ope-
rator T stark von der hier festgewéhlten Funktion ¢ abhéngt. Fiir beliebige
Funktionen aus S(, G) ist er nicht wohldefiniert. Es gilt

Satz 7.10. (Lokale Gross-Zagier-Formel, [Zh1] Lemma 4.3.1) Unter der Vor-
aussetzung 6.2 gilt fir die Neuformen Wy pey und Wg e, der Theta- und Ei-
sensteinreihe und die Local Linking Number zur Funktion ¢ = X - 1ap,(op) DS
auf Volumenfaktoren:

WG,neu(bn)WE‘,neu(bf) = ‘fﬁ‘%’b‘ < Tb¢> ¢ >x:§571

Die lokale Gross-Zagier-Formel ist also eine quantitative Identitdt zwischen ei-
ner speziellen Local Linking Number und dem Produkt ganz spezieller Whitta-
kerfunktionen, ndmlich den Neuformen der Thetareihe und der Eisensteinreihe.

Hingegen handelt es sich bei meinen Ergebnissen um Korrespondenzen zwi-
schen den gesamten Funktionenrdumen: Nach Satz 3.1 entsprechen sich die
Réaume der Whittakerprodukte und der Local Linking Numbers exakt. Nach
Satz 6.14 erzeugt der Operator Tj (oder auch Sp) angewandt auf den Raum
der Local Linking Numbers einen Teilraum im Raum der translatierten Whit-
takerprodukte, der die Asymptotik fiir v(b) — oo voll verwirklicht. Ob es sich
dabei um einen echten Teilraum handelt oder sogar um den gesamten, kann
nicht entgiiltig gekldrt werden, weil eine vollige Charakterisierung der Local
Linking Numbers als Funktionen der beiden Variablen b und £ zugleich derzeit
aufer Reichweite liegt.

Selbstverstandlich kann man die qualitativen Ergebnisse dieser Arbeit durch
konkrete Funktionenwahl auch quantifizieren. Wendet man zum Beispiel (wie
in Kapitel 7.2) auf die Zhang-Funktion (1.4.2) den Operator S, an, so erhélt
man wiederum die wesentlichen Terme der lokalen Gross-Zagier-Formel:

Bemerkung 7.13. Man findet im Fall einer Kéorpererweiterung bis auf Volu-
menfaktoren

Woneu bW neu(bE) = |E0|2 B Sy < ¢, ¢ >, .

In diesem Fall ergibt die Anwendung des Sy-Operators also exakt die lokale
Gross-Zagier-Formel aus Satz 7.10!
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Im Fall K = F & F zerfallend gilt bis auf einen Volumenfaktor und einen
Faktor 2, den man durch Normierung der Mafle vernichten kann,

W neul D)W neu(bE) = |EN2[DISy < 6,6 >, +O(v(D)).

Also realisiert der Sy-Operator wenigstens im fiihrenden Term das Produkt der
Whittakerneuformen, und mit Lemma 6.7 kann man auch in den niederen
Termen Gleichheit erzielen. Die inneren Integrale mit kompaktem Trager, die
man dazu zum eigentlichen inneren Integral addieren muf, lieffen sich sogar
direkt angeben, wenn man die Berechnung des Beispiels 5.2 nochmals verfolgte.

Der Operator S, leistet somit auch qualitativ, was der Operator T}, von Zhang
leistet.
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Kapitel 2

Charakterisierung der Local
Linking Numbers

In der Einleitung wurde beschrieben, daf sich schon bei Jacquet [Jal] Hin-
weise darauf finden, daf§ die Local Linking Numbers besondere Informationen
tragen. Dort wird allerdings mit leicht anderen Funktionen gearbeitet. Hier
sollen die Eigenschaften dieser Funktionen in Kiirze referiert werden, bevor
die dhnlichen Eigenschaften der Local Linking Numbers untersucht werden.

Es sei f eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Triager auf Z\G und es
sei v € G, v ¢ N(T). Dann definiert

H(v, f) iz/T/Tf(cwb) da db

ein ,,Orbitalintegral“. Benutzt man die Funktion P aus Definition1.4, so kann
man H auch als eine Funktion auf £~ auffassen: Fiir x € F* sei

H(z, f) = H(v, ),

falls es ein v € G gibt mit P(y) = x, das heifit wenn = € ¢N. Sonst set-
ze man H(z, f) = 0. Diese Funktionen werden durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

Satz 2.1. [Jal] Eine Funktion H auf F* ist genau dann ein Orbitalintegral
H(f) fir eine lokal konstante Funktion f mit kompaktem Triger auf Z\G,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Falls K eine quadratische Koérpererweiterung von F' ist:

(1) H ist null auf dem Komplement von ¢N.

(2) H verschwindet auf einer Umgebung von 1 € F*.
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(8) Es existiert eine lokal konstante Funktion A in einer Umgebung von 0 so,
daf fiir alle 0 # x € F* nahe 0 gilt

H(z) = A(z)(1 4+ w(cx)).

(4) Es existiert eine lokal konstante Funktion B in einer Umgebung V von 0
so0, daf fiir alle x=* €'V gilt

H(z) = B(a™")(1 + w(cx)).

Dabei bezeichnet w den Charakter von F*, der zur quadratischen Erweiterung
K/F gehort.

Falls K = F & F eine zerfallende Algebra vom Rang 2 diber F' ist:

(1) H verschwindet auf einer Umgebung der 1 € F*.

(2) H ist glatt auf F*.

(3) Es existiert eine Umgebung U von 0 und eine lokal konstante Funktion A
auf U derart, daf$ fiir x € U N F* qilt

(4) Es existiert eine Umgebung V' von 0 und eine lokal konstante Funktion B
auf V derart, daf fiir v € F* mit =t €V gilt

H(z) = B(z™).

Im folgenden soll fiir die Local Linking Numbers aus Definition 1.6 eine &hnli-
che Charakterisierung gegeben werden. Dies geschieht in zwei Schritten. Zuerst
werden bestimmte Eigenschaften der Local Linking Numbers gezeigt, die dann
im néchsten Schritt als hinreichende Eigenschaften erkannt werden. Dabei sind
die folgenden Lemmata niitzlich.

Lemma 2.2. Es sei ¢ € S(G, x).
(a) Fir jedes y € G existiert eine Umgebung V von y derart, daf8 fir alle
g € supp(@)y~! und alle j €V gilt

o(99) = d(gy)-

(b) Es sei C' ein Kompaktum in G. Dann gibt es fiir jedes g € G eine Umgebung
U C G von g so, daf$ fiir alle g € U und alle y € TC gilt

/ o(t~gty) dt = / o(t L gty) dt.
T T

34



Beweis: (a) Da mit ¢ auch p(y)¢ € S(G, x), reicht es, die Behauptung fiir
y = 1 zu zeigen. Da ¢ lokal konstant ist, gibt es fiir jedes g € G eine offene
Untergruppe U, so, da8 ¢(gU,) = ¢(g). Es sei C' ein Kompaktum in G mit
supp(¢) = T'C. Dann ist
CcC U qUj.

geC
Da C kompakt ist, reichen endlich viele der gU, aus, um C zu iiberdecken.
Definiere U als den Durchschnitt dieser endlich vielen U,. Fiir alle g € T'C' ist
dann ¢(gU) = ¢(g). Also ist U eine offene Umgebung von id wie gewiinscht.
(b) Um eine fiir alle y € T'C giiltige Umgebung von ¢ zu erhalten reicht es,
y € C zu betrachten. Denn fiir s € T gilt

/¢t9t8y /dﬂfgty

Nach (a) gibt es eine Umgebung V,, von y so, da8

o(t~ " gty) = ot ' gty)

fir g € V,, und t~'gt € supp(¢)y~'. Die Umgebungen V,, von y € C iiberdecken
C. Da C kompakt ist, reichen endlich viele von ihnen. Es reicht also, fiir diese
y eine Umgebung U, von ¢ mit der gewiinschten Eigenschaft zu finden. Der
Durchschnitt der U, zu diesen endlich vielen y ist dann eine Umgebung von g,
die die Intergalgleichung fiir alle y € T'C' erfiillt.

g hat die Form g = ¢g; + €go. Eine Umgebung U von g kann definiert werden
durch ki, ks > 0 und die Forderungen |§; — ¢1| < k1 und |§2 — go| < ko fiir
g € U. Man schreibt t71gt = g1 + egott ' + (g1 — g1) + €(g2 — g2)tt 1. Da ¢
lokal konstant ist, kann man fiir festes y die Konstanten ki, ks so wihlen, dafl

O((g1+egatt ™" + (91— g1) +€(G2 — g2)tt ) = d((g1 +€gatl )y) = (' gty).

Diese Konstanten sind unabhéingig von ¢, denn |(g2 — ¢2)tt '| = |go — go|. Die
Integralgleichung gilt somit fiir festes y und fiir g in einer Umgebung U, von g.

Lemma 2.3. Es sei ¢ € S(F @ F) eine lokal konstante Funktion mit kom-
paktem Triger in zwei Variablen. Dann gibt es lokal konstante Funktionen

Ay, Ay € S(F) so, dafs

P(a"'y,a) d*a = Ai(y)v(y) + As(y).

FX
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Im allgemeinen hat das Integral also einen Pol in null. Ist jedoch 0 ¢ supp ¢,
so ist das Integral eine Schwartzfunktion in y.

Beweis: Jede Funktion ¢ € S(F @ F) ist eine endliche Linearkombination der
folgenden  elementaren  Funktionen — 1,n(a)lon(b),  1yigon(a)lon(b),
1n(a)lqon(b) und 1,4 0n(a)l,4on(b), wobei n € Z und v(z),v(z) < n. Es
reicht, das Lemma fiir diese Funktionen nachzurechnen. Also:

/ (e 'y)1pn(a) d*a = 1pzn/ 1 d*a
Fx n<v(a)<v(y)—n

= VOIX(0})1p2n(y)v(y7r*2”+l).

Eine Funktion ¢ € S(F @ F), deren Tréger die Null enthélt, hat in einer Um-
gebung von Null immer die Form ¢(a,b) = ¢(0,0)1,n(a)lyn(b). Das Integral
hat dann einen Pol in y = 0. Enthé&lt der Tréger von ¢ die Null nicht, so hat
das Integral keinen Pol:

/ Lorgn(a 'y)lgn(a) d*a = 1pn+v(z)(y)/ 1 d*a
Fx ya ! (1+pn—v()

= ]_pv(a:)+n (y) VOIX (1 + pniv(x))7

/ Lon(a'y)Lorgn(a) da =1 uwn(y) vol* (1 + " U@)

und

/ Loron(a'y)l, pn(a) d*a :/ 1d*a
X

yz = (14" v @)Nz(14pn—v(2))
1$z(1+pn_min{v(z),v(z)})(y) vol* (1 + pn—min{v(a:)711(2)}’)_

Lemma 2.4. Es sei n ein nichttrivialer (endlicher!) Charakter von F* mit
Fiihrer o°™. Sei ¢ € S(F @ F) eine lokal konstante Funktion mit kompaktem
Tréger in zwei Variablen. Dann existieren in einer Umgebung U = ©*™ von 0
Funktionen Ay, As, A3 € S(F) bzw. By, By € S(F) in einer Variablen so, dafs
fir0#y e U gilt

72m+1) -1

. Xy (el — n(ym
. ¢lay,a)n(a) d*a = d(c(n) = 0)As(y) o =1

+As(y) + As(y)n(y)
= Bi(y) + Ba(y)n(y),

mit der Kroneckerfunktion 0.
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Beweis: Es reicht wieder, das Lemma fiir die elementaren Funktionen
1n(a)1gn(b), Lugpon(a)lon(b), 1pn(a)leyon(b) und 1,4 pn(a)l,4n (D) zu bewei-
sen.

v(y)—n

[ @ i@ ¢a = 3 g [ ) ¢a

k=n F

17(7()'”(3/)_2”""1 -1
n(m) -1

= vol* (o (")

falls ¢(n) = 0 und v(y) > 2n. Sonst ist das Integral gleich null. Aulerdem gilt
[ erla )L (@nfa) da

= 1pn+v(x>(y)/ n(a) d*a
gL (L4pn=@)

= d(c(n) < n—wv(@) vol* (L + " "N usuin (y)n(yz ),

| 1@ DL @i(a) a

= 1pn+u(z)(y)/ n(a) d*a
T+pE™

= 3(c(n) < n—v(z))vol* (1 + ¢" (@)L yusvin (y)

und

[ Leela s lanta) = [ n(a) da
20 y$71(1+pn7v(a:))mz(1+pn7v(z))

Lo (14 gn-minto@).o() (y) VoI (1 + prmin{e@
:6(c(n) < n—min{uv(z), v(z)})n(yz").

Insbesondere verschwindet dieses Integral fiir v(y) # v(z) — v(2).
Fiir kleine y leisten also nur Integrale der ersten drei Typen Beitréige. Diese
haben die behauptete Form.

Bemerkung 2.5. Der Beweis von Lemma 2.4 liefert natiirlich auch das ge-
samte Verhalten des Integrals als Funktion von y € F*.
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2.1 Die Eigenschaften der Local Linking Num-
bers

Man muf} grundsétzlich unterscheiden, ob K/F zerfillt oder nicht. Das hat
seinen tieferen Grund darin, dafl im zerfallenden Fall der Torus 7' = F*\ K*
nicht kompakt ist im Gegensatz zum Fall einer Koérpererweiterung K /F.

Satz 2.6. Es sei K/F eine Korpererweiterung und w der quadratische Charak-
ter zu dieser Erweiterung. Weiter seien ¢,¢ € S(x, G) und es sei < ¢,1) >,
die zugehirige Local Linking Number (vergleiche Definition 1.6). < ¢,1) >, ist
eine Funktion in x € F*. Sie hat die folgenden Figenschaften:

(1) < ¢, ¢ >, ist null auf dem Komplement von c¢N.

(2) < ¢, >, ist null auf einer Umgebung von 1 € F*.

(3) Es existiert eine lokal konstante Funktion A in einer Umgebung U von 0

so, daf fiir alle 0 #x € U gilt
< 0, >= A(z)(1 4 w(cx)).

Sie hat aber fir |x| >> 0 das folgende Verhalten:
(4) Es existiert eine Umgebung V von 0 so, daf fir alle x=' € V. NeN gilt

D a@soe =1 [ se)iy) dy.

< ¢a ¢ >x: Xl(_
c T\G

Dabei sei im Fall x* = 1 der Charakter x1 von F* gegeben durch x = x1 o N.
Insbesondere verschwindet die Local Linking Number in einer Umgebung von
null, wenn x nicht quadratisch ist.

Die Local Linking Numbers haben also die Eigenschaften (1) bis (3) der
Jacquet-Orbitalintegrale aus Satz 2.1.

Satz 2.7. FEs sei K = F @ F eine zerfallende Algebra. Weiter seien ¢, €
S(x,G) fiir x = (x1,x1"), und es sei < ¢,1p >, die zugehorige Local Linking
Number (vergleiche Definition 1.6). < ¢,¢ >, ist eine Funktion in © € F*
mit den folgenden Figenschaften:

(1) < ¢,9 >, verschwindet auf einer Umgebung der 1 € F*.

(2) < ¢, >, ist glatt auf F*.

(3) Es existiert eine Umgebung U von 0 und lokal konstante Funktionen A,
und As auf U derart, daf$ fiir 0 #x € U gilt

< ¢, Y >,= Ai(x) + Az (v)v(2).

(4) Es ezistiert eine Umgebung V' von 0 und lokal konstante Funktionen B
und By auf V derart, daf fir x=1 €V gilt:

38



Ist x? =1, so ist
< 9, >,= x1(2) (Bl(x_l) + Bg(x_l)v(x)) )

Dabei tritt der letzte Term nur auf, wenn id € supp ¢ - (supp¢) L.
Ist x? # 1, s0 ist

< @, >p= x1(x)Bi(z ™) + X7 ' (2) Bz 7).

Beweis von Satz 2.6:

Zu (1): Klar nach Definition.

Zu (2): Falls 1 ¢ ¢N, so ist nichts zu zeigen. Sei also 1 € ¢N. Dann muf
man zeigen, daf} fiir alle ¢ und ¢ und alle ¥ mit P(vy) € U = U(¢, 1), einer
Umgebung der 1, gilt

/T\G/Td)(tlvty) dt ¥(y) dy = 0.

Dafiir reicht es zu zeigen, daf fiir alle ¢ das Integral

/Tqb(t_lvt) dt

verschwindet. Da ¢ modulo T" kompakten Triager hat, existiert ein Kompaktum
C C G so, daBl ¢ aulerhalb von T'C' verschwindet, erst recht auflerhalb von
TCT. Es reicht zu zeigen, dafl es ein k£ > 0 gibt so, daB fiir alle v € TCT gilt
|P(y) — 1| > k. Angenommen ein solches k existiert nicht. Dann sei (7;); eine
Folge in TCT mit P(v;) — 1. Indem man mit Elementen aus 7" multipliziert
und C eventuell vergrofert (das geht, da 7" kompakt ist!), kann man annehmen,
daB
Vi =1+ €t = zic,

mit t; € T, ¢; € C, z; € Z. Dann ist P(;) = ct;t; = 1 + a;, wobei a; — 0.
Zum einen ist dety; = 1 — ct;t; = —a;, zum anderen ist dety; = 222 det¢;. Da C
kompakt ist, mufl nun z; — 0 gelten. Dies impliziert v; — 0, im Widerspruch
zu v; = 1 + €t;.

Zu (3): Es sei K = F(v/A). Ein spurfreies v € F*\D* hat dann einen
Vertreter v = v/A + ey,. Die Linking Number schreibt sich damit

/ / H(VA + enattVYy) dt B(y) dy.
™G JT

Da ¢ lokal konstant mit kompaktem Trager modulo 7' ist, existiert ein Ideal
V < K so, dafi fiir alle y € G und alle [ € V' gilt

H(VA+ el)y) = ¢(VAy).
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Fiir = P(7) nahe 0, das heifit in einem Ideal U < F' derart, daf§ aus f—g eU
stets [ € V folgt, hat man dann

<G>, = /T\G/T¢(\/Zy) dt ¥(y) dy
= vol(T) o(VAy)d(y) dy = vol(T)x(VA) < 6,9 > .

UaYe

Dabei bezeichnet < ¢, > das L?-Skalarprodukt von ¢ und . Das heift fiir
x nahe 0 ist

< Gap >om %VOI(T)X(\/Z) < 60> (1+w(cr)).

Zu (4): Es sei v = v/A+ev, ein Urbild von z unter P. Wir wollen das Verhalten
von H(zx) fiir |x| >> 0 studieren, das heifit das Verhalten fiir |y2| >> 0. Es
gilt

/T P(t"yty) dt = /T ot (VA + €)yaty) di
— () / (VA 4t Fe)y) dt.

Da ¢ lokal konstant ist, gibt es nach Lemma 2.2(b) ein k& > 0 so, daf} fiir alle
|72 > k und alle y € supp ) gilt

H(VAY '+t te)y) = ¢(t tey).

Fiir [z] > |cA7!|k? ist also

< 6,0 >a= x(72) / VB dt [ sey)ity) dy.

T T\G

Da x(t~'¢) genau dann einen nicht trivialen Charakter von T' definiert, wenn
X2 # 1, folgt die Behauptung, wenn man noch bemerkt, dafi x(v;) = Xl(%),
wenn X ein quadratischer Charakter ist. Denn x faktorisiert automatisch iiber
die Norm, wenn es quadratisch ist (siche Lemma 1.9).
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Vor dem Beweis von Satz 2.7 noch folgendes offensichtliches

Lemma 2.8. Fs sei K = F @ F. Dann ist ohne Einschrinkung (siehe Defi-
nition 1.3) D* = GLao(F'), und K* entspricht den Diagonalmatrizen in D*.
Es bezeichne N die Gruppe der strikten oberen und N' die Gruppe der strikten

0 —1
1 0 ) Dann folgt aus

der Bruhatzerlegung der SLo(F') sofort die Vereinigung offener Mengen

unteren Dreiecksmatrizen in GLo(F). Es sei w =

GLo(F) = K* NN' U K*NwN,
und fir G = F*\D* = PGLy(F) gilt

G=TNN UTNwN.

Beweis von Satz 2.7:
Man benutzt den Isomorphismus zwischen D* und GLy(F) aus Definition 1.3.
Die Funktion P hat dann die Gestalt

a b be
£ ( c d ) T ad
Sie nimmt nur den Wert 1 nicht an. Ein spurfreier Vertreter des Urbildes von
x # 1 ist gegeben durch
@=( 1
o= )

Zu (1): Man zeigt zunéchst: Fir ¢ € S(G, x) gibt es eine Konstante k = kg
so, daB fiir alle vy € supp ¢ gilt |P(y) — 1| > k. Da der Triger von ¢ modulo T'
kompakt ist, gibt es wegen Lemma 2.8 eine Konstante ¢ > 0 so, daf3

supp¢ C T{((l) 1;)(11) (1)>||u\<c,\v|<c}
UT{((l) ?)w((l) 11)>||u|<c,|v\<c}

Die Funktion P hat auf der ersten Menge die Gestalt P = . Auf der
zweiten Menge hat P die Gestalt P = % Fiir alle v € supp ¢ ergibt sich
somit: |P(y) — 1] > min{1, ¢c2}.

Nun zeigt man, daB es eine Konstante k& > 0 gibt, fiir die |P(vy) — 1| > k ist,
wann immer vy € supp ¢ fiir beliebiges y aus dem Tréger von . Daraus folgt
dann, daB die Local Linking Number < ¢, >, auf der Umgebung |z — 1| < k

der 1 € F'* verschwindet.
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Wir wissen, daf} es fiir alle y € supp ¢ eine solche Konstante k, gibt. Mit hilfe
von Lemma 2.2(a) ist dieses k, auch eine Konstante fiir alle ¢ in einer Umge-
bung V, von y. Der Tréger von 1 ist modulo 7" gleich einem Kompaktum C.
Man nimmt endlich viele y so, dafl deren V,, das Kompaktum C' iiberdecken.
Das Minimum k der zugehorigen £, gibt dann die gewiinschte globale Kon-
stante.

Zu (2): Da P offen ist, liefert Lemma 2.2(b) fiir jedes z € F*\{1} eine
Umgebung U, von z so, daf fiir € U, und alle y € supp ¢ gilt

/T ot~y (Z)ty) dt = /T o(t y(z)ty) dt.

Dann gilt aber erst recht

/T\G/¢ ty) dt Gy dy—/T\G/awl (2)ty) dt $(y) dy

Somit sind die Local Linking Numbers lokal konstant auf F*\{1}. Die Eigen-
schaft, auch in 1 € F* lokal konstant zu sein, war (1).

Zu (3) und (4): Zunichst soll das Verhalten des Integrals

/T ot

als Funktion von x untersucht werden. Dazu schreibe man
al 0 a 0
o 1)@ g1
B (x—1) 0 1 a‘lﬁ 1 0 « ,
- ( o 1)lo 1 a1 ) SRTAN
11 -1 1
(“ % 2 _0&)(3 ol 11) )w<(1) ‘i )GKXNwN.

Nun hat ¢ kompakten Trager modulo 7', woraus folgt, dafl die beiden Durch-
schnitte supp N NN’ und supp ¢ N NwN kompakt sind. Dann kann man b=

p(y)¢ als Summe ¢ ¢1 + ¢ schreiben mit zwei Funktionen ¢1, ¢, € S(G, x),
fiir die gilt supp @1 € TNN’ bzw. supp ¢, € TNwN. Indem man die Trans-
formation unter T durch y ausnutzt, kann man ¢, ¢» auch als Funktionen
auf F' x F auffassen: ¢;(u,v) := ¢;(c(u,v)), wobei ¢(u,v) das offensichtliche
Element in NN’ bzw. NwN bezeichne. Somit ist ¢; € S(F?).
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Mit diesen Vorbereitungen berechnet man

/Tsé(t‘lv(:r)ty) dt = xi(z—1) (/F é1 <ﬁ,—a) d*a

+ x1(—1) /FX x1(a"%) oy (m i T —a_l) dxa) .

Nun wird das Verhalten fiir |z| — 0 bzw. fiir |2| — oo (fiir Bedingung (4))
separat untersucht:

Zu (3): Hier wird das Verhalten fiir || — 0 untersucht.
Der Term y;(x — 1) ist konstant gleich x;(—1), wenn 2 — 1 im Fiihrer p¢(x1)
des Charakters y; liegt. Das erste Integral ist nach Lemma 2.3 gleich

)

T i i

A ) + Aa( Jo(

r—1 r—1 r—1

fiir lokal konstante Funktionen A, Ay auf einer Umgebung von null. Diese
Ai(5%7) definieren natiirlich auch glatte Funktionen A; in z auf einer Umge-
bung U; von 0.

Das zweite Integral ist offensichtlich lokal konstant auf einer Umgebung U, von
z = 0, denn ¢, ist lokal konstant fiir (z — 1)~' — —1. Somit ist das gesamte

Integral auf U, := X)) N U, N U, gleich
Ay(x) == A (z) + Ay(z)v(z) + B(x).

Mit hilfe von Lemma 2.2(a) findet man eine Umgebung V, von y, auf der das
Integral denselben Wert annimmt, das heifit

/T ot (2)tg) dt = / ot (2)ty) di = A,(x)

fir y € V,,. Man wéhle V,, so klein, dafl auch noch ¢ dort konstant ist. Dann
hat man fiir die Linking Number

vel Y T\TVy T
=Y volng(TV,)d(y) Ay (@)
yel
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Dabei lauft die Summe iiber eine endliche Menge I von y derart, dafl

supp(v) =T - | J Vi,

yel

und die Gleichheitszeichen sind giiltig fiir  aus der Umgebung U := ﬂye Uy
von null. Fait man Terme mit v(x) und solche ohne zusammen, so erhilt man
zwei lokal konstante Funktionen By und By auf U, mit denen die Local Linking
Number die Gestalt

/ / o(t " (@)ty) did(y) dy = Bu(z) + Ba(x)o(x)
™G JT

annimmt.

Zu (4): Hier wird das Verhalten der Local Linking Numbers fiir |z| — oo
untersucht. Der Term y;(z — 1) ist gleich x;(x), wenn 2! im Fiihrer p°®1)
von Y liegt. Da ¢~5 lokal konstant ist, ist das erste Integral offensichtlich gleich
einer lokal konstanten Funktion A, fiir z71 aus einer Umgebung U; von null.
Beim zweiten Integral ist eine Fallunterscheidung notwendig:

Fall A: x? = 1.

Dann ist das zweite Integral fiir x~
ma 2.3 gleich

1 aus einer Umgebung der Null nach Lem-

r—1

a) [ b (et a= Al A@- ) (-1,

mit lokal konstanten A;, As. Diese sind auch lokal konstante Funktionen A,
von z~! aus einer Umgebung U, von null. Also kann man in diesem Fall fiir
x e U, =UNnUN pc(’“) schreiben

By(x) = /Tq;(tlfy(x)t) dt = x1(z) <A0(x’1) + Ay(z7) + flg(afl)v(x)> :

Fall B: x? # 1.
Hier folgt aus Lemma 2.4 mit n = x?, dafl das zweite Integral fiir 2! aus einer
Umgebung U, von null gleich

A1) [ R@hC ) da = A ) )

ist, mit lokal konstanten Funktionen A; und A,. Das heift das gesamte Integral
ist hier gleich

By(x) = x1(2) (Ao(a™") + Ai(a™") + Az (27" )x1*(2))
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fiir 271 aus U, := U; N Uy N i),

Nun ist die Argumentation genau analog zu der in (3):

Mit hilfe von Lemma 2.2(a) findet man eine Umgebung V,, von y, auf der das
Integral denselben Wert annimmt, das heifit

/T ot (2)tg) dt = / ot (2)ty) di = A,(x)

tir y € V,,. Man wéhle V,, so klein, daf§ auch noch ¢ dort konstant ist. Dann
hat man fiir die Local Linking Number

/T\G/ch(t‘lv(:r)ty) dt P(y) dy
— Z/T\Tvy U(2) dz/Td’(t_lV(x)ty) gt

yel

= 3" volro(TV,) i (y) B ().

yel

Dabei lauft die Summe iiber eine endliche Menge I von y derart, dafl

supp(¢) =T - |V},

yel

und die Gleichheitszeichen sind giiltig fiir 7! aus der Umgebung U := ﬂye Uy
von null. Faft man entsprechende Terme zusammen, so erhélt man im Fall A,
das heifit wenn y? = 1, lokal konstante Funktionen B; und By, mit denen die
Local Linking Number die Gestalt

H(z) = x1(z) (Bi(z™") + By(a")v(x))

annimmt. Dabei hat man den letzten Term aus Lemma 2.3 erhalten durch den
Beitrag der Funktion ¢(a,b) = 1,n(a)lyn(b). Dies entspricht einer Schwartz-
funktion ¢ auf GG, die nur in einer Umgebung der Identitét von null verschieden
ist. Ist also die Identitiit nicht enthalten im Triger supp ¢ - (supp )™, so tritt
dieser Term nicht auf.

Im Fall B, das heifit wenn x? # 1, fait man Potenzen von y; zusammen und
erhélt lokal konstante Funktionen B; und Bs, mit denen die Local Linking
Number gleich

H(x) = xa (@) Bu(a™") + i (¢) Ba(a ™)

ist.
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2.2 Die Charakterisierung

Dieser Abschnitt widmet sich der Umkehrung der Satze 2.6 und 2.7:

Satz 2.9. Die Figenschaften (1)-(4) aus Satz 2.6 beziehungsweise 2.7 charak-
terisieren die Local Linking Numbers.

2.2.1 Vorgehensweise im Beweis

1. Es gibt eine Darstellung auf ¢N der als Local Linking Number zu realisie-
renden Funktion H mit den Eigenschaften (1)-(4) als

H(z) = Lo(e) (Ao(2) Ly (2) + Ar(@) Ly (@) + D H ()L, (),

wobei
Vi =z;(1+pf)
fir j = 2,..., N Umgebungen von z; € c¢N sind, auf denen H lokal konstant

ist. Weiter sind
Vo = @™ und Vi=F\p ™

Umgebungen von 0 und oo, auf denen H das charakteristische Verhalten Ag
bzw. A; hat.

Dabei kann man ohne Einschrénkung annehmen, da n; > 0 fiir j =0,..., N
und V;NV; = 0 fiir i # j.

2. Man konstruiert Funktionen ¢;, j = 0,..., N, und fiir alle j eine gemeinsame
Funktion ¢ aus S(x, G) derart, da8

H(gj,¢)(x) = H(x;)Lly(x)  baw.  H(d;,¢)(x) = A;j(x)1y; (2).

Fiir 7 # j soll dabei
supp ¢; N supp ¢; = 0)

erfiillt werden.

Man hat im wesentlichen eine Moglichkeit, Funktionen aus S(G, x) zu kon-
struieren: Man nimmt eine kompakte, offene Teilmenge C' von G, die fiir y
fundamental ist, das heifit (vergleiche Definition 1.7): Sind t € T und ¢ € C'
und ist auch tc € C, so ist x(t) = 1. Dann ist die Funktion ¢ = x - 1¢, die
durch ¢(tc) = x(t)1¢(c) gegeben ist, wohldefiniert in S(x, G) und hat Trager
TC.
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Die Funktion v wéhlt man nun folgendermafien: Man setzt v = x - 1y mit
einer fundamentalen, kompakten, offenen Untergruppe U von G, die man so
klein macht, da8 fiir alle j (das sind endlich viele!) gilt

P(PTV)U) = V.

Dann wéhlt man fiir j > 2 ein Kompaktum C; € P~*(V;) so, dafi C;U kom-
pakt, offen und fundamental ist und P(C;U) = V;. Nun setzt man ¢; =
H(z;)x - 1¢,u. Die letzte Bedingung impliziert, daf8 die Triger der ¢; disjunkt
sind.

In den Halmen von null und unendlich geht man &hnlich vor. Im Fall einer
zerfallenden Algebra K ist der Halm zweidimensional und man muf3 zwei linear
unabhingige Funktionen ¢;; und ¢, finden.

Die Wahl der Kompakta C; und somit die Wahl der Funktionen ¢; stellt die
Hauptarbeit im Beweis von Satz 2.9 dar.

3. Da die Linking Numbers linear in der ersten Komponente sind, kann man

summieren
N
> H(6;.9) Z%
7=0

Das heifit, H ist eine Local Linking Number.

2.2.2 Ausfithrung im Fall einer Korpererweiterung

Es sei K = F(v/A) eine quadratische Korpererweiterung.

Behauptung: Es sei H eine Funktion auf F* mit den Eigenschaften (1)-(4)
aus Satz 2.6. H sei gegeben als

H(z) = Lon(@) (Ao(mvo (2) + A1 (2) 1y, (2) + Z H(z;)1y, (x )

wobei €2 = ¢,
Vo = 9™ und Ag(x) = ay,

" a;, fallsy?=1
F\@ ' und Al( ) {())(1( ) ' fallsiQ#l )

V7:$](1+pn])7 fﬁrj:27“‘7N7

mit ag, a;, H(z;) € C. Ohne Einschrdnkung sei angenommen, daf8 fiir j =
0,....N
n; > 0
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und daf

€2 €2 )
ng — v (Z) >0, ni+v (Z) > (0 und beide gerade,

sowie

VNV, =0 fir i # .
Man definiert

2

g = s(ng —v(5)), falls K/F unverzweigt
no — v(5), falls K/F verzweigt

- s(ny +v 6Z)), falls K/F unverzweigt (2.2.1)
1 -— 5 L.
ny+v <§ : falls K/F verzweigt

und fiir j =2,...,N

) { n;j,  falls K/F unverzweigt (2.2.2)

= 2n;, falls K/F verzweigt

Es sei
U:=1+ gk 4+ eph,

wobei @i das Primideal von ok ist, und £ > 0 und m > 0 so gewahlt sind,

daf3
k>c(x), m>c(x),

kE>n;, m-—1>mn; fir j=0,...N,
m— 1+ do(n) > () firj=2,...N,
m—1-1to(a)| 27y firj=2...N
Es sei nun
vi=x-1u.

Dann gibt es Funktionen ¢; € S(x,G), j = 0,...,N, mit Trégern, die
P(supp ¢;) = V; erfiillen, soda8

N
H(x)=H(Y_ ;0)
5=0
eine Local Linking Number ist.

Beweis:
Es sei wie gefordert
U:=1+ ok +eph.
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Es seien k und m grofler als 0 und groBer gleich ¢(x). Dann ist U fundamental,
kompakt und offen. Und es sei ¢ := x - 1. Die weiteren Bedingungen an k
und m werden sich durch die folgenden Rechnungen ergeben.

Als erstes sollen die Halme von z; fiir j > 2 als Local Linking Num-
bers realisiert werden.
Zuniichst benétigen wir das Urbild unter P von V; = z;(1 + p)?) fiir j =
2....,N.Es sei VA+ e7; ein Urbild von x;, also

cN(7;)

P(\/Z+67j): — =t

Die Definition von 7; hat den Vorteil, daf N(1 + py?) = 1+ ¢}?. Das Urbild
von V; hat dann die Form
PV = T(VA+ey(l+9))T
=T <\/Z+ ey, (1+ o) N}() .
Wir setzen ~
Cj = VA + ey (14 o) Ny
und betrachten die kompakte, offene Menge
C5U = VAL + gl + 3505 + € (3(1+ gl + pid) Nic +VAp)

Nun werden die Paramenter k£ und m so angepafit, da§ C;U fundamental ist.
Da U eine Gruppe ist, mufl man dafiir nur die Bedingungen priifen, fiir die
x(t) = 1 erfiillt ist, falls ¢ € C;U mit ¢t € T und ¢ € C;. Es sei also

te =tV A+ ety (1 + W?gcl)l e C,U.

Dann ist (1.Komponente) ¢t € 1+p]§(+\;—;ﬁjp%. Esist x(t) =1, wenn k > ¢(x)
und m+vg (€2) —vg (VA) +vk (7;) > c(x). Letateres ist ganz bestimmt erfiillt,
wenn m > ¢(x) — sv(z;) + 1.

Nun betrachte das Bild

N N1+ g + p)¢ + pp¥)

P(C,U) = —
’ —AN(L+ gl + 5708

Setzt man k > 7; und m > n; + L{v(x;)| + 1, so erhilt man P(C;U) = V;. Die
Menge C;U a8t sich jetzt vereinfacht schreiben als

CiU = VAL + ¢k + E7j0m + ev;(1L+ 02 ) N D VAL + o) + e (1 + pd ).
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Nun definiert man
¢ = x-1gu
und berechnet die Linking Number

H(6;,0) /T\G/aﬁj Ly (2)ty) dt G(y) dy

Der Integrand ist von null verschieden nur dann, wenn es ein s € K* gibt so,
daB
st iy(x)t = sV A + esya(a)tt ™t € C;U.

Die erste Komponente impliziert, dal s € 1 + p?(’ und die zweite Yo(z) €
v (1497 ) N Dies ist gleichbedeutend zu y(z) € C,;U beziehungsweise x € V;.
In diesem Fall 148t sich dann aber s = 1 wéhlen. Somit ergibt sich

/T\G/ldtw

x) volr (1) volg(U).

H(¢J>¢)(f’5) = 1V
Ist H(z) = H(x;)1y,(z) auf V; gegeben, so erhélt man mit

7o H(z)
¢i = voly (T volg(U)

oy

die Linking Number H(z) = H(¢;,)(x).

Betrachte nun den Halm von Null.
Es ist praktisch und keine Einschrinkung anzunehmen, dafl ny — v(%) gerade
und positiv ist. Sei 1y wie in (2.2.1) definiert. Dann ist ndmlich

P(VA+ep?) = M NeéEN.

Man setzt i
Co:=VA+ €PR

Das Urbild P=1(Vp) ist nun gleich TCyT = T'Cy. Die Menge
CoU = VA(L + gl) + 0™ + e(p + VAPR)

ist kompakt und offen. Fordert man zusétzlich m > ¢(x) — 1o + 1, so ist sie
auch fundamental, denn aus

— t(VA+ enic)) € CoU
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folgt dann t € 1 + ok + \j—;p%mo cCl+ p?, wenn k,m > ng. Dann gilt

Man setzt ¢g := x - 1¢,r und berechnet die Local Linking Number H (¢, ).
Wieder ist diese nur dann von null verschieden, wenn man s € K* finden kann
so, daf3

sty (x)t = sVA + esyp(z)tt ! € CyU.

Dazu muf offenbar y,(z) € ph? erfiillt sein. Ist dies umgekehrt der Fall, so 16st
s = 1 obige Bedingung. Man erhélt

H (o, ¥)(x) = 1y, (x) volp(T') volg(U).

Die Normierung
~ — Qg .
bo: voly(T') volg(U) b0

liefert nun H(x) = ag = H(¢o, 1)) auf V.

Es bleibt, das Verhalten von H fiir grofle x € V; N2 N zu realisieren.
Dabei kann man annehmen, dafl x?> = 1, denn sonst ist H auf V] identisch
null. Solche y faktorisieren immer iiber die Norm: x = x; o N (Lemma 1.9).

Nun zum Keim von A in unendlich:
Es sei ohne Einschrinkung n; + v(€?) — v(A) gerade und n; wie in (2.2.2)
definiert.
Damit 148t sich das Urbild von V; = F\p."" unter P ausdriicken:

PV =T (VA+e(git) ) T =T (VAp} + €N ).
Man setzt ]

Cy := VApH + eNk

und erhélt die kompakte, offene Menge

CLU = VA + om + ¢ <N}((1 + k) + mp?+ﬁl) ,
die auch fundamental ist, denn
tc = \/Ztﬂ?gcl +etl e CLU

impliziert ¢t € NJ.(1 + ok + VAp™™). Und da k,m > 0 und x? = 1, ist also
x(t) = 1. Das Bild
cN(1 + e + VApR™)

P(CWU) = L
@) —AN(py + 779%)
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ist gleich V;, wenn man k > n; und m — 1 > n, fordert.
Man setzt ¢1 := x - 1¢,v und berechnet

H(b;0)(x) = / . / it ()ty) dt Bly) dy
- / / 12 (2)61 (VAY; "+ et VYy) dt $(y) dy
™G JT

= X(72(2))1y; (z) volp(T') volg(U),
denn der Integrand ist nur dann nicht null, wenn es ein s € K* gibt so, daf

s(VAy ettt e CLU.
Diese Bedingung impliziert yo(z)™! € pﬁKl, also z € Vj. Ist andererseits dies
erfiillt, so reicht s = 1 aus. Es bleibt, ¢; zu normieren: Es sei

~ al

01 o) volg (@) P

Dann ist H(z) = H(¢1,v)(z) auf V4.

2.2.3 Ausfiihrung im Fall einer zerfallenden Algebra
Es sei nun K = F' @ F eine zerfallene Algebra.

Behauptung:
Es sei H eine Funktion auf F* mit den Eigenschaften (1)-(4). H sei gegeben

als
N

H(x) = Ag(2) 1y, () + Ar(2)1v; (2) + ) H(a;)1y, (),

Jj=2

wobel

Vo = 9" und Ag(z) = a1 + agv(z)

_ . ~f xa(@)(by +byv(x)) falls x> =1
Vi =F\p™™ und Ay(z) = { X1 ()b +x7 ' (2)by falls x* #1 7

Vi=uz;(1+ "), fir j=2,...,N,

mit ay,as, by, b, H(x;) € C. Ohne Einschrénkung sei angenommen, daf fiir
7=0,...,N
n; >0 und n; >c(xa)
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und daf3
VNV, =0 fir i # j.

Es sei
U:=1+ g+ eplk,

mit px = pr @ pr. Dabei seien k£ > 0 und m > 0 so gewahlt, dafl

k>c(x1), m>clx),

k>n;, m>n; fir j=0,...N,
m+v(x;) > c(x1) fir j =2,...N,
m —v(x;) > n; fir j =2,... V.

Es sei ¢ := x - 1y. Dann gibt es Funktionen ¢; € S(G,x), j =0,..., N, mit
Triagern, die P(supp ¢;) = V; erfiillen, sodafl

H(w) = H(Y_ 65,1)

eine Local Linking Number ist.

Beweis:
Im folgenden werden die Schreibweisen D* = F*\(K +¢eK)* und G = GLy(F)
vermischt, je nachdem was fiir die Situation passender erscheint.
Es sei wie gefordert
U:=1+ ¢} +epl,

mit px = pr © pr. Es seien k und m grofer als 0 und groBler gleich ¢(x1).
Dann ist U fundamental, kompakt und offen. Es sei weiter ¢ := x - 1. Die
weiteren Bedingungen an k& und m werden sich durch die folgenden Rechnun-
gen ergeben.

Zunichst werden die Keime von zj, j = 2,..., N realisiert.
Ein spurfreies Urbild von z; unter P war gegeben durch

rfe) = L+t = (2} 7).
Wir wollen H(z) = 1y,(z) auf der Umgebung V; = z;(1 4 ™) als Linking

Number schreiben.
Wie im Fall einer Korpererweiterung K /F' findet man

P Hzj(14+ 0" )U =T ((-1,1) + e(—1,z;(1 + ") Ny ) U.
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Da die Normeinsgruppe N} = {(t,#7!) | t € K*} hier nicht kompakt ist, kann
man nicht mehr das gesamte Urbild von V; als Menge T'C; wihlen, wohl aber

Oj = (—1, 1) + 6(—1,‘/]').
Wahlt man nun k& > n; und m > n; + v(zx;), so folgt
—1+4 "+ 2;0™ V;
C;U = I J :
! < —14+pF+pm™ 1+ "+ p™

Offensichtlich ist C;U kompakt und offen. Man priife, dal C;U fundamental:
Aus der Bedingung

pR— . n
tc = ( ty iy (1+7"er) ) e C;U
—t9 to

folgt t1 € 14 * + ™ @) und t, € 14 p* + ™. Sind also k, m und m~+v(z;)
grofer als ¢(x1), so ist x(t1,t2) = 1. Das Bild unter P

(=14 "+ ™)V,

ist gleich V;, wenn auch noch k,m,m + v(z;) > n; erfiillt ist. Mit diesen
Bedingungen definiert man ¢; := x - 1¢,y und rechnet

H(¢;,0)(z) = /T\G/d)g x)ty) dt U(y) dy
= 1y, () volg(U) vol* (1 + g* + ™),

denn ¢~!'y(z)ty mit y € U ist genau dann im Tréiger von ¢;, wenn es ein
(u,w) € K* gibt, so dafl

—U UCLilI

(u, w)t 1y (x)t = < wa W ) e C,U.

Dies ist aber genau dann erfiillt, wenn z € V; und a € 1+ pF + ™. Dann kann
man einfach v = w = 1 wéhlen.
Normiert man noch
3= H () b
77 volg(U) vol* (1 4 gk + om) ™’

so erhiilt man H(¢;,) = H(z;)1y, ().
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Nun sollen Erzeuger des Halms von Null gefunden werden.
Das charakteristische Verhalten auf Vj ist gegeben durch

a; + agv(x),

mit zwei beliebigen Konstanten a; und as. Wir brauchen somit zwei Funk-
tionen ¢g1, o2 so, dafl die Linking Numbers H(do1,v) und H(¢gz, ) linear
unabhéngig sind.

In Analogie zu den Féllen 5 > 2 wahlt man zunéchst

001 = (—1, 1) —+ 6(—1, pno)
Dann ist

oU —1+@k+@m+n0 pno

falls m > ng. Man priift wieder, dal Cp; U fundamental ist: Aus

—ty ™
tc = LoanTa € CnlU
—to to

folgt 1 € 1+ " + ™™ und ¢ty € 1+ pF + ™. Ist also k,m > c(x1), so ist
X(t1,t2) = 1 und CpU fundamental. AuBerdem ist

no
o — V.

Somit hat die Funktion ¢¢; = x - 1¢,,v die geforderten Eigenschaften und die
zugehorige Linking Number hat die Form

H(dor, 0)(z) = / ; / bor (7 14(0)ty) dt D(y) dy
]-Vo (I‘) vol* (1 + @k + pm) VOlG(U),

wie man vollig analog zum Fall 7 > 2 sieht.

Sel nun
Cos := (—1, 1) + G(OF, pno)'
Dann ist 3 N
—L 4" 4 pmrre P
CooU =

fundamental, denn aus

. —tl tl’ﬂ'nOCl
tc = < _tQCQ t2 ) € COQU
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folgt erneut t; € 1+ % + ™0 und t, € 1+ " + p™, also x(t1,t2) = 1.
Wieder ist o
%
P(CyuU) = =W
(Co2U) - 0

und die Funktion ¢ = x - 1¢,,v wohldefiniert. Die Linking Number

H(¢o2,¥)(x) = /T\G /Fx ¢02(( :1 allx ) y) d*a Y(y) dy

a

ist fiir z von null verschieden, falls es (u,w) € K* gibt mit

—u  uwa 'z
—wa  w

(u, w)t 1y (x)t = ( ) € CoaU.

Die ist gleichbedeutend zu w € 1+ " + ™, u € 1+ pF + ™™ v(a) > 0 und
v(xz) —v(a) > ng. Sind die letzten beiden Bedingungen erfiillt, so kann man
u = w = 1 wahlen. Dann erh&lt man

Howe)e) = [ [ rdeid)
= 1y, (z)(v(z) — ng + 1) vol* (of) volg(U).

Setzt man
o = c1001 + C2002,

so erhélt man H(z) = H (¢, 1) auf Vj, wenn

Cy = a2
27 vol* (0} volg(U)

und
a1

vol* (1 + @* + p™) volg(U)’

¢ :=co(ng— 1)+

Als letztes benétigt man Erzeuger des Halms von unendlich.
Auf einer Umgebung V; = {x | 27! € "'} von unendlich hat H das charakte-
ristische Verhalten

x1(2)(by + bov(z)), falls x* =1,
Xi(@)br + xy (@)be,  falls x* # L
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mit beliebigen Konstanten b; und by. Das Urbild von V; unter P ist
PrV) =T((—1,1) + (=1, V)T = T((—1, ™) +e(—1,1) Nf).
Man wahlt zunéchst
Ci = (—1,p™) +€e(—1,1)
und erhalt

-1 k m 1 k m
CHU:( +o" o +o" o )

—1+ @k + pm-i—m ™M
wenn man m > n, wahlt. Diese kompakte, offene Menge ist fundamental, denn
aus
—t t
tc = < ! ! ) € CllU

—tg tgﬂ'nl C1

folgt t; € 1+ % + ™ und ¢, € 1+ pF + ™™ Weiter ist

P(OHU) = o

Vi.

Man setzt ¢11 := x - 1¢,,v und berechnet die Linking Number

H(gn, 0)(z) = / ; / oty (@)ty) dt B(y) dy

- /T\G"“"”) /ﬁ““_l“—l’x‘l) T e(—1,1)ty) dt $(y) dy

= X @) volg(U) / xilat) d*a

FX
= x;Y(x) volg(U) vol* (1 + o + ™)

denn der Integrand ist nur dann nicht null, wenn es (u,w) € K* gibt so, dafl

-1

1 > S CHU.

—Uu ua
—wa wr

(u, w)tH(—1 27 +e(—1, 1)t = (

Dies impliziert aber 271 € ™ und a € 1 + " + p™. Sind andererseits diese
Bedingungen erfiillt, so kann man (u,w) = (1,a™!) wihlen.

Da das charakteristische Verhalten um unendlich davon abhingt, ob x? = 1,
mufl man jetzt dementsprechend unterscheiden:
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1.Fall: \? =1
Inspiriert vom &hnlichen Verhalten des Halms in Null, setzt man

Cig = (0F> Pm) + 6(_17 1)-

Dann ist

B oF 1+ ok 4 ™
CIQU - ( 1+ @k + pm+n1 pnl )

kompakt und offen und fundamental:

tc = ( —ha b ) € CU

—ty  lop"'Co

impliziert wieder t; € 14+ @* + ™ und ty € 1 + ¥ + ™+, Das Bild unter P

ist wieder

o
Man setzt ¢12 := x - 1¢,,v und berechnet

P(CuU) = Vi

H(¢12,¢)() =/ Xll(ﬂﬁ)/chu(t1((—1,x1)+€(—1a1))ty) dt (y) dy.

G
Die Bedingung

-1

1 ) S ClgU.

—UuU  ua
—-wa wr -

(u, w)t (=1, 27 1) 4+ €(—1,1))t = (

impliziert v(u) = v(a) > 0 und v(w)—v(z) = —v(a)—v(x) > ny. Ist umgekehrt
0 <wv(a) < —(v(x)+ny), so wird obige Bedingung erfiillt von (u,w) = (a,a™!),
und die Linking Number ist

H(¢r2,¥)(z) = xl(x)lvl(x)vole(U)/ xi(a)x;*(a™') d*a

0<v(a)<—(v(@)+n1)
= xi1(x)ly, (z)(=(v(x) + n1) + 1) volr(op) volg(U),
denn x? = 1. Ist nun H(z) = x1(2)(b1 + bav(x)) auf V; gegeben, so setzt man

O1 = 1011 + 2012,

mit
—by
C2 = X [ X
vol* (o) volg(U)

und
b + ca(ng — 1)
C1 = C —_
T volX (14 gF + ) volg(U) ’
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so dal H(x) = H(¢1,) erfiillt wird.

2.Fall: % #1

Indem man den Beweis von Lemma 2.4 studiert und die dort das charakteri-
stische Verhalten erzeugende Funktionen als Funktionen auf G interpretiert,
kommt man darauf,

Crg = (=14 ", ") +e(—1, -1+ p™)

zu fordern. Damit erhélt man das kompakte, offene Produkt

-1 + pnl -1 + pn1

das zudem fundamental ist, wenn man n; > ¢(x1) fordert: Damit

o tl(—l +7Tn101) t102
tc = ( —t, toT™ € CpU
erfiillt ist, muBl ¢; € 1 + ™ und ty € 1+ * + ™™™ gelten. Ist ny > ¢(x1), so
folgt x(t1,t2) = 1. Man setzt ¢19 = x - 1¢y,0. Die zugehorige Linking Number
H(¢12,9)(x) verschwindet nur dann nicht, wenn es (u,w) € K* gibt mit

-1

1 ) c OlgU.

—Uu ua

(e = (

—wa wr-

Aus dieser Bedingung folgt, dal a € —z(1 + ™) und v(a) < —n; gelten mu8.
Ist dies der Fall, so erfiillt (u,w) = (1,a™') die Bedingung. Somit erhilt man

Hon0)le) = W@vwle®) [ i) da

—z(l+p"1)
= 1y, (2)x1(—x) volg(U) vol* (1 + ™).

Wenn also H(x) = x1(2)b; + x7 ' (2)by auf V; gegeben ist, wihlt man

by
@ vol™ (1 + pF + p™) volg(U)
und
b
Cy .

B x1(—=1) vol* (1 + ™) volg(U)’

setzt ¢ 1= c1¢11 + c2¢12 und bekommt H(x) = H(¢y,1) auf der Umgebung
V1 von unendlich.
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2.3 Umparametrisierung von x auf ¢

Die Local Linking Numbers sind Funktionen der projektiven Ebene. Dabei
kann man die Koordinaten grundsétzlich frei wahlen. Es ist manchmal prak-
tischer, die folgende Wahl zu treffen.

oder
ni=1-¢=(1—-2)""

Hier soll die Charakterisierung der Local Linking Numbers (Satz 2.6, 2.7,
2.9) noch einmal fiir diese Parameter dargestellt werden, weil sie fiir den Ver-
gleich mit der automorphen Seite in dieser Darstellung benotigt werden und
Zhang [Zh1] mit ihnen arbeitet. Fiir den Beweis der Charakterisierung der
Local Linking Numbers war jedoch die Parameterisierung in P zweckméfi-
ger. Auch wird im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit meist mit der P-
Parametrisierung gearbeitet.

Satz 2.10. Es sei K = F @ F eine zerfallende Algebra. Fine Funktion H von
& auf F* ist genau dann eine Local Linking Number, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt.

(1) Der Triger von H ist als Teilmenge von F' kompakt.

(2) H ist lokal konstant.

(8) Es gibt eine Umgebung U von null und lokal konstante Funktionen Ay, As
auf U derart, dafs fiir alle 0 # & € U gilt

H(E) = Ai(§) + Ax(§)v(E).

(4) Es gibt eine Umgebung V von 1 und lokal konstante Funktionen By, By auf
V' so, daf fir alle 1 £ & €V gilt

H(&) = xa(m)B1(&) + xi ' (n)Ba(€),  falls x7 # 1,

H(f) = X1(77) (31(5) + B2(§)U(77))7 Jalls X? =L

Es sei daran erinnert, daf} fiir eine Quaternionenalgebra D die Invariante (D)
definiert ist als (D) = 0, wenn D zerféllt und 6(D) = 1 sonst. Damit formu-
liert man

Satz 2.11. Es sei K/F eine quadratische Korpererweiterung. Eine Funktion
H von & auf F* ist genau dann eine Local Linking Number, wenn sie die
folgenden FEigenschaften besitzt.

(1) H(&) =0, falls w(—£n) # (—1)%D),
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(2) H ist lokal konstant auf F*, und der Trdager von H als Teilmenge von F
15t kompakt.

(3) Es existiert eine lokal konstante Funktion A auf einer Umgebung U von 0
so, daf$ fiir alle 0 # & € U qilt

H(E) = A®E) (1 +w(—&n)(—=1)°P)) .

(4) Es gibt eine Umgebung V von 1 und eine lokal konstante Funktion B auf
V' derart, daf fiir alle 1 #& €V gilt

H(&) = xa(mo(x* = 1)B(&) (1 +w(=¢n)(-1)"") ,

wobei im Fall x* = 1 der Charakter x, von F* definiert ist durch x = x; o N
(vergleiche Lemma 1.9).
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Kapitel 3

Matching

Im folgenden sei mit LLN(§) immer eine Local Linking Number in der Para-
metrisierung nach £ gemeint. Es werden die ,, Whittakerprodukte®

W (&, n) = Wy(n)Wg(€)

(vergleiche Definition 1.14) von Kirillovfunktionen der Eisensteinreihe und der
Thetareihe mit den Local Linking Numbers verglichen.

Satz 3.1. Die Local Linking Numbers und die gerade definierten Whittaker-
produkte matchen, das heift: Wenn n = 1 — & und w(—&n) = (=1)°P) erfiillt
sind, dann qilt

{lenfLLN(©)} = {W(&,m}.

Dabei ist fiir die Quaternionenalgebra D die Konstante §(D) gleich 1, wenn D
nicht zerféllt, beziehungsweise gleich 0, wenn D zerféllt.

Beweis: Es sei zundchst K = F & F' eine zerfallende Algebra, also w = 1.
Dann gilt II(x) = (x1,x;") und die Eisensteinreihe ist I1(1,1). Man priift
nach, daf§ das Whittakerprodukt W (£, n) die Eigenschaften aus Satz 2.10 bis
auf den Faktor |§77]% erfiillt: Um & = 0 gilt

W (€, n) = |€n]2 A(n) (apv(€) + bg),

wobei A eine lokal konstante Funktion in 77 und ag, by Konstanten sind, denn
nach Satz 1.18 ist Wy(n) hier lokal konstant und Wy ist im Halm von Null
wie in Satz 1.19. Das entspricht offenbar dem Verhalten der Local Linking
Numbers um Null (Eigenschaft (3) aus Satz 2.10). Um & = 1 gilt wieder nach
Satz 1.18 und Satz 1.19

W(en) = { €nl2 (aoxa(n) + box; ' () B(E),  falls X} # 1
7 [€nlzxa(n)(agv(n) +bp)B(),  falls xi=1 "
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wobei nun B eine auf F' lokal konstante Funktion in £ ist und agy, by Konstan-
ten. Auch dies entspricht dem Verhalten der Local Linking Numbers um 1
(Eigenschaft (4) aus Satz 2.10). Da wiederum nach Satz 1.18 und Satz 1.19 die
Whittakerprodukte lokal konstante Funktionen mit in F' kompaktem Tréger
sind, sind auch die Eigenschaften (1) und (2) von Satz 2.10 erfiillt.

Es sei nun K/F eine Korpererweiterung. Dann ist nach Voraussetzung
w(—£&n) = (—1)°P) = const., und somit Eigenschaft (1) aus Satz 2.11 erfiillt.
Fiir die tibrigen Eigenschaften aus Satz 2.11 beachte man: Hier ist II(y) su-
percuspidal, wenn x nicht iiber die Norm faktorisiert, und II(x) = II(x1, xaw),
falls x = x1 o N. Die Eisensteinreihe ist II(1,w), und w # 1. Fiir £ nahe Null
setzt man aus Satz 1.18 und Satz 1.19 zusammen:

W (&) = [€n]? (ar + bew(€)) Ag(n),

fiir Konstanten ag,bg und eine lokal konstante Funktion A,. Fiir £ — 0 gilt
w(n) =1, also gilt ag + bpw (&) = ap + bpw(—£n)(—1)°P) = const.. Somit:

W (€,m) = |€n]? const.,

was genau Bedingung (3) von Satz 2.11 entspricht. Fiir £ nahe 1, also fiir n
nahe Null findet man mit Satz 1.18 und Satz 1.19

_ [ xa(m)(ag + bew(n)),  falls x = x1 0N
Wigm) = Ap(S)lenl? { 0 falls x nicht iiber die Norm faktorisiert

Hier gilt w(§) = 1, und wie eben sieht man (ay + byw(n)) = const., also

B 1 [ x1(n)const., falls y =x; 0N
Wigm) = Ap(§)lenl? { 0, falls x nicht {iber die Norm faktorisiert ’

was Eigenschaft (4) aus Satz 2.11 entspricht. Natiirlich sind die Whittaker-
produkte lokal konstante Funktionen mit kompaktem Trager in &, somit ist
Eigenschaft (2) aus Satz 2.11 trivial.

Hat man andererseits eine Local Linking Number LLN(§) gegeben, so 143t
sich deren Verhalten um null und eins mit den obigen Formeln leicht durch
ein Whittakerprodukt realisieren. Auf dem {ibrigen Trager setzt man Wg(§) =
€|z LLN(€) und Wy(n) = |n|2. Dabei hat Wy kompakten Triiger auf F*, weil
sich die Kompaktheit des Bereiches von £ auf den von n = 1—¢ vererbt, sobald
& von Null weg beschrankt ist.

64



Teil 11

Verhalten der Local Linking
Numbers unter Translation,
Matchingoperatoren






In diesem zweiten Teil der Arbeit sei D stets eine zerfallende Quaternionenalge-
bra und somit G = F*\ D* isomorph zu PGLy(F'). Erstes Ziel ist es, Aussagen
zu treffen {iber das Verhalten der Local Linking Numbers bei Translation um

s=(41)

mit b € F*. Das heifit, die Eigenschaften der Funktionen

<o.(g 1 )omem [ Lo @m a5 )

in  und b zu untersuchen. Dies nimmt die Kapitel 4, 5 und 8 in Anspruch.
Es sei daran erinnert, dal ¢, 1 € S(x, G) sind, das heifit ¢ (und ebenso ) ist
lokal konstant, ¢(tg) = x(t)¢(g) und modulo T" hat ¢ kompakten Trager. x ist
dabei ein Charakter von 7' = F*\ K*.

Fiir festes b sind diese Eigenschaften natiirlich durch die frithere Charakteri-
sierung der Local Linking Numbers (Satz 2.9) gegeben. Nun soll die Variable
x festgehalten werden. Die translatierten Local Linking Numbers werden also
nur als Funktionen in b € F'* betrachtet. Diese Einschrinkung ist bedauerlich,
aber der Rechenaufwand scheint im allgemeinen Fall nicht zu bewéltigen. Um
das Zusammenspiel beider Variablen wenigstens in Ansétzen beleuchten zu
konnen, werden aber im folgenden auch einzelne, explizite Beispiele fiir trans-
latierte Local Linking Numbers gegeben werden, die beide Variablen beriick-
sichtigen (vergleiche Kapitel 4.1, 5.1 und 8.12).

Es muf} grundsétzlich unterschieden werden, ob K/F' eine Korpererweiterung
ist oder eine zerfallende Algebra, weil im ersten Fall der Torus T" kompakt ist,
im zweiten Fall nicht. Fiir den Rechenaufwand hat das Fehlen dieser Eigen-
schaft verheerende Folgen: Um ein dem kompakten Fall (Satz 4.2) ebenbiirdiges
Resultat (Vermutung 5.4) zu erlangen, benotigt man den Aufwand von Kapi-
tel 8. Zur Lesbarkeit dieses zweiten Teils wurde der Beweis von Vermutung 5.4
als Kapitel 8 an das Ende der Arbeit ausgelagert. Wer lediglich einen Eindruck
von den Rechnungen dort bekommen mochte, sei auf Abschnitt 5.1 verwiesen.
Die dortigen Methoden sind im wesentlichen die, welche man fiir den Beweis
von Vermutung 5.4 benotigt.

Da die Translation als geometrisches Pendant zum analytischen Heckeope-
rator noch nicht ausreicht, werden in Kapitel 6 Operatoren konstruiert, die
dem Heckeoperator ebenbiirdig sind. Sie ermdoglichen qualitative Matching-
Aussagen zwischen dem Raum der Local Linking Numbers, auf den die Opera-
toren wirken, und dem Raum der Whittakerprodukte unter dem Heckeoperator
(Satz 6.14).

In Kapitel 7 kommt man schlieffilich auf den Ausgangspunkt der Arbeit, auf
die lokale Gross-Zagier-Formel, zuriick. Neben einem vollstdndigen Beweis der
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lokalen Gross-Zagier-Formel (Satz 7.10) in Abschnitt 7.1, der der besseren
Ubersicht dienen soll, wird sie hier mit Hilfe des in Kapitel 6 entwickelten
geometrischen ,,Heckeoperators® neu formuliert.
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Kapitel 4

Der Fall eines kompakten Torus

Es sei K = F(v/A) eine quadratische Korpererweiterung von F. Dann ist der
Torus T = F*\K* kompakt. Daf} die Funktionen ¢ € S(x,G) kompakten
Tréager modulo T haben bedeutet hier, dafl sie auch absolut kompakten Tréger
haben. Das innere Integral
— [ ot
T

ist fiir festes x eine Funktion von y. Da ¢ lokal konstant ist, ist auch I,
lokal konstant. Fiir festes ¢ ist der Triiger (t~'v(x)t)~!supp ¢ der Funktion
(t 1y (x)ty) in y kompakt. Dann ist aber auch T (z)T supp ¢ kompakt. Al-
so hat I, kompakten Tréger. AuBlerdem besitzt 14 die schon frither bemerkte
Transformationseigenschaft unter Linkstranslation mit Elementen ¢’ aus 7"

o) = [ S @) dt = (O,
Das innere Integral einer Local Linking Number ist somit wieder eine Funktion
aus S(x, G), weil der Torus T kompakt ist.

Nun wihle man den Isomorphismus aus Definition 1.3 zwischen D* und
GLy(F), der durch folgende Zuordnungen bestimmt wird:

K*>t=a+b/A — (Z bf),

€ . 0 )
Lemma 4.1. Es sei

M=((% %) Inermer)
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die mirabolische Untergruppe der Standardborelgruppe. Dann gilt mit obiger
Einbettung von K* in die GLy(F):

GLy(F) = K* - M.

Die dadurch definierte Abbildung K* x M — GLsy(F) ist ein Homéomorphis-
maus.

Beweis: Es sei

<i Z) € GLy(F)

gegeben. Zu zeigen ist, daf§ das Gleichungssystem

(a)=(5) G wo

genau eine Losung (6, 3, z,y) mit (6, 3) # (0,0) und z # 0 hat. Aus der ersten
Spalte erhilt man unmittelbar § = az™! und 8 = cz~!. Das resultierende

System lautet
a b 4 a cA z oy
c d -7 c a 0 1

B ( a zlcA+yz"la )

c zlat+yz"lc

Das Gleichungssystem in der zweiten Spalte ist linear in den Unbestimmten
wy = yz ', wy = 2~ L. Seine Determinante ist

det = a® — c*A #£0,

denn die Normform auf K> ist nicht ausgeartet und es ist (a,c) # (0,0).
Das System hat somit immer eine eindeutige Losung (wy, wsy). Wére in dieser
Losung wy = 0, so lautete das Gleichungssystem

w(2)=(a)

Daf = .)€ GLy(F), ist das nicht moglich. Also ist immer 2! = wq # 0;

und z und y sind eindeutig und wohlbestimmt: Das Gesamtsystem 4.0.1 hat
eine eindeutige Losung (0, 3, z,y) mit z # 0. Die daraus resultierende stetige
Abbildung K* x M — GLy(F') ist somit bijektiv. Weil ihre Umkehrung durch
polynomiale Gleichungen bestimmt wird, ist auch diese stetig.
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Die Gruppe M ist nicht mehr unimodular, vielmehr wird durch d*y; dys ein
rechtsinvariantes Haarsches Mafl gegeben. Dabei bezeichnet d*y; ein nichttri-
viales Haarmafl auf F'*, das mit dem Haarmafl dy, auf F' vertriglich ist. Man
normiere daher das Quotientenmaf dy auf T\ G so, da8

dy = d*y, dys,.

Nach Lemma 4.1 entspricht offenbar jeder Funktion ¢ € S(x, G) umkehrbar
eindeutig eine Funktion

o4 %) = ol € SN =S x )

Za jeder solchen Funktion ¢, die nach Voraussetzung lokal konstant mit kom-
paktem Tréger ist, gibt es eine natiirliche Zahl m und endlich viele Stiitzstellen
(21,22) € F* x F so, da8

d(y1,y2) = Z P(21, 22) Lay (14om) (Y1) Log o (Y2)

(21,22)

gilt. Dank dieser einfachen Schreibweise kann man nun die Gestalt der trans-
latierten Local Linking Numbers leicht beschreiben: Es sei

Lo(yi,y2) = Y To(z1, 22)Lay (1gm) (U1) Loys o (42)

(21,22)

und
w(yla 3/2) = Z w(wbw2)]—w1(1+pm)(y1)1w2+pm(y2)

(w1,w2)

mit einem fiir beide Funktionen passenden m. Dann ist

<o.(g ) Jomem [ twie (g Y )

:/Fx/p( > Iz, ) (w, wy)

21,22),(w1,w2)
Lo (1om) (Y1) Loy (100m) (Y10) Loy om (Y2) Ly om (Y2) d*y1 dyo
- Z I(b(zbZ2)1Z(w1>w2)1%(1+pm)(b)1z2+pm (ws)

(21,22),(w1,w2)

-vol* (1 + ™) vol(p™).

Zusammenfassend erhilt man:
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Satz 4.2. Die Local Linking Number

<¢>7(8 ?)-w%

ist fiir festes x im Fall eines kompakten Torus T eine lokal konstante Funktion
von b mit kompaktem Triger in F*.

4.1 Explizite Beispiele

Hier soll im wesentlichen ein Beispiel fiir eine translatierte Local Linking Num-
ber angegeben werden, und zwar unter Beriicksichtigung beider Variablen z
und b. Weitere Beispiele werden sich daraus dann direkt ableiten lassen (ver-
gleiche Bemerkungen 4.5). Zunéchst soll der Ansatz, allgemeine Translate zu
berechnen, kurz skizziert werden. Das darauffolgende Beispiel folgt diesem An-
satz. Er stellt das Verhalten der Funktionen durch explizite Rechnungen direkt
dar, &hnlich wie es im Fall eines nichtkompakten Torus beim Beweis von Ver-
mutung 5.4 zum Erfolg fithren wird. Die Zahl der hierbei ntigen Rechnungen
ist zwar kleiner als im nichtkompakten Fall, aber die Ungleichungen, die dazu
gelost werden miissen, quadratischer Natur. Darin, also im Rechenaufwand,
liegt der Grund in der Beschréankung auf Beispiele. Trotzdem wird hier anders
als im Fall eines nichtkompakten Torus eine ganze Klasse von Local Linking
Numbers (siehe Bemerkung 4.6) abgedeckt.

In Satz 4.1 wurde eine Zerlegung der G Ly(F') gegeben, die es ermoglicht, eine
Funktion ¢ € S(, G) im wesentlichen als Funktion auf F* x F' aufzufassen. Da
der Tréger von ¢ kompakt ist und ¢ lokal konstant ist, gibt es eine natiirliche
Zahl m und endlich viele Stiitzstellen (21, z2) so, dafl

Sy1,y2) = Y (21, 22) Ly (1o (U1) Loy g om (3.
21,22

Dabei kann man durch Wahl von m >> 0 annehmen, daf§ entweder v(z2) <
m oder 2z = 0. Um das Verhalten der Local Linking Numbers zu studie-
ren, reicht es somit, sich bei den Funktionen ¢ und ¢ auf solche der Form
X * 1z (149™),204¢m) Z0 beschrénken. Die duBlere Integrationsvariable y der Lo-
cal Linking Numbers sei daher immer als

N A D)
=5 %)
angenommen. Mochte man das innere Integral

/T Pt~ y(x)ty) di
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berechnen, so zerlegt man zunichst das Argument ¢~'(z)ty gemiB Satz 4.1.
Ein spurfreies v(z) = VA + e(y1 +72V/A) hat in der GLy(F) die Form

L0 Y2 N L+m Yo A ’
wobei N(7; + 19V A) = . Setzt man t = o + 3v/A, so erhilt man

1 a b
-1 o
4 P)/(x)t_OéQ—ﬁQA(C _a)a

a = —A((a® + 32 A)y2 + 2a67),
b:=—A((® + B°A)n + 2084y — (o — (7A))

mit

und
c = (a® + B*A)y + 2aBAy, + (o — B*A).

Daraus berechnet man die Zerlegung
- 1 ag;' cgi'A 9 g
1 _ 1 1 1 92
t V(x)t = o — 6214 < Cgl—l @gfl 0 1 )

1tz 20+ B2A) 4 208 A7)
e g (1—2z)(a?— [%2A)

wobel

und
2A((0® + B2 A)ys + 2a871)

P A0 (02— B2A)

Der Integrand ¢(t~'vy(z)ty) fir ¢ = x - 1z (149m),20+pm) ISt somit genau dann
von null verschieden, wenn sowohl

Giy1 € zi(1+ ™)

als auch
g1y2 + g2 € 29 + ™"

erfiillt ist. Dann ist sein Wert
ot ' v(2)ty) = x(a+ cVA).

Ausgeschrieben lauten diese beiden Bedingungen

1+x  2((a®+ [%2A)7 + 2a0Av) 2 .
11—z (1 —2)(a? — B2A) € i(l‘f‘@ ) (4.1.1)
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und

<1 +x  2((a?+ Ay + QQﬂA%)) 2A((0® + B A)ya + 2087
I—z  (1-z)(a® - B4 (- a)(a? - B24)

S Zg—i‘pm.

(4.1.2)
Setzt man (4.1.1) in (4.1.2) ein, so erhélt man

2A((a? + 32 A)y2 + 2a671) c 21Y2

L2 om s gmete(a)te(s)—v(u) (41,3
e ) I (4.1.3)

Im allgemeinen ist es recht kompliziert beziehungsweise rechenaufwendig, die-
se quadratischen Ungleichungen zu l6sen und dann die Integrale zu berechnen.

Deshalb beschrinke man sich hier auf den folgenden, speziellen Fall:
Es sei K/F eine unverzweigte Korpererweiterung mit Restklassencharakteri-
stik ungleich 2, etwa K = F(v/A), mit A € ox\ox?. Weiter sei der Charakter
x unverzweigt. Da y auf F'* trivial ist, impliziert das sogar

x = 1.

Weiter wahle man
qb - /;Z) - X : 1Um7

Un =
" ( o 1+@’”)

fiir m > 0 eine kompakt offene Untergruppe der GLy(F) ist. Da U,,, wie man
leicht nachrechnet, fundamental ist, ist ¢ wohldefiniert.
Schreibt man ¢ als Funktion der mirabolischen Gruppe M, so lautet sie

wobel

) =0l ()= L)1 )

Im folgenden soll die translatierte Local Linking Number

b 0 - "y x
<oy ) omm [ [t a domm) i

berechnet werden. Den inneren Integrationsbereich 7' kann man in zwei dis-
junkte Teilmengen unterteilen,

T ={[1+8VAv(B) >0} U {la+VA]v(a)> 0},

und indem man in (4.1.1) und (4.1.2) entsprechend kiirzt, kann man dann dort
entweder @« = 1 und v(3) > 0 oder § =1 und v(a) > 0 annehmen. Diese zwei
Teilmengen von T werden im folgenden gesondert behandelt.
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Um die Integrale zu losen, mufl zunéchst untersucht werden, wann der inne-
re Integrand nicht verschwindet, also wann zugleich (4.1.1) und (4.1.2) erfiillt
sind. Ist das der Fall, so ist der Integrand gleich 1, da x trivial ist. Man erhalt
also Bedingungen an a beziehungsweise 3, y1, y2, b und = dafiir, wann der in-
nere Integrand nicht verschwindet. Integration iiber den zuléssigen Bereich fiir
a beziehungsweise 3 bestimmt das innere Integral. Nachfolgende Integration
iiber die zuldssigen Bereiche fiir y; und gy, ergibt dann das duflere Integral,
sprich die translatierte Local Linking Number als Funktion von x und b.
Dabei mufl man weiter unterscheiden, ob —1 Quadrat in F' ist oder nicht.

4.1.1 Eine spezielle translatierte Linking Number falls
—1e F*?

Es sei also K/F eine unverzweigte Korpererweiterung, wobei —1 Quadrat in
F* ist, und es sei Y = 1. Dann ist A # —1, und somit gilt v(a? + F?A) =
2min{v(a),v()}. Abhingig von z kann g(z) = v + y2v/A mit N(g(z)) = z
noch einfach gewéhlt werden, weil g(x) nur bis auf Elemente der Norm eins
bestimmt ist:

o Ist z € F*% so sei g(x) := 7 mit N(g(x)) =~} = .
o Ist # € N\F*? so sei g() := 1ovV/A mit N(g(z)) = —3A = z.

Fiir diese beiden Fille werden die Beitrdge nun einzeln berechnet.

Beitrige fiir quadratische © € N zu den Nebenklassen [1 + $v/A] mit
v(B) >0 von T

Die Bedingungen (4.1.1) und (4.1.2) kénnen hier vereinfacht geschrieben wer-
den als

1+ N 21+ A

Tt oa gy €AY (4.1.4)
und
l+z  2(1+8°A)n 48 A N
(1_;;5 (1—:B)(1—62A)> 2 (1—:15)(1—&%4)69 , (4.1.5)

wenn man zudem beachtet, dafl die &uflere Funktion ¢ die Bedingungen y; €
b1 (1+ ™) und yy € p™ fordert. Hierbei wurde z = 7} gesetzt.
1. Fall: Es sei v(x) > 0. Dann gilt

1+z
11—z

€1+ "™
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sowie

2(1+ B2A)m B lv .
(u—wa—wm)‘ (=)

2
Also impliziert (4.1.4), da b € 1 4 p=°@) 4 ™. Insbesondere ist v(b) = 0.
Nimmt man an, daf§ (4.1.4) erfiillt ist und setzt dies in (4.1.5) ein, so erhélt

man
4614’7/1 c m
(I—a)(1-mp4) -

also
1

v(B) >m — év(x)
Es sei nun zunéchst sogar angenommen, dafl v(z) > 2m. Dann ist (4.1.4) genau
dann erfiillt, wenn b € 1+ ™, und (4.1.5) ist dann fiir alle zuléssigen ( erfiillt,
also fiir alle g € op.
Ist hingegen 0 < v(x) < 2m, so ist (4.1.4) lediglich gleichbedeutend zu

FPADB(L—z) — (L+2)+2m) €b(l—2) — (L+3) — 27 + p™

Wiére b(1—x)—(14+x)+27v, = 0, so folgte hieraus v, € p™, was ein Widerspruch
zu v(x) < 2m ist. Also ist b(1 —z) — (1 4+ z) + 27, # 0, und die Bedingung
lautet

b(1—2)—(1+z)—2v

b(l—x)—(1+x)+27
An

b(1—2xz)—(1+2x)+2m

A € + b)) +2m)

(b(1—z)—(1+z)+271)

:1_ +pm—v .

Falls 2v(z)—v(b(1—z)—(1+2)+271) > 0, so ist diese Bedingung nicht erfiillbar,
weil 2A kein Quadrat ist, die rechte Seite aber nur Quadrate enthilt. Falls
sv(z) —v(b(1 —z) — (1 + ) 4+ 27) < 0, so ist die Bedingung nicht erfiillbar,
weil v(62A4) > 0. Also muB fv(z) — v(b(1 — z) — (1 +2z) +27;) = 0 gelten, oder

anders ausgedriickt
1 1
v (1 —b +%) = —v(z).
1— Y1 2
Wegen (4.1.5) muB auch noch 3?4 € > @) gelten. Das heifit, (4.1.4) und

(4.1.5) konnen gemeinsam genau dann erfiillt werden, wenn v(b(1 —z) — (1 +
x) — 271) > m, also wenn

1
pe N
I—m

(1+p™).
Zusammenfassend erhélt man im 1. Fall also die Beitrage
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e 0 <uv(x)<2m:be 1J““(l—l—p ) und 3 € g™ zv@),
v(z) >2m:be 1+ " und 5 € op,

wobei v, die anfangs gewihlte Quadratwurzel von x bezeichnet.

2. Fall: Es sei v(z) < 0. Hier erweitere man zunéchst die linken Seiten von
(4.1.4) und (4.1.5) jeweils mit 1. Das ergibt

141l 21+ AL i
1_%%—(1_%)(1_6214)6—19(1—1—@)
und
141 21+ FA) 46AL -
Q—§+u—g< —) o <

an x, v, und b stellen. Die Beitrége fiir den Fall v(z) < 0 kann man also durch
entsprechende Substitution direkt aus denen im Fall v(z) > 0 ablesen:

Das sind dieselben Bedingungen an * ? und —b, wie (4.1.4) und (4.1.5) sie

e 2m<u(r)<0:be %(1 + ™) und § € pmtzv@)
v(z) < —2m:be -1+ ™ und f € op.
3. Fall: Hier sei v(z) = 0. Es gilt
TEIIRE
(1—z)(1—-p*A)

sodafl (4.1.4) in jedem Fall v(b) > —v(1 — x) impliziert.
(i) Es sei € —1 + p. (Dieser Fall tritt auf, da —1 € F*2.) Dann ist v +$)

1
v(1+x) > 0, und (4.1.4) impliziert sogar v(b) = 0. Daher folgt nun, da8 (4.1.5)
unter dieser Bedingung gleichbedeutend ist zu

Gep™ (4.1.6)

Dab(l—z)—(1+x)+27y, # 0, denn sonst wiirde (4.1.4) v(y1) > m verlangen,
ist (4.1.4) dquivalent zu

—v(1l —x),

5214 c b(l — [L’) — (1 + [L’) — 271 + pm—v(b(1—$)—(1+$)+2'yl)‘
b1l—2) —(1+2)+2n

Da 3?A € p*™ wegen (4.1.6), kann dies nur erfiillt sein, wenn
b(l—z)—(14x)—2m € p™,
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also wenn
147

be
IL—m
(ii) Es sei € 1+ p. Dann ist v(1 —x) > 0 und v(b) > —v(1 — x) kann apriori
auch negative Werte annehmen. Gleichung (4.1.5) lautet

(1+p™).

((1 + ) + Q(at—ﬁ;i)%) Yo + % e pmtv=a), (4.1.7)
woraus folgt, dafl
B e gt | gmivi-n)tol) o om
(4.1.4) 1a8t sich damit umformen zu
(1+7)? €b(l — ) + (1 —71)?B*A 4 pmio@Helizn, (4.1.8)

Man mufl nun unterscheiden, ob die Quadratwurzel v; von z modulo g gleich
1 oder —1ist. Ist v; € 1+, so ist v(1 —7;) = v(1 —z). Dann impliziert (4.1.8)
0=2v(l+v)=uv(b) +v(l —z) und ist demnach gleichbedeutend zu

L+ €b(l—y)+ ™,

beziehungsweise zu

1

b e +mn
L=

Setzt man (4.1.4) fur solche b erneut in (4.1.7) ein, so erhélt man noch die

Bedingung

(1+p™).

_(1 + 71)2y2 m+v(l—z)
cE —— .

Ist hingegen v; € —1 4 p, dann mufl man fiir (4.1.8) zwei Fille unterscheiden:
Entweder ist v(1 4+ 1) = v(1 —z) > m + v(b). Dann ist wegen (4.1.5)

(1 - '71)6214 e pm-l—v(b)-l—v(a:)7
und (4.1.8) ist gleichbedeutend zu
b(1+) € pm+v(b)+v(1+71),

einem offensichtlichen Widerspruch.
Oder aber es ist 0 < 2v(1 + 1) = v(b) + v(1 + 71), also v(b) = v(1 —z) > 0.
Dann ist (4.1.8) gleichbedeutend zu

(1 + ’}/1)2 E b(l — .CE) + p77’L+2U(17:c)7
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was aufgelost nach b gerade

1
bel‘i‘%

(1+p™)

-—MN

bedeutet. Dann findet man hier noch, dafi (4.1.7) gleichbedeutend zu 5 €
o He=2) igt.

(iii) Hier sei x ¢ £14 p. Dann ist v(1+2) = v(1 —x) = 0 und (4.1.4) fordert,
dafl v(b) > 0. Unter dieser Voraussetzung lautet (4.1.5) schlicht

fep™
Die Gleichung (4.1.4) ist hier gleichbedeutend zu
14242y €b(l—z)+ (142 —2v)5%A 4 om0, (4.1.9)

Weil v(1+ 2+ 27) =v(l —2) = 0 und v((1 + = — 271)3*A) > 2m gilt, muB
nun sogar v(b) = 0 erfiillt sein. Dann lautet (4.1.9)

(1+7)* € b(1 —m)(1+m) + o™,
wobei man 7 = x benutzt hat. Nach b aufgelost bedeutet das

1
b e +Mn
L—m

Die Beitrége (i) bis (iii) des 3. Falls sind also:

(1+p™).

ervco\(1+p)be %(1 + ™) und § € p™,

ercltpundy € 1+p:be %(1—%@’“) und 3 € —(%Wijmﬂ(l_x)?

erclt+pundy € —-1+p:be }t—zi(l—}-pm) und 3 € perv(l*x)_
Beitriige fiir quadratische z € N zu den Nebenklassen [« + /A] mit

v(a) >0 von T

Die Bedingungen (4.1.1) und (4.1.2) lauten hier vereinfacht

l+x 2(a® + A)m -
(1—x+(1_$)(a2_A)) €b(1+ p™) (4.1.10)

und

(1 + 2(e® + A)m ) 4o Ay .
+ 2 (

L—z ' (1-a)(a?~A) —ofa—a ¥ @D
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wenn auch die Bedingungen y; € b~1(1 + p™) und y» € p™ der duBleren Funk-
tion ¢ beachtet werden. Wieder ist = vf. Durch die Substitution

a— [BA
kann man (4.1.10) und (4.1.11) umformulieren zu

1+ 2(1+ p2A)m .
=2 -oa-ga 0+

und

<1+x 21+ 82 A)m ) B 4B Am c om
-z (1-2(1-p2A/" T-oa-pa - "
Und das sind genau die Gleichungen (4.1.4) und (4.1.5), in denen man 7,
durch —~; ersetzt hat. Also mufl man fiir die Beitrdge dieses Falls in denen

des vorhergehenden Falls nur iiberall 7, durch —v; ersetzen und G € g durch
aA~L. Das ergibt:

e v(x)>2m:bel+ ™ und a € p,

e 0<uv(zr)<2m:be ;zi (14 ™) und a € pm—%V($)7

e v(z) < —2m:be -1+ " und a € p,

o —2m <u(x) <0:be F2(1+p™) und a € gmtee)

r€o\(1+p)be %(1 + ™) und « € P™,

r€l+pundy € —1+p: b€ %(1—1—@’”) und « € 7(1747;1)2” +pmtvi-e)

rel+pundy, €l +p:be %(1+pm) und o € pmrvi-o),

Beitrige fiir nichtquadratische 2 € N zu den Nebenklassen [1 + 3v/A]
mit v(5) >0 von T'

Hier lassen sich die Bedingungen (4.1.1) und (4.1.2) vereinfachen zu

l—z (1—2z)(1—p2A)

e€b(l+ ™) (4.1.12)
und

(4.1.13)

(1+x+ 28Av, ) 2A(1 4 32A)7 —
-z Q-21-p24) 0-na-gpa) - Y
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wenn man zudem beachtet, dafl die &uflere Funktion ¢ die Bedingungen vy, €
b1 (1+ ™) und y, € ™ fordert. Dabei wurde x = —v3A € N\ F*? gesetzt.
1.Fall: Es sei v(x) > 0. Dann gilt

1+2x
1—2z

€1+ p'™

und
2514% Ly(z)

(-o -4 "
Daher impliziert (4.1.12)

bel+p2'® 4 om
Unter diesen Bedingungen und y, € ™ ist dann (4.1.13) gleichbedeutend zu
Y2 € .

Das heifit v(z) > 2m. Dann ist (4.1.12) genau dann erfiillt, wenn b € 1 + ™.
Der Beitrag des 1. Falls lautet somit:

e v(x)>2m:be 1+ ™ und § € op.
2. Fall: Es sei v(x) < 0. Dann gilt

1+z

€—1+p @
1—=x
und "
25 V2 € pfév(x)
(1—2)(1-p324)

Also folgt aus (4.1.12), daB
be 14 g g

erfiillt sein muf. Betrachtet man Gleichung (4.1.13) unter dieser Bedingung,
so lautet sie

e P,
also v(z) < —2m. Dann ist (4.1.12) genau dann erfiillt, wenn b € —1 + ™.
Der Beitrag des 2. Falls ist demnach:

e v(z)< —2m:be -1+ " und [ € op
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3. Fall: Nun sei v(x) = 0. Da z kein Quadrat ist, ist ¢ £1 + p. Dann gilt

l+x 20Ay,
—z U=20)(-34)

c (0] 28

und (4.1.12) kann nur erfiillt werden, wenn zumindest v(b) > 0. Betrachet man
(4.1.13) unter dieser Voraussetzung und beachtet y, € ™, so erhédlt man

72 € 9.

Da hier aber v(x) = 2v(7y2) = 0 gelten mu$, ist dies ein offensichtlicher Wider-
spruch. Der 3. Fall liefert keinen Beitrag.

Beitrige fiir nichtquadratische 2 € N zu den Nebenklassen [o + /A
mit v(a) >0 von T’

Die Bedingungen (4.1.1) und (4.1.2) lassen sich hier vereinfachen zu

1+ 200A,

—2  (—2)(a®—A) €b(l+p™) (4.1.14)
und
L+ 200 A7, 2A(a2 + A)y -
<1—I+ (1—x)(a2—A)) 2 (1—z)(a2 — A) cp, (4.1.15)

wobei z = —72A € N\ F*2. Dabei wurde ausgeniitzt, dal die &uBere Funktion
¢ die Bedingungen y; € b~!(1 + ™) und y, € p™ erfordert. Substituiert man
wieder

a— BA,
so erhélt man aus (4.1.14) und (4.1.15)
1 J—ri - j)ﬁ(f?ﬁw €b(1+¢")
beziehungweise
1+ 206A, 2A(1+4 32A)7 m
(T - T o) heat - ©

Dies entspricht genau den Bedingungen (4.1.12) und (4.1.13), wenn man dort
9 durch —~5 ersetzt. Die Bedingungen dieses Abschnitts ergeben sich also aus
denen des vorigen Abschnitts, wenn man in ihnen 5 durch —y, und 8 € p
durch oA ersetzt:

e v(x)>2m:bel+ " und a € p,

o v(z) < —2m:be -1+ ™ und a € .
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Berechnung der translatierten Local Linking Number

Aus den Beitrdgen der letzten vier Abschnitte berechnet man nun die transla-
tierte Local Linking Number

<¢>,(8 ?).¢>$

Der Bereich fiir 3 beziehungsweise a beschreibt jeweils den Integrationsbereich
des inneren Integrals. Der Integrationsbereich des dufleren Integrals ist jeweils
unabhéngig vom inneren Integral und umfafit immer den gesamten Triager

b1 (1 + p™) x p™ der duBeren Funktion ( 8 (1] ) .¢. Zur Abkiirzung setzt
man noch

vol := volp(T) vol(p™) vol* (1 + ™)
und

volr({[a + v AJJo(a) = v(8)}) _ volr({[a+ BVAJv(8) = v(a)})

= =
Vo volr(T) volr(T)

Weiter ersetzt man nun die Quadratwurzel v; von z durch y/z, wenn x Quadrat
ist. Dann erhélt man durch Zusammensammeln aller Beitrage, die durch e
gekennzeichnet wurden,

Satz 4.3. Es sei K/F eine unverzweigte quadratische Korpererweiterung, und
es sei —1 € F*2. Weiter sei x unverzweigt und ¢ = x - 1y, , m > 0 beliebig.
Dann gilt

<¢7(8 (1])¢>x:

(Lo (@)L (8) + Tgmon (™)1 11 (8) ) vol

I —m
+1Fx2($)(1%(1+pm)(b) + 1%(1“)@(1))) volvol’ ¢

_1 _ 1 —m—v(1—
-(1p\p2m(x)\x| 54 1 e (7)) |2]7 + 1y (2)g ™0 $>+10;2\(l+p)(:¢)).

4.1.2 Eine spezielle translatierte Linking Number falls
-1 ¢ F><2

Es sei nun K/F eine unverzweigte Korpererweiterung, wobei —1 ¢ F*2, und
es sei Y = 1. Da es nur eine einzige unverzweigte quadratische Erweiterung
von F' gibt, kann man ohne Einschrankung annehmen, dal A = —1. Da die
Norm auf o} surjektiv ist, gibt es ein 3 € 0 so, dafl 1 + 2 kein Quadrat ist.
Abhéngig von der Quadratklasse von x kann g(x) mit N(g(z)) = = noch etwas
einfacher gewéhlt werden:
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o Ist z € F*? so sei g(x) := 7y mit N(g(z)) =~} = .

o Ist z € N\F*? sosel g(z) := v (14+73v/—1) mit N(g(z)) =1i(14+73) =
.

Fiir diese beiden Fille werden die Bedingungen dafiir, dafl der innere Integrand
&(g191, 91y2 + g2) nicht verschwindet, nun einzeln berechnet. Es sei daran erin-
nert, dafl weiterhin die translatierte Local Linking Number zu den Funktionen
¢ =1 = x -1y, berechnet werden soll. Das heifit, es wird nun einzeln gepriift,
wann (4.1.1) und (4.1.2) zugleich erfiillt sind fiir 2 = 1 und 2z, = 0.

Beitrige fiir quadratische = € N zu den Nebenklassen [1 + §v/—1] mit
v(f)>0von T

Die Bedingungen (4.1.1) und (4.1.2) lauten hier unter Beriicksichtigung der
duBeren Funktion, die y; € b~1(1 + ™) und y, € ™ fordert,

Lo 20— F)n

l—z (1—2)(1+6?) €b(l+p™) (4.1.16)
und
Lo, 20-Fm 46 "
<1—ZL‘ (1—x)(1+ﬂ2)> 2 (1_$)(1+62) cp . (4.1.17)

Es gilt v(1 — %) > 0, und der Fall > tritt genau dann ein, wenn 3 € 1 +
©. Ist also § € op\(£1 + @), so berechnen sich die Beitrige genau wie die
entsprechenden Beitrége in 4.1.1, so daf3 hier nur noch untersucht werden muf3,
welche zusétzlichen Beitrage im Fall § € +1 + p auftreten. Es sei also g =
+1+ 4 mit ' € p.

1. Fall: Es sei v(x) > 0. Dann gilt

1+2x

€1+ "™
11—z

und )
2(1=6)n € pivl@+(d)
(1—z)(1+ 52 ‘

Also impliziert (4.1.16), da b € 1 + '@ + p%”(x)“’(ﬁ/) + @™ gelten muf.
Insbesondere ist v(b) = 0. Unter dieser Bedingung ist (4.1.17) genau dann
erfiillt, wenn

By € ™.

Da v() = 0, ist dies gleichbedeutend zu v(x) > 2m. Dann ist (4.1.16) sogar
gleichbedeutend zu b € 1 4+ ™ und der zusétzliche Beitrag lautet
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o v(r)>2m:bel+p™und € +l+ p.

Zusammen mit den Beitrdgen fiir 5 ¢ +1 + @ ergibt das insgesamt genau
dasselbe Ergebnis wie im entsprechenden Fall aus 4.1.1.

2. Fall: Es sei nun v(z) < 0. Hier erweitere man die linken Seiten von (4.1.16)
und (4.1.17) mit = und erhalte

1+1  2(1-p8%)5
=1 0=+

141 21—t 151 .
+ ) yg—(l c o .

€ —b(1+ ™)

und

1—2 (1= +p 31+
Dies sind dieselben Bedingungen an 1, 7—11 und —b wie (4.1.16) und (4.1.17)

an x, 1 und b. Den Beitrag fiir den Fall v(z) < 0 kann man also durch
entsprechende Substitution aus dem Fall v(z) > 0 direkt ablesen:

e v(x) < 2m:be—-1+p"und fetl+p

Zusammen mit den Beitrdgen fiir § ¢ +£1 + p ergibt das wieder genau das
Ergebnis wie im entsprechenden Fall aus 4.1.1.
3. Fall: Nun sei v(z) = 0. Dann ist

v ((12£1x;(f?_752)) =v(f) —v(l—2)>—v(l—2x).

Dax ¢ —1+ p, denn —1 ¢ F*? ist v(1 + x) = 0. somit folgt aus (4.1.16)
v(b) = min{v(1 4+ z) —v(l — z),v(F) —v(l —2)} = —v(l — z).

Setzt man dies in (4.1.17) ein, so erhélt man

—40m
(1—2)(1+ 5%
Dies ist gleichbedeutend zu v(3) > m, einem Widerspruch zu 5 € +1+p. Also
gibt es im 3. Fall keine zusétzlichen Beitrége.

Die Beitrige fiir # € F*? und die Nebenklassen [1 + $v/A] mit v(3) > 0 von
T sind im Fall —1 ¢ F*? genau dieselben wie die im Fall —1 € F*2,

c pm + pmfv(lfx) _ pmfv(lfx)'

Beitrige fiir quadratische z € N zu den Nebenklassen [ + v/—1| mit
v(a) >0 von T

Da hier a € g, ist v(a? + A) = v(a? — 1) = 0. Die Bedingungen (4.1.1)
und (4.1.2) sind also genauso auszuwerten wie im entsprechenden Abschnitt in
4.1.1, wo —1 ein Quadrat war. Dementsprechend sind auch die Beitridge hier
genau dieselben wie dort.
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Beitrige fiir nichtquadratische € N zu den Nebenklassen [1+ (5y/—1]
mit v(5) >0 von T'

Es sei g(x) = 1(1 4+ v3v/A), also z = 73(1 +12). Die Bedingungen (4.1.1) und
(4.1.2) lauten dann

L+a | 2n(l = B = 2By3)
1—x (1 —z)(1+ p?)

eb(l+ ™) (4.1.18)

und
(e B ), BO=I0) e
Man bemerkt, daf
1— 32— 2By =1+7; — (B+7) € 0} (4.1.20)
sowie
(1= 428 =151+~ — (8- %)2) € oy, (4.1.21)

denn es ist 1 +~2 ¢ o3>
1. Fall: Es sei zunéchst v(x) > 0. Dann gilt wegen (4.1.20)

2n (1 = % — 287) _ L
( L=+ P )‘2“‘

Also folgt aus (4.1.18)
bel+pat™ 4 om,

insbesondere ist v(b) = 0. Betrachtet man (4.1.19) unter dieser Bedingung, so

erhélt man )
; (_271((1 = ) + Qﬁ)) > m
(1—=)(1+05%)
Dies ist wegen (4.1.21) gleichbedeutend zu v(x) > 2m. Ist v(x) > 2m, dann
ist (4.1.18) sogar dquivalent zu b € 1 + ™ und der Beitrag des 1. Falls lautet

e v(x)>2m:be 1+ ™ und [ € op.
2. Fall: Es sei v(z) < 0. Dann folgt wie eben aus (4.1.18), dafl
be -1+ 3" 4 gm

gelten mufl. Unter dieser Bedingung findet man wiederum analog zum 1. Fall,
daf (4.1.19) genau dann erfiillt werden kann, wenn —uv(7y;) > m, also wenn
v(z) < —2m. Ist dies gegeben, so ist (4.1.18) sogar dquivalent zu b € —1+ ™.
Der Beitrag des 2. Falls lautet somit
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o v(zr)< —2m:be —1+ " und f € op.

3. Fall: Es sei schliellich v(z) = 0. Da z kein Quadrat ist, gilt insbesondere
r & 1+ p. Also ist sowohl v(1 — z) = 0 als auch v(y(1 — 8% — 28v3)) = 0,
letzteres wegen (4.1.20). Unter diesen Bedingungen impliziert (4.1.18) somit
v(b) > 0. Unter der Bedingung v(b) > 0 lautet (4.1.19) nun

271 ((1 = %)y + 20)
< -1+ 5 )Zm

Das ist nicht erfiillbar, weil v(v1) = v((1—5%)y3+28) = v(l—x) = v(1+3?) =
0. Somit liefert der 3. Fall hier keinen Beitrag.
Die Beitrige fiir + € N\ F*? zu den Nebenklassen [1 4 $v/A] mit v(3) > 0 von

T sind im Fall —1 ¢ F*? somit dieselben wie im Fall —1 € F*? wie man aus
dem entsprechenden Abschnitt in 4.1.1 abliest.

Beitrige fiir nichtquadratische z € N zu den Nebenklassen [a + v/ —1]
mit v(a) >0 von T’

Wieder sei x = —1? mit g(z) = 71(1 + 73v/—1). Hier lauten die Gleichungen
(4.1.1) und (4.1.2)

1+ 2y(a? —1—2ay)
1—x (1—2z)(a®+1)

eb(l+p™)

und

(1+x 2%(042—1—20473)) @t =Dy t+29)
l—2  (I-xz)(a®+1) (1-2)(a®+1)

Substituiert man
o = _ﬁ>

so erhalt man daraus

L+x  2m(1 - 5% —28y)
11—z (1—2)(1+p?)

€ b(1+p™) (4.1.22)

und

<1+x_271(1—52—2673)) 271((1—62)73+25)€ m
I~z (-o0+® )2 T a-na+m Y

Die beiden Gleichungen (4.1.22) und (4.1.23) entsprechen genau den Gleichun-
gen (4.1.18) und (4.1.19) des vorigen Abschnitts mit &« = —f € p, wenn man
dort v durch —~;. Also entstehen hier genau die entsprechenden Beitrége

(4.1.23)
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e v(z)>2m:bel+ ™ und a € p,

e v(z) < —2m:be -1+ ™ und a € p.
Dies sind genau dieselben Beitrige wie im entsprechenden Fall fiir —1 € F'*2
(vergleiche Abschnitt 4.1.1).
Berechnung der translatierten Local Linking Number

Wie gesehen sind die Beitriige zum inneren Integral fiir den Fall —1 ¢ F*? in
allen Féllen genau dieselben wie die Beitrdge zum inneren Integral fiir den Fall
—1 € F*2. Also stimmt auch die daraus resultierende translatierte Local Lin-
king Number mit der des Abschnitts 4.1.1 {iber ein, die in Satz 4.3 angegeben
wurde. Zusammenfassend erhélt man hieraus

Satz 4.4. Es sei K/F eine unverzweigte Korpererweiterung und es sei
unverzweigt. Dann ist x = 1 und die translatierte Local Linking Number zu
¢o=x-1y,, m >0, lautet

<¢7(8 (1])¢>x:

(Lomem (@) Lagm (0) + Lo (2™)1 1 m (1) ) vol

I _—m
+1Fx2($)<1%(1+pm)(b) + 1%(1+pm)(b)) VOl VOI q

_1 _ 1 —m—(1—
-(1p\p2m ()] + Lgygom (272l + Lipp(@)g ™0 + Ly (x)).
Dabel wurde wieder wie in Abschnitt 4.3

vol := volp(T) vol(p™) vol* (1 + ™)

und
ol Yolr({la + VAl lo(a) = v(B)}) _ volr({la+ BVAJu(B) > v(a)})
‘ voly(T) volr(T')
gesetzt.

4.1.3 Weitere Beispiele

Das Kapitel iiber die Translation der Local Linking Numbers im Fall eines
kompakten Torus soll mit einigen Bemerkungen abgeschlossen werden. Sie be-
treffen weitere explizite Beispiele, den wechselseitigen Einflufl der Variablen
x und b aufeinander, sowie Eigenschaften des Tragers beziiglich b, die spéter
niitzlich sein werden.
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Bemerkung 4.5. Aus der translatierten Local Linking Number fir ¢(y1,y2) =
Y(y1,Y2) = Lisom(y1)1om(y2) kann man ganz einfach die translatierten Local
Linking Numbers zu den Funktionen der Form ¢(y1,ys) = Loy (140m) (Y1) Lgm (12)
und (yy,ys) = Ly (14m) (Y1) Lgm (y2) mit wy, we € F* berechnen. Die Bedin-
gungen (4.1.1) und (4.1.2), die man dazu untersuchen muf, lauten

giy1 € wi(1+ ™) (4.1.24)

und
G1y2 + g2 € p™. (4.1.25)

Wihrend (4.1.25) dieselbe Bedingung wie im vorhergehenden Beispiel ist, ergibt
sich aus (4.1.24) unter der Bedingungy, € b~ wo(14+¢™) der duferen Funktion
12 die Bedingung

g1 € bwywy (1 + ™).

~ ~ -1
<¢(8 ?)w>x=<¢(bm$2 $)¢>m

Der Triger von
< b 0 6>
"\o 1 /)7 7°

als Funktion von b enthdlt nur die Normnebenklassen ﬁg N (vergleiche Satz 4.4).
Also enthalt der Trdager von

<&(8?)¢>x

nun Elemente der Normnebenklasse Z—fﬁﬁ N. Somit kann fiir jedes feste x,

fiir das diese translatierte Local Linking Number nicht verschwindet, jede Nor-
mnebenklasse tm Triger beziiglich b verwirklicht werden.

Also gilt

Bemerkung 4.6. Da im untersuchten Fall x = 1 ist, ist U,, fir m =1 eine
fundamentale Menge fiir x. Der Trdger in x der translatierte Local Linking

Number )
0

fiir = x - 1y, beinhaltet somit ganz F**\{1} und alle x € N mit v(z) # 0.
Wihlt man die duflere Funktion 1 nicht gleich ¢, sondern etwa ¥(y1,y2) =
L4 om (Y1) Luyrom (Y2), s0 wird man auch fir x € ox\ox* einen Beitrag erhal-

ten. Denn zu jedem y € N\{1} ezistiert eine Local Linking Number < ¢, 1) >,
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mit y € supp(< ¢,v >,) (siehe Satz 2.6). Fir alle b in einer Umgebung
U="U(y) der 1 € F* gilt dann

<o 1 ) wmm<o vz

denn die Translation ist lokal konstant in b. Es ist somit fiir jedes x € N \{1}
mdaglich, eine nicht verschwindende translatierte Local Linking Number anzu-
geben.

Bemerkung 4.7. Auch wenn das Verhalten der translatierten Local Linking
Numbers als Funktionen in x und b zugleich nicht mit Sicherheit anhand einer
Klasse von Beispielen vollstindig beschrieben werden kann, wird in Satz 4.4
zumindest ein charakteristisches Verhalten erkennbar: Je weiter v(b) von Null
entfernt ist, desto ndher kommt der Trdger beziiglich x der translatierten Local
Linking Number der 1. Dies gilt auch umgekehrt: Je niher x der 1 kommt, um
so gréfser wird der Trdger beziiglich b der translatierten Local Linking Number.
Das heif$t, die Beschrinkungen der Triger beziglich b (vergleiche Satz 4.2) und
beziiglich x (vergleiche Satz 2.6) bedingen sich gegenseitig.

Analog zu den bisher betrachteten Beispielen berechnet man auch das folgende,
das in Kapitel 7 bendtigt wird.

Beispiel 4.8. Es sei wiederum K/F eine unverzweigte Korpererweiterung und
x = 1. Dann ist ¢ = X - Lar,(0p) €ine Funktion aus S(x, G) und es gilt

<o )omm

Loy (@) Lo (0) vol +1140() <1<14>o; (b) + La)-10 (b)> volg %),

Beweis: Es ist klar, daB8 GLs(or) eine fundamentale kompakte offene Menge
ist, wenn y = 1. Also ist ¢ € S(x,G) wohldefiniert. Die translatierte Local
Linking Number berechnet man wie zu Beginn von Kapitel 4.1 skizziert. Der
innere Integrand ist also genau dann nicht null, wenn sowohl

L+z  2((a®+ B2A)y + 2a8A7,)
1—x (1 —z)(a® - (?A)

€ bo (4.1.26)

als auch

(1 +x  2((a*+ B2A)y + 20(@472)) 2A((a® + B*A)ye + 2a571)
2

=2 (1—2)(a2 — A) A—o)—pa) < °F
(4.1.27)
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erfiillt ist fiir yo € op. Ist dies erfiillt, so ist der Integrand gleich eins, und
Integration iiber die dafiir zuldssigen Bereiche liefert die translatierte Linking
Number.

Wie gehabt unterscheidet man, ob v(3) —v(a) > 0 oder nicht und ob 2 € N ein
Quadrat ist oder nicht. Wie in den fritheren Beispielen werden die dabei entste-
henden Beitrége zu den Integrationsbereichen durch ein ,e“ gekennzeichnet,
so dafl man sie zur Integration spater leicht wiederfinden kann.

Es sei 2 € [”? und v(2) > 0:

Dann kann man die Briiche in (4.1.26) und (4.1.27) um «? kiirzen und anneh-
men, dafl 3 € op sowie dafl x = 47 gilt, wobei 7, eine der beiden Quadratwur-
zeln aus x ist. Dann lauten (4.1.26) und (4.1.27)

1+z 214 2A)m

1—2  (1—2x)(1—p324) € bog (4.1.28)
und
Ltz 201404 48A,
<1_$ (1—1‘)(1—6214)) 2 (1—ZL‘)(1—52A) € op, (4129)

wobei jetzt 0 und ys ganz sind.
Nimmt man zunéchst an, da8 v(z) # 0, dann ist

(i)
((129:1:;(?2:4);21/1)) 2 %’U([L')’ > 0,

so dafl Bedingung (4.1.28) genau dann gilt, wenn b € oy. Unter dieser Bedin-
gung ist wiederum (4.1.29) genau dann erfiillt, wenn

457
(1 —z)(1 - [2A)

also immer. Der Beitrag fiir v(z) # 0 lautet also
e v(z)#0: b€ oy und § € op.
Es sei nun v(z) = 0. Dann ist (4.1.29) gleichbedeutend zu
v ((1+2)(1—F2A) +2(1 + B*A)y) = v(b) + v(1 — ).

und

€ (0 )

Das ist gleichbedeutend zu

v(b) +o(l =) = v ((L+mn)* = (1 —m)*A) = 2min{v(1 +7),v(8)}.
(4.1.30)
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Dabei ist v(b) + v(1 — x) > 0 genau moglich, wenn
2min{v(1+n),v(B8)} > 0,

also wenn v; € —1 4+ p und 3 € p gilt. Man nehme nun zunéchst an, dies sei
erfiillt. Gilt auerdem noch v(b) < 0, so ist (4.1.29) gleichbedeutend zu

<ﬂ2A(1 i ,)/1)2 . (1 + ,)/1)2)3/2 € 48 A, + pv(lfx)‘
Da hier (1 +71)% € p*U=) ist, lautet dies vereinfacht

B*(1—)%ys € 4871 + pv(l_x)a

woraus v(3) > v(1l — ) folgt. Aber wegen (4.1.30) mufl dann v(b) = v(1 — z)
gelten, ein Widerspruch zu v(b) < 0.
Es sei also v(b) > 0. Dann ist (4.1.29) gleichbedeutend zu

46An
(1 —z)(1 = F24)
Dies bedeutet v(3) > v(1 — ), und (4.1.30) impliziert v(b) = v(1 — x). Der

Beitrag zum Fall v(b) + v(1 — z) > 0 lautet somit, wenn man noch ~; durch
VT ersetzt,

€ Op.

ercltp Vre—-1+pbe(l—z)ofund g€ o=,

Falls v(b) + v(1 — ) =0, so ist 73 ¢ —1 + p oder § € op. Nimmt man zuerst
an, daB v(b) > 0, so muf} sogar 0 = v(b) = v(1 — z) erfiillt sein. Unter dieser
Bedingung lautet (4.1.29)
46 AN
(1 —2)(1 = 524)

was hier gleichbedeutend zu (§ € op ist. Das gibt den Beitrag

€ OoF,

e 1 €0 \(1+p): b€ ofund § € op.

Ist hingegen v(b) < 0, so gilt —v(b) = v(1 — ) > 0. Fiir die Quadratwurzel
~v1 aus x gibt es nun zwei Moglichkeiten. Entweder ist v; € 1 4+ . Dann ist
(4.1.29) gleichbedeutend zu

<ﬂ2A(1 i ,)/1)2 _ (1 + ,)/1)2)3/2 € 484, + pv(lfx)‘
Da hier (1 — ;)% € (172 ist, lautet (4.1.29) also

1+ | oo
E -~ v ==
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Oder es ist 73 € —1+ p. Dann muf § € oy gelten. Bedingung (4.1.29) ist dann
wieder gleichbedeutend zu

(ﬂQA(l —m)’—(1+ %)2)?;2 € 48Ay; + "),

was hier aber bedeutet, daf3

4
By2 € ( LI vt

1 —71)2

erfiilllt sein muf. Das geht nur, wenn y» € oy. Man erhélt also zuletzt die
Beitrage zux € 1 4+ ¢

e Jrel+p vb)=—v(l—z)und g€ 7(1;7\/\22” + =)

o VEe—1+pv(b)=—v(l—x), s €0jund f € g + 0170,

Es sei 2 € I”? und v(2) < 0:
Durch Kiirzen kann man annehmen, daffi 5 = 1 und o € p. Dann lauten
(4.1.26) und (4.1.27)

1—|—a:+ 2(a? + Ay
l—z (1—-2z)(a?—-A)

€ bojy

und

1 2002+ A 4
< +T (@ + )Vl ) 2+(1_ a1 € op.

l—2 (1—2x)(a®-A) x)(a? — A)
Wie in den anderen expliziten Beispielen erhélt man diesen Fall aus dem mit
v(£) >0, indem man dort (das heiBt in (4.1.28) und (4.1.29)) B+ aA™' € g

und vy, = /z — —7v; = —y/x substituiert. Das ergibt die Beitrige
e v(z)#0oder x € 0x\(1+ p): b€ oy und a € p,
o Jrel+gp vb) =—vl—-2)undac =),
o Jre—-1+p v =-vl-2),ac % + *072) und y, € p.

Man beachte, daf§ der Beitrag /= € 1+ @: v(b) = —v(1 — x), y2 € oy und

a € 7(11%34” + ©"7) leer ist, denn a € @ erzwingt v(yy) < 0, was ausge-

schlossen ist.

Es sei 2 € N\F*2, -1 € [*? und v(2) > 0:
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Dann kann man z schreiben als z = —72A und durch Kiirzen annehmen,
daB o = 1 und § € op. Die beiden zu erfiillenden Bedingungen (4.1.26) und
(4.1.27) lauten nun

1+ 43 A, .
1—=x + (1—2z)(1 = 24) € bog (4.1.31)
und
1+z 48 A7, 2A(1 + B2A)7,

Ist v(x) # 0, so gilt

0

(1)
“((1—;1%12%)) ;

sodaf (4.1.31) gleichbedeutend zu v(b) = 0 ist. Unter dieser Voraussetzung ist
(4.1.32) dquivalent zu

und

v

lv(x)| >0,

I—2)1—pa) - °F

Dies ist immer erfiillt, und man findet den Beitrag

e v(z)#0: b€ oy und § € op.
Ist v(x) = 0, so ist auch v(1 — z) = 0, da x kein Quadrat ist, und

“(1—x (1)1 - 4

) = v((l +2)(1 — B*A) + 451472) > 0.

Bedingung (4.1.31) impliziert somit v(b) > 0. Somit ist (4.1.32) wieder gleich-

bedeutend zu

€ or,
(= -pa) =
was immer erfiillt ist. Nun mufl man (4.1.31) noch genauer untersuchen, um
v(b) exakt angeben zukonnen. Da

(1+2)(1 = B%A) +4BAy = (1 +7B4)" — (B —72)*4,
lautet (4.1.31) nun
v(b) = 2min{v(1 + 12BA),v(8 + 12)}. (4.1.33)
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Damit v(b) > 0 sein konnte, miifite sowohl v(1495A) > 0 als auch v(5—"2) >
0 gelten. Dazu miifite

ﬂewrwﬂﬂkéz+@=@

erfiillt sein. Also ist v(b) = 0. Das gibt den Beitrag
e v(z)=0:b€ oy und § € op.

Es sei z € N\F*?, =1 € F*? und v(£) < 0:

Hier kann man durch Kiirzen annehmen, dafli § = 1 und a € p gilt. Dann
berechnet sich dieser Fall genau wie der letzte, wenn man dort 8 — aA™! € p
und 7, — —75 substituiert. Die Beitrdage lassen sich also zusammenfassen zu

e r e N\F*%: b€ o} und a € p.

Es sei 2 € N\F*?, -1 ¢ [? und v(2) > 0:
Hier nimmt man wieder an, dal @ = 1 und 3 € op. Da —1 kein Quadrat
in F ist, sei ohne Einschrankung A = —1. Die Norm ist surjektiv auf oy,
also gibt es ein 73 € o) derart, dal 1 + 73 kein Quadrat ist. Man wiihle
g(x) = 11(1 +93v/—1) und erhalte z = 7{(1 + 73). Die Bedingungen (4.1.26)
und (4.1.27) lassen sich dann vereinfachen zu

L+a 271 = 5%+ 267)
11—z (1—2x)(1+p5?

€ bo’. (4.1.34)

und

<1 tr 2n(1-p%+ 26%)) C2n (=B +28)
-z (I-z)(1+p) )7 (1—2)(1+ 6%

€op.  (4.1.35)

Wie schon frither gesehen gilt
1= 32 +20y3 =1+ — (8 —13)° € of

und
(1= +28 =2+ —-(6-1")% cop
Da —1 und z keine Quadrate in F' sind, gilt fiir alle x

1
v( +a:)20
1—=2

271 (1 — 32 + 20v3)
“((1—@u+6a )Z“

95

sowie

(4.1.36)



denn v(vy;)—v(1—x) > 0. Also folgt aus (4.1.34) stets b € op. Dann ist (4.1.35)
aber gleichbedeutend zu

271 ((1 = 3%)ys + 20)
(1 —2)(1+3?)

Und das ist immer erfiillt. Nun mufl man nur noch spezifizieren, welchen Wert
v(b) genau hat. Ist v(z) # 0, so gilt in (4.1.36) sogar >. Also ist (4.1.34)
gleichbedeutend zu v(b) = 0. Ist v(z) = 0, so ist (4.1.34) dquivalent zu

€ Op.

o((L+2)(1+ 52 + 23(1 = 52 +2079) ) = v(b). (4.137)
Die Annahme, dafl v(b) > 0 gilt, ist somit gleichbedeutend zu

B +x—27) +4nf+ (1+2+2m) € p.

Das ist eine quadratische Gleichung modulo g, die genau dann Lésungen mo-
dulo p hat, wenn ihre Diskriminante ein Quadrat ist, denn da 1+x+27, € o}
(man bemerke v(z) = 0), muB 5 € oy gelten. Die Diskriminante hier berechnet
sich zu

4(47%7% —(I4+z—2v)(1+2z+ 271)) = —4(1 — ).

Dies ist offensichtlich kein Quadrat. Somit gilt wegen (4.1.37) stets v(b) = 0.
Der Beitrag in diesem Fall ist also

e r e N\F*?: b € 0o} und 3 € of.

Es sei 2 € N\F*?, =1 ¢ F*? und v(£) < 0:

Man kann wieder annehmen, dal § = 1 und a € p. Wie nun schon oft gesehen,
erhilt man diesen Fall aus dem vorhergehenden, wenn man dort 3 durch aA~*
ersetzt und ~; durch —v;. Das gibt den Beitrag

e 1 e N\F*%: b €0} und a € p.

Berechnung der translatierten Local Linking Number:

Nun mufl man die durch ,,e“ gekennzeichneten Beitridge der verschiedenen Félle
zusammen sammeln und iiber diese Bereiche integrieren. Ist fiir y; oder y,
kein Bereich angegeben, so sind sie beliebig im Tréger von ¢(by, y2), das heifit
y1 € b~ o} und yp € or. Man bemerkt zunéchst, daf die Beitrige fiir —1 € F*2
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dieselben sind wie die fiir —1 ¢ F>*2. Man erhélt

<¢>7(8 (1))-¢>>x

- lN\(1+p)(x)1o;(b)/ / / dt dys dy
o; op JT

+ (11+p(ﬁ) + 1,1+p(\/5)) 1,0 (8) vl (T3)g ™"~ vol* (0f) vol(op)
+1ip(VE) 1 (g _p)-10x (b) volg(T1)g~ "1~ "2vol(op) vol* (0})
1ot (VE) Ly -10x (D) volr(T1)qg "1 ®2vol(of) vol* (o))
= 14 (2) 1% (b) vol
£ Lp@)a 0 (1o (0) + Loz (0)) vol,
wobei
vol := voly(T) vol™ (o}) vol(or)

und Ty = {a + VA € T|v(B) > v(a)}. Somit ist Beispiel 4.8 bewiesen.
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Kapitel 5

Der Fall eines nichtkompakten
Torus

In diesem Kapitel sei K = F'@ F eine zerfallende Algebra. Der Charakter x hat
dann die Form x = (x1,x; ") mit einem Charakter y; von F*. Man benutzt
den offensichtlichen Isomorphismus D* — GLy(F') aus Definition 1.3.

Wie im Beweis von Satz 2.7 kann man eine Funktion ¢ € S(x, G) zerlegen
in die Summe von Funktionen 1, beziehungsweise 1y mit Tragern in TN N’
beziehungsweise T'Nw N, wobei

, (1 F 10
TNN_T(O 1)(F 1)

1 F 1 F
TNwN:T(O 1)w(0 1)

eine offene Uberdeckung von G bilden. Diese beiden Mengen sind invariant

8 (1] ) In T\TNN' hat jedes Element

Y= L+ yays o
Y3 Iy

in T\TNwN einen der Form

y = vy —1+ 114
1 Ya '

Somit kann man 1; auffassen als Funktion v (y9, y3) in der Variablen (ys, y3),
so daBl nun ¢, € S(F?) gilt. Analoges gilt fiir 1)5. Da sowohl N als auch N’ iso-
morph zur additiven Gruppe F ist, soll daher das folgende Quotientenmafl dy

und

unter der Translation mit B = <

einen Vertreter der Form
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auf den offenen Teilen T\T'N N’ bezichungsweise T\T NwN von T\G gewihlt
werden:
dy = dyo dys beziehungsweise dy = dy; dys,

wobei dy; jeweils das festgewédhlte Haarmafl auf F' bezeichnet.
Fiir festes x ist das innere Integral

T,(y) = / oty (w)ty) dt

eine lokal konstante Funktion in y, bei der Beschrénkung des Trégers der Funk-
tion ¢; im &ufleren Integral dann eine lokal konstante Funktion in (ys, y3) be-
ziehungsweise (y1,y4)-

Allerdings ist deren Tréger im allgemeinen nicht mehr kompakt. Hierin liegt
der entscheidende Unterschied zum Fall eines kompakten Torus und
der Grund fiir die Verkomplizierung der Analyse.

Es handelt sich also nicht mehr um eine Schwartzfunktion, viel mehr um den
immerhin lokal konstanten Limes von solchen. Auch die Local Linking Number
ist in b als Funktion auf F'* offensichtlich lokal konstant, denn schlieflich gilt
dies fiir die duflere Funktion ¢, und ist Limes von Schwartzfunktionen. Rein
aus dieser Perspektive konnen also alle glatten Funktionen auftreten, etwa
beliebige Polynome im Betrag, der Bewertung etc.

Ein erster, sinnvoller Schritt bei der Untersuchung der translatierten Local
Linking Numbers ist es, trotzdem die einschrinkende Annahme zu machen,
der Tréger des inneren Integrals sei modulo 7" kompakt.

Satz 5.1. Fir suppy C TNN' hat die Local Linking Number fiir festes x
unter Annahme, daf$ das innere Integral kompakten Triger modulo T hat, die
Form

i (0) (Ao(B)145 (0) + Ay (B)Bl1o (8) + A (5771, (671))

wobei Ay, Ay, A_ lokal konstante Funktionen auf F mit kompaktem Trdger
sind.

Fiir suppy C TNwN erhdlt man dasselbe Ergebnis abgesehen davon, dafl der
Faktor x;'(b) durch x1(b) zu ersetzen ist.

Beweis:
Ist y € TNN', so gilt modulo T

o 1ty v b 0 _(b0 L+yays by
4 ys 1 01 01 bys 1)
Fiir supp ¢y C TN N’ ist somit

U1(yB) = x1(b)e1 (b~ y2, bys).
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Fiir supp vy C TNwN findet man analog
_ 1 0 ylb —1 + Y1Ya
yB_(o b)(l by, )

Ua(yB) = X1 (b)2(byr, b ya).
Man erhilt also einen Faktor y;'(b) oder xi(b), je nachdem, ob suppi; C

TNN' oder supp 1o C TNwN. Nimmt man an, dafl das innere Integral kom-
pakten Tréager hat, so stellt sich die Local Linking Number dar als

und

<¢,BY >, = xi'(b) f1(y2, y3) 1 (b ya, bys) dys dys

FxF

+ x1(b) F2 (Y1, ya) o (bys, b ys) dyr dya,

FxF

worin f1, fo und 1,1y nun Schwartzfunktionen auf F' x F' sind. Die Funk-
tionen fi, fo stellen dabei das innere Integral fiir festgehaltenes x dar. Wenn
man das Verhalten dieser Integrale untersuchen will, reicht es, darin f;(s,t)
und 1;(s,t) als elementare Schwartzfunktionen 1,n(s)1on(t), 1g,1on(8)1pn(t),
1n(8)1apton(t), Lay4on(8)lagten(t), von denen jede andere eine Linearkombi-
nation ist, anzunehmen. Ohne Einschrankung kann man fiir alle Funktionen
dasselbe n > 0 wéhlen und annehmen, daf v(a;) < n gilt.

Es folgt eine Liste der Integrale als Funktion von b dieser elementaren Schwartz-
funktionen. Aus ihr kann dann der Satz einfach abgelesen werden.

Es sei der Einfachheit halber (hier geht es um qualitatives Verhalten, nicht
um quantitatives) vol(og) := 1. Das allgemein zu berechnende Integral hat die
Gestalt

/F/Ff(s,t)g(bs,b_lt) ds dtZ/Ffs(S)gs(bs) ds/Fft(t)gt(b—lt) dt.

Aufgelistet werden nun die einzelnen méglichen Faktoren:
/Flpn(s)lpn(bs) ds = ¢ (Lo (0) + B 1,(b7Y))
/F Lon ()10 (570) ds = ¢ (B[ Log () + 1,(671) .
/Flpn(s)laﬁpn(bs) ds = q_"\b|_llpn—v(a2)(b_l)a
J Lo s 0710) s = 7L e 8,
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[ Lareir 910 (b5) ds = 4L 0,
F

/ Ly o (D) (67) ds = 47 vt (57,
F

[ Lo 611 (1)

= "Lyt gy (g rintnstan n-stan) (D) (Lo (b) + [0 10(071))

[ Lare L6710 s
F
== qin]-a?—lal(1+pmin{n—v(al),n—v(a2)})(b) (’b‘lop(b) + ]-p(bil)) .

Hieraus kann man nun das allgemeine Integral ablesen: Sei v(b) > 0. Dann
erhdlt man

(CO + D el st (0) + ) Cijlaulagj(lw"‘”(“?j))(b)>

i3

: (do B (8] D dj1 mvianyy (b) + [B] Y iy Lo oy (1 gn o) (b)>
j i
= Log (0)[6] A1 (D),

wobei A, eine auf F' lokal konstante Funktion ist und alle Summen endlich

sind und symbolisch zu lesen sind, das heifit, daf} sie sich nicht notwendig iiber
denselben Bereich erstrecken.

Sei nun v(b) < 0. Dann erhélt man

(Co\bfl + Y ¢j1 notagy (b71) + [0 > Cz’jla;;au(1+pnv<a1i))(b1))
i

4,
| (do * Z i1 jnviary) b ')+ Z dijlaﬁlazj(lwnv(“?j))(b1)>
i ij

=1,(b" )b A-(b7),

wobei A_ eine auf F' lokal konstante Funktion ist.
Die allgemeinen Integrale spiegeln also genau das behauptete Verhalten wider.
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Natiirlich ist die Aussage von Satz 5.1 wertlos, wenn man davon ausgeht, daf3
im Limes beliebig bose Funktionen auftreten. Aber die Faktoren xi(b)|b| fiir
kleine b beziehungsweise yi'(b)|b~!| fiir groBe b scheinen doch ein charakteri-
stisches Merkmal zu sein, das iibrigens auch das Beispiel im néchsten Absatz
besitzt.

Auflerdem ergibt sich hieraus eine der wichtigsten Reduktionen in Kapitel 8.2,
dem Beweis von Vermutung 5.4, die das allgemeine Verhalten der Local Linking
Numbers vorhersagt.

5.1 Ein Beispiel

Beispiel 5.2. Der Charakter x faktorisiere iiber die Norm, es sei also x =
(x1, x1) mit x; = 1. Dann ist die Funktion ¢ = x - 1g1,(0p) €in wohldefiniertes
Element aus S(x, G). Die translatierte Local Linking Number

<¢,<8 (1))-¢>>x

hat dann die Gestalt

<o(( 9 )0 == 1~ aha®) ol (o) vol(or)*-
[1””“) (@) (10;@)(\@(@\ PO+ 07+ 10 (H0(8) + 2pu())
FLO ) (~0(0) + 2\v<x>\)>
+ 1y,(2) <1pv(1_z>+1(b)|b\ (4v(b) — 4v(1 — 2))

+1v(17x oy (b)‘b| + lv(lfx)o (b_l)‘b_l|

Jor F

+1pv(1—z)+1 (b_1)|b_1‘ (—4U(b) - 41)(1 — ZL‘)))] .

Um die Berechnung dieses Beispiels zu skizzieren, benutzt man folgende Ver-
allgemeinerung von Lemma 2.8:

Lemma 5.3. Es sei K/F zerfallen. Dann gilt
GLay(op) = 0jNo, N, | ) 0fNo,wN,,.
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Dabei bezeichne N, beziehungsweise Ng, = die strikten oberen beziehungsweise
unteren op-wertigen Dreitecksmatrizen und N, die strikten oberen p-wertigen
Dreiecksmatizen.

Beweis: Die Relation ,,D“ ist klar. Sei also

g= ( ‘2 Z) € GLy(op).

Es gilt d € o oder ¢ € of. Falls d € o}, dann gilt mit b = —

ad—bc

ad=bc () 1 v 10
P d X !
g_( 0 a)lo 1)1 )EoxlNorlop

Falls d € p, dann ist ¢ € op, und mit o’ = —%- € op gilt

ad—bc / d
(=== 0 1 a < «
g—( 0 c)(O 1)w<0 1)€0KNOFwNp.

Auflerdem zeigen diese Zerlegungen auch, dafl g nur fiir d € o in 0 No, N{ .
und nur fiir d € p in 0x Ny, wN,, liegt, weshalb diese zwei Teilmengen disjunkt
sind.

€ Op:

Berechnung des Beispiels

Mit Lemma 5.3 kann man nun zerlegen
¢ =X - LaLsor) = X - 1N,y + X - 1Ny wi,,-
Fiir y € TN N’ kann man weiter einen Vertreter der Form
()Y
0 1 yz 1

annehmen. Fiir ein solches y gilt also

P(y) = b1(y2, ¥3) = Lop(yY2)Lop (y3)-

Analog erhélt man fiir y € supp ¢ N T NwN, ohne Einschrankung

o=(o %) (o),
A(y) = d2(y1,¥4) = Lop (Y1) Lp(ya).
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Diese Zerlegung der Funktion ¢ wird im folgenden fiir die duflere Funktion
1 = ¢ verwendet:

= < 8 (1) ) @z = /F/F/TQb(t_l,y(I)ty) dt X1(b)pr (b y2, bys) dyadys
+ /F/F/ch(t—W(m)ty) dt x1(0)ba(byr, b ys) dyrdys.

Die Wahl der Haarmafe dy;dy; auf den offenen Teilen TNN' und TNwN
ergibt fiir die maximal kompakte Gruppe das Volumen

volpa(T - GLy(oF)) = vol(og)*(1 + ¢ ).

Der innere Integrand ¢ (¢~ 'y(z)ty) ist genau dann von null verschieden, wenn
es ein (rog, soy) C T' gibt so, dafl

( 6 2 ) t 'y (z)ty € GLay(0p).

Da GlLy(or) fundamental ist fiir unverzweigtes y, gibt es héchstens eine solche
Klasse (roy,soy), die das erfiillt. Wenn das der Fall ist, ist der Wert des

inneren Integranden ¢(t~ 'y (x)ty) = x1(r~ts). Mit t = ( g (1] ) und ~y(z) =

( :1 :f ) lautet diese Bedingung fiir y € NN':

r 0 1 o (I +yeys —atwys) r(—y+a ')
( 0 s ) ity = < —s(a(l 4 y2ys3) — ys3) s(1 — ays) > © G?Q(OF)).
5.1.1

Die ist genau dann erfiillt, wenn alle Komponenten ganz sind und die Deter-
minante eine Einheit,

rsdet(t”y(x)ty) = rs(x — 1) € of.
Somit kann man ohne Einschrankung
r=s'1-x)"

setzen. Dann hat der innere Integrand den Wert x;(r~'s) = x1(1 — x), denn
X1 ist quadratisch. Ist hingegen y € NwN, dann lautet die Bedingung fiir das
Nichtverschwinden des inneren Integranden

r 0 _1 (= + atx) —r(l —yys+a zyy)
( 0 s > t 7(-T)ty = < 8(1 _ &?11) —S(Cb(l _ y1y4) +y4) > S GLQ(OF)‘
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Ersetzt man in der Bedingung fir y € NN’ die Variablen (ys,ys) durch
(y1, —y4), so ergibt sich genau die Bedingung fiir y € NwN. Das innere Inte-
gral fiir y € NwN kann man also aus dem fiir y € NN’ ablesen. Es reicht,
das innere Integral fiir y € NN’ zu berechnen. Fiir die duflere Funktion macht
man dann folgende Beobachtung: Ist

1 Ya

dann gilt

( 8 (1] ) -dsz(y) = TE ( é 2 ) ¢;2 ( blel _1[)—1_1?‘11% ) = Xl(b)¢2(byl>bily4)>

wahrend fiir
y = ( 1+ yus o ) c NN’

Y3 1
- _ _ -1
(0 1) am=o(g 3 )a( 5 ) = xr 000 i)

gilt. Um vom Fall y € NN’ auf den Fall y € NwN zu schliefen, mufl man also
zusatzlich zur Substitution (y1,v4) — (2, —yg) auch noch die duflere Funkti-

on ¢a(by1, b 'ya) = Lp-10, (Y1) 1op(ya) durch ¢o(bya, b™'ys) = Ly-10,(Y2) Lop(y3)
ersetzen, beziehungsweise b durch b=1.

Dabei gibt die duBlere Funktion ¢; noch eine Apriori-Bedingung fiir (yo, y3):
Angenommen, es sei v(y2) < —v(y3) und ¢1(b~'ys, bys) # 0. Dann folgte der
Widerspruch v(b) < v(y2) < —v(ys) < v(b). Also mufl schon v(ys) > —v(ys)
gelten.

Bedingungen an den inneren Integranden

Von nun an sei also immer die Grundvoraussetzung

v(y2) > —v(ys)

erfiillt. Fiir das Nichtverschwinden des inneren Integranden im Fall y € NN’

ergeben sich die folgenden moglichen Bereiche:
Fir z € F*\(1+ p):

o —u(ys) < v(y2) <O:
% a € y—12(1 + W2 (fiir v(s) = v(y2))
*a€o(1+ W) (fiir v(s) = —v(1 —z))
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v(1+ yays) < —v(ys) < v(ya):
1+y2y3(1 + p—v(ys)—v(l—i—yw?))) (fiir U(S) _ U(l + y2y3))

@ € T (14 ) (i u(s) = —v(ys) — v(1 - 7)

* a €

e v(y2) > 0 und v(y3) > 0: Fiir v(z) > 0: 0 < v(a) < v(x) (fiir v(s) = 0);
fiir v(z) < 0: 0 < v(s) < —v(z) (fiir v(s) = —v(a)).

e v(y3) < 0 und v(ys) = —v(ys) < v(l + yoys): Fiir v(z) > 0: 2v(ys3)
v(a) < v(x) + 2v0(ys) (fiir v(s) = 0); fir v(z) < 0: —v(y3) < v(s)
—v(ys) — v(z) (fiir v(s) = —v(a) + v(ys)).

Firz e l+ ¢
e —u(ys) So(y) < —v(l—=z):ae Z(1+ o v®2)) (fiir v(s) = —v(1 — 2))
o —u(ys) Sv(yp) < —v(l— )i a € (14 p ") (fiir v(s) = v(y))

o 0<v(l+yys) <—v(ys) —v(l—x)a € F2-(1+ o~ Ws)—v(+y213)) (fijr
v(s) = —v(ys) —v(l —2))

o 0 <uv(l+yys) < —v(ys)—v(l—2x):ae
v(s) = v(1 + y2y3))

IAINA

1+y2y3(1+p o) melleeus)) (fiir

Es ist leicht nachzupriifen, daf fiir alle diese Bereiche die Bedingungen erfiillt
sind. Dafl umgekehrt dies alle moéglichen Bereiche sind, ergibt sich aus im
Prinzip einfachen, aber verschachtelten Fallunterscheidungen. Diese sind wenig
erhellend. In Kapitel 8 werden solche Rechnungen en masse durchgefiihrt. Um
deren Vorgehensweise an einem expliziten Beispiel zu beleuchten und so einen
ersten Eindruck iiber das Vorgehen im Beweis von Vermutung 5.4 zu geben,
sollen sie hier durchgefiihrt werden.

Die Ganzheitsbedingungen an die Komponenten von (s~ (1—z)~1, )t 1v(z)ty,
die alle gleichzeitig erfiillt sein miissen, lauten (vergleiche (5.1.1),

1+ 1—
ot LTy s(1 —x) )

o 5.1.2
Y3 1+ y2ys ( )
1—
Y I Gk P (5.1.3)
T Y2
Y3 1
a € 1+ —op), 5.1.4
1+ y2y3( 5Y3 ) ( )
1
a€—(1+s'op). (5.1.5)

Yo
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Diese mufl man nun untersuchen.

Es sei zunichst v(s) < 0 angenommen.
Dann ist s7'or C p und (5.1.5) liefert a =
eingesetzt in (5.1.4) ergibt

(1 +d), mit o’ € s~op. Dies

1
—(1+d) +ysd € s 'op,
Y2
Was unter der Voraussetzung v(ys) > —v(ys) gleichbedeutend zu
v(y2) <w(s) <0 (5.1.6)

ist. Insbesondere gilt also v(y3) > 0. Unter dieser Bedingung sind (5.1.2) und
(5.1.3) gleichbedeutend zu

1e€s(l—x)op (5.1.7)
und a )
1 - Y2 sil—x
=14+ ——-= . 1.
a € x( + " or) (5.1.8)

Falls v(%) > 0, dann lauten (5.1.8) und (5.1.5) kombiniert

- 1
pela+ =0 vatiatston. (5.1.9)
Y2 Y2 Y2

Damit dieser Durchschnitt iiberhaupt nichtleer ist, mul z € 1 4+ g gelten. Die
aus (5.1.6) und (5.1.7) und v(%) > 0 zusammengesammelten Bedingungen

an v(s) lauten
v(y2) <o(s) < —v(l —x). (5.1.10)

Ist v(s) = v(y2) + 7, so erhdlt man (5.1.9) als

. 1 .
a € f(l 4 pv(lfx)ﬂ) N _(1 + p*v(yz)*a)‘
Yo Y2

Fiir 7 = 0 ergibt das

0114 pm),
Yo
denn dann ist x € 14 =%, Fiir j > 0ist ¢ 1+ "~)%7. Dann erhélt man
nur dann keinen leeren Bereich fiir a, wenn stattdessen @ € 1+ o~ *®2)=7 erfiillt
ist, also v(1 —z) > —v(y2) — j. Zusammen mit (5.1.10) ergibt das v(y2) +j =
v(s) = —v(1 —z). Dazu muf v(ys) < —v(1l — x) gelten. Zusammenfassend hat
s(1—x)
2

man im Fall v(=-=) > 0 also die Bereiche fiir z € 1+ p:

108



o v(s) =v(y) < —v(l—2x):ac y%(l + pvw2)),
e u(yz) <v(s)=-v(l—z)a€ (1+ )

Falls hingegen v(s(l—j)) < 0, dann findet man aus (5.1.6), (5.1.7) und (5.1.8):

Y

= —v(a) > v(s v(l —x) —v(x
v(s) 20(92){ Zv(sgl;(l(—);)_ ( ) (@)

Da stets max{v(1 — z) — v(x),v(l —x)} > 0 gilt, ergibt das v(s) = v(y2) und
max{v(l — z) — v(z),v(l — )} = 0. Der Beitrag in diesem Fall ist also nur
dann nicht null, wenn z € F*\(1 + p) gilt. Dann ist er

e v(s)=v(y2) <0:a€ y%(l + pv2)),
Hiermit ist der Fall v(s) < 0 erschopft.
Es sei nun v(s) > 0 angenommen.

Dieser Fall ist um einiges verschlungener und vielfaltiger als der vorhergehende.
Die Bedingung (5.1.5) wird hier zu

v(a) > —v(y2) — v(s). (5.1.11)
In Bedingung (5.1.4) unterscheidet man weiter:
Falls —v(s) — v(y3) > 0: Dann ist iOF Cpunda= F-(1+ a’)~! mit

a e iOF. Setzt man ¢! in (5.1.2), so erhiilt man die Bedingung
(1+y2y3)(1 —x —zd) € s(1 — x)op. (5.1.12)

Falls nun = € F*\(1 + p), so sammelt man die bisherigen Bedingungen an

v(s):

0< } () { < —v(y3) (aus der Fallunterscheidung)
V(1 + yays) — v(yays) < < o(1 + yy3) (aus (5.1.12) und (5.1.11))

(5.1.13)
Man sieht leicht, dafl (5.1.13) nur fiir v(s) = v(1 4 yays3) erfiillt werden kann.
Damit schreibt sich (5.1.3) als

1 1—
e (14 yoy3)(1 — )
X

Of,

denn v(y2) > —v(ys) > v(s) > v(s(1 — x)).Diese Bedingung ist wegen v(a) =

v(172-.-) gleichbedeutend zu —v(y3) 2 v(1—2)—v(z). Dawir im Fallz ¢ 140

sind, ist das immer erfiillt. Der Beitrag zu x € F*\(1 + p) ist hier also
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o v(s) =v(l+y2ws), 0 <v(l+yys) < —v(ys):
a 6 (1 _|,_ pfv(y3)7v(1+y2y3))‘

1+y2y3

Falls nun = € 1+ p, dann fiihrt man zunéichst die Annahme v(a™'z) < v(s)+
v(1 — ) zu einem Widerspruch: Dann wiirden (5.1.3) und (5.1.4) implizieren:

x Y3
ae—(14+p)N 14+ 9),
y2( ) 1+y2y3( )

was nur dann erfiillbar ist, wenn o= € g +y2y3 (1+ p) oder dquivalent 1 + yoy3 €
y2y3(1 + ). Das ist ein Wlderspruch denn dazu miifite 1 € p gelten.

Also gilt v(a™tz) > v(s) + v(1 — z), und (5.1.3) lautet mit hilfe von (5.1.4):
(1 + yoys) — v(ys) = —v(a) > v(s) +v(1 — x). Sammeln wir alle bisherigen
Bedingungen an v(s):

0< < —v(y3) aus der Fallunterscheidung
() - }v(s) < v(ya) —v(l —z) aus (5.1.5) und (5.1.3)
v2ys /= < —v(y3) —v(l —z) + v(1 4 yays3) aus (5.1.3)
(5.1.14)
Man sieht leicht, dafl die v(s)-Bedingungen nun schrumpfen zu

v(1+y2ys) < v(s) < —vlys) —o(l —x)

unter der Nebenbedingung v(1+y2ys3) < v(yz). Also gilt v(s)+v(l—z)—v(1+
y2y3) > 0. Dann lauten (5.1.2) und (5.1.4) kombiniert

Y3 s(1—x) Y3 1
1+ “opm)N—"—(14+ —op). 5.1.15
T+ ygyg( 1+ y2u3 ) 1+ ygyg( SY3 ) ( )

Fiir v(s) = v(1 + y2y3) gibt (5.1.15)

a €

Y3 —v(ys)—v(1+y2ys3)
c 1 + Y3 Y2y ,
1+ y2y3( v )

denn dann ist x € 143 s(l x) ~op. Sei nun v(s) = v(1+yays) +j mit j > 0. Damit

(5.1.15) nicht leer ist, muB v(l z) > —v(14+y2y3) —v(y3) —Jj gelten. Zusammen
mit den iibrigen Bedingungen an v(s) heifit das v(s) = —v(y3) v(l—2x). Dann
ist insbesondere v(1 + yoys) < —v(ys) —v(l — z).

Die Bedingungen in diesem Fall fiir x € 1 + p lauten also

e v(y2) > —v(ys) und v(y3) < —v(l —x): v(s) = 0 und a € H@;z%(l +
—v(y3)
o)),

v(y2) > —v(ys) und v(ys) < —v(l — 2): v(s) = —v(ys) — v(1 — ) und

o € (1 o)
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e v(y2) = —U(yg) und v(1 + yoy3) < —v(ys) — v(l —z): v(s) = v(1 + yays3)
und a € (1 + pvws)—v(+y2us))

1+y2y3

* v(y2) = —v(ys) und 0 < w(1+y2ys) < —v(ys) —v(l—2): v(s) = —v(ys) -

o1 =) und @ € EEE (1 + 0 0)),

Damit ist der Fall —v(s) — v(y3) > 0 abgeschlossen.

Falls —v(s) — v(y3) < 0, mufl man weiter unterscheiden.

Falls zusitzlich v(s)+v(1 —z) > v(yz), dann ist 2=2ox C p. Somit folgt
aus (5.1.3), daB8 v(a) = v(z) — v(yz). Alle Bedmgungen an v(s), die man aus
der Fallunterscheidung und (5.1.4) und (5.1.5) erhélt, lauten:

Fallunterscheidung: 0<
Fallunterscheidung: —v(y3) <
aus (5.1.5): —v(z) < puo(s).  (5.1.16)
aus (5.1.4): —v(1 + yoys3) + v(ya) — v(z) <
Fallunterscheidung: v(ye) —v(l — ) <

) -
Nun fiihrt man die Annahme, dafl v(s) + v(1 — ) —v(1 4 yay3) > 0 ist, zum
(5.1

Widerspruch: Dann wére nach (5.1.2) und

\_/H

Ty u+pwm£u+p)

a <
I+ y2ys3 Y2

Damit dieser Durchschnitt nicht leer ist, miite {22 € 1 + ¢ gelten, was

gleichbedeutend zu 1 € p ist, einem offensichtlichen Widerspruch.
Also gilt v(s) +v(1 —z) — v(1 + yoy3) < 0. Dann hat man mit (5.1.2)

v(1 4+ yoy3) — v(l — x)
w0 = { o Lot 2

was gleichbedeutend zu v(s) < —v(1 — z) ist. Aus den Bedingungen (5.1.16)
sieht man nun insbesondere 0 < —v(1 — ), also x € F*\(1 + p). AuBlerdem
folgt auch v(y2) < 0. Dann vereinfachen sich die Bedingungen an v(s) zu

(; } <w(s) < —v(l —z).

—ov(x

Dies ist nun wegen x ¢ 1+ p gleichbedeutend zu v(s) = —v(1—z). Der Bereich
in diesem Fall ist also gegeben durch

v(y2) <0:v(s) = —v(l—z)unda € (1+p" vly2)),
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Der Fall v(s)+v(1—xz) > v(y2) ist somit abgeschlossen. Nun braucht man noch:

Falls zusétzlich v(s)+v(1—x) < v(ye) ist, dann ist (5.1.3) gleichbedeutend
zu
—v(a) > v(s) +v(l —z) —v(x). (5.1.17)

Man unterscheidet weiter:
Falls auch noch v(s) 4+ v(1 —z) — v(1 + y2y3) > 0, dann gilt nach (5.1.2)

1 _
wc Tys 14 S( x)oF c TY3
I+ y2u3 1+ yoy3 1+ you3

(1+ p).

Insbesondere ist v(a) = v(zys) —v(1l + yay3). Nun sammelt man die Bedingun-
gen an v(s) zusammen:

0< v(y2) —v(1 —z) aus Fallunterscheidung
—v(y3) < aus Fallunterscheidung
—v(x) —Hv(yg) < Su(s) < v(%) aus (5.1.4) und (5.1.3) .
—v(z) + (5 28) < aus (5.1.5)
v(ﬁﬁ“) < aus Fallunterscheidung
(5.1.18)

Die beiden rechten Bedingungen zusammen sind dquivalent zu
v(s) < —v(ys) —v(l — ),

denn nach Generalvoraussetzung ist v(y2) > —v(y3). Hieraus folgt zum einen
v(1+y9y3) < —v(y3). Und zum anderen folgt 0 < —uv(1 —x), also z € F*\(1+
©). Hiermit liefert (5.1.18) nun endlich v(s) = —v(y3) — v(1 — x). Der Beitrag

dieses Falls ist also gegeben nur fiir x € F*\(1 + ) als

o 0<v(1+y2ys) < —v(ys): v(s) = —v(ys) —v(l —2) und a € 72-(1 +
p—v(y3)—v(1+y2y3)).

Falls auch noch v(s) +v(1 — z) — v(1 + y2y3) < 0, dann ist (5.1.2) gleich-
bedeutend zu
—v(a) = v(s) +v(1 — 2) —v(x) —v(ys).

Aus den Voraussetzungen der Fallunterscheidung erhélt man insgesamt die
v(s)-Bedingungen

0 v(y2) —v(1 —2)
—v(ys3) } s vls) s { v(gl/+y2y3) —v(l—zx) (5.1.19)
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Aus den Bedingungen (5.1.2) bis (5.1.5) erhélt man Bedingungen an v(a):

—v(1 + y2y3) — v(s) } < v(a) < { —v(s) +vz) —v(l —x) .
—v(y2) —v(s) —v(s) +o(z) —v(1 = x) + v(ys)
(5.1.20)

Nun unterscheidet man weiter nach der Gréfle von v(ys):

Falls wv(y3) > 0: Man fiihrt zunéchst die Annahme v(y;) < 0 zum Wider-

spruch. Dann folgte aus (5.1.19) v(1 —2) < v(y2) < 0. Aus (5.1.20) folgte aber

v(l —2z) —v(x) <wv(y) <0, was fiir v(xz) < 0 einen Widerspruch ergibt.

Also ist v(ya) > 0. Damit schrumpft (5.1.19) zusammen auf 0 < v(s) < —v(1—

x), was x ¢ 1+ p impliziert. Die Bedingung (5.1.20) schrumpft auf —uv(s) <

v(a) < —v(s)+v(x) —v(l —z). Damit kann man die Bedingungen dieses Falls

formulieren: Einen nichtleeren Bereich gibt es nur fiir x € F*\(1+ ). Der ist

dann gegeben durch

v(y2) > 0 und v(ys) > 0:

« Fiir v(z) > 0: v(s) =0 und 0 < v(a) < v(x),

(
« Fir v(z) < 0: v(a) = —v(s) und 0 < v(s) < —v(z).

Falls v(y3) < 0, fihrt man die Annahme v(y2) > —v(y3) zum Widerspruch:
Aus (5.1.19) folgte nun v(1 —z) < v(y3) < 0, also v(x) < 0. Aus (5.1.20) folgte
0 <wv(z) —v(l —z)+v(ys), was man nur fiir v(z) > 0 erfiillen kénnte.

Also ist v(ya) = —v(ys3). Man zeigt, daB dann v(1 + yoy3) < —v(ys) nicht
moglich ist, denn aus (5.1.19) folgte wieder v(1 — z) < 0. Setzt man dies in
(5.1.20), so ergibt sich —v(y3) < v(1 + y2y3), Widerspruch.

Also ist sogar v(1 + yay3) > —v(ys). Dann lautet (5.1.19) —ov(y3) < v(s) <
—v(y3) — v(l — ), was nur fir x ¢ 1+ p erfiillt werden kann. Bedingung
(5.1.20) ergibt v(ys) —v(s) < v(a) < —v(s)+v(x) —v(l —x)+v(ys). Nun kann
man die Bedingungen dieses Falls angeben: Er liefert nur dann einen Beitrag,
wenn z € F*\(1 + p), und dann muf} gelten

o 0< —v(y3) < v(l+ yays):

x Fir v(z) > 0: v(s) = —v(y3) und 2v(y3) < v(a) < v(x) + 2v(y3),
x Fir v(z) < 0: v(a) = v(ys) — v(s) und —v(ys) < v(s) < —v(ys) —

v(x).

Nun sind alle Méglichkeiten, die unter den Bedingungen (5.1.2) bis (5.1.5) auf-
treten konnen, behandelt worden. Die moglichen Bereiche wurden jeweils mit
einem ,,e“ gekennzeichnet und wurden zu Beginn dieses Abschnitts zusammen
gefaflt.
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Berechnung des inneren Integrals
Aus den zu Beginn des vorigen Abschnitts aufgelisteten Bereichen berechnet
man das innere Integral fiir y € NN’, indem man iiber a € F'* integriert: Fiir
x € F*\(1+ p) ergibt sich:
X1 (1 =) vol* (o) (1 —¢")~"
((\v@)\ (1= 07 (Lop (1)L (95) + Lo (99)1 2t s (82))
+20° %1t (Y3) L Pvop (42) + 207 Lo, (Y3) L -1 (42)

H2q Wt ) (y3)1ysl(o;\awvw))(y?)) '

Fiir x € 1 + p ergibt sich:
xi(1 =) vol*(op)(1 —¢~)~"

<1F\p”(1z)+1 (12)0" 1 o) (y3) + L pvi-0 (42) "2 Lot (y3)

)

+]‘F\p*v(1*9~“)+l(y3)qv(y3)1p*”(93)+1(y2) + 1F\g,—u<1fz)(y3)qv(y3 1pfv(y3)+1(y2)

+qv(y3)+v(1+yzy3) 1F\p—v(171)+1 (y3) ].7y371(O;‘\(1+p—u(y3)7v(17m)+1)) (y2)

+qv(y3)+v(1+yzy3) 1F\p—u(171) (yg)17y3—1(0;‘\(14»@71)(3;3)711(171))) (yQ)) .

Im inneren Integral fiir y € NwN braucht man wegen der d&ufleren Funktion ¢o
sogar nur solche (ys,y3) zu betrachten, die —v(y3) < v(ys) erfiillen. Das ergibt
folgende innere Integrale:
Fir z € F*\(1 + p):

Xi(1 =) vol* (0f)(1 — ¢~ ")~

((Iv(wﬂ + 1)1 = ¢ ) Le g1 (12) Lo (43)

+2qv(y2)1p_”(y2)+l (y?))]'F\OF (y2) + 2‘JU(‘Z/E})lF\OF (y3)1g’_v(y3)+l(y2)> '
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Und fiir x € 1 + -
xi(1 =) vol* (o) (1 — ¢ )~

<1F\Wum>+1(y2)q”(y2)1pu<y2>+1(y3) + Lo (42) 0" 1 o1 (y3)
15\ -v1-0)+1 (yg)qv(yS)lpﬂ(yg)H (y2) + 1p\ova-a) (yg)qv(yS)lpw(%)ﬂ (y2)> .

Berechnung des dufleren Integrals

Diese inneren Integrale miissen nun gegen die duflere Funktion ¢; aufintegriert
werden. Dabei treten fiir x € 1 + p folgende Summanden auf: Die dufleren
Integrale im Fall x € 1+ p in der Reihenfolge ihres Erscheinens im inneren
Integral fiir y € NN, also fiir die duBere Funktion ¢, bis auf den Faktor

x1(b(1 — z)) vol* (0}):

(1—¢ ! / / Lo p-v1-0+1 (42) @ W Ly 1o v (y3) dya dys
=100 (b )b (=v(b) — v(1 — z) + 1) vol(op)?;

(=)™ //1”%\@”(1I)(y2)qv(y2)1b—10Fmp”(y2)(3/3) dys dys
= 1pv(17z>+1(b*1)|b*1| (—v(b) —v(l— :1:)) vol(or)?;

(1 - q_l)_l//lboFmp—u(y3)+1 (yg)q”(yB)lb_loF\p_v(l_z)H (yg) dyg dy3

= 1000 (D)b] (¢~ + v(b) — v(1 — z)) vol(op)?;

(1 - q_l)_l//lboFmp—v(yg’)-‘—l (yQ)qU(ys)1b—10F\p—v(l—z) (yg) dyQ dyg

=1 -0+ (0)[b] (¢ +v(b) — v(1 — ) — 1) vol(op)*;

(- //<1boF”931(02\(1+p”<y3)v<1z)+1))(92)qv(y3)+v(l+y2y3)-

16710F\p—v(1—z)+1 (yg) dyg dyg)
=100 (1 —2¢7" + (1= ¢ ")(v(b) — v(1 —2))) vol(op)?;
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(1 B q_l)_l / / 1b0Fﬁfy371(o;‘\(1+p—v(y3)—v(1—z)))(yQ)qU(y3)+v(1+y2y3)

'1b lop\p—v(d- z)(y3) dyQ dy?)
=1,00-01(0)[b](1 —2¢7" + (1 — ¢~ ") (v(b) — v(1 — z) — 1)) vol(oF)*;
Die &ufleren Integrale im Fall z € 1 + p in der Reihenfolge ihres Erscheinens

im inneren Integral fiir y € NwN, also fiir die d&uflere Funktion ¢,, bis auf den
Faktor x1(b(1 — x)) vol* (op):

(1—q" //]-b lop\p—v(- 41 (Y2)q" o 2)1bgaﬂga_”(y2)(y3) dys dys

= 1goa-n (b )|b|( (b) —v(l —z)+ 1)q—1 vol(op)%;

(1- q_l)_l//lbloF\p—vU—z) (yQ)qU(y2)1bpﬂp_”(y2)+1(y3) dya dys3

=1 ua-0+1(b)[b] (v(b) — v(1 — 2))g~ " vol(op)?;

(1—¢H™" //1b—1opmpv(y3>+1(y2)qv(y3)1bp\pv(lm>+1(y3) dy dys
=100 ()b (—v(b) — v(1 — x)) vol(op)*;

(1- ql)1//1b—1oFmpv(y3)+1(?/2)qv(y3)1bp\pv(lm) (y3) dyz dys
= 1o ()07 (—0(b) — o(1 — 2) — 1) vol(op)%;

Summiert man alle diese Beitrdge unter Beriicksichtigung des Vorfaktors

x1(b(1—x)) vol™ (o) auf, so erhélt man die translatierte Local Linking Number
zuzr €14 p als

<9, ( 8 (1) ) D >pcirp= x1(1 —z)x1(b) VOIX(O;) VOI(OF)2 .

(1 v(1— z+1( )|b|(2’0( ) 2(@(1—$>+1)+1)

1 oo (0B (—20(b) — 2(v(1 — 2) + 1) + 1)
+1 00— (b)[b] (20(b) — 20(1 — x) + 1)

1000 (b6 (=20(b) — 20(1 — z) + 1)).
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Das ist genau der Term, der in Beispiel 5.2 behauptet wurde.

Die auftretenden dufleren Integrale fiir die Summanden des inneren Integrals
fir x € F*\(1 + p) kann man fast alle aus denen fiir = € 1 + p ablesen, wenn
man dort v(1 — x) = 0 setzt. Die einzigen Ausnahmen sind fiir y € NN

/ / Lopron (U2)Lonrt0 (ys) dy dys = Lo, (Wb + 1o (b~ 1)[5~"]

und

[ [ Biorresst s 0300 om0 ) s = 1,001 — 7).

Einzige Ausnahme fiir y € NwN:

//1omb—loF (y2)Yoprwp(vs) dya dys = Lo (b)[blg ™" + Lo(b™)[b7].

Dabei wurde jeweils der Faktor vol(or)? auf der rechten Seite weggelassen.

Das innere Integrale liefert fiir diese Terme den zusétzlichen Vorfaktor y;(1 —
x)vol*(o}). Durch Summation aller Beitridge entsteht nun die translatierte
Local Linking Number fiir z € F*\(1 + p):

<9, ( 8 (1) ) @ >,= x1(1 — z)x1(b) vol* (o)) vol(or)? -

(10;(5)(|v($)| +1)(L+q7") + 1,(0)[b] (4v(b) + 2/v(x)])

+1,(b7 )b (—4v(b) + 2|U(a:)|)> .

Auch dies entspricht dem Term in Beispiel 5.2.

Bemerkungen

In Abschnitt 8.12 findet man eine Eigenschaft des Zusammenwirkens der bei-
den Variablen z und b, die man auch an diesem Beispiel ablesen kann: Der
Tréger in « wird durch |v(b)| >> 0 beliebig nahe zu 1 hin ausgedehnt. Fiir
festes b ist er natiirlich von 1 wegbeschrinkt, wie in Satz 2.7 bewiesen. Umge-
kehrt verkleinert ein x nahe 1 den Tréger in b hin zu |v(b)| >> 0. Insbesondere
ergeben sich hierbei Terme zur Asymptotik der translatierten Local Linking
Numbers fiir v(b) — £o0. Eine Grenze n so, daf eine translatierte Local Lin-
king Number als Funktion von b fiir |v(b)| > n ein bestimmtes Verhalten hat,
wird also im allgemeinen von v(1 — ) abhéngen.
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Auflerdem wird deutlich, daf§ die Translation eine Local Linking Number fun-
damental verdndert, denn die Local Linking Number < ¢,¢ >, fir ¢ =
X * 1aLs(or) Wie in Beispiel 5.2 ist schlicht

< ¢, ¢ >= Xl(l — .Z')lpx\(1+p) (.T)("U(.T)‘ + 1) VOIT\G(GLQ(O;)),

wie man aus dem Beispiel fiir b = 1 abliest.

Dieses Beispiel 5.2 wurde mit grofler Sorgfalt und derartiger Ausfiihrlichkeit
aufgeschrieben, weil es die Vorgehensweise der Berechnungen im Beweis von
Vermutung 5.4 vorwegnimmt. Wer nur einen Eindruck von diesem Beweis er-
halten und das hundertseitige Kapitel 8 nicht studieren mochte, erreicht dies
durch Beispiel 5.2.

Zudem baut Kapitel 7.2, in dem die Ergebnisse dieser Dissertation an der
lokalen Gross-Zagier-Formel quantitativ getestet werden, auf Beispiel 5.2 auf,
so daf} dessen sorgfiltige Darstellung nur redlich erscheint.

5.2 Vermutung und Beweisansatz

Es scheint, daf§ die bisherigen Ergebnisse das Verhalten der translatierten Lo-
cal Linking Numbers recht gut widerspiegeln: Der Tréger als Funktion von b
ist nicht mehr kompakt, man erhilt Faktoren yi(b)*!|b|*!. AuBerdem treten
Faktoren v(b) auf. Ich vermute aber, daf§ das hochstens linear moglich ist. Alles
in allem komme ich zu folgender Vermutung, die an dieser Stelle wohl eher wie
ein frommer Wunsch aussehen muf}, denn eine Vermutung.

Vermutung 5.4. Fir festes x haben die Local Linking Numbers

<¢,(8 ?)w>x

als Funktionen von b € F* die Form
31 () (Lon (0)1bl(a,10(8) + a,2) + AB) + Ln (b7 )6] (@ 10(8) +a2))

1 () (L (Bl (c1,10(8) + 1.2) + CB) + Ln (b7 (e 10(B) + ¢)).

mit geeigneten Konstanten ay ;, cy,; und lokal konstanten Funktionen A, C mit
kompaktem Trdager in F*.
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Dieses Verhalten entspricht dem, welches man auf der analytischen Seite findet
und somit fiir die geometrische Seite erhofft:
Zhang verwendet dort (Gleichung 3.3.6) als Pendant zur Translation die Pro-
dukte der Whittakerneuformen W(n,&,b) = Wy(bn)Wg(b). Fir b — 0 und
festes & und n gehen beide Argumente gegen 0, und aus den entsprechenden
Halmen (vergleiche Kapitel 3) liest man ab:

1Bl[€n[2 (croxa (bn) + caox (b0)) (c150(bE) + cap), falls X7 # 1

Wi(bn.b&) = 1
(bn. 6) { blléntxa (bn) (casv(bn) + can)(capv(bE) + car), falls 2 = 1

Ist x1 nicht quadratisch, so haben die Whittakerprodukte fiir b — 0 genau die
Form der translatierten Local Linking Numbers. Ist y; quadratisch, so sind
die translatierten Local Linking Numbers linear in v(b), die Whittakerproduk-
te lassen jedoch auch quadratische Terme zu. Also wird dann der wesentliche
fithrende Term durch die Translation nicht verwirklicht. Fiir ein Matching mit
den Whittakerdaten benotigt man somit noch einen anderen Operator als die
Translation. Ein solcher wird in Kapitel 6 gegeben.

Vermutung 5.4 ist tatséchlich ein Theorem und gemessen an Gewagtheit und
Aufwand das Hauptresultat dieser Arbeit. Der Beweis, der der Lesbarkeit hal-
ber in Kapitel 8 ausgelagert wird, besteht aus brutalen Rechnungen. Hier sei
sein Vorgehen skizziert:

Der Teil der Local Linking Numbers, der die schwierigen Terme erzeugt, ist
das innere Integral

/T ot~y (x)ty) dt.

Das duflere Integral berechnet sich, wenn das innere Integral einmal gefunden
ist, relativ unkompliziert. Um Aussagen iiber das innere Integral zu machen,
vereinfacht man die Funktion ¢ soweit wie moglich: ¢ hat modulo T" kompakten
Tréager. Untersucht man im folgenden diese Funktion lokal modulo T, so weifl
man, daf sie sich immer aus endlich vielen solchen lokalen Teilen zusammen-
setzen lafit. Aussagen iiber das Verhalten aller dieser lokalen Teile iibertragen
sich somit direkt auf die allgemeinen Local Linking Numbers.

Es sei z aus dem Triger von ¢. Da z in TNN’ oder TNwN liegt, kann man

modulo T’
( 1 + 2923 29 )
z =
z3 1

( 21 -1+ 2124 )
z =
1 Z4
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annehmen. Eine Unterscheidung danach, ob die z; gleich null sind oder nicht,
gibt acht verschiedene Typen von z. Da ¢ modulo T lokal konstant ist, gibt es
ein von z abhéngiges m > 0 so, daf fiir

U. — 1+22z3+pm ZQ“‘@m
¢ 23+ ™ I+ ™

beziehungsweise
. — ( 21+pm —1+le4+pm )
z 1+ pm 24 + pm

o(U,) = ¢(z) gilt. Insbesondere ist m so groB, daB U, C G. AuBlerdem kann
man m so grofl machen, daf fiir z; # 0 immer |v(z;)| < m gilt (beziehungsweise
auch fiir 1+ 2923 # 0 oder —1+42124 # 0, dal [v(142923)| < m, [v(—142124)] <
m). Leicht rechnet man nach, daf§ m sich auch noch so grofl machen 148t, dafl U,
fundamental ist. In Kapitel 8 werden noch weitere Bedingungen an m gestellt,
die aber hier noch nicht von belang sind. Nun sieht ¢ lokal aus wie ¢, := x-1p.,
ist sogar endliche Summe von solchen ¢,. Das Verhalten des inneren Integrals
ergibt sich also aus dem Verhalten der Integrale

/T ¢ (t~ "y (2)ty) dt.

Man reduziere weiter den Trager von ¢ wie anfangs skizziert auf einen modulo
T kompakten Teil von entweder TNN’ oder TNwN, um y handhabbar zu
machen. Dann kann man ohne Einschréinkung fiir y entweder

1+vyys vy i —1+ vy
= oder y =
Y ( ys 1 Y 1 Ya
schreiben.

Das gibt zusammen mit den acht Typen fiir z nun 16 innere Integrale, deren
Verhalten man studieren mufl, wenn man Aussagen iiber das allgemeine inne-
re Integral machen mochte. Kapitel 8 beschéftigt sich ausschlieSlich mit deren
Berechnung und den daraus resultierenden Local Linking Numbers.

Der Vollstéandigkeit halber sei hier die Vorgehensweise einer solchen Integral-
berechnung skizziert: Damit fiir ein ¢~ 'y(x)ty der Wert ¢, (¢t~ 'y(x)ty) ungleich
null ist, mufB es ein (r,s) € T geben so, daf

(r, )t ' y(2)ty € U.. (5.2.1)

Der Wert ist dann gleich x;'(r)x1(s). Die zuldssigen ¢t~'~(z)ty driickt man
in Bedingungen an ¢t = (a,1) durch y; und x, die Bedingungen an y; durch
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x aus. Dann kann man integrieren. Die Bedingung 5.2.1 sei hier noch fiir die
verschiedenen y und z ausgeschrieben:

Gleichung (I): Sei y € NN’ und z € NN":

—r(1+yoyz — a twys) r(—y2 +a'z) 1+ 2023 + ™ 25+ @™
—s(a(l + yoys) — y3) s(1 — ays) z3 + ™ I+ ™

Gleichung (II): Sei y € NN’ und z € NwN:

—r(1+yays — a tzys) r(—ys +a'x) 21+ ™ =1+ 2124 + ™
—s(a(1 4 y2y3) — y3) 5(1 — ays) 14+ ™ 24+ ™

Gleichung (III): Sei y € NwN und z € NN":

r(—y1 +a'z) (1 —yiys+a tysx) 1+ 2023 + ™ 20+ ™
s(1 —ayy) s(ys + a(l — y194)) 23+ @™ 1+ ™

Gleichung (IV): Sei y € NwN und z € NwN:

r(—y1 +atz) r(l —yys +a tyuw) (AT ™ —1 4 2124 + ™
s(1 —ayy) s(ys + a(l — y1ya)) 1+ ™ 24+ ™

Die Bedingungen fiir die beiden Arten von y &hneln sich sehr. In Kapitel 8.1
werden Gleichung (IIT) und (IV) auf (I) und (II) zurtickgefiihrt.
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Kapitel 6

Ein Matchingoperator

Wie in Kapitel 3 ein Matching zwischen Produkten von Whittakerfunktionen
(siehe Definition 1.14) und den Local Linking Numbers angegeben wurde, soll
nun eine dhnliche Aussage iiber die Translate W (bn, b¢) dieser Produkte um
b € F* mit v(b) > 0 und den Local Linking Numbers angegeben werden,
auf die ein bestimmter Operator T, wirkt. Zunéchst soll die Asymptotik der
Translation dieser Whittakerprodukte exakt dargestellt werden.

Satz 6.1. Die Whittakerprodukte W(bE,bn) aus Definition 1.14 haben fiir b —
0 und beliebiges, aber festes & sowie n =1 — & das folgende Verhalten.
(a) Im Fall eines nichtkompakten Torus T = F*\(F* & F*):

bl1€n1 (c1xa (bn) + cax " (m) (esv(b6) + ca), - falls X3 # 1
[bl1En12 xa () (cxv(bn) + e2) (esv(b6) +ca), falls xf =1

(b) Im Fall eines kompakten Torus T = F*\K*, wobei K/F' eine quadratische
Korpererweiterung ist: Falls x nicht tiber die Norm faktorisiert, so ist

Wt = {

W (bn, b¢) = 0.
FEuxistiert ein Charakter x1 von F* so, daff x = x1 0N, so gilt

W (b, b€) = |bl1€n|2 x1(bn) (c1 + cow(b€)) (es1pmaq—a)n(b) 4 calgma—z)=n(b)),
wobei z € F* keine Norm ist und ¢;, i = 1,...,4, Konstanten.

Beweis: Fiir b — 0 gehen die beiden Argumente b¢ und bn gegen 0, und aus
den entsprechenden Halmen der Kirillovmodelle (siche Abschnitt 3) liest man
die Behauptung direkt ab.

Es sei daran erinnert, dafl im Falle eines nichtkompakten, also zerfallenden
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Torus die Eigenschaft des Charakters y = (x1, x; ') iiber die Norm zu faktori-
sieren dquivalent dazu ist, daB x? = 1 gilt (Lemma 1.9).

Die in Kapitel 4 und 5 bislang untersuchte Translation der Local Linking Num-
bers stellt in dem Fall, dal der Charakter x des Torus 7T nicht iiber die Norm
faktorisiert, einen guten Operator fiir das Matching dar: Sowohl im kompakten
wie auch im nichtkompakten Fall unterliegen die translatierten Linking Num-
bers der Asymptotik der Whittakerprodukte fiir b — 0. Ist der Torus kompakt,

dann ist ;
0

fiir b nahe null (siehe Satz 4.2). Ist 7" nichtkompakt, so ist

<¢,(8 ?)w>x

— abgesehen von Faktoren der Form xi*(b)|b] — ein Polynom vom Grad eins in
v(b) (siehe Vermutung 5.4).

Wenn also y # x1 o N, dann wird dadurch sogar die gesamte charakteristische
Asymptotik der Whittakerprodukte widergespiegelt (vergleiche Satz 6.1).
Faktorisiert jedoch y iiber die Norm, so werden wesentliche Teile der Asym-
ptotik nicht durch die Translate der Local Linking Numbers verwirklicht: Im
kompakten Fall haben diese Translate immer kompakten Trager, die Whitta-
kerprodukte nicht. Im nichtkompakten Fall haben die Linking Numbers immer
hochstens Grad eins, die Whittakerprodukte aber Grad zwei in der Bewertung
von b. Dabei haben gerade die Produkte der Whittakerneuformen, die bei
Zhang durch Local Linking Numbers ausgedriickt werden, diese quadratische
Asymptoktik (Zhang [Zh1], Lemmata 4.2.3 und 4.3.1).

Im Fall y = x;0N ist die Translation also noch kein wiinschenswerter Operator,
um die gesamte Asyptotik sichtbar zu machen. Hier soll ein neuer Operator T
eingefiihrt werden, der diese Asymptotiken besser verwirklicht und gleichzeitig
die guten Eigenschaften der Translation im Fall, daf§ x nicht iiber die Norm
faktorisiert, erhélt. Hierzu mufl man sich auf den folgenden ,unverzweigten®
Fall beschrénken:

Voraussetzung 6.2. Es sei D eine zerfallende Algebra, also G isomorph zur
PGLy(F). Es sei K/F eine unverzweigte Erweiterung, zerfallen oder nicht,
und der Charakter x sei unverzweigt.

Diese Voraussetzung ,,volliger Unverzweigtheit” wird von fast allen Lokalisie-
rungen einer Divisionsquaternionenalgebra iiber einem Zahlkorper erfiillt.
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Der Operator T, wird zunéchst fiir den nichtkompakten und fiir den kompakten
Fall separat konstruiert, aber Lemma 6.13 zeigt, dafl es sich dabei um zwei
Auspragungen desselben Operators handelt.

6.1 Konstruktion fiir den nichtkompakten Fall

Im folgenden wird ein Matchingoperator in den Féllen angegeben, in denen
der Torus T nichtkompakt ist, das heifit wenn K/F' zerfillt. Nach Vorausset-
zung 6.2 wird angenommen, dafl der Charakter y unverzweigt ist. Dies ist an
fast allen Stellen erfiillt. Dann sei M > 0 die Ordnung von y. Es gilt also
x1(m)™ =1, und M ist minimal mit dieser Eigenschaft.

Die Translate der Local Linking Numbers als Funktionen in 5 € F* (statt b)
aus Vermutung 5.4 bestehen aus zwei Summanden, einem mit Vorfaktor y; (/)
und einem mit Vorfaktor x; ' (3):

<¢>,(§ ?)w>x <¢>,(ﬁ 0)w>*+<¢,<ﬂ O)w>

wobel

<¢,(ﬁ 0) W >t=a(B)- (6.1.1)

(Lo BBl a0(8) + e1.2) + C1(B) + 1n (7181 (A 10(8) +d. )
und

<, ( b0 ) b >m=x(B) - (6.1.2)

(%n(ﬁ)\ﬂ!(a,w(ﬂ)+cf,z)+6l(ﬁ) o (BB (A 10(B) +d_)).

Der Operator Ty, v(b) > 0, setzt sich zusammen aus zwei Operatoren, die
jeweils mit einem dieser beiden Summanden arbeiten:

Ty = %(T;JF’JI‘;). (6.1.3)

Dabei werden die Teiloperatoren Ty wie folgt definiert: Fiir ¢,¢ € S(x,G)
setze

vO) =1y v(b)—i
X7 (m T 0
T} < ¢,0 >pi= 1(().<¢>,( 0 1).w>$

”/TU b)fz‘
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und

v(b)—1i 0 3
Ty < 6,4 >pi= Z‘v@ ¢>,(”O 1).w>$

Ist x quadratisch, so fallen T;” und T, zusammen. Daher der Faktor % in der
Definition (6.1.3). Der Operator T, besteht im wesentlichen aus der Summe
tiber Translationen mit Elementen § der Bewertung v(8) = 0,...,v(b). Die
Gewichtung mit |3~ stellt eine Normalisierung dar. Der Vorfaktor x;(m)*
sorgt dafiir (siehe den Beweis von Satz 6.3), dafi das Ergebnis unabhéingig von
der Restklasse von v(b) modulo M ist. Denn man beachte, dal man T; auch
umsummieren kann zu

Mo MG

o(b)-Mj—k
" v
Tb < ¢7¢ > = Z Z ‘ﬂ-v(b) Mj k“ < ¢ ( 0 ) ﬂ) >

Satz 6.3. Der Charakter x sei unverzweigt und es sei M die Ordnung von
X- Weiter sei x € F* beliebig, aber fest. Dann gibt es zu ¢, € S(x,G) eine
natirliche Zahl n(¢, ) so, daf fir alle b € F* mit v(b) > n(¢,v) gilt

Ty < ¢, ¢ >,= x1(b) (alv(b) + ag) +x;(b) (agv(b) + a4),
falls x¥ # 1. Im Fall x? = 1 erhdlt man
Ty < ¢,1 >,= x1(b) (aov(b)2 + av(b) + ag).
Dabei sind ag, . .., as durch ¢ und 1) bestimmte Konstanten.

Bemerkung 6.4. Es gibt einen T, eng verwandten Operator, der auch Trans-
lationen um [ mit —v(b) < v(B) < 0 einbezieht. Er leistet genau dasselbe wie
Ty, ist aber in seiner Symmetrie fiir Anwendungen (vergleiche Abschnitt 7.2)
manchmal praktischer. Es sei

Se=~(Sf+5S;),

Hkli—‘

mit

—1)%i (—1)* (u(b) i)
X T 0
Si < ¢, b >pi= E E 1\7T“(b < ¢, ( 0 . ) >+

s=0,1 +=0
und
U(b) 71)52' _1 s b .
- . xi(m)! a0 @O~ -
Sb <¢,w>x.—z W<¢’< 0 1 'w>l'
s=0,1 =0
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Der Summand zu s = 0 ist der Operator %Tb. Es gilt mit durch ¢ und
bestimmt Konstanten aq, ..., ay

Sy < 6,9 >o= x1(b) (a10(b) + a2) + x1" (b) (a0 (b) + aa),
falls x¥ # 1, und
Se < ¢, >,= x1(b) (aov(b)2 + av(b) + ag),
falls x? = 1.

Beweis von Satz 6.3: Ich weise diese Asymptotik fiir T, nach. Es sei
n(¢, 1) := n die Schranke aus der Asymptotik der translatierten Local Linking
Number aus (6.1.2). Es sei v(b) > n. Man unterscheidet die Summanden in
T, < ¢,v >, danach, ob der Exponent v(b) — i kleiner ist als n oder nicht. Ist
v(b) — i < n, so ist

Wv(b)_i 0 — — v(b)—1 v(b)—1
<o (7Y ) e,
Dabei ist C'_ eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Trager. Setzt man

Y XC(B)
-0 ="

so beschreibt C_ wiederum eine lokal konstante Funktion mit kompaktem
Tréager. Nun kann man den Teil des Operators T, , in dem der Exponent v(b) —i
jedes Summanden kleiner ist als n, vereinfachen:

v(b) ; .
x1(m)* av®=i _
B e N

t=v(b)—n+1

C-(9),

n—

v(b) 1
= Y xa®C_ (@O =xi(0)> C(a).  (6.1.4)
i=v(b)—n+1

=0

Diese letzte Summe ist unabhéngig von b und somit gibt dieser Teil des Ope-
rators T, einen Beitrag der Form x4 (b) - const. Hierin liegt der Grund, weshalb
in der Definition des Operators T, mit 7°®)=% und nicht mit br~* translatiert
wird. Denn da man nicht weifl, ob C_(3) sogar konstant auf den Niveaus v([3)
ist, kann nur so sicher gestellt werden, daf§ die Summe (6.1.4) abgesehen vom
Faktor x;(b) unabhéngig von b ist.

Es bleibt, den Teil

v(b)—n

X1(m)’ v=i B
Z |ro®)—i < ¢, < 0 1 ) W >, (6.1.5)

1=0
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von T,” < ¢,1 >, zu untersuchen, in dem alle Exponenten v(b) —¢ gréfier oder
gleich n sind. Mit (6.1.2) kann man hier schreiben

7.‘.U(b)—i O 3 B ; » . . .
<9, ( 0 1 ) W >T= T (O 7O (e (0(b) — )+ a).

Damit vereinfacht sich (6.1.5) zu

) Z Xl(w)%(c_,l(v(b) —1i)+ C_72> (6.1.6)

Um (6.1.6) zu bestimmen, mufl man unterscheiden, ob x; quadratisch ist oder
nicht.
Es sei zunéchst y; quadratisch. Dann findet man fiir (6.1.6)

v(b)—n 4
X106 D, xa(m)* (e—a(v(b) —i) +c—p)
(c_1v(b) + c—2)(v(b) —n+1)
b)cJ%(v(b) — ) () —n+ 1).

Das ist genau die behauptete Asymptotik.

Es sei nun x? # 1. Die Ordnung M des Charakters y; ist also groBer als
2. Indem man die Schranke n gegebenenfalls vergrofiert und die Funktion C_
angleicht, kann man annehmen, dafi M ein Teiler von n ist, und somit x; ()" =
1 erfiillt ist. Damit berechnet man (6.1.6):

v(b)—n '
X1 (b) X1(m)* (e 1 (v(b) —4) + ¢ 2)
— xa(bm) = xi ' (br) e ~1 U(b)_ni )2
= (c—av(b) + c-2) ) — i) () ; x1(m)
e 0D ) nmeb) —n )
=t ed)T O T m T - @)
x1(bm?) —1

il s [ d N i1 N (N4 1)x Nz —1) — (2Nt —1)
sz-(dQCZx ) Zx x - @17 )
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Somit erfiillt auch der Fall x3 # 1 die Behauptung.

Die Aussage fiir T} erhilt man aus der fiir T, , indem man dort x; ! durch i,
C_ durch C und c_; durch c; ; ersetzt und Vorzeichen aufnimmt.

Beweis von Bemerkung 6.4: Es reicht wieder, die Behauptung fiir einen
Teil, etwa S, , zu zeigen und dort fiir s = 1, denn der Summand mit s = 0 ist
gerade der Operator Ty. Fiir s = 1 bemerkt man, daf

X1 (m) T T (A DO = g (b)x ()

Nun schreibt man den Beweis (zu Satz 6.3) fiir T, ab, wobei man y; durch
x;' und c_; durch d_; ersetzt.

Korollar 6.5. T, ist ein Matchingoperator. Das heif$t: Abgesehen vom Faktor
]ben\% haben die Funktionen Ty, < ¢, >,, ¢,¥ € S(x,G), fir festes x
dieselbe Asymptotik fiir v(b) — oo wie die Whittakerprodukte. Dasselbe gilt fir
den Operator Sy.

Beweis: Vergleiche die Asymptotiken in Satz 6.3 beziehungsweise Bemer-
kung 6.4 mit denen aus Satz 6.1(a).

Bemerkung 6.6. FEs ist nicht anzunehmen, dafs es sich in Korollar 6.5 um
ein vollstindiges Matching handelt vergleichbar dem in Satz 3.1. Die Vielfalt
der zur Verfiigung stehenden Local Linking Numbers lafst vermuten, dafS fiir
beliebige Konstanten a, . .., as beziehungsweise ag, . . ., as Funktionen ¢ und 1
gefunden werden kénnen, fir die T, < ¢,v >, die Gleichung aus Satz 6.3 mit
Koeffizienten a; erfillt (beziehungsweise fir die S, < ¢,v¢ >, die Gleichung
aus Bemerkung 6.4 mit Koeffizienten a; erfillt). Die Whittakerprodukte besit-
zen jedoch eine Faktorisierung (vergleiche Satz 6.1 (a)), die eine Beziehung
zwischen den Koeffizienten voraussetzt. Demnach gilt vermutlich

(W (b0, b6)} S {Ibl[En]ZTy < ¢, >, }

beziehungsweise

(W (b0, b6)} S {[bl1En|ZSy < 6,9 >, }.

AbschlieBend noch folgende Uberlegung: Man kann sich die Frage stellen, ob
man — &dhnlich wie bei Orbitalintegralen — die translatierten Local Linking
Numbers zerlegen kann in eine Summe bestehend aus einem ,,stabilen* und
einem ,instabilen“ Summanden. Das grofite Problem bei solchen Aussagen ist
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im Fall der Local Linking Numbers, dal man zwei Funktionen, ndmlich die
innere Funktion ¢ und die duflere Funktion ¢, kontrollieren muf, im Gegen-
satz zu einer einzigen Funktion wie im Fall der Orbitalintegrale. Man kann
hier trotzdem eine Art Aussage treffen, allerdings nur unter einer bestimmten
Annahme, die Vermutung bleiben muf}. Dazu benétigt man

Lemma 6.7. Der Term hochster Potenz in v(b) wird in Ty < ¢, >, durch
die Terme hichster Potenz in v((3) in den Summanden < ¢, g (1) ) >,
erzeugt. Insbesondere ist fiir Funktionen ¢o derart, daff das innere Integral
kompakten Triger hat, Ty < ¢o, >, vom Typ O(1), falls x? # 1 (beziehungs-
weise O(v(b)), falls x? = 1). Dasselbe gilt fiir Sy.

Beweis: Man schlage im Beweis von Satz 6.3 nach: Der Term v(b) (bzw. v(b)?)
in T, < ¢,v >, trigt den Koeflizienten c_ ;, also den Koeffizienten von v(5)
in < ¢, ( g (1) ) 4 > (siehe (6.1.2)).

Da fiir Funktionen ¢, deren inneres Intergal kompakten Trager hat, die Trans-

lation die Gestalt
A (0) (a1 100 (8)18] + Ao(8) + a1 (571)]8])

hat (vergleiche Satz 5.1), folgt die zweite Behauptung sofort. Die Aussage fiir
Sy liest man wie im Beweis von Bemerkung 6.4 aus der fiir T} ab.

Nimmt man somit an, dal der Vorrat der Funktionen ¢, derart, daf} das in-
nere Integral kompakten Tréger hat, ,,geniigend reichhaltig® ist, so ist jede
translatierte Local Linking Number (bis auf eine multiplikative Konstante)
die Summe einer speziellen, den Term hochster Potenz erzeugenden, und einer
aus einer Funktion ¢q entstehenden translatierten Local Linking Number.
Die spezielle translatierte Local Linking Number kann man dabei fest wéhlen,
etwa als < ¢, B.¢p >,, wobei ¢ = x - 1y und U die maximale kompakt offene
und fiir x fundamentale Untergruppe von GLy(F) ist (vergleiche Beispiel 5.2).
Dafl der Vorrat der Funktionen ¢ ,,geniigend reichhaltig® sein soll, bedeutet,
daBl der Unterraum der translatierten Local Linking Numbers, der von solchen
mit inneren Funktionen ¢y erzeugt wird, der gesamte Unterraum von nicht
maximaler Ordnung ist. Dies ist vermutlich der Fall, aber ein exakter Beweis
erforderte genauere Aussagen iiber das Zusammenwirken der beiden Variablen
2 und b.
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6.2 Konstruktion fiir den kompakten Fall

Hier wird ein Operator T} fiir den Fall angegeben, dafi der Torus 7' = F*\ K~
kompakt ist, also in dem Fall, in dem K/F eine Korpererweiterung ist. Wie in
Voraussetzung 6.2 wird hier angenommen, dafl sowohl diese Koérpererweiterung
als auch der Charakter y unverzweigt ist. Der quadratische Charakter zur
Korpererweiterung wird wie gehabt mit w bezeichnet. Da y unverzweigt ist
und trivial auf F*, gilt sogar x = 1. Es seien ¢ und ¢ aus S(x, G). Weiter sei
7 ein beliebiges festes Uniformisierendes von F und [ € F*\N keine Norm.
Man definiert fir v(b) > 0

2O (b1 — ) me®—i
Tb<¢,¢>$:=;%<¢,( 0 1).;z)>gc.
Satz 6.8. Es seien ¢ und ¢ Funktionen aus S(x, G). Es sei K/F eine unver-
zweigte Korpererweiterung und x ein unverzweigter Charakter von T. Weiter
sei x € N := Ng/p(K*™) beliebig, aber fest. Es sei z € F*\N beliebig. Dann
gibt es eine natirliche Zahl n = n(¢, ) und Konstanten ¢; = ¢;(¢, ), i = 1,2,
so, daf$ fiir alle b € F* mit v(b) > n gilt

P]Iqb < ¢> ¢ == Cl]-ga"ﬂ(l—;r)N(b) + 02]—p”ﬂ(1—$)zN(b)-

Bemerkung 6.9. Wie im nichtkompakten Fall ist es fiir Anwendungen manch-
mal praktischer, in den Operator auch negative Bewertungen mit einzubezie-
hen. Deshalb definiert man

v(b) s .
b(1 — x))*s O ORI
Sp < ¢, 1 >q4i= Z Z W(b) 2— < 0, ( 0 L) >

s=0,1 =0

Unter den Voraussetzungen von Satz 6.8 verhdlt sich der Operator S, wie Ty,
das heifit fiir festes x € N gibt es Konstanten ¢}, i = 1,2, derart, daf fir alle
be F* mitv(b) >n gilt

Sb < ¢7 ¢ >g= Clllp"ﬂ(lfx)N(b) + Célp”ﬁ(lfx)zN(b)‘

Bemerkung 6.10. Die Abhdingigkeit der Operatoren Ty, und Sy von (1 — x)
scheint zundchst etwas verwunderlich, da gleichzeitig x ja festgehalten wird.
Allerdings tritt dieser Term in allen folgenden Anwendungen auf natiirliche
Weise auf. Ty, und Sy sind nur zwei von vielen maoglichen Operatoren. Welcher
Operator tiberhaupt optimal wdre lieffe sich, wenn eine solche Aussage denn
sinnvoll wire, erst dann angeben, wenn das Zusammenspiel der beiden Varia-
blen x und b in den translatierten Local Linking Numbers gekldrt wdre. Fiir
das Beispiel (siehe Kapitel 7.2), auf das wir einen Operator anwenden wollen,
1st Sy aus Beispiel 6.9 eine richtige Wahl.
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Beweis von Satz 6.8: Nach Satz 4.2 sind die translatierten Local Linking
Numbers hier lokal konstante Funktionen mit kompaktem Trager in F'*. Es
existieren somit endlich viele Stiitzstellen a; € F'*, Koeflizienten d,, € C und
ein m > 0 mit denen man schreiben kann

< ¢, ( 6 0 ) w > = Zdaz CLz 51gnv az)]_az(l-i-go )(ﬁ) (621)

Man kann annehmen, da8 in dieser Summe alle 77/ mit — max{|v(a;)|} < j <
max{|v(a;)|} als Stiitzstellen auftreten, indem man gegebenenfalls d,; = 0
setzt. Es sel nun n := max{|v(a;)|} + 1. Man rechnet fiir v(b) > n:

o)
Ty < 6,0 >0 = D wbl =)' Y daLaspm (77

i=0 j
v(®) ‘

S SEUIEEII S RS
=0 l=—n+1

n—1
= Y daw(b(l — z))" O
=0

= ]_N(b(l — .CE)) idﬂ.l
=0

n—1 n—1
—1.n(b(1 — 2))w(l — ) do— Y da |,
l ée:rgde l urfg;erade

denn fiir b(1 — 2) € 2N ist w(b(1l — 2))*® = (=1)*®) = w(b) = —w(l — 2).
Setzt man nun

n—1
C1 = Z d,rl
=0
und
n—1 n—1
¢y = —w(l —x) Z d — Z da |,
l ge:rgde l uég_egade

so folgt die Behauptung.

Beweis von Bemerkung 6.9: Man geht ganz analog wie im Beweis von
Satz 6.8 vor und findet die Konstanten

n—1

1
/o
cp = 5 Z(dﬂz + d,rfz)

=0
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und

n—1 n—1
1
6,2 = éw(l - :L‘) Z (dﬂ.—l - dﬂ.l) - Z (dﬂ.—l - dﬂ.l)
l ée:rgde l unlg:e(r]ade

Lemma 6.11. Es sei v € N = Ng/p(K*) beliebig, aber fest, und es seien

§ = undn = ﬁ Dann exisitieren a,as € C so, daf§ die Translate
der Whittakerprodukte fir b € F* mit v(b) > n im Fall einer unverzweigten

Kérpererweiterung K/F und x = 1 die vereinfachte Form

W (b, b€) = [b][€n]2 (a1 1gnng—z)n (D) + aslgnrazyn(D))

haben.

Beweis: Setzte in Satz 6.1 (b) a1 := (¢1 + cow(€))es und ag := (¢1 — cow(§))cy.

Aus Satz 6.8 und Lemma 6.11 folgt unmittelbar

Korollar 6.12. Unter den Voraussetzungen aus Satz 6.8 sind Ty, und Sy
Matchingoperatoren. Das heifit, dafs die Asymptotiken fir v(b) — oo wvon
Ty, < ¢,¢ >, (beziehungsweise S, < ¢, >,) und W(bn,b§) bis auf einen
Faktor |b||€n)2 dieselben sind.

6.3 Zusammenfassung

AbschlieBend soll noch gezeigt werden, dafl die Operatoren T, wie sie im kom-
pakten Fall und im nichtkompakten Fall einzeln definiert werden, als verschie-
dene Auspriagungen eines einzigen Operators angesehen werden kénnen. Dazu
definiert man fiir v(b) > 0

X7 (m)iwb(l - me®—i
TE < ¢, >p= )y = ( ?WU((b)(_i‘ V' ( W >E

1=0

und setzt |
T, = 5(’]?; + ’JI‘;).

<¢>,(§ 2)-¢>?E
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seien im nichtkompakten Fall wie in (6.1.1) und (6.1.2) definiert. Falls 7" kom-
pakt ist, dann fallen sie zusammen zu

co 2 0) o

Weiter definiert man

v(b) 10 \(=1)% _)its
SE < 6,0 >, i 22@ (0 w1 — o))

|7TU(b)—z‘
s=0,1 i=0

(D) @b)-1)
s

1
Sy = 1 <Sb+ + Sb‘).
Lemma 6.13. Der Operator Ty, spezialisiert sich im kompakten Fall zu Ty, aus
Satz 6.8 und im nichtkompakten Fall zu Ty, aus Satz 6.3. Ebenso spezialisiert
sich Sy 1m kompakten Fall zu Sy aus Bemerkung 6.9 und im nichtkompakten
Fall zu Sy aus Bemerkung 6.4.

und setzt

Beweis: Im kompakten Fall ist K/F nach Voraussetzung unverzweigt und
somit x = 1. Im nichtkompakten Fall zerfallt die Erweiterung K/F, also ist
w = 1.

Setzt man Lemma 6.13 mit Korollar 6.5 und Korollar 6.12 zusammen, so erhélt
man

Satz 6.14. Es sei die Voraussetzung 6.2 erfillt. Dann haben fiir festes x die
Local Linking Numbers Ty < ¢, >, (beziehungsweise S, < ¢, >, ) bis auf
den Faktor |b||¢n|2 dieselbe Asymptotik wie die Whittakerprodukte aus Satz 6.1.

Es gibt also Operatoren, die auf der geometrischen Seite die Aufgabe des ana-
lytischen Operators iibernehmen. So definiert der Raum der Local Linking
Numbers, auf die der Operator T, (oder S;) wirkt, einen Teilraum in den
Whittakerprodukten, auf die der Heckeoperator wirkt. Dieser Teilraum reali-
siert die Asymptotik fiir v(b) — oo total. Obwohl nicht abschlieend geklért
werden kann, ob dies ein echter Teilraum ist, oder er die Whittakerprodukte
voll ausschopft, kann man, da die Asymptotik wesentlich ist, auch hier von
einem Matching der involvierten Rédume reden.
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Kapitel 7

Vergleich mit dem Zhangschen
Operator

Als Beispiel fiir die Wirksamkeit der in dieser Arbeit vorgestellten Betrach-
tungsweise sollen hier die wesentlichen Teile der Zhangschen lokalen Gross-
Zagier-Formel mit Hilfe des in Kapitel 6 definierten Operators neu formuliert
werden.

Da hierfiir quantitative Resultate aus [Zhl] zitiert werden miissen, die dort
an einigen Stellen nicht exakt sind, sollen diese Resultate hier noch einmal
bewiesen werden. Dabei folge ich in den Beweisen zu den Local Linking Num-
bers nicht [Zh1], sondern einer Uberlegung, die ich Uwe Weselmann verdanke.
Gleichzeitig konnen die Aussagen so auch ohne Ubersichtlichkeits- und Uber-
setzungsprobleme unter Benutzung meiner Bezeichnungen referiert und mit
meinen Ergebnissen verglichen werden.

Die lokale Gross-Zagier-Formel in [Zh1] setzt die Produkte lokaler Whitta-
kerneuformen in Beziehung zur Local Linking Number resultierend aus einer
speziellen Funktion ¢. Diese Funktion ist in der Schreibweise von Definition 1.7
gegeben durch

¢ =X 1RX7
wobei R* die Einheitengruppe der Ordnung

R=1+ W;((X)OK + emhoox

in der Quaternionenalgebra D ist. Darin ist | > ¢(x) eine ganze Zahl, die
bestimmt wird durch

- kgV(v(N), c(x)?), falls K/F unverzweigt
| 0, falls K/F verzweigt '
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Fast immer gilt also [ = 0. In diesem Fall ist R* die maximale kompakt offene
Untergruppe von D*. Per Definition ist R* fundamental fiir y, und somit ¢
wohldefiniert.

Die spezielle Local Linking Number ist nun gegeben durch

< de)ad) >z -

Der noch zu definierende Operator T} (vergleiche [Zh1], Gleichung 4.1.21)
wird dort ,,Heckeoperator” genannt. Seine Definition ist explizit abhéingig von
der Funktion ¢. Er ist nur genau an den Stellen nicht die Identitét, fiir die die
folgende Voraussetzung erfiillt ist.

Voraussetzung 7.1. Es sei D eine zerfallende Algebra, also G isomorph zur
PGLy(F). Es sei K/F eine unverzweigte Erweiterung, zerfallen oder nicht,
und der Charakter x sei unverzweigt.

Dies ist dieselbe Voraussetzung wie 6.2. Insbesondere ist an diesen Stellen
[ =0, also R* = GLy(oF) die maximal kompakte Gruppe. An einer Stelle, die
diese Voraussetzung 7.1 erfiillt, wird T, dann wie folgt definiert: Es sei

H(b) := {g € Ma(or) | v(det g) = v(b)}.
Dann setzt man ([Zh1] Gleichung (4.1.22))

Tuvo(g) := ¢(hg) dh. (7.0.1)
H(b)
Dies ist nur deshalb wohldefiniert, weil ¢ im wesentlichen die charakteristische
Funktion der maximal kompakten Gruppe R* = GLy(op) ist. Die Menge H (b)
kann man als disjunkte Vereinigung von Nebenklassen schreiben

H) = ( o ; ) ( o ) GLs(or),

die iiber jeweils ein Vertreterpaar (yi,ys3) € op X op mit v(yiy3) = v(b) und
Yo € o "W Jop lauft. Hier wird die Verwandtschaft mit dem analytischen
Heckeoperator (vergleiche Lemma 1.16) augenscheinlich. T, gleicht der Sum-
mation iiber die Translationen um die Nebenklassenvertreter. Diese und na-
heliegende Abwandlungen haben aber im allgemeinen nicht die gewiinschten
Eigenschaften. Zum Beispiel wire der folgende ein naheliegender Ansatz fiir
einen Operator, der in gewisser Weise das Zhangsche T}, imitiert und der Trans-
lation p engverwandt ist:

v(b)
- 1 ba? 0
T Y (1)

ein a€mioy,j=0
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Das heifit angewandt auf eine Local Linking Number

v(b)

- 1 ba2 0
Ty < 0,9 >o= Z |ba—2|sign(v(ba*2)) <9, ( 0 1 ) Y >

ein a€mio,j=0

Hierbei ist es egal, welches o € 7o} man wihlt, da x nach Voraussetzung
unverzweigt ist.

Dieser Operator erzeugt zwar Terme in x*!(b)v(b)2. Allerdings ist er, wie man
aus der Definition ablesen kann, abhingig von der Nebenklasse von v(b) mo-
dulo 2. Das konnte man vermeiden, wenn man auch die Translationen von
Elementen der Bewertung (v(b) + 1) mod2 hinzunimmt. Die Operatoren T,
und S, aus Abschnitt 6.1 sind eine Weiterfithrung dieses Ansatzes, die auch
weitere Probleme — wie zum Beispiel die Abhéngigkeit des Ergebnisses von der
Restklasse von v(b) beziiglich der Ordnung des Charakters xy — aus dem Weg
raumt.

Alle Anstrengungen der Kapitel 4 bis 6 und 8 werden unternommen, um den
,Heckeoperator” T, durch ein allgemein giiltiges, das heift fiir alle Funktionen
und nicht nur fiir y - 1z« definiertes, Pendant zu ersetzen. Daher sollte ein
solches Pendant — in Kapitel 6 eben durch T, oder S, gegeben — im Speziellen
wieder eine lokale Gross-Zagier-Formel erfiillen, zumindest in den wesentlichen
Termen. Dies zu zeigen ist Gegenstand dieses Kapitels.

7.1 Lokale Gross-Zagier-Formel

7.1.1 Zhangs Local Linking Numbers

Die Voraussetzung 7.1 sei erfiillt, das heifit es sei D eine zerfallende Algebra,
also G isomorph zur PGLy(F'), die Erweiterung K/F sowie der Charakter y
seien unverzweigt. Unter dieser Voraussetzung ist bei Zhang ¢ := x - lar,(op)-
In diesem Abschnitt soll fiir dieses ¢ die Local Linking Number

< Tb¢> ¢ >

berechnet werden. Man bemerkt zunéchst, daf§ fir y € GLa(or) nach Defini-
tion von T} in Gleichung (7.0.1) gilt

Tyo(gy) = P(gyz) dv = P(g9x) = Too(g).
H (b) H(b)
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Somit erhalt man

< Ty d >, = /T . / Tyt (2)ty) didly) dy

= vol(GLy(op)) / Tyo(t ' y(2)t) dt.
T
Die Funktion ¢ selbst 1&8t sich hier zerlegen in eine Summe von Funktionen

¢ = Zx 1. GLa(or) (7.1.1)

wobei 7 die Nebenklassen von 7" = T'(F') nach T'(or) durchliuft. Fiir einen
Summanden davon findet man

Tyl cry00)(2) = /LGLQ(OF)(Z/)lH(b)(ﬂ?ly) dy

= /1GL2(0F)(?J)1H(b)(x_lT?J) dy
= vol(GL2(0p))Lrp-11(p) (),

denn es gilt
b H(b) = {h € GLy(F)|h' € H(b)}.

Somit erhélt man die Local Linking Number hier zu
< Ty, ¢ >,= vol(GLy(0y)) ZX / ety (2)t) dt. (7.1.2)

Diese Formel wertet man nun getrennt aus fiir die Félle eines kompakten be-
ziehungsweise nichtkompakten Torus.

Lemma 7.2. ([Zh1] Lemma 4.2.3) Es sei K/F zerfallen, der Torus T =
F>X\K* somit nichtkompakt. Es sei x = (x1, X1 ") ein unverzweigter Charakter
von T, und ¢ € S(x,G) wie in (7.1.1). Dann gilt im Fall x3 # 1:

< Tb¢7¢ >, = Xl(b(l — x)_l’/r) Xl 1(6(1 - x)_l’”) VOI(GLQ(OF))2 VOIX(O;)
x1(m) = xy ()
L ()11 gy (D)) + 0(T—) + 1),

Ist x1 quadratisch, so gilt

< Ty, ¢ >,= x1(b)x1(1 — ) vol(GLy(0x))? vol* (05) 1 x (z) -
Lizo,n1-sj0, (O)(0(0) = v(L = 2) + D)(v(b) +v(3—) +1).

1
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Bemerkung 7.3. Lemma 7.2 unterscheidet sich von [Zh1] Lemma 4.2.3 nur
dadurch, daf$ dort nicht erwihnt wurde, dafl x quadratisch sein kann. In diesem
Fall miissen die geometrischen Summen dort symbolisch gelesen werden.

Man beachte auch die unterschiedlich Notation. Zhang setzt b = ©™. Auflerdem

Jormuliert er die Aussage mit hilfe von § = %5 undn=1—&§ = ﬁ

Beweis von Lemma 7.2: Man berechnet zunédchst das Integral

/ 17b*1H(b) (t_1’7($)t) dt
T

unter Benutzung des Isomorphismus G — PGLy(F) aus Definition 1.3. Dem-

nach ist
( )_ -1 =z
,7 x) = _1 1 9

man kann setzen 7 = (1, 7) € K* /oy, t = (a,1) € T und die Bedingungen
dafiir, daf8 der Integrand 1,,-14,)(t~'v(z)t) nicht verschwindet, lauten

(=710, 7, ') € ok,

(=1 a ' br, 75 tab) € og

und
det(t 'y(z)t) =2 — 1 € N(1)b "o}

Oder anders gesagt: Nur wenn v(7) = —v(m) + v(b) + v(1l — x) im Bereich
v(l—2x) <wv(r) < v(b) liegt, ist das Integral von null verschieden. Der Integra-
tionsbereich ist gegeben durch —v(b) +v(12) < v(a) < v(mr) +v(x) —v(l —2).
Das Integral hat dann den Wert

/T L1 (8 'y (2)t) db = vol* (0F) (v(b)+v(x)—v(1—2)+1) 1, A ea-0-u ().

Der Faktor x(7) hat hier den Wert x(7) = x1(b(1 — z))x; *(72), denn Yy ist
unverzweigt. Nun summiert man Gleichung (7.1.2) folgend auf: Wenn y? = 1,
ergibt sich die Local Linking Number

< Tph, ¢ >o= x1(b)x1(1 — z) vol(GLy(0F))? vol* (o) -

waHm@nwwxwm—vu—xw+nww»+wm—wu—x»+n

+hwwﬂ¢mmww@—wu—wwﬂf)
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was genau der Behauptung entspricht. Und im Fall x? # 1:

< Ty, ¢ >o= x1(b)x1 (1 — ) vol(GLa(oF)) vol* (0f)
v(b)

Lopngr—n-u (D) (0(0) +v(x) —v(l—z) +1) Y x7(7))

j=v(l—x)
X1 (b(1 —2)"'m) — xi ' (b(1 — )" 'm)
xi(m) = xi ()
-1OFQPU(1—1)—U(z)(b)lpvu—z)(b) (U(b) + v(x — U(l — x) + 1).

= vol(GLy(0p))? vol* (o))

Lemma 7.4. ([Zh1] Lemma 4.2.2) Es sei K/ F eine unverzweigte Korpererwei-
terung und x ein unverzweigter Charakter des kompakten Torus T = F*\K*.
Es sei also x = 1. Weiter sei D zerfallen, also G ~ PGLy(F). Es sei

¢ = X - LaLy(op)- Dann gilt
< Ty, ¢ >,= vol(GLy(op))? VolT(T)lN(x)l%(oFmN)(b)l(l_i)(oFmN)(b).

Beweis: Es sei K = F(v/A). Ein spurfreies () hat ohne Einschrinkung die
Form (z) = VA4 €(y1 + 72V A), wobei N(v1 +72v/A) = 2. Die Bedingungen
dafiir, dafl ein Integrand in (7.1.2) nicht verschwindet, lauten somit

T_lb\/z € Ok

T (y + 72V A) € o

sowle
det(t 'y(x)t) = A(x — 1) € b ' N(7)o}.

Tt |1 =]} und [N(r)| = [b(1 —2)]
Es gibt nur eine einzige Nebenklasse 7 in T'(F')/T(op) fiir die das erfiillt ist,

und das auch nur dann, wenn b € N(1 — z). Demnach ergibt (7.1.2)

Diese sind gleichbedeutend zu |b| < min{

< de), d) >, = VOI(GLQ(OF))2V01T(T)
'<1N \(1+9) (T) Lo (b) + 11+p($)1(1—x)(anN)(b)>
= vol(GLa(op))? volr(T)In(2) 1= (o) (0) L=y (o) (D)

7.1.2 Neuformen

Es sei weiterhin Voraussetzung 7.1 erfiillt. Die in der lokalen Gross-Zagier-
Formel auftretenden Whittakerprodukte sind die nichtkonstanten lokalen Fou-
rierkoeffizienten des Kerns = (vergleiche Kapitel 1.2). Sie sind das Produkt der
Neuformen in der Kirillovdarstellung der Thetareihe und der Eisensteinreihe.
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Letztere ist gegeben als Hauptreihendarstellung TI(1,w). Die Thetareihe ist
unter Voraussetzung 7.1 gegeben als II(x1, x; '), wenn K/F zerfillt, und als
II(1,w), wenn K/F eine Korpererweiterung ist. (Das sind jeweils die Speziali-
sierungen von IT(x1, xj 'w).)

Alle diese Darstellungen kénnen interpretiert werden als die zentralen Stel-
len von Eisensteinreihen I1(z]-|*~2, p12]-|2 ) mit unverzweigten Charakteren
1, fo. Fiir solche Eisensteinreihen (vergleiche etwa [Bu] 3.7) ist die Neuform
gegeben durch

freu(s, 9) = fo(s,9) = p(det g)|detg|5/FX ¢((0,8)g) (naps ) (B)]t** d*t,

mit der Funktion ¢ € S(F?) gegeben durch

O(7,y) = Lop(2)Lop (v)- (7.1.3)

Es sei ¥ ein nichttrivialer Charakter von F', von dem der Einfachheit halber
angenommen werden soll, daf} er Fiithrer or hat. Die Whittakerfunktion W,
von fpen zu ¢ erhélt man als ersten Fourierkoeffizienten von fy

Wonts0:) = [ s (§ 50 ) (7 ) 900t o

Um die Neuformen im Kirillovmodell fiir alle benotigten Thetareihen und Ei-
sensteinreihen auszurechnen, ist es praktisch, dies erst fiir die allgemeine Eisen-
steinreihe I1(yu1|-|*~2, pa|-|2~*) an der Stelle s = 5 zu tun. Die Kirillovfunktion
zu einer Whittakerfunktion ist gegeben durch Auswerten der letzteren an der

Stelle g = ( g (1] ) Somit mufl man berechnen:

Wol@) = Wanty. (5§ ) )

Dies ergibt mit ¢ aus Gleichung (7.1.3)
W@ = [ [ (ol Loy (@) Lop(wt)sy (@)1] 4"t () da
FJFx

— f@)lal} vollor) [ Lop(at)Lop (4 (1)

= p(a)lal 1o, (a) vol(op) vol* (0f) > papy ()

j=—v(a)
. mam)—pz(am) — fo11g papyt £ 1
= [af* 1o, (a) vol(op) vol*(0F) §  lm st > W08 ke 78
pa(a)(v(a) + 1), falls pup;” =1
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Nun kann man fiir die Theta- und Eisensteinreihen an Stellen, die Vorausset-
zung 7.1 bequem ablesen:

Lemma 7.5. Es sei K/F eine quadratische unverzweigte Kéorpererweiterung
und x = 1. Dann sind Theta- und Eisensteinrethe in s = % dieselben, ndmlich
II(1,w), und man findet deren Neuform im Kirillovmodell als

1 —w(an)
1 —w(m)

= |a|?1e,nn(a) vol(op) vol* (o).

Woneu(@) = Wg peu(a) = \alélop(a) vol(op) vol* (0})

Lemma 7.6. Es sei K = F @ F zerfallen und x = (x1,x; ) unverzweigt.
Dann ist die Thetareihe gegeben durch I1(x1,x; "), und deren Neuform im Ki-
rillovmodell ist

x1(am)—x; ' (am) 2
Wiy nen(@) = |} 1o, (@) vol(op) vol* (0%) . xam—xtem * JABEXi7 1
xi(a)(v(a) +1), falls x7 =1

Die Fisensteinreihe 11(1,1) besitzt im Kirillovmodell die Neuform
W neu(a) = |a|? 14, (a)(v(a) + 1) vol(op) vol* (0}).
Aus diesen Lemmata ergeben sich nun umgehend die Whittakerprodukte

Wﬂ,neu(bn)WE,neu(bg) .

Dabei werden jeweils zwei Schreibweisen angegeben: Zum einen die in den
Variablen £ und n = 1 — ¢, so dal die Ergebnisse direkt mit denen aus [Zhl]
vergleichbar sind. Zum anderen in der Variablen z, wobei wie gehabt & =
—*5 gilt, um die Whittakerprodukte einfacher mit den Local Linking Numbers
vergleichen zu konnen.

Lemma 7.7. Es sei K/F eine quadratische unverzweigte Kérpererweiterung
und x = 1. Dann gilt bis auf den Faktor vol(or)? vol* (0})?

WonenB)We nen(bE) = [En12]b] Loy (b) Loy (bn)
|2
= ’1 . .CL"‘ ‘b|1lsz(oFﬂN) (b)l(lfx)(oFﬁN)(b)'

Lemma 7.8. Es sei K = F @ F zerfallen und x = (x1,Xx; ) unverzweigt.
Dann gilt bis auf den Faktor vol(or)? vol*(03)?: Falls x3 =1,
Wé,neu(bn)WE,neu(bf)
1
= [€n]2[b] Loy (b§) Loy (b1) (v(b€) + 1) x1(b) (v(bn) + 1)
Kk

= ———[b[112 g (1 ayep (D) X1 (B(1 — 2)) (v(B) + v

1=l

1—x)+1)

(v(b) —v(l —z) +1).
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Falls x3 # 1, so gilt
WG,neu(bmWE,neu(bg)

= (€012 (B[ Lo (6€) Loy (bn) (v(bE) + 1)

1

x1(bnm) — x7 " ()
X1(7T) - Xfl(ﬁ) '
|z|2

A
= |1 _ .CE‘ ‘b|11;moFﬁ(1—$)oF(b) (U(b) + U(l — [L') + 1)

(=) ) =GB - 2) )
xa(m) = xi ()

Bemerkung 7.9. Die Lemmata 7.7 und 7.8 sind im Prinzip [Zh1] Lem-
ma 3.4.1, abgesehen von dem kleinen verwirrenden Schonheitsfehler, dafi die
Fille x3 = 1 und w = 1 dort symbolisch als stetige Fortsetzung aus den geo-
metrischen Summen des allgemeinen Falls abzulesen sind.

Nun kann man die lokale Gross-Zagier-Formel an den Stellen, an denen Vor-
aussetzung 7.1 erfiillt ist, angeben:

Satz 7.10. ([Zh1] Lemma 4.5.1) Unter der Voraussetzung 7.1 gilt fiir die Neu-
formen Wy pey und W pe, der Theta- und Eisensteinreihe und die Local Lin-
king Number zur Funktion ¢ = x - 1gr,(or) bis auf Volumenfaktoren:

WG,neu(bn)WE‘,neu(bf) = ‘577‘%“7‘ < Tb¢> ¢ >x:§571

Beweis: Man vergleiche Lemma 7.4 mit Lemma 7.7 sowie Lemma 7.2 mit
Lemma 7.8.

7.2 Reformulierung der lokalen Gross-Zagier-
Formel

Nun soll der Zhangsche Ty-Operator, der nur auf die Funktion x - lar, (o)
anwendbar ist, durch den Operator S, aus Bemerkung 6.4 beziehungsweise 6.9
ersetzt werden.

Beginnen wir mit dem Fall eines kompakten Torus.

Lemma 7.11. Es sei K/F eine unverzweigte Kiorpererweiterung, und es sei
X unverzweigt. Das heifst x = 1. Weiter sei ¢ = X - 1ary(or)- Dann gilt bis auf
einen Volumenfaktor

Sp < 6,0 >o= In\(149) (T) Loprn (D) + Liip (7)1 — 2|11 2)0pnn) (D)
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Beweis: Zunéchst muf} die translatierte Local Linking Number berechnet wer-
den. Dies geschah bereits in Beispiel 4.8:

<¢a<g (1))¢>x:

In\40) ()16 (8) + 114 () <1<1_@~>o; (B) +L_a)-107 (@)q_”(l_’”),

wenn man normiert vol := voly(T) vol*(o}) vol(or) = 1. Wendet man den
Operator
2O w(b(1 — )+ DO
Sy < 6,1 >pi= 20120 ana < ¢, 0 L) e

aus Bemerkung 6.9 an, so erhélt man also: Fiir x € N\(1 + p):

Sy < 6,6 >,= %(w(b(l =)™ 4 w(b(1 - 1)) = 15(0).

Und firx € 1 4 :

1
S1<6,6> = 5lpomn(Bwb(1 =)0 (14 w(b(1 - 2)))
= 1pv(1*“~“)ﬂ(1—$)N(b>'
Dies sind die behaupteten Terme.
Nun zum Fall eines nichtkompakten Torus. Des Aufwandes halber beschrianke

man sich hier auf den Fall x? = 1.

Lemma 7.12. Es sei K/F zerfallen, der Charakter x faktorisiere iber die
Norm, das heifsit x = (x1,x1) mit X7 = 1, und es sei ¢ = X + Lary(op)- Dann
gilt bis auf einen Volumenfaktor

Sy < ¢, ¢ >2= x1(b(1 — 1))

(1pxm+@ () (200 + 2(|0(2)] + 1)o(®) + (1+ ) (Jo(@)| + 1))

1o (2) 1 (D) (1 +2(v(b) — v(1 — x) + 1) (v(b) — v(1 — @))) .
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Beweis: Um den Operator S, aus Bemerkung 6.4 anwenden zu kénnen, mufl

man zundchst die translatierten Local Linking Numbers < ¢, ( g (1) ) O >y

21 B € F* kennen. Diese wurden in Beispiel 5.2 berechnet:
<o.(§ )0 ul - n(E) v (of) valor)?
llpxwm (z) (10; B) (Jo(@)] + 1) (1 +q7") + 1,(8)|8] (4v(B) + 2|v(x)|)
L,(87H187 M (—4v(B) + 2\%@\))
+ 1i4(2) (1 va-o1(8)|8](4v(8) — 4v(1 — x))
1 1—0)0x (DBl + Lyaox (BB

1o (6787 (—40(8) — 4v(1 — x)))

Der Volumenfaktor vol*(0y) vol(or)? wird ab jetzt weggelassen. Da x; qua-
dratisch ist, ist S; = S; , also nach Bemerkung 6.4

1
Sb<¢7¢>$: §SZ—<¢7¢>$

Man erhalt fir x € 1 4 g:

Sb<¢ ¢>$

DB
__Zzyﬂvbz ( 0 1)¢>$

s=0,1 =0

v(b)—v(l—z)—1

1+ Y 4(0(5) (1 - x))]

=0

= X1 (b(1 = 2))1 1 (b) (1 +2(v(b) — v(1 — x) + 1) (v(b) — v(1 — x))).

= X1(b(1 — )1 va-2) (D)
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Und fiir z € F*\(1 + p):

Sb <¢ ¢>a:
v(b)

A -
D) Z Z ‘,/Tv(b 0 1 ¢ >

30120

:=m®ﬂ—kaW(ﬂ+1 <+§j( @«+%M>D]

ZXAWMG—xm%®f+%1+W@WM®+Uﬁﬂ_XP+W@W)
Dies sind genau die behaupteten Terme.

Im Fall des nicht kompakten Torus wiirde der Operator T, dasselbe Ergebnis
liefern wie S, in Lemma 7.12, weil die translatierte Local Linking Number sym-
metrisch ist und man sich auf den Fall x? = 1 beschrénkt hat. Wire eines von
beidem nicht der Fall oder ist der Torus kompakt (vergleiche Lemma 7.11), so
wiirde das Ergebnis unter Verwendung von T, von dem mit S, abweichen.

Bemerkung 7.13. Vergleicht man die Ergebnisse von Lemma 7.11 mit den
Ergebnissen fiir die Whittakerprodukte aus Lemma 7.7, so findet man im Fall
einer Korpererweiterung bis auf Volumenfaktoren

Womea 1) Wi nea(bE) = |E0|2[b] Sy < 6,6 >, .

In diesem Fall ergibt die Anwendung des Sy-Operators also exakt die lokale
Gross-Zagier-Formel aus Satz 7.10!

Vergleicht man jedoch Lemma 7.12 mit Lemma 7.8, so findet man, dafs bis
auf einen Volumenfaktor und einen Faktor 2, den man durch Normierung der
Mafle vernichten kann, im Fall K = F ® F zerfallend gilt

W neul D)W neu(bE) = |€N]2 DSy < 6,6 >, +O(v(b)).

Also realisiert der Sy-Operator wenigstens im fiihrenden Term das Produkt der
Whittakerneuformen, und mit Lemma 6.7 kann man auch in den niederen
Termen Gleichheit erzielen. Die inneren Integrale mit kompaktem Trdger, die
man dazu zum eigentlichen inneren Integral addieren muf, lieffen sich sogar
direkt angeben, wenn man die Berechnung des Beispiels 5.2 nochmals verfolgte.
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Kapitel 8

Beweis von Vermutung 5.4

In diesem Kapitel wird Vermutung 5.4 bewiesen. Dazu werden die 16 inneren
Integrale aus Kapitel 5.2 berechnet und das Verhalten der daraus resultieren-
den Local Linking Numbers untersucht.

Es wird zunédchst noch einmal genau das Vorgehen beim Berechnen der Lo-
cal Linking Numbers dargelegt. Dies ist nach Kapitel 5.2 zwar nicht zwingend
notwendig, wird aber die Lesbarkeit dieses Kapitels, das gepréigt ist von ver-
schlungenen Rechnungen, erhohen. In den Abschnitten 8.1 und 8.2 folgen eine
Reihe von Reduktionen, die die Rechnung in vielen Spezialfillen ersparen oder
abkiirzen. In den Abschnitten 8.3 bis 8.10 werden die Rechnungen explizit
durchgefiihrt. Sie sind im einzelnen einander sehr dhnlich, die Vorgehensweise
daher fast schematisch. Nach den ersten ein, zwei Rechnungen bekommt man
einen vollstéindigen Uberblick dariiber, welche Arten von Ungleichungen gelost
werden miissen. Die iibrigen Rechnungen bergen nur eng verwandte Probleme,
wie im Nachhinein festgestellt wird. Das zeigt sich auch an den dufleren Inte-
gralen, die dazu berechnet werden miissen. Sie wurden daher zusammengefaft:
Abschnitt 8.11 enthélt die Liste aller auftretenden Integrale.

Wie in Abschnitt 8.1 dargelegt werden wird, geniigt es, von den Gleichungen
(I)=(IV) aus Kapitel 5.2 lediglich die Gleichungen (I) und (II) zu betrachten.
Insbesondere befindet man sich also in dem Fall suppty C TNN'. Die Local
Linking Numbers, deren Verhalten fiir v(b) — 400 untersucht werden soll,
sind die Funktionen

X11(b)/ ¢(t717($)t?/) d*a &(bily%by:a) dys dys,
FxF JFx

wobei
_1 (4 yys —atays) (—y2 +atw)
@ty = ( —(a(1 + yoys) — ) (1 aps) )
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Die zweite Variable x der Local Linking Numbers ist dabei zwar beliebig, aber
fest. Dies ist schade, aber der Rechenaufwand fiir variables x scheint nicht zu
bewéltigen. Die Funktion ¢ hat die Form

o(tg) = x(t)1u.(g).

Hierin hat wiederum U, die Gestalt

U= 1TRmte™ 2+
: z3+ o™ L+ ™

oder
. — 21+pm —1+le4+pm

Die natiirliche Zahl m kann man dabei beliebig grof3 wéhlen. In jedem Fall soll
sie grofler sein als ¢(x1) und — sodenn z;, 1 + 2923 (bzw. —1 + 2124) von null
verschieden — auch grofler als 2|v(z;)|, 2|v(1+ 2923)| (bzw. 2|v(—1+ 2124)|) und
grofer als ¢(x1) — v(2;), c(x1) — v(1 + 2223) (bzw. c(x1) — v(—1 + 2124)), fur
i=2,3 (bzw. 1,4).

Der Wert ¢(t 'v(z)ty) ist genau dann ungleich null, wenn es ein Element
(r,s) € K* gibt so, dafl

(r,8)t ' y(z)ty € U.,.

Dies ist Gleichung (I) bzw. (II). Dann ist der Wert ¢(t~1vy(2)ty) = x7 ' (r)x1(s).
Um das innere Integral zu berechnen, mufl man diese Bedingung auswerten.
Das entspricht der Umformung von Gleichung (I) bzw. (II) in eine Bedingung
an die Integrationsvariable a in Abhéngigkeit von (yz,y3) und x.
Hilfreich ist hier oft die Bedingung, die dabei an die Determinante gestellt
werden mufl:

det((r,s)t 'y (2)ty) = rs(x — 1) € det U,

Da xi(detU, = 1+ @™ 4 20230™ + 200™ + 239™) = 1 (bzw. xi(det U, =
T4 "+ z1249™ + 219™ + 249™) = 1) nach Wahl von m, folgt insbesondere
X1 (rxals) = xilshale — 1) = x*()xi ' (@ = 1).

Dies ist aber auch zusammen mit einer Bedingung an den Tréger der Funktion
in a und (ys,ys3) der Integrand des inneren Integrals.

Ist einmal das innere Integral ausgewertet, bleibt die Berechnung des &ufe-
ren. Hierzu betrachtet man die Gestalt von 1, mit dem das innere Integral
multipliziert wird.
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1 wird im folgenden hiufig als #uBere Funktion im Gegensatz zum inneren
Integral
¢t ' (2)ty) d*a

Fx
bezeichnet (vergleiche auch Definition 1.6).
Als Funktion von (b~ 'y, bys) ist 1 lokal konstant mit kompaktem Triger.
Als solche ist sie eine Linearkombination der elementaren Schwartzfunktio-
nen 1om (b~ 'y2)1gm (by3), Laysom (b 'y2)L1om (bys), Lom (D™ y2)lagsom(bys) und
1oyt om (b y2) 144 om (bys). Man kann dabei annehmen, daff alle Summanden
dasselbe m > 0 tragen und daBl —m < v(a;) < m, i = 1,2, denn wenn man
m beliebig grofl macht reicht es immer, endlich viele weitere Stiitzpunkte a;
hinzunehmen, denn der Trager von ¢ ist kompakt. Auch kann man annehmen,
daf es ich bei diesem m um dasselbe handelt, wie in der Definition von ¢. Die-
se Annahmen sind natiirlich nicht zwingend, aber praktisch. Sie setzen zum
Beispiel in Reduktion 8.5 die Anzahl der Rechenschritte drastisch herunter.
Um die Asymptotik der Local Linking Numbers zu bestimmen, geniigt es, 1)
durch die oben aufgefiihrten elementaren Schwartzfunktionen laufen zu lassen.

Die Rechnungen der Abschnitte 8.3-8.10, das heifit die Fille von Gleichung
(I) und (II) fir z; = 0 oder z; # 0, verfolgen das gerade skizzierte Programm
ohne viel Kommentar nach dem Schema: Bedingungen an a und (y9,y3) auf-
stellen, in den einzelnen dabei auftretenden Féllen das innere Integral be-
rechnen, dann das duflere. Eine grofle Hilfe sind dabei die Reduktionen aus
Abschnitt 8.2. Wann immer eine Stelle erreicht wird, an der eine dieser Re-
duktionen greift, wird die Rechnung sofort abgebrochen. Sie dennoch zuen-
de zu fithren und damit auch Aussagen iiber variables x zu erhalten, wiirde
(geschétzt nach Ausfiihrung einer expliziten Rechnung) den Aufwand minde-
stens verfiinffachen.

8.1 Transformation von Gleichung (III) und
(IV) in Gleichung (II) und (I)

Betrachtet man die Gleichungen (I) bis (IV) niher, so fillt die Ahnlichkeit
von Gleichung (IV) zu Gleichung (I) beziehungsweise von Gleichung (III) zu
Gleichung (II) ins Auge. Zur besseren Lesbarkeit seien diese hier noch einmal
aufgefiihrt:

Gleichung (I): Sei y € NN’ und z € NN

—r(1+yoyz — a twys) r(—y2 +a 'z) 1+ 2023 + ™ 29+ @™
—s(a(1+ yoys) — vs) s(1 — ays) 23+ o™ 1+ ™
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Gleichung (II): Sei y € NN' und z € NwN:
( —r(1 4+ yoyz — atays) r(—ys +a 'w) ) c( & + " =1+ 2124+ "
—s(a(l + y2y3) — y3) s(1 — ays) T+ p™ 24 + ™
Gleichung (III): Sei y € NwN und z € NN":
( r(=y1 +az) (1 —y1ys + a tyaz) 1+ 2023 + 9™ 20+ ™
s(L—ay1)  s(ya+a(l —y1ya)) z3+ ™ 1+ ™
Gleichung (IV): Sei y € NwN und z € NwN:
< r(—yr +a tz) (1 —yys + a tyuw) 21+ " =14 2124 + ™
s(1—ay1) s(ys + a(l — y1y4)) 1+ o™ 24+ ™

Hier werden die Substitutionen angegeben, die sie in einander iiberfithren. Man
schicke fiir y € NN’

Yo — Y1, Ys — —Ya.
Dies transformiert
_ —r(1+yoyz — a twyz) r(—y2 +a 'z)

r,S)t )ty = r(

() @)ty < s(a(l+as) —9s)  s(1—ay)
n

—s(a(l = y1ya) + ya) s(1 —ayy)

Um aus Gleichung (I) Gleichung (IV) zu erhalten, ersetze man in (I) noch

( —r(1 —yys +a twyy) r(—y +a'z) )

g 2y, Z3 = —24

und vertausche die Spalten.
Ebenso erhilt man Gleichung (III) aus Gleichung (II), indem man zunéchst
(r,s) +— (—r,—s) ersetzt, dann in (II) die Substitution

21 2, 24 > —23

vornimmt und zuletzt wieder die Spalten vertauscht.
In der &uBeren Funktion ¢ findet dann folgende Substitution statt:

V(b Y2, bys) — V(b yr, —bya).

Mochte man ein fiir y aus NN’ gewonnenes Ergebnis auf eines fiir y aus NwN
iibertragen, dann mufl man also lediglich b durch b=! ersetzen.

Somit sind die sechzehn zu untersuchenden Félle, die sich aus Gleichung (I)
bis (IV) ergeben, reduziert auf die acht Fille, die aus Gleichung (I) und (II)
entstehen.
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8.2 Reduktionen

Reduktion 8.1. In Gleichung (1) sei z3 # 0. Dann kann man annehmen,
daf$ v(z3) > 0. Ebenso kann man in Gleichung (11) fiir z4 # 0 annehmen, daf
v(z4) > 0.

Beweis: Diese Bedingungen an die z; implizieren, daf} in

21 22
z =
Z3 24

beide Eintrage der unteren Zeile von null verschieden sind. Dann liegt z sowohl
in TNN' als auch in TNwN. Ist v(z3) > v(z4), so wihlt man die Darstellung
in TNN', ist v(z3) < v(24), dann wéhlt man die in TNwN. Hier kann man
also sogar v(z4) > 0 annehmen.

Reduktion 8.2. Im inneren Integral geniigt es, sich auf solche Bereiche von
(yo,y3) 2zu beschrinken, die keinen kompakten Triger in F? haben.

Beweis: Satz 5.1 gibt das Verhalten der Local Linking Numbers an, die in
(y2,y3) kompakten Tréger haben. Es entspricht dem in Vermutung 5.4 ange-
gebenen, braucht also nicht noch einmal untersucht werden.

Reduktion 8.3. Im inneren Integral sei ein nach oben beschrdnkter Bereich
fir (y2,ys) gegeben, also v(ys) < mg und v(ys) < ng fir ganze Zahlen ny, ns.
Dann haben alle Local Linking Numbers, die aus diesem Bereich entstehen
kinnen, kompakten (das heif$t in F* kompakten) Trdager in b. Da in der Ver-
mutung nur die Asymptotik fir v(b) — “+oo nicht von vornherein klar ist,
brauchen obige Fille nicht untersucht zu werden.

Beweis: Das innere Integral ist in diesem Bereich eine Funktion f(y,,y3) mit
Trager in der Menge {(y2,y3) | v(y2) < n2,v(y3) < ns}. Der Beitrag zur Local
Linking Number ist gegeben durch

Xll(b)/f(yz,ys)w(b1yz,by3) dys dys.

Die &uflere Funktion # ist eine Schwartzfunktion, also eine Linearkombination
von Produkten aus Faktoren 1,m (b~'y2) bzw. 14,1 om (b~ y2) und 1,m (bys) bzw.
1454 ¢m(bys). Die Funktionen von b'y, implizieren v(y2) > v(b) + m bzw.
v(y2) = v(b) + v(ag); die Funktionen von bys implizieren v(y3) > —v(b) +m
bzw. v(y3) = —v(b) + v(a3). Kombiniert man diese Ungleichungen mit den
oberen Schranken ny und ns, so erhilt man die Bedingungen v(b) < ny —m
bzw. v(b) < ny — v(ay) und v(b) > m — n3 bzw. v(b) > v(az) — n3. Man hat
also immer eine obere und eine untere Schranke fiir v(b): Die Local Linking
Number hat kompakten Tréger.
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Reduktion 8.4. Fiigt man Reduktion 8.2 und Reduktion 8.3 zusammen, so
sieht man, dafs es geniigt, nur die zwei folgenden Bereiche zu betrachten:

(1) v(y2) < no und v(ys) > ns

sowie

(i) v(y2) > ne und v(ys) < nas,

mit jeweils geeignet wdihlbaren Schranken ny und ng.

In dieser Konsequenz angewendet wird Reduktion 8.4 erst ab Abschnitt 8.7.
Man kann durch sie praktische Schranken in Abhéngigkeit von z wahlen. In den
ersten vier Rechnungen (Abschnitte 8.3 bis 8.6) habe ich das nicht getan. Es
hat ndmlich durchaus einen Sinn, diese Schranken unabhéngig von x zu wéhlen:
Man durchschaut dadurch die Abhéngigkeit zwischen x und b besser. So geben
die ersten vier Rechnungen ein Gefiihl fiir diese Abhéangigkeit, wahrend in
den zweiten vier Rechnungen (Abschnitte 8.7 bis 8.10) der Aufwand durch
geschickte Wahl der Schranken reduziert wurde. Nachtriglich sieht man, daf3
in den letzten Rechnungen keine neuen x-Abhéngigkeiten entstehen sollten:
Dazu gleichen sie zu sehr den ersten vier.

Reduktion 8.5. Im inneren Integral sei ein Bereich fiir (ys,y3) gegeben, in
dem v(y2) < —v(y3) gilt. Dann sind die einzigen maglichen dufSeren Funktio-
nen (b~ ys, bys), fiir die die zugehérige Linking Number nicht verschwindet,
Linearkombinationen von Funktionen der Form 14,4 om (b7 y2) gy om (bys) mit
v(ag) < —v(ag).

Beweis: Man untersucht die durch die duflere Funktion ¢ gegebenen Bedin-
gungen. Wieder geniigt es, dies fiir die elementaren Schwartzfunktionen zu
tun.

Betrachtet man 1,m (b~ 'ys), so impliziert das v(y3) < —v(ya) < —m — v(b).
Kombiniert man dies mit 1,m (bys), so folgt —v(b) +m < v(ys) < —v(b) —m.
Da m > 0, ist es unmoglich, diese Bedingung zu erfiillen. Kombiniert man
1m (b ty2) mit 14,4 0m (bys), so erhélt man —v(b) +v(az) = v(ys) < —v(b) —m.
Da wir zu Beginn dieses Kapitels festgelegt haben, dafl v(a;) > —m gelten soll,
ist auch diese Bedingung unerfiillbar.

Betrachtet man 1, ,m (b~ 'y2), so folgt v(y3) < —v(az) —v(b). Kombiniert mit
1,m(bys) gibt das —v(b) + m < v(y3) < —v(b) — v(az). Diese Bedingung ist
wie oben nicht erfiillbar. Die Kombination 14, m (b~ y2) 14,4 om (bys) ergibt die
Bedingung —uv(b) + v(as) = v(ys) < —v(b) — v(az), was genau dann erfillbar
ist, wenn v(ay) < —v(as).
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8.3 Gleichung (I): 20 =0 und 23 =0

Hier wird zunéchst untersucht, wann (r, s) € K* existiert so, daf§ die folgenden
vier Relationen erfiillt sind:

—r(1 = (—yoa +a '2)ys) €1+ o™ (8.3.1)
r(—y2+a 'z) € o™ (8.3.2)
—s(a— (1 —ay2)ys) € ™ (8.3.3)
s(l—ays) €14 ™ (8.3.4)

Die Determinantenbedingung ergibt
—r € (1—2) 11 —aya)(1 + ™). (8.3.5)

Nimmt man an, da (8.3.2) erfiillt ist, und setzt dies in (8.3.1) ein, so erhélt
man

—r el —r(—yy+atx)ys + " C 14 gt 4 gm (8.3.6)

Die Bedingungen (8.3.3) und (8.3.4) kann man wie folgt umformen: Aus (8.3.4)
zieht man
s€(1—ayy) ' (1+ ™).

In (8.3.3) eingesetzt ergibt das

a

—ys €. 8.3.7
1 —ay, BEw ( )

Eine Unterscheidung nach y3 € @™ oder y3 ¢ ™ erzeugt folgende Fiélle:
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(i) v(ys) = v(g =) <m:
Bedingung (8.3.7) aufgelost nach a™! lautet

a_l c M(l + pm—v(yg)—v(l+y2y3))' (838)
Ys
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Nimmt man an, daf§ v(ayz) > 0, so folgt v(a) = v(ys) > —v(y2). Dieser Fall
wird in der unten stehenden Zusammenfassung (a)) genannt.
Nimmt man an, dafl v(ay,) < 0, so folgt zunichst aus (8.3.7), dafl v(y,) =
—u(ys). Ist der Exponent m — v(y3) — v(1 + y2y3) aus (8.3.8) kleiner gleich
null, so muB v(a) < 2v(y3) — m gelten und fiir yo findet man die zusétzliche
Bedingung

Yo € —y3 (14 om0y,
Ist der Exponent m — v(ys) — v(1+y2y3) > 0, so ist v(a) = v(ys) — v(1 + y2ys3)
und die Annahme v(ays) < 0 liefert 0 < v(1 + yoy3). Die Exponentenbedin-
gung gibt die obere Schranke v(1 + y2y3) < m — v(ys). Dies wird in Fall (3)
zusammengefaflt.
Nimmt man zuletzt an, dafi v(ay,) = 0 (das ist Fall ()), so ist der Exponent in
(8.3.8) immer grofer als null, denn wire er < 0, so folgte —v(a) = v(y2) > m—
2v(y3). Dann wére aber v(yay3) > m—uv(ys) > 0 im Widerspruch zur Annahme
eines nicht positiven Exponenten. Somit ist —v(y2) = v(a) = v(ys) —v(1+y2ys3).
Alsoist 0 < v(1—ays) = —v(14+y2y3) = —v(y2) —v(ys). Im Fall v(ys) = —v(ys)
muf} also noch

v2 €~y (0p\(1 + 9)
gelten.
Zusammenfassung (ii):

o (a)v(ys) =wv(a) > —v(y2) und

Y3 m—u(ys)
a € 14 m s
1—|—y2y3( )

e (B) v(a) < —v(y2) und v(y3) = —v(ya):
— (B1) yp € —ys(1 4+ ™ *®)) und v(a) < 2v(ys) —m
— (82) y2 € —y3 (L + ) \(1 + o)) und

Ys m—ov(y3)—v(l4+y2y3)
a € 1 + Y3 Y2y
1+ y2y3( v )

o (7) v(a) = —v(y2) und 0 < (1 — aya) = —v(ya) — v(y3):
— (71) y2 € —y3 (0F\(1 + ) und

Y3 m—v(ys)
a € 1+ ys
I+ yzyg( v )

- (72) v(y2) < —v(ys) und
Y3 m—u(ys)~v(y2ys)
a € 1+ s movRus)),
1+ yzyg( v )
Fiir die Fille (i) und (ii) werden jetzt die Bedingungen (8.3.2), (8.3.5) und
(8.3.6), die nun gleichbedeutend zu (8.3.1) und (8.3.2) sind, untersucht.
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Fall (i):

Hier wird angenommen, daf}

/U(yQ) < -—m,

denn der Bereich der (ys,ys3), in dem v(y2) > —m und v(ys3) > m gilt, ist
kompakt und braucht wegen Reduktion 8.2 nicht weiter untersucht zu werden.
Kombination von Bedingung (8.3.5) und (8.3.6) liefert

—re(l—-2)'1—ayp)(l+e™)N(1+e") =1+p", (8.3.9)
wennn
l—ays € (1—2)(1+ ™), (8.3.10)
also wenn .
a € (14 pmtei-e)—v@) (8.3.11)
Y2

erfiillt ist. Sonst gibt es keinen zuléssigen Bereich fiir , das heifit die Linking
Number verschwindet. Insbesondere ist also v(r) = 0. Das niitzt man aus, um
(8.3.2) nach a aufzulosen:

a€ —(1+gn W), (8.3.12)
Y2

Fall (i) (a):
Hier ist v(ay2) > 0 und somit folgt aus (8.3.9), daB 0 = —v(1 — ). Somit ist
x € op\(1 + ). Der Exponent in (8.3.11) ist also m — v(z).
Ist v(z) < m, so erhélt man fiir diesen Exponenten 0 < m —v(z) < m —v(ys).
Also ist der Bereich fiir a gegeben durch (8.3.12). Damit wirklich v(ayy) > 0
gilt, muf sogar v(z) > 0 gelten.
Fiir v(x) > m ist der Exponent nicht mehr groer als null, und somit hat man
v(a) > m — v(ys), was von a aus (8.3.12) erfiillt wird.
Fall (i) (9):
Da hier v(ays) < 0, folgt aus (8.3.10), daBl 0 > v(1l — z) = wv(z) gilt. Der
Exponent in (8.3.11) lautet somit m, und der zulédssige Bereich von a wird
durch (8.3.12) gegeben.
Fall (i) (v):
Hier ist v(ays) = 0, also ergibt v(r) = 0, dal v(1 —x) = v(1 — ay2) und so-
mit 2 € oF\(1 + p ™ *W2)+1) gelten muf. Der Exponent in (8.3.11) ist dann
m+v(l —z) < m —v(yz), und der zulédssige Bereich fiir a durch (8.3.12) ge-
geben.

Zusammenfassung von Fall (i):

155



Der relevante Bereich im Fall (i) ist nur dann nicht leer, wenn x € F*\(1 +
o U241 gilt. Dann ist er gegeben durch
v(ys) >m, v(ya) < —m.

Dabei ist
T

a€ (14 pnr),
Y2

Fiir x;2(1 — ayy) erhilt man also mit a = Z(14a’), a’ € pm*W2),

x
Y2
X121 —ay) = X7 2(1 —2(1+d)) = x7 (1 — ),

denn x;*(1 — %) = 1 fiir alle zuléssigen x und a. Daraus ergibt sich der

1
Integrand

-1

x1(r7's) = X721 —ap)xi(z — 1) = xi ' (z — 1),

also das Integral

/ Xl(r_ls) d*a = Xl_l(x — 1)q”(y2) vol™ (1 + ™).
2 (14pm—v(v2))

Y2
Das gibt insgesamt ein inneres Integral von

X1 (@ = 1) 1gm (y3) 1 om (y2)g" ¥ - const. .
Die Local Linking Numbers, die sich damit ergeben, sind in Abschnitt 8.11.1
berechnet.

Fall (ii):
Hier kann man sogar annehmen, dafl
v(ys) < —m

gilt. Denn sonst erhélt man in (), daB v(y2) > —v(y3) > m und v(y3) > —m,
also einen kompakten Bereich, der von Reduktion 8.2 erfafit wird; und in (/)
und (), daB v(y2) < —v(y3) < m und v(ys3) < m, das heiBt einen Bereich,
der von Reduktion 8.3 abgedeckt wird. Aus demselben Grund kann man jetzt
auch noch

v(y2) >m

fordern.
Die Kombination von (8.3.5) und (8.3.6) lautet dann

—r € (1=2) " (1=aye) (1+g™)NE"™®) = (1—2)~ (1—ags) (14+¢™), (83.13)
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wenn
1—ay, € (1 —xz)pmtv®) (8.3.14)

erfiillt ist. Sonst gibt es kein passendes r und die Linking Number verschwin-
det.

Fall (ii) (a):
Hier ist v(ay2) > 0 und somit ist (8.3.14) genau dann erfiillt, wenn v(y3) <
—m —v(l — z) gilt. Setzt man v(r) = —v(1 — z) in (8.3.2) ein, so erhilt man

—v(l —2) +v(~yp +a ') >m,

das heifit
v(x —ays) > m+v(ys) +v(l —x). (8.3.15)

Man priift nach, dafl diese Bedingung immer erfiillt ist, weil m + v(y3) < 0:
Im Fall v(z) > v(ays) ist v(z — ays) > 0 > m + v(y3).

Im Fall v(z) < v(ays) unterscheidet man weiter: Falls v(z) > 0, so ist v(z) >
m+v(ys3), was (8.3.15) impliziert. Falls v(z) < 0, so ist v(z) > m+v(y3)+v(z),
also (8.3.15) immer erfiillt. Falls v(z) = 0, so gilt wegen (8.3.14) immer noch
v(y3) < —m —v(l — x), und das gibt wiederum (8.3.15).
Zusammenfassung Fall (ii) («):

Der interessante Bereich ist hier gegeben durch

v(ys) < —m, v(y2) > —v(ys).

a variiert im Bereich

Ys _
a € ]_ + m U(y3) ,
T+ y2ys3 ( v )

sodafl man

(1- Yoys(1 + a’))

-2 -2 2
1 — ayy) = 1 =21+
X1 ( Y2) = X1 T X1 (1 + y2ys)

erhilt. Mit x;(r~'s) = x72(1 — ayz)x1(x — 1) lautet das Integral nach a

x1(r7ts) d*a = x3(1 + yays) x1(x — 1)g"¥) vol* (1 4 p™).

Y3 m—uv(ys)
1+y2y3 (1+p v3 )

Als inneres Integral erhélt man somit

Y1l — Dx3(1 + ygyg)lp\p—m(yg)lp_v(yg,m(yg)q”(y3) - const.

Die Local Linking Numbers, die sich aus diesem inneren Integral ergeben
konnen, findet man in Abschnitt 8.11.2.
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Fall (ii) (5):

Hier ist v(ays) < 0 und v(y2) = —v(y3), das heiBt (8.3.14) fordert die untere
Schranke m + 2v(y3) + v(1 — 2) < v(a). Setzt man die Bedingung v(r) =
—v(1 — x) + v(ays), die man aus (8.3.13) erhélt, ein in (8.3.2), so gibt das

v(r(—y +a'z)) = —v(l — ) + v(ya) + v(z — ayz) > m. (8.3.16)

Fall (i) (51):

Hier hat man m + 2v(y3) + v(1 — x) < v(a) < 2v(ys) — m. Das impliziert
insbesondere —2m > v(1 — z) = v(x). Nimm man an, daff v(z) < v(ays), also
daB v(y2) = —v(ys) > v(z) —v(a) > v(x) — 2v(y3) + m, so erhélt man den
kompakten Bereich m + v(z) < v(ys) < —m, m < v(y2) < —m — v(z), den
man wegen Reduktion 8.2 nicht weiter untersuchen mu8f.

Es sei daher v(z) > v(ays). (8.3.16) lautet dann 2v(ys) +v(a) —v(x) > m, also
v(a) > m+ 2v(ys) + v(x). Das ist immer erfiillt. Dann findet man

X1 (1= aya) = X1 (age)xy (1 — (aya) ") = X1 " (age).
Das Integral nach a lautet also bis auf den Faktor x;?(y2)x1(z — 1): Falls
2
Xy =1

/ X1 2(a) d*a = vol* (o})(—v(x) — 2m + 1).
m42v(ys)+v(z)<v(a)<2v(ys)—m

Falls x7 # 1:

/ X1 *(a) d*a
m+-2v(ys ) +v(x)<v(a)<20(ys ) —m
2v(y3)—m
= > X1 (w)d(c(xi) = 0) vol* (o)
j=m~+2v(y3)+v(z)
= X1 2(y3)(e1 + caxy 2(2))d(e(xF) = 0),

mit geeigneten Konstanten cq, cs.
Ein nicht durch die Reduktionen abgedeckter Bereich entsteht nur fiir v(z) <
—2m. Das innere Integral lautet dann fiir y3 = 1

X1 (.Z' — 1) 1F\pv(m)+m (yS) 17y371(1+pm7v(y3)) (yQ)?

und fiir x3 # 1
B(60x2) = O3 (ws) (e (21 benxs (=)L otorem ()13 1 vt (32
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Die zugehorigen Local Linking Numbers sind in Abschnitt 8.11.4 aufgeschrie-
ben.

Fall (ii) (52):
Hier ist v(a) = v(ys) — v(1 + y2y3) > m + 2v(y3) + v(1 — x), was zum einen
v(y3) < —m —v(1 —z) impliziert, zum anderen eine zweite obere Schranke fiir
v(1 + yoy3) angibt:

0 <v(l+yoys) < min{m —v(ys) — 1, —m —ov(ys) —v(l —x)}.  (8.3.17)

Ist v(x) < —2m, so gibt dies

1 € =yt ((1+ P\ (1 + o)),

Ist v(z) > —2m, so hat man

vo € =y (14 p)\(1+ p 20007 ),

Nimmt man an, da v(z) < v(ays), also insbesondere v(x) < 0, so lautet
Bedingung (8.3.16)

—v(y3) —v(z) +v(x — ay2) > m,

was wegen v(y3) < —m und v(z — ays) > v(z) erfiillt ist. Ist v(z) > v(ays), so
schreibt sich (8.3.16) als

—v(1 =) —v(ys) — v(1 + yays) > m,

was wegen (8.3.17) immer gegeben ist. Der zulédssige Bereich fiir a in (52) ist
gegeben als

Y3 _ e
a € 1 + oM vs)—v(l+y2ys)y
L+ y2ys I+e )
Daher ist der Bereich von 1 — ay, genau

(1 _ ﬂ) <1 n pm*U(yB)*U(1+y2y3))‘
L+ 12y3

Daraus schlieit man:
XIZ(l —ayz) d*a

1_‘_2#(1+pm—v(y3)—v(l+ygy3))

= x5 (1 + y2u3) / X121 +d) dad

Em—v(y3)—v(1+y2y3)

= X3(L + yoys)g" W T8I 5 (c(xT) < m — v(ys) — v(1 + yays)) - const. .
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Man erhélt das innere Integral zu

X%(l + yzy3)X1($ - 1)qv(y3)+v(1+‘y2y3)5(C(X%) <m— U(?/:s) - U(1 + ?123/3))

.1F\K9n3 (y-?))1—y;1((1+p)\(1+pn2—v(y3)) (yQ) . COIlSt.,

wobei n3 = min{—m,—m — v(1l — x)} und ny = min{m, —m — v(1 — )}
gesetzt wurde. Die zugehorigen Local Linking Numbers befinden sich in Ab-
schnitt 8.11.4.

Fall (ii) (v):
Hier gilt v(ay;) = 0 und 0 < v(1l — ayz) = —v(y2) — v(y3).

Fall (ii) (y1):
Hier ist v(y2) + v(y3) = 0, und daher auch v(1 — ay,) = 0. Bedingung (8.3.13)
erzwingt

v(r)=—v(l —x) >m+v(ys),

also v(ys) < —m — v(1 — x). Mit dieser Bedingung sieht man schnell, dafl
(8.3.2), das heif}t

—v(1 —2) —v(ys) + v(x —ays) > m,
immer erfiillt ist. AuBerdem ist

Y3 m—v(ys)
a€ ———(1+ ysy.
1 + y2ys I+e )

Das impliziert

1 —ays € (14 pm—vs)y,

L+ yays
Das gibt ein Integral

X12(1 = ays) d*a = x3(1 + yoyz)g" ™) vol* (1 + ™),

Y3 m—v(ys)
Tugws (16 ’)

also ein gesamtes inneres Integral
X1+ y2y3) X1 (2 — 1)g°¥) 1oy g (y3)17y51(02\(1+p))(y2) - const.,

wobei ng := min{—m, —m — v(1 — x) + 1}. Die Linking Numbers, die sich
daraus ergeben, stehen in Abschnitt 8.11.4.
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Fall (ii) (72):
Nun ist 0 < v(1 — ayz) = —v(y2) — v(y3). Bedingung (8.3.13) ist hier gleichbe-
deutend zu

v(y2) < —m —v(l — x) — 2v(ys).

Man hat somit die Bedingung m < v(ys) < min{—v(y3), —m — v(l — x) —
20(y3) + 1}. Ist dieses Minimum gleich —m — v(1 — z) — 2v(y3) + 1, so folgt
—m > v(y3) > —m — v(1 — z). Dann hat man die obere Schranke v(y2) <
—u(ys) < m+v(l — x), insgesamt also einen Bereich, der von Reduktion 8.3
abgedeckt wird. Daher sei im folgenden v(y3) < —m — v(1 — ), also v(y2) <
—u(y3). Mit dieser Bedingung verifiziert man sofort (8.3.2), was hier gerade

v(x —ays) >m+v(l—z)+v(ys)

entspricht. Aulerdem ist

P (1 4 gm—2s)—vlwe)y

a & ———
1+Z/2y3(

also . , .
yays(1+a) (14 pm 2wy,
I+ you3 1+ yoys3

l—ay, =1~

Somit ergibt das Integral

XT2(1—ays) d*a = X3(1+yoys)g? @) F0) vol* (14 p™).
Y3 __ (14 pm—2u(y3)-v(y2))

14+you3

Und man erhélt mit ng := min{—m, —m — v(1 — z)} das innere Integral

X3 (14 y2y3)xa (@ — 1)@ W1 s (y3) L vt (32) - cOnst.,

dessen Linking Numbers in Abschnitt 8.11.3 aufgelistet sind.
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8.4 Gleichung (I): 20 # 0 und 23 =0

Es wird zunéchst untersucht, wann wann (r,s) € K* existiert so, dafl die
folgenden vier Relationen erfiillt sind:

—r(1 = (—y2 +a '2)ys) € 1+ " (8.4.1)
r(—ys +a 'x) € 2o+ ™ (8.4.2)
—s(a(1 +yays) —ys3) € P (8.4.3)
s(l—ays) €14 o™ (8.4.4)
Die Determinantenbedingung ergibt
—r e (1—2)7 (1 —ay2)(1+ o™ + 20™). (8.4.5)

Nimmt man an, daf§ (8.4.2) erfiillt ist, und setzt dies in (8.4.1) ein, so erhélt
man

—rel—r(—y+a@)ys + ™ C 1 — zy3 + "W 4 o™, (8.4.6)

Statt der Bedingungen (8.4.1) und (8.4.2) werden im folgenden die dazu gleich-
bedeutenden Bedingungen (8.4.6) und (8.4.2) mit hilfe von (8.4.5) untersucht.
Die Bedingungen (8.4.3) und (8.4.4) sind dieselben wie die im Fall 2z, = 0
(Abschnitt 8.3) und werden hier iibernommen:
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Y3 m—u(ys)
a € 1+ ys
1+ y2y3( v )

e (#) v(a) < —v(y2) und v(y3) = —v(y2):
— (B1) yp € —ys(1 4 ™ *®)) und v(a) < 2v(ys) —m
— (82) y2 € —y5 (1 + \(1 + p™®))) und

Y3 m—o(y3)—v(l4+y2y3)
a € 1 + Y3 Y2y
1+ y2y3( v )
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e (7) v(a) = —v(y2) und 0 < v(1 — ays) = —v(y2) — v(y3):

— (1) g2 € =3 (0X\(1 + p)) und

Y3

ac
I+ y2ys3

(14 pmvws))

= (72) v(y2) < —v(ys) und

Ys _ _
a € 14 o™ v(ys)—v(y2ys)y
I+ y2y3( v )

Nun werden die Bedingungen (8.4.5), (8.4.6) und (8.4.2) in diesen verschiede-
nen Fillen untersucht:

Fall (i):

Der Bereich der (ys, y3), in dem v(y2) > min{—m, —m+v(z)—v(1—2z)} gilt, ist
kompakt und kann wegen Reduktion 8.2 vernachléssigt werden. Im folgenden
sei daher immer

v(y2) < min{—m, —m +v(z) —v(1 —z)} (8.4.7)

angenommen.
Bedingung (8.4.6) wird hier wegen der Wahl von m zu

—r € (1 — 2zu3)(1 + ™). (8.4.8)
Betrachtet man die Bewertungen von (8.4.8) und (8.4.5), so erhélt man
v(r) = —v(l —x)+v(l —ays) = v(l — 22y3) =0,

also v(1—ay2) = v(1—x). AuBerdem konnen (8.4.8) und (8.4.5) nur gleichzeitig
erfiillt werden, wenn

(1 - @?/2) € (1 - 1’)(1 — 22y3)(1 + pm + pm-l-'u(zg))'

Nach a aufgelost heifit das im Fall v(zy) > 0

1 —
c x+ Z2y3( x) (1 + pm+v(1—x)7v(x+z2y3(1fﬂﬁ))) (849)
Y2
und im Fall v(z) <0
uc T+ 22y3(1 — ZE) (1 i perU(zQ)Jru(l—x)fv(erZQy:a(1*1)))‘ (8.4.10)

Yo
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In beiden Fallen ist dann

Die weiteren Schritte setzen v(z3) > 0 voraus. Im Fall v(z) < 0 schlieit man
vollig analog (es ist lediglich immer ein Term v(z2) mitzufithren), und man
kommt auf dasselbe Ergebnis.
Da v(r) = 0, folgt aus (8.4.2)

v(=y2 +a 'z) = v(2),
also

ae X <(1 O N pv(z2>—v(y2>+1)>_
Y2

Zusammen mit (8.4.9) heifit das

a c y£<(1 + U@\ (1 4 ) v(2)41) (8.4.12)
2

ﬂ£(1 ¥ 20 .T)(l + pm+v(1—$)—v($+22y3(1—x)))‘

Yo

Es sei nun zunéchst m+ov(1—x) —v(x+22y3(1—x)) > 0. Weil v(z9y3(1—2)) >
m+uv(l—x), ist das gleichbedeutend zu v(z) < m+wv(1l—x), also zu v(z) < m.
Dann lautet (8.4.12)

a € 3((1 + pv(@)w(w))\(l + pv(n)fv(yz)ﬂ)) N f(l + perv(lfw)fv(r))‘
Y2 Y2
Wegen (8.4.7) ist dies dasselbe wie
a € y£<(1 + pU(ZQ)*v(yz))\(l + pv(@)*v(yzﬁrl)) ) (8413)
2

Ist andererseits m +v(1 —z) —v(z + 22y3(1 —x)) < 0, also v(x) > m, so lautet
(8.4.12)

0c yﬁ((l + pv(zz)fv(yz))\(l + pv(zz)fv(y2)+1)) N pmfv(yz)’
2

was wiederum

ae X <(1 4 ) —ulm) )\ (1 4 pv(z2>—v(y2>+1)>,
Y2

also (8.4.13), ergibt.
Setzt man nun a~' = 2(1 +a') und 7 = (1 — 2y3)(1 +7’) in (8.4.2), so gibt
das

r(=y2 +a ') = (1= 2ays) (1 +1')yaa’ € za(1 + ™ ")),
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beziehungsweise, wegen v(r’) > m,
’ )

a € ————(1+ "),
92(1 - 22?/3)( v )

kombiniert mit (8.4.13):

22

= 1+ m—v(y2)7

also
22

ae L+ )71 + g, (8.4.14)

Y2 y2(1 — 20y3)

Die Bedingungen (8.4.6), (8.4.5) und (8.4.2) sind also hier gleichbedeutend zu
(8.4.14) und (8.4.11). Dafiir priift man nun die Félle (a)—(7):

Fall (i) (a):

Die Bedingung v(a) > —v(y2) ist gleichbedeutend zu v(x) > 0, und dann ist
v(a) = v(z) — v(y2) > m. Die zweite Forderung ist also immer erfiillt.

Fall (i) (5):

Die Bedingung v(a) < —v(y2) ist gleichbedeutend zu v(x) < 0, und v(y2) <
—m wird von (8.4.7) gesichert.

Fall (i) (v):

Die Bedingung v(a) = —v(y9) ist gleichbedeutend zu v(z) = 0, und v(ys) <
—m wird wiederum von (8.4.7) impliziert. Zusitzlich mufl hier

a € yyt(0p\ (1 + p M) th) (8.4.15)

erfiilllt werden. Da m + v(22) — v(y2) > v(22) — v(y2) > —m — v(y2) + 1, sind
(8.4.15) und (8.4.14) zugleich genau dann erfiillt, wenn

22 -1 —m—v(y2)+1y _
x(l+ —) " N(l+p b2 = (),
( 1= 22y3)) ( )

also wenn v(1—z) < —m—uv(ys)+1. Letzteres ist wegen (8.4.7) immer gegeben.
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Zusammenfassung Fall (i):

Der hier relevante Bereich ist fiir beliebiges x gegeben durch
v(ys) > m, v(yz) < ng :=min{—m, —m +v(x) —v(l —x)}.

Hierbei ist " -
ae—(1+ 2 1 4 ),

Y2 y2(1 — 2293))
Der Faktor x;2(1 — ays) ergibt sich mit a = ~(1+4d) zu
!/

xa _

Xi2(1—ays) = X1 2(1—2)x°(1 —

denn v(£2) = v(z) — v(1 — ) + v(z2) — v(y2) > v(22) +m > ¢(x1). Dies
ergibt einen Faktor x(r~'s) = x72(1 —ays)xi(z —1) = x; ' (z —1). Das innere
Integral liefert demnach den Beitrag

X1 (@ — 1) 1gm (y3) L e (y2)g"¥?) - const. .

Die Linking Numbers, die sich daraus ergeben, sind in Abschnitt 8.11.1 aufge-
listet.

Fall (ii):

Gibt man die Bedingung —m < v(ys3) < m vor, so erhilt man in den Fillen
(), () und (1) einen kompakten Bereich fir (ys, y3), der von Reduktion 8.2
erfaft wird. Im Fall (72) ist v(y2) < —v(y3), also nach Reduktion 8.5 nur
die duBere Funktion 1yay+om)(y2)1s-1(ag+em)(y3) von Belang. Zusammen mit
—m < v(ys) < m ergibt das den kompakten Bereich v(a3) —m < v(b) <
m + v(az), in dem der Tréger der Local Linking Number enthalten sein mu$.
Dieser Bereich ist nicht von Interesse fiir die Analyse der Linking Numbers fiir
v(b) — 0.

Man kann sich also in Fall (ii) auf den Bereich

v(ys) < —m

zuriickziehen.
Die Bedingung (8.4.6) wird hier zu

—r € (1 = 2y3) (1 + pmvE2)), (8.4.16)
Um die Bedingungen (8.4.5) und (8.4.16) gleichzeitig zu erfiillen, muB} gelten

1—ay, € (1 — -T)(l — Z2y3)(1 + pm + pmf’l)(ZQ) + perv(zQ))'
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Nach a aufgelost heifit das

6 c x + Z2y3(]— — Z’) (1 + pm+v(zg)—|v(z2)\+v(y3)+v(1fx)fv(x+22y3(1796))). (8417)

Y2

Dabei ist fiir v(z3) > 0
—r € (1—2) 11 —ay)(l+ ™)

und fiir v(z2) < 0
—r € (1 — zy3)(1+ pm_”(”))

die jeweils schirfere Bedingung von (8.4.5) und (8.4.16).
Nun unterscheidet man nach (a)—(v):

Fall (ii) (a):

Hier ist v(ays) > 0 und somit folgt aus (8.4.5) und (8.4.16), daBl v(r) = v(22) +
v(y3) = —v(1 — x) gelten muB. Die Bewertung von ys ist also festgelegt, und
fir yo findet man v(ys) > —v(y3) = v(1 — z) + v(z2). Das heifit, der Bereich
zuléssiger (Y2, y3) ist kompakt und wird von Reduktion 8.2 abgedeckt.

Fall (ii) (3):

Die Bedingung v(a) < —v(yy) impliziert wegen (8.4.17) die Bedingung v(z +
29y3(1 — x)) < 0. Denn unterscheidet man nach v(z), so findet man:

Fir v(z) > 0: v(z + 22y3(1 — x)) = v(22) + v(y3) < 0 ist immer erfiillt.

Fiir v(z) < 0: v(z 4 29y3(1 — x)) = v(22) + v(y3) + v(z) < 0 ist immer erfiillt.
Fiir v(z) = 0: Damit v(z + 20y3(1 —2)) < 0 gilt, muB x € o3\ (14 p~v=2)~vws))
erfiillt sein, also v(y3) < —v(1 —x) — v(z2).

In allen Fillen folgt v(y3) +v(1 —z) — v(z + 22y3(1 — x)) = —v(22) und somit

T+ z 1—2
c 23/3( )

(14 pm-lv2)lhy, (8.4.18)
Y2

Ist v(2+29y3(1—x)) > 0, also x € 1+~ =2 7W) 5o diirfte der Exponent von
(8.4.17) nicht positiv sein, um v(a) < —v(y2) moghch zu machen. Es ist aber
m+v(2) = [v(22)| + v(ys) +v(1 =) —v(y2) = m —[v(z2)] = v(y2) > —v(y2).
Es fande sich dann also kein Bereich fiir a.

Fall (ii) (41):

Die Bedingung v(a) < 2v(y3) —m wird mit (8.4.18) zu v(z + 20y3(1 — z)) —
v(y2) = v(za) + 20(y3) + v(l — ) < 20(y3) —m, was v(z) < —m —v(2) <0
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m—uv(za

impliziert. Setzt man r = —(1 — 2z9y3)(1 + ') mit 7’ € p ) und o' =

ﬁ;(l_@(l +a') mit a’ € 1Y)l ein in (8.4.2), so erhilt man die Bedingung

yox(1 4+ a’)

€ 2 (1+ m—uv(z2) 7
x + 2z3y3(1 —x)) 2149 )

r(—yata 'z) = —(1—2ys)(1+7")(—y2 +

was zusammen mit v, = —y5 (1 + ) € —y5 ' (1 + ™ v®)) gleichbedeutend
ist zu

L+ iy
(1 +yé - @) 2y3(11 ) c 1+ pm*’v(ZQ)‘
2 LT et

Dies ist wegen v(yy) > m — v(yz) > 2m, v(£) > m — v(z2) und v(22y3(1 —
) = v(22) +v(y3) < v(ze) —m stets erfiillt.
Zusammenfassung Fall (ii) (81): Der zuléssige Bereich ist hier
vys) < —m,  ys € —yy (L4 "),
Dabei ist
x + Zgy3(1 — ZL‘)
Y2

v(zr) <—m —v(z) undac (1+ pm*\v(@)l).

xi1(r's) = x7?(1—ay2)xa(z —1)
— (z + 20y3(1 —2))(1 + @/))Xl(x -1)

Z2?J3)X1_1(x - 1)‘

Das innere Integral ergibt somit

X1 (@ = D)X (y3) Lo (y3) 1 -1 (14 vty (Y2) - comst. .
Die zugehorigen Local Linking Numbers befinden sich in Abschnitt 8.11.4.

Fall (ii) (52):

Zusétzlich sei hier gefordert, dal v(y3) < ns := min{—m, —m — v(1 — z)} ist.
Der Bereich der (ys, y3), den man hierbei vernachléssigt, ist kompakt und wird
von Reduktion 8.2 abgedeckt.

Man setzte a = %"’;17’3)(1 +a')7! aus (8.4.18) und r = —(1 — z9y3)(1 + 1)

mit 7/ € o 2(-vE)-1vE)) ein in (8.4.2) und erhalte

z(l+d)
T+ 2ys(1 — )

)

r(=y2+a"'x) = —(1 — zoy3) (1 + ') (—y2) (1 —

:ZQyng(_l_}_i)(l_i_T/)(l_ I'(l—i‘a/)

€ 2(1+ m—v(z2) )
Y322 T+ 2y3(1 — x)) 2 v )
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Da v(%) > m — v(z9) nach Wahl von ng, ist dies gleichbedeutend zu

1
yayz(—1+ —) € 1+ =),
Y322

also zu
yo € —y3 (1 + ™02,

Auflerdem muf} hier

a L(l + pm—v(y3)—v(1+y2y3)) N T+ Zgyg(l — x)

c 1+ o™ 1= (84,19
I+ y2u3 Y2 (1+p ) )

erfiillt werden. Die Bewertungen erzwingen somit m — v(y3) > v(1 + yoy3) =
—v(z + 22y3(1 — x)) = —v(29) — v(y3) — v(l — ) > m — v(z), also v(z) >
—m — v(z2). Nun wird unterschieden danach, welcher der beiden Exponenten
in (8.4.19) der groBere ist:

Sei m + v(z2) + v(1 — ) < m — |v(z2)|. Dann ist (8.4.19) gleichbedeutend zu

1 —
e P2 =) g 4 ey (8.4.20)
Y2
falls 1
s wt (1 - ) (14 o) oi-a) (8.4.21)

L+ yays Y2
Ist dies nicht erfiillt, so gibt es keinen zulédssigen Bereich fiir a. Die Bedingung
(8.4.21) ist, wie man nach einer kleinen Rechnung sieht, gleichbedeutend zu

Y2 € =3 (1= (z + zoys(1 — x)) ") (L + ™)) (8.4.22)
Verglichen mit der Bedingung

Yo € —y5 (1 + U E)\ (1 + W),

ist das eine zusétzliche Einschrinkung, die aber immer erfiillt werden kann.

Sei nun m 4+ v(z9) + v(1 — ) > m — |v(23)|. Dann ist (8.4.19) gleichbedeutend
zu
Ys m—u(ys)~v(1+y2y)
a € 1+ ys
L+ yays dte )

Y

falls
Y3 c x+ 2ys(1 — )

1+ ol 8.4.23
L+ y2y3 Y2 Ate ) ( )
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sonst ist der Bereich fiir a leer. Man rechnet nach, daf (8.4.23) gleichbedeutend
1st zu

Y2 € =3 (L= (2 + 2zoys(1 — @) 7)(L 4 p M) melermamem)),

was wie oben eine echte Einschrankung ist.
Zusammenfassung Fall (ii) (52):
Hier ist der relevante Bereich von (y2,y3) gegeben durch

v(y3) < min{—m, —m —v(l — x)}

und
Yo € —y3 (1 — (2 + 20y3(1 — 2))"1)(1 4 ")),

mit ny = m oder ny = m — |v(29)| — v(22) — v(1 — x).
Den Faktor y;(r~'s) erhélt man wie in (31) als

-1

x1(r7's) = xi2(1 —ay)xa(z — 1) = X7z — 1)x; *(2203),

und somit ist das innere Integral von der Form

Xl_l(x - 1)X%(y2)1F\p"3 (y?))17y371(17(x+z2y3(x71))—1)(1+pn27v(y3))(yQ) - const. .

Die zugehorigen Linking Numbers finden sich in Abschnitt 8.11.4.

Fall (ii) (v):

Fall (ii) (y1): Hier ist v(1 — ay2) = —v(y2) — v(ys) = 0 und aus (8.4.5) und
(8.4.16) folgt v(y3) = —v(1 — x) — v(22). Der zuldssige Bereich von (y9,ys3) ist
somit kompakt und braucht wegen Reduktion 8.2 nicht weiter untersucht zu
werden.

Fall (ii) (72): Hier ist 0 < v(1l — aya) = —v(y2) — v(ys3) und (8.4.5) und
(8.4.16) implizieren v(r) = v(22) + v(y3) = —v(1 — &) — v(y2) — v(y3). Daraus
folgt v(ya) = —2v(y3) — v(1 — x) — v(29) < —v(y3), also —v(1 —x) — v(ze) <
v(ys) < —m und 2m —v(1 — ) —v(z2) < v(y2) < v(1 — &) + v(z2). Dies ist
wieder ein kompakter Bereich und Reduktion 8.2 erledigt den Rest.
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8.5 Gleichung (I): 20 # 0 und 23 # 0

Hier wird zunéchst untersucht, wann (r, s) € K* existiert so, daf§ die folgenden
vier Relationen erfiillt sind:

—r(1 = (—y2 +a '2)y3) € 1+ 2923 + ™ (8.5.1)
r(—ya+a 'z) € 2+ " (8.5.2)
—s(a— (1 —ay2)ys) € 23 + ™ (8.5.3)

s(1 —ays) €14 o™ (8.5.4)

Die Determinantenbedingung ergibt
—r € (1—2)"1 1 —ay) (1 + 9™ + 209™), (8.5.5)

denn man kann nach Reduktion 8.1 annehmen, dafl v(z3) > 0 gilt. Setzt man
(8.5.2) ein in (8.5.1), so erhilt man

—r €1+ 2(23 — y3) + @™ + "W). (8.5.6)

Statt der Relationen (8.5.1) und (8.5.2), kann man &quivalent (8.5.2) und
(8.5.6) untersuchen.
(8.5.4) und (8.5.3) sind gleichbedeutend zu

s€ (1 —ay) (14 ™) (8.5.7)

und
a

— y3)(1 + MUy, 8.5.8
ay2_1€(23 ys)(1+ ¢ ) ( )

Fir diese wird nun unterschieden:

(i) Sei m —v(z3 — y3) < 0, also y3 € z3 + ™.

Insbesondere gilt hier v(y3) = v(z3). Man unterteile den Bereich fiir y, willkiirlich
in zwei Teile v(ys) < ng und v(yz) > ny. Dann fillt der erste unter Redukti-
on 8.3 und der zweite unter Reduktion 8.2. Den Fall (i) braucht man also nicht
weiter zu untersuchen.

(ii) Sei m — v(z3 — y3) > 0, das heiit y3 & 23 + ™.

Dann 16st man (8.5.8) nach a™! auf,

1

ale (y2 _ )(1 + pm_v(ZS_UB)_”(UQ(33—113)_1))’ (8.5.9)

23— Y3
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und erhélt je nachdem, ob m — v(z3 — y3) — v(y2(23 — y3) — 1) kleiner gleich
oder grofler als null ist, zwei Moglichkeiten:

(@) y2€(z—ys) ' (1+p" "= %) und v(a) < 20(z — ys) — m,

(B) v & (z—ys) ' (1+ 9" 7)) und
)*1(1 4 pm*v(zsfw)*v(yz(Zsfy:z)*l))'

a€ (y2 —
Z3 — Y3

Fiir diese Fille untersucht man nun die Bedingungen (8.5.1), (8.5.2) und
(8.5.5).
Fall (ii) (o)

Hier gilt y € (23 — y3) (1 + @™ *7%)) und v(a) < 2v(z3 — y3) — m. Da
v(y2) durch —m nach unten beschrénkt ist, erhdlt man mit v(ys3) > —m einen
kompakten Bereich fiir (y9,y3), dessen Untersuchung dank Reduktion 8.2 nicht
notig ist. Es sei daher

v(ys) < —m.

Dann ist v(y2) = —v(y3) und v(a) < 2v(y3) —m. Angenommen, es ist v(z) > 0.
Dann folgt aus (8.5.2) und (8.5.5) durch Betrachtung der Bewertungen weil
v(l — ays) = v(ayz) <0, daB

v(z0) = v(r) +v(—yp +a 1) = —v(l — 2) +v(a) — 2v(y3) < —m,

im Widerspruch zu v(zy) > —m. Also ist v(z) < 0.
Angenommen, v(y,) > v(a~tx). Dann folgt wie eben

v(z2) = —v(x) +v(a) —v(ys) —v(a) +v(z) = —v(ys) > m,

im Widerspruch zu v(z9) < m. Also ist v(y2) < v(a™'z), und das impliziert

wiederum durch (8.5.2) und (8.5.5) sogar v(z) < —m — v(z2).
Bedingung (8.5.6) lautet hier
—r € (14 z0y5 1 )(1 + pm (=),
Zusammen mit (8.5.5) gibt das
—r € (1—2) (1 —ay) (1+ o™+ ™ E) N (14 2995 1) (1+ ™). (8.5.10)

Damit dieser Schnitt nicht leer ist, mufl

(1—aye) € (1 —a)(1 + 295 ") (1 + o™ "))
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erfiillt werden, also
a € yy' (& — zy5 (1 — 2))(1 4 ey,

Um zu priifen, ob alle Relationen (8.5.1)—(8.5.5) erfiillt sind, geniigt es, nun r
und a in (8.5.2) einzusetzen. r hat eine Darstellung 7 = —(1 + 2oy, ") (1 + 1)
mit 7/ € ™ ¥(*2) Man rechnet

r(—gpta le) =2l +yn’ +a el +y) 1+
und betrachtet die Bewertungen

v(az(z ! +yrt) = —vla) + (@) +olys) +v(l+ 25 y)
= v(y2) —v(2z2) > m — v(22).

Also ist
r(—y2 +a"'x) € 2(1 + M),

und das ist (8.5.2).
Zusammenfassung:
Der einzige Bereich, der in Fall (ii)(«) eine Rolle spielt, ist

v(ys) < —m, yo € (73 —y3) (14 ")),
Hier ist v(z) < —m — v(22) und
a € Y3 (x — zay5 (1 — 2))(1 4 ey,
Das innere Integral ergibt sich als Funktion von (ys,y3) zu

X% (y2)1pm+v(22) (.Til)]_F\pfm (y3)1(237y3)—1(1+pm7’u(y3)) (yQ) . COHSt.,

xi(r7ts) = xi?(1—aya)xa(z —1)
= (1= (z =2y, '(1—2)(1+d)x(z—1)
= X1 =2y (1 —2))xa(e — 1) = x; 2(z005 )Xy (2 — 1)

und die Integration nach a liefert

/1y2_1($—z292_1(1—$))(1+pm—U(Z2))(&) d*a = vol* (1 + ™ ")) = const. .

Die Local Linking Numbers, die nun auftreten kénnen findet man in Ab-
schnitt 8.11.4.
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Fall (ii) (5)
Hier ist y3 & 23 + ™,
ya & (25— ya) (1 + " ")

und
)—1(1 + pm—v(%—y3)—v(y2(z3—y3)—1)). (8.5.11)

a€ (Y2 —
Z3 — Y3

Weil nach Reduktion 8.2 kompakte Bereiche von (ys, y3) bereits das vermutete
Verhalten der Local Linking Numbers implizieren, kann man annehmen, in
einem der folgenden Bereiche zu arbeiten:

(a) v(y2) < ng und v(ys) > ns,

(b) v(y2) > ng und v(ys3) < ng,

(c) v(y2) < ng und v(ys3) < ng,

mit jeweils beliebig wihlbaren ganzen Konstanten ng,ns. Den Fall (¢) kann
man unter Berufung auf Reduktion 8.3 beiseite lassen.

Fall (i) (9) (a)

Man wihle
v(ys) >2m  und  v(yz) < —m.

Dann ist v(z3 — y3) = v(z3), v(ya(z3 — y3) — 1) = v(y2) + v(z3) und

a € (y2 _ )—1(1 + pm—%(%)—v(ya)),

23— Y3
mit v(a) = —v(ys). AuBerdem findet man v(1 — ayy) = —v(1 — ya(23 — y3)) =
—v(y2) — v(z3) > 0. Relation (8.5.6) lautet hier

—r €14 2925+ ™. (8.5.12)

Das impliziert v(r) = v(1 + 2923), falls 1 + 2923 # 0. Zusammen mit (8.5.5)
folgt
v(a) = —o(zs) — v(1 + 22) — v(1 — ).

Das heifit (in Abhéngigkeit von x) ist der Bereich der zuldssigen (9, y3) immer
kompakt und wird von Reduktion 8.2 abgedeckt.

Im Fall 1 + 2923 = 0, also 2o = —z5 ! mache man die Schranke fiir v(y2)
noch kleiner. Der Bereich der (ys,y3), den man dabei vernachléssigt, hat kom-
pakten Tréger, wird also von Reduktion 8.2 erfafit. Es sei v(y2) < ng :=
min{—m, —3m +v(z) — v(1 — z)}. Der Sinn dieser Einschrinkung wird unten
klar werden. Nun setze man (8.5.5) und a in (8.5.2) ein. Dazu schreibt man
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a=y'(1+d)=y'1+a) ' mt(1+d)=(1+a)" e -y (-
y3) ") 11 4 m20Gs)=(2)) . Damit ist

r(—ys +a'w) € 2(1+ pm_”(”))

gleichbedeutend zu
—dpp(1+ =) € m(l+ "),
x JE—

wenn man die Wahlfreiheit fiir r € (z — 1)7}(1 — aya)(1 + ")) bedenkt,
denn:

r(—y2 +a 2)(1+7)"
= (=171 = (14d) ()1 —z(1+a))

o 11— 1_ ar . 1 ar '
Ao = 1)1 = 2)(1 - £55) = —ap(1 + =)
Durch Wahl der Schranke n, erhélt man sogar
—d'yy € 2y(1 4 M), (8.5.13)

Nach obiger Wahl findet man fiir o’

o — 1+a; V= L+ arye(zs — ys)
92(23 - Z/S) -1 y2(2’3 - Z/3) -1

mit a; € ™ 20(*)7v@2) Einsetzen von a’ in (8.5.13) ergibt

Yo
1- 92(23 - Z/3)

E 2,2(1 + pm‘f'v(z?)),

denn v(a1ya(z3 —y3)) > m —v(2z3) = m+v(z). Aufgeldst nach y; ' lautet dies
nun

yp € P,
was durch die Voraussetzung v(y2) < ng gegeben ist. Nun mufl noch Bedin-

gung (8.5.1) erfiillt werden. Setzt man dort die jetzt bereits erfiillte Bedingung
(8.5.2) ein, so erhélt man

m

—r € —my;+ " ="

Zusammen mit (8.5.5) heiit das v(r) = —v(1 — z) — v(y2) — v(2z3) > m, also
v(y2) < —m —v(l — x) — v(z3).
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Zusammenfassung:
Der Bereich in Fall (ii) (5) (a), der nicht von den Reduktionen erfait wird,
lautet

v(y2) <ngy:=min{ny, — 1,—m —v(1l —x) —v(23)}, v(y3) > 2m,

1
23— Y3

Der Faktor x;(r~'s) ergibt sich zu

a€ (ys — )7H1 4 () —ulv2))

xi1(r7ts) = xi(s)xa(z —1) = x7°(1 — aya)xa (z — 1)
Xi(1 = ya(z35 — ys))

Das innere Integral ergibt somit
XT(1 — ya(z3 — y3))1F\png+1(y2)1pzm (y3)q"™? - const. .
Die zugehorigen Local Linking Numbers finden sich in Abschnitt 8.11.1.
Fall (ii) (5) (b)
Man wihle die Schranken
v(y) >m  und  wv(ys3) < —m.

Damit erhédlt man v(z3 — y3) = v(y3) und v(a) = v(ys) — v(y2(2z3 — y3) — 1).
Relation (8.5.6) lautet hier.

—r € z(z — y3) + MW, (8.5.14)

Falls v(y2) > —v(y3) gilt, dann ist v(ya(z3 — y3) — 1) = 0, v(ayz) = v(ya) +
v(ys) > 0, also v(1 — ay2) = 0. Die Bewertungen von (8.5.14) und (8.5.5)
implizieren dann

—v(l —x) = v(z2) +v(y3).

Also ist der Bereich der zuldssigen (ys, y3) gegeben durch v(ys) = —v(1 —z) —
v(z2) und v(y2) > v(1—x)+v(z2) kompakt und wird von Reduktion 8.2 erfaflt.

Gilt v(y2) < —v(y3), soist v(ya(z3—y3)—1) = v(y2)+v(ys) < 0, also v(ayz) = 0.
Dann folgt aus Betrachtung der Bewertungen von (8.5.14) und (8.5.5)

v(ys) = v(l —ayz) —v(z2) —v(l —2) 2 —v(z2) —v(l — ),
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was mit v(yz) > m wiederum ein Fall fir Reduktion 8.2 ist.

Gilt v(y2) = —v(y3), so ist 0 < v(ya(2z3 —y3) — 1) < m — v(y3).
Ist v(y2(2z3 — y3) — 1) = 0, so folgt aus (8.5.14) und (8.5.5) wieder mit dem
Bewertungsargument

v(ys) = v(l —ayz) —v(z2) —v(l —2) 2 —v(z2) —v(l — ),

also mit v(y2) > m ein Fall von Reduktion 8.2.
Es sei daher 0 < v(y2(2z3 —y3) — 1) < m — v(y3). Damit (8.5.14) und (8.5.5)
gleichzeitig erfiillt werden konnen, mufl

1—ays € (1= 2)(1 + 25(25 — y3)) (1 + "))
gelten. Aufgelost nach a lautet dies
a €y (1= (1—a)(1+ 2235 — y) (1 + o™ =), (8.5.15)

falls x ¢ 14 o v*2)7v®)  das heift falls v(y3) < —v(1—2) —v(zy). Den iibrigen
Bereich —v(1 — ) — v(22) < v(y3) < —m, m < v(y2) kann man, da kompakt,
beiseite lassen. Nun mufl bestimmt werden, wann sowohl (8.5.11) und (8.5.15)
erfiillt werden konnen. Das ist nur moéglich, wenn

1—yy (23 —ys) € (2 — (1 —2)(1+ 22(23 — y3))) (1 + p™™),

wobei min := min{m — |v(22)|,m — v(z3 — y3) — v(ya(z3 — y3) — 1)} gesetzt
wurde. Dies geschrieben als Bedingung an y, ' lautet

yp '€ (23 —ys)(1 — ) (1 + 22(z5 — y3)) (1 + ™),

was insbesondere fiir die Bewertung liefert

v(ys) = —v(y2) = v(1 — ) +v(ys) + v(1 + 22(23 — y3)),

also v(1+22(23—y3)) = —v(1—x). Hiermit wird die Bewertung von y; festgelegt:

v(ys) = —v(z2) —v(l — ).

Das ist wieder ein kompakter Bereich fiir (ys,ys3), der wegen Reduktion 8.2
nicht weiter untersucht werden mu$.
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8.6 Gleichung (I): 20 =0 und 23 # 0

Hier wird zunéchst untersucht, wann (r, s) € K* existiert so, daf§ die folgenden
vier Relationen erfiillt sind:

—r(l—(—yo+a '2)ys) € 14 o™

r(—ys +a tx) € p"
—s(a(l +yoys) —y3) € z3 + ™
s(1—ayz) €1+ "

Die Determinantenbedingung ergibt
—r € (1—2) (1 —ay)(1+ ™), (8.6.5)

denn man kann nach Reduktion 8.1 annehmen, daf§ v(z3) > 0 gilt. Setzt man
(8.6.2) in (8.6.1) ein, so erhilt man

—r € 14 o™ + pmtls), (8.6.6)

Die Relationen (8.6.3) und (8.6.4) sind dieselben wie (8.5.3) und (8.5.4) in Ab-
schnitt 8.5. Also kann man die dort gemachte Fallunterscheidung iibernehmen:
Die einzigen Moglichkeiten, die von (8.6.3) und (8.6.4) impliziert werden und
nicht von vornherein durch die Reduktionen aus Abschnitt 8.2 abgedeckt sind,
sind:

(@) ys&zm+p™, Y€ (z—y3) (1+pm"=7%)) und
v(a) < 2u(z3 —y3) — m,

B) ysdzmt+e™ ypd(zm—y) (14" "= ) und

)*1(1 + pmfv(Z:afy:a)*v(yz(Zsfys)*l))‘

a€ (y2 —
Z3 — Y3

Fall (a):

Fiir v(y3) > —m ist v(ys) durch —m nach unten beschriankt. Der zugehorige
Bereich fiir (ys, y3) ist kompakt, dessen Untersuchung durch Reduktion 8.2 also
nicht notig. Es sei daher

v(ys) < —m.

Dann ist v(ys) = —v(y3) und v(a) < 2v(y3) — m.
Nimmt man an, Bedingung (8.6.2) ist erfiillt, und setzt sie in (8.6.1) ein, so
erhdlt man

—r € M), (8.6.7)
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Zusammen mit (8.6.5) heifit das
—u(l =) +o(ys) —m = v(r) = —o(l - x) +v(a) - v(ys) = m + v(ys).

Daraus folgt zum einen, daf§ v(x) =< —2m sein mufl und zum anderen ergibt
sich eine untere Schranke fiir v(a):

m + 2v(ys3) +v(z) <wv(a) < 2v(ys) — m. (8.6.8)
Diese Bedingungen nutzt man zum Studium von (8.6.2):
v(r(—ys +a'7)) = —v(z) — v(ys) + v(z — ayy) > m. (8.6.9)

Wenn v(z) < v(ays) ist, so folgt v(x) +m < v(ys) < —m, was den Bereich fiir
(y2, y3) kompakt macht und Reduktion 8.2 wirksam.

Sei also v(z) > wv(ayy). Dann ist (8.6.9) gleichbedeutend zu m + 2v(y3) +
v(x) < wv(a). Das heifit, Bedingung (8.6.2) ist immer erfiillt. Nun hat man eine
zusitzliche Bedingung an a:

m+ 2v(ys) + v(z) < v(a) < min{2v(y3) — m,v(x) +v(ys) + 1}

Der Fall 2v(ys) — m > v(z) 4+ v(ys) fir zu der Einschrinkung v(z) + m <
v(ys) < —m, das heifit auf einen kompakten Bereich, fiir den Reduktion 8.2
zustandig ist.

Deshalb sei 2v(y3) —m < v(z) 4+ v(ys) angenommen. Man erhélt also:
Zusammenfassung:

Der einzige Bereich, der in Fall («) nicht von den Reduktionen erfait wird, ist
der, in dem v(z) < —2m gilt. Dann ist

v(yz) <v(z)+m und yy € (23 — yg)—l(l 4 pm—v(ys)),
und der Bereich fiir a ist
m +2v(ys) + v(z) < v(a) < 20(ys) —m.

Da der Faktor

-1

x1(r7ts) = x7 (1 —ay2)xa(z — 1) = X7 *(ayz) xa(z — 1),

mufl das Integral
/m+2v(y3)+v(w)ﬁv(a)ﬁ2v(y3)—m
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berechnet werden. Ist x7 = 1, so ist das schlicht

/ d*a = vol*(o3)(—v(z) — 2m + 1) = const. .
e+ 20(y3)+(2)<o(@)<20(ys )—m

Wenn x? # 1, dann erhilt man

/ o) de
m+20(ys)+v()<v(a) <20(ys )—m
2v(y3)—m

D DR Y IR OR

J=m~+2v(y3)+v(z) F
= 5(e(d) = 0x; 23) (a (M2 = 3 (@) () 2"
(x72(m) = 1)~ vol(o}).

Also gibt das im Fall x? = 1 ein inneres Integral der Form

X1(T = D) 1pgns (Y3) 1y y)-1 (14 pm v (Y2) - const.,
im Fall x? # 1 ein inneres Integral der Form

X1 2 (w2y3) (eaxa (w = 1) 4 cax (2 = 1) Lpgns (Y3) L (o)1 (14 o)) (¥2),

das nur auftritt, wenn 6(c(x?) = 0) gegeben ist. Fiir den Vorfaktor gilt

X7 2 (yays) = X1 2 (ys)x3(1 — %) = x;*(y3). Die Linking Numbers, die sich
daraus ergeben konnen, finden sich in Abschnitt 8.11.4.

Fall (9):
Hier ist y3 ¢ 23 + ™,
v & (23— y3) (14 "0 W)

und

= (y2 _ )*1(1 4 pm*v(zsfw)*v(yz(Zsfy:z)*l))'
23 — Y3
Mit Reduktion 8.2 und 8.3 reicht es, die Bereiche
(a) v(y2) < no und v(y3) > ng,
(b) v(y2) > ne und v(yz) < ns,
mit jeweils beliebig wiahlbaren ganzen Konstanten ns, nz, zu untersuchen.
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Fall (3) (a):

Man wihle die Schranken
v(y2) < —m und  v(y3) > m.

Dann ist
)TN 4 )y, (8.6.10)

a€ (Y2 —
Z3 — Y3

Es sei zunéchst angenommen, daff (8.6.2) erfiillt ist. Dann setzt man die Be-
dingung in (8.6.1) ein und erhilt

—rel+pm. (8.6.11)
Damit zusétzlich zu (8.6.11) auch (8.6.5) erfiillt ist, muf
—r€(1+p")N1-2)" (1 -ay)(1+ ")
gelten. Dieser Schnitt ist genau dann nicht leer, wenn

a € (14 prtvi-m-via)), (8.6.12)
Y2
Ist v(z) # 0 und v(x) < m, dann liest man aus (8.6.12) abv(a) = v(x)—v(y2) #
—v(ya). Ist v(z) > m, so schlieit man analog v(a) > m — v(y2). Beides ist ein
Widerspruch zu (8.6.10). Daher ist hier v(z) = 0 zwingend. Damit a sowohl
Bedingung (8.6.12) als auch (8.6.10) geniigt, mufl dann
z %3 — Y3

~ e 1+ min
Yo 92(23—3/3)—1( v )

gelten. Dabei wurde zur Abkiirzung min := min{m + v(1 — z),m — v(y2)}
gesetzt. Also ist

1

—1 min
1
yg(z3—y3)—1) ( e )’

re(l-

was v(1 — ) = —v(ya) — v(z3) festlegt. Somit ist der Bereich der zuléssigen
(y2,y3) gegeben durch v(y2) = —v(1 —2) —v(z3) und v(y3) > m kompakt, und
Reduktion 8.2 greift erneut.

Fall (3) (b):

Man wéihle die Schranken

v(y2) > m, v(ys) < —m.
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Dann ist
23— Y3 m—v(y3)—v(y2(z3—y3)—1)
ac 1+ ¢ y3)—v(y Y . 8.6.13
92(23 - y3) - 1( ) ( )

Analog zu Fall () (a) nimmt man zunéchst an, dafl (8.6.2) gilt und setzt in
(8.6.1) ein. Das gibt

—r € pmtuls), (8.6.14)
Im Fall v(ys) > —v(y3) folgt aus (8.6.5) und (8.6.14)

v(r)=—v(l —x) >m+v(ys),

also
v(yz) <min{—m —1,—m —v(1 — x)}.

Setzt man (8.6.5) in (8.6.2) ein, so erhilt man
v(r) +o(—y2 +a 7)) = —v(l — ) —v(ys) + vz — ayz) > m,

was von den letzten Bedingungen impliziert wird. Der zuléssige Bereich lautet
also

v(ysz) < ng:=min{—m,—m —v(l —z) + 1}, v(y2) > —v(ys)
mit

23 — Y3 _
a E 1 + pm U(y3) X
92(23 - y3) - 1( )

Weil
x1(r7s) = x7 (1 —aya)xa(z — 1) = xF(1 — ya(zs — ys))xa(z — 1)

und Integration nach a

X x v(y3)
/ 1 i (@) 0 = vol* (1 )"
liefert, hat das innere Integral die Gestalt

X1 = 2(23 — y3))xa (& — 1) Lygns (y3) L v+ (y2)g" ¥ - const. .

Die Linking Numbers, die dadurch auftreten kénnen, werden in Abschnitt 8.11.2
berechnet.

Im Fall v(y2) < —v(ys) ist v(ya(2z3 —y3) —1) = v(y2) +v(y3) < 0, v(a) = —v(ys)
und

v(l—ay) =v(l— (1 —y; (23 —y3) ")) = —v(y2) — v(ys) > 0.
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Betrachtet man also die Bewertung von (8.6.5), so erhélt man zusammen mit
(8.6.14)

v(r) = —v(l —x) —v(y2) — v(ysz) > m+ v(ys). (8.6.15)
Man schrianke nun den Bereich von y3 weiter ein, v(ys) < ng := min{—m, —m—
v(1—2)+1}. Der Bereich —m —v(1 —x) < v(y3) < —m, den man dabei aufler
acht 1a8t, ist kompakt und fallt unter Reduktion 8.2. In dem neuen Bereich
von y3 ist die Bedingung

o(r) + (=g + a7 '2) = —o(1 — 2) — v(ys) + v(x — ays) > m,

die man erhélt, wenn man (8.6.15) in (8.6.2) einsetzt, immer erfiillt.
Der Bereich fiir (ys,y3) lautet also

v(yz) <ng, m<o(yz) < —v(ys),
Fiir @ hat man die Bedingung (8.6.13)

Z3 — Y3 m—2v(y3)—v(y2)
a € 1 + Y3 Yy ,
92(23 - y3) - 1( v )

die

-1

x1(rts) = x12(1 4 ayo)xa(z — 1) = XF(1 — yalzs — y3))xa(z — 1)

impliziert und dem inneren Integral die Form
X?(l — Y223 — y3))xa(z — 1)1F\g9”3 (3/3)1pm\pfv(y3)(yz)q2v(y3)+v(y2) - const.

gibt. Die dazu gehorenden Local Linking Numbers findet man in Abschnitt 8.11.3.

Im Fall v(ys) = —v(y3) ist 0 < v(y2(23 —y3) — 1), und, da yo & (23 —y3) (1 +
@™ @)} nach Voraussetzung von Fall (3), ist v(ya(23 —y3) — 1) < m — v(ys3).
Man findet auflerdem

v(ayz) = v(1 — ayz) = —v(ya2(z3 — y3) — 1).
Setzt man 7 aus (8.6.5) ein in (8.6.14), so erhélt man
v(r) = —v(1 —x) — v(y2(zs — ys) — 1) > m+ v(ys), (8.6.16)

was 0 < v(ya(z3—ys3) —1) < —v(l—x) —m—wv(ys) und v(y3) < —m—ov(l—2)
impliziert. Setzt man (8.6.16) ein in (8.6.2), dann erhélt man

v(r) +v(—y2 +a'x) = —v(l — ) — v(ys) + vz — ays) > m. (8.6.17)
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Mit Hilfe einer Fallunterscheidung nach v(x) sieht man, daf§ (8.6.17) immer
erfiillt ist: Ist v(x) > v(ayz), so folgt

V(1 — aya) > —v(ya(zz —y3) — 1) = m +v(ys) +v(l — z),

was nichts anderes als (8.6.17) ist. Ist v(z) < wv(ayz), dann ist insbesondere
v(z) < 0 und (8.6.17) gleichbedeutend zu

U([L’) Z m + U(y3) + U([L’)7

also zu v(y3) < —m, was in Fall () (b) immer erfiillt ist. Der Bereich der
zuldssigen ys ist nun wegen v(ys2) = —v(ys)

Y2 € (23— ys) " (0p ™ \((1 + "W 0=9) U (1 4 o)),
also fiir v(z) < —2m
Y2 € (23 —y3) ' (or“\(1 + @mfv(%))%
und fiir v(x) > —2m
Y2 € (73 —ys) ' (or ™ \(1+ @7m*v(y3)fv(lfx)))-
Der Bereich fiir y3 ist
v(y3) < nz := min{—m, —m —v(1 — x) + 1},

fir a gilt laut (8.6.10)

Z3 — Y3 m—v(y3)—v(y2(z3—y3)—1)
a € 14 pm s :
Ya(z3 — y3) — il )

Das gibt wiederum den Faktor x1(r~'s) = x3(1 — y2(23 — y3))x1(z — 1). Somit
lautet das innere Integral
X3 (1= ya(z5 — y3))xa(z — 1)
Lr\pns (93)1(Z37y3)71(oFX\(1+pnrv(y3))))(yz)qv(%)ﬂ(”(“*y?’)*l) - const.,
mit ny = m bzw. no, = —m — v(1 — x). Die Local Linking Numbers, die
daraus entstehen, findet man, wenn man die Ergebnisse des 3. und 5. Falls

in Abschnitt 8.11.4 mit den entsprechenden, dort erlduterten Substitutionen
addiert.
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8.7 Gleichung (II): 2y =0 und 2, =0

Hier wird erst einmal untersucht, wann (r,s) € K* existiert so, da§ die fol-
genden vier Relationen erfiillt sind:

(1= (—y2 +a""z)ys) € P
r(—ys +a'x) € =1+ "
—s(a — (1 —aya)ys) € 1+ p™
s(1 —ayy) € p™
Die Determinantenbedingung ist
rs(x—1) € 1+ ™. (8.7.5)

Nimmt man an, da (8.7.2) erfiillt ist, und setzt dies in (8.7.1) ein, so erhélt
man
—r € Y3+ " + W), (8.7.6)

Aufgrund von Reduktion 8.4 reicht es, die zwei Bereiche

(i) v(y3) > n3 und v(y2) < ngy

und

(ii) v(y3) < ng und v(ys) > ng

mit jeweils geeignet wéhlbaren Schranken nsy, n3 zu betrachten.

Fall (i): v(y3) > ng und v(y2) < no
Man wiahle
ng ;= min{—-m,—m —v(l —x)} und ng:=m.
Setzt man (8.7.4) in (8.7.3) ein, so gibt das
—sa €1+ pm. (8.7.7)

Dies macht aus (8.7.4) die Bedingung

v(l —ays) > m +v(a), (8.7.8)
und (8.7.3) impliziert damit wiederum

a— (1 —ayy)ys € a(l + pmH®)),

Ist v(ayz) > 0, so folgt mit (8.7.8), dal —v(y2) < v(a) < —m, also insbesondere
v(ya) > m. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von ns.
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Ist v(ays) < 0, so impliziert (8.7.8) wieder v(yz) > m.
Es gilt also v(a) = —v(y2), und (8.7.8) nach a aufgelost lautet

a € yy (14 pm ), (8.7.9)
Setzt man (8.7.7) in die Determinatenbedingung (8.7.5) ein, so erhélt man
—r €alr— 1)1+ ™).
—r in (8.7.2) liefert nun die Bedingung
acyy (14 "0,

was, verglichen mit (8.7.9), keine neue Bedingung ist, denn v(ys) < —m—uv(1—
x). Es bleibt, Bedingung (8.7.1) zu priifen:

—r € " —1(—y2 +a 'a)y; = ",

wegen der Wahl von ng. Dies ist erfiillt, weil v(r) = —v(y2) — v(z — 1) > m.
Der Faktor x1(r~'s) ergibt sich zu

x1(rts) = X3 (s)xale — 1) = xi 2(a)xale — 1) = X3 (y2)xa(z — 1),

das Integral nach a demnach zu
/ xa(r's) d*a = xi(y2)xa (& — 1)g" @) vol* (1 + ™).
vy ' (1Hpm—v(v2))

Das innere Integral hat somit die Gestalt

X1 (@ = 1)x3 (y2) Lom (y3) L (y2)g"#*) - const..

Die hieraus moglichen Local Linking Numbers finden sich in Abschnitt 8.11.1.
Fall (ii): v(y3) < ng und v(y2) > ny
Hier wdhle man
ny:=m und nz:=min{—-m,—m —v(l —x),—m —v(x)}.
Setzt man (8.7.2) in (8.7.1) ein, so erhilt man
—reys(l+ ™). (8.7.10)
(8.7.2) und (8.7.10) zusammen lauten also

—rey(l+ ™) N(—y2 +a'2) 1+ ™) = y3(1 + ™), (8.7.11)
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falls
—yp+alz ey (1+p™),

also falls

ale 1+ y2ys (1+ pm—v(1+y2y3))'
TY3
(8.7.1) gibt eine noch stérkere Bedingung an a: —r aus (8.7.11) in (8.7.1) gibt

1+ yoys — a tays € M W),

also
ale M(l 4 pm*v(ys)*v(lerzy:a))'
Y3

Fall(«): Fiir v(1 + yay3) < m — v(ys) heifit das

Tys m—ov(y3)—v(l+y2y3)
a € 14 ys y293)) | 8.7.12
1+ Z/2y3( v ) ( )

Fall(3): Fir v(1 + yay3) > m — v(ys) heiBt es lediglich
v(a) < —m + 2v(ys) + v(x). (8.7.13)

Man lege diese Fille fiir einen Moment beiseite, um die Bedingungen (8.7.3)
und (8.7.4) zu untersuchen. Setzt man (8.7.10) in (8.7.5), so gibt das

—s € (y3(z — 1)1+ ™). (8.7.14)
Dies wiederum in (8.7.3) ergibt
a(l 4+ yoys) — ys € ys(x — 1)(1 + ™),
also s

1+ yays
Es muf noch (8.7.4) erfiillt werden mit s aus (8.7.14):

ac

(1 4 prHod=o)=v()y. (8.7.15)

v(l —ayz) >m+v(ys) +v(l —x). (8.7.16)

Nun unterscheidet man nach der Bewertung von x:

1. Fall: v(z) <m

Hier ist der Exponent m +v(1 —z) —v(x) positiv. Dam+v(ys)+v(1—x) <0
nach Wahl von ng3, ist Bedingung (8.7.16) im Fall v(ay2) > 0 immer erfiillt.
Da v(a) = v(x) + v(ys) — v(l + yays3), ist v(aya) > 0 gleichbedeutend zu
v(x)+v(yays) > v(14+yays). Man erhilt also die Einschrankungen: Falls v(y,) <
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—v(y3), so mu v(z) > 0 gelten. Ist v(y2) > —v(ys3), so muf auch noch v(yy) >
—v(y3) — v(z) erfiillt sein. Ist v(y2) = —v(y3), so gilt 0 < v(1 + yoy3) < v(x).
Im Fall v(ays) < 0 ergibt sich aus (8.7.4) die Bedingung —v(ys) > v(a) >
m 4+ v(ys) — v(y2) + v(1 — x). Damit erhélt man die Einschrankungen: Falls
v(y2) < —v(ys), so gilt v(z) < 0. Fir v(ye) > —v(y3) mu v(ys) > m + v(z)
gelten. Und fiir v(y2) = —v(y3) findet man v(z) < v(1+y2y3) < —m —v(y3) +
v(z) —v(l — ).

Fafit man all dies zusammen, so heifit das: Im Fall v(z) < m sind (8.7.3) und
(8.7.4) genau dann erfiillt, wenn

v(y2) # —v(ys) oder 0 <ov(l+yys) <—m—v(ys) +v(x)—v(l—x)

gilt. Dann sind die méglichen a durch (8.7.15) gegeben.
2. Fall: v(x) > m
Hier lautet (8.7.15) einfach

v(a) > m+v(ys) — v(l + yays). (8.7.17)

Wieder mufl man noch (8.7.16) erfiillen:

Falls v(aye) > 0, ist (8.7.16) dank der Wahl von ng immer erfiillt. Man ver-
gleicht die beiden unteren Schranken fiir v(a): Es ist —v(y2) > m + v(y3) —
v(14yoys) gleichbedeutend zu v(1+yay3) > m+v(y2ys). Das kann nur gelten,
wenn v(yz) = —v(ys). Dann gilt also m < v(1 4 yoy3) und v(a) < v(ys). Somit
ist in allen anderen Féllen, also v(ys) # —v(y3) oder 0 < v(1 + yoy3) < m,
die Relation —v(y2) < m + v(ys) — v(1 + yays) erfiillt, das heifit man hat die
untere Schranke v(a) > m + v(ys) — v(1 4 y2y3). Zum besseren Wiederfinden
zusammengefaf3t:

v(L+yays) >m: v(a) = v(ys)
v(L+y2ys) <m:  wv(a) 2m+v(ys) — v(l + y2ys).

Im Fall v(ays) < 0 mufl immer —v(ys) > v(a) > m+v(ys) — v(1 + yoys3) gelten
und auflerdem noch v(a) > m + v(ys) — v(y2) + v(1 — x). Es ist also zunéchst
v(1 + yoy3) > m. Gilt sogar v(1 + yay3) > —v(y3), so lautet der Bereich fir
a: v(ys) > v(a) > m + 2v(yz). Ist hingegen v(1 + yoy3) < —v(y3), so gilt

v(y3) > v(a) <m—+v(ys) — v(1 + yays).
Zusammenfassend erhilt man also:

m < v(1+yays) < —vlys) : v(ys) >v(a) <m+v(ys) — v(l + yays)
—v(ys) <v(l+yays):  v(ys) > v(a) > m+ 2v(ys)
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Jetzt miissen die Fille 1 und 2 kombiniert werden mit den Féllen («) und (3).
Das heifit: Nun werden die Bedingungen (8.7.3) und (8.7.4) kombiniert mit
(8.7.1) und (8.7.2).

1. Fall («):
Hier ist v(z) < m und v(1+ yoy3) < m —v(y3). Bedingung (8.7.15) zusammen
mit (8.7.12) lautet

Y3 (1 + perv(lfac)fv(x)) N TYs (1 + pmfv(yg)fv(lergyg))'

a <
I+ y2ys3 1+ y2u3

Man sieht leicht, daf}, da v(x) < m, stets m 4+ v(1 —z) —v(z) < m — v(y3) —
v(1 4+ yoys3) gilt. Somit hat man

TY3 m—v(ys)—v(14+y2ys)
c 1 + Y3 Y2y
I+ yay3 ( v )

und die zuléssigen ys sind bestimmt durch
v(y2) # —v(ys) oder 0 <ov(l+yys) <—-m—ov(ys) +ov(z)—ov(l—x).

1. Fall (3):

Hier ist v(z) < m und v(1 + yays3) > m — v(ys). Aber im 1. Fall gilt immer
v(1 4+ yoy3) < —m —v(ys) +v(z) —v(1 — ) < —v(ys). Dieser Fall liefert also
keinen Beitrag zum inneren Integral.

2. Fall («):

Hier ist v(x) > m und v(1 + yay3) < m — v(y3). Der Bereich fiir a aus (8.7.15)
impliziert v(a) = v(x)+v(ys) —v(1+y2ys). Im Bereich vom 2. Fall mit v(ays) >
muf} also —v(y2) < v(x)+v(ys) —v(1+y2ys) erfiillt sein und damit v(1+yay3) <
v(x) gelten. Im Fall v(ays) < 0 muB man v(y3) > v(a) = v(z) + v(ys) — v(l +
Y2ys3) = m+2v(ys3) erfiillen, das heifit v(z) < v(1+yays) < —v(y3) +v(z) —m.
Die zuléssigen v, sind somit insgesamt gegeben durch

v(y2) # —v(ys) oder v(y2) = —v(y3) mit 0 < v(1+yays) < —m —v(ys) +v(z).

Der Bereich von a ist durch (8.7.15) festgelegt:

Y3 m—v(ys)—v(1+y2ys)
= 1 + Y3 Y2Y3 .
1+ y2ys3 I+e )

2. Fall (f):
Hier ist v(xz) > m

und v(1 + yoy3) > m — v(y3). Da nach Wahl von nj stets
v(ys) < —m+2v(ys) +

v(x) gilt, kann aus dem 2. Fall nur der Bereich v(y3) >
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v(a) > m+2v(y;) infrage kommen. Zusammen mit der oberen Schranke v(a) <
—m + 2v(y3) + v(x) ergibt das den Bereich fiir innere Integral

V(1 + y2y3) > m —v(ys)

mit
m+2v(ys) < wv(a) < —m+ 20(y3) + v(x).

Die inneren Integrale lassen sich nun leicht bestimmen: In allen Féllen hat man
fiir den Faktor yi(r~!s):

-1

x1(rts) = x 2 r)xg e — 1) = x 2 (ys)xq (@ —1).

Die moglichen Integrale nach a lauten somit

an — qU(yS) U(l y2y3) . CO]lSt .
Y3 m—uv —v (14
T z . (14¢ (y3)—v( y2y3))

aus Fall («), beziehungsweise

/ d*a = vol*(oy)(v(x) — 2m + 1) = const.
m+2v(ys ) <v(a)<—m+2v(ys)+v(z)

aus Fall (3). Dies gibt zuletzt die inneren Integrale
X1_2(y3)1F\g9”3 (93)1_y;1(1+pm—v(y3))(y2) - const.,
dessen Local Linking Numbers in Abschnitt 8.11.4 berechnet werden, sowie

(y3)+v(1+y2y3)1F\pn3 (y3) <1p_v(y3)+1 (y2) + 1pm\p_v(y3> (92)

X1 2 (ys)g"
+1*y§1(o§\(1+pn2*v(y3)))(y2)> - const.,
mit ng := min{—m, —m—v(1—2z), —m—wv(x)} und ny > nz. Die Local Linking

Numbers der verschiedenen Summanden finden sich in den Abschnitten 8.11.2,
8.11.3 und 8.11.4.

190



8.8 Gleichung (II): 2; # 0 und 2z, =0

Hier wird erst einmal untersucht, wann (r,s) € K* existiert so, da§ die fol-
genden vier Relationen erfiillt sind:

(1= (=y2+a '2)ys) € 21 + o™
r(—ys +a'x) € =1+ "
—s(a— (1 —ays)ys) € 1+ ™
s(1 —ayy) € p™
Die Determinantenbedingung ist
rs(z—1) €1+ "+ 2™ (8.8.5)

Nimmt man an, da8 (8.8.2) erfiillt ist, und setzt dies in (8.8.1) ein, so erhélt
man
—r € 2 +ys + ™ 4 U, (8.8.6)

Aufgrund von Reduktion 8.4 reicht es, die zwei Bereiche

(i) v(y3) > n3 und v(y2) < ngy

und

(ii) v(y3) < ng und v(ya) > ng

mit jeweils geeignet wéhlbaren Schranken ny, n3 zu betrachten.

Fall (i): v(y3) > ng und v(y2) < ngy

Man wahle ng3 = m und ny = —m. Wie in Abschnitt 8.7 findet man, dafl die
Bedingungen (8.8.3) und (8.8.4) genau dann erfiillt sind, wenn

0 € g3l (1+ g (5.8.7)
und
—s€a'(1+p")N(a—(1—ays)ys) "' (1+ ™)
gilt. Setzt man dies in (8.8.5) ein und nimmt (8.8.6) hinzu, so erhélt man
—r €alr— 1) 1+ "+ " TE) A (14 ),
Dieser Durchschnitt ist nur dann nicht leer, wenn
a € z(x—1)(1 4 pm e, (8.8.8)

Jetzt hat man zwei Bedingungen fiir a, ndmlich (8.8.7) und (8.8.8), die zusam-
men

a €y (14" ") Na(e = (1 + ")
ergeben. Insbesondere ist also v(ys) = —v(z1) — v(1 — ). Zusammen mit
v(y3) > nz gibt das einen kompakten Bereich zuldssiger (ys,vs), den man
wegen Reduktion 8.2 nicht weiter untersuchen mu#.
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Fall (ii): v(y3) < ng und v(y2) > ny

Hier wéhlt man ny = m und ng = min{—m,—m — v(l — z), —m — v(x)}.
Insbesondere ist also v(z; + y3) = v(y3), denn m war unter anderem so grof§
gewihlt, dal —m < 2v(z;) < m.

Dann kombiniert man zunéchst (8.8.2) mit (8.8.6) und erhélt

—r € (1 +y)(1+ ™) N(—y2+a'2) (14 ™). (8.8.9)
Dieser Durchschnitt ist genau dann nicht leer, wenn
—yy+a e € (2 Fys) N1+ ™),

also wenn

ale 1+ ya(21 + 3) (1+ pm—v(1+y2(31+y3)))‘
(21 + y3)
Eine noch stirkere Bedingung erhélt man, wenn man (8.8.6) in (8.8.1) ersetzt:
Man schreibt —r = (21 + y3)(1 4+ ') mit " € ™ und erhélt

14 yoys —a 'y € (1+ pmvi),

(z1 +y3)(L+17)

Setzt man zur Abkiirzung

m’ = IIliIl{m, m — U(Zl)}7
so folgt hieraus
e 1+ ya(21 + y3) (1+ pm/_y(y3)—u(1+y2(z1+y3)))' (8.8.10)
w(z1 + ys3)

Da —r im Bereich (8.8.9) frei wihlbar, sind die Bedingungen (8.8.1) und (8.8.2)
also zusammen #quivalent zu (8.8.10). Man unterscheidet noch

Fall (a): v(1 +ya(z1 +y3)) < m' — v(ys)
Hier ist (8.8.10) gleichbedeutend zu

.77(21 + y3) (1 + pm/—v(ys)—v(1+y2(21+y3))). (8'8'11)
14 yo(z1 +y3)

Fall (8): v(1+ ya(z1 +y3)) = m' — v(ys)
Hier lautet (8.8.10) lediglich

v(a) < —m' +2v(ys) + v(x). (8.8.12)
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Nun setzt man —r = (21 + y3)(1 + 7') mit ' € ™, das im Fall v(z) < 0
modulo ™ 1) festgelegt ist, ein in die Determinantenbedingung (8.8.5). In
jedem Fall gibt das

—s€(x—1) "z +ys) (14 ™ + pmtrE), (8.8.13)
Im folgenden wird
m = min{m, m + v(z)}

gesetzt. Insbesondere ist also m —m' = v(z;).
Die Bedingungen, die sich jetzt aus (8.8.3) und (8.8.4) ergeben, findet man
analog zu Abschnitt 8.7(ii):
(8.8.3) lautet
a(l+yays) — ys € (=) (L + ™),

also mit —s aus (8.8.13):
a(l+y2ys) — ys € (z1 4+ y3)(x — 1) (1 + ™),
oder aufgelost nach a

pe Lty —a (1 4 roli=s)-via)y (8.8.14)

I+ y2ys3

Man mufl noch (8.8.4) erfiillen, also
(1 —ays) > v(ys) +v(1 —x) +m. (8.8.15)

Insbesondere ist das dank der Wahl der Schranke ng fiir v(ys) keine neue
Bedingung, wenn v(ay,) > 0, denn es ist v(y3) + v(1 —x) + m < 0.
Man unterscheidet nach der Bewertung von x:

1. Fall: v(z) <m
Hier ist der Exponent in (8.8.14) grofler als null und insbesondere v(a) =

v(y3) +v(z) — (1 + yays3).

Da genau die gleichen Bedingungen wie in Abschnitt 8.7 (ii) 1. Fall vorliegen,
kann man das Ergebnis von dort direkt iibernehmen: Die zulédssigen gy sind
gegeben durch

v(y2) > —v(ys) oder m < w(yz) < —v(ys)

oder durch
v(y2) = —v(y3) mit 0 < o1+ yoy3) < —m —v(ys) — v(l — ) + v(x).
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Der Bereich fiir a wird von (8.8.14) festgelegt.

2. Fall: v(xz) > m
Hier ist der Exponent in (8.8.14) nicht mehr positiv und man schreibt besser

v(a) > m+v(ys) — v(l + yays). (8.8.16)

Der Fall v(ays) > 0, in dem (8.8.15) immer erfiillt ist, liefert:

Falls —v(y2) > m+v(ys) —v(1+y2ys), so muB v(yz) = —v(y3) und v(1+yays) >
m gelten und dann ist v(a) > v(y3).

Falls —v(y2) < m + v(ys) — v(1 + yoys3), dann muB v(y,) = —v(y3) und 0 <
v(1+yoy3) < m oder v(y2) # —v(y3) erfiillt sein. Dann ist v(a) > m+v(y3) —
v(1 4+ yoy3). Also gilt zusammengefafit:

Im Fall v(ay2) < 0 hat man —v(y2) > v(a) > m + v(y3) — v(1 + yays), was
v(1 4 yoy3) > m, insbesondere also v(ys) = —v(ys), impliziert. Auerdem mufl
noch (8.8.15), das heifit v(a) > —v(y2) + v(y3) + v(1 — z) + m, erfiillt werden.
Ist v(1+yays) < m—m' —v(ys), so ergibt sich v(a) > m+v(ys) —v(1+yays3).
Falls v(1+ysys3) > m—m'—wv(y3), hat man v(a) > m+wv(y3). Zusammenfassend
ergibt sich also mit m — m' = v(z):

m < o(1+yay3) <v(z) —vlys): v(ys) > v(a) (ys) — v(1 + yays)

v(z1) —v(ys) <v(l+yays):  v(ys) > v(a)

Diese beiden Fille miissen jetzt mit den Féllen () und () kombiniert werden.
Dies entspricht der Kombination der Bedingungen (8.8.3) und (8.8.4) mit den
Bedingungen (8.8.1) und (8.8.2).

1. Fall («):
Hier gilt v(z) < m und v(1 + y2(21 +y3)) < m' —v(ys3). Die zwei Bedingungen
(8.8.11) und (8.8.14) lauten kombiniert

(21 + y3) m/—v(ys)—v(1+y2(21-+y3))
1+ )
L+ ya(z1 +y3)
ﬂ [L‘(Zl + y3) — 21 (1 + perv(lfx)fv(x))‘
I+ yau3
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Insbesondere muf} also v(1 + ya2(21 + y3)) = v(1 + yoy3) gelten. Leicht sieht
man, daf fiir die Exponenten nun immer m’ — v(ys3) — v(1 + ya(21 + y3)) <
m+v(l —x) — v(z) gilt. Somit ist a durch (8.8.11) gegeben, falls

Y221 21 m+v(l—z)—v(z)
1+ —¢e(1+ 1+
1+ y2ys z(21 +y3) —21)( v )

erfiillt ist. Dies gilt nach Wahl der oberen Schranke ns von v(y3) immer, denn
die Vorfaktoren liegen selbst in 1 + @m+*(1=#)=v(*). Zum einen ist v(§) >
v(yays) +v(z1) +m+ov(l —z) —ov(z) > m+o(l —2) —v(z), da v(y;) <
—1+v(z1)—v(1—2)+v(z). Zum anderen ist v(;-Fs—) = mtv(l—z)—v(a),
weil v(ys) < —m +v(z1) —v(1 —2).

Der Beitrag zum inneren Integral ist im 1. Fall («) also gegeben durch solche
1o, die die Bedingungen

v(y2) > —v(ys) oder m < wv(yz) < —v(ys)

oder
v(ye) = —v(y3) mit 0 < v(1+yoys) < —m —v(ys) —v(l — z) +v(x)

erfiilllen. Der Bereich fiir a wird von (8.8.14) festgelegt.

1. Fall (5):

Hier gilt v(z) < m und v(1 4 y2(21 + y3)) > m' — v(y3). Die Bewertung von a
liest man aus (8.8.14) ab: v(a) = v(y3)+v(z) —v(14+y2ys), und v(a) wird wegen
(8.8.12) nach oben beschrénkt durch —m’ 4 2v(y3) + v(x). Dies ist dquivalent
zu V(14 y2y3) > m' —v(ys). Im 1. Fall hat man aber auch eine obere Schranke
v(14y2ys) < —m—uv(ys) —v(l —z)+v(x). Dam+m' > m > v(x) —v(l—2x),
gibt es somit keinen zulédssigen Bereich fiir v(1 4 yoys3).

Der 1. Fall () leistet keinen Beitrag zum inneren Integral.

Sinnvoll fiir die zwei anderen Fille ist folgende

Vorbemerkung: Eine Fallunterscheidung zeigt:

Ist v(y2) # —v(ys), so ist v(1 + yoys) = v(1 + y2(21 + y3)) immer gegeben.
Ist v(y2) = —v(ys3), so hat man:

v(1+yays) <vlz1) —v(ys): v(L4y2(21 +y3)) = v(1 + y2y3),
v(1+yays) > v(z1) —v(ys) 0 v(L4ya(21 +y3)) = v(21) — v(ys)
und v(1 + yo(2z1 +y3)) < v(1 + y2u3),
(1 +yays) = v(z1) —v(ys) : v(L4v2(21 +y3)) = v(1 + yays).
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2. Fall («):

Hier ist v(z) > m und a durch (8.8.11) festgelegt. Also ist v(a) = v(z)+v(y3)—
(14 y2(21 + y3)). Weiter ist v(1 + ya(21 +y3)) < m' — v(ys).

Da man im 2. Fall ist, mufl zunéchst einmal v(a) > m + v(ys) — v(1 + y2y3)
erfiillt werden, also

V(1 4+ yoys) — v(1 + yo(2z1 +y3)) > m — v(x). (8.8.17)

Man unterscheidet noch nach der Bewertung von ays:

Ist v(aye) > 0, so muB fir v(1+yoys) > m sogar v(a) > v(ys) gelten, das heifit
v(14+ya(z1 +ys3)) < v(z). Dasowohl v(z) < m'—wv(ys) als auch v(z) < v(z) —
v(xz) dank Wahl der Schranke ng, schlieBt man mit hilfe der Vorbemerkung,
daB hier m < v(1 + yay3) = v(1 + ya(z1 + y3)) < v(x) gilt.

Fiir v(1 + yoy3) < m, ist sogar immer v(1 + yoys3) = v(1 + ya(z1 + y3)), weil
m < v(z1) —v(ys), und somit ist (8.8.17) immer erfiillt.

Es sei nun v(ayy) < 0. Hier muB also v(y3) > v(x) + v(y3) — v(1 + ya(21 + y3))
erfiillt werden.

Man untersucht zundchst den Fall m < v(1 + yoy3) < m —m' — v(ys) =
o(z1) — olgs):

Ist sogar v(1 + yay3) < v(z1) — v(ys3), dann erhélt man mit (8.8.17) und der
Vorbemerkung die Bedingung v(z) < v(1 + yo(21 + y3)) = v(l + yoy3) <
v(z1) — v(ys3). Ist hingegen v(1 + yoy3) = v(z1) — v(y3), dann mul v(y;) >
v(z) +v(ys) — v(1 + yo(21 + y3)) > M+ v(z1) gelten. Insbesondere heifit das
v(y3) > m +v(z) > —m, im Widerspruch zu v(ys) < ng < —m.

Im Fall m — m' —v(ys) < v(1 + yoys) gilt nach der Vorbemerkung v(1 +
y2(z1 + y3)) = v(z1) — v(y3). Dann muf man wegen (8.8.17) die Bedingung
v(ys) > v(x)+v(z1) > m+wv(z) erfiillen. Wie eben gesehen ist das unmdoglich.
Der gesamte Beitrag vom 2. Fall (a) zum inneren Integral ist also gegeben
durch die folgenden zuléssigen ys:

v(y2) > —v(ys) oder m < v(y2) < —v(ys)
oder
v(y2) = —v(y3) und 0 < v(1 + yoy3) = v(1 + yo(21 +y3)) < v(z1) — v(ys).
Der Bereich fiir a ist durch (8.8.11) gegeben.
2. Fall (3):

Hier gilt v(z) > m und m + v(y3) — v(1 4+ yoy3) < v(a) < —m’ 4+ 2v(ys3) + v(x)
sowie v(1 + ya(z1 + y3)) > m' — v(y3). Weil m > 2v(z;), ist somit immer
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v(14+ya(z1 +y3)) > v(z1) —v(ys) gegeben. Nach der Vorbemerkung ist das nur
moglich, wenn v(14y2y3) = v(z1) —v(ys3). Insbesondere ist also v(1+yays) > m.
Im Fall v(ays) > 0 mu noch v(y3) < v(a) < —m’+2v(y3)+v(zx) erfiillt werden,
insbesondere also v(ys) > m’ + v(x) > 0, im Widerspruch zu v(y3) < ng < 0.
Im Fall v(ayz) < 0 nutzt man aus, da v(1 + yoy3) = v(z1) — v(y3) = m —
m’ — v(ys). Damit erhdlt man die Bedingnung an a in diesem Fall zu —m/ +
20(y3) + v(x) > v(a) > m + v(z3). Dies impliziert jedoch den Widerspruch
20(ys) > m+m' +v(z) +v(x) > 0.

Der 2. Fall () liefert also keinen Beitrag zum inneren Integral.

Insgesamt hat man nur im Fall () einen Beitrag zum inneren Integral. Der
Faktor y;(r~'s) ist dank Relation (8.8.9) gegeben durch

-1

x1(rts) = x 7 2r)xg e — 1) = x 2 (21 + )z — 1),

Das Integral nach a ergibt

d*a = vol(1 + pm’)qv(y3)+v(1+y2(zl+y3)).

z(21+y3) m! —v —v(14yg(z1+
1+y2(21+y3)(1+g9 (y3)—v(1+y2(z1+v3)))

Das innere Integral hat somit die Form

+u(1+y2(z1+ys3))

const. -x7 2(z1 + y3)q' @) 1\ gns (y3)

'<1w<ys>+1(3/2) + Lo (42) + 1(zl+y3>—1(oé\(lwnrvw))(92)>’

mit ng = min{—m, —m —v(z), —m —v(1 — )} und ny —ng > 0. Man bemerkt
noch, dafl immer gilt v(z; +y3) = v(y3). Die Substitution y3 — z; +ys erlaubt,
die Local Linking Numbers so zu berechnen, wie in den Abschnitten 8.11.2,
8.11.3 und 8.11.4 angegeben.
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8.9 Gleichung (II): 2y =0 und 24 # 0

Hier wird erst einmal untersucht, wann (r,s) € K* existiert so, da§ die fol-
genden vier Relationen erfiillt sind:

—r(1 = (—y2 +a " x)ys) € ™ (8.9.1)
r(—ya +a'x) € =1+ " (8.9.2)
—s(a— (1 —ayz)ys) € 1 + p™ (8.9.3)
s(1—ays) € z4+ o™ (8.9.4)

Die Determinantenbedingung ist
rs(x—1) € 1+ ™. (8.9.5)

Nimmt man an, da (8.9.2) erfiillt ist, und setzt dies in (8.9.1) ein, so erhélt
man
—r €y 4 ™ + W), (8.9.6)

Ebenso erhilt man aus (8.9.4) eingesetzt in (8.9.3)
—sa €1 — 24Y3 + pm + perv(yg)‘ (897)

Wegen Reduktion 8.1, kann man sich auf den Fall v(z4) > 0 beschrénken.
Aufgrund von Reduktion 8.4 reicht es wieder, die zwei Bereiche

(1) v(y3) > n3 und v(y2) < ngy

und

(ii) v(y3) < ng und v(ya) > ng

mit jeweils geeignet wéhlbaren Schranken nsy, n3 zu betrachten.

Fall (i): v(y3) > n3 und v(ys) < ng
Man wihle ng = max{m, m + v(1 — z)} und ny = min{—m, —m — v(l — z) —
Dann ergeben sich die Bedingungen (8.9.6) und (8.9.7) zu

—rep" (8.9.8)

und
—s€a 1+ pm). (8.9.9)

Setzt man (8.9.9) in (8.9.4) ein, so erhilt man

a”t € (yo — z4) (1 + pm v ®2)),

198



und (8.9.9) in (8.9.3) ergibt
= Yo (1 + pm*U(yst))

Setzt man diese beiden Bedingungen im Fall v(y2y3) < m zusammen, so erhilt
man

a € (yo — 2z4) (1 + pmv2)), (8.9.10)
falls 1 — 21 € 1+ " w21s) - also falls v(ys) > m — v(z4). Das ist nach Wahl
von ng immer gegeben.
Im Fall v(y2y3) > m hat man ebenso a durch (8.9.10) bestimmt und mufl noch
die zusétzliche Bedingung —v(y2) = v(a) < —m + v(y3) erfiillen. Aber dies
heiit gerade v(yay3) > m.
Insgesamt sind also die Bedingungen (8.9.3) und (8.9.4) gleichbedeutend zu
(8.9.10) und

—s € (y2 — z)(1 + ™). (8.9.11)

Setzt man (8.9.11) ein in (8.9.5), so erhdlt man
—r € (g2 —2) (@ — 1)1+ ™).
Dies zusammen mit (8.9.2) liefert
€ (yp—2) =DM A+ ™) N (—y2 +a ) 1+ ™),  (8.9.12)
und dieser Schnitt ist genau dann nicht leer, wenn

e (y2 — ng)x + Z4(1 + prtels)toli-a)—u((y2—za)etz)y (8.9.13)

Da v((y2 — z4)x) < v(z4) nach Wahl von ng immer gilt, ist der Exponent gleich
m+v(l —x) —v(z).
Ist also v(x) < m, so ist dieser Exponent positiv, und man erhilt die Bedingung

xr
= 1+ pm—l—v(l—zr)—v(a:) )
(Y2 — 24)x + 24( )

Vergleicht man dies mit (8.9.10), so gibt das

X
= 14+ m+v(l—z)—v(x) N — -1 1+ m—ov(y2) ’
T (U )0 (g — 22 (14 0

was wiederum gerade (8.9.10) bedeutet, denn m—v(y2) > m~+v(l—z)—v(x) ist
durch Wahl von ny immer erfiillt. Allerdings muf}, damit dieser Durchschnitt
nicht leer ist,

Z4

c [L’(l + pnfLJrv(lfac)fv(x))
Y2 — 24

x +
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erfiillt sein. Dies ist aber wiederum durch Wahl von n, gewihrleistet, da geich-
bedeutend zu v(z4) — v(y2) > m+v(1 — x).

Ist v(z) > m, so ist der Exponent in (8.9.13) nicht positiv, und man erhélt die
Bedingung v(a) < —m — v(y3) — v(1 — z) + v(z). Zusammen mit (8.9.10) hat
man also —v(y2) = v(a) < —m—v(y3) —v(l—=x)+v(z). Das ist gleichbedeutend
zu der Voraussetzung, das der Exponent in (8.9.13) nicht positiv ist. Auch hier
ist @ somit nur durch (8.9.10) eingeschrénkt.

Nun muff man noch (8.9.1) priifen: Setzt man dort den ersten Teil von (8.9.12)
ein, so erhélt man

1—(—y2+ oz’lzzc)y3 c pmw(yz)w(lfx)’
was geleichbedeutend zu

&—1 e %(1 + pm—v(yg)—kv(l—;r))

ist. Der auftretende Exponent ist wegen Wahl von ns immer negativ. Somit
lautet die Bedingung an a hier

—v(a) > m+v(ya) — v(ys) + v(1 — ) — v(x).

Wegen (8.9.10) ist v(a) = —v(ya), also ist obige Bedingung immer erfiillt, denn
v(ys) > m~+v(l —z) —v(x).

Nun rechnet man mit (8.9.11):
xi(r~'s) = xi(s)halr — 1) = xi(y2)xa(z — 1).
Das Integral iiber a hat demnach die Gestalt
/ Xi(y2)xa(z = 1) d¥a = xi(yz)xa (z — 1)g"¥ vol* (1 + ™),
(y2—2a) " (1+pm " 2))
und das innere Integral ist von der Form

const. -x3 (yg)q”(”) 1ons (y3) L pne (12)-

Die zugehorigen Local Linking Numbers finden sich in Abschnitt 8.11.1.

Fall (ii): v(y3) < ng und v(y2) > ny

Hier wihle man n3 := min{—m, —m—v(1—2x), —m —2v(z) +v(z) —v(l —2z)}
und ng := min{m, m + v(1 — z)}.
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Dann lautet (8.9.6) hier
—r e y3(1 + pm)

(8.9.14) und (8.9.5) liefern zusammen
—s€y;(x -1 1+ ™).

Die Bedingungen (8.9.2) und (8.9.14) kombiniert ergeben

—reys(1+ ™) N(—ys + a tz) M1 4 ™).

Dieser Durchschnitt ist genau dann nicht leer, wenn
—yp+a Ttz € Yyt 4 oUW,
also wenn L+
a_l 6 ﬂ(l _|,_ pm_v(1+y2y3))'

TYs3
Kombiniert man (8.9.1) mit (8.9.14), dann erhélt man

ys — (—y2 +a'2)y; € ys + o™
Aufgelést nach a™! gibt das

a e M(l + pm—v(yg)—v(1+y2y3))
Tys

Y

was eine stérkere Bedingung als (8.9.17) ist.
Man unterscheidet nach dem Exponenten:

Fall(a): v(1 4+ yoys) < m — v(ys):
Hier kann man (8.9.18) nach a auflosen:

Y3 - —v(1
= 14 o™ v(ys)—v(1+y2ys)y)
1+ y2y3( v )

Fall(3): v(1 + yay3) > m — v(ys):

(8.9.18) ist hier nur eine Bedingung an die Bewertung von a:

v(a) < —m+ 2v(ys) + v(x).

Nun setzt man (8.9.15) ein in (8.9.4):
1 —ays € —zyys(z — 1)(1 + ")),
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Nach a aufgelost heifit das

0e 1+ Z4Z/;(.T - 1) (1 + pm+l}(y3)+U(1—$)—’U(1+Z4y3($—1)))‘
2

Da v(z4ys(x—1)) < 0 nach Wahl von nj stets erfiillt ist, erhélt man vereinfacht
1 -1
e + 24y (2 )(
Yo
Setzt man (8.9.15) in (8.9.3) ein, so gibt das

14 pmviE)), (8.9.21)

ys (= 1) Ha(l + yays) —y3) € 1+ o™,
aufgelost nach a also

e P (g 4 griui-a-ole)y (8.9.22)

1+ y2y3
Eine Unterscheidung danach, ob der auftretende Exponent positiv ist oder
nicht, ergibt zwei Fille:

1. Fall: v(z) <m
Hier ist der Exponent positiv. (8.9.22) und (8.9.21) gleichzeitig zu erfiillen,
heifit

Ysx 1—)—
1+ m+v(l—z)—v(x)
1+ y2ys I+e )
ﬂl + 543/;(55 —1) (1+ pmw(yg)+v(1f:v)fv(1+Z4y3(xfl)))
2

zu wahlen. Dieser Durchschnitt ist genau dann nicht leer, wenn

Y2Y3

—1 min
———cz (1+zy(z—1))(1+ )
1+ va0s ( 1y3( N( ")

wobei min das Minimum der Exponenten bezeichnet. Dies ist, wie man mit
einer kleinen Rechnung sieht, gleichbedeutend zu

(1 —2)(1 — z4y3)

Also gibt es ein g, € pmin Tv@—vlavs@=1) 5o daf y, = —y;l(l+mxl+

Yy € —y;l(l + )(1 + pminJr’U(I)*U(Zzlyg(I*l)))‘

y5). Damit folgt

T , T

s = (x = 1)(1— zay3) Bl t (z —1)(1 - z4y3))‘
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Da min > 0, ist

T

(e < (40 i)

V(1 4+ yoy3) = v(z) —v(1 — ) — v(24) — v(y3) > 0.

Daim 1. Fall m—v(z)+v(1—xz) > 0 nach Voraussetzung, ist stets v(1+yays) <
m — v(y3): Der Fall () tritt nicht auf. Der Fall («) fordert fiir a zusétzlich zu
(8.9.22) und (8.9.21) noch (8.9.19), also

also ist

LY3 m—v(z)+v(l—z)+v(z4) 1+ Z4y3($ — ]') m—v(z4)
ac ———(1+ N 1+ .
= y2y3( 2 ) " (1+p )

Nun spielt man das gerade benutzte Argument noch einmal durch und erhalt:
Zusammenfassung 1. Fall:
Ist v(x) < 2v(z4), so ist der giiltige Bereich der (y9,y3) gegeben durch

T

(1 —2)(1 = 24ys)

und der Bereich der méglichen a wird durch

Y

= —y3_1(1 + (1 + pm—Qv(m)-l—v(a:)—v(;B—1)—v(y3))

Y3 (1 + perv(z4)Jrv(lfac)fv(x))

a € ————
I+ y2ys3

beschrieben.
Ist 2v(z4) < v(x) < m, so wird der giiltige (y2, y3)-Bereich durch

X

(1 —2)(1 — z4y3)

gegeben und der Bereich der moglichen a durch

y2 € —y5 (1 + )(1+ o))

TY3 m—uv(z4)
a € ———(1+ 4.
1+ yzyg( v )

2. Fall: v(xz) > m
Hier ist der Exponent nicht positiv, und somit heifit (8.9.22) lediglich

v(a) 2 m+v(l—z)+v(ys) — v(l + yays). (8.9.23)
Damit (8.9.23) und (8.9.21) gleichzeitig erfiillt sind, damit also
v(a) = v(zays(z — 1)) —v(y2) =2 m+o(1 — ) +v(ys) — v(1 + y2ys),
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muB v(1 + yay3) > m — v(z4) + v(y2) > 0 gelten. Das kann nur erfiillt werden,
wenn v(y2) = —v(y3), und dann heifit das auch v(1+yay3) > m—ov(z4) —v(ys).

Man unterscheidet weiter nach den Féllen («) und (3):

2. Fall («):

Hier ist insbesondere m—uv(z4) —v(y3) < v(1+y2ys) < m—o(ys) und v(z) > m.
Vergleicht man die Exponenten m—uv(y3)—v(14+y2ys3) von (8.9.19) und m—uv(zy)
von (8.9.21), so gilt immer m — v(y3) — v(1 + y2y3) < m — v(z4). Kombination
von (8.9.19) mit (8.9.21) ergibt somit wieder die Bedingung (8.9.21) fiir a,

wenn
Y2Y3

L+ y2us
oder dquivalent (wie man nach einer kleinen Rechnung sieht)

€ 27 (1 4 zyys(x — 1)) (1 + pmvla)—v(l+vzua))

1 z m—2v(y3)—v(14+y2y3)+v(z)—v(24)
Es gibt also ein y, € pm~2Ws)—vltwy) @) g0 daf yp = —y3'(1 -

m)(l + y5). Damit findet man

el TS )

1 —
T = A ()

Da v(1 + yoy3) < m — v(y3), gilt immer

° ((1 - x)f—myg)) = (yé(l i (1— x)(gi - 2493))) '

Insbesondere ist v(1+y2y3) = v(x) —v(z4) —v(ys3). Das beschrankt den Bereich
der moglichen = auf m < v(z) < m + v(z4). Der Exponent in (8.9.24) erhélt
nun die einfache Form m — v(y3).

Zusammenfassung 2. Fall (a): m < v(x) < m + v(zy)

Der giiltige Bereich fiir (ys,y3) ist gegeben durch

(1 —2)(1 — z4y3)

und der Integrationbereich von a durch

Yo € —y3 (1 + )(1 + ),

1 —1
0c + zay3(x )

(14 pmC),
Y2

2. Fall (f):
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Hier ist m—v(y3) < v(1+y9ys) und v(z) > m. Insbesondere ist v(y2) = —v(ys3).
Bedingung (8.9.21) legt fest: v(a) = v(z4) + 2v(y3). Kombination von (8.9.23)
und (8.9.20) ergibt

m+v(ys) — v(1 +y2ys) < v(z) + 20(ys) < —m + 2v(ys) + v(@),

Das erste Ungleichheitszeichen ist immer erfillt, weil v(1 4 yoy3) > m — v(ys).
Das zwei Ungleichheitszeichen ist genau dann erfiillt, wenn v(z) > m + v(zy)
gilt. Das schréinkt nur den Bereich der moglichen x ein.

Zusammenfassung 2. Fall (3): v(z) > m + v(z)

Der giiltige Bereich fiir (ys, y3) ist gegeben durch v(1+ y2y3) > m —v(ys). Der
Integrationsbereich von a ist gegeben durch

1+ -1
ac 2’43/3(45 )(

1+ pm—v(m))'
Y2

Jetzt faBt man alle Félle von Abschnitt 8.9 zusammen, um die auftretenden
inneren Integrale zusammen zu tragen:
Der Faktor x1(r~'s) wird hier zu

x1(r7ts) = x(r)xg e = 1) = X (ws)xg = 1).

Die Volumina aller auftretenden Bereiche fiir a sind unabhéngig von (y9, y3),
die Integrale nach a somit konstant. Also treten nur zwei Typen von inneren
Integralen auf:

const. X *(y3) Lr\gns (Y3) 1yt (1 vt (2)

oder

const. 'X1_2(y3)1p\pn3 (y3)17y51(1+ e (14pn2-v(¥3)) (y2)

)(f*24y3)
Dabei ist n3 = min{—m, —m — v(1 — ), —m — 2v(z;) + v(z) — v(1 — z)} und
ne € {m, m—2v(zy)+v(x)—v(1—2x)}. Die zugehorigen Local Linking Numbers
findet man in Abschnitt 8.11.4.
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8.10 Gleichung (II): 2; # 0 und 24 # 0

Hier wird zunéchst untersucht, wann (r, s) € K* existiert so, daf§ die folgenden
vier Relationen erfiillt sind:

—r(1 = (—ys +a"'2)ys) € 21 + ™ (8.10.1)
r(—yp+alr) € =1+ 2z + " (8.10.2)
—s(a— (1 —aya)ys) € 1 + ™ (8.10.3)
s(1—ays) € z4+ o™ (8.10.4)

Die Determinantenbedingung ist
rs(x—1) €1+ ™+ z1p™. (8.10.5)

Nimmt man an, da8 (8.10.2) erfiillt ist, und setzt sie in (8.10.1) ein, so erhélt
man
—r € ys+ (1 — ysza)z + o™ + "), (8.10.6)

Ebenso erhilt man aus (8.10.4) eingesetzt in (8.10.3)
—sa € 1 — zys + o™ + W), (8.10.7)

Wegen Reduktion 8.1, kann man sich auf den Fall v(z,) > 0 beschrénken.
Aufgrund von Reduktion 8.4 reicht es wieder, die zwei Bereiche

(i) v(y3) > n3 und v(y2) < ngy

und

(ii) v(y3) < ng und v(ya) > ng

mit jeweils geeignet wéhlbaren Schranken nsy, n3 zu betrachten.

Fall (i): v(y3) > n3 und v(ys) < ng

Man wéhle ng = max{m, m — v(z1)} und ny = min{—m, —m — v(1 — z)}.
Somit schreibt man fiir (8.10.6) vereinfacht

—re€z+ pm (8108)

und fiir (8.10.7)
—s€a 1+ pm). (8.10.9)

Setzt man (8.10.9) ein in (8.10.4), so erhélt man

—a M1 —ays) € 24 + 9™,
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also nach a aufgelost
a € (yy — 24) 11 4 o)), (8.10.10)
Setzt man (8.10.9) in (8.10.3) ein und 16st nach a™! auf, so gibt das
at € yo(1 4 pmrlews)y, (8.10.11)

Man unterscheidet danach, ob der Exponent in (8.10.11) positiv ist oder nicht:
Ist v(yay3) < m, so lauten (8.10.11) und (8.10.10) kombiniert

a € (y2 —_ 24)_1(1 + pm—v(zn)) N y2—1(1 + pm—v(ygyg)) — (y2 _ 24)—1(1 + pm—v(m)),

falls der Durchschnitt nicht leer ist. Dazu mufl ynyZ4 € 14 o) gelten,
was wegen v(ys) > ng > m — v(zy) immer erfiillt ist.
Ist v(y2y3) > m, so ist die Bewertung von a durch (8.10.10) festgelegt und

(8.10.11) stellt noch die Bedingung

v(a) = —v(yz) < —m + v(ys),

die gleichbedeutend zu v(yays) > m ist.
Also sind (8.10.3) und (8.10.4) in jedem Fall gleichbedeutend zu (8.10.10) und,
wie man durch einsetzten von (8.10.10) in (8.10.9) sieht,

—s € (y2 — z)(1 + ™). (8.10.12)
Nun setzt man (8.10.12) ein in die Determinantenbedingung (8.10.5):
—r € (Y2 —21) (@ — 1) (1+p").
Dies zusammen mit (8.10.8) ergibt
—r € (go—2) (= 1) A+ ") N (1l + ")),

Damit dieser Duchschnitt nicht leer ist, es also ein r gibt, das alle Bedingungen
erfiillt, muf insbesondere v(y2) = —v(z1) —v(1—x) gelten. Nach Voraussetzung
ist aber v(y2) < ng < —m —v(l — ) und |v(21)| < m. Es gibt somit keinen
zuldssigen Bereich fiir (ys,ys3), und der Fall (i) leistet keinen Beitrag zu den
Local Linking Numbers.

Fall (ii): v(y3) < ng und v(y2) > ny

Man setzt v(ya) > ng := m. Die Schranke v(y3) < ns wird spéter festgelegt, da
in Betracht gezogen werden muf, ob 2124 = 1. In jedem Fall ist aber ny < —m,
so daf (8.10.6) zu

—r €z +ys(1 — z124) + yzp™ (8.10.13)
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wird und (8.10.7) zu
—s € a M1 — zys)(1 + UG (8.10.14)

wird. Setzt man (8.10.14) ein in (8.10.4), so erhélt man

Yy — ale 4 + pm—v(%)—v(y?)),
1 — 23
also 1
e Yo — 24( +y2y3)(1 4 pm—v(y2—24(1+y2y3)))' (8.10.15)
1 — 23

Setzt man (8.10.14) ein in (8.10.3) und nimmt an, daB man das s dort frei
wéhlen kann (eine Annahme, die sich am Ende der Rechnung von selbst veri-
fiziert), so erhdlt man

Nach a~! aufgelost heifit das

ale y2 — za(1 + 4oys) (1+ pm*v(a)*v(ys)*v(yzfZ4(1+y2y3)))' (8.10.16)
1 — 2493

Verglichen mit (8.10.15) ist (8.10.16) die stérkere Bedingung. Um sie auszu-
werten, unterscheidet man nach den Bewertungen von ys und ys:

Falls v(y2) < —v(ys3):

Hier ist v(z4(1 4 y2y3)) = v(z1) + v(y2) + v(y3) < v(y2). Der Exponent in
(8.10.16) ist m — 2v(z4) — 2v(y3) — v(y2) > 0. Also kann man nach a auflésen
und erhalt

1 — z4y3 —2uv(z4)—20(y3)—
0e 14 o™ v(24)—2v(y3)—v(y2) , 8.10.17
Y2 —24(1+y2y3)( Y ) ( |

insbesondere ist v(a) = —v(ys).

Falls v(y2) > —v(ys):

Hier ist v(z4(14+y2y3)) = v(2z4) < v(y2). Das gibt den Exponenten m —2v(z4) —
v(ys3) in (8.10.16). Der Exponent ist stets grofer als null, und aufgeldst nach a
hat man

1 — 243 —2u(za)—
ac 1+ o 2v(za)—vlys)y 8.10.18
Y2 —z4(1+y2y3)( v ) ( )

insbesondere ist v(a) = v(ys).
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Falls v(y2) = —v(ys3):
Hier mufl man weiter unterscheiden:
o v(1+yoy3) < —v(y3) —v(z4): Das ist gleichbedeutend zu v(z4(1+y2y3)) <

v(y2). Der Exponent in (8.10.16) ist dann m—2v(z4) —v(y3) —v(1+y2ys).
Er ist immer grofer als null. Man erhalt

1 — z4y3 —2v(z4)—v(y3)—
0e 14+ o™ v(z4)—v(y3)—v(1+y2y3) , 8.10.19
Yo — za(1 4 y2y3) Y ) | |

und v(a) = v(y3) — v(1 + yay3).

o v(14+y2ys) > —v(ys) —v(z4): Das ist gleichbedeutend zu v(z4(1+y2ys)) >
v(y2). Der Exponent in (8.10.16) ist dann lediglich m — v(z4). Nach a
aufgelost lautet die Bedingung

1—
" e Y3 g gmeete)y, (8.10.20)

Yo — z4(1 + yoys)

insbesondere ist v(a) = v(zy) + 2v(y3).

o v(1 + yoy3) = —v(ys3) — v(z4), das heiit v(z4(1 + y2y3)) = v(y2). Der
Exponent in (8.10.16) ist genau dann nicht positiv, wenn v(ys — 2,(1 +
yay3)) > m —v(zy) — v(ys). Aufgeldst nach y, lautet diese Bedingung

1
Yo € —y5 (1 — —=) 71 (1 + o)), (8.10.21)
Z4Y3

In diesem Fall gibt (8.10.16) lediglich
v(a) < —m+ 2v(zg) + 20(y3). (8.10.22)
Falls v(y2 — z.(1 + y2y3)) < m — v(z4) — v(ys3), also wenn

_ 1 — —v(z4)—v m—uv(z4)—v
g2 € =y (1= =)7L (14 )\ (1 vl el

24Y3
(8.10.23)
dann ist der Exponent in (8.10.16) positiv und man erhalt

1 — z4y3 o)) — (e —
a € 14+ o™ v(z4)=v(ys) —v(y2—z4(14+y293)) 8.10.24
Y2 — 24(1+ y2y3)( v ) ! )

Hier ist v(a) = v(2z4) + v(y3) — v(y2 — 24(1 + y2y3)).

Um auch die Bedingungen (8.10.1) und (8.10.2) auszuwerten, mufi man nun
betrachten, ob z;z4 = 1.
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1. Fall: z1z, =1
Man setzt
ng = min{—m — v(z1), —m + v(x), —m — v(z4) — v(1 — ), =2m + v(z) }.

Hier lautet (8.10.2)
r(—yo +a 'x) € P, (8.10.25)

(8.10.13) wird zu
—r € pmtuls) (8.10.26)

und, da v(z;) = —v(z4) < 0, (8.10.5) wird zu
rs(z —1) € 14 pm o), (8.10.27)
Setzt man in dieses (8.10.27) die Bedingung (8.10.14) ein, so erhélt man
—r € a(l — zyys) Mz — 1) 711 + pm v, (8.10.28)
Diese Bedingung fiir r setzt man nun in (8.10.25) ein:
—a(—y2 +a"'x) € (1 — zay3)(x — 1)p™,
also, da ng < —m —v(zy) + v(z) —v(1 — 2),
v(a) > m+v(zg) +v(l —2) + v(ys) — v(y2). (8.10.29)

Ebenso setzt man (8.10.27) in die verbleibende Bedingung (8.10.1) ein und
erhalt

a(1 +yays — a 'ays) € 21 (1 — zgys)(x — 1)(1 + pm VD),
oder nach a aufgelost (beachte ng < —m +v(1 — x))

+ (-1
c U z1(z—1)

1+ m—v(z4)+v(l—2x) 8.10.30
L+ yo2ys3 ( v ) ( |

a
Falls v(z) > —m + v(z4), dann ist der Exponent in (8.10.30) positiv. Die
Bewertung von ¢ mufl nun noch (8.10.29) erfiillen, also

v(a) =v(ys) —v(1 + yays3) < m~+v(zg) +v(1 — x) + v(ys) — v(ya2).

Dies ist genau dann erfiillt, wenn v(y2) # —v(ys) oder wenn v(ys) = —v(ys)
mit 0 < v(1 + yays3) < —m —v(z4) — v(1 — ) — v(ys3).

Falls v(z) < —m+v(z4), dann ist der Exponent in (8.10.30) nicht mehr positiv
und man erhélt die Bedingung v(a) > m—v(z4)+v(1—2)+v(ys) —v(l4+y2ys).
Kombiniert man das mit (8.10.29), so unterscheidet man am besten:
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o v(ys) < —v(y3): Da v(zy) +v(ys) < —v(z4), erhilt man
v(a) >m —v(z4) + v(z) — v(ya). (8.10.31)

o v(ys) > —v(ys): Da v(zy) — v(y2) < —v(z4), erhélt man

v(a) > m —v(z) +v(z) + v(ys). (8.10.32)

o v(y2) = —v(ys): Ist v(1 4+ yays) < —v(y3) — 2v(zy), so erhélt man
v(a) >m —ov(z4) +v(x) +v(ys) —v(1 + yays). (8.10.33)
Ist hingegen v(1 + y2y3) > —v(y3) — 2v(24), so hat man

v(a) > m+v(z4) +v(x) + 20(y3). (8.10.34)

Die gerade erhaltenen Bedingungen miissen jetzt mit (8.10.17)—(8.10.24), also
den Bedingungen, die man aus (8.10.3) und (8.10.4) erhalten hat, kombiniert
werden:

Falls v(z) > —m + v(z4):

Hier ist v(y2) # —v(y3) oder v(y2) = —v(ys) und 0 < v(1 + yoy3) < —m —
v(z4) —v(1 — ) — v(y3). Fiir @ hat man die Bedingung (8.10.30), die mit den
iibrigen Bedingungen kombiniert werden muf. Dazu vorweg eine allgemeine
Rechnung;:

Es sei die Bedingung

m—uv(z4)+v(l—x) 1 - Z4Y3

c Ys + Zl(l‘ — 1)
Yo — za(1 4 y2y3

a
I+ you3

(1+p )(1+@l)

gegeben, wobei [ > m — v(z4) + v(1 — ). Dieser Durchschnitt ist genau dann
nicht leer, wenn

Yo — 24(1 + y2y3) c 1 — 23

1+ m—uv(z4)+v(l—2)
L+ yays y3+21(x—1)( v )

erfiillt wird. Dies ist gleichbedeutend zu

Y2Ys3 YsT m+v(l—z)—z(z)+v(y3)
14 .
L+ 12y3 y3+21(x—1)( Y )

Der letzte Exponent ist nach Wahl der Schranke ns nicht positiv, also erhéalt
man die Bedingung

V(1 4+ y9y3) < v(ya) —m —v(l — ). (8.10.35)

Nun kann man kombinieren:

211



e v(y2) < —v(y3): Es miissen (8.10.30) und (8.10.17) erfiillt werden. Fiir
die dort auftretenden Exponenten gilt m — 2v(z4) — 20(y3) — v(y2) >
m — v(zy4) + v(1 — x), wegen Wahl von ng. Der Bereich fiir a wird, wie
man unter Benutzung der obigen allgemeinen Rechnung sieht, gegeben
durch (8.10.17), wenn (8.10.35) erfiillt ist. Diese Bedingung ist hier gleich-
bedeutend zu v(y3) < —m — v(1l — ), was wegen Wahl von n3 immer
erfiillt ist.

e v(y2) > —v(ys): Hier miissen (8.10.30) und (8.10.18) erfiillt werden. Ver-
gleicht man deren Exponenten, so erhdlt man m — 2v(zy) — v(ys) > m —
v(z4)+v(1—1x), wieder wegen Wahl von ng. Also ist der Bereich fiir a gege-
ben durch (8.10.18), wenn (8.10.35) gilt, also wenn v(y,) > m+v(1—z).
Da hier v(y2) > —v(y3) gegeben ist, wird das wiederum durch ns gewéhr-
leistet.

e v(y2) = —v(ys): Da v(l 4+ yay3) < —m —v(2e) — v(1 —2) —v(ys) <
—uv(ys3) — v(z4), miissen hier die Bedingungen (8.10.30) und (8.10.19)
erfiillt werden. Vergleich von deren Exponenten ergibt m—2v(z4)—v(ys3)—
v(1+yoys) > m—v(z4) +v(l —x). Wie in den vorigen Féllen sieht man,
dal a durch (8.10.19) gegeben wird, wenn (8.10.35) erfiillt ist. Diese
Bedingung ist hier dquivalent zu v(1 + yays3) < —m — v(1 — x) — v(ys3),
was nach Voraussetzung gegeben ist.

Falls v(z) < —m + v(zy):
Man unterscheidet wieder nach den Bewertungen von y, und ys:

e v(y2) < —wv(y3): Es miissen die Bedingungen (8.10.31) und (8.10.17)
erfilllt werden. Das heifit v(a) = —v(y2) > m — v(z4) + v(z) — v(y2).
Nach Voraussetzung ist m — v(z4) + v(z) < 0. Also sind alle Bedingun-
gen erfiillt, und der Bereich fiir a wird durch (8.10.17) gegeben.

e v(y2) > —v(ys): Hier miissen (8.10.32) und (8.10.18) erfiillt werden, also
v(a) = v(ys) > m — v(z4) + v(z) + v(y3). Das ist nach Voraussetzung
erfiillt, und a wird durch (8.10.18) festgelegt.

® v(y2) = —v(y3):

—v(1 4+ yoys3) < —v(ys — 2v(z4) < —ov(y3) — v(z4): Dann miissen
(8.10.33) und (8.10.19) erfiillt werden, also v(a) = v(y3) — v(1 +
yoys) > m —v(zy) +v(x) + v(ys) — v(1l + yoy3). Wiederum ist dies
immer gegeben, und der Bereich fiir a wird druch (8.10.19) beschrie-
ben.
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— —v(y3) — 2v(z4) < v(1 + yoys) < —v(ys) — v(z4): Hier miissen
(8.10.34) und (8.10.19) erfiillt werden, das heifit v(a) = v(y3) —
V(14 y9ys3) > m—+v(z4) +v(x) 4+ 2v(ys3). Das ist gleichbedeutend zu
V(1 4+ 1y0y3) < —m —v(z4) —v(x) —v(y3). Da —m —v(zy) —v(z) <
—2v(2y4), gibt dies einen Widerspruch zur Voraussetzung. Hier gibt
es keinen giiltigen Bereich fiir a.

— —v(y3)—v(z4) < v(1+y2ys3): Es muB (8.10.34) sowie (8.10.20) erfiillt
werden. Also muf v(a) = v(z4) 4+ 2v(y3) > m—+v(z4) +v(x)+20(ys)

gelten. Das erzwingt v(x) < —m. Dann ist der Bereich fiir a durch
(8.10.20) festgelegt.

— v(14+yoy3) = —v(ys3) — v(z4) und yo durch (8.10.21) gegeben: Dann
miissen (8.10.34) und (8.10.22) gelten, also

m+v(zy)+o(z)+2v(ys) < v(a) < —m—+2v(z4)+20(ys). (8.10.36)

Damit dieser Bereich nicht leer ist, mufl sogar v(z) < —2m + v(z4)
gelten.

— v(l 4+ yoy3) = —v(y3) — v(z4) und yo durch (8.10.23) gegeben: Es
miissen (8.10.34) und (8.10.24) erfiillt werden, also v(a) = v(z4) +
v(ys) —v(y2 — za(1 +y2y3)) > m~+v(z4) +v(x) +20(ys). Fir v(z) <
—2m + v(z4) ist dies immer erfiillt, sonst hat man die zusétzliche
Einschrankung v(ys — 24(1 + yay3)) < —m — v(r) — v(ys).

Zusammenfassung:

Der Faktor xi(r~'s) wird gegeben durch

-1

x1(r7's) = x7 2 (a)xi (1 — zays)x1(z — 1) = X7 *(a)xi (zays)x1(z — 1).

Es ist ng := min{—m — v(z4), —m +v(z), —m — v(24) — v(1 — x) }. Die inneren
Integrale ergeben sich wie folgt:

e v(y2) < —v(y3): Dann ist der Bereich fiir a durch (8.10.17) gegeben, also

oe 1 — z4y3 1 4 @m-20(a)=20(s)—v(v2)),
Y2 — 24(1 + y2ys3)

Esist x1(r™'s) = x3(24)x3(1 + 92y3)x1(z — 1) und somit unabhéngig von
a. Das Integral nach a ist deshalb im wesentlichen

d*a = const. -g*°¥3) o),

1-24y3 m—2v(z4)—2v(y3)—v(ya)
yQ—Z4(1+ygya)(H—p 4 3 v2))
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Daher ergibt sich das innere Integral

20T o s (3) L g ot (Y2).-

const. X7 (1 + y2y3)q
Die zugehorigen Local Linking Numbers entnimmt man Abschnitt 8.11.3.

v(y2) > —v(ys): Der Bereich der giiltigen a ist durch (8.10.18) gegeben,
das heifit durch

L — z4y3 —ou(ea)—
= 1+ m—2v(z4)—v(y3) ]
Yo — 24(1 + 12y3) v )

Wiederum ist x1(r~'s) = x?(24)x3(1 + y2y3)x1(z — 1). Das fiihrt zum
inneren Integral der Form

const. Xl(l + y2y3)qv(y3)1p\p"3 (y3)1p—u(y3)+1 (yg)
Die Local Linking Numbers hierzu findet man in Abschnitt 8.11.2.

v(ya) = —v(ys) und 0 < v(1 + yays) < ma — v(ys): Dabei ist n, €
{—m—v(z4—v(1—2)+1, —2v(24)+1}. Hier ist a gegeben durch (8.10.19),
also durch

€ I — z4y3 14+ pn’L72v(Z4)*’U(y3)*’0(1+y293)).
Y2 — z4(1 + yoy3)

Somit ist x1(r~'s) = x3(24)x3(1+y2y3)x1(x—1) und das inneren Integral
hat die Form

const. X3 (1 + yoys)q W) o Tvu) 1y oy (y3)1—y51(o§\(1+pnz—v<y3))) (y2).

Die Local Linking Numbers, die sich daraus ergeben konnen, setzt man
aus denen in Abschnitt 8.11.4 zusammen.

v(y2) = —v(ys) und —v(zy) — v(y3) < v(1 + yoys): Hier ist a durch
(8.10.20) gegeben, das heifit durch

1-— 2493 _
a € 14 o™ v(z4) )
Yo — za(1+ y2y3)( v )

Das ergibt wieder x1(r~'s) = x%(24)x3(1+y2y3)x1(z — 1) und das innere
Integral

const. -X7(1 + yays) Livgns (¥3)1_ -1 (14 poCeari-otuay (Y2)-

Die zugehorigen Local Linking Numbers finden sich in Abschnitt 8.11.4.

214



v(y2) = —v(y3) und v(1 + y2y3) = —v(24) — v(y3) und yo durch (8.10.21)
gegeben: Dann ist a durch (8.10.36) beschrénkt, also

m+v(zy) +v(z) + 20(y3) < v(a) < —m + 2v(z4) + 20(ys3).

Das Integral nach a lautet nun

/ X1 (@)X (2ays) d*a = d(c(x7) = 0) vol* (0p)(=2m +v(z) — v()).
zul. a
Das innere Integral hat somit die Gestalt

const. -3(c(x7) = 0)x7 (y3) Lrvprs (¥3) 1 =11 - 1yt (14 o)y (Y2),

2493

mit ny := m—2v(zy4). Auch die hierzu gehérenden Local Linking Numbers
finden sich in Abschnitt 8.11.4.

v(y2) = —v(y3) und v(1 4 yoy3) = —v(z4) — v(y3) und yo durch (8.10.23)
oder durch die Einschrénkung wie oben gegeben: Hier ist a im Bereich
(8.10.24), das meint

ac 1~ 24y v —vu) —v( =z (emm)).
Y2 — 24(1 + yays)

Wieder findet man 1 (r~s) = x2(24)x?(1 + voys)x1(x — 1) = x7 % (24y3).
Das innere Integral ist schliefllich von der Form

v(y3)+v(l+y2ys(1— )

)]-F\p"S (?/3)

3y (1= ) (e~ (1 gre—o)) (B2)-

1
Z4Y3

const. X1 (y3)q
-1

Die Local Linking Numbers, die sich daraus ergeben, stehen ebenfalls
Abschnitt 8.11.4.

2. Fall: 212, # 1

Man setzt

ng = min{—m —v(zy), —m —v(z4) +v(z) —v(l — ), —m —v(2z) —v(1 — 2)}

Setzt man (8.10.14) ein in (8.10.5), dann hat man

a € (21 +ys5(1 = 2120)) (1 = ysza) (@ = 1)(1 + ™), (8.10.37)
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wobei min := min{m — v(z4), m + v(21),m — v(1 — 2124)} das Minimum der
Exponenten ist. Kombiniert man (8.10.13) mit (8.10.2), so erhélt man
e (et a ) (1 (14 )
ﬂ(zl +ys3(1 — z124)) (1 + pm*”(lfzwl))'

Dieser Durchschnitt liefert genau dann einen giiltigen Bereich fiir r, wenn er
nicht leer ist, also wenn
1-— 2124

—y _i_aflx c 1+ m—v(l—z124) ]
’ 21+ ys(l — 21Z4)( v )

Nach a~! aufgelost heifit das

ale Z21Y2 + (1 — 2124)(1 + y2y3) (1 + pm*v(ay2+(1fZ1z4)(1+y2y3))). (8.10.38)
(21 +ys3(1 — 2z124))

Auf die gleiche Weise kombiniert man (8.10.13) mit (8.10.1):
—r € (1+yays—a " wys) 21 (1+ ™ )N (21 +ys(1—2120) ) (1 (72220,

Dieser Durchschnitt ist genau dann nicht leer, wenn
21
21+ y3(l — z124)

min1)

14 yoys —a ‘ays € 1+

Y

1

wobei min; := min{m — v(z1), m — v(1 — 2924)}. Nach a~! aufgelost gibt das

&71 c Z1Y2 + (1 — 2124)(1 + y2y3) 1+ pminl +U(zl)ﬂ;(yg)—u(zly2+(1fz1Z4)(1+y2y3)))‘

(21 +ys(1 — 2124))

(8.10.39)
Da v(z1) — v(y3) > m, ist diese Bedingung stérker als (8.10.38). Man unter-
scheidet nach den Bewertungen von g, und ys:
Sei zunéchst v(y2) < —v(y3): Dann ist v(z1y2+ (1 —2124) (14+v2y3)) = v(yays) +
v(1 — z124). Der Exponent in (8.10.39) ist somit min; +v(z;) — v(1 — z124) —
2v(y3) —v(y2). Dank der Voraussetzung v(ys) < —v(y3) ist dies immer positiv.
Der Bereich fiir a ist

I‘(Zl + y3(1 — 2124)) (1 + @mml +u(z1)—U(l—zlz4)—2v(y3)—v(y2))'
2192 + (1 — z124) (1 4 yoy3)

ac

Vergleicht man dies mit (8.10.37), so muf} insbesondere v(a) = v(z) — v(y2) =
20(y3) + v(1 — z124) + v(1 — ) + v(24) gelten, also v(ye) = —2v(y3) + v(z) —
v(l —x) —v(1l — z124) — v(24). Nach Wahl der oberen Schranke ng fir v(ys),
ist dieser letzte Term aber grofier als —v(ys) im Widerspruch zur Annahme.

216



Sei nun v(ys) > —v(ys): Hier ist v(z1y2 + (1 — 2124) (1 + y2y3)) = v(1 — 2124).
Der Exponent in (8.10.39) hat die Gestalt min; +v(z1) — v(1 — 2124) — v(y3).
Da dies positiv ist, erhélt man aus (8.10.39)

.T(Zl + y3(1 — 2124)) ( + pminl +U(21)—U(1—21Z4)—’U(y3))‘
212 + (1 — z124) (1 + y2y3)

Diese Bedingung verglichen mit (8.10.37) ergibt die Forderung v(a) = v(z) +

v(ys) = 20(y3) +v(1 — 2124) +v(x) +v(24), also v(ys) = v(z) —v(l —2z) —v(l—
2124) —v(z4) > —m~v(z) —v(1l—2x). Das ist ein Widerspruch zur Wahl von ns.

ac

Beitriage zum inneren Integral konnen somit nur fiir v(y2) = —v(ys) entstehen.
Man unterscheidet weiter

e v(1+yoys) < —v(ys) + v(z1) — v(1 — 2124): Dies ist gleichbedeutend zu
V(14 yoys3) + v(1 — 212 —4) > v(y2) +v(21). Der Exponent aus (8.10.39)
ist miny +v(z1) —v(y3) — v(1 — 2124) — v(1 4+ y2y3)). Nach Voraussetzung
ist das groBer als null, somit ist

xys(1l — 2124 + %)

c (1 min; +u(z1)—v(l—zlZ4)—v(y3)—v(1+y2y3)).
212 + (1 — z124) (1 + yoy3)

(8.10.40)
Insbesondere ist v(a) = v(x) + v(ys) — v(1 + Yays3).

o (1 +yoys) > —v(ys) + v(21) — v(1 — 2124): Hier ist der Exponent aus
(8.10.39) gleich miny; > 0. Somit ist der Bereich fiir a gegeben durch

zys(1 — 2124 + ;—;) )
a € 1+ ™M), 8.10.41
2199 + (1 — z124) (1 4+ ?JQy?))( o) ( )

Insbesondere ist v(a) = v(x) + 2v(y3) + v(1 — z124) — v(21).

o v(1+yoy3) = —v(ys) +v(z1) — v(1l — z124): Der Exponent von (8.10.39)

lautet hier min; +v(z124) —v(1 — 2124 + %) Er ist genau dann nicht

positiv, wenn v(1 — 2124 + 1@%23) > ming +v(2124), also wenn
1 1
o € —y7i(1— —) 11— -1
? ’ ( 2493) ( (1 - 243/3)(1 - 2124)
(14 pmin Hon)meizzz) o)), (8.10.42)
(8.10.43)

Dann wird aus (8.10.39) die Bedingung

v(a) < —ming —ov(z1) +v(1 — 2124) + 20(y3). (8.10.44)
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Der Exponent ist positiv, wenn

1 1
—1 -1 —1
Yo € —ys; (1 4+ ——= 1-— 8.10.45
? s ( 2493)) ( (1 - 243/3)(1 - 2124)) ( )
. ((1 + pv(zl)—v(l—zlm)—v(ys))\(1 + pmim +U(Z1)—v(1—21z4)—v(y3))) .

Dann ist der Bereich fiir a gegeben durch

xys(1 — 2124 + ;—;)

a€ (1+p

ming +U(21)—V(y3)—v(Z1y2+(1—2124)(1+y2y3))).
21y2 + (1 — 2124) (1 + yoy3)

(8.10.46)

Die gerade erhaltenen Bedingungen miissen jetzt mit denen, die aus den Bedin-
gungen (8.10.2) und (8.10.3) resultieren, kombiniert werden. Letztere sind die
Bedingungen (8.10.19)—(8.10.24). Dazu erst die folgende allgemeine Rechnung;:
Damit die Bedingung

xys(1 — 2124 + ;—;)

21Y2 + (1 — 2124) (1 + yoys3

1 — z4y3
a € 1+0™)N
Yo — z4(1 + y2?J3)( o)

(14 ™)
)
erfiillt werden kann, darf dieser Durchschnitt nicht leer sein. Es muf} also gelten

z1y2 + (1 — 2124) (1 + yoy3) rys(1 — 2124 + ;—;)
Y2 — 24(1 + yays3) 1 — 24ys

(14 ™),

wobei mg := min{my, my}. Lost man diese Bedingung nach ys auf, dann erhélt
man

-1
Yy € _y?:l (1 . L) (1 + A) (1 + pmg7U(Z4)+U(I)7U(17I)+’U(y2724(1+y2y3)))’
24Y3
(8.10.47)

wobel .
A= (8.10.48)

(z = D11 = z4y3)(1 — 2124 + %)
Esist v(A) = —v(l —x) — v(z1) — 20(z4) — v(y3)-
Mit dieser Rechnung kann man nun alle Bedingungen leicht kombinieren. Es

empfiehlt sich eine Unterscheidung nach dem Wert v(z;)+v(z4). Hier wird nur
der Fall

U(Zl) + ’U(Z4) <0

betrachtet. Die anderen Félle behandelt man analog und erhélt keine wesent-
liche Anderung in den Ergebnissen.

Ist v(z1) +v(z4) <0, s0ist v(1—2z124) = v(21) +v(z4) und ming = m —wv(z) —
v(z4). Damit erhdlt man:
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o v(1+yoy3) < —v(ys) +v(z1) —v(1 — z124) = —v(24) — v(y3): Fiir a hat
man die beiden Bedingungen (8.10.19) und (8.10.40) zu erfiillen. In obiger
allgemeiner Rechnung ist somit m; = m—2v(zy) —v(y3) —v(1+1y2y3) und
me = m—uv(z4) —v(y3) —v(l +yoys3). Das ergibt ein Minimum mg = my,
und a ist durch (8.10.40) festgelegt, falls y» Bedingung (8.10.47) erfiillt.
Der Exponent dort ist m — 2v(z4) — v(y3) — v(1 — ). Es muf} also nur
noch v(A) < —v(z4) — v(ys) gewihrleistet werden, das heifit v(1 — z) >
—v(z1) — v(zy). Ist dies erfiillt, so findet man

V(1 4 yays3) = —v(z1) — 20(z4) —v(1 — x) — v(y3),

also my = m + v(z1) + v(z4) + v(1 — x). Somit ist der Bereich fur y,
gegeben durch

1\ !
Yo c _y?:l (1 _ _) (1 + A) (1 + KJH’L72’U(Z4)7’U(1*I)+U(Z/3))
Z4Y3
und der fiir ¢ durch
xys(1 — z124 + ;—;)

= 1+ m+v(z1)+v(za)+v(l—2) ]
2199 + (1 — z124) (1 4+ y2?J3)( v )

o v(1 + yoy3) > —v(zy4) — v(y3): Hier mul a den Bedingungen (8.10.20)
und (8.10.41) geniigen. Das gibt die Exponenten m; = m — v(z4) und
ms = m — v(2z1) — v(2z4). Deren Minimum ist mg = m;. Die Bedingung
an a ist (8.10.41), falls yo durch (8.10.47) beschrieben wird. Dafiir muf
1—2€ (1= 221+ p) gelten. Man hat also

1 —1
Yo € _y:‘:l (1 . _) (1 + A) (1 + pm72v(Z4)Jrv(x)71)(1796)+v(y;3))
<4Y3

und .
xys(l — 2124 + y—;)

1+ m—uv(z4) )
21y2 + (1 — z124) (1 + yzyg)( v )

a e

o v(1+yoys) = —v(z4) — v(y3): Man unterscheidet weiter:
— ys sei durch (8.10.23) und (8.10.45) gegeben, also durch

1
Yy € _y3—1(1 _ ;yg)—l ((1 + p_v(z4)_v(y3))\(1 + pm—v(z4)—v(y3))) )

Dann muf a sowohl (8.10.24) also auch (8.10.46) geniigen. Damit
y2 auch noch (8.10.47) erfiillt, mufl v(1 — z) < —v(21) — v(z4) oder
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11—z € (1—2124) (05\(1 + p)) gelten. Damit findet man m; =
m+uv(z)+v(l—z) und mg € {m—v(z),m—v(z1)+v(l—z),m—
2v(z1) — v(z4)}, je nach Bewertung von 1 — z. Das Minimum der
Exponenten ist somit m; und a durch (8.10.46) gegeben:

1 —1
Yo € _y:;l (1 o _) (1 + A) (1 + pm72’v(Z4)+’U(I)7U(17:C)7v(y3))
24Y3

und :
xys(1 — z124 + y—;)

a <
2192 + (1 — z124) (1 + 2y3)
Es sei yo durch (8.10.23) und (8.10.42) gegeben, also

(1+ ™).

1 1
yo € —y3'(l——)11- -1
2 3 z4y3) ( (1 — z4y3)(1 — 212 — 4)
(1+ pm—%(M)—v(m)—v(ys))

Y

denn —v((1—2z4y3)(1—2124)) = —20(24) —v(21)—v(y3) < m—v(z4)—
v(y3). Fiir solche y, findet man v(ys — z4(1 + yous3)) = —v(zy) —
v(2z1) — v(ys3). Die Bedingungen fiir @ sind (8.10.24) und (8.10.44).
Das heifit, a wird durch (8.10.24) gegeben, denn fiir solche a ist
v(a) = 2v(z4) +v(21) +20(y3) < —m + 2v(z4) +v(21) + 20(y3), das
heiflt (8.10.44) ist erfiillt. Zur Ubersicht:

]__
= Z4Y3 (1+p

m+v(z1))'
Y2 — za(1 + yays)

Es sei yo durch (8.10.21) und (8.10.45) gegeben, das heifit, da
m—v(zy) —v(y3) < —2v(24) —v(21) —v(y3), daB yo durch (8.10.21)
gegeben wird. Dann mufi a sowohl (8.10.22) als auch (8.10.46)
geniigen. Fiir y, wie in (8.10.21) findet man v(y22; + (1 4+ y2ys3)(1 —
2124)) = —v(z4) — v(y3). Ein @ aus (8.10.46) hat somit die Bewer-
tung v(a) = v(z) + 2v(z4) + v(21) + 2v(y3). Bedingung (8.10.22)
heifit v(a) < —m + 2v(z4) + 2v(ys3), ist also genau dann erfillt,
wenn v(x) < —m — v(z1). Fiir solche x hat man also

1
Y2 € —yz (1= —=) 71 (1 4 e mvlm))
24Y3

und .
xys(1 — 2124 + y—;)

21y2 + (1 — z124) (1 + y2ys)

a € (14 ™).
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— yo sei durch (8.10.21) und (8.10.42) gegeben. Da diese beiden Be-
dingungen unvereinbar sind, gibt es hier keinen Beitrag.

Zusammenfassung: Innere Integrale fiir v(2;) + v(z4) <0
Der Faktor x;(r~'s) wird wegen (8.10.13) gegeben durch

-1

x1(rts) = x 2 r)xg e — 1) = x 2 (ys)xq (@ —1).

Betrachtet man die obige Fallunterscheidung, so sieht man, daf3 die Exponenten
aller moglichen Bereiche fiir a nicht von (ys, y3) abhdngen. Daher hat man

vol X (zuléssige a) = const. .
Alle Bereiche fiir ¢, haben die Form
y2 € =y (1+2)(1+ 7)),
wobel z € ™, n3 = min{—m — v(z4), —m — v(z) + v(z) —v(1 — x),—m —

v(z4) —v(l — )} und ny — ng > 2m. Man erhélt also nur innere Integrale der
Form

const. X1_2(y3)1F\p"3 (y3)1—y3_1(l+z)(l+p"2—”(y3)) (y2)-
Die zugehorigen Local Linking Numbers liest man aus Abschnitt 8.11.4 ab.
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8.11 Auftretende Local Linking Numbers

In diesem Abschnitt werden die Local Linking Numbers zu den inneren Inte-
gralen, die in den Rechnungen der Abschnitte 8.3-8.10 auftreten, berechnet.
In allen Fillen liest man ab: Es gibt einen ganze Zahl n so, dafl diese Local
Linking Numbers von der Form

¥ (0) (1o (B)10] (,10(0) + a1.2) + AB) + 1n (570 (0 10(b) +a_5))

31 (0) (Lo (O) Bl 10(8) + €1,2) + CB) + Lon (b7 bI e 10 (b) + ¢-2)),

sind, mit geeigneten Konstanten ay ;,ci,; und lokal konstanten Funktionen
A, C mit kompaktem Trager in F*.

Da jede Local Linking Number eine Linearkombination solcher Local Linking
Numbers und solcher, die durch die Reduktionen 8.2-8.4 abgehandelt werden,
ist, ist Vermutung 5.4 bewiesen.

8.11.1 Integrale mit der Bedingung v(y2) < ns, v(y3) > ns
aus dem inneren Integral

Das innere Integral habe bis auf Konstanten die Form

X% (y2) 1F\pn2 (yQ) 1pn3 (yg)qv(yQ) ,

wobel ny < —m und nz > m.

Dies deckt auch den Fall mit Vorfaktor x%(1—y2(23—y3)) ab, denn dieser Faktor
ist fiir (yo,ys) aus dem Triiger des inneren Integrals gleich x%(y2)x3(23)-

Die gesuchten Local Linking Numbers haben die Form

xi () / / X3 (Y2) Ly gne (Y2) Lma (y3) @YD (b Ly, bys) dys dys,

wobei ¢ die elementaren Schwartzfunktionen durchlauft. Die Integrale nach y,
und y3 lassen sich trennen. Zuerst fiihrt man die Integration nach y3 aus und
erhalt

/19"3 (Y3)Lp-10m (y3) dys = L\ gmns (D)[b] 7 vol(p™) + 1gm-ns (D) vol(op)g ™"
und
/19"3 (Y3) o1 (az+om) (Us) dys = L\ otag)—ng1 (D) [0 vOl(0™).
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Sei nun zunichst x? = 1:
Die moglichen Integrale nach y, lauten dann

no—1

/1F\pn2 (42) 4" Ly (y2) dys = 1o\ o (D) Z ¢’ vol("\ ')
Jj=m+u(b)

= Ly (B)(—0(B) = m + n3) vol(op)(1 — g 7")

und
/1F\p"2 (42)4"Y Ly(agrgm) (¥2) dYo = 1\ na—o(az) (b) vOL(™) g1,

Aus diesen Integralen setzt man mit geeigneten Konstanten ¢y, co sowie einer
Funktion A von kompaktem Trager in F'* die Local Linking Numbers zusam-
men:

AD) + X7 (0)1py (ra-mug-m—ns) (D)[0] 7 (e10(b) + c2)
Sei nun Y? # 1:
Die gesuchten Local Linking Numbers haben nun die Form

Xfl(b)/ / X3 (Y2) Ly gne (Y2) oms (y3) @YD (b Ly, bys) dys dys,

wobei ¢ die elementaren Schwartzfunktionen durchlauft.
Betrachtet man die Integrale fiir die moglichen Funktionen in w9, so erhélt
man:

/ X3 (12)) 3" 1y s (Y2) Lo (y2) dyo

= Lp\gnz-m(b) / 0“3 (ya) dys
pn‘L-‘,—v(b) \pn2
na—1

—1pgun(d) > ¢ / X () dy
j=m-+uv(b) P\t
Xi(m"?) = xi(br™)

X3(m) —1 §(c(x3) = 0)vol(op)(1 — ¢ 1)

- 1F\p"2_m (b)
und
/X%(?ﬂ)qv(m)lF\p"? (y2)1b(a2+pm)(y2) dyo

= 1= (0)g" P02\ 3 (bag) g ve2) / Xi(1—ys) dys

om—v(az)

= Lingna-m (D)3 (baz) vol(p™)g" "5 (c(xF) < m — v(ay)).
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Setzt man die Integrale nach y3 von vorne und y, zusammen, so erhélt man
also mit einer lokal konstanten Funktion A von kompaktem Triger in F™,
einer Zahl n < —m und Konstanten ¢y, co, die geeignet gewéahlt werden, fiir
die Local Linking Number

A) + 1p o BB (e (8) + e (1)3(e() = 0)).

8.11.2 Integrale mit den Bedingungen v(y3) < n3 und
v(y2) > —v(y3) aus dem inneren Integral

1. Fall:
Das innere Integral laute bis auf Konstanten

xi(l+ Y2ys) Lepns (y3)1p7v(y3)+1 (92)qv(y3).

Das Verhalten der Local Linking Numbers wird bestimmt durch das der Local
Linking Numbers

x1(b)™! / / X (14 y2y3) Lpgrs (3) 1ot +1 (42) @ @0 (b7 ya, bys) dys dys,

wobei ¢ die elementaren Schwartzfunktionen durchlduft. Dabei ergibt die In-
tegration nach y, mit der Schwartzfunktion 1p,m (ys):

/ AL+ ays) Lty (42) Lo (42) o

= Lp\-vt)-m+1(Y3) / X1(1 + yoys) dys

pv(y3)+1

+1p—v<b>—m+1(y3)/ X (1 + yays) dys

pn‘L-‘,—v(b)

= 5(0(){%) < 1) vol(p) <1F\p7v(b)7m+l(y3)qv(y3) + 1p7v(b)7m+l(yg)qiv(b)ierl)
+5(C(X%) > 1)1p—v(b)—m+c<x%) (y3)q_v(b) vol(p™).

Integration nach y, mit der Schwartzfunktion 1y(g,4om)(y2) ergibt:

/X%(l + y2y3)]—p7v(y3)+l (y2)1b((12+pm) dy2

— 1 e (4) / L+ ays) dys =
b(az+p™)
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= 1 ur-vtazm+ (y3) X3 (1 + basys) g™ / X3 (1+y2) dys
v () +o(y3)

- 1p*v(b)7v(a2)+1ﬂpfv(b)*m*C(X%) (yg)X%(l + ba’2y3)qiv(b) VOl(ng)

Betrachtet man weiter die Integration nach ys, so erhilt man fiir den Term
der Form 1 —v)-m+1(y3) keinen Beitrag, denn: Kombiniert mit der Schwartz-
funktion 1,-1,m (y3) entsteht die Bedingung —v(b)+m < v(ys) < —v(b)—m+1,
also der Widerspruch m < —m + 1. Kombiniert man mit 1,-1(q,1m)(¥3), S0
erhdlt man —v(b) + v(az) = v(ys) < —v(b) —m + 1, also v(asz) < —m, was
ausgeschlossen wurde.

Aus der Integration nach yo liefern also nur Terme mit v(y3) > —v(b) — ms
einen Beitrag, und zwar: Integration gegen die Funktion 1,-1,m(ys3):

/X%(l +basys) Lp\pna (y3)qv(y3)1p_”(b)—ms (y3)Lgm—vw) (y3)g"® dy;

n3—1

= 1 min—n3 (b) ] Z j/‘\ B X (1 + bagys)
©7\p?

j=min —v(b)

S P |b\< ) < min —v(az))(v(b) — min +n5)(1 — ¢~ vol(or)

+8(min —v(ag) < c(x7) < n3) - const.)
= Lgmin—n3 (b)[0] (c10(b) + c2)

wobei min := min{m, —mg3} gesetzt wurde und ¢y, co zwei Konstanten sind,
die vom Exponenten c(x?) des Fiihrers von x? abhéingen.
Integration gegen die Funktion 15-1(q,1om)(¥3):

/ X3 (1 4 basys) L gns (43)6" 1 mver-ms (Y3)q " 1y (g s pmy () dys

= 1 etepngr (B)[blg ) / V(1 + basys) dys
b=1(az+p™)
= 1pv(a3)_n3+1(b)‘b|q—v(b)+v(a3)

~q”(b)xf(1 + aga — 3)0(c(x3) < vlay) — v(1 + asas) +m)
= 1 u(ag-ns+1(b)[0] - const. .

Dabei wurde angenommen, dafl v(as) > —msg, denn sonst verschwindet dieses
Integral sowieso.
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Zusammenfassung 1. Fall:
Local Linking Numbers von diesem Typ haben die Gestalt

X1 0L (Dbl (Cro®) + C).

2. Fall:

Das innere Integral habe bis auf Konstanten die Form

X%(l - y2(23 - yS))]-F\png, (y3)1p7v(y3)+1 (yQ)qv(QS)’

wobei ng < —m. Diesen Fall fithrt man durch die Substitution
Z/3'—>Z/é =Yz — 23

zuriick auf den 1. Fall. Bei dieser Substitution ist v(y5) = v(y3), denn das innere
Integral fordert v(ys3) < —m, und fiir z3 hat man die Grenzen —m < v(z3) < m.
Dabher liefern die Integrale nach y, dieselben Ergebnisse wie im 1. Fall. Wie dort
gibt der Term der Form 1z ,—v)-m+1(y3) keinen Beitrag. Die Schwartzfunktion
1 m-u (y3), gegen die man die iibrigen Terme aufintegrieren muf, ist ebenfalls
nur eine Funktion der Bewertung und daher stabil unter der Substitution. Fiir
die Schwartzfunktion 1y-1(444om)(y3) bemerkt man: Ist v(b) > m —v(z3), so ist
yh € b las + ™ ¥®) gleichbedeutend zu

Y3 € b71a3 + 23 + pmfv(b) = b71a3 + @miv(b).
Somit erhilt man fiir solche b die Local Linking Number wie im 1. Fall. Die
tibrigen b befinden sich im kompakten Bereich v(a3) —ns +1 < v(b) < m —
v(z3). Die Integrale hierzu liefern keinen Beitrag zur Asymptotik v(b) — £oo,
brauchen also nicht weiter betrachtet zu werden.
3. Fall:
Das innere Integral laute bis auf Konstanten

X1 (y3) L p\gra (y3)1p—v(y3>+1(y2)qv(y3)-

Man kann annehmen, dafl x? # 1, denn sonst kann man die Linking Numbers
schon aus dem 1. Fall ablesen. Integriert man den von y, abhéngigen Term
gegen die Schwartzfunktionen von y, auf, so erhélt man

/1p”(93)+1(y2)1bpm(y2) dys

= 1F\p—v(b)—m+l (yg)/
Y

= 1F\p7v(b)7m+l(y3)qv(y3) vol(p) + 1pfu(b)fm+1(y3)q*”(b) vol(p™),

dyg + 1p—v(b)—m+1 (y3) / dyg

—v(y3)+1 om+u(b)
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und

—v(b)

/1p—v(ys)+1(y2)1b(a2+pm)(y2) dy, = 1p—v(b)—v(a2>+1(y3)q VOl(@m)-

Wie im 1. Fall liefert der Term mit 1z -ut)—m+1(y3) keinen Beitrag bei der
Integration nach ys. Es bleiben insgesamt somit Terme der Form

X3 2 (53) Loty s (3)g D00,

mit n = —m + 1 oder n = —v(ay) + 1. Integration nach ys ergibt
/XIZ(y3)1gJ“(b)+”\p"3 (y3)q7v(b)+v(y3)1pm7v<b) (y3) dys
= /X12(y3)1pu(b)+m\pn3 (yg)q’”(b”“(”) dys

~Lean Bt [ )" dyg
pfv(b)+m\pn3
(1) — X *7'n™)

T o(ebd) = 0)vol(op)(1 — g7,

-2
= 1 nonyer (B) || 2L

falls x? # 1, beziehungsweise falls x? = 1
1 m-ng+1(b)[b] (nzg — m + v(b)) vol(op)(1 — ¢~ ),
sowie
/X1_2(93)1p—v(b>+n\pn3 (y3)q_v(b)+v(y3)1b*1(a3+gom)(y3) dys
= 1utep-ng 1 (D) DX (baz )g"*6(c(x}) < m — v(ag)) vol(p™),

falls n < w(ag). Sonst verschwindet dieses Integral. Dann haben die Local
Linking Numbers in diesem Fall fiir x7 # 1 die Gestalt

1. (b)|b] (crxa(b) + caxy ' (D)o (c(x3) = 0)),
beziehungsweise fiir x7 = 1
1@"/ (b) |b‘X1 (b)cl (U(b) + 62)7

mit geeigneten Konstanten n’ und ¢y, c.
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8.11.3 Integrale mit der Bedingung v(y3) < n3 und
v(y2) < —v(y3) aus dem inneren Integral

Hier gilt v(y2) < —v(y3) und Reduktion 8.5 besagt, dafl nur die Local Linking
Number zur Schwartzfunktion

1p-1(ag+om) (y3) Lp(ag+om) (yz)

berechnet werden muf.

1.Fall:

Das innere Integral laute

X (L 4293) Lo () L vt (92) T,

Aus dem Integranden zieht man die Bedingungen v(b) > v(a3) — ng, v(b) >
m — v(ag) und v(ay) < —v(az). Es sei nun n3 sogar so klein, daf§ v(as) — n3 >
m—uv(az). Die iibrigen ys, die man dabei auBler acht 148t, erfiillen —m+wv(ay)+
v(az) < v(ys) < —m und implizieren m < v(y2) < m — v(az) — v(as). Dieser
Bereich fiir (ys,ys) ist kompakt und darf wegen Reduktion 8.2 unbeachtet
bleiben.

Fiir die Local Linking Number findet man nun

X;l (b) 1pv(a3)7n3+1 (b)qiv(b)+2v(a3)+v(a2)
: / / X3 (14 yays) dys dys
b= (az+p™) Jb(az+p™)
_ X;l (b)lpv(a3)fn3+l (b)‘b’q2v(a3)+v(a2)
2 2 a2ysly2
. 1+a / 14 22 g
[ e [0
_ Xfl (b)lpv(a3)fn3+l (b)‘b’q2v(a3)+v(a2)
3 ) da vol(M)S(elxd) < m — v(aw)
p'IY?.—'L} a3
= X1 (D)1 utag)—ng 1 (b)[B] 727923 3 (1 + azas)
0(c(xi) < m —v(az))d(c(xi) < m—w(ag)) vol(p™)*.
2. Fall:
Das innere Integral laute

X1+ ya(ys — 23)) Ligms (43) L g i) (2) >0 F002),
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mit n3 < —m. Die Rechnungen fiihrt man auf den 1. Fall zuriick: Man substi-
tulert

Y3 »—>yé = Y3 — z3.

Da das innere Integral v(ys;) < —m fordert, ist v(y3) = v(ys). Nimmt man
zusiitzlich v(b) > m — v(z3), so ist y4 € b~ '(az + ™) dquivalent zu y3 €
b~ (az+ ™). Fiir solche b erhilt man die Local Linking Number wie im 1. Fall.
Fiir die tibrigen b gilt (siehe 1. Fall) v(as) —ns + 1 < v(b) < m — v(z3). Dieser
Bereich ist kompakt und daher uninteressant, wird also nicht berechnet.

3.Fall:
Das innere Integral laute

X1 2 (U3) L pns (93) L gt (112) 2140,

mit ng < —m. Integration der von y, abhéingigen Terme gegen die zugehdorige
Schwartzfunktion ergibt

/lpm\p_v<y3>(92)qv(y2)1b(a2+pm)(y2) dyo = 1\ yo)-vta (Y3)g" ™) vol (™).

Integriert man weiter nach ys, so gibt das

/ X2 (W)Y L gns (43) Loy -0 (13) 4“2 vOL(9™ ) L1 (ay ) (y3) s

= X7 (bag )L gty —ns (B)[B(c(xT) < m — v(az))g®) ) vol(p™)?.

Zusammen mit dem Vorfaktor x;*(b) liest man daraus ab, daf die Local Lin-
king Number hier die Form

X1(b)1n()|b] - const.
hat, fiir eine passende ganze Zahl n.

8.11.4 Integrale mit der Bedingung v(y3) < n3 und
v(y2) = —v(y3) aus dem inneren Integral

Wegen Reduktion 8.5 gentigt es, die Local Linking Numbers zu dufleren Funk-
tionen der Form

77/)(b_1y2, by?)) = 1a2+@m (b_1y2)1a3+pm (by3)7

wobei v(az) = —v(ag) erfiillt sein muf, zu berechnen.
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In den Abschnitten 8.3-8.10 treten héufig innere Integrale auf, die keine reinen
Funktionen von y3 sind , sondern Terme in v} := y3(1 + z) mit v(z) > m
beinhalten. Die Local Linking Numbers solcher innerer Integrale kénnen leicht
aus den untenstehenden Féllen abgeleitet werden: Zunéchst bemerkt man, dafl
immer v(y3) < ng < —m gilt. Die obige duflere Funktion impliziert also v(b) >
v(az)—ngz. Fordert man zusitzlich v(b) > m—uv(z)+ngz, so sind y4 € b~ (az+p™)
und y3 € b~ (az+p™) gleichbedeutend. Aulerdem gilt natiirlich v(yj3) = v(y3).
Substituiert man also
ys — Yz = ys3(1 + 2),

so ergibt sich fiir b mit v(b) > m — v(z) + ng eine Local Linking Number
mit Termen in y5 durch die analoge mit y3. Die Menge der b, die man bisher
aufler acht gelassen hat, ist kompakt, denn es gilt fiir sie v(a3) — ng < v(b) <
m — v(z) + n3. Die Linking Numbers fiir solche b sind uninteressant fiir die
Asymptotik v(b) — £oo. Man kann sie also beiseite lassen.

1.Fall

Das innere Integral der Local Linking Numbers laute bis auf Konstanten

XIZ(yS) 1F\go”3 (93) 1_y3—1(1+g9n2—v(y3)) (y2)>

wobei n3 < —m und ny — n3 > 2m. Integration nach y, liefert

/ 17y;1(1+pn2*v(y3>) (y2) 1a2+g9m (b_lyQ) dys

= Lgutomns+1 ()1 Lpay) -1 (1 gm-vtan) (y3) @) vol (™).

Damit erhélt man fiir die Linking Number:
Xfl(b)lpv(%)_nﬁl (b) vol(p™?)
'/1(baQ)—1(1+pm—v<az>)(QB)QQU(y3)X1_2(y3)1b1(a3+pm)(y3) dys

= X1 (D)1 o(ag)-ns+1 (D) vol(p"?)q~ 2 +2v(as)y =2 (p=Lg,a))
~V01(b_1a3a’(1 + pmH”(a?’)')) 17a51(1+pm7\v(a3>\)(a2)
= X1(0)1 otag)—ng+1 (D) ]b\q’mv(%)‘xﬁ(aga’) vol(p™) vol(p"?)

-17(13—1(1+pm—\u(a3)\)(ag),

wo a' = 1, wenn v(a3) < 0 und @’ = agaz’, wenn v(as) > 0.
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2. Fall
Das innere Integral der Local Linking Numbers laute bis auf Konstanten

X%(l + y2y3)1F\go”3 (y3)1_y§1(1+p"2—v(y3)) (y2)7

wobei n3 < —m und ny — n3 > 2m. Integration nach y, liefert

/X%(l + y2y3)17y3*1(1+pn2*v(y3))(y2)1a2+pm (b_lyQ) dy2

= Lgntayng+1 ()1 Lpay) 1 (1 gm-ota2)) (¥3) " / X3 (ya) dys
gnatu(b)—v(ag)

— 1pv(a3)—n3+1 (b) 1(_ba2)71(1+pM—’U(a2)) (yg)q_v(b)+v(a3)

oo

S B@Ya6(e(x3) = 0) - const.
j=no+v(b)—v(a3)

- 1pu(a3)7n3+1 (b)]‘(fbag)_l(lerm*v(aQ))(y3)X%(b) - const.

Damit findet man fiir die Local Linking Number

X11(5)1pv(a3)—n3+1(b)Xf(b)l_agl(Hpm—v(ag))(az)/ dys

baza’ (14+pm+Iv(as)l)
= X1(0) 1 vag)—ng+1(b)[b] - const. .

3. Fall

Das innere Integral laute

XT(1 4 y2y3) Lp\pns (y3)]._y3—1(01>;\(1+p))(y2)qv(93)

mit ny < —m. Das gibt die Local Linking Number
Xt QI — (b)g~v®+v(a)
'/Xf(l + 5293) Lo (as+0m) (Y3) 1yt 00\ (1)) b(ar +om) (Y2) Ay dys
= X1 ()L otar—na =1 (D)D" "1 1 (g 140 (a2)

'/X?(l + 3/2?/3)1a3+pm (?/3)1a2+pm(y2) dys dys.

Das letzte Integral ist unabhéngig von b, die Linking Number hat somit fiir
passendes n die Gestalt

X1 (D)1, (b)|D] - const. .
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Der Vollsténdigkeit halber sei dieses letzte Integral hier noch angegeben:
/X%(l + Y2Y3) Lag+om (Y3) Lasom (y2) dy2 dys
=6(c(x7) <m—|v(az)| — v(1 + asaz)) vol(p™)*.

4. Fall:

Das innere Integral laute

X1 2 (y3) g ) L s (U3)1_ 1o\ (14 (U2)

mit ny < —m. Integration nach y, der davon abhéngigen Terme ergibt

/ 1 (op\ (1) (82) Lbtas o) (82) B2 = 1 (g1 02 (14 (93) 0" vol (™).

Integration nach ys liefert somit

/Xl_Q(y3)qU(y3)1F\go”3 (U3) 1 (Zbag)-1 (02 (14+9)) (y3)g"® vol(p™)
'1b_1(a3+pm)(y3) dys

= 1u(a3)—n3+1(b)‘b’X%(b@:;l)l_agl(o;\(up))(&2)C]U(a3
0(c(xi) < m —wv(ag)) vol(p™)?,

)

Die Local Linking Numbers haben also in diesem Fall die Gestalt
X1(0)1n(b)|b] - const.,

fiir eine passende natiirliche Zahl n.

5. Fall:
Das innere Integral laute

v(ys)+v(1+y2ys)

X%(l + Yay3)q 1p\gns (93)1_y;1((1+p)\(1+pn2—v(ys))))(3/2)

mit ng < —m und n3 < ny < M.

Man kann hier annehmen, dafl ns auch so klein ist, dal ny — n3 > m — v(as)
gilt. Der Bereich der y3 aus dem Tréager des inneren Integrals, die man dabei
nicht beachtet, erfiillen ngpey < v(y3) < nzay. Dies impliziert fiir die zuldssigen
y2 die Schranken —ng,; < v(y2) < —Ngnew. Der Bereich der (y,ys) ist also
kompakt und braucht wegen Reduktion 8.2 nicht weiter untersucht werden.
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Man spalte die Linking Number auf in die Summe der zwei Linking Numbers,
die man erhélt, wenn man

1 1

=y (L+p)\(1+pm+v(3))

+1—yg,_l((1+g9m+”(“3))\(1+p"2—v(y3))))

—y3 H(1+p)\(L+pn2 v (v3)))

zerlegt.
Die Local Linking Number

X 0) / / V2L o) g ORI T ()

: ]-,y;l((1+pm+v(a3))\(1+pn2—v(y3)))) (y2) 1b(a2+pm) (yQ) dy2 dy?)

erhiilt man dann wie folgt: Damit y3 € b~ (a3 + ™) erfiillt werden kann, muf
v(b) > v(ag) — ng gelten. Fiir y, hat man die Forderung

y2 € blag+ ™) N —yy ((1+ @™\ (1 premvlnl)))
= g (L4 @)\ (14 g ),

wenn ys € (—bay) '(1 4 ™)) erfiillt ist. Sonst gibt es keinen giiltigen
Bereich fiir y,.

Also muB y3 € b~ aza’ (14+" ")) und ay € —ag ! (14-pm1P(@)]) gelten, wobei
a' =1, wenn v(az) < 0 und @’ = (—azaz)~!, wenn v(az) > 0. Substituiert man
noch y3 +— bys und v — b~lys, so erhilt man die Local Linking Number

Xl_l (b) 1pv(a3)—n3+1 (b)q_v(b)+v(a3) 1_a51(1+pm—\v(a3)\) (CLQ)

. //X%(l + y2y3)qv(1+y2y3)1a3a’(1+pm+‘v(“3)‘)(y3)
'1_y§1((1+pm+v(a3))\(1+p"2—v(y3))))(92) dyZ dy3
= Xl_l(b)lpv(a:)’)—ng’-‘,—l(b)q_v(b)+v(a3)17a3f1(1+pm—\v(a3)\)(a/2) VOl(pm)

g va)lo(as)|—v(as) / 2(2)g" ) dy,
pmtvlag)\ gnatv(b)—v(az)

—v(az)—|v(as)]

— Xl_l (b)lpv(a3)—n3+l (b) |b‘ 1*04371(14’()7”7"0(0’3)‘) (a2)q
na+v(b)—v(az)+1

vl N [ ) die =

j=m+v(as) F
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- 1pv(a3)—n3+1 (b)‘b|17a§1(1+pm—\v(a3)\)(a@)q_v(a?’)_‘v(a?’)'
-vol(p™) vol(or)(1 — ¢~ )d(c(xi) = 0)

3(m)mtvlaz) ng—2v(asz)—m —
J EEE G e (mre e — 1 (0), falls X £
31 (D) (w(b) — 20(as) +n —m), falls 3 = 1

Die andere Local Linking Number ist

G0 [ [0 ) L )2 )

'1_ygl((1+p)\(1+pm+v(a3)))) (y2) 1b(a2+pm) (92) dyz dy?>~

Hier gilt
2 € ban(1+ D) (g (14 )\ (1+ g 10D)) = bay(1 4 gm0,

falls y3 € (—bag) "1 ((1+ )\ (14 ™)), Sonst gibt es keinen giiltigen Bereich
fiir 5. Zusammen mit y3 € b~ as(1 + (%)) erhilt man:
Falls v(as) < 0:

ys € b tag(1 4 pmves)),

wenn a; € —az (14 )\ (14 " (®))). Man erhilt die Local Linking Number
X1 (B) L gutagrngt (D)™ T o4 oy 1 mtoteny (2)
: / / XL+ 4ys) @, vty (U) Lpgy (1 omerotes)) (Y2) dy dys
= Xfl(b)lpv(%)*nﬁl (b)q_v(b)+y(a3)17a3*1((1+p)\(1+pm+v(a3))) (az)

//X%(l + y2y3)qv(1+y2y3)1a3(1+pm—v<as))(93)1a2(1+p7n+v(a3>)(y2) dyQ dy?)

= X1 (0)1 utag)—ng+1 (D)[D] const. .

Falls v(as) > 0:
ys € b ag(1 + " M)\ (<bag) N (1 4 ")),
wenn ay € —az (1 + ¢)\(1 + @™ ¥@®))). Das gibt die Local Linking Number:
X1 (0) L goter—nasr (D)g "D (1 gmmstany (02)
//X%(l + y2y3)qv(1+y2y3)1b—1(a3(1+pm7v(“3))\7a271(1+pm+“(“3)))(y3)
Lyay (1 pmteten (Y2) dy2 dys
= X1 (0)1utag)—ng+1 ()[D] const. .
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6. Fall:

Das innere Integral laute

X1 2 (y3) g I L g (5) 11 (14 g (1 g2y (92)

mit ng < —m und n3 < ny < M.

Die Berechnungen hier laufen analog zum 5. Fall:

Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dafl n3 sogar so klein ist, daf3 auch
ny —nz > m — v(ag) erfiillt ist. Man spaltet das Integral auf, indem man die
charakteristische Funktion in y, zerlegt,

1 1

—y3 H(1+p)\(1pr2 2 (2))) —y5 (L))

+1_y3—1((1+pm+v(a3))\(1+pn2—u(y3)))) .

Die Local Linking Number

//Xl v(ys3 +v(1+y2y3)1F\pn3 (y3)1b—1(a3+pm)(y3)

((1+pm+v(a3))\(1+g9n2—U(Z/B))))(y2)1b(02+pm)(yQ) dys dys

erhélt man dann zu
Xfl(b)XIQ(571&3&/)61*”(13)*”(‘13)1pv(a3)fn3+1 (b)lia51(1+pmf\u(a3)\)(a2)

-/11+pm+v(a3>(y3)X1_2(y3)qU(y2)1pm+v(a2>\pn2+v(b>—v(a3>(y2) dya dys

= X1(0) 1 v(ag)—ng+1(b)|b] - const.
na+v(b)—v(az)

S(e(xi) <m+[o(ag)]) Y vol(og)(1—g7")
j=m+v(as)
= X1(0)1v(ag)—ny+1(0)[b](v(b) + ¢) - const. .
Die andere Local Linking Number ist

//X1 v(ys +v(1+y2y3)]_F\pn3 (93)1b*1(a3+pm)(y3)

Lyt (rpn (et (Y2) Loag+om) (Y2) dya dys.

235



Fiir v(az) < 0 ergibt dies

X (O)XT (67 3) Lntanr-nasa (B)G "L 1 gy gmtvton

: / X1 2 (Y3) Ly vtz (U3) " TN DL iy (y2) dya dys

= X1(0)|b|1 u(az)-ns+1(D) - const. .
Zusammengefafit erhélt man eine Local Linking Number der Form

X1(0)1pn (D)[b](c1v (D) + c2)-

8.12 Ein Korollar

Aus dem nun vollendeten Beweis von Vermutung 5.4 kann man eine Figen-
schaft der translatierten Local Linking Numbers als Funktion von b und x
zugleich ablesen. Wenn man die Abschnitte 8.3 bis 8.10 durchbléttert, so fallt
auf, dal die Schranken der giiltigen Bereiche von y, und y; auf die folgende
Weise von x abhéingen: Die Schranken ny/3 sind gegeben durch

nass = cv(x) + cov(l — ) + 3,

wobei ¢1,¢2 € {0,£1} und ¢3 € Z. In Abschnitt 8.11 iibertragen sich diese
Schranken auf die Schranken des asymptotischen Verhaltens der translatier-
ten Local Linking Numbers (LLN) in b: Fiir |v(b)| > ngs gilt LLN(b) =
b8 () (q10(b) + ay) mit Konstanten a;, ay € C. Man bemerke, daf sich diese
Bedingungen auch umdrehen lassen: Die Grofie v(b) gibt Schranken fiir v(z)
und v(1 — x) an. Insbesondere schlieft man aus dem Auftreten von ¢y # 0 in
ngss: Je grofer |v(b)] ist, desto gréBer kann auch v(1 — x) werden. Der Tréger
in x einer translatieren Local Linking Number kommt somit 1 beliebig nahe,
obwohl er (siehe Satz 2.7) fiir festes b natiirlich von 1 weg beschrénkt ist.
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