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Zusammenfassung

Fiir die numerische Simulation partieller Differentialgleichungen sind geeignete Geometrien
und Gitter eine wichtige Voraussetzung. Viele Problemstellungen wie bspw. dichtegetriebene
Grundwasserstromung {iber Salzstdcken oder Arzneimitteldiffusion durch die Hornhaut
(Stratum corneum) betreffen geschichtete Gebiete mit extremer Horizontalausdehnung. Fiir
solche anisotropen Schichtengebiete stellt diese Arbeit Konzepte zur Erzeugung von Geome-
triemodellen und geeigneten Gitterelementen in 3D vor.

Bei der Geometriemodellierung fiir geologische Schichten werden unerwiinschte Schnitte
von Trennflichen durch Verwendung von Michtigkeiten anstelle von absoluten Hohenwer-
ten vermieden. Eine Vernetzungsmethode mit vertikalen Elementkanten fiihrt zu hybriden
Gittern, bestehend aus Tetraedern, Pyramiden, Prismen und vorzugsweise Hexaedern ohne
extreme Winkel.

Fiir das Stratum corneum wird ein neues Geometriemodell mit geschachtelten Tetrakaideka-
edern vorgestellt. Damit ist es moglich, realititsnahe Modellmembranen mit beliebigen
Abmessungen, Anordnungen und Uberlappungen zu erzeugen. Auch hier erfolgt eine Zerle-
gung mit hybriden Gitterelementen.

Mit dem Ziel, moglichst grobe Gitter fiir anisotrope Schichtengebiete zu erstellen, entstehen
zwangsldufig auch anisotrope Elemente. Es werden verschiedene Methoden zur Beschrei-
bung der Anisotropie und Qualitdt von Gitterelementen vorgestellt und diskutiert.

Mehrere Experimente zu ganz unterschiedlichen anisotropen Schichtengebieten, wie Grund-
wasserbecken, Nordseeinseln, Deckgebirge iiber Salzstdcken, Horizontalsilos, Seen und dem
Stratum corneum belegen die Eignung der erzeugten Igm-Geometrien und ng-Gitter zur Nut-
zung flir numerische Simulationen mit dem Softwaresystem UG.

Abstract

Suitable geometries and grids are an important assumption of the numerical simulation of
partial differential equations. Many problems, such as density driven flow upon saltdomes or
drug diffusion through horny skin (stratum corneum) involve geometries with exhibiting
extensions in horizontal direction. For such ansiotropic layered domains this thesis enables to
create geometry models and well-shaped grid elements in 3D.

Using thicknesses instead of height values avoids unwanted intersections of parting surfaces
during the process of geometry modeling for stratigraphic sequences. A certain grid genera-
tion approach with vertical element edges results in hybrid grids consisting of tetrahedra,
pyramids, prisms and preferably many hexahedra with no extreme angles.

Presenting a new geometry model with nested tetrakaidecahedra for the stratum corneum, it
is possible to create realisitc model membranes with arbitrary arrangements, measurements
and shifts. A decomposition with hybrid grid elements takes place as well.

Intending coarse grids, the elements of anisotropic layered domains are anisotropic as well. In
order to describe the anisotropy and quality of such elements, several methods are shown and
discussed.

Several experiments for a wide range of anisotropic domains such as groundwater bassins,
North Sea Islands, overburdens upon saltdomes, horizontal silos, lakes and the stratum cor-
neum show the applicability of the created Igm-geometries and ng-grids for the use in nume-
rical simulations with the software system UG.
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Kapitel 1
Einleitung

Der Lehrstuhl Technische Simulation an der Universitit Heidelberg beschéftigt sich mit der
numerischen Simulation partieller Differentialgleichungen (PDGen) aus den Bereichen Phar-
mazie, Neurowissenschaften, Finanzmathematik, Verfahrenstechnik, Umweltwissenschaften,
Numerische Stromungsmechanik (CFD), Elektromagnetik, Verbrennung und Strukturmecha-
nik. Fiir die numerischen Berechnungen wird das Simulationssystem UG (Unstrukturierte
Gitter) [9, 10] eingesetzt. Die Hauptmerkmale von UG sind Parallelitit zur schnellen Berech-
nung umfangreicher Probleme auf Parallelrechnern, Adaptivitdt zur Anpassung der Rechen-
gitter an lokale Erfordernisse und Mehrgitterverfahren zur schnellen Losung der
entstehenden Gleichungssysteme [84, 86, 216, 221].

Fiir numerische Simulationen sind geeignete Geometrie- und Gitterbeschreibungen eine ent-
scheidende Voraussetzung.* Die Geometrie- und Gittergenerierung ist kein einseitiger Pra-
prozess sondern ein facettenreiches Forschungsgebiet mit unterschiedlichen Konzepten und
Methoden fiir die verschiedensten Aufgabenstellungen und Anwendungen [43, 45, 65, 66, 111,
147, 148, 156, 157, 165, 181]. Eine schone Ubersicht findet man in [156] von S. Owen.

Fiir viele Geometrien werden in 3D unstrukturierte, tetraederbasierte Ansitze wie Octree-Ver-
fahren [186, 226], Delaunay-Verfahren [6, 37, 62, 68, 122, 210, 214] oder Advancing-Front-Metho-
den [43, 134, 135, 136, 137] herangezogen.

Auch unstrukturierte, hexaederbasierte Methoden wie die Grid-based-Methode [179, 180, 215],
die Medial-Surface-Methode [127, 168, 169], das Plastering [15, 23] oder das Whisker Weaving
[147, 148, 149, 197] werden erforscht. Allerdings entstehen mit Hexaedern bei komplexen Ge-
bieten oft Schwierigkeiten bei den Abschliissen an Réndern oder im Inneren des Gebiets. Eini-
ge Autoren favorisieren daher hybride Gitter mit gemischten Elementtypen und mdoglichst
vielen Hexaedern (Hex-dominant-methods [144, 156, 202]). Dieses Ziel wird auch in dieser Arbeit
verfolgt.

Viele der am Lehrstuhl Technische Simulation bearbeiteten Problemstellungen betreffen Ge-
biete die aus diinnen, versetzt tibereinanderliegenden und horizontal ausgerichten Schichten
bestehen. Abb. 1.1 zeigt links ein Geoschichtengebiet fiir das Grundwasserstromungen simu-
liert werden sollen. Rechts sieht man flach zusammengedriickte Hornhautzellen (Korneozy-
ten) des Stratum corneum, einem Schichtengebiet der menschlichen Haut, durch das die
Diffusion von Arzneistoffen simuliert werden soll.

Abb. 1.1 Zwei anisotrope Schichtengebiete: Geoschichtengebiet (links), Stratum corneum (rechts)

* ,Meshing can be defined as the process of breaking up a physical domain into smaller sub-domains (elements) in order to facilitate the numerical
solution of partial differential equations.” Steven J. Owen [156]
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Fiir beide Gebiete und auch ihre einzelnen Schichten gilt Gl. (1.1). Die geometrische Ausdeh-
nung in horizontaler Richtung ist deutlich groSer als in vertikaler Richtung. Geometrien mit
dieser Eigenschaft, werden in dieser Arbeit als anisotrope Schichtengebiete bezeichnet. Eine
Ubersicht aller Problemstellungen mit anisotropen Schichtengebieten, die am Lehrstuhl Tech-
nische Simulation bearbeitet werden, erfolgt in Kapitel 2.

Ax = Ay >> Az (1.1)

Im numerischen Simulationsprozess mit Mehrgitterverfahren ist ein moglichst grobes Netz
mit wenigen Elementen als Startgitter gewtiinscht. Da man mit einer isotropen Vernetzung viel
zu viele Elemente bendtigen wiirde, erzeugt man bei anisotropen Schichtengebieten zwangs-
laufig anisotrope Gitterelemente. Dabei entstehen mit unstrukturierten Gittergenerierungs-
methoden héufig Elemente mit sehr stumpfen und sehr spitzen Winkeln, die die numerischen
Berechnungen beeintrachtigen.

In vielféltigen Erfahrungen stellte sich am Lehrstuhl Technische Simulation in den vergange-
nen Jahren heraus, dass es fiir anisotrope Schichtengebiete im Hinblick auf die entwickelten
numerischen Verfahren und zu l6senden partiellen Differentialgleichungen sinnvoll ist, an-
stelle einer unstrukturierten Gittergenerierungsmethode, einen eher strukturierten Ansatz zu
verfolgen. Es werden Gitter benétigt, die die Richtungsabhéngigkeit der jeweiligen Geometrie
und auch die Richtung des Gradienten der Losung mit orthogonalen Elementkanten bertick-
sichtigen konnen und keine extremen Winkel besitzen.

Die Winkelproblematik und die Grundidee, vertikale Kanten zu verwenden, werden am fol-
genden 2D-Beispiel veranschaulicht. Das Gebiet besteht aus 9 horizontal ausgerichteten aniso-
tropen Schichten (Abb. 1.2 oben). Das erste Gitter besitzt 36 Dreiecke, die alle extreme Winkel
nahe 180° bzw. 0° besitzen. Verwendet man bei der Gittererzeugung mit Dreiecken dagegen
vertikale Kanten, so kann man zumindest die extrem groflen Winkel vermeiden (zweites Git-
ter in Abb. 1.2). Dann werden wiederum nur 36 Elemente benétigt, die alle 2 Winkel nahe 90°
und einen spitzen Winkel nahe 0° besitzen. Verwendet man anstatt Dreiecken ausschlieflich
Vierecke, so kann man auch noch die extrem spitzen Winkel vermeiden und kommt sogar mit
der Hailfte der Elemente aus (drittes Gitter in Abb. 1.2).

In dieser Arbeit sollen groBStenteils dreidimensionale Gebiete betrachtet werden. Die grundle-
gende Idee des 2D-Beispiels aus Abb. 1.2 ldsst sich auf den 3D-Fall tibertragen. Auch in 3D gilt,
dass fiir horizontal ausgerichtete Schichtengebiete bei Verwendung vertikaler Kanten bzw.
vertikaler Elementseiten giinstige Elementwinkel entstehen.* Entsprechend den Vierecken im
2D-Fall erhilt man im 3D-Fall Hexaeder mit guten Winkeleigenschaften. Im Gegensatz dazu
treten bspw. bei unstrukturierten Tetraedergittergeneratoren Elemente mit extremen Winkeln
nahe 0° und 180° auf.

* Anstelle planarer Winkel betrachtet man in 3D meist die dihedralen Winkel (siehe Kap. 6.4).
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Abb. 1.2 Drei verschiedene Gitter fiir ein anisotropes Schichtengebiet in 2D

Die Geometrie- und Gitterzeugung fiir anisotrope Schichtengebiete stellt eine grole Heraus-
forderung dar. Typischerweise existieren Einschliisse (Linsen), Ausstreichungen und Verwer-
fungen von Schichten und nur im Idealfall erstrecken sich die einzelnen Schichten tiber das
gesamte Gebiet.

Fir die komplexen anisotropen Schichtengebiete sind dreidimensionale Geometriebeschrei-
bungen und Gitter fiir UG gesucht. Deshalb werden in Kapitel 3 das oberfldchenbasierte UG-
Geometrieformat [gm und das UG-Gitterformat ng vorgestellt, Dateiformate die es in 3D er-
moglichen, hybride Gitter aus Hexaedern, Prismen, Pyramiden und Tetraedern in UG einzu-
lesen. Dabei wird auch das Ziel diskutiert, extreme Elementwinkel nahe 0° und 180° zu
vermeiden und moglichst viele Hexaeder zu erzeugen.

Insbesondere bei Problemstellungen mit einer bestimmten Flussrichtung (z.B. Navier-Stokes)
konnen Hexaeder viel besser ausgerichtet werden als Tetraeder. Hexaeder bieten bessere
Approximationseigenschaften als Tetraeder und erméglichen bilineare Ansatzfunktionen. Zu-
dem werden mit Hexaedernetzen vergleichsweise weniger Elemente bendtigt um die selbe
Genauigkeit zu erreichen. Wahrend bei einem idealen Hexaedernetz jeder innere Knoten typi-
scherweise zu 8 Hexaedern gehort, grenzen an einen inneren Knoten eines idealen Tetraeder-
netzes ungefdhr 20 Tetraeder an. Weniger Hexaeder bedeuten weniger Knoten und damit
weniger Freiheitsgrade. Das fiihrt zu kiirzeren Laufzeiten bei der Finiten Elemente Methode
sowie beim Postprozess und bei der Visualisierung. Andererseits muss bei Hexaedergitter-
generatoren beachtet werden, dass sich die Seitenfldchen nicht iiberméfig verziehen [156].
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In Kapitel 4 wird zunichst gezeigt, wie man mit statistischen Methoden Trennflachen zwi-
schen Schichten auf einem zugrundeliegenden NxM-Basisgitter bestimmen kann. Anschlies-
send wird ein Verfahren vorgestellt, das konsistente Geometriemodelle erzeugt. Dazu
verwendet man Michtigkeiten anstelle realer Hohenwerte zur Beschreibung der einzelnen
Schichten.

Im Algorithmus miissen viele Sonderfélle berticksichtigt werden, um ausstreichende Schich-
ten zu erfassen. Wie im 2D-Fall gezeigt (Abb. 1.2), werden bei der 3D-Gittergenerierung eben-
falls vertikale Kanten verwendet. Die hybriden Gitter die dabei entstehen, bestehen aus
Tetraedern, Pyramiden, Prismen und grofitenteils aus Hexaedern (siehe z.B. Abb. 1.3). Extre-
me Winkel nahe 0° und 180° werden vermieden.

vertikale” Prismen

. Pyramiden
,horizontale” Prismen

gll_‘l(')'ﬁtenteils Tetraeder
exaeder

Abb. 1.3 Gittergenerierung fiir anisotrope Schichtengebiete in 3D mit hybriden Netzen aus Tetra-
edern, Pyramiden, Prismen und moglichst vielen Hexaedern

Die Methode, vertikale Kanten und moglichst viele Hexaedern zu verwenden, wurde ur-
spriinglich fiir Schichtungen oberhalb eines Salzstocks entwickelt, um Grundwasserstromun-
gen und Transportvorginge simulieren zu kénnen. Insbesondere das d°f-Projekt [41] und das
rt-Projekt [42] waren maRgeblich fiir dieses Konzept. Spiter stellte sich jedoch heraus, dass
sich die Vorgehensweise auch fiir andere Geoschichtungen (Nordseeinseln) sowie anisotrope
Schichtengebiete im landwirtschaftlichen Bereich (Horizontalsilos) und limnologischen Be-
reich (Willersinnweiher) bewihrt.

Im Gegensatz zu all diesen Gebieten stellt das Stratum corneum eine erhéhte Anforderung
dar, da die anisotropen Korneozyten in eine komplexe Lipidmatrix eingebettet sind, die man
nur mit grofem Aufwand durch Trennfldchen unterteilen kénnte. AuSerdem liegt dem Stra-
tum corneum ein eigener Entstehungsprozess zugrunde: Im Zuge der Differenzierung werden
Hautzellen nach aufien verdriangt und nehmen aufgrund ihrer Oberflichenspannung und des
gegenseitigen Drucks eine oberfldchensparende, tiberlappende und zwischenraumlose An-
ordnung ein. Diese dichte Packung mit minimaler Oberfliche muss im Geometriemodell be-
riicksichtigt werden.

Daher wird in Kapitel 5 ein weiteres Geometriemodell vorgestellt, das die geometrischen Ei-
genschaften des Stratum corneum realitdtsnah abbildet. Das Konzept basiert auf einer Zerle-
gung mit Tetrakaidekaedern (—Abb. 1.4). Durch eine spezielle Schachtelung werden sowohl
Korneozyten als auch die Lipidmatrix modelliert. Bei der anschlieSenden Vernetzung werden
analog zu den Geoschichtengittern auch beim Stratum corneum Elementkanten verwendet,
die senkrecht zur Ausdehnungsrichtung des Gebiets verlaufen.
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Tetrakaidekaeder

\ 8+6=14 = 4 10

Abb. 1.4 Vierzehnflichner mit 8 hexagonalen and 6 rechteckigen Seiten - Dichte Packung

Mit dem neuen Geometriemodell besteht die Moglichkeit, die Anordnung, die Abmessungen
und die gegenseitige Uberlappung der Korneozyten sowie die Lipidkanaldicke fiir verschie-
dene SC-Modellmembranen einzustellen.

Bei der Erzeugung grober Gitter fiir anisotrope Schichtengebiete entstehen zwangsldufig
anisotrope Gitterelemente. Das muss jedoch kein Nachteil sein. Bei einer numerischen Simu-
lation ist es je nach Richtung des Gradienten der Losung sogar wiinschenswert, dass die Git-
terelemente eine ganz bestimmte Ausdehnung besitzen. Deshalb ist es von Interesse die
Anisotropie von Gitterelementen beschreiben zu kénnen.

In Kapitel 6 werden mit einem Oberflichen-Volumen-Verhiltnis und einem Radienverhiltnis
zwei neue Anisotropiemafle fiir die hybriden UG-Gitter eingefiihrt und diskutiert. Hinzu
kommt eine Betrachtung der Qualitit von Gitterelementen unter Berticksichtigung der Aniso-
tropie.

In Kapitel 7 werden fiir alle projektrelevanten anisotropen Schichtengbiete des Lehrstuhls
Geometrien und Gitter erzeugt, die auf dem Grundsatz der vertikalen Kanten basieren. Alle
erzeugten Igm- und ng-Dateien lassen sich gut handhaben, in das Softwaresystem UG einlesen
und fiir numerische Simulationen nutzen.

Die Experimente bestdtigen den gewtinschten hohen Hexaederanteil und zeigen, dass mit der
vorgestellten Methode im Gegensatz zu tetraederbasierten Gittergeneratoren extreme Ele-
mentwinkel nahe 0° oder 180° tatsdchlich vermieden werden konnen. Die Gitter werden mit
den Anisotropiemafen ausfiihrlich beschrieben und verglichen.

In Kapitel 8 werden mit dem Tetrakaidekaeder-Ansatz Geometrien und Gitter fiir das Stratum
corneum erzeugt und mit mikroskopischen Untersuchungen verglichen.

Fiir die beiden Modellmembranen €5~ und Q,5c werden Igm-Geometrien und ng-Gitter er-
zeugt und erfolgreich in das Softwaresystem UG eingelesen. Mehrere Simulationen der Arz-
neimitteldiffusion auf diesen Gebieten bzw. Gittern bestédtigen den vorgestellten Geometrie-
ansatz mit Tetrakaidekaedern.






Kapitel 2

Problemstellungen mit anisotropen
Schichtengebieten

Zunichst wird der Begriff ,,anisotrop” allgemein erldutert und dann gekldrt, was in dieser Ar-
beit mit ,,anisotropen Schichtengebieten” bzw. geometrischer Anisotropie gemeint ist. Aufler-
dem wird auf den Zusammenhang mit anisotropen partiellen Differentialgleichungen
hingewiesen (—Kap. 2.1).

Danach werden verschiedene Problemstellungen mit anisotropen Schichtengebieten vorge-
stellt, die am Lehrstuhl Technische Simulation bearbeitet werden:

e Ein Arbeitsgebiet des Lehrstuhls ist die Simulation dichteabhédngiger Stromungen in Grund-
wasserleitern. Dichteunterschiede entstehen bspw. in der Nachbarschaft von Salzstécken
(—Kap. 2.2 u.2.4), durch Eindringen von kontaminiertem Wasser (—Kap. 2.3), bei Upconing
(—Kap. 2.5) oder durch Meerwasserintrusion (—Kap. 2.6). Es geht darum, das Stromungs-
verhalten eines oder mehrerer Fluide in einem porésen Medium sowie den Transport darin
geloster Stoffe zu simulieren [103]. Die zugehorigen Geometrien in den Kapiteln 2.2 bis 2.6
weisen jeweils eine starke geometrische Ausdehnung in horizontaler Richtung auf und sind
somit anisotrope Schichtengebiete.

e Im Rahmen eines Biogas-Projekts sollen Einlagerungs- und Verdichtungsprozesse in einem
Horizontalsilo simuliert werden. Die Schichtenfolge im Horizontalsilo ist ein weiteres aniso-
tropes Schichtengebiet (—Kap. 2.7).

e Fiir ein tieferes Verstindnis von hydrodynamischen Phinomenen in Seen werden auch
numerische Simulationen hinzugezogen. Die einzelnen Wasserschichten im See, die sich
insbesondere in den Sommermonaten auspragen, sind ebenfalls anisotrop (—Kap. 2.8).

e Die Simulation der Diffusion von Arzneistoffen durch die Haut ist ein weiterer Forschungs-
schwerpunkt am Lehrstuhl. Die Hauptbarriere bei der transdermalen Applikation ist das
Stratum corneum, ein anisotropes Schichtengebiet, bestehend aus langgestreckten und
abgeflachten Korneozyten, die in eine Lipidmatrix eingebettet sind (—Kap. 2.9).
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2.1 Der Begriff , Anisotropie”

Der Begriff , Anisotropie” entstammt dem Griechischen ("an(ti)” = gegen, nicht; "isos” = gleich;
"tropos” = Drehung, Richtung) und bezeichnet die Richtungsabhingigkeit einer Eigenschaft.
Das Wort , Anisotropie” wird in verschiedenen Wissenschaften verwendet. Im Folgenden
werden einige Beispiele aufgefiihrt:

* In der Kristallographie bezeichnet man Kristalle als anisotrop, die in verschiedene Richtun-
gen verschiedene physikalische Eigenschaften besitzen.

* In der Kosmologie spricht man von isotroper und anisotroper Hintergrundstrahlung.

e In den Geowissenschaften verwendet man den Begriff ,, Anisotropie” bei der Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Erdbebenwellen.

e In der Botanik bezeichnet der Ausdruck , Anisotropie” die Fahigkeit von Pflanzenteilen un-
ter gleichen Bedingungen verschiedene Wachstumsrichtungen anzunehmen.

e In der Optik bezeichnet man die Strahlung eines Lasers als anisotrop im Gegensatz zur iso-
tropen Sonnenstrahlung.

e In den Materialwissenschaften ist die Elastizitdt von Werkstoffen im Allgemeinen anisotrop.
Dies wird mit den Elastizitdtsgesetzen beschrieben (z.B. das triklin anisotrope Elastizitédtsge-
setz). Beispielsweise gilt fiir glas- und kohlefaserverstarkte Kunststoffe ein richtungsabhén-
giges Elastizitdtsgesetz.

Anisotropie partieller Differentialgleichungen

Auch in der Numerik partieller Differentialgleichungen werden Gleichungen als anisotrop
bezeichnet.

Betrachtet man z.B. folgende Modifikation der Poisson-Gleichung (— Gl. (2.1)), die man erhalt,
wenn man die Poisson-Gleichung auf einem rechteckigen Gebiet 16sen will und dieses mit
Hilfe einer Koordinatentransformation auf das Einheitsquadrat zurtickfiihrt [7].

10
-V(pVu) = f, p= |:0 g:| (2.1)

In Gl. (2.1) beschreibt f die Quelle, # den Druck und p den Permeabilitdtstensor. Mit einem
kleinen & wird diese Gleichung anisotrop. Man erhilt dann eine viel kleinere Permeabilitat in
Y-Richtung als in X-Richtung. Xund Y sind dabei neue Koordinaten nach einer Transforma-
tion im Raum.

Im Gegensatz dazu ist die Gleichung zur Simulation der Arzneimitteldiffusion durch das Stra-
tum corneum keine anisotrope Gleichung sondern eine isotrope Gleichung mit springenden
Koeffizienten (vgl. Kap. 8.3).
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Anisotropie von Geometrien

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Begriff , Anisotropie” in erster Linie bzgl. der geometri-
schen Abmessungen eines Gebiets verwendet. Wenn ein Gebiet in eine bestimmte Raumrich-
tung w; deutlich stirker ausgedehnt ist als in eine andere Raumrichtung w; , dann wird ein
solches Gebiet als anisotrop bezeichnet.

Ein Beispiel fiir geometrische Anisotropie beschreibt folgendes Zitat von S. Houlding fiir geo-
logische Schichtungen: ,,... an inclined thin-seam orebody may be only a few centimeters thick
but several kilometers in extent ...” [96].

Mit verschiedenen stratigraphischen Schichtungen, aber auch Schichtungen in Horizontalsilos
und Seen sowie dem Stratum corneum werden in den folgenden Kapiteln insgesamt 8 Beispie-
le fiir geometrisch anisotrope Schichtengebiete vorgestellt.

Bei allen betrachteten Gebieten ist die Horizontalausdehnung deutlich grofSer als die Vertikal-
ausdehnung.

Anmerkung zur Anisotropie von Geometrien und der Anisotropie von PDGen

An dieser Stelle sei bemerkt, dass man es in der numerischen Simulation oft mit anisotropen
Gebieten und gleichzeitig mit anisotropen Gleichungen zu tun hat.

Dies ist bspw. bei der Simulation dichteabhédngiger Stromungen auf anisotropen Geoschich-
tengebieten der Fall. In der Massenerhaltungsgleichung setzt sich der Flufl der Salzmasse aus
dem konvektiven und dispersiven Fluss zusammen. Der Diffusions-Dispersionskoeffizient
besteht aus zwei Teilen: der molekularen Diffusionskonstante D,, und dem Dispersionskoef-
fizienten D. Wahrend D,,, nur vom Ort, aber nicht von den Unbekannten der Differentialglei-
chungen abhingt, kann der Dispersionskoeffizient D hingegen vom Druck, dem
Salzmassenbruch und deren Ableitungen abhédngen. Hier wird zum einen die Diffusion und
zum anderen der Transport berechnet. Wahrend die Diffusion gleichmé&gig in alle Richtungen
verlduft, erfolgt der Transport tiberwiegend in vertikaler Richtung (etwa 10 mal schneller als
in horizontaler Richtung). Diese anisotrope Eigenschaft kann man im Dispersionskoeffizien-
ten D erkennen. Verwendet man nun ein Gitter, das aufgrund der Anisotropie der Geometrie
Elemente besitzt, die in horizontaler Richtung ca. 1000 mal grofler sind als in vertikaler Rich-
tung, dann entsteht insgesamt betrachtet ein ,, Verhéltnis von 100“. Man kann die ,, Anisotropie
des Gitters” und die ,, Anisotropie der Transportgleichung” in diesem Fall quasi ,,dividieren”.
Wenn jeweils dieselbe Richtung betroffen wire, miisste man die , Anisotropien multiplizie-
ren”. Es ist egal, woher die Anisotropie kommt: aus den Gitterelementen oder aus der Glei-
chung. Man muss beide berticksichtigen.

Ahnlich diesem Beispiel sieht man bei der modifizierten Poissongleichung (— Gl (2.1)), dass
eine isotrope Gleichung auf einem anisotropen Gitter durch Transformation auf ein isotropes
Gitter zu einer anisotropen Gleichung umgeformt werden kann. Ebenso kann man auch eine
PDG mit isotroper Diffusion auf einem anisotropen Gitter zu einer PDG mit anisotropem Dif-
fusion-Tensor auf einem isotropen Gitter umschreiben.
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2.2 Salzwassertransport in der Waste Isolation Pilot Plant (WIPP)

Die ,Waste Isolation Pilot Plant” (WIPP) [219] ist ein seit 1999 betriebenes Endlager fiir radio-
aktive Abfille in den USA an der texanischen Grenze Neu Mexikos.

Das Endlager liegt in einer Tiefe von ca. 660 m inmitten einer 500 m méchtigen Salzformation.
Das Deckgebirge zeichnet sich durch eine sehr flache Lagerung von Schichten geringer Méch-
tigkeit aus.

Die Schichten weisen stark unterschiedliche hydrogeologische Eigenschaften auf. Im Grund-
wasser sind Salzkonzentrationen bis hin zur Sattigung (26%) nachgewiesen.

Fiir das tiberlagerte und unterschiedlich permeable anisotrope Schichtengebiet soll der Trans-
port salinen Wassers bzw. die Konzentrationsverteilung zeitabhéngig simuliert werden und
Ergebnisse mit Messwerten aus der Praxis Verglichen werden [175, 177, 178]. Die Berechnun-
gen des Stromungsfelds sind im Kontext der Sicherheitsanalyse des Endlagers von Interesse.

Eine wichtige Voraussetzung fiir ein solches Vorhaben sind geeignete Gitter und Geometrie-
beschreibungen.

|

Dewey Lake

ca. 400 m

Magenta Dolomit

Culebra Dolomit

ca. 32 km
Abb. 2.1 WIPP-Gebiet, 40fach iiberh6ht dargestellt (aus [177], S. 36, erginzt)

Abb. 2.1 zeigt die Schichtenfolge des Deckgebirges oberhalb der WIPP. Die Schichten erstrek-
ken sich tiber 32 km in Ost-Westrichtung. Die Schichten sind flach gelagert und besitzen in ver-
tikaler Richtung geringe Méchtigkeiten. Die 5 unteren Schichten (,,Rustler-Formation”) sind
zusammen nur ca. 100 m méchtig und insbesondere die beiden Hauptaquifere Culebra Dolomit

und Magenta Dolomit sind mit weniger als 8 m sehr geringmaéchtig. Die oberen drei Schichten
beiflen nach Westen hin aus [177, 178, 219].

Fiir dieses anisotrope Schichtengebiet sind Geometrien und Gitter fiir das Simulationswerk-
zeug UG gesucht (— Kapitel 7.1).
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2.3 Radionuklidtransport im Gebiet komplex

Auch in Deutschland ist die Frage nach einem Endlager fiir radioaktive Abfille aktuell und
Gegenstand zahlreicher Forschungsprojekte. Im Gespréch ist der Salzstock Gorleben [13].
Oberhalb von ihm befindet sich ein méchtiges Grundwasserspeichersystem, in dem zwischen
wasserleitenden Schichten auch Grundwassernichtleiter und Grundwasserhemmer enthalten
sind. Von besonderem Interesse ist die , Gorlebener Rinne” mit dem tiefsten Grundwasser-
stockwerk iiber dem Salzstock. Je nach Tiefe einer Schicht trifft man SiiSwasser, Brackwasser,
Salzwasser oder Sole an.

Unter anderem besteht der Wunsch Laufzeiten und FlieBwege dichteabhdngiger Grundwas-
serstromungen [101, 103] sowie Transport und Reaktion von radionukliden Schadstoffen [61]
in einem solchen dreidimensionalen hydrogeologisch komplexen Modellgebiet fiir lange Zeit-
rdume zu simulieren [41, 42].

220

200 -

komplex_2D.lgm

180

1 @ 2D Gebiet aus 63 Schichten

160

140 | 4 e ca. 6 km Ausdehnung

in horizontaler Richtung

120

e ca. 150 m Ausdehnung

100 | in vertikaler Richtung

80

o0 L / 14 Schichten Feinsand
" 36 Schichten groberer Sand

40 L L L L L L
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Abb. 2.2 gnuplot-Abbildung einer 2D-Igm-Datei fiir das Gebiet komplex;
Darstellung 30fach iiberhoht

Abb. 2.2 zeigt das Gebiet komplex. Die Geometrie ist einem Langsschnitt der Gorlebener Rinne
nachempfunden (vgl. Abb. 28a in [13]).

Das Gebiet komplex besteht aus 63 Schichten (Subdomains), die mehr oder weniger durchléssig
sind. Die Schichten werden drei unterschiedlichen Klassen (Units) zugeordnet: Schluff (0.002
bis 0.063 mm *), Feinsand (0.063 bis 0.2 mm) und groberer Sand (0.2 bis 2 mm).

In horizontaler Richtung erstreckt sich das Gebiet komplex tiber ungefahr 6 km. In vertikaler
Richtung betrdgt die Gesamtmachtigkeit aller Schichten ca. 150 m. Einzelne Schichten weisen
sehr kleine Machtigkeiten von nur wenigen Metern auf (z.B: Schicht 43: nur 1.50 m !). Man be-
achte die 30-fach tiberhohte Darstellung in Abb. 2.2 zur besseren Erkennung der flachen
Schichten.

Fiir das anisotrope Schichtengebiet komplex sollen in 2D und 3D Igm-Geometrien und ng-Gitter
erstellt werden (— Kap. 7.2).

* Korngrofle
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2.4 Dichtegetriebene Grundwasserstromungen
tiber dem Salzstock Hofer

c=1

Salzstock

-150 ; ‘
5837 000 m 5844000 m

Abb. 2.3 Deckgebirge des Salzstocks bei Hofer, Vertikalschnitt in Nord-Siid-Richtung [—5177]

Nach der Historischen Geologie geht die Entstehung der Salzstocke in der Norddeutschen
Tiefebene auf die Zeit vor ca. 250 Mio. Jahren (Zechstein) zurtick, als widhrend einer ausge-
dehnten Periode mit aridem Klima riesige Mengen von Salzmineralien durch Verdunstung
von Meerwasser ausgefillt wurden ([166], S. 196) (500 - 1000 m méchtig). Es folgten Uberlage-
rungen des Trias (bis vor 205 Mio. Jahren), des Jura (bis vor 135 Mio. Jahren), der Kreide (bis
vor 65 Mio. Jahren), des Tertiirs (bis vor 2,6 Mio. Jahren) sowie des Quartéirs (Eiszeitalter).

Da Salz unter Druckeinwirkung plastisch reagiert, kam es unter der Last der tiberlagerten
Schichten zu Verformungen. Dabei begann das Salz aufgrund seiner geringeren Dichte sich in
die Deckgebirgsschichten hineinzudriicken; insbesondere dort, wo aufgrund weltweiter Erd-
massenbewegungen Schwichezonen vorhanden waren. Es entstanden zunéchst flache Salz-
kissen, die sich ortlich zu Salzstocken (Salzdiapire) mit pilzférmiger Gestalt aufrichteten [177].

Der Salzstock Hofer liegt 50 Kilometer norddstlich von Hannover am Rand der Stidheide. Der
Salzstock erstreckt sich tiber ca. 2.5 km unterhalb der Gemeinde Hofer und reicht bis auf etwa
120 m an die Geldndeoberkante heran. Uber den Schacht ,Mariagliick” wurden in Hofer von
1922 bis 1977 mehr als 13 Mio. Tonnen Kali- und Steinsalz gefordert.

Das Gebiet tiber dem Salzstock Hofer besteht aus abwechselnd sandigen und lehmig-tonigen
Schichten, die als Aquifere bzw. Aquiclude wirken [177]. Geometrisch betrachtet haben diese
Schichten eine extrem grofie Ausdehnung in horizontaler Richtung. Abb. 2.3 und Abb. 7.4 zei-
gen eine horizontale Abmessung von 7 km wohingegen einzelne Schichten des Deckgebirges
eine vertikale Abmessung von teilweise nur wenigen Metern aufweisen.

Fiir das flach geschichtete Deckgebirge tiber dem Salzstock Hofer sollen die dichtebedingte
Stromung und die Konzentrationsverteilung bis zum stationdren Zustand berechnet werden.
Eine wichtige Voraussetzung ist die Erstellung eines dreidimensionalen Geometrie- und Git-
termodells fiir dieses anisotope Schichtengebiet.

Im Experimentalteil dieser Arbeit wird das ,,Hofer-Domain™ als Beispiel fiir ein anisotropes
Schichtengebiet wieder aufgegriffen (—Kap. 7.4).
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2.5 Verdnderung von Siifwasserlinsen bei Nordseeinseln

Ein weiterer Arbeitsschwerpunkt im Rahmen dichtegetriebener Grundwasserstromungen ist
die Simulation von SiiSwasserlinsen bei Nordseeinseln.

Die Grundwasservorkommen ostfriesischer Inseln wie Norderney oder Langeoog sind von
festlandischen Systemen isoliert und werden allein durch die Versickerung von Niederschla-
gen gebildet und stabilisiert. Das spezifisch leichtere Stiwasser schwimmt auf dem schwere-
ren Salzwasser und verdridngt es bis zum Erreichen des Tauchgleichgewichtes. Die
Grundwasseroberfldche ist uhrglasférmig gew6lbt und pragt mit der parabolisch geformten
Tiefenausdehnung den Ausdruck Siiwasserlinse. (K. Naumann — [152] — ,,5 Geometrie der
Siilwasserlinsen”)

extreme Wasserentnahme
Inselober-
lache

Brunnen
Inselober-
lache

SiiSswasser Stuifswasser

Salzwasser Salzwasser

[
|
|
|
|
|
|
|
Abb.2.4 Schematische Darstellung einer Siiwasserlinse (links) und Auswirkungen bei einer extre-
men Wasserentnahme (rechts)

Bei zu groflen Wasserentnahmemengen kann ein Absenkungstrichter entstehen, der eine
Schiddigung der grundwasserabhingigen Vegetationen in Diinentdlern bewirkt. Aulerdem
kann es zum Upconing™ und unter Umstdnden sogar zu einer Versalzung im Brunnen kom-
men. Dariiber hinaus beeinflussen Tiden, Sturmfluten, Meeresspiegelanstieg sowie Nieder-
schldge die Stiwasserlinse. Fiir eine gesicherte Trinkwasserversorgung muss (insbesondere in
den Sommermonaten) die Entnahme von Grundwasser an die Hohe der Grundwasserneubil-
dung angepasst werden [152, 185, 224].

Im Rahmen der Kooperation mit der GRS [177, 178] soll am Lehrstuhl zunéchst die Entstehung
der SiiSwasserlinse einer Nordseeinsel simuliert werden. AnschlieSend soll die Modifikation
der Siif3-/Salzwassergrenze bei erhthter Brunnenforderung sowie Transportprozesse (z.B.
Chlorid u. Kalium) berechnet werden.

Eine wichtige Grundvoraussetzung fiir solche Simulationen sind geeignete Geometrie- und
Gitterbeschreibungen. Sowohl bei der stiddtischen Insel Norderney als auch der dérflichen In-
sel Langeoog miissen folglich anisotrope Schichtengebiete modelliert und vernetzt werden.

* Aufstieg der SiiBwasser-Salzwasser-Grenzflidche infolge des Abpumpens von SiiSwasser oberhalb der Grenszschicht
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2 km

- >
«f Modellgebiet
\69 fur
Langeoog
§ Wattsand_1
S Lauenburger
7 Glazifluviatil Ton
Ton, Torf Pleistozan Wa/ttsand_Z \Wattschlick_Z Wattschlick_1

Abb. 2.5 Blockschemata zum geologischen Aufbau der anisotropen Modellgebiete fiir Norderney
(links) und Langeoog (rechts)

Beim Beispiel Norderney wird der westliche Teil der Insel modelliert, unter dem die Stifwas-
serlinse nachgewiesen ist. Das Modellgebiet besitzt eine Lange von 10 km, eine Breite von 4 km
und eine vertikale Ausdehnung von lediglich 150 m (— Abb. 2.5 links). Das Modellgebiet ist
unterteilt in Schichten aus dem Pliozén, Pleistozén und Holozidn. Neben diesen grundwasser-
leitenden Schichten treten grundwasserhemmende und grundwasserstauende Schichten aus
Ton, Torf und Sand auf, die teilweise nur ein bis wenige Meter méchtig sind [152, 177, 178].

Beim Beispiel Langeoog wird ein Teilgebiet dstlich des Dorfes Langeoog modelliert. Dieses
Modellgebiet ist ebenfalls sehr anisotrop. Es umfasst ein Gebiet mit 2 km Linge, 1.5 km Breite
und einer vertikalen Ausdehnung von lediglich 70 m. Uber dem grundwasserhemmenden
Lauenburger Ton liegt das grundwasserleitende Glazifluviatil. Dartiber befindet sich das Ho-
lozdn mit diversen grundwasserleitenden Wattsanden sowie grundwasserstauenden Watt-
schlickschichten. Insbesondere letztere weisen teilweise extrem geringe Méchtigkeiten von ein
bis wenigen Metern auf.

Fiir die anisotropen Schichtengebiete zu den ostfriesischen Inseln Norderney und Langeoog
sind geeignete Geometrie- und Gitterbeschreibungen gesucht. Die beiden Inseln werden in
den Experimenten dieser Arbeit wieder aufgegriffen (siehe Kap. 7.5 und Kap. 7.6).
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2.6 Salzwasserintrusion und kiinstliche Grundwasserneubildung
in Orange County

SEAWATER
INTRUSION
PATHWAYS

Abb. 2.6 “Orange County Water District”, Draufsicht, aus [201] — Fig.1

,Orange County” bezeichnet den Landkreis der Stadt Orange und liegt in Kalifornien stiddst-
lich von Los Angeles (—Abb. 2.6). Das Grundwasserbecken von Orange County liefert 70%
des Brauchwasserbedarfs fiir ca. 2 Millionen Menschen. Fiir die Zukunft ist angedacht, einen
noch groBeren Anteil (evtl. sogar 100%) der Wasserversorgung diesem Grundwasserbecken
zu entnehmen.

Durch die Ndhe zum Pazifik kommt es allerdings zum Salwassereintrag (,,SEAWATER INTRU-
SION”). Um die Sti3-Salzwassergrenze zu stabilisieren wird wiederaufbereitetes Wasser in der
,SALT WATER BARRIER INJECTION AREA” kiinstlich eingebracht (—Abb. 2.6).

Neben den geringen Niederschldgen in Orange County wird das Grundwasserbecken insbe-
sondere durch Wasser des ,,Santa Ana River” in der ,,FORE-BAY” gespeist. Im Untergrund bewegt
sich das Wasser in westlicher Richtung durch die 3 Aquifere (— Abb. 2.7). Es besteht die Uber-
legung, wiederaufbereitetes Wasser in ,RECHARGE BASINS” auch in der , FORE-BAY” kiinstlich
einzuspeisen und irgendwann an einem westlich davon gelegenen Brunnen als Brauchwasser
wieder zu férdern.

Eine solche Vorgehensweise ist aber nicht unproblematisch, zumal organische und mikrobio-
logische Verunreinigungen mitgefiihrt wiirden. Der Transportpfad durch die Aquifere miisste
also lang genug sein, damit die reinigenden Eigenschaften des Bodens ausreichend zum Tra-
gen kdmen. Daher wird tiber Einschrankungen wie die Mindestverweildauer des Wassers im
Boden oder die Mindestentfernung vom Einspeisungsbecken bis zum Entnahmebrunnen dis-
kutiert.

Vor diesem Hintergrund gewinnen Abschédtzungen der Verweildauer des Wassers mittels Iso-
topenanalyse und auch insbesondere die Simulation der zeitabhéngigen Grundwassermigra-
tion durch die heterogenen geologischen Schichtungen zunehmend an Bedeutung.
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Abb. 2.7 Vertikaler Schnitt durch das Grundwasserbecken von Orange County in Richtung des
Santa Ana River, aus [201]>Fig. 2, ergidnzt mit Leitfihigkeitsangaben fiir die Aquifere und
Aquiclude

Anhand der ,STUDY AREA” im Nordosten von Orange County wurden bereits interessante
Analysen und Simulationsrechnungen von Tompson, Falgout et al. in Livermore durchgefiihrt
[3, 200, 201]. Die verwendeten Gitter fiir die ,,STUDY AREA” sind sehr fein und basieren auf ei-
nem voxelbasierten geostatistischen Ansatz von S. Carle [24].

Es besteht der Wunsch, mit dem Simulationswerkzeug UG ebenfalls Rechnungen fiir Orange
County durchzufiihren. Im Gegensatz zu den Arbeiten von Tompson, Falgout et al. soll nicht
nur die ,STUDY AREA” sondern das gesamte Grundwasserbecken von Orange County model-
liert werden.

Das Grundwasserbecken besteht im Wesentlichen aus den drei grundwasserleitenden Schich-
ten ,SHALLOW AQUIFER”, ,,MAIN PRODUCTION AQUIFER” und ,, LOWER AQUIFER” sowie zwei ge-
ringméchtigen nichtleitenden Toneinschliissen. Das Grundwasserbecken ist eingebettet in das
undurchléssige ,,BEDROCK” (— Abb. 2.7).

Die Gesamtabmessungen des zu realisierenden Modellgebiets sind 160000 ft x 140000 ft in ho-
rizontaler Richtung und 4500 ft in vertikaler Richtung.

Die obere Tonschicht hat eine Méchtigkeit von lediglich 50 ft, die untere Tonschicht eine Méch-
tigkeit von nur 100 ft. Hinzu kommen extrem geringmachtige Stellen im , SHALLOW AQUIFER”
von nur wenigen ft.

Fir dieses extrem anisotrope Schichtengebiet in Orange County sind geeignete Geometrie-
und Gitterbeschreibungen gesucht (siehe Kap. 7.7).
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2.7 Verdichtung von Horizontalsilos

Das "Biogas-Crops-Network" [11, 83, 153] erforscht die Monofermentation von pflanzlicher
Biomasse. Es werden grundlegende Fragestellungen der Substratvorbereitung, der Pro-
zessfilhrung und -steuerung, der biochemischen und mikrobiologischen Analytik sowie der
Prozessmodellierung behandelt. Innerhalb dieses Netzwerks liegt der Schwerpunkt des Lehr-
stuhls Technische Simulation auf robusten und effizienten Simulationsmodellen fiir die Erzeu-
gung von Biogas. Dabei soll zum einen der Fermentierungsprozess und zum anderen der
Einlagerungs- und Verdichtungsprozess fiir Horizontalsilos (auch , Fahrsilos” genannt) [145,
203] simuliert und optimiert werden [89] (siehe auch [33, 110]).

Die gegebenen Bahndaten des Verdichtungswerkzeugs miissen mit dem Ziel ausgewertet
werden, die einzelnen komprimierten Schichten des Silos zu erkennen und deren Volumina
bzw. Verdichtungen zu berechnen. Die zu beschreibende Schichtenfolge im Horizontalsilo ist
ein weiteres anisotropes Schichtengebiet, fiir das Geometrie- und Gitterbeschreibungen ge-
sucht sind [54].

Abb. 2.8 Horizontalsilo — Befiillung — Verdichtung —  anisotrope Schichten

Beim Einlagerungs- und Verdichtungsprozess in Horizontalsilos kann man ebenfalls von
anisotropen Schichtengebieten sprechen. Die im Rahmen des BCN [11] von der LGF [126]
betrachteten Fahrsilos haben eine horizontale Ausdehnung von 20 bis 100 m und besitzen eine
Hohe von ca. 4m. Die Fahrsilos sind typischerweise an 3 Seiten durch Wande begrenzt (rechts,
links und hinten). Im 5-Minutentakt wird gehackseltes Gras oder Mais abgekippt, durch Rad-
lader auf der ,Rampe” des bereits bestehenden Silos verteilt (,,progressive Keiltechnik”) und
von Traktoren und Walzen zu diinnen Schichten komprimiert (— Abb. 2.8, Abb. 7.14 u. Abb.
7.16). Diese verdichteten Schichten sollen im Rahmen des BCN [11] erkannt, beschrieben und
vernetzt werden [54, 89]. Die Schichten besitzen mit 10 bis 30 cm Dicke eine vergleichsweise
geringe Machtigkeit und haben eine extrem grofie Ausdehnung in horizontaler Richtung.

Bei der Verdichtung von Horizontalsilos entstehen somit auch anisotrope Schichtengebiete
(siehe Kap. 7.8).
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2.8 Hydrodynamische Phinomene im Willersinnweiher

Der Willersinnweiher ist ein Baggersee in der Oberrheinischen Tiefebene im Stadtgebiet von
Ludwigshafen. Der See ist ca. 800 m lang und ca. 250 m breit und besitzt eine durchschnittliche
Tiefe von ca. 9 m. Seine maximale Tiefe betrdgt ca. 18 m. Im Sommer kommt es durch die starke
Sonnenbestrahlung und den geringen Wind (— wenig Umwilzung) zur Ausprigung von
unterschiedlichen Schichten im See. Diese bilden bei den genannten Abmessungen des Sees
ein anisotropes Schichtengebiet (vgl. Abb. 7.17 auf S. 125).

Die sommerliche Schichtung des Sees fiihrt zu Sauerstoffmangel in den tiefen Bereichen
(hypolimnische Anoxie) und zur organischen Sedimentation, d.h. zu Bedingungen unter de-
nen man Methanbildung erwarten kann. Zudem hat der See Interaktion mit dem Grundwas-
ser.

Arbeitsgruppen der Geodkologie und der Umweltphysik der Universitat Heidelberg fiihren
an dem néhrstoffreichen (eutrophen) Baggersee Experimente durch [133]. U.a. werden mit
akustischen Stromungsmessgeraten und dem Spurengas SF6 als Tracer hochaufgelste Leitfa-
higkeits- und Temperaturprofile in vertikaler Dimension gemessen und durch geeignete Mo-
delle interpretiert. Mit den Messdaten lassen sich vertikale Diffusionskoeffizienten
abschitzen.

Fiir ein tieferes Verstindnis der hydrodynamischen Phanomene im See werden neben zahlrei-
chen Messdaten und Experimenten auch numerische Simulationen von Temperatur- und Ge-
schwindigkeitsverteilungen hinzugezogen. Hierfiir ist vorab eine geeignete Geometrie- und
Gitterbeschreibung fiir den Willersinnweiher bzw. seine anisotropen Schichten notwendig (—
Kap. 7.9).

2.9 Arzneimitteldiffusion durch das Stratum corneum

In Abb. 2.9 sieht man eine lichtmikroskopische Aufnahme der menschlichen Haut. Diese ist
schichtformig aufgebaut. Sie besteht aus Subkutis (Unterhaut), Dermis (Lederhaut) und Epi-
dermis (Oberhaut). Die Epidermis unterteilt sich in die lebende Epidermis und das Stratum
corneum.

Im Rahmen der Differenzierung wandern die kernhaltigen Keratinozyten nach aulen und
werden zu kernlosen abgestorbenen, dehydrierten Korneozyten (Hornzellen) im Stratum cor-
neum. Sie bestehen tiberwiegend aus Keratinfilamenten und sind von einer starren Hiille, dem
,cornified envelope” umschlossen.

Das Stratum corneum setzt sich aus ca. 10 - 15 Schichten von Korneozyten zusammen, die in
eine aus Lipid-Bilayer-Schichten bestehende kontinuierliche Lipidmatrix eingebettet sind. Ein
Korneozyt besitzt eine horizontale Ausdehnung von 30 bis 50 ym und ist weniger als 1 ym
dick. Die Lipidkanéle zwischen den Korneozyten sind sogar nur 0.1 ym dick. Das Stratum cor-
neum ist somit auch ein anisotropes Schichtengebiet.”

In der pharmazeutischen Forschung spielen Diffusionsvorgiange von Substanzen eine wichti-
ge Rolle, da die Aufnahme von vielen Arzneistoffen passiv durch Diffusion erfolgt. Neben der
oralen Applikation von Arzneistoffen wurde in den letzten Jahren in zunehmenden Mafle die
Haut als Resorptionsorgan fiir systemisch wirkende Arzneistoffe interessant und es wurden
bereits diverse transdermale therapeutische Applikationssysteme entwickelt. Verschiedene
Arzneimittel, die tiber die Haut appliziert werden, sind bereits auf dem Markt (z.B. Nitro-
glycerin, Clonidin, Nicotin, hormonale Kontrazeptiva, Morphin, Scopolamin, Clenbuterol).

* , The stratum corneum is a highly orientated layered structure consisiting of alternating cornified cells (the so-called corneocytes) separated by
multilamellar lipid layers.” Tobias Richter, Roland Wiesendanger et al. [171]
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Abb. 2.9 Transdermale Applikation und Gréfsenverhiltnisse im Stratum corneum;
lichtmikroskopische Aufnahme aus [141], modifiziert

Auch in der Tiermedizin gibt es erste Anwendungen der transdermalen Applikation (z.B. An-
tihelmintika in der Schweinezucht) [206].

Die transdermale Aufnahme von Arzneimitteln hat gegentiber der oralen Applikation Vortei-
le: Da der Wirkstoff weder den Magen-Darm-Trakt noch die Leber passieren muss, wird die
Verstoffwechselung des Arzneimittels deutlich verringert. Dadurch kénnen die Nebenwir-
kungen vermindert und die Arzneimitteldosis reduziert werden. Zudem kann durch die
gleichmaBige Diffusion des Wirkstoffs der Arzneimittelspiegel im Blut tiber einen lingeren
Zeitraum hinweg konstant gehalten werden.

Leider ist die Permeation sehr vieler Arzneimittel durch die Haut sehr schlecht. Das liegt gros-
stenteils am Stratum corneum, welches die Hauptbarriere darstellt. In der dermatologischen
Forschung werden derzeit Verfahren untersucht, welche die Durchlissigkeit der Haut erho-
hen wie z.B. Iontophorese oder Elektroporation.

Der Transportweg der Arzneimittel durch das Stratum corneum ist bisher noch nicht vollstdn-
dig aufgeklart. Einige Forscher auf diesem Gebiet nehmen an, dass der primére transdermale
Transport via lateraler Diffusion durch die multilamellare Lipidmatrix erfolgt [1, 57, 104]. Die
Korneozyten werden hierbei als impermeabel betrachtet. Im Gegensatz dazu wird in [160] fiir
sehr hydrophile Komponenten ein , aqueous pore”-Weg durch die Korneozyten angenom-
men. In den letzten Jahren wurde die Diffusion durch das Stratum corneum mit Hilfe neuerer
mikroskopischer Untersuchungen weiter erforscht [227, 228]. In [229] visualisierten Yu et al.
mit Zwei-Photonen-Fluoreszenzmikroskopie das hydrophobe Rhodamin B-Hexylester sowie
das hydrophile Sulforhodamin nicht nur in der multilamellaren Lipidregion sondern auch in-
nerhalb der Korneozyten.

Die Simulation der Arzneimitteldiffusion ist am Lehrstuhl Technische Simulation ein For-
schungsschwerpunkt der Aufschliisse geben soll. Es werden zeitabhingige Arzneimittelkon-
zentrationsprofile fiir inhomogene Modellmembranen erstellt, um eine mdoglichst detaillierte
Beschreibung des Arzneimittelflusses durch das Stratum corneum zu erhalten. Der intrazellu-
lare Diffusionsweg wurde in 2D bereits vor einigen Jahren am Lehrstuhl mittels Computersi-
mulation bestdtigt. Als Modell wurde damals ein zweidimensionales ,Brick-and-Mortar”
Modell verwendet [93]. Nun sollen die bisherigen Ergebnisse auf einem realitdtsnahen dreidi-
mensionalen Stratum corneum Modell verifiziert und verfeinert werden. Dazu ist ein geeigne-
tes Geometrie- und Gittermodell fiir das Stratum Corneum mit seinen anisotropen Schichten
gesucht (Kapitel 5, Kapitel 8).
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Kapitel 3

Geometrien und Gitter fir UG

Fiir die vorgestellten anisotropen Schichtengebiete sind dreidimensionale Geometrie- und Git-
terbeschreibungen fiir das Numeriksimulationssystem UG gesucht. Bei dieser Aufgabenstel-
lung miissen das Geometrieformat und das Gitterformat von UG berticksichtigt werden.
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Abb. 3.1 Geometriedatei geometry.lgm und Gitterdatei grid.ng fiir das Simulationswerkzeug UG
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Fiir die Beschreibung der Geometrie steht in UG das ,,lgm“-Domain zur Verfiigung, das in Kap.
3.1 vorgestellt wird.

Kap. 3.2 gibt einen Uberblick zum ng-Format fiir die Eingabe des Gitters in UG. Es wird be-
schrieben, welche Elementtypen damit moglich sind. AuBerdem wird der Zusammenhang der
beiden Formate Igm und ng erldutert: Ein ng-Gitter bezieht sich immer auf eine zugehdrige
Igm-Geometrie (rote Pfeile in Abb. 3.1). Dagegen besitzt eine Igm-Datei ihrerseits keine Refe-
renzen auf ng-Dateien. Fiir ein und dieselbe Igm-Geometrie konnen beliebig viele ng-Gitter er-

zeugt werden.

Kapiteltibergreifend (Kap. 3.1 u. 3.2) dient ein anschauliches Dateibeispiel mit erganzenden
Grafiken dem intuitiven Verstiandnis der beiden Dateiformate (— Abb. 3.3 u. Abb. 3.10). Fiir
technische und syntaktische Details sei auf [44], [88] und insbesondere [207 — Kap. 7] verwie-

sen.

Mit den gegebenen UG -Formaten stellt sich die Frage, wie die zu erzeugenden Geometrien
und Gitter fiir die in Kapitel 2 vorgestellten anisotropen Schichtengebiete sinnvollerweise aus-
sehen sollen. Unterkapitel 3.3 erldutert den Vorzug eines flichenbasierten Geometrieansatzes
gegeniiber einem voxelbasierten Verfahren und Kap. 3.4 beschreibt das Ziel, Gitter mit giinsti-
gen Winkeleigenschaften und moglichst vielen Hexaedern zu erzeugen.
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3.1 UG-Geometrien im Igm-Format

Im Numeriksimulationssystem UG besteht mit dem ,Igm“-Domain die Moglichkeit, komplexe
dreidimensionale Gebiete, die aus mehreren Einheiten bestehen, zu beschreiben. Diese Geo-
metrien kénnen als Dateien im , Igm-Format” in UG eingelesen werden. Der Name ,,Igm" steht
fir ,linear grid model” und driickt aus, dass die Trennflichen und Riander des Gebiets mit
linearen Flachenstiicken, ndmlich ausschliefdlich mit Dreiecken, beschrieben werden.

Subdomains
- » . —» Q0 Q0 0
ﬁurfaces Surfaces Surfaces
Surfaces
» _> —» Q Q0
Triangles Triangles Triangles
Lines / Lines Lines
Lines /
My ] > T ———F —
Points Points / Points
Triangles / /
» _» —» 2 Q0 0
Points Points Points
Points
| » ——» ——» Q Q9 Q

Abb. 3.2 Ubersichtsgrafik zum Igm-Domain

Bei einem Igm-Domain ist das Gesamtgebiet in der Regel in mehrere Einheiten (Subdomains) un-
terteilt, die in dieser Arbeit jeweils einer anisotropen Schicht entsprechen. Jede Subdomain ist
stets abgeschlossen und wird durch beliebig viele, zusammenhéngende Oberflachen (Surfaces)
begrenzt. Surfaces werden mit mehreren Polygonziigen (Lines) umrandet und mit beliebig vie-
len Dreiecken (Triangles) beschrieben (— Abb. 3.4). Lines referenzieren mindestens zwei Punkte
(Points) und Dreiecke referenzieren genau drei Points. Die Points werden durch ihre Raumko-
ordinaten x, y und z beschrieben.

Abb. 3.2 zeigt in einer Ubersicht die Hierarchie des Igm-Domain. Einige Beziige zwischen den
einzelnen Objekten sind exemplarisch eingezeichnet. Man sieht, dass eine Line zu zwei oder
mehr Surfaces gehoren kann und dass jedes Dreieck zu genau einer Surface gehort. Eine Trenn-
fliche zweier aneinandergrenzender Subdomains wird durch eine gemeinsame Surface repra-
sentiert (z.B. surface 6 in Abb. 3.3).
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# Domain-Info
name = lgm_Example
problemname = test

convex = 0

# Unit-Info

unit 1 SUBDOMAINNAME_1
unit 2 SUBDOMAINNAME_2

# Line-Info

line 0: points: 0 1 2;
line 1: points: 2 3 4;
line 2: points: 4 5 6;
line 3: points: 6 7 0;
line 4: points: 0 9;

line 5: points: 2 11;

line 6: points: 4 13;

line 7: points: 6 15;
line 8: points: 9 10 11;
line 9: points: 11 12;
line 10: points: 12 13;
line 11: points: 13 14 15;
line 12: points: 15 16 9;
line 13: points: 9 17;
line 14: points: 17 12;
line 15: points: 13 18;
line 16: points: 15 20;
line 17: points: 9 21;
line 18: points: 17 21;
line 19: points: 17 20;
line 20: points: 21 20;
line 21: points: 12 18;
line 22: points: 18 19 20;

# Surface-Info

surface 0:
surface 1:
surface 2:
surface 3:
surface 4:
surface 5:
surface 6:

surface 7:
surface 8:
surface 9:

left=2; right=0; points: 12 13 18;
left=2; right=0; points: 13 14 15 18 19 20; lines: 11 15 22 16; triangles: 20 15 19; 19 15 14; 18 19 14; 18 14 13;
left=2; right=0; points: 9 16 15 20 21; lines: 12 16 20 17; triangles: 21 9 16, 20 21 16; 20 16 15;

subdomain 2

subdomain 1

left=1; right=0; points: 012345678, lines: 0123 ;triangles:087;,018;138;123;786;,856;,835;345;
left=1; right=0; points: 01 2 9 10
left=1; right=0; points: 23 4 13 1
left=1; right=0; points: 4 5 6 13 1
left=1; right=0; points: 07 6 15 1
left=1; right=0; points: 9 10 11 12 17; lines: 8 9 14 13; triangles: 9 17 10; 10 17 12; 10 12 11;
left=1; right=2; points: 9 16 17 12 15 14 13; lines: 13 14 10 11 12;

11; lines: 05 8 4 ; triangles: 09 10, 0101;11011;1112;

2 11; lines: 161095 ; triangles: 2 11 12;2 12 3;31213;3 13 4;
4 15; lines: 27 11 6 ; triangles: 6 14 15; 6 5 14; 513 14; 54 13;
6 9; lines: 37 12 4, triangles: 016 9; 07 16;7 1516, 7 6 15;

triangles: 916 17; 16 15 17; 17 15 14; 17 14 12; 12 14 13;
lines: 10 15 21; triangles: 12 18 13;

surface 10: left=2; right=0; points: 9 17 21; lines: 13 18 17; triangles: 9 21 17;
surface 11: left=2; right=0; points: 20 17 21; lines: 18 19 20; triangles: 21 20 17;
surface 12: left=2; right=0; points: 17 12 18 19 20; lines: 14 21 22 19; triangles: 20 19 17; 17 19 12; 12 19 18;

# Point-Info

NN NSNDONNNSNOID~NNNNDN~NDIOO

ST~~~ ~NODT~DODI~NNNN~D
W DN NNNNNNNN~NDOSOSOSOSOSS OO

>
o
s
W

15

1
surface 4 __|
0.5

0

20
surface11

surface 6

18 surface 8
/

13
| —surface 3

4

surface 2

Listing eines Igm-Beispiels mit ergdnzenden Grafiken zur Veranschaulichung
von Subdomains und Lines (oben) sowie Surfaces und Points (unten)
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surface 6: left=1; right=2; points: 916 17 12 15 14 13; lines: 13 14 10 11 12;
triangles: 9 16 17; 16 15 17; 17 15 14; 17 14 12; 12 14 13;

Dol line 15 ‘g
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Abb. 3.4 Triangulierung der Igm-Surface 6 aus Abb. 3.3

Triangle A->C—D

Triangle C>A—B

Abb. 3.5 ,Links-Rechts-Information” einer Surface durch Orientierung der Dreiecke

Die , Links-Rechts-Information” einer Surface (, left =..., right =...” in Abb. 3.3) wird durch die
einheitliche Orientierung der , Surface-Dreiecke” festgelegt. Zwei benachbarte Dreiecke einer
Surface sind dann gleich orientiert, wenn ihre beiden gemeinsamen Punkte in umgekehrter
Reihenfolge aufgelistet sind (siche Abb. 3.3, Abb. 3.4 sowie triangles ,A—C—D” und
,C—>A—B” in Abb. 3.5). Der Daumen der linken Hand zeigt zur ,rechten” Subdomain einer
Surface (,,right =...”), wenn die 4 anderen gekriimmten Finger der linken Hand der Aufzdhlung
der Eckpunkte eines ,, Surface-Dreiecks” folgen (siehe Abb. 3.5). Die ,linke” Subdomain befindet
sich dann auf der anderen Seite der betrachteten Surface (,, left =...”).

Surfaces trennen entweder benachbarte Subdomains voneinander, oder sie trennen Subdomains
vom Raum aufBlerhalb des Rechengebiets. Dieses Komplement des Rechengebiets wird mit
»Subdomain 0” bezeichnet.

Als einfaches Anschauungsbeispiel dient in Abb. 3.3 das Listing einer Igm-Datei. Sie beschreibt
ein Zweischichtengebiet, d.h. eine Domain bestehend aus zwei Subdomains. In den ergédnzen-
den Grafiken sind oben die Subdomains und Lines und unten die Points und Surfaces beschriftet.
Im folgenden Kapitel tiber das ng-Gitterformat wird dasselbe Igm-Beispiel verwendet und ver-
netzt (vgl. Abb. 3.10).
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3.2 UG-Gitter im ng-Format

Gitter werden im Simulationswerkzeug UG im sogenannten ng-Format eingelesen. Eine ng-
Datei beschreibt ein Gitter und dessen Zuordnung zu einer Igm-Geometrie (siche Abb. 3.1).
Der Name ng steht fiir ,NETGEN file format”, da das ng-Format von K. Johannsen [99] ur-
spriinglich fiir eine Schnittstelle zu dem Gittergenerator NETGEN von J. Schoberl [182] vorge-
sehen war.

(@) (b) Ky (o) Ks @ X7 Ke
Ks K, Kyf— Ks
3 L .
Knotenreihenfolgewe Ky K K 1 Ky 1

Abb. 3.6 Mdogliche 3D Elementtypen in UG bzw. im ng-Format

Das ng-Format bietet in 3D die Moglichkeit, vier verschiedene Elementtypen zu verwenden
und miteinander zu kombinieren. Auf diese Weise konnen hybride Netze erstellt und komple-
xe Gebiete flexibel vernetzt werden. Die vier moglichen Elementtypen sind in Abb. 3.6 darge-
stellt. Sie werden im UG-Jargon und auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit mit , Tetraeder”
(—>Abb. 3.6a), ,Pyramide” (—Abb. 3.6b), ,Prisma” (—Abb. 3.6c) und , Hexaeder” (—Abb.
3.6d) bezeichnet. An dieser Stelle muss allerdings erldutert werden, wie diese Begriffe im All-
gemeinen verwendet werden und welche besonderen Eigenschaften fiir die UG-Elementtypen
gelten.

Ein Tetraeder (griech.: Vierflachner) ist ein Kérper mit vier Seitenfldchen. Der Tetraeder ist das
einfachste Gitterelement in 3D und wird auch als dreidimensionaler Simplex oder als dreisei-
tige Pyramide bezeichnet.

Im UG-Jargon versteht man unter einer Pyramide ausschliellich Elemente mit viereckiger
Grundfldche und einer Spitze. Im Allgemeinen besitzt eine Pyramide ein Polygon (Vieleck)
beliebiger Eckenzahl als Grundfldche und mindestens drei Dreiecke als Seitenfldchen, die in
einem Punkt (der Spitze der Pyramide) zusammentreffen.

Ein Prisma ist ein geometrischer Korper, der durch Parallelverschiebung eines ebenen Viel-
ecks entlang einer Geraden im Raum entsteht. Erfolgt die Parallelverschiebung senkrecht zur
gegebenen Vielecksflache, spricht man von einem geraden Prisma, andernfalls von einem
schiefen Prisma. Das gegebene Vieleck wird als Grundfldche bezeichnet, die andere dazu kon-
gruente und parallele Fldche als Deckfldche. Die Gesamtheit aller tibrigen Begrenzungsflachen
heifit Mantel. Der Mantel besteht folglich aus Parallelogrammen und im Spezialfall des gera-
den Prismas aus Rechtecken. Das spezielle UG-Prisma besitzt immer eine dreieckige Grund-
flache. Bei S. Owen [156] werden solche Elemente , wedges” (Keile) genannt.

,Hexaeder” ist der allgemeine Name fiir einen sechsfldchigen geometrischen Korper. Bei ei-
nem UG-Hexaeder besitzt jede Elementseite genau 4 Ecken. Ein UG-Prisma (—Abb. 3.6¢) mit
einer abgeschnittenen Ecke wire aber zum Beispiel genauso ein Hexaeder, namlich mit zwei
dreieckigen, zwei viereckigen und zwei flinfeckigen Seitenflédchen.
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Zu den in dieser Arbeit verwendeten UG-Elementtypen ist eine weitere Besonderheit anzu-
merken. UG-Hexaeder, UG-Prismen und UG-Pyramiden besitzen viereckige Elementseiten.
Die 4 Ecken einer solchen Elementseite miissen in UG bzw. im ng-Format nicht zwingend in
einer Ebene liegen. Bis zu einem gewissen Grad ist hier eine Abweichung moglich. Auch wenn
die Planheit nicht mehr gegeben ist, spricht man im UG-Jargon dennoch von Polyedern (Viel-
flachner, Ebenfldchner), da die Elemente UG-intern auf Referenzelemente mit planen Seiten
abgebildet werden (siehe im UG-Code in fogeom.c/.h, felem.c/.h und shapes.c/h sowie in [120]).

Ferner gilt fiir UG-Prismen die Spezialitit, dass ihre beiden Dreiecke weder 100%ig kongruent
noch parallel zueinander sein miissen. Auch hier erfolgt eine Abbildung auf ein ideales Pris-
mareferenzelement. Eine Abweichung ist bis zu einem gewissen Grad vertretbar. Diese Eigen-
schaft und die Moglichkeit der gekriimmten viereckigen Seitenfldchen ist bspw. bei der
Gittergenerierung fiir geologische Schichtungen gut brauchbar (siehe Kapitel 6).

(ng-Datei )

Randknoten —]

Innere Knoten Igm-Datei

Gitterelemente —

Abb. 3.7 Aufbau einer ng-Datei

Abb. 3.7 zeigt den Aufbau einer ng-Datei, bestehend aus 3 Teilen. Sie beginnt mit der Auflis-
tung der Randknoten (Schliisselwort ,,B“). Das sind diejenigen Knoten, die auf dem Rand der
zugehorigen Igm-Geometrie liegen. Nach den Randknoten folgt, sofern vorhanden, die Liste
der inneren Knoten (Schliisselwort ,,I“), d.h. der Gitterknoten ohne Igm-Randbezug. Im dritten
und letzten Teil einer ng-Datei werden die Gitterelemente (Schliisselwort , E“) aufgefiihrt.

Zu jedem Randknoten eines ng-Gitters muss eine ausfiihrliche Positionsbeschreibung beziig-
lich der zugehorigen Igm-Geometrie erfolgen. Konkret miissen alle Surfaces und Lines angege-
ben werden, auf denen der Randknoten liegt. Zur Referenzierung werden die Nummern der
Surfaces und Lines aus der Igm-Datei sowie jeweils eine lokale Positionsinformation angegeben.

Innerhalb der Surface erfolgt die Positionierung eines Randknotens durch die Lokalisation in-
nerhalb eines Surface-Dreiecks. Diese Lokalisation wird mit den beiden lokalen Koordinaten x;
und y; eines Referenzdreiecks beschrieben. Zugrundeliegend ist die Abbildung des Igm-Sur-
face-Dreiecks Py, P1, P, auf ein Referenzdreieck mit den Koordinaten (0,0), (1,0) und (0,1) in der
xy-Ebene (siehe Abb. 3.8).

Gemif3 Gleichung (3.1) beschreiben die beiden lokalen Koordinaten x; und y; einen Punkt im
Surface-Dreieck durch konvexe Linearkombination [99]. So kann jede beliebige Dreieckspositi-
on eines 3D Igm-Surface-Dreiecks mit dem lokalen Koordinatenpaar (x;, y;) im Referenzdreieck
beschrieben werden. So gelten z.B. Py—(x;, y;) = (0, 0); P1—(x;, y;) = (1, 0); P,—(x;, y) = (0, 1);
P1,—(x;, y;) = (0.5, 0.5) und Psp—>(xl, Y1) = Poawerpama— (7, y7) = (1/3,1/3);

Po=0-x-y) Ry +x P +y P, mit 0sx,y,(1-x-y)s1 (3.1)

Neben den lokalen Koordinaten eines Randknotens muss bei der Surface-Positionierung auch
noch angegeben werden, das wievielte Dreieck der jeweiligen Surface verwendet wird.



Kapitel 3 Geometrien und Gitter fiir UG 27

A P,

______________________________________________

__________________________________________

Abb. 3.8 Abbildung eines beliebigen 3D Igm-Surface-Dreiecks (griin) auf ein Referenzdreieck (rot)
im Koordinatenursprung der xy-Ebene

line l points: A B C D;

Abb. 3.9 Lokalisierung von Gitterknoten (rot) auf einer Igm-Line I (griin) bestehend aus mehreren
Line-Punkten (blau)

Die Line-Positionierung erfolgt mit Hilfe der Indizierung der Line-Punkte von 0 bis n-1. Liegt
ein Randknoten des Gitters genau auf einem Line-Punkt wird der entsprechende Index ange-
geben (siehe Abb. 3.9 — ,L [ 2“) Liegt ein Randknoten dagegen auf einer Line zwischen zwei
Line-Punkten, dann wird mit linearer Interpolation ein dezimaler Zwischenwert berechnet,
dessen Grofe entsprechend den Abstdnden zum linken und zum rechten Nachbarpunkt auf
der Line ist. (z. B. ,L 1 1.75” in Abb. 3.9).

Bei der Surface- und Line-Positionierung muss ein ng-Randknoten nicht mit einem Igm-Punkt
tibereinstimmen. Ein ng-Randknoten kann sich an beliebiger Stelle eines Igm-Dreiecks oder ei-
ner [gm-Line befinden. Beispiele hierfiir sind P, und Pg;,in Abb. 3.8 sowie ,L11.75" in Abb.3.9.

Im Gegensatz zu Randknoten beriihren innere Knoten den Igm-Rand nicht und werden aus-
schliefllich mit Koordinateninformationen beschrieben.
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Im dritten Abschnitt der ng-Datei (siehe Abb. 3.7 u. Abb. 3.10) werden die Gitterelemente mit
Hilfe der Indizes ihrer Randknoten und der Indizes ihrer inneren Knoten aufgelistet. Die Ele-
mente referenzieren also die Knoten. Die Knoten-Indizes entsprechen der Reihenfolge, in der
sie in der ng-Datei angegeben sind: zuerst alle Randknoten von 0 startend durchnummeriert;
danach alle inneren Knoten weiter durchnummeriert. Der Typ eines Gitterelements ist durch
die Anzahl der angefiihrten Knotenindizes festgelegt. Bei 4 Indizes liegt ein Tetraeder, bei 5
eine Pyramide, bei 6 ein Prisma und bei 8 ein Hexaeder vor. Mit Ausnahme des Tetraeders ist
bei allen Elementtypen eine bestimmte Knotenreihenfolge einzuhalten (siehe Abb. 3.6 und
[207]). Alle Elementseiten, die auf dem Rand des Igm-Gebiets liegen, miissen mit dem Schliis-
selwort ,,F ... extra aufgefithrt werden.

Neben den Knoten referenziert jedes Element (unmittelbar nach dem Schliisselwort ,E“) auch
noch eine ganz bestimmte Subdomain aus der zugehorigen Igm-Datei. Das ist genau die Subdo-
main, in der sich das Element befindet (siehe Pfeil von Gitterelemente auf Igm-Datei in Abbil-
dung 3.7).

Fur das Igm-Beispiel aus Abb. 3.3 wurde ein ng-Gitter erzeugt, bestehend aus zwei Hexaedern,
finf Prismen, zwei Pyramiden und einem Tetraeder.

In Abb. 3.10 sieht man ein Listing der ng-Datei mit zwei ergédnzenden Grafiken, die zur Veran-
schaulichung das Gitter grafisch mit den Knoten- und Elementindizes darstellen. Die beiden
Grafiken entstanden mit dem Simulationswerkzeug UG nach Einlesen und Priifen der Igm-
und ng-Datei.

Innere Knoten kommen in diesem Gitter nicht vor (siehe ,, # inner nodes” in Abb. 3.10). Sie wer-
den aber zum Beispiel bei den Gittern fiir das Stratum corneum in Kapitel 5 benétigt.

Fiir weitere technische und syntaktische Details zum ng-Format sei auf [207 — Kap. 7], [44],
[88] und auf [99] verwiesen.
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# boundary nodes
B 0 0 0 # Knoten O
S0000 S1000 S4000 LOO L32 L40;

B I 0 O # Knoten I
S0110 S1101 LOI;

B 2 0 0 # Knoten?2
S0310 S1301 S2000 LO2 L10 L50;

B 2 1 0 # Knoten3
§0210 S2101 LI1I;

B 2 2 0 # Knoten4
S0710 §2301 S§$3310 L12 L20 L60O0;

B I 2 0 #Knoten5
S0510 S3110 L2I;

B 0 2 0 # Knoten6
S0401 S3000 S4310 L22 L30 L70;

B 0 I 0 # Knoten7
S0001 S4110 L31;

B 1 1 0 #Knoten8
S0010;

B 0 0 1 # Knoten9
SI1I010 S4001 S5000 S6000 S9010 S10000 L41 L8O L1122 LI30 L170;

B 1 0 1 # Knoten 10
S1001 S5001 LS8I;

B 2 0 1 # Knoten 1l
S1201 S2010 S5201 L51 L82 L90;

B 2 1 1 # Knoten 12
§2001 §S5101 S6301 S7000 S12101 L91 LI00 L1141 L210;

B 2 2 1 # Knoten 13
§2201 §3210 S6401 S7001 S$8301 L61 LI101 LI110 LI150;

B 1 2 1 # Knoten 14
§3010 S6201 S8101 LI1I11;

B 0 2 1 # Knotenl5
§3001 S4210 S6110 S8010 §S9201 L71 LI112 LI120 L160;

B 0 1 1 # Knoten 16
§S4010 S6010 S9001 L1I21;

B 1 1 1 #Knotenl7
§S5010 S6001 SI10001 S11001 S12001 L1131 L1140 LI80 L190;

B 2 2 2 # Knoten 18
S7010 $8200 S12201 L1151 L211 L220;

B 1 2 2 # Knoten 19
S8001 S12010 L221;

B 0 2 2 # Knoten 20
S8000 S$S9100 SI11010 SI12000 L1161 L191 L201 L222;

B 0 1 2 # Knoten 21
S$9000 SI10010 S11000 L1171 LI8I L200;

# inner nodes

# elements <tetrahedra, pyramids, prisms, hexahedra)

E1 834517121314 F8345 F341312 F451413 F17 1213 14; #0
E2 121318171419 F121318 F17121819 F18191413 F17 1213 14; #1
E1 123810111217 F1238 F121110 F231211 F1011 1217 ; #2
E1 01891017 FO18 F91017 FO1109; #3

E1 08791716 FO87 F91716 FO07169; #4

E2 9172116 F91721 F91716 F9 1621 ; #5

E1 678151617 F678 F151617 F671615; #6

E1 568141517 F568 F141517 F561514; #7

E2 1516212017 F15162120 F202117 F151617; #8

E2 1415201917 F14152019 F201917 F 141517 ; #9

Abb.3.10 Listing einer ng-Datei zum Igm-Beispiel aus Abb. 3.3; zur Veranschaulichung: Darstellung
des Gitters mit Knotenindizes (rechts oben) und Elementindizes (rechts unten)
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3.3 Flachenbasierte anstatt voxelbasierte Geometrie

sehr hohe
. Elementanzahl fiir
unerwiinschte méchtige Schichten
Unterbrechungen

stufenformige

Ll / | Schichtenrdnder

Abb. 3.11 Kritikpunkte am voxelbasierten Ansatz, Grafiken aus [191]

S. Houlding unterscheidet in seinem Buch ,,3D geoscience modeling” (—[96]) mit ,,block based
and surface based approaches” zwei grundlegend verschiedene Konstruktionsprinzipien bei
der geologischen Charakterisierung bzw. Modellbildung.

Beim blockbasierten Ansatz wird das Gebiet in quaderférmige Blocke gleicher Grole aufge-
teilt. Diese Blocke werden ,,Voxel” genannt. Jedes Voxel gehort genau einer Schicht an. Die
Schichtzugehorigkeit wird mit geostatistischen Verfahren wie z. B. Kriging oder Inverse Dis-
tance to a Power fiir jedes einzelne Voxel berechnet [24, 35, 36, 140]. Eine sehr méchtige Schicht
besteht folglich aus mehreren tibereinanderliegenden Voxels. Die diinnste darstellbare Schicht
hat als Méchtigkeit die Hohe eines Voxels.

Blockbasierte Methoden besitzen mit ihren quaderférmigen Einzelbausteinen einige Nach-
teile (sieche Abb. 3.11): Die Voxeltechnologie fithrt zu unerwiinschten Unterbrechungen bei ge-
ringméchtigen Schichten. Ausstreichende Schichten haben oftmals auerhalb des zusammen-
hingenden Gebietes noch einzelne, abgesprengte Voxels, die keinen Kontakt zum
Hauptgebiet haben. Bei méchtigen Schichten sind unverhéltnisméBig viele Voxels notwenig,
was zu einem extremen Speicheraufwand fiihrt. Auflerdem entstehen bei der blockbasierten
Vorgehensweise stufenformige Schichtenrander.

Flachenbasierte Ansédtze haben dagegen einen kontinuierlichen Schichtenverlauf. Ein entspre-
chendes Schichtenmodell wird durch seine Randfldchen reprasentiert. Dabei betrachtet man
Fliachen, die einzelne Schichten voneinander trennen. Aus diesen Trennflichen wird ein drei-
dimensionales Modell des Gesamtgebiets erzeugt, das spater mit 3D Elementen vernetzt wer-
den kann. Um eine Trennfliche aus gegebenen Messwerten zu erzeugen, konnen ebenfalls
geostatistische Interpolations- oder Approximationsverfahren wie Kriging (— Kap. 4.2.2) oder
Inverse Distance to a Power (— Kap. 4.2.1) verwendet werden, die dann allerdings Trennflédchen-
punkte anstatt Voxelzugehorigkeiten berechnen.

Es wire sehr aufwendig, die zahlreichen und teilweise zusammenhangslosen Voxels in das
Subdomain-Surface-Konzept des UG-Igm-Formats umzuwandeln. Wie in Kap. 3.1 vorgestellt,
ist das Igm-Format von UG auch nicht voxel- sondern fldchenbasiert. Die schichtentrennenden
Flichen sind charakteristisch fiir die Igm-Geometriebeschreibung. Aus den genannten Griin-
den wird daher die flichenbasierte (, surface based approach”) Vorgehensweise in Kapitel 4
verfolgt und dem Voxelansatz vorgezogen.
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3.4 Gitter mit giinstigen Winkeln und moglichst vielen Hexaedern

a) : I

Abb. 3.12 Verschiedene anisotrope Hexaeder, Prismen und Pyramiden;
keine stumpfen Winkel bei a), b), d), e), f); keine spitzen Winkel bei a), b), d)

Viele Autoren bezeichnen zu kleine oder zu grofie Elementwinkel unter gewissen Umstdnden
als qualitatsschadigend [2, 4, 55, 58, 128, 189, 192, 218].

So fiihrt z.B. ein ideales Netz zu einem idealen 5-Punkt-Stern ,,(0-1 0), (-1 4 -1), (0 -1 0)” wohin-
gegen bei Winkeln > 90° ein 5-Punkt-Stern (€ -1 €), (-1 4 -1), (& -1 €)” entsteht, bei dem
e fuir grole Winkel nahe 180° gegen o geht.

Die Frage nach guten Gitterelementen wird schon lange behandelt [4] und ist noch immer ak-
tuell [189]; denn bereits ein einziges schlechtes Element kann die Genauigkeit oder Geschwin-
digkeit von numerischen Berechnungen drastisch verschlechtern.

Jonathan Shewchuk behandelt in seinem 70-seitigen 6ffentlichen Preprint ,What is a good
linear finite element” diese Fragestellung ausfiihrlich und regt zur Diskussion dieser Thematik
an [189].

Shewchuks Arbeit (siehe auch Kap. 6.5) basiert auf den Grundlagen des Interpolationsfehlers,
der Kondition der Steifigkeitsmatrix und des Diskretisierungsfehlers und berticksichtigt auch
den Aspekt der Anisotropie bei PDGen. Denn je nachdem, welche partielle Differentialglei-
chung betrachtet wird, ist es von Vorteil, wenn die Gitterelemente eine ganz bestimmte
Anisotropie und Ausrichtung besitzen. Sinnvollerweise werden Elemente erzeugt, die in Rich-
tung des Gradienten der Losung einen vergleichsweise kleinen Knotenabstand besitzen. In ei-
ner Richtung, in der sich die Losung kaum é&ndert, bendtigt man dagegen nur wenige
Gitterknoten und die Elemente kénnen in dieser Richtung eine grofle Ausdehnung haben.

In Shewchuks Arbeit spielen die Winkeleigenschaften von Gitterelementen eine wichtige Rol-
le. Extrem grofle dihedrale Winkel nahe 180° oder extrem kleine dihedrale Winkel nahe 0° fiih-
ren unter Umstidnden zu Schwierigkeiten. So konnen spitze Winkel nahe 0° fiir die
Konditionierung der Steifigkeitsmatrix schéddlich sein und Winkel nahe 180° Nachteile bzgl.
des Interpolationsfehlers mit sich bringen [189]. K. Johannsen stellt in [102] fest, dass Winkel
> 160 ° die Approximation deutlich verschlechtern.

Bei unstrukturierten Tetraedergittergeneratoren entstehen fiir anisotrope Schichtengebiete
hiufig Elemente, die extreme Winkel nahe 180° oder 0° besitzen.

Die spitzen Winkel nahe 0° kénnen bei Tetraedernetzen tiberhaupt nicht vermieden werden.

Die stumpfen Elementwinkel nahe 180° konnen bei Tetraedernetzen nur dann vermieden wer-
den, wenn man sich auf ganz spezielle Tetraeder der Art Abb. 3.13d-f beschrankt. Das sind Te-
traeder, die beliebig flach werden konnen, ohne dass dabei ein riesiger dihedraler Winkel
entsteht. Eine Verwendung solcher Elemente lduft dann jedoch auf eine grofie Elementanzahl
und einen eher strukturierten Ansatz hinaus.
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Bei einem unstrukturierten Tetraedernetzgenerator (wie ART [62]) kann man sich lediglich so
behelfen, dass extrem diinne Schichten eines Gebiets mit vertikal orientierten Prismen der Art
Abb. 3.12b anstatt mit Tetraedern vernetzt werden (— ARTE [63, 64]). Solche Prismen besitzen
keine Winkel nahe 180°.

) m=e Y

:~~ .
-

Abb. 3.13 Verschiedene anisotrope Tetraeder: a) spindle, b) cap, ¢) sliver, d) pancake, e) needle/thorn,
f) wedge. = Bezeichnungen nach [189], keine stumpfen Winkel bei d), e), f)

In dieser Arbeit wird eine Vernetzungsmethode mit Hexaedern der Art Abb. 3.12a vorgeschla-
gen. Damit kénnen grofie dihedrale Winkel nahe 180° und auch spitze Winkel nahe 0° vermie-
den werden (siehe Kapitel 4). Falls eine Schicht ausstreicht oder ausbeifit (siche in Abb. 2.1
oder Abb. 2.2) und extrem spitze Winkel quasi durch die Geometrie des Gebiets vorgegeben
sind, konnen die Winkel nahe 0° natiirlich nicht vermieden werden. Dann miissen Prismen der
Art Abb. 3.12e anstatt Hexaedern verwendet werden.

Um dieselbe Genauigkeit zu erreichen, werden mit Hexaedernetzen vergleichsweise weniger
Elemente benétigt als mit Tetraedern. Mehrere Studien belegen dies [12, 30]. Unter anderem
sind die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix bei Tetraedern grofer als bei Hexaedern. Bei einer
Untersuchung der nichtlinearen Elastoplastizitét in [30] schneidet ein Hexaedermodell mit 1i-
nearen Ansatzfunktionen sogar besser ab als ein Tetraedermodell mit quadratischen Ansatz-
funktionen.

Weniger Hexaeder bedeuten weniger Knoten und damit weniger Freiheitsgrade. Das fiihrt zu
kiirzeren Laufzeiten bei der Finiten Elemente Methode sowie beim Postprozess und bei der
Visualisierung [156].

Hexahedrale Elemente konnen besser als Tetraeder an Losungen von anisotropen PDGen an-
gepasst werden und entsprechend ausgerichtet werden. So eignen sie sich bspw. sehr gut bei
Navier-Stokes Gleichungen, wenn man sie senkrecht zum Fluss ausrichtet [97]. Hexaedernetze
bieten bessere Approximationseigenschaften und erméglichen bilineare Ansatzfunktionen.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, ng-Gitter mit moglichst vielen Hexaedern und Elementen
mit guten Winkeleigenschaften fiir die anisotropen Schichtengebiete zu erzeugen. AufSerdem
wird nach Moglichkeiten gesucht, die Anisotropie der Gitterelemente beschreiben und berech-
nen zu konnen. Das ist wichtig, weil bei der Simulation von PDGen wie eingangs erwahnt
neben der Form der Elemente auch die Grofle und die Richtung ihrer Ausdehnung eine ent-
scheidende Rolle spielen ([189] — ,,shape and size”).

Es ist zu beachten, dass bei der Erzeugung von groben Gittern fiir anisotrope Schichtengebiete
typischerweise sehr flache Gitterelemente entstehen bzw. Elemente, die ebenfalls anisotrope
Geometrieeigenschaften besitzen.

Die erzeugten Geometrien und Gitter fiir das Simulationswerkzeug UG miissen im Igm-For-
mat (Kap. 3.1) bzw. im ng-Format (Kap. 3.2) zur Verfiigung gestellt werden.
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Kapitel 4

Methoden zur Erfassung von
anisotropen Geoschichtungen

Fiir geowissenschaftliche Simulationen von dichtegetriebenen Grundwasserstromungen oder
Grundwassermigrationen sollen Geometriemodelle mit moglichst guten Gittern erstellt wer-
den.

Die betrachteten Gebiete sind stark anisotrope Schichtungen und weisen alle extrem grofie Ab-
messungen in horizontaler Richtung gegentiber sehr kleinen Abmessungen in vertikaler Rich-
tung auf.

Zuniéchst wird das Softwarewerkzeug Igm2ng vorgestellt, das mit vertikalen Elementkanten
und vertikalen Elementseiten fiir 2D und 2.5D brauchbare UG-Geometrien und UG-Gitter mit
giinstigen Winkeleigenschaften erstellen kann (—Kap. 4.1).

Bei der 3D-Geometriemodellierung stellt die Realisierung der Trennfldchen zwischen einzel-
nen Schichten eine besondere Herausforderung dar. Typischerweise stehen ndmlich nur eini-
ge Bohrlochinformationen zur Verfiigung und die realen unterirdischen Schichten kénnen in
der Praxis nicht exakt vermessen werden. Deshalb werden geostatistische Verfahren wie
Inverse Distance to a Power und Kriging eingesetzt, mit Hilfe derer die Trennfldchen aus den
Bohrlochinformationen approximiert werden (—Kap. 4.2).

Die geschitzten Werte werden auf zugrundeliegenden Basisgittern mit NxM-Struktur erho-
ben. Die Erstellung solcher Tensorproduktgitter ist fiir Gebiete mit komplexem Grundriss
nicht trivial (—Kap. 4.3).

Bei den extrem langen und diinnen Schichten kann es leicht vorkommen, dass sich die model-
lierten NxM-Trennflachen an manchen Stellen schneiden. Um dies zu vermeiden, wird ein
Konzept vorgestellt, bei dem Schichten mit Miachtigkeitswerten anstelle von absoluten Hohen-
werten beschrieben werden (—Kap. 4.4).

Fiir spezielle Schichten deren Méchtigkeiten stark variieren, erfolgt eine Aufteilung mit zu-
satzlichen Trennfldchen in homogene Abschnitte (—Kap. 4.5).

Zwischen den Trennfldchen werden Gitterelemente erzeugt. Dabei muss eine Vielzahl von
Sonderfillen berticksichtigt werden, um die auftretenden Ausstreichungen von Schichten
konsistent zu erfassen (—Kap. 4.6).

Um die Geometrien und Gitter gut einlesen zu kénnen und eine tibersichtliche Darstellung zu
erhalten, miissen Randfldchen sinnvoll zusammengefasst werden (—Kap. 4.7).
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4.1 Igm2ng - giinstige Winkel mit vertikalen Kanten

Bisherige Dreiecks- und Tetraedergittergeneratoren erzeugen fiir horizontal ausgerichtete
Geoschichtengebiete hdufig grofle Elementwinkel nahe 180° und spitze Winkel nahe 0°. Dies
ist insbesondere bei groben Maschenweiten der Fall (siehe Abb. 4.1 oben). Es besteht der
Wunsch, tiber ein Werkzeug zu verfiigen, das brauchbare Gitterelemente erzeugt, deren Win-
kel moglichst nahe 90° liegen und auf keinen Fall extreme Werte nahe 180° oder 0° aufweisen.

E ‘J V j

Abb. 4.1 Vermeidung extremer Elementwinkel durch Verwendung vertikaler Kanten

Die Gebiete der verschiedenen Anwendungsprobleme in Kapitel 2 besitzen die Eigenschaft,
dass die horizontalen Abmessungen der Schichten deutlich groBer sind als die vertikalen
Abmessungen. Der Anstieg oder das Gefille solcher Schichten ist meist sehr gering und sie
verlaufen typischerweise in horizontaler Richtung (— Abb. 4.1).

Verwendet man fiir derartige Gebiete ausschliefllich vertikale Kanten bei der Gittererzeu-
gung, so entstehen Gitterelemente, deren groite Elementwinkel meist nur wenig tiber 90° lie-
gen (— Abb. 4.1 unten). Auch extrem spitze Winkel konnen groftenteils* vermieden werden.

B

Bohrloch 1
Bohrloch 2
Ausstreichung
Bohrloch
ohrloch 4
Bohrloch
Bohrloch 2
Ausstreichung
Bohrloch 3
Bohrloch 4

<\

Abb. 4.2 Erzeugung von 12 Vierecken und 2 Dreiecken mit Igm2ng

Mit dieser Methode entstehen fiir Geoschichtengebiete hybride Netze, die grofitenteils aus

Vierecken bestehen und im Falle von Schichtausstreichungen zusatzlich aus einigen Dreiecken
(— Abb. 4.2).

Igm2ng( <2D lgm Datei>, Y,nin Yimaxr ) Qieri]c)kgﬁ Srllt(i‘[lelggel;teckerb (2.5D lgm Geometrie)

2.5D ng Gitter aus
Hexaedern und Prismen

Abb. 4.3 Input und Output der Methode Igm2ng

Aus der Idee, vertikale Kanten zu verwenden, entstand das Perl-Programm Igm2ng (siehe Abb.
4.3). Es liest als Input eine 2D Geometriebeschreibung im Igm Format ein und erzeugt an allen
gegebenen Messpunkten (in der Regel Bohrlochmessungen (, well logging”)) sowie an allen
Ausstreichungen vertikale Kanten (— Abb. 4.2). Das entstehende hybride Netz aus Dreiecken
und Vierecken wird als 2D Gitterdatei im ng-Format ausgegeben. Zusammen mit der 2D Igm-
Geometriedatei kann diese ng-Datei fiir 2D Rechnungen in UG genutzt werden.

* Bei Ausstreichungen von Schichten kénnen extrem spitze Winkel nicht vermieden werden, da sie durch die Geometrie vorgegeben sind.
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Abb. 4.4 Protrusion der 2D-Igm-Geometrie in die dritte Raumdimension

Anschlieffend wird aus der 2D Geometrie mit einer Protrusion vom Startwert y,,+ bis zum
Endwert y,,,; eine 2.5D Igm-Geometrie erzeugt (— Abb. 4.4).

Danach wird ebenfalls durch Protrusion aus dem 2D Gitter ein zugehoriges 2.5D Gitter er-
zeugt. Zu jedem Dreieck der 2D-Datei werden n Prismen bzw. zu jedem Viereck der 2D-Datei
werden n Hexaeder erzeugt (— Abb. 4.3). Der Parameter n beschreibt die Anzahl der Elemente
in die dritte Raumdimension (hier y-Richtung). Die Maschenweite bzgl. der dritten Raum-
dimension betragt (V.4 - Ystart) /1 (— Abb. 4.5). Fiir das hybride 2.5D Gitter gelten die selben
positiven Winkeleigenschaften wie fiir den 2D-Fall. Das 2.5D Gitter wird ebenfalls als ng-Datei
ausgegeben.

ein Viereck — n Hexaeder

Abb. 4.5 Protrusion des 2D-ng-Gitters in die dritte Raumdimension mit n Elementen

Neben dem 2D-ng-Gitter erzeugt Igm2ng also auch ein erstes einfaches dreidimensionales
,Igm-ng-Paar”, das fiir Rechnungen mit UG genutzt werden kann (—Abb. 4.3).

Mit dem in Igm2ng realisierten Verfahren konnen fiir zahlreiche Modellgebiete und praxisre-
levante Beispiele wie das ,, WIPP-Domain” (—Kap. 2.2) oder das Gebiet ,,komplex” (—Kap. 2.3)
brauchbare Geometrien und Gitter mit geeigneten Winkeleigenschaften erzeugt werden [44,
177] (— Kap. 7.1 und Kap. 7.2).

Die entscheidende Idee, durch Verwendung vertikaler Kanten fiir horizontal ausgerichtete
Schichtengebiete giinstige Elementwinkel zu erzeugen, wird auch im weiteren Verlauf dieser
Arbeit genutzt (—Kap. 4.6).
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4.2 Trennflichen zwischen Geoschichten in 3D

510
Sg=-

§8,87=

Abb. 4.6 Zerlegung eines Schichtengebiets mit den Trennflichen sy, sy, ..., S1g

Der unterirdische Verlauf einzelner geologischer Schichten eines dreidimensionalen Gebiets
lasst sich nicht exakt bestimmen. Es muss eine moglichst gute Approximation gefunden wer-
den [152, S. 2]. Dazu werden in einem ersten Schritt Trennfldchen s; ermittelt, die die aneinan-
derangrenzenden Schichten des Gebiets sinnvoll voneinander trennen (siehe Abb. 4.6).

Eine Trennflidche s; verlduft im Wesentlichen in horizontaler Richtung und erstreckt sich tiber
den gesamten Bereich des Gebiets. Zwischen zwei tibereinanderliegenden Trennfldchen s; und
s;4+1 befindet sich die Schicht L;.

Die betrachteten Gebiete bestehen nur im Idealfall aus Schichten, die tiberall Machtigkeiten
gleicher GroBlenordnung aufweisen. Oft variiert die Schichtdicke und kann stellenweise ex-
trem klein werden. Insbesondere an solchen geringmaéchtigen Stellen ist darauf zu achten, dass
sich die erzeugten Trennfldchen nicht gegenseitig schneiden (— Kap. 4.4).

Insbesondere fiir ausstreichende Schichten, die stellenweise vollstindig verschwinden, miis-
sen solche , Uberschwinger” vermieden werden. In diesem Fall unterscheiden sich s; und s;,4
lediglich dort wo die Schicht L; existiert. Uberall sonst miissen s; und s;, 1 identisch sein.

Fiir den Fall, dass Schichten Einschliisse (auch Linsen genannt) besitzen, muss die umgebende
Schicht durch Trennfldchen oberhalb und unterhalb der Linse in 2 Schichten getrennt werden.

In Abb. 4.6 wird das Gebiet mit 10 Trennfldchen s; bis s1y unterteilt. Einige Schichten sind
durchgingig und kénnen mit zwei vollstandig tibereinanderliegenden Trennfldchen beschrie-
ben werden (s5u. sg, SgU.Sg, SqUu.Sqq). Es gibt aber auch Ausstreichungen bzw. Schichten, deren
Trennfldchen teilweise identisch sind (s; u. sp, sgu.s;, syu.sg). Ferner gibt es den Spezialfall
wie z.B. bei der zweituntersten Schicht, die aufgrund von Einschliissen in zwei Subschichten
gesplittet werden muss (s, u. s3, s4 u.ss).
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Abb. 4.7 Zwei verschiedene Approximationen regelmifliger Trennflichen aus unregelmiflig ver-
verteilten Eingangsmesswerten; die Inputdaten sind (3,3,5); (3,5,5); (4,7,5); (6,8,5); (0,0,4); (2,0,4);
(4,0,4); (6,0,4); (8,0,4); (10,0,4); (0,10,4); (2,10,4); (4,10,4); (6,10,4); (8,10,4); (10,10,4); (0,2,4); (0,4,4); (0,6,4);
(0,8,4); (10,2,4); (10,4,4); (10,6,4) und (10,8,4)
— Datensitze werden auch in Abb. 4.8, 4.9 und 4.10 verwendet

Es stellt sich die Frage, wie eine einzelne Trennfldche verlduft. Oft sind nur wenige und meist
unregelmiBig tiber das Untersuchungsgebiet verstreute Messpunkte (x;, y;, z;) gegeben. Bei
Geoschichtungen sind das in der Regel Messwerte aus Bohrkernen wie in Abb. 4.6 angedeutet.

Nun ist eine Oberfldche gesucht, die durch die gegebenen Messpunkte verlduft. Dazu werden
Schitzwerte auf einem zugrunde liegenden kartesischen NxM Rechtecksgitter erhoben. In
Spezialfillen kann dieses Gitter auch aus beliebigen konvexen Vierecken bestehen, sofern das
Gitter eine NxM Struktur besitzt (siehe Kap. 4.3).

Bei der Berechnung der Schitzwerte muss man durch eine geeignete Strategie mit den gemes-
senen Daten, Werte an Stellen vorhersagen, an denen nicht gemessen wurde. Das Ziel besteht
darin, eine Interpolation oder Approximation der Trennfldche zu erzielen, die der Realitit
moglichst nahe kommt.

Man spricht hier auch von , Regionalisierung” und versteht darunter in der Geostatistik die
Ubertragung von Punktdaten auf die Fliche. Regionalisierung ist iiberall dort von grofer
Wichtigkeit, wo Daten punktuell, also stichprobenartig, aufgenommen werden und anschlies-
send flichenhaft dargestellt werden sollen.

Verschiedene Verfahren und Einstellungen kénnen dabei allerdings zu ganz unterschiedli-
chen Ergebnissen fiihren (siehe z. B. in Abb. 4.7). Deshalb ist es ratsam, bei der Methodenwahl
und den Parametereinstellungen Experten aus den Geowissenschaften zu konsultieren, um
moglichst realitdtsnahe Trennfldchen zu erzielen.

Im Rahmen dieser Arbeit kommt die Software Surfer [194] von Goldensoftware zum Einsatz, in
der verschiedene geostatistische Verfahren implementiert sind.

Zwei recht bekannte Verfahren sind Inverse Distance to a Power und das Kriging-Verfahren.
Diese beiden Verfahren sollen nun naher erldutert werden.
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4.2.1 Inverse Distance to a Power
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Abb. 4.8 Inverse Distance to a Power mit =2 (links) und B=5 (rechts) fiir die Messstellen aus
Abb. 4.7; Bullaugeneffekt bei B=5.

Bei Inverse Distance to a Power [194] bekommt ein unbekannter Punkt P ein gewichtetes Mittel
gegebener Punktwerte zugewiesen.

Die Methode ist ein gewichtender Interpolator, der exakt oder geglittet ausgefiihrt werden
kann. Die gegebenen Punktinformationen werden so gewichtet, dass der Einflu8 eines Punk-
tes mit wachsendem Abstand zu dem gerade zu berechnenden Knoten abnimmt (auch ,,inver-
se Distanzwichtung” genannt). Der wichtigste Parameter ist der Exponent . Je hoher S, desto
geringer ist der Einfluss entfernter Messpunkte.

Die Formel fiir die Berechnung des Funktionswertes 2P an einem Knoten P bei n gegebenen
Messstellen M; mit den Funktionswerten Z; verwendet die effektiven Abstdnde h;p. Zur Be-
rechnung des i-ten i;p verwendet man den Glattungsparameter d sowie den realen Abstand
d;p zwischen dem Gitterknoten P und dem i-ten Messpunkt M; (— Gl. (4.1)).

Zp =5 —— > hp=,\dp +d 4.1)

. B
= hip

Bei Inverse Distance to a Power erhilt jeder Messpunkt Z; ein Gewicht zwischen 0 und 1. Die
Summe der Gewichte ergibt 1. Falls ein Messpunkt Mp mit einem zu berechnenden Knoten-
punkt P bzgl. der xy-Koordinaten zusammenfallt, haben die beiden einen Abstand von 0. In
diesem Fall wird fiir P der selbe Z-Wert wie bei Mp verwendet (aber nur wenn § = 0 ist). Es
kommt zu einer interpolativen Approximation. Mp wird mit 1 gewichtet und alle anderen
Messpunkte mit 0.

Setzt man dagegen den Glédttungsparameter 6 = 0, liegt keine Interpolation mehr vor und es
gibt kein Gewicht der Grofe 1.

Bei Inverse Distance to a Power kann es zu einem unerwiinschten ,Bullaugeneffekt” kommen
(sieche Abb. 4.8 rechts). Aufierdem hat Inverse Distance to a Power Schwierigkeiten mit unregel-
maéfig verteilten Daten und es konnen keine Redundanzen erkannt werden.
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4.2.2 Kriging

Abb. 4.9 Kriging mit linearem Variogramm (links) und Gaufsschem Variogramm (rechts);
Messstellen gemifs Abb. 4.7

Kriging hat seine Urspriinge in den 40er und 50er Jahren, als der Goldbergbau am Witwaters-
rand boomte (Hohenzug im norddstlichen Stidafrika (—Johannesburg)). Dort war das groite
Goldvorkommen der Welt zu finden (45 g/t Quarzgestein). Der stidafrikanische Bergbauinge-
nieur D. G. Krige leistete in jener Zeit ganz entscheidende Beitrdge zur Vorhersage des Gold-
vorkommens [119].

Die heute unter dem Namen Kriging verwendete Methode der Geostatistik wurde erst in den
60er Jahren von dem Franzosen Matheron et al. entwickelt. Wichtige Teile gehen jedoch auf
die Arbeiten von Krige zurtick und das wiirdigte Matheron als er 1963 die neuen Verfahren
,Kriging-Verfahren” nannte [35, 36, 140].

Im Gegensatz zum Inverse Distance to a Power Ansatz, bei dem sich die Gewichtungen der ein-
zelnen Stiitzpunkte mit Hilfe der inversen Abstinde zur jeweiligen Schitzstelle ergeben, sind
beim Kriging die Gewichtungen w; durch Lésen eines linearen Gleichungssystems zu erhalten.
Kriging ist somit aufwendiger und rechenintensiver, hat aber keinen , Bullaugeneffekt” und
kann Trends in Daten viel besser erkennen. Dies gelingt, weil durch Einsatz eines Semivario-
gramms (—S. 40, 41) zusétzliche Informationen aus der rdumlichen Korrelation der Mefidaten
Einfluss haben.

Kriging kann im Gegensatz zu Inverse Distance to a Power auch bei einer unregelmafigen Ver-
teilung der Messpunkte gute Ergebnisse erzielen. Die Gewichte von , geclusterten” * Mess-
punkten fallen klein aus, wohingegen einzeln auftretende Messpunkte, die von anderen weit
entfernt sind, hohe Gewichtungen erhalten.

Dieser Vorteil von Kriging gegentiber Inverse Distance wird im folgenden Experiment deutlich,
bei dem zu den 24 Stiitzpunkten aus Abb. 4.7 zusétzlich 46 weitere Datensétze hinzukommen,
die alle in der Ndhe bzw. zwischen den 4 inneren Stiitzpunkten (griine Pfeile in Abb. 4.7 links)
liegen und nahezu keine neuen Informationen tiber die zu approximierende Fliche liefern. Ein
solcher Fall ist in der Praxis sehr haufig und wird Datenredundanz oder , Messpunkt-Cluster-
ing” genannt (siche Abb. 4.10).

Die zusitzlichen Datensitze sind: (2.9, 2.9, 5); (3.1, 3.1, 5); (3.1, 3.2, 5); (2.9, 3.3, 5); (2.9, 3.4, 5);
(3.1, 3.5,5); (3.1, 3.6, 5); (2.9, 3.7, 5); (2.9, 3.8, 5); (3.1, 3.9, 5); (3.1, 4.1, 5); (3.1, 4.2, 5); (2.9, 4.3, 5);
(2.9,4.4,5);(3.1,4.5,5); (3.1,4.6,5); (2.9,4.7,5); (2.9, 4.8, 5); (3.1, 4.9, 5); (3.05, 5.1, 5); (3.1, 5.2, 5);
(3.1,5.3,5); (3.1,5.4, 5); (3.2,5.5,5); (3.3, 5.6, 5); (3.3, 5.7, 5); (3.34, 5.8, 5); (3.4, 5.9, 5); (3.5, 6.1, 5);
(3.5, 6.2, 5); (3.6, 6.3, 5); (3.6, 6.4, 5); (3.7, 6.5, 5); (3.7, 6.6, 5); (3.8, 6.7, 5); (3.8, 6.8, 5); (3.9, 6.9, 5);
(4.1,7.1,5);(4.2,7.2,5); (4.4,7.3,5); (4.6,7.4,5); (4.8,7.5,5); (5,7.6,5); (5.2,7.7,5); (5.4, 7.8, 5) und
(5.6,7.9,5).

* angehaufte Messpunkte, d.h. unverhiltnismégig viele dicht beieinander
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Abb. 4.10 Kriging (links) contra Inverse Distance to a Power (rechts) bei ,Messpunkt-Clustering”;
in der Mitte: Verteilung der Messstellen

Die unterschiedlichen Auswirkungen des ,,Messpunkt-Clustering” auf die beiden Verfahren
kann man in Abb. 4.10 sehen. Links erkennt man, dass die zusétzlichen Punkte beim Kriging
keine negative Auswirkung haben. Die approximierte Flache unterscheidet sich kaum von der
Fldche aus Abb. 4.9 links. Beim Inverse Distance to a Power Ansatz (Abb. 4.10, rechts) dagegen
fithren die neuen Messpunkte zu einem vollig anderen Approximationsergebnis (vgl. mit Abb.
4.8, rechts). Die redundanten Messstellen im Inneren werden bei Inverse Distance zu stark ge-
wichtet, wahrend die wenigen Punkte am Rand nicht ausreichend genug berticksichtigt wer-
den.

Als Vorbereitung auf die Kriging Interpolation erfolgt im Idealfall eine statistische Analyse der
gegebenen Messdaten bzw. die Erstellung eines empirischen Semivariogramms Semp, das die
Varianz der Hohenwerte in Abhéngigkeit von den Messpunktabsténden d;; beschreiben soll.

Zunéchst werden die Messpunktabstidnde d;; in m Klassen (engl.: lags) zusammengefasst. Da-
bei definiert /1 die Bandbreite der k-ten Abstandsklasse.

khsd;< (k+1)h, k€(0,1,2,...,m-1) 4.2)

Fiir jede Abstandsklasse d; wird dann die Varianz y(d) bestimmt. Typischerweise wird sie mit
der Summe der quadrierten Z-Abweichungen der 1, Messpunktpaare berechnet. Dabei gibt 1,
die Anzahl der Messpunktpaare der k-ten Klasse an.

1
)= g Y AZM)-Z(M)Y (4.3)
kh <dij <(k+1)h

Mit den Varianzen y(d;) fiir alle Abstandsklassen d entsteht das empirische Semivariogramm
S.mp- Der Funktionswert von S, nimmt normalerweise mit zunehmendem k zu und driickt
die ,,Undhnlichkeit” der Abstandpsklassen aus. Je grofer k bzw. die betrachteten Absténde ei-
ner Klasse sind, desto unterschiedlicher fallen in der Regel die jeweiligen Z-Abweichungen
aus und desto grofer ist die Varianz y(dy) der jeweiligen Klasse. In einer Abstandsklasse mit
kleinem k bzw. in einer Klasse, die kleine Abstdnde betrachtet, sind die Z-Abweichungen der
Stiitzpunkte dagegen vergleichsweise ,dhnlich” und die Varianz ist eher klein.
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Entsprechend dem Aussehen von S, wird ein moglichst gut passendes theoretisches Semi-
variogramm S; ausgewdhlt. Man unterscheidet dabei zwischen vielen Modellen wie z.B. das
exponentielle Modell, das Gaufische Modell, das quadratische Modell, das sphérische Modell,
das lineare Modell, das wellenférmige Modell, ... (siehe Abb. 4.9, Abb. 4.11 und [194]).

A A
y(d) y(d)

y(d)=Cp, d=0 y(d)=Cy, d=0
y(d)=Co+pd, d>0 y(d):C0+C-[3d/2a—d3/2a3], 0<d<a
y(d)=Co+C, d>0

Abb. 4.11 Zwei hiufig verwendete Modelle fiir S;: lineares Modell und Gauf3sches Modell

Die sogenannte Nugget- oder Grundvarianz C ist ein Ausdruck fiir das zufdllige Rauschen in
den Daten, das durch rdaumliche Effekte nicht erkliart werden kann.

Von C, aus steigt die Varianz um C (engl.: sill, Schwelle) bis zur sogenannten Prozessvarianz
Co+C an. Uber die Hohe von C wird quantifiziert, wieviel ,,dhnlicher” die Werte naher Mess-
stationen im Vergleich zu Messstationen mit grofSem Abstand sind.

Die Entfernung 4, in der Cy+C erreicht wird heit Einflussbereich (engl.: range). Au8erhalb a
besteht keine Korrelation zwischen den Stiitzpunkten mehr.

Das gewdhlte Semivariogramm S; wird als Basis im Kriging Interpolationsverfahren verwen-
det. Fiir alle Punktabstande d;; und d;p werden aus S; Funktionswerte entnommen und in ein
LGS eingesetzt (—LGS (4.4)). Dieses LGS besitzt n+1 Gleichungen. Die Unbekannten sind die
n Messpunktgewichtungen w; sowie der Lagrange-Faktor A fiir den Schitzfehler (—Gl. (4.6)).
Zur Berechnung des Schitzwerts Zp am Schitzpunkt P verwendet man die berechneten
Gewichtungen w;. Die Summe aller w; ergibt 1.

w, S(dyy) +w,S(dpy) + ... +w, S(dy )+ A = S(d;,)
w; S(dyy) + 1w, S(dyy) + ... +w, S(d,y, )+ A = S(d, )
(4.4)
uﬁs(dnl)*‘ubs(dn2)+-~-+Z%15(dnn)*‘A = 5(d,p)
w twy,+...+w, +0 =1

Im LGS (4.4) beschreibt d;; den Abstand zwischen zwei Messpunkten M; und M;. d;p beschreibt
den Abstand zwischen emem Messpunkt M; und der zu berechnenden Schitzstelle P. S(d; )
bzw. 5(d;p) bezeichnet den Semlvarlogrammwert fiir den Abstand d;;bzw. d;p.

»Geclusterte” Messpunkte haben kleine Abstdnde. Das fiihrt zu klemen Funktionswerten aus
S;und somit beim Losen des LGS zu kleinen Gewichtungen fiir redundante Messpunkte.
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Zur Bestimmung der benétigten Gewichtungen w; ist also ein lineares Gleichungssystem
AW=B zu l6sen. Die rechte Seite B sieht fiir jede zu berechnende Schitzstelle P anders aus und
wird mit den Semivariogrammwerten der jeweiligen Abstinde d;p gebildet. Im Gegensatz
dazu ist die Matrix A fiir jedes P konstant, da sich A aus den Semivariogrammwerten der fixen
Stiitzpunktabstédnde d;; zusammensetzt. Da die Matrix A aufgrund der Definitheit der Semi-
variogramme invertierbar ist, kann das LGS mit W=A"1B gelost werden.

Mit den berechneten Gewichtungen w;, l4sst sich ein Interpolationswert Zp fiir die Schétzstelle
P berechnen.

n

Z, =wa Z(M;) (4.5)

i=1

Kriging ist ein exakter Interpolator, der die Stiitzpunktwerte einhalt.

Kriging ist ein Verfahren, bei dem man fiir eine Schétzstelle P auch einen Schétzfehler sp be-
rechnen kann:

S = w S(dyp) +w,S(dyp) + ... + 1w, S(d,p) + A (4.6)

Auflerdem kann man bei normalverteiltem 5p eine Wahrscheinlichkeitsaussage fiir den be-
rechneten Intepolationswert Zp machen. Mit 95%iger Wahrscheinlichkeit W ist Zp maximal
2-5p vom realen Wert Zp entfernt.

W(Zp - 25, < Z,<Zp +25,) = 095 4.7)

Die Kriging Technik gibt also im Gegensatz zu Inverse Distance to a Power und vielen anderen
Methoden ein Kriterium fiir die Giite der Schidtzung an die Hand. Die Veranderlichkeit des
Schitzfehlers s tiber dem betrachteten Gebiet wird Kriging-Varianz genannt. Sie spiegelt die
Messnetzkonfiguration wider und ist ein Mag fiir den Informationsmangel. Die am weitesten
von Stiitzpunkten entfernten Interpolationsorte weisen die hochsten Werte der Kriging Vari-
anz auf. Wenn man neue Stiitzpunkte primdr in diese Maxima der Kriging Varianz legt, kann
das Messnetz gezielt optimiert werden.

Weiterfiihrende Literatur zu dieser Thematik findet man in [14, 36, 146].
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4.3 Erzeugung von NxM Vierecksgittern

Typischerweise besitzen die betrachteten Gebiete einen rechteckigen Grundriss. Dann werden
NxM Rechtecksgitter als Trennfldchen verwendet (vgl. S. 37). Teilweise ist der Grundriss eines
Gebiets jedoch komplexer. Dann benétigt man angepasste Vierecksgitter, die sich auf ein kar-
tesisches NxM-Gitter abbilden lassen, sogenannte Tensorproduktgitter.

Eine weitere Aufgabenstellung besteht also darin, fiir ein nicht konvexes zweidimensionales
polygonales Gebiet ein Gitter zu finden, das aus konvexen moglichst gleich groen und mog-
lichst rechtwinkligen Vierecken besteht, die in N Reihen und M Spalten angeordnet sind.

fz) Erzeuge
» optimales
Netz

Abb. 412 Suche nach einer biholomorphen Abbildung f(z)

Laut Riemannschem Abbildungssatz ldsst sich ein einfach zusammenhéangendes Gebiet G, das
eine echte Teilmenge der komplexen Zahlenebene C ist, biholomorph auf die Einheitskreis-
scheibe E abbilden. Eine biholomorphe Abbildung oder konforme Abbildung ist eine Abbil-
dung w = f (z), bei der ein Gebiet G in der (komplexen) z-Zahlenebene auf ein Gebiet G' in der
w-Ebene so abgebildet wird, dass der Schnittwinkel zweier Kurven der einen Ebene der GroSe
nach der gleiche ist wie der in der zweiten Ebene. Weiterhin bleibt der Drehsinn erhalten. Dar-
aus ergibt sich, dass eine biholomorphe Abbildung eine holomorphe Abbildung ist, deren Um-
kehrabbildung ebenfalls holomorph ist.

Abb. 4.12 zeigt hierfiir ein Beispiel. f(z) bildet ein Herz auf eine Einheitskreisscheibe ab. Diese
wird in 9 Spalten und 9 Reihen viereckiger Gitterelemente mit moglichst 90°-nahen Winkeln
vernetzt. Die inverse Abbildung f (z) liefert das gesuchte NxM Vierecksgitter, ebenfalls mit
guten Winkeln fiir das Herz.

Fiir ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet G die Abbildungen f (z) und f(z) zu
finden ist jedoch sehr aufwendig. Deshalb wurde im Rahmen des Praktikums [105] mit
Create_NxM_Quad_Grid ein halbautomatisches Werkzeug zur Erstellung von NxM Vierecks-
gittern realisiert.
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Abb. 4.13 Vorgehensweise von Create_NxM_Quad_Grid anhand eines Beispiels
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Da insgesamt N Reihen und M Spalten entstehen sollen, muss man sich zuerst fiir 4 moglichst
sinnvolle Ecken des Gebiets entscheiden, die eine gute NxM Aufteilung ermdglichen (Abb.
4.13a — schwarze Knoten). Anschlieffend miissen an charakteristischen Knicken des Gebiets-
rands weitere Knoten hinzugefiigt werden (Abb. 4.13a — cyanfarbene Knoten). Die Verbin-
dungsstrecken zwischen den schwarzen und cyanfarbenen Knoten werden mit Zwischen-
punkten so unterteilt, dass eine NxM-Aufteilung moglich ist (Abb. 4.13b, griinfarbene Kno-
ten). Auf dieser Basis konnen nun Verbindungslinien in einer beliebigen Reihenfolge erstellt
und dquidistant unterteilt werden. In Abb. 4.13b sind die beiden ersten Verbindungslinien ein-
gezeichnet. Wie man sieht, ist dabei auch eine partielle Aufteilung mdglich. SchlieSlich wer-
den alle fehlenden Verbindungen und Punkte mit dquidistanten Abstdnden automatisch
erzeugt, so dass ein NxM Gitter entsteht (Abb. 4.13c). Dieses kann dann noch mit einem Glat-
tungsalgorithmus verbessert werden (Abb. 4.13d).

Der Glattungsalgorithmus von Create_NxM_Quad_Grid 1auft in mehreren Durchldufen zeilen-
und spaltenweise tiber das NxM Netz und betrachtet jeweils 3x3 Knoten als ein fixes Achteck
mit einem neunten Knoten K,,, in der Mitte. Der Glatter optimiert die Lage von K,,,. Zum einen
muss K,,, in seiner Position so verdndert werden, dass die 4 Winkel bei K,,, moglichst alle nahe
90° sind. Hierfiir ist ratsam K,,, in Richtung des kleinsten der 4 Winkel zu verschieben. Zum
anderen sollte jede der 4 Gitterkanten von K,, méglichst so auf das umgebende Achteck stos-
sen, dass am zugehorigen Achtecksknoten jeweils 2 moglichst gleich grofle Winkel entstehen.
Weitere Glidttungsalgorithmen findet man z.B. in [159, 220, 222].

Abb. 414 NxM Vierecksgitter fiir Langeoog (links) und Orange County (rechts)

Der halbautomatische Vierecksgittergenerator Create_NxM_Quad_Grid [105] ist fiir viele prak-
tische Falle nutzbar, z. B. fiir die vom Projektpartner GRS vorgegebene ,study domain” der In-
sel Langeoog (Abb. 4.14 links). Bei komplexeren Gebieten wie Orange County ist dagegen
noch etwas Nacharbeit notwendig bis eine ideale NxM Aufteilung erstelltist (Abb. 4.14 rechts).
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4.4 Schichtenmodellierung mit Machtigkeiten

Wie in Kapitel 4.3 vorgestellt, erhélt man fiir ein Geoschichtengebiet einen Stapel von tiberein-
ander angeordneten Trennfldchen mit NxM Struktur (Abb. 4.15—(a)).

Die Trennfldchen werden mit Verfahren wie bspw. Inverse Distance to a Power oder Kriging
generiert. Diese Algorithmen erzeugen allerdings stets Daten fiir den Verlauf von nur einer
Trennfldche, ohne den Verlauf der tibrigen an der Modellbildung beteiligten Trennfldchen zu
berticksichtigen [44, 191, 207].

Schicht S;

Schicht S;, 4

Schicht S;

keine

Uberlappung
,Wg)

Abb. 4.15 Uberlappungsfreie Schichtenmodellierung mit Hilfe von Michtigkeiten

Aufgrund der typischerweise anisotropen, geringméchtigen und oftmals ausstreichenden
Schichten entstehen Trennfldchen, die sich gegenseitig schneiden oder tiberlappen. Dieser un-
erwiinschte Effekt bei der Trennflichenmodellierung lésst sich vermeiden, wenn man vorab
die einzelnen Schichten mit ihren Miachtigkeiten (thicknesses) beschreibt bzw. modelliert.

In obigem Beispiel erstreckt sich die Schicht S; tiber das gesamte Gebiet, die Schicht S;,; dage-
gen streicht auf der rechten Seite aus (Abb. 4.15—(b)). Angenommen, es sind lediglich die ro-
ten Punkte als Messstellen gegeben, dann kann es bei der Approximation der Trennflédche s;,,
leicht zu einer Uberlappung mit der approximierten Trennfléiche s;,; kommen (Abb. 4.15—(c)).

Um dies zu vermeiden, berechnet man vorab die Miachtigkeiten der Schicht S;,; an den vor-
handenen Messstellen durch Subtraktion des jeweiligen unteren Messwerts vom jeweiligen
oberen Messwert (Abb. 4.15—(d)). So erhilt man fiir jede Messstelle einen positiven Méachtig-
keitswert und an der duflersten Messstelle rechts, wo S; ausstreicht, den Miachtigkeitswert 0.

Anhand dieser Michtigkeitswerte approximiert man eine Fliche F,;, welche keine reale
Trennfldche darstellt sondern die Méachtigkeit der Schicht S; beschreibt (Abb. 4.15—(e)). Es
muss tiberall F;>=0 gelten. Sollten bei der Approximation von F), an einigen Stellen dennoch
negative Werte entstehen, werden diese auf 0 gesetzt. Negative Machtigkeiten gibt es nicht.
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Unabhingig von den Messstellen greift man nun mit einer bestimmten Maschenweite / in
dquidistanten Abstdnden Méchtigkeitswerte von Fj; ab (Abb. 4.15—(f)).

Diese Machtigkeitswerte addiert man zu den Werten der bereits existierenden Trennfldche s;, 4
und erhilt die Trennfldche s;,,. So werden Uberlappungen vermieden und es ist sicher ge-
stellt, dass tiberall dort, wo S;,; existiert, s;,» >s;,7 gilt und tiberall sonst s;,» = s;,; (—Abb.
4.15—(g)). Nach diesem Prinzip werden alle Schichten eines Gebiets mit Méachtigkeiten be-
schrieben.

Zusitzlich modelliert man die sogenannte , Basistrennfldche”. Diese stellt eine untere Bezugs-
flache des Gebiets dar, die als einzige mit realen Hohenwerten beschrieben wird. Zu dieser
Basistrennfliche werden nach und nach die Michtigkeiten der einzelnen Schichten addiert
und so die realen Hohenwerte der iibereinander angeordneten Trennfldchen erzeugt. Uberlap-
pungen bzw. Schnitte von Trennfldchen sind ausgeschlossen, da Méachtigkeiten immer positiv
sind [44, 191, 207].

Mit der vorgestellten ,Machtigkeits-Methode” werden fiir anisotrope Geoschichtungen Igm-
Geometrien erzeugt, die vom Simulationssystem UG eingelesen werden kénnen.

4.5 Behandlung von Schichten mit variierenden Michtigkeiten

Zwischen den erzeugten Trennfldchen sollen Gitterelemente erzeugt werden. Um giinstige
Winkel zu erhalten, sollen wie in Kap. 4.1 auch hier wieder vertikale Kanten bzw. vertikale Be-
grenzungsflachen verwendet werden (siehe Kap. 4.6). Dieses Vorgehen fiihrt allerdings bei
Schichten mit stark variierenden Michtigkeiten zu inhomogenen Gitterelementen, deren
Z-Ausdehnungen sich entsprechend &ndern.

Deshalb wird das Werkzeug split realisiert [207], welches Schichten mit stark variierenden
Michtigkeiten in homogene Subschichten aufteilt. Eine Méachtigkeitsdatei mit sich signifikant
andernden Z-Werten wird in mehrere Machtigkeitsdateien mit kleineren und inbesondere ho-
mogeneren Hohenwerten aufgeteilt bzw. gesplittet.

Sei Az,,,, die grofite Miachtigkeit einer Schicht und n die Anzahl der gewtiinschten Teilschich-
ten, so ist durch den Quotienten Az,,,, /1 eine Aufteilung in n gleich grofie Intervalle ]aj, a;,1]
gegeben, wobei 4;=j* Az, /n mit j €{0, 1, ..., n-1} gilt. Fiir einen Rasterpunkt P mit Machtig-
keit Azp > 0 gibt es stets ein j, so dass Azp € |a;, a;,1]. Féllt Azp in das unterste Intervall ]ag, 4],
so erhilt die unterste der n neuen Michtigkeitsdateien tiber P die Machtigkeit Azp, wahrend
die restlichen n-1 Dateien bei P die Méachtigkeit 0 haben, d.h. die zweite bis n-te Schicht ist bei
P nicht vorhanden. Fiir Azp € ]a;, a,] sind die Méchtigkeiten tiber P fiir die untersten beiden
Dateien jeweils Azp/2, wihrend die tibrigen n-2 Dateien tiber P keine Miachtigkeit besitzen.
Allgemein ergibt sich fiir Azp € |a;, a;,1] fiir die ersten j+1 Dateien die Méachtigkeit Azp/(j+1)
und fiir die restlichen n-j-1 Dateien die Machtigkeit 0 tiber dem Rasterpunkt P. Fiir den Spezi-
alfall Azp = 0, erhalten alle n Dateien die Méachtigkeit 0 tiber P [207].
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Abb. 4.16 Beispiel fiir das Werkzeug split: Aufteilung einer Michtigkeitsbeschreibung mitn =5

T
|
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In Abb. 4.16 ist links eine stark variierende Machtigkeit gegeben. An der gestrichelten schwar-
zen Linie wird Az, = 2.43 ermittelt. Fiir n = 5 liegt Azp > 0 in einem der Intervalle |0, 0.486],
10.486, 0.972], 10.972, 1.458], 11.458, 1.944] oder Fiir die 35 Messstellen wird das je-
weilige Intervall ]a]-, u]-+1] bestimmt (farblich hervorgehoben in Abb. 4.16, links) und dement-
sprechend eine Aufteilung in j+1 gleich grofie Teilméchtigkeiten vorgenommen (—Abb. 4.16,
rechts).

Das Ergebnis zeigt, dass lediglich die erste der 5 entstehenden Subschichten iiber das gesamte
Gebiet definiert ist. Die anderen Subschichten streichen an verschiedenen Stellen aus und be-
sitzen ab dort die Méachtigkeit 0 (— Abb. 4.16, rechts).

Insgesamt wird die stark variierende Michtigkeit (links) in homogene Teilméchtigkeiten
(rechts) aufgetrennt. Addiert man die 5 Teilméachtigkeiten, erhilt man wieder genau die ein-
gangs gegebene Gesamtmaéchtigkeit (— Abb. 4.16).

Die Anwendung von split wirkt sich auch auf die Groenverhiltnisse bei der Netzgenerierung
aus. Entsprechend den homogeneren Teilschichten sind auch die Anisotropiewerte der neuen
Gitterelemente einheitlicher (vgl. Kapitel 6).

Abb. 417 Die Methode split am Beispiel ,,Orange County” (vgl. Kap. 2.6 u. Kap. 7.7)

In Abb. 4.17 sieht man die dunkelblaue Muttergesteinsschicht (,,BEDROCK”) unter dem Grund-
wasserbassin von Orange County (—Kapitel 2.6 u. 7.7). Diese Schicht weist stark variierende
Michtigkeiten auf. Durch Anwendung von split kommt es ortsabhdngig zu einer Aufteilung
in 2 bis 5 Subschichten. Die Gitterelemente werden in ihrer Gr688e und Anisotropie dadurch
homogener.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte das Werkzeug split auch bei mehreren anderen Gebieten ein-
gesetzt werden, die Schichten mit stark variierenden Méchtigkeiten aufweisen (siehe z. B. in
Abb. 7.4 (Hofer) und in Abb. 7.17 (Willersinnweiher)).

Durch den Einsatz von split werden einzelne Méchtigkeitsdateien durch mehrere neue Méch-
tigkeitsdateien ersetzt. Dies erhoht in entsprechender Weise die Anzahl der resultierenden
tibereinanderliegenden Trennflichen. Im nichsten Kapitel wird beschrieben, wie zwischen
Trennfldchen Gitterelemente erzeugt werden.
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4.6 Gittererzeugung zwischen Trennflichen

Abb. 4.18 Ubeinanderliegende Trennflichen bilden n - m Tiirme T,

Fiir ein Geoschichtengebiet wird ein Stapel von np tibereinander angeordneten und im Grund-
riss gleichen Trennfldchen s; (— sy, s, s2,...,snT_1) erzeugt (Abb. 4.18), die aus der Kombination
der Basistrennfldche sy mit np-1 Méchtigkeitsdateien entstehen (—Kap. 4.4). Jede Trennfldche
s; besteht aus n Spalten und m Zeilen mit (normalerweise) rechtwinkligen Trennfldchenseg-
menten o; ... Die Position eines Segments o; . ,innerhalb einer Trennflache s; wird durch einen
Spaltenindex ¢ und einen Zeilenindex r definiert.

Fiir jede Spalten-Zeilenkombination (c, r) existieren ny iibereinander angeordnete o; . ,. Eine
solche Anordnung wird als Turm T, , bezeichnet.

Bei der Gittererzeugung werden die n-m Tiirme isoliert betrachtet. Jeder Turm ist durch ny
Trennflichensegmente in 1y -1 Zellen Z; . , unterteilt. Jede Zelle Z; . , wird unten von o; ., und
oben von oy, . , begrenzt (—Abb. 4.18 rechts).

Um giinstige Winkeleigenschaften zu erhalten, werden auch hier wieder vertikale Kanten
bzw. vertikale Begrenzungsfliachen verwendet (vgl. Kap. 4.1).

Einer Zelle Z; ., werden, je nachdem in welchen und in wie vielen ihrer vier Ecken die Seg-
mente o; ., und o, . ,identisch sind, Gitterelemente einbeschrieben. In Abhéngigkeit der Ek-
ken mit Miachtigkeit = 0, lassen sich zundchst fiinf grundsatzliche Félle unterscheiden:

* Die Segmente 0; ., und 0y, . ,sind in keiner der vier Ecken identisch. Das ist der Normalfall.
Die Zelle Z; . , wird mit einem Hexaeder ausgefiillt (Abb. 4.20—(0)).

* Die Segmente o; . , und 0y, . ,sind in einer der vier Ecken identisch. Die Zelle Z; . , wird mit
zwei Pyramiden ausgefiillt (Abb. 4.20—(1)).

* Die Segmente o; ., und 0,7 ., sind in zwei diagonal gegentiberliegenden Ecken identisch.
Die Zelle Z; . , wird mit zwei Tetraedern ausgefiillt (Abb. 4.20—(2a)). Dieser selten auftreten-
de Fall muss unbedingt beachtet werden.

* Die Segmente o; . , und 0;,; . ,sind in zwei benachbarten Ecken identisch. Die Zelle Z; . , wird
mit einem (horizontal ausgerichteten) Prisma ausgefiillt (Abb. 4.20—(2b)).

* Die Segmente o; ., und 0}, ., sind in drei Ecken identisch. Die Zelle Z; . , wird mit einem Te-
traeder ausgefiillt (Abb. 4.20—(3)).

Neben diesen fiinf Varianten besteht auch noch die Méglichkeit, dass die Trennflichenseg-
mente 0; ., und 0;,7 ., in allen 4 Ecken identisch sind und somit komplett tibereinstimmen.
Dann hat die betrachtete Schicht S; im Turm T, ,an allen 4 Ecken die Machtigkeit 0. In diesem
Fall bleibt die Zelle Z; . , leer und es muss kein Gitterelement erzeugt werden.
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Abb. 4.19 Gittererzeugung fiir die Schicht S; zwischen den Trennfldchen s; und s;,; mit Auswirkung
auf die Vernetzung der Schicht S;_; zwischen den Trennfldchen s; ; und s;

In der Praxis werden mit der hier beschriebenen Methode grofitenteils Hexaeder
(Abb. 4.20—(0)) erzeugt. In Abb. 4.19 sind bspw. 77% der Gitterelemente zwischen den Trenn-
flachen s; und s;,; Hexaeder. Je feiner die Maschenweite der Trennfldchen, desto grofer wird
der Hexaederanteil (oftmals mehr als 90%, siehe z.B. in Tab. 7.6 auf S. 120). Bei Ausstreichun-
gen sind dagegen Abschlusselemente notwendig. Im Beispiel Abb. 4.19 sind das 4 Pyramiden,
1 Prisma und 1 Tetraeder. Diese Abschlusselemente sind notwendig, weil die Schicht S; zwi-
schen den Trennfldchen s; und s;,; rechts vorne ausstreicht. Bei den 5 roten Pfeilen ist die
Michtigkeit von S; gleich null bzw. es gilt s;,7-5s;=0.

Bei Tetraeder- und PyramidenabsChlusselementen ist zu beachten, dass sie Kanten besitzen,
die diagonal durch ein Trennflichensegment bzw. diagonal durch einen Turm verlaufen. Fiir
das Beispiel in Abb. 4.19 resultieren aus der Vernetzung von S; drei solcher Diagonalkanten.
Diese sind als Projektionen in s; 1 eingezeichnet (Abb. 4.19—Tj3 1, Ty 1, Ty ). Bei der Vernetzung
von S;_; und auch anderen Schichten miissen solche Diagonalen in den jeweiligen Turm-Zellen
durch entsprechende Verfeinerungen berticksichtigt werden (Abb. 4.20—2. u. 3. Zeile). Bei ei-
nem Turm kénnen die Hauptdiagonale (Abb. 4.19—T, ; (magentafarben)), die Nebendiagona-
le (Abb. 4.19—>T; ;, T, , (orangefarben)) oder beide Dlagonalen betroffen sein. Es ist fiir jeden
Turm festzustellen, ob und fiir welche Diagonale(n) dies gilt.

Fiir den Fall, dass in keiner Ecke die Miachtigkeit = 0 ist, entstehen bei einer gesetzen Diagona-
len 2 Prismen (Abb. 4.20—(0) und bei zwei gesetzten Diagonalen 4 Prismen (Abb. 4.20—(0").

Wenn die Segmente o; ., und 0y, ., in einer der vier Ecken identisch sind, fiihrt eine entspre-
chend orientierte Diagonale zu einer Verfeinerung in 2 vertikal ausgerichtete Prismen und 2
Pyramiden (Abb. 4.20—(1")).

Fiir den Fall, dass in zwei diagonal gegentiberliegenden Ecken die Méachtigkeit = 0 ist, bewirkt
eine entsprechend orientierte Diagonale eine Verfeinerung der Zelle in vier Tetraeder (Abb.
4.19—(2a")).

Wenn in zwei benachbarten Ecken die Machtigkeit = 0 ist, so kommt es bei einer Diagonalen
zur Aufteilung in Pyramide und Tetraeder (Abb. 4.19—(2b‘)) und falls beide Diagonalen ge-
setzt sind, zur Verfeinerung in 2 Pyramiden, ein vertikal ausgerichtetes Prisma und einen
Tetraeder (Abb. 4.19—(2b")).

Fiir den Fall, dass drei Ecken identisch sind, wird bei entsprechend orientierter Diagonale in
zwei Tetraeder verfeinert (Abb. 4.19—(3")).

Damit ist die Vorgehensweise bei der Gittergenerierung zwischen Trennfldchen erldutert. Eine
ausfiihrlichere und detailliertere Beschreibung der vorgestellten Methode und ihrer Fallunter-
scheidungen findet man in [207].
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Abb. 4.20 Fallunterscheidungen bei der Gittererzeugung zwischen zwei Segmenten o; . , und 0,1 . ,

Ein Gitter, das mit der beschriebenen Methode entsteht, muss in eine ng-Gitterdatei ausgege-
ben werden. Zuvor muss jedoch der Bezug eines jeden Gitterknotens auf ein Igm-Geometrie-
modell bestimmt werden, da UG nur ein konsistentes Igm-/ng-Dateipaar einlesen kann (siehe
Kapitel 3). Hierfiir muss zum Gitter eine passende Igm-Geometrie mit Subdomains, Lines, Tri-
angles, Points und sinnvollen Surfaces erzeugt werden.

4.7 Zusammenfassung von Randflachen bei der Geometrieerzeugung

Jedes gemiB Kap. 4.6 erzeugte Gitterelement ist ein Randelement, das mehrere Seiten besitzt,
die auf Subdomain-Randern liegen. So liegt jede obere und untere Seite eines Gitterelements im-
mer auf einem Subdomain-Rand und in der Igm-Geometriebeschreibung muss eine entspre-
chende Surface erzeugt werden. Die seitlichen vertikalen Elementseiten sind meistens innere
Fldchen. Liegen sie dagegen auf dem dufleren Rand des Gesamtgebiets, miissen ebenfalls ent-
sprechende Igm-Surfaces gebaut werden.

Aus einer Gitterelementseite, die auf einem Subdomain-Rand liegt, wird im Fall von 3 Knoten
eine Surface bestehend aus einem Dreieck und 3 umgebenden Lines und im Fall von 4 Knoten
eine Surface bestehend aus 2 Dreiecken und 4 umgebenden Lines erzeugt.

Bei einer derartigen, auf Gitterelementen basierenden Igm-Geometrieerzeugung, entsteht na-
tiirlich eine uniibersichtliche Vielzahl kleiner Einzel-Surfaces. Deren Handhabung ist bei der
Zuordnung von Randbedingungen fiir numerische Simulationen sehr aufwendig und es
kommt auflerdem zu sehr groflen Einlesezeiten aufgrund einer Routine mit quadratischer
Komplexitit im Igm-Praprozessor von UG. Daher besteht eine wichtige Aufgabe der Geome-
trieerzeugung darin, mit moglichst geringem Aufwand die fein granularen Igm-Surfaces zu
moglichst groflen Surfaces zusammenzufassen, die das Gesamtgebiet sinnvoll unterteilen.
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Abb. 4.21 Sortierung der zahlreichen kleinen Surfaces

Zuerst sortiert man die zahlreichen kleinen Surfaces in verschiedene Datenspeicher, die im Fol-
genden als Topfe bezeichnet werden. Die Sortierung erfolgt so, dass alle Surfaces eines Topfs das
selbe Schichtenpaar begrenzen beziehungsweise die beiden gleichen Igm-Subdomain-Ids
(, left=...", ,right=...") besitzen (Abb. 4.21). Es kénnen nur Surfaces aus dem selben Topf zusam-
mengesetzt werden.

Aus den vielen kleinen Surfaces eines Topfs wird in der Regel nicht nur eine zusammengefasste
Surface erzeugt. Ein Winkelkriterium schrankt das Zusammenfassen ein und bewirkt, dass
sinnvolle und fiir das Gebiet charakteristische Surfaces entstehen.

; gemeinsame Line und
(b) Surfaces anhéngen, falls<| 180°- ol < B

Abb. 4.22 Erzeugung einer oder mehrerer neuer Surfaces aus den einzelnen Surfaces eines Topfs

Zu Beginn wird aus dem ersten Topf die erste Surface herausgenommen und mit ihren Daten
eine neue Surface s,,,,, mit Triangles, Lines und Points vorbereitet (Abb. 4.22—(a)).

Nun wird zu jeder Line I; von s,,,,, nach einer benachbarten Surface s; mit der selben Line I; im
Topf gesucht. Wenn der Winkel o zwischen s,,,,, und s; an dieser Line nahe 180° ist, wird auch
s; aus dem Topf geholt und mit ihren Triangles, Lines und Points zu s,,, hinzugefiigt (Abb.
4.22—(b)). Weicht o dagegen um einen signifikanten Wert von 180° ab (z.B. f> 30°), wird an
dieser Stelle nicht weiter zusammengefasst und die vorliegende Richtungsinderung bzw. der
Knick des Gebiets berticksichtigt. So kann es sein, dass aus den kleinen Surfaces eines Topfs
auch zwei oder mehrere grofie Surfaces erzeugt werden.

Die gemeinsamen Lines von s,,, und s; werden beim Zusammenfassen geloscht und fiir s,,,,
nicht mehr benétigt. Durch das Zusammenfassen kommen aber auch neue Lines zu s,,,,, hinzu,
fiir die auch wieder Nachbarn gesucht werden miissen. Kénnen schliefSlich keine weiteren
Surfaces mehr hinzugefiigt werden, kann s,,,,, fertiggestellt werden (Abb. 4.22—(c)).
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Sind danach noch einzelne Surfaces im Topf vorhanden, wird mit dem Zusammenbau einer
weiteren neuen Surface in gleicher Weise begonnen (Abb. 4.22—(d)). Es werden so lange neue
Surfaces erstellt, bis der Topf ganz leer ist.

Das beschriebene Verfahren wird nacheinander fiir jeden einzelnen Topf durchgefiihrt. So ent-
stehen schlieflich alle Surfaces fiir das neue Igm-Domain.

Fiir die neue Igm-Datei miissen die neuen Surfaces und die verbliebenen Lines neu durchnum-
meriert werden. In der zugehorigen ng-Gitterdatei miissen fiir jeden Randknoten die Referen-
zen auf die neuen Surfaces und Lines aktualisiert werden.

Abb. 4.23 Zusammenfassung von Surfaces am Beispiel Hofer (2707 Surfaces — 34 Surfaces)

Fiir die beschriebene Problemstellung wurde im Rahmen der Bachelorarbeit von S. Handel
[88] das Werkzeug SurfaceMerge entwickelt. Dies ermdglicht eine drastische Reduktion der
Surface-Anzahl (teilweise auf < 1/1000-stel, siehe in [207—Tab 5. 3]).

Abb. 4.23 zeigt am Beispielgebiet Hofer (vgl. Kap. 2.4 u. 7.4) wie 2707 Surfaces zu 34 Surfaces
zusammengefasst werden. Danach lassen sich die einzelnen Schichten gut voneinander unter-
scheiden, was zuvor nicht moglich war. Man sieht zum einen, wie die einzelnen Schichten an
den Seiten des Gebiets jeweils durch 4 Surfaces begrenzt werden und zum anderen erkennt
man nun die inneren Strukturen des Gebiets. Das Zusammenfassen von Surfaces erhcht die
Anschaulichkeit und Verwendbarkeit der Igm-Domains. Weitere Beispiele findet man im Er-
gebnisteil (—Abb. 7.6, Abb. 7.10) sowie in [88].

Unabhingig von der Gittermaschenweite bzw. der Anzahl der gegebenen Einzel-Surfaces wer-
den fiir ein bestimmtes Gebiet normalerweise dhnliche charakteristische Surfaces erzeugt. Das
UG-Einleseprogramm muss somit selbst bei sehr feinen Auflésungen immer nur tiber eine be-
grenzte Anzahl von Surfaces laufen. Damit wird die eingangs erwihnte O(N?)-Routine des UG
lgm-Praprozessors unbedenklich.

Der Einlesevorgang in UG ist fiir die zusammengefassten Gebiete deutlich schneller (oft mehr
als 100fach). Der hohe Gewinn ist um so erfreulicher, da der zusitzliche Mehraufwand fiir das
Zusammenfassen der vielen kleinen Einzel-Surfaces eine bessere Komplexitit als O(NlogN)
aufweist. Hierauf wurde bei der Konzeption der Algorithmen und Datenstrukturen geachtet
[88].

Allerdings stofit man mit den nunmehr grofien, aus vielen Dreiecken bestehenden Surfaces,
beim Einlesen im Igm-Praprozessor von UG auf eine andere quadratische Routine, die 99% der
verbleibenden Einlesezeit ausmacht. Dieser , bottle-neck” in UG wurde tiberarbeitet und mit
der Realisierung eines Hashverfahrens verbessert.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Algorithmen und ihrer Implementierungen sowie mehre-
rer Experimente findet man in [88].
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Kapitel 5

Methoden
zur Erfassung des Stratum corneum

Abb. 5.1 Diverse Geometriemodelle fiir das Stratum corneum: links unten — ,Brick-and-Mortar”
Modell [40, 93]; rechts oben — quaderformiges Modell [206]; unten mittig — Modell mit
hexagonalen Prismen [73, 74]; rechts unten — Modell mit Tetrakaidekaedern;
links oben — Lichtmikroskopische Aufnahme aus [141]

Fiir die numerische Simulation der transdermalen Arzneimitteldiffusion werden Geometrie-
und Gittermodelle fiir das Stratum corneum benétigt (— Kapitel 2.9).

Bereits vor einigen Jahren fithrten M. Heisig, G. Wittum et al. solche Simulationen in 2D durch
[92, 93, 131]. Dabei wird ein ,,Brick-and-Mortar” Gebiet verwendet, welches das Stratum cor-
neum als , Backsteinwand” modelliert. Die Korneozyten werden als rechteckige , Backsteine”
modelliert. Dazwischen befindet sich , als Mortel” die Lipidmatrix (siehe in Abb. 5.1 links un-
ten und in [93]). Das Gitter besteht aus Vierecken.

Fiir 3 Raumdimensionen entwickelte C. Wagner ein dhnliches Geometriemodell, bei dem Qua-
der (engl.: ,cuboids”) zusammengesetzt werden (Abb. 5.1 rechts oben und [206]). Die Software
CuboidModeler bietet die Moglichkeit, Lange, Breite und Hohe sowie Anzahl und Verschiebung
der quaderférmigen Zellen und zudem die Lipidkanaldicke einzustellen. Die Vernetzung er-
folgt ausschliellich mit Hexaedern.

Auflerdem arbeitet C. Goodyer an der Universitit von Leeds an einem Geometriemodell fiir
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das Stratum corneum, bei dem Korneozyten durch hexagonale Prismen reprasentiert werden
(siehe Abb. 5.1 unten mittig und [73, 74]). Die erzeugten Gitter bestehen aus Tetraedern.

Bei den beiden genannten 3D Geometriemodellen kann man die Korneozyten lediglich in ho-
rizontaler Richtung, d.h. nur zweidimensional verschieben und die modellierten Lipidkanéle
durchlaufen ununterbrochen in horizontaler Richtung das gesamte Gebiet. Mikroskopische
Aufnahmen zeigen jedoch, dass benachbarte Korneozyten versetzt und iiberlappend angeord-
net sind ([142] Fig. 6 und [142] S.3—(3)).

Es besteht der Wunsch, ein neues 3D Geometriemodell zu entwickeln, das die geometrischen
Eigenschaften des Stratum corneum realitdtsndher abbildet. Die folgenden Unterkapitel stel-
len dafiir ein neues Geometriekonzept vor.

Zunichst wird in Kap. 5.1 zur Verwendung von Tetrakaidekaedern angeregt (siche Abb. 5.1
rechts unten). Kap. 5.2 stellt dann den Zusammenbau von in-sich-geschachtelten Tetrakaide-
kaedern vor. Verschiedene Geometrieparameter des neuen Modells wie Winkel und Uberlap-
pung werden in Kap. 5.3 hergeleitet. AbschlieSend behandelt Kap. 5.4 die Vernetzung des
neuen Geometriemodells mit den 4 UG-Elementtypen.

5.1 Motivation fiir ein Geometriemodell mit Tetrakaidekaedern

In den 60er Jahren wurde durch mikroskopische Untersuchungen von gefrorenen Schnitten
des Stratum corneum die Form der Korneozyten als ,hexagonal” bezeichnet [28, 141]. Neuere
Untersuchungen bestdtigen diese Eigenschaft [117, 118, 171, 172, 174].

Einige Arbeiten, wie bspw. von D. N. Menton [142, 143], R. Lieckfeldt [130, S. 8 u. 138] oder
P. Fritsch [60, S. 6] nennen Modelle aus vierzehnflachigen Tetrakaidekaedern, die sich liicken-
los packen lassen (siehe Abb. 5.2).

Physikalisch ldsst sich die Tetrakaidekaeder-Form im Falle der Epidermis folgendermafen er-
kldren: Wenn die Keratinozyten in der Epidermis im Zuge der Differenzierung nach auflen
verdrangt werden, nehmen sie dabei aufgrund ihrer Oberfldchenspannung und des gegensei-
tigen Drucks eine geometrische Form an, mit der sie moglichst oberflichensparend und zwi-
schenraumlos gepackt werden kénnen.

Bei der Differenzierung werden aus den ,,cuboidalen”, verschieden grofien und unregelmagig
angeordneten Keratinozyten flache und dhnlich groie Korneozyten, die im Normalfall sdulen-
formig angeordnet sind (, Columnérstruktur” in [29], [142]) (—Abb. 5.1 und Abb. 5.2a).

Bei genauerem Betrachten von Abb. 5.1 und Abb. 5.2a kann man erkennen, dass diese , Zell-
séulen” versetzt zueinander angeordnet sind und ineinandergreifen. Die Uberlappung von
benachbarten Korneozyten ist je nach Kérperregion und deren Belastung unterschiedlich stark
ausgepragt. Eine derartige , verzahnte” Anordnung ist oberflichensparend, dicht und ela-
stisch und bietet eine ideale Schutzfunktion.

Die Realisierung einer solchen Verzahnung ist mit den bisherigen Geometriemodellen (siehe
in Abb. 5.1) nicht moglich. Laut D. N. Menton muss ein Geometriemodell aber den Aspekt der
Jinterdigitating cells” mitberticksichtigen [142, 143, vgl. 60].
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Abb. 5.2 (a) Lichtmikroskopische Aufnahme der Epidermis aus [141]; (b1) Aufnahme eines einzel-
nen Korneozyten am Rasterkraftmikroskop aus [171]; (b2) lichtmikroskopische Aufnahme
eines einzelnen Korneozyten aus [163—Fig.3D]J; (c) Korneozytenmodell mit Tetrakaide-
kaedern aus [60]

Menton fiihrt verschiedene mikroskopische Aufnahmen von Korneozyten durch [142—Fig.18,
163—Fig.3D] und verweist auch auf Aufnahmen von Holundermark [124] und Korkzellen
[125, 142]. Ferner macht Menton in seiner Arbeit zum Vergleich Experimente mit Seifen-
schaum, die zeigen, dass sich Seifenblasen auch spaltenférmig und tiberlappend anordnen. Im
Falle von Seifenschaum &hnelt die Anordnung der Seifenblasen sehr stark zusammengesetz-
ten Tetrakaidekaedern.

Basierend auf seinen Uberlegungen zur Entstehung, zur Gréfe und zur Anordnung der Kor-
neozyten sowie seinen Experimenten mit Seifenschaum [143] schldgt Menton fiir das Stratum
corneum ein Tetrakaidekaedermodell vor, welches auf Kelvin zuriickgeht.

Im Rahmen seiner Forschungsarbeiten suchte Lord Kelvin 1887 nach einer idealen Anordnung
von Seifenschaum. Kelvin fithrte Experimente mit gelteten Drahtmodellen durch, die er in
eine Seifenlgsung eintauchte und die Entfaltung des Seifenfilms am Drahtgitter beobachtete.
Dabei stellte sich die Frage (Kelvin Problem), den Raum in gleich grofle ,Zellen” mit kleinst-
moglicher Scheidewand zu unterteilen [107, 108, 199, 212]. Die géngige Losung vor Kelvin war
eine Zerlegung mit rhombischen Dodekaedern (—Abb. 5.3¢). Kelvin kam zu dem Schluss, dass
sein Problem mit einer Aufteilung in , Tetrakaidekaeder” gelost werden kann, welche 6 qua-
dratische und 8 sechseckige Seitenflichen besitzen (Abb. 5.3a,b). Der Ausdruck , Tetrakaide-
kaeder” wurde damals von Kelvin verwendet und blieb diesem Vierzehnfldchner bis heute
anhaften. Der Name ldsst sich aus dem Griechischen ableiten: Tetpaywvo =Viereck,
Teooepa =vier, Kal=und, dexa =zehn.

Kelvin verbesserte das Polyeder durch leichtes Verbiegen der Kanten der Quadrate nach au-
Ben sowie durch leichtes Verbiegen der Kanten zwischen Sechsecken zur Mitte des Polyeders.

Kelvin baute auf den Arbeiten von Joseph Plateau auf [162]. Dessen , Plateau Regeln” besagen
zum einen, dass in einer Kante des Schaumes immer drei Flichen der Seifenblasen in einem
Winkel von 120° aufeinander treffen (,,Plateau-Kante”). Zum anderen treffen an einem Knoten
jeweils vier Plateau-Kanten unter einem Winkel von 109.47° (dem Tetraederwinkel *) zusam-
men. Anordnungen mit mehr als 4 Kanten pro Knoten oder mehr als 3 Flichen an einer Kante
gelten als instabil und tendieren dazu, sich den Regeln entsprechend umzugestalten. So gilt
die Zerlegung mit rhombischen Dodekaedern in Abb. 5.3c als instabil, da sich dabei 8 Kanten
in einem Knoten schneiden [18, 230, vgl. 198].

* Die Verbindungsstrecken zwischen dem Mittelpunkt eines gleichseitigen Tetraeders und zwei seiner Ecken schlieSen einen Winkel von 109,47° ein.
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(d)

Abb. 5.3 Drei liickenlose Raumzerlegungen mit Polyedern gleichen Volumens: (a) Kelvin Tetrakai-
dekaeder, (b) Papiermodell [39] der Kelvin-Zerlegung, (c) rhombische Dodekaeder,
(d) Papiermodell [39] der Weaire-Phelan-Zerlegung [38, 211, 212, 213] — Basiseinheit aus
32 Goldberg Tetrakaidekaedern und 2 pentagonalen Dodekaedern, (e) Papiermodell [39]
einer Baugruppe aus 2 Basiseinheiten der Weaire-Phelan-Zerlegung [38, 211-213]

Kelvin-Tetrakaidekaeder lassen sich liickenlos, d.h. 100% dicht, packen (sieche Abb. 5.2 rechts
und Abb. 5.3a,b). Dabei schneiden sich nur 4 Kanten in einem Knoten. Nach J. Plateau (s.0.) ist
die Aufteilung mit Kelvin-Tetrakaidekaedern im Gegensatz zu der liickenlosen Dodekaeder-
zerlegung aus Abb. 5.3¢ folglich eine stabile Zerlegung.

Auf der Suche nach der minimalen Trennfldche zur Aufteilung des Raums in eine Anordnung
gleich groBer und gleichartiger Zellen galt eine Packung mit Kelvin-Tetrakaidekaedern tiber
ein Jahrhundert lang als ideal [199, 230]. Kelvins Anordnung kommt mit 0,7% weniger
Gesamtfldche als die liickenlose rhombische Dodekaederzerlegung aus.

1994 stellten D. Weaire und R. Phelan eine Lésung vor, die nochmals 0,3% weniger Gesamtfla-
che benétigt (Abb. 5.3d,e und [38, 211-213, 230]). Hierbei wird allerdings eine hybride Zerle-
gung aus gleich grolen aber nicht gleichartigen Zellen verwendet. Diese Zerlegung besteht
aus pentagonalen Dodekaedern (Zwolfflachner mit fiinfeckigen Seitenfldchen) und sogenann-
ten Goldberg-Tetrakaidekaedern. Das sind Vierzehnfldchner, die 2 hexagonale (sechseckige)
und 12 pentagonale (fiinfeckige) Seitenfldchen besitzen.

Im Rahmen des Schiilerpraktikums von R. Dérr [39] konnte die Bauweise veranschaulicht
werden. In Abb. 5.3e werden die Goldberg-Tetrakaidekaeder in X-Richtung (gelb), in Y-Rich-
tung (griin) und in Z-Richtung (blau) sdulenférmig aneinandergereiht. Zwischen mehreren
solcher zusammengesetzten , Sdulen” verbleiben einzelne Hohlrdume, in die die pentagonalen
Dodekaeder (orange) passen. Abb. 5.3d zeigt die Basiseinheit der Weaire-Phelan-Zerlegung
bestehend aus 3-2 (X,Y,Z) Goldberg-Tetrakaidekaedern sowie 2 Dodekaedern. Genau genom-
men kann man auch von ,,...a smaller unit of four cells...” [38, 211-213, 230] sprechen, da die
vier oberen Zellen in Abb. 5.3d (2 griine Tetrakaidekaeder, oberer gelber Tetrakaidekaeder
und oberer orangener Dodekaeder) durch 90° Drehung die 4 unteren Zellen ergeben.
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Neben der Diskussion solcher Anordnungen von Polyedern ist es wichtig, zu untersuchen,
wie sich das Verhiltnis von Oberfldche zu Volumen bei einzelnen, fiir sich betrachteten Poly-
edern verhilt bzw. welche konvexen Polyeder bei méglichst geringer Oberfléche ein moglichst
grofies Volumen besitzen.

In diesem Zusammenhang sei auf die Polyederungleichung von M. Goldberg (— Gl. (5.1)) ver-
wiesen [70]. In dieser Abschitzung fiir konvexe Polyeder beschreibt A3/ V2 ein dimensionsan-
gepasstes Verhiltnis von Oberfliche A und Volumen V und n die Anzahl der Flachen des
Polyeders. Mit der Funktion u(n) fand Goldberg eine untere Schranke fiir A%/ V2. Je grofer n,
desto kleiner wird die Begrenzung u(n) (vgl. Tab. 5.1). Fiir n—e existiert der Grenzwert 36s.
Das entspricht dem Oberflichen-Volumenverhiltnis einer Kugel K und es gilt Ag®/V? =
U(1)_yeo = 36T = 113,

36nn(n-1)

zu(n) =
(n-2)°

(5.1)

<N| >

Ein moglichst kleiner Wert fiir das Verhaltnis A3/ V2 ist in der Praxis vorteilhaft um bspw. die
Angriffs- oder Verdunstungsfldche gering zu halten oder teures Oberflachenmaterial zu spa-
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Abb. 5.4 Kugel, Ikosaeder, Tetrakaidekaeder, Dodekaeder, Oktaeder, Wiirfel, Tetraeder

A if (Vg=V;=

Korper Oberfldche A Volumen V A3/V2 n | u(n) |\ Vp=Vpy =V,
=Vy=Vr)

Kugel Ag =4n r? Vi = ‘%n I 36m | | 36w |Ax =Ag 1.000

Tkosaeder A =5V3 Vi= 2 (3+V5)® |136.460|20 |132.645 | A; = Ay "1.064

Tetrakaidekaeder| Apy; = (6+12V3) a? Vika= 8V2 d° 150.123 |14 | 142.942 | Apyy = Ag ~1.099

Dodekaeder  [Ap =3V(5(5+2V5)) d?| v, — 1 (15 + 7V5) 4% 149.858| 12| 149.288 | Ap = Ay 1.098

Oktaeder Ap =2V3 o? Vo= 1v2o° 187.061|8 [175.929 |Ap =Ag ~1.182

Hexaeder Ay =6 I? Vi =h 216.000|6 |212.058 |Ay =Ag -1.241

Tetraeder Ar =V3 2 Vp= L V2R 374.123|4 |339.292 | Ay =Ag ~1.490

Tab. 5.1 Oberflichen- und Volumenbetrachtung fiir die 5 platonischen Korper, Kugel und Tetrakai-
dekaeder

Die Goldbergabschédtzung wird in Tab. 5.1 fiir einen Tetrakaidekaeder, die Kugel und die 5
platonischen Korper [91] eingesetzt. Als , platonische Korper” werden folgende 5 regulidren
Polyeder bezeichnet: Ikosaeder, Dodekaeder, Oktaeder, Hexaeder und Tetraeder.
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Fiir alle Ergebnisse bestitigt sich A%/ V2 = u(n). Das Verhiltnis A%/ V? ist beim Tetrakaideka-
eder geringer als beim Oktaeder, Hexaeder und Tetraeder und ist dem Oberflachen-Volumen-
verhéltnis des reguldren Dodekaeders sehr dhnlich.

AuBlerdem wird in Tab. 5.1 (7. Spalte) ein interessanter Oberflachenvergleich fiir die Kérper
aus Abb. 5.4 durchgefiihrt. Die Oberfliche Ag einer Kugel K mit Volumen Vi wird mit der
Oberfldche Ay, eines Tetrakaidekaeders verglichen, welcher dasselbe Volumen wie die Kugel
K besitzt, d.h. Vqy; = V. Fiir die platonischen Korper erfolgen entsprechende Oberflachenver-
gleiche mit VK = V] = VD = VO = VH = VT .

Bei diesem Vergleich schneidet der Tetrakaidekaeder sehr gut ab und benétigt nicht einmal
10% mehr Oberfldche als die Kugel.

Kugeln besitzen zwar das allerbeste Oberflichen-Volumenverhéltnis, lassen sich aber nicht
100% dicht packen. Die Raumausfiillung bei Keplers dichtester Kugelpackung betragt ledig-
lich 7t/ V18 =74% [87,109, 129, 190]. Mit reguldren Ikosaedern, reguldren Dodekaedern, regu-
laren Oktaedern und reguldren Tetraedern [62] ist ebenfalls keine 3D-Parkettierung moglich.
Im Gegensatz dazu ist eine Anordnung mit Tetrakaidekaedern eine liickenlose und zugleich
oberflichenminimierende Packung. Beide Eigenschaften gelten auch nach einer Stauchung auf
die Groenverhiltnisse von Korneozyten (— Abb. 5.2¢c und [143]—S. 290 links oben).

Das folgende Geometriekonzept basiert auf einer einheitlichen Zerlegung mit Tetrakaideka-
edern, da sie das Bauprinzip des Stratum corneum (Differenzierung) am besten wiedergibt
und eine dichteste Packung mit nahezu minimaler Fliche ermdglicht. Dabei wird auch die
Lipidmatrix zwischen den Korneozyten berticksichtigt und eine Vorgehensweise mit in-sich-
geschachtelten Tetrakaidekaedern verwendet (—Kap. 5.2).
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5.2 Ein Geometriekonzept mit geschachtelten Tetrakaidekaedern
fiir die Stratum corneum Modellmembran Qg

Abb. 5.5 Tetrakaidekaeder K; (Korneozyt) eingebettet in Tetrakaidekaederhiille /; (Lipidmantel)
— Zusammenbau mehrerer geschachtelter Tetrakaidekaeder T;

In diesem Kapitel erfolgt ein Aufbau der Stratum corneum Modellmembran Q¢ mit n liicken-
los zusammengesetzten Tetrakaidekaedern T; .

n
Q- LJITZ' (5.2)
i=

Es wird berticksichtigt, dass die Korneozyten des Stratum corneum in eine Lipidmatrix einge-
bettet sind. Ein Tetrakaidekaeder T; besteht deshalb aus einem Tetrakaidekaeder K; (—Kor-
neozyt) mit einer passenden tetrakaidekaederférmigen Hiille /; mit konstanter Dicke fiir das
umgebende Lipid (siehe Gl. (5.3) und Abb. 5.5). Jedes T; beschreibt somit eine Einheit aus zwei
ineinander geschachtelten Tetrakaidekadern (engl.: nested tetrakaidecahedra).

T =KUL < L =T\K < K=T\] (5.3)

Die Vereinigung aller Hiillen /; ergibt die Lipidmatrix L der SC-Modellmembran €24 .

L=Ui (5.4)
i=1

In der UG-Igm-Repréasentation von Qg wird L mit einer einzigen Subdomain beschrieben.
Hinzu kommen # innere ,,Subdomains” fiir die Korneozyten K; (siehe Gl. (5.5)).

n

Qsc=L U (UKz) (5.5)

i=1
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Da die Subdomain L den gesamten Raum zwischen den , Korneozyten” beschreibt, besitzt sie
eine recht komplexe Form und ist als Ganzes schwer zu vernetzen. Bei der Gittererzeugung
wird daher Gl. (5.6) verwendet, die durch Einsetzen von Gl. (5.3) in Gl. (5.2) entsteht.

Qe = Q(Ki UL (5.6)

Das bedeutet, dass man lediglich fiir die Grundeinheit ,, Ki Ul i“ eine Zerlegung in Gitterele-
mente finden muss. Dieses Gitter muss allerdings so beschaffen sein, dass man es beliebig oft
kopieren und mit angepassten Koordinaten konsistent aneinandersetzen kann. Die Vernet-
zung der Grundeinheit wird in Kapitel 5.4 beschrieben.

Das vorgestellte Konzept ist in der Software Tkd_ Modeler [48, 53] umgesetzt. Damit besteht die
Moglichkeit, Geometrie- und Gitterdateien fiir dreidimensionale SC-Modellmembranen zu er-
zeugen (wie z.B. Q,5-in Kap. 5.3.4 u. 8.4 oder ,5¢ in Kap. 8.5). Die Dateien werden im Igm-
und ng-Dateiformat ausgegeben (Kap. 3.1, Kap. 3.2 u. [44]) und kénnen fiir numerische Simu-
lationen mit UG [9, 10] verwendet werden.

Die geometrischen Eigenschaften und Konfigurationsmdglichkeiten des neuen Geometriemo-
dells werden im folgenden Kapitel 5.3 behandelt.
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5.3 Geometrieeigenschaften des vorgestellten Konzepts

In diesem Kapitel werden die geometrischen Charakteristiken und Konfigurationsmoglichkei-
ten des geschachtelten Tetrakaidekaedermodells hergeleitet und beschrieben.

Zunichst wird gezeigt, wie man die Uberlappung, die Breite, den Durchmesser sowie die ver-
schiedenen dihedralen Winkel eines ,Korneozyten” K; berechnen kann (—Kap. 5.3.1). Damit
kann man die Geometrieeigenschaften von Einheitstetrakaidekaedern sowie Tetrakaideka-
edern mit korneozytenidhnlichen Groenverhiltnissen herleiten (—Kap. 5.3.2). Anschliefend
erfolgt eine Beschreibung der Dicke der Lipidkanéle von €¢- (—Kap. 5.3.3). Danach wird an-
hand der Modell SC-Membran €2, veranschaulicht, wie die Tetrakaidekaeder in Reihen,
Sadulen und Schichten zu einem Geometriemodell zusammengebaut werden kénnen (—Kap.
5.3.4). Schlieflich wird die Linge des Diffusionswegs durch ein solches Tetrakaidekaeder-
modell diskutiert (—Kap. 5.3.5).

5.3.1 Uberlappung, Breite, Durchmesser und Winkel -
allgemein fiir einen Tetrakaidekaeder K;

)
b
& >
________ LA
......... 2a ..
- _o:@‘

Abb. 5.6 Winkel- und Lingenbezeichnung fiir einen Tetrakaidekaeder K;;
links: 3D-Darstellung, rechts: Draufsicht

Die Parameter a, h und w sind Inputparameter der Software Tkd_Modeler [48]. Mit ihnen kann
der Tetrakaidekaeder K; eindeutig beschrieben werden.

a: die einheitliche Kantenldnge des Basishexagons,
h: die Hohe von K;,

w: der Abstand zweier paralleler Kanten ¢; und f;

Fiir 2 und w muss folgende Bedingung gelten:
w>2a (5.7)

Die Lange s ist ein Ma# fiir die Uberlappung zusammengesetzter Tetrakaidekaeder.

s = %(w—Z *a) (5.8)
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Fiir a gegen 0 wird die Uberlappung s maximal und geht gegen w/V3. Es gilt

Sy < = (5.9)
max /\/é .
Die Breite b bezeichnet den ,,Horizontalabstand” zweier Kanten P und q;- Es gilt:
b = %(Zw—a) = 2s+a.3 (5.10)

Der groite Abstand zweier Punkte eines Tetrakaidekaeders ist dessen Durchmesser d. Es gilt:

d = %«/h2+12(a2—aw+w2) = Ia2+b2+éh2 (5.11)

d>b (5.12)

d>w (5.13)

Mit den Parametern a, h und w lassen sich auch die Berechnungsformeln fiir die 5 dihedralen
Winkel von K; herleiten. Diese Winkel sind:

a,der Winkel zwischen einem Seitensechseck und einem Seitenrechteck(vertikal benachbart),
B, der Winkel zwischen einem Basissechseck und einem Seitenrechteck,

v, der Winkel zwischen einem Basissechseck und einem Seitensechseck,

6, der Winkel zwischen einem Seitensechseck und einem Seitenrechteck(horizontal benachbart),
¢, der Winkel zwischen zwei benachbarten Seitensechsecken.

a=2n-y-p (5.14)
B = g+ arccos h (5.15)
JH2 4 3(w - 2a)
_T, 2h
y = 5 +arccos = = (5.16)
4h" + 3(w - 2a)
1,2 ,3. 2
ih +§ (w—2a)

0 = m—arccos (5.17)
Ji?+3 - (w—2a) - th +2-(w-2a)

35 2)

{ = mw—arccos -Hh
21 + 3 (w-2a)’

(5.18)
Fiir die Summe o aller Winkel im Tetrakaidekaeder K; gilt:

w=6a+6B+6y+126+6 = 24x (5.19)
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5.3.2 Uberlappung, Breite, Durchmesser und Winkel -
speziell fiir Einheitstetrakaidekaeder und Tetrakaidekaeder
mit korneozytendhnlichen GrofSenverhdltnissen

Mit den realistischen Gréflenverhéltnissen aus dem 2D Modell von M. Heisig et al. [93], d.h.
h =1 und w =30, lassen sich die Breite by 1 , der Durchmesser d5 1 , die charakteristischen Win-
kel (130’1, ﬁ30’1, )/30’1, (530’1, 530’1 sowie die Verschiebung 530,1 in Abhanglgkelt von der Basiskan-
tenlédnge a herleiten:

30,1 = 27— PB301 - V30,1 (5.20)
B3o,1 = %“ +arccos L (5.21)
J12 42— 360 a+ 2701
T 2
Y30,1 = 3 +arccos (5.22)

J12 22— 360 a+ 2704

1+3-(30-2a)°

630’1 = JT—arccos

J143-(30-2a)2 - J4+3 (30 - 2a) (5.23)
3
E301 = n—arccos( _1) 504
20 642 — 1804 + 1352 (5.24)
1
5301 = 5 (30 -2a) (5.25)
1
S 65.26
1 2 2
dyoq = SJ 124 12(a? = 30a + 900) (5.27)

In Tab. 5.2 sind Uberlappung, Breite, Durchmesser und die Winkel fiir w = 30 und & = 1 fiir
diverse a <15 (vgl. Gl. (5.7)) berechnet. Die Summe aller Winkel ergibt immer 24 & und best4-
tigt somit Gl. (5.19). Der Durchmesser d ist stets groler als b und stets groler als w. Damit sind
die Ungleichungen (5.12) und (5.13) bestétigt.

a 530,1 b1 | d30,1 a30,1 B 30,1 Y30,1 8301 30,1 W 30,1
0.01 | 17.31 | 34.635 | 34.637 3.31° 178.90° 177.79° 178.09° 3.82° 247
1 16.17 | 34.064 | 34.080 3.54° 178.82° 177.64° 177.96° 4.09° 247

10 577 | 28.868 | 30.552 9.89° 176.70° 173.41° 174.30° 11.40° 2471
13 231 | 27135 | 30.091 24.31° 171.79° 163.90° 166.10° 27.80° 24n
14.0 115 | 26.558 | 30.024 46.10° 163.90° 150.00° 154.34° 51.32° 247
14.5 058 | 26269 | 30.007 79.11° 150.00° 130.89° 139.11° 81.79° 247
14.75 029 | 26.125 | 30.003 115.70° 130.89° 113.41° 127.37° 105.26° 241
14.9 0.12 | 26.038 | 30.002 151.06° 109.11° 99.83° 121.43° 117.15° 241
14.99 0.01 | 25987 | 30.002 177.03° 91.98° 90.99° 120.01° 119.97° 247

Tab. 5.2 Uberlappung, Breite, Durchmesser und Winkel fiir einen Tetrakaidekaeder mit w=30 und
h=1in Abhidngigkeit der Basiskantenlinge a
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Abb. 5.7 zeigt einige Paare zusammengesetzter Tetrakaidekaeder in realistischer Korneozyten-
groBle, d.h. w=30, h=1und a {1, 10, 13, 14.9}. Es wird veranschaulicht, wie durch die Wahl
von a unterschiedliche Uberlappungen s realisiert werden kénnen. Je gréfler die Uberlappung
ist, desto kleiner ist der seitliche Tetrakaidekaederwinkel o .

Zum Vergleich sind unten in Abb. 5.7 zwei Einheitstetrakaidekaeder zusammengesetzt, bei
denen alle Kanten die konstante Lange 1 besitzen.

Fiir einen Tetrakaidekaeder mit einheitlicher Kantenldnge a. gelten:

o 2l (5.28)

— (5.29)
J3

d, = a,.410 (5.30)

w.= 30, (5.31)

h. = J6 ‘a, (5.32)

a,= .= 0,=75+arccos f% — 125.26° (5.33)

= &=75+ arCCOS(%ﬁ> = 109.47° (5.34)

Ein Tetrakaidekaeder mit einheitlicher Kantenldnge 4, besitzt demnach nur zwei unterschied-
liche Arten von dihedralen Winkeln. Fiir benachbarte Sechsecke ist der Winkel stets 109.47° *
und fiir Nachbarschaften zwischen Sechsecken und Rechtecken betrdgt der Winkel immer
125.26°.

* Der Winkel von 109.47° = 2:arctanv?2 entspricht wieder dem , Tetraederwinkel” (vgl. S. 55 in Kap. 5.1)
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k4

: 0 =149, w=30,h =1, o.= 1511} s=0.1 :

a=13, w=30,h=1, 0=243}, s=2.3 !

: —S—i Fx :
! Y

a=10,w=30,h=1,0=9.9;, s=5.8 '

! 55— y’ x !

a=1,w=30,h=1,a=35), s=16.2

S

a=1,w=3h=v6,00=1253}, s=1//3 :

_____________________________________________________________________________

Abb. 5.7 Einige Uberlappungen s zweier Tetrakaidekaeder in Abhingigkeit der Basiskantenlinge a
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5.3.3 Lipidkanaldicke

T '
’(hT-h) hT-h ?L

Abb. 5.8 Veranschaulichung von GI. (5.36) zur Bestimmung der Lipidkanaldicke &

In Abb. 5.8 wird veranschaulicht, wie man die Dicke ©; der Lipidkanile bestimmen kann. Der
Parameter /1 beschreibt die Hohe des , Korneozyten” K;. Der Parameter h beschreibt die Hohe
der Tetrakaidekaederschachtelung T; (vgl. Anfang Kap. 5.2). Das Grolenverhaltnis von K; und
T; kann mit dem Skalierungsfaktor f;.,;, kontrolliert werden (—Gl. (5.35)). Die Differenz der
beiden Hohen ki und h ergibt die Dicke ©; der Lipidkanile (—Gl. (5.36)).

hy = focale 1 (5.35)
O =hy - h (5.36)

Der Parameter O ist einer der Inputparameter der Software Tkd_Modeler [48].

5.3.4 Anordnung in Reihen, Spalten und Schichten

In Kap. 5.2 wird beschrieben, dass zur Erstellung einer Stratum corneum Modellmembran Qg
n Tetrakaidekaeder T; zusammengebaut werden (vgl. Gl. (5.2)). Mit der Software Tkd_Modeler
[48], ist es moglich, n,,,, Reihen, 1., Spalten und 1y, Lagen von Tetrakaidekaedern zusam-
menzubauen. Fiir diesen Fall gilt fiir den Parameter 7 :

N1kd Modeler = Myow ~ Mol nhigh (5.37)

In Abb. 5.9 kann man in der Modell SC-Membran €25 die einzelnen Reihen, Spalten und La-
gen sowie die sdulenformige Anordnung (vgl. S. 54) aus verschiedenen Richtungen gut erken-
nen. Zur besseren Unterscheidung wurde die ,Lipidmatrix” weggelassen (Ausnahme: Abb.
5.9b). Bei diesem Beispiel mit Einheitstetrakaidekaedern ist 1,,,,=5, 11,,,=4 und Npign=3 gesetzt.
Das Modell besteht folglich aus 5 Reihen, 4 Spalten und 3 Lagen mit insgesamt 5 "4 * 3 = 60 zu-
sammengesetzten ,Korneozyten”. Die anderen Eingangsparameter sind a=1, w=3, h=V6 und
O, =V6/10.
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Abb. 5.9 Veranschaulichung der Modellparameter n,,,,, 1., und Mpjign anhand der einfachen
Modell SC-Membran 2,5, bestehend aus 5 ‘4 * 3 Einheitstetrakaidekaedern;

fiinf verschiedene Ansichten: a) ohne Lipidmatrix, b) mit Lipidmatrix, ¢) in X-Richtung,
d) in Y-Richtung, e) in Z-Richtung.

5.3.5 Weglinge durch die Tetrakaidekaederpackung

Fir die Arzneimitteldiffusion durch die diinnen Lipidkanéle ist die Wegldnge durch die
Tetrakaidekaederanordnungen in Abhangigkeit der Schichtenanzahl n;,;,;, ein weiterer wichti-
ger geometrischer Parameter der Stratum corneum Modellmembran Qq-. Im Folgenden wer-
den zwei Wege mit den Langen Ig und I unterschieden. Der Parameter Iy beschreibt die Lange
des Weges entlang der Kanten der Tetrakaidekaeder. Der Parameter [ beschreibt die Lange
des Weges tiber die Seitenfldchen der Tetrakaidekaeder. Zur Berechnung von I und I konnen
die Formeln (5.38) und (5.39) hergeleitet werden. Daraus kann man eine Beziehung zwischen
Irund Ig herleiten (— G1.(5.40)).

I = (g =1) J3(w—2a) + 12 (5.38)
1
= (—n—hi%———) : <A/3(w—2a)2+4h2+«/3(w—2a)2+h2 ) (5.39)

3
Ip <lg< 3l (5.40)
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In Tab. 5.3 werden die Wegldngen Ig und I fiir einige Geometriebeispiele mit 10 Lagen, d.h.
Mpigh=10 berechnet (vgl. [92, 93]).

Zum Vergleich ist in Tab. 5.3 auch die Ldnge Iz eines vergleichbaren Weges durch ein
,Brick-and-Mortar” Geometriemodell [92, 93] mit Gl. (5.41) bestimmt. Die , Korneozyten” des
,,Brick-and-Mortar” Geometriemodells besitzen dieselbe Uberlappung s, dieselbe Hohe /1 und
dieselbe Breite b wie beim jeweiligen Modell mit Tetrakaidekaedern.

a || 149 [145 |140 |135 | 130 [125 | 100 | 10 | —=0 1
w || 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 3
h 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 V6

s 0.115 | 0.577 1.155 1.732 | 2.309 | 2.887 5.774 | 16.166 |<17.322| 1/V3

b 26.038 | 26.269 | 26.558 | 26.847 | 27.135 | 27.424 | 28.868 | 34.064 |<34.641| 5/V3

d 30.002 | 30.007 | 30.024 | 30.052 | 30.091 | 30.140 | 30.552 | 34.080 |<34.643 |V10

Ix 9.525 | 18.0 32.450 | 47.624 | 63.0 78.460 |156.144 |436.570 |<467.74| 27

Ip 9.264 | 13.937 | 22.817 | 32.578 | 42.633 | 52.818 |104.355 [291.139 [<311.92 (9 (V3+1)

Ig || 11.035 | 15.193 | 20.395 | 25.588 | 30.781 | 35.983 | 61.966 |155.494 | <165.90 | 10V6+3V3

Ix/lp| 1.028 1.292 1.422 1.462 1.478 | 1.485 1496 | 1499 | <15 [3/(V3+1)

Ip/lg| 0.840 | 0.917 1.119 1.273 1.385 | 1.468 1.684| 1872 | <1.88| 0.828

Tab. 5.3 Weglidngen Iy, Irund I fiir einige SC-Modellmembranen mit 1y, = 10

Mit zunehmender Uberlappung s, bzw. kleiner werdendem a4, wachsen die Diffusionsweg-
lingen Ix und Iy sowie auch deren Quotient Iy /I . Fiir a—0, konvergieren Ig/Ir gegen 1.5,
s gegen 30/V3 =17.3205..., Ix gegen 9-(V2701) =467.740... und [ gegen 3 (V2704+V2701) =
311.913... (vgl. Gleichungen (5.9), (5.38) und (5.39)).

Die Berechnungen bestitigen Gl. (5.40). Der Weg I tiber die Tetrakaidekaederseitenflédchen ist
stets kiirzer als der Weg I tiber die Tetrakaidekaederkanten und der Quotient I/ I ist immer
kleiner als 1.5 .

Die Weglidnge I ist bei kleinen Uberlappungen &hnlich grof8 wie Iy . Bei grofler werdenden
Uberlappungen nimmt die Weglédnge I allerdings schneller zu als Iz und I ist bei maximaler
Uberlappung fast doppelt so grof8 wie I [92, 93].
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5.4 Gittererzeugung fiir g

S L

Abb.5.10 Gesucht: ein hybrides Gitter fiir die Basiseinheit ”Ki U li”’ bestehend aus Hexaedern, Pris-
men, Pyramiden und Tetraedern

Die zentrale Aufgabe bei der Netzgenerierung fiir Qg besteht darin, eine sinnvolle Zerlegung
G der Grundeinheit , K; U [;* zu finden (—ADb. 5.10, vgl. Gl (5.6), in Kap. 5.2). Das gesuchte
Gitter benotigt einen konsistenten Ubergang zwischen den Teilgittern G(K;) und G(/;). Zudem
muss das gesuchte Gitter so beschaffen sein, dass man es fiir Qg beliebig oft kopieren und mit
angepassten Koordinaten konsistent aneinandersetzen kann. Fiir die Zerlegung stehen im Igm-
Domain des Simulationswerkzeugs UG die vier Elementtypen Hexaeder, Prismen, Pyramiden
und Tetraeder zu Verfiigung (siehe Kap. 3.2 u. [44]). Die Losung fiir die beschriebene Aufgabe
basiert auf der Zusammenarbeit mit Y. Liu [48].

In Kap. 5.4.1 wird mit G(K;) die Zerlegung des , Korneozyten” K; vorgestellt. Kap. 5.4.2 zeigt
dann G(1,), das Gitter fiir den , Lipidanteil” /;. Danach werden die Netze G(K;) und G(I;) zum
Gitter G(K; U ;) konsistent zusammengefiigt. In Kap. 5.4.3 folgt eine Betrachtung der Element-
verteilung sowohl fiir das Grundgitter G(K; U ;) als auch fiir ein Gitter G(U(Kl- U L)) aus meh-
reren Grundeinheiten. Zum Schluss zeigt Kap. 5.4.4, dass die Zerlegun:c:;1 G(K; U ) zur an-
isotropen Verfeinerung geeignet ist.

5.4.1 Vernetzung von K;

K.—Oben
K'
i
O‘ K,—Mitte
Ki_> Unten

Abb. 5.11 Aufteilung von K; in K;—Oben , K;—»Mitte und K;—>Unten

Zunichst erfolgt die Zerlegung des Tetrakaidekaeders K; in 3 Teile.

Ki = Kl.—>Oben U Ki—>Mitte U Ki—> Unten (5.42)
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H

K; —>Obenlnnen G(K;—Obenlnnen) = 6 Prismen

L A4 )

K;—ObenAuflenPr2T G(K;—ObenAufenPr2T) =
1 Prisma U 2 Tetraeder

e

K;—ObenAuflenPr G(K;—ObenAufSenPr) = 1 Prisma

K;—Oben

Abb. 5.12 Vernetzung von K; —-Oben

Nun wird K;—Oben aufgeteilt:

K;—Oben = K;—Obenlnnen U 3 K;—ObenAuflenPr2T U 3 K;—ObenAuflenPr (5.43)
Das erzeugte Gitter G(K; —Oben) besteht aus 12 Prismen und 6 Tetraedern.
Analog zur Vernetzung von K;—Oben erhilt man die Zerlegung fiir K;— Unten bzw. das Gitter

G(K;—Unten), das ebenfalls aus 12 Prismen und 6 Tetraedern besteht (—Gl.(5.44)).

K;—Unten = K;—Untenlnnen U 3 K;—>UntenAuflenPr2T U 3 K;—UntenAuflenPr (5.44)

Abb. 5.13 zeigt die Zerlegung von K; —>Mitte in K; —MitteInnen und 3 K; —MitteAufien.
K;—Mitte = K;—MitteInnen U 3 K;—MitteAuflen (5.45)

K; —>MitteAuflen = K; >MitteAuflen2Pr U K; —>MitteAuflen2PrH U K; —MitteAuflenH
U K; —>MitteAufSenH2Pr (5.46)

K; > MitteAuflenH2Pr beschreibt einen Ubergang von einem Hexaeder zu 2 Prismen und
K;—>MitteAuflen2PrH einen Ubergang von 2 Prismen zu einem Hexaeder.

Es entsteht das Gitter G(K; —~Mitte), das aus 12 Prismen, 6 Tetraedern, 6 Pyramiden und 3 He-
xaedern besteht.
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&=

G(K;—MitteInnen) = 6 Prismen

—
K;—Obenlnnen

K;—Mittelnnen

‘ . G(K;—»MitteAuflenH2Pr) =
Ki—MitteAufienH2Pr 1 P}lrramide U 1 Tetraeder

L

Ki—MitteAufenH G(Kj—MitteAufienH) =
L 1 Hexaeder

|

G(K;—>MitteAuflen2PrH) =

Ki—MitteAufien2PrH 1 Tetraeder U 1 Pyramide

ﬁﬂ

K;—MitteAuflen2Pr G(Kj—>MitteAuflen2Pr) =
2 Prismen

Abb. 5.13 Vernetzung von K; ->Mitte

Zusammengefasst erhilt man fiir jeden Tetrakaidekaeder K; eine Zerlegung G(K;) bestehend
aus 3 Hexaedern, 36 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern, d.h. insgesamt 63 Elementen
fiir einen , Korneozyten” (siehe Abb. 5.14).

2y

Abb.5.14 Vernetzung von K; mit 3 Hexaedern, 36 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern,
d.h. mit insgesamt 63 Elementen




72 Kapitel 5 Methoden zur Erfassung des Stratum corneum

5.4.2 Vernetzung von [;

In diesem Kapitel wird die Zerlegung des , Lipidanteils” /; vorgestellt. Dieser besitzt die Form
eines Tetrakaidekaeders T;, in dessen Mitte ein kleinerer, aber winkelgleicher Tetrakaideka-
eder K; ausgeschnitten ist (vgl. Kap. 5.2).

G(l;—Oben) = 6 Prismen

1;—Seite_Sechseck G(l,—Seite_Sechseck) =

2 Hexaeder U 4 Prismen

analog zu

L;—Unten I—Oben

p G(I;—>Unten) = 6 Prismen

1;— Seite_Viereck G(l,—>Seite_Viereck) = 1 Hexaeder

Abb.5.15 Zerlegung des ,Lipidanteils” bzw. der Tetrakaidekaederhiille /;

Bei der Vernetzung verwendet man fiir den inneren Rand von I; das Oberflachengitter Ox; des
bereits existierenden Gitters G(K;). AuBlerdem wird ein gleichartiges Oberflédchengitter O;; auf
dem dufseren Rand von [; erzeugt. Verbindet man jeden der 38 Knoten von Ok; mit dem ent-
sprechenden Partnerknoten von Oy;, so entstehen Kanten eines 3D-Gitters fiir [; .
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Abb. 5.16 Vernetzung von /; mit 18 Hexaedern und 36 Prismen, d.h. mit insgesamt 54 Elementen

Die Aufteilung fiir ; wird in Abb. 5.15 veranschaulicht. Es gilt
l;=1;—0ben U l;—>Unten U 6 1;—Seite_Sechseck U 6 I;—Seite_Viereck (5.47)

Fiir I; -50ben und 1; »Unten entsteht dabei jeweils ein Gitter bestehend aus 6 Prismen. Fiir je-
des Teilgebiet I; —Seite_Sechseck entsteht ein Gitter bestehend aus 4 Prismen und 2 Hexaedern.
Fiir jedes Teilgebiet [; >Seite_Viereck wird ein einzelner Hexaeder erzeugt.

Insgesamt wird fiir den ,, Lipidmantel” /; das Gitter G(I;) bestehend aus 36 Prismen und 18 He-
xaedern, d.h. insgesamt 54 Elementen, erzeugt (— Abb. 5.16).

n
5.4.3 Vernetzung von (K; UI) und | (K, U)
i=1

Abb. 5.17 Vernetzung von (K; U [;) mit 21 Hexaedern, 72 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern,
d.h. mit insgesamt 117 Elementen

Durch Vereinigung der beiden zusammenpassenden Gitter G(K;) aus Kap. 5.4.1 und G(J;) aus
Kap. 5.4.2 entsteht das Gitter G(K; U [;), das in Abb. 5.17 rechts abgebildet ist.

G(K; U 1) = G(K)) U G(1)) (5.48)

G(K;U1,) besteht aus 117 Elementen. Es sind 21 Hexaeder, 72 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Te-
traeder. Dies entspricht einer Elementverteilung von 17.95% Hexaedern, 61.54% Prismen,
5.13% Pyramiden und 15.38% Tetraedern.
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%-Verteilung

61.54% Pr.

n
Abb. 5.18 Vernetzung von U (K; UL) mit insgesamt 7117 Elementen; Vn entstehen Gitter mit
i=1 17.95% Hexaedern, 61.54% Prismen, 5.13% Pyramiden
und 15.38% Tetraedern

Die prozentuale Elementverteilung ist unabhéngig von 1, der Anzahl der zusammengesetzten
Grundeinheiten und gilt fiir jedes hybride Netz G(U(K UL)) der beschriebenen Machart
(siehe Abb. 5.18).

Mit der vorgestellten Methode werden fiir eine inhomogene Stratum corneum Modellmem-
bran Qg Gitterelemente erzeugt, die sich fiir Simulationsrechnungen mit springenden Koeffi-
zienten eignen (siehe Kap. 8.4 u. 8.5).

Fiir die datentechnische Reprasentation der Gitter fiir Q¢ wird das UG-Dateiformat ng ver-
wendet (siehe Kap. 3.2 u. [44]).

5.4.4 Anisotrope Verfeinerung

Bei der vorgestellten Gittererzeugungsmethode entstehen insbesondere bei realistischen Gro-
Benverhéltnissen mit starker Anisotropie von Korneozyten und Lipidkanélen flache und lang-
gestreckte Gitterelemente (siche Anisotropiewerte Tab. 8.2 in Kap. 8.2).

Die Elementanzahl des Grobgitters ist mit 7-117 moglichst gering gehalten. Da die langge-
streckten flachen Gitterelemente aber teilweise keine genauen Approximationen ermoglichen,
sind oftmals Elemente mit einer feineren Maschenweite in horizontaler Richtung wiinschens-
wert. Das Gitter soll also einerseits so grob wie moglich und andererseits so fein wie notig sein.

Bei diesen gegensitzlichen Anforderungen ist es von grofflem Vorteil, dass sich die Zerlegung
G(K; U I;) aus Kap. 5.4.3 neben der reguldren Verfeinerung auch anisotrop verfeinern ldsst
(Abb. 5.19, [8], [48]). Die roten Linien in Abb. 5.19 veranschaulichen, wie die Gitterelemente
von G(K; U ;) lediglich in vertikaler Richtung geteilt werden kénnen, ohne die Konsistenz des
Gitters zu beeintrachtigen (vgl. Kap. 4.1).

Fir die anisotrope Verfeinerung von G(K; U I;) werden die Verfeinerungsregeln hex_bisect,
pri_bisect und pri_quadsect (siehe Abb. 5.20) im Simulationswerkzeug UG realisiert. Beim Auf-
bau der Mehrgitterhierarchie konnen somit neben reguldren Verfeinerungen auch element-
sparende und der jeweiligen Losung angepasste anisotrope Verfeinerungen durchgefiihrt
werden.
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= 159

Abb. 5.19 Anisotrope Verfeinerung des Gitters G(K; U I;) mit vertikalen Schnitten

hex_bisect pri_quadsect pri_bisect

Abb. 5.20 Anisotrope Verfeinerungsregeln fiir G(K; U I;)

2.1 2.8 3.3

117 Elemente 246 Elemente 684 Elemente 2280 Elemente

Abb. 5.21 Dreifache anisotrope Verfeinerung des Gitters G(K; U [;)

In Abb. 5.21 wurde ein Grundeinheitsgitter mit Hilfe der Regeln aus Abb. 5.20 dreimal aniso-
trop verfeinert. In Abb. 5.21 ist auch die Elementzunahme durch jeden anisotropen Verfeine-
rungsschritt dargestellt. Tab. 5.4 zeigt, dass diese Zunahme deutlich geringer als bei einer
reguldren Verfeinerung ausfallt.

| #Elemente | #Knoten
|[Level0 Levell Level2 Level3 |Level0 Levell Level2 Level 3

anisotrope Verfeinerung | 117 21 246 25 684 33 2280 | 90 21 186 26 48631 1518
reguldre Verfeinerung | 117 s1 948 s1 7656 s1 61680 | 90 65 587 -73 4293 77 32969

Tab. 5.4 Vergleich der Element- und Knotenanzahl bei anisotroper bzw. regulidrer Verfeinerung fiir
G(K;U1)
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Kapitel 6

Anisotropie und Qualitat
von Gitterelementen

Bei anisotropen Schichtengebieten wiirde bei einer Zerlegung in isotrope Elemente eine im-
mens grofle Elementanzahl entstehen. Fiir numerische Simulationen méchte man aber ein
moglichst grobes Gitter. Deshalb erfolgt fiir stark anisotrope Geometrien typischerweise eine
Vernetzung mit Gitterelmenten, die ebenfalls extreme Seitenverhéltnisse besitzen.

Anisotrope Gitterelemente miissen jedoch bei numerischen Simulationen kein Nachteil sein.
Unter Umstdnden sind anisotrope Elemente mit einer ganz bestimmten Ausdehnung in einer
bestimmten Richtung fiir die zu l6sende PDG sogar besser geeignet als isotrope oder gleich-
seitige Elemente [187]. Es ist also von Interesse ein geeignetes Maf fiir die Anisotropie von
Gitterelementen zu finden.

Mit dem Kantenverhiltnis in Kap. 6.1, dem Oberfldchen-Volumen-Verhiltnis in Kap. 6.2 und
dem Radienverhiltnis in Kap. 6.3 werden vor dem Hintergrund der hier betrachteten hybri-
den 3D UG-Gitter drei Verfahren zur Anisotropiebeschreibung von Gitterelementen vorge-
stellt und anhand der 12 dhnlich , flachen” Testelemente aus Abb. 6.1 diskutiert.

Alle 12 Beispielelemente besitzen einen ,, Durchmesser” von 10 und eine ,,Dicke” von 1.*

In Kap. 6.3 wird zunéchst zwischen verschiedenen Radien unterschieden (Kap. 6.3.1). Danach
werden zwei iterative Verfahren zu Radienberechnung beschrieben (Kap. 6.3.2 und 6.3.3) und
anhand herleitbarer Beispielelemente (Kap. 6.3.4) sowie einer Vorgehensweise der TU Miin-
chen (Kap. 6.3.5) validiert.

In Kap. 6.4 wird auf den Aspekt der Winkeleigenschaften von Gitterelementen eingegangen.
Elementwinkel werden in J. Shewchuks [187] und vielen anderen Arbeiten [2, 4, 55, 58, 128,
189, 192, 218] unter verschiedenen Gesichtspunkten genannt und mdissen fiir einen erfolgrei-
chen numerischen Simulationsprozess berticksichtigt werden.

Die Frage nach dem optimalen Gitter zur Simulation einer PDG ist im Allgemeinen nicht ein-
fach zu beantworten. Je nach PDG, Vorzugsrichtung der Losung sowie den Eigenschaften der
Geometrie konnen die idealen Elemente vollig unterschiedlich aussehen. Eine ausfiihrliche
Analyse dieser Thematik wiirde den Rahmen der Arbeit sprengen. Die wesentlichen Aspekte
werden jedoch in Kap 6.5 basierend auf [187] dargestellt, um eine Basis zur weiteren Diskus-
sion dieser Fragestellung zu legen.

* Durchmesser: grofSter Abstand zweier Punkte eines Elements;
Dicke: kleinster Abstand zweier paralleler Ebenen, die ein Element begrenzen
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Abb. 6.1 Zwolf ,flache” Gitterelmente mit dhnlichen Grofienverhiltnissen

K=l / Lpinn (—Kap. 6.1) Y=VA/*V (—Kap. 6.2) P=R/r(—Kap. 6.3)
H, V99/2/1 = 7.04 V127.14/%49.50 =3.07 5.00/0.50 = 10.00
H, V98/1 = 9.90 V41.60/39.90 =3.00 5.00/0.50 = 10.00
Prq v99/1 = 9.95 V115.59/V42.87 =3.07 5.77/0.50 = 11.54
Pr, v99/1 = 995 V7352/%24.75 =294 5.00/0.50 = 10.00
Pr; v101/2/1 = 7.11 V113.57/%2475 =3.66 5.00/0.46 =10.87
Pry V3V296/3/2= 8.60 V35.56/%5.735 =3.33 5.01/0.33 = 15.03
Py, V50/v26 = 1.39 V101.96/%V16.67 =3.95 5.00/0.49 = 10.20
Py, 10/1 =10.00 V106.53/3V16.50 = 4.05 5.00/0.40 = 12.50
Py; 10/1 =10.00 v65.28/%V16.50 =3.17 5.00/0.46 = 10.87
T; 10/v3433 = 171 v89.13/V14.43 =3.88 5.78/0.49 = 11.80
T, 10/1 =10.00 V5757/%/833  =3.74 5.00/0.43 =11.63
T3 10/1 =10.00 V95.97 /%1429 =4.04 5.79/0.45 =12.87
arithmetisches Mittel =7.97 |arithmetisches Mittel =3.49 |arithmetisches Mittel =11.44
Standardabweichung =3.06 |Standardabweichung = 0.42 |Standardabweichung =1.43
Variationskoeffizient = (0.384 | Variationskoeffizient = 0.120| Variationskoeffizient = 0.125
Spannweite =8.61 |Spannweite = 1.11 |Spannweite =5.03

Tab. 6.1 Ergebniswerte fiir die Anisotropie der Gitterelemente aus Abb. 6.1 mit den Methoden der

Kapitel 6.1, 6.2 und 6.3
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6.1 Kantenverhaltnis

Ein haufig verwendetes Maf3 zur Beschreibung der Anisotropie eines Gitterelements E; ist das
Kantenverhiltnis K(E;), der Quotient aus groiter Kantenldnge I,,,,, und kleinster Kantenldnge
Lin (= GL. (6.1), vgl. [103]—>Ende Kap. 6.1.1). Die englische Bezeichnung dieses Mafles ist

“ o *

,edge ratio”.

lmax(Ei)
K(E) = T (E) (6.1)

min( i

Fiir Einheitselemente mit der Kantenlange 1 (siehe S. 90) ist K(E;) =1 unabhéngig vom Element-
typ. Inwieweit sich dieses Maf aber fiir die in dieser Arbeit betrachteten anisotropen Gitter aus
Hexaedern, Prismen, Pyramiden und Tetraedern eignet, soll nun diskutiert werden.

Mit Gl. (6.1) erhilt man fiir die 12 Beispielelemente aus Abb. 6.1 in 10 Fillen Werte zwischen 7
und 10, d.h. Ergebnisse der selben GroBenordnung. Allerdings gibt es mit K(T4) und K(Py;)
zwei Werte, die von den anderen Elementen sehr stark abweichen (—Tab. 6.1, 2. Spalte).

Betrachtet man die Tetraeder Ty, T, und T3, so ist K(T,) = K(T3) =10/1 =10 fast 6 mal groSer
als K(T7) =10/v34.33=1.71 (— Abb. 6.1, Tab. 6.1, Abb. 6.2).

2 2 3 -
2 /. - .
Lo =1 &- Y Lo o<1 \®
min min -
- L

— 50 =
ll’flal'ilo ! 99

Abb. 6.2 Diskrepanz mit K(E;) bei dhnlich flachen Tetraedern: K(T,) = K(T3) >> K(T7)

Bei den Pyramiden Py, , Py, und Pyjz ist die Diskrepanz noch deutlicher. Das Ergebnis fiir die
mittlere und rechte Pyramide K(Py,) = K(Py3) = 10/1 = 10 ist mehr als 7 mal gréfler als das Er-
gebnis fiir die linke Pyramide K(Py,) = V50/v26 = 1.39 (— Abb. 6.1, Tab. 6.1, Abb. 6.3).

-
-
.

N99/2

Abb. 6.3 Diskrepanz mit K(E;) bei dhnlich flachen Pyramiden: K(Py,) = K(Py;) >> K(Py,)

Das Anisotropiemaf$ K(Ei) ist also fiir hybride Gitter mit entsprechender Elementzusammen-
setzung unter Umstdnden ungeeignet.

In den néchsten beiden Kapiteln werden zwei andere Mafle zur Anisotropiebeschreibung von
Gitterelementen vorgestellt, die fiir T; und Py; deutlich besser passende Ergebnisse liefern
(vgl. 3. und 4. Spalte von Tab. 6.1).

* Dieses Maf3 wird manchmal falschlicherweise , aspect ratio” genannt. Als , aspect ratio” bezeichnet man aber das Verhiltnis von ,Durchmesser”
zu ,Dicke” (vgl. Anfang von Kapitel 6 und [189]).
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6.2 Oberflachen-Volumen-Verhiltnis

Quadrat . Wiirfel

mit gleicher Flidche : mit gleichem Volumen
wie die Oberfliche - wie das Volumen

eines bestimmten eines bestimmten
Gitterelements . Gitterelements

— aq_| — a,—

Abb. 6.4 Bestimmung von a

und a,, fiir ein bestimmtes Gitterelement E;

a JA(E;)

_ 9 _
W(E,) = P )

1

q

(6.2) %

Das Anisotropiemaf8 (E;) in Gl. (6.2) * ist eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der An-
isotropie eines Gitterelements E;, bei dem die Oberfldche A(E;) in Relation zum Volumen V/(E;)
gesetzt wird. Ein sehr ,flaches” Element besitzt eine groie Oberfldche bei vergleichsweise klei-
nem Volumen und fiihrt folglich zu einem groflem Anisotropiewert. Umgekehrt liefern isotro-
pe Elemente einen kleinen Ergebniswert fiir ‘¥(E,).

Um die Oberfldche und das Volumen gleichermafien zu berticksichtigen, wird 4, , die Qua-
dratwurzel von A(E;) mit a,, , der Kubikwurzel von V(E,;) in Verhéltnis gesetzt. a, entspricht
der Kantenlidnge jenes Quadrats, welches den gleichen Flacheninhalt wie die Oberfldache des
betrachteten Gitterelements besitzt und a,, entspricht der Kantenldnge jenes Wiirfels, welcher
das gleiche Volumen wie das betrachtete Gitterelement beinhaltet (— Abb. 6.4).

Berechnet man mit dem Maf8 (E;) aus Gl. (6.2) * die geometrische Anisotropie fiir die 12 Bei-
spielelemente aus Abb. 6.1, fallen Spannweite und Standardabweichung deutlich kleiner aus
als beim Kantenverhiltnis K(E;). Die beiden in Kap. 6.1 beschriebenen , Ausreifler” sind ver-
schwunden. Mit ¥(T;)=3.88 und ¥(Py;)=3.95 entstehen nun sowohl fiir den Tetraeder T als
auch die Pyramide Py, Ergebnisse der selben Gréfenordnung wie bei den anderen Beispiel-
elementen (— Tab. 6.1, 3. Spalte).

Mit W(E;) wird also ein Maf3 vorgeschlagen, das die Anisotropie der Gitterelemente aus Abb.
6.1 bei den hier vorkommenden Elementtypen deutlich besser und gleichmégiger beschreibt
als mit dem Kantenverhéltnis K(E;) aus Kap. 6.1.

Auch fiir die 4 Einheitselemente mit Kantenldnge 1 (— S. 90) erhilt man mit dem Anisotropie-
mafl ¥ gute Resultate. Es sind W (Hj) =V6/3V1 = 2.449, ¥ (Pr;) = V3 + 0.5"V3 / 30.25 *V3 =2.6,
W (Py;) =V1+V3/3W2 [6 =2.676 und W(T}) = VV3/3VV2 /12 = 2.684 . Diese Ergebniswerte ha-
ben ein arithmetisches Mittel bei 2.602, eine Spannweite von 0.235 und eine Standardabwei-
chung von lediglich 0.109 (Variationskoeffizient = 0.042).

* Der Ausdruck ,VA/3VV “in Gl. (6.2) kommt in dhnlicher Form auch in der Polyederabschitzung von Goldberg vor [5, 70], die in Kapitel 5.1 bzw.
Gl. (5.1) im Rahmen der Uberlegungen zur minimalen Oberfliche des Stratum corneum verwendet wird. Dort beschreibt die linke Seite der Un-
gleichung mit A3/ V2 ein Verhiltnis das genau o entspricht.
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Zur Berechnung der Anisotropie ¥(E;) eines Gitterelements miissen fiir die hybriden Netze
dieser Arbeit die Oberflichen und Volumina fiir Hexaeder, Prismen, Pyramiden und Tetra-
eder bestimmt werden.

Bei diesen Elementtypen ist zu beachten, dass Hexaeder, Prismen und Pyramiden im Gegen-
satz zu Tetraedern auch viereckige Elementseiten besitzen.

Bei den Gittern mit Igm2ng (— Kap. 4.1) sowie den in Kap. 5.4 vorgestellten Gittern fiir das
Stratum corneum sind diese viereckigen Elementseiten stets plan. Solche Gitterelmente sind
bzgl. der Oberflichen- und Volumenberechnung eindeutig.

Bei den Gittern fiir geologische Schichtungen (siehe Kap. 4.6) sind die vorderen, hinteren, lin-
ken und rechten viereckigen Seiten der Gitterelmente aufgrund der verwendeten vertikalen
Kanten ebenfalls plan. Die oberen und unteren viereckigen Elementseiten der Hexaeder und
horizontal verlaufenden Prismen sind dagegen typischerweise nicht plan, da die vier Eck-
punkte eines Trennflichensegments in der Regel nicht in einer Ebene liegen. Man spricht im
UG-Jargon dennoch von Polyedern (Vielfldchner), da die Elemente im Simulationssystem UG
[9, 10] intern auf Referenzelemente mit planen Seiten abgebildet werden (siehe ausfiihrliche
Behandlung dieser Thematik in Kap. 3.2).

Fir die hier gewtiinschte Oberflichen- und Volumenberechnung miissen die gekriimmten
viereckigen Elementseiten approximiert werden.

Es wire z. B. denkbar, derartige viereckige Elementseiten, wie in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2
beschrieben, mit einem Inverse Distance to a Power- oder Kriging-Verfahren feiner zu unterteilen
und mit der erweiterten Trapez- oder der erweiterten Simpsonregel die Elementvolumina zu
berechnen ([194]— Ch. 19, [167] — Section 4.1).

Eine solch aufwendige Herleitung der Oberflichen bzw. Volumina fiir jedes einzelne Gitter-
element ist allerdings nicht notwendig, um gute Ergebnisse mit ¥ (E;) zu erhalten. Die Genau-
igkeit folgender Vorgehensweise ist ausreichend:

Die drei Elementtypen mit viereckigen Seitenflichen (Hexaeder, Prismen und Pyramiden)
werden in f Tetraeder aufgeteilt (—Abb. 6.5). Fiir diese konnen Volumina und Oberfldchen be-
rechnet (— Kap. 6.2.1 u. 6.2.2) und anschliefend addiert werden.

In Abb. 6.5 sieht man, dass Hexaeder in 5 oder 6 Tetraeder aufgeteilt werden kénnen. Die Un-
terschiede zwischen diesen beiden Aufteilungen sind bei der Berechnung von ¥ fiir die in die-
ser Arbeit betrachteten Gitter jedoch marginal.

H; H, Hj H, Py, Pr,

: PI’O Pl’]

I . , Y2 ) .

‘HyY AN ST T ) ;\Pr5

Hs Py - Py; Pr3/ - \‘Pr4

T(H4HsH,H3) T(HyH{H3Hy) T(PyoPy;Py,Py3) T(PryPr;PryPr3)
T(H,H;5H3H;) T(H5H,HgH;) T(Py;Py,Py4Pys) T(PryPryPrsPry)
T(H4H1H3H0) T(H2H1H3H6) T(P1’3P7’4P1”5P7’2)
T(HsHzH-H3) T(H,H,HzH3)
T(HsHzH3H;) T(H;H{H,Hg)
T(HgzH3H.H>)

Abb. 6.5 Tetraederzerlegung fiir Hexaeder, Pyramiden und Prismen
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6.2.1 Berechnung der Volumina von Gitterelementen

t
Ve = 2 Ve, 6.3)
j=1
Die einzelnen Tetraedervolumina Ve, eines Elements E; konnen relativ einfach berechnet und
dann zum Gesamtvolumen V& addiert werden (— Gl. (6.3)). Dabei gelten fiir einen Tetraeder

t=1, fiir eine Pyramide =2, fiir ein Prisma =3 und fiir einen Hexaeder je nach Aufteilung
t=>5 oder t=6. (—Abb. 6.5).

Zur Volumenberechnung fiir die 4 vorkommenden Elementtypen reicht es also, das Volumen
Vet eines Tetraeders bestimmen zu konnen. Eine gute Berechnungsmdglichkeit, die ohne
Wurzelausdruck auskommt, zeigt Gl. (6.4). Es werden die Koordinatenwerte der vier Tetra-
edereckpunkte 4, b, c und d verwendet. Das Ergebnis ist vorzeichenbehaftet (—[189], S. 61).

Vi = 2 | a4, bd, c-d (6.4)

6.2.2 Berechnung der Oberflichen von Gitterelementen

Zur Bestimmung von Afg;, der Oberfldche eines Gitterelements E;, miissen die d dreieckigen
Seitenfldchen Arri; des Elements berechnet und dann addiert werden (— GL. (6.5)).

d
Ap, = E Atri, (6.5)
j=1

Bei der in Abb. 6.5 beschriebenen Aufteilung gilt fiir einen Tetraeder d=4, fiir eine Pyramide
d=6, fiir ein Prisma d=8 und fiir einen Hexaeder d=12.

Zur Berechnung der Flache Ar,; eines Dreiecks mit den Punkten 4, b und c ist computertech-
nisch Gl. (6.6) empfehlenswert [189, S. 61]. Wahrend andere Formeln bis zu 4 Wurzelausdriik-
ke benétigen, kommt Gl. (6.6) mit einer einzigen Wurzelberechnung aus.

2 2 2

aic, by, || a6 bo | | Ao beg (6.6)
A a,~c, bz—cz a,—C, bx— C, ay— cy by— ¢,
Tri = 5

Mit den Gleichungen (6.3) bis (6.6) lassen sich die Oberflache Ag; und das Volumen V; fiir ein
Gitterelement E; berechnen. Fiir die Gitterelemente aus den Kapiteln 4.1 und 5.4 erhélt man da-
bei exakte Ergebniswerte und fiir Gitterelemente gemafl Kap. 4.6 Resultate mit hinreichender
Genauigkeit fiir die Bestimmung der Anisotropie ¥(E;) durch Gl. (6.2).

Die Software Eval_Volume_Area [50] ermdglicht es, mit den Zerlegungen von Abb. 6.5 und den
Gleichungen (6.3) bis (6.6) die Volumina und Oberfldchen von ng-Gitterelementen zu berech-
nen (siehe Experimentalteil, insbesondere Kap. 8.1).
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6.3 Radienverhiltnis

Mit dem Radienverhiltnis P(E;) soll noch ein drittes Maf8 zur Anisotropiebeschreibung von
Gitterelementen vorgestellt werden.

In Gleichung (6.7) werden der Umkugelradius R sowie der Inkugelradius r eines Gitterele-
ments E; verwendet. Der Radienquotient R/r soll die Anisotropie P von E; beschreiben.

R(E,)

P(E;) = E) (6.7)

1

Berechnet man die Radienverhiltnisse fiir die Elementbeispiele aus Abb. 6.1, so erhdlt man
Werte zwischen 10 und 15 (— Tab. 6.1, 4. Spalte) und die extremen Diskrepanzen wie beim
Kantenldngenverhiltnis K(E;) treten nicht mehr auf. Die Ergebniswerte P(T;) = 11.80 und
P(Py1)=10.20 besitzen nun die selbe Gré8enordnung wie die anderen Elemente. Mit P(E;) wird
demnach ein Maf§ vorgeschlagen, das die Anisotropie der Gitterelemente bei den 4 hier auftre-
tenden Elementtypen deutlich besser und gleichméBiger beschreibt als dies mit dem Kanten-
verhaltnis K(E;) aus Kap. 6.1 der Fall ist.

Im folgenden Kap. 6.3.1 wird zwischen verschiedenen Radien unterschieden (z.B. Abb. 6.6)
und es wird aufgezeigt, dass die Radienbestimmung nicht trivial ist.

In den Kapiteln 6.3.2 und 6.3.3 werden dann zwei iterative Algorithmen vorgestellt, die den
kleinsten Umkugelradius und den grofiten Inkugelradius eines Gitterelements approximieren.

Als erste Probe dieser Verfahren werden in Kap. 6.3.4 iterative Berechnungen fiir vier isotrope
Einheitselemente durchgefiihrt, fiir die sich die realen In- und Umkugelradien herleiten las-
sen. Danach erfolgt zur weiteren Validierung in Kap 6.3.5 ein Vergleich mit den Resultaten ei-
ner Vorgehensweise des Lehrstuhls Kombinatorische Geometrie der TU Miinchen anhand von
drei anisotropen Schichtengebieten aus Kapitel 2.

6.3.1 Unterschiedliche Radien

In den 2D-Beispielen in Abb. 6.6 werden verschiedene Radien dargestellt:

Beim Dreieck links liegen alle 3 Knoten exakt auf dem Rand des orangefarbenen Umkreises.
Dieser ist allerdings nicht der kleinstmogliche Umkreis. Der griine Umkreis ist um einiges klei-
ner und beinhaltet das Dreieck dennoch vollstindig, wenngleich der Punkt beim stumpfen
Dreieckswinkel nicht auf dem Rand sondern im Inneren des griinen Umkreises liegt. Rechts
findet man einen vergleichbaren Umkreis (ebenfalls in griin), der das Viereck vollstindig be-
inhaltet. Einen (orangefarbenen) Umkreis, auf dessen Rand alle vier Punkte des Vierecks lie-
gen, existiert fiir dieses und die meisten anderen Vierecke nicht. *

Der groitmogliche (hier rote) Inkreis bertihrt bei einem Dreieck stets alle drei Kanten. Beim
Viereck bleibt meistens eine Kante unberiihrt (— Abb. 6.6). **

Die beschriebenen Eigenschaften gelten auch fiir 3D: Analog zum Dreieck findet man zu jedem
Tetraeder eine ,,orangene” Umkugel U°, auf deren Rand alle 4 Knoten liegen (,,circumscribing
sphere” — [189]) U° hat den Umkugelradius R°. Im Gegensatz dazu liegen bei der kleineren
,grinen” Umkugel U nicht alle Tetraederknoten auf dem Rand. Der Tetraeder ist dennoch
vollstiandig in U enthalten (,,circumsphere”, ,smallest sphere” in [189]). Die Umkugel U besitzt

* Im Allgemeinen beriihrt der Umkreis eines Vierecks nur dann alle 4 Knoten, wenn zwei gegeniiberliegende Winkel zusammen 180° ergeben.

** ...es sei denn, der Spezialfall liegt vor, dass die Summen der Ldngen gegeniiberliegender Seiten gleich grof sind.
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)
N

Abb. 6.6 Veranschaulichung in 2D: Verschiedene Radien fiir ein Dreieck und ein Viereck

den Umkugelradius R. Eine derartige , kleinstmogliche” Umkugel findet man auch bei Gitter-
elementen mit mehr als 4 Knoten, wie bspw. Hexaedern. Eine Umkugel U° mit allen Knoten
auf dem Rand gibt es fiir diese Elementtypen lediglich in Spezialféllen wie bspw. in Abb. 6.10.

Mit dem Anisotropiemaf P(E;) fiir die 3D-Gitterelemente dieser Arbeit soll der kleinstmogli-
che Umkugelradius R (,,min-containment radius”) berechnet werden.

Ahnliches gilt fiir die Inkugel: Fiir einen Tetraeder findet man stets eine Inkugel I°, die alle 4
Seitenfldchen beriihrt (,,inscribed sphere”). Beim Tetraeder ist sie identisch mit der grofStmog-
liche Inkugel I (,insphere”). Bei anderen Polyedern wie bspw. Hexaedern, Prismen usw. exi-
stiert nur in Spezialféllen (z.B. Abb. 6.10) eine Inkugel I°, welche alle Elementfldchen bertihrt.
Typischerweise existiert jedoch eine groitmogliche Inkugel I, die eine oder mehrere Element-
seitenfldchen nicht beriihrt. Der Radius r dieser groftmoglichen Inkugel I soll fiir das Aniso-
tropiemaf3 P(E;) bestimmt werden.

Beziiglich des Umkugeldurchmessers in 3D bzw. des Umkreisdurchmessers in 2D kénnte man
annehmen, es sei das Beste, einfach die ldngste Kante oder den grofSten Abstand zweier Punkte
des Gitterelements zu wihlen. Diese Annahme stimmt im 2D-Fall lediglich fiir stumpfwinkli-
ge Dreiecke und muss im Allgemeinen verworfen werden, wie folgende Betrachtungen an den
Beispielen in Abb. 6.7 zeigen. Sowohl fiir das spitzwinklige Dreieck links als auch das Viereck
rechts ist der Umkreisdurchmesser grofer als der groite Abstand zweier Eckpunkte. Analog
dazu kénnte man in 3D Polyeder konstruieren, fiir deren Umkugeln dhnliches gilt.

Betrachtet man das spitzwinklige Dreieck in Abb. 6.7 links: Dieses hat die groite Kantenlédnge
Ik = pistanz(A,B) = V2. Der Mittelpunkt auf der lingsten Kante ist My (1/2, 1/2). Es gilt
Distanz(My, A) = Ik /2 =V2 /2 =V8/16. Es gilt aber pistanz(M},C) =V1/4 + 9/16 =V13/16 und damit
Distanz(M)y, C) > Distanz(M, A). Aber auch bei anderer Position des Mittelpunkts wire ein Radius
lk/2 zu klein. Mit der Formel R° = 111,15/(4A) kann man gemaf3 [189—5.62—A.2] den Umkreis-
radius fiir spitzwinklige Dreiecke berechnen. Fiir den spitzwinkligen Fall sind U und U°iden-
tisch (Abb. 6.7 -> links -> cyanfarbener Umkreis). Es gilt R°(U°) =V17/16 - V2/2 > Ik/2.

Beim Viereck in Abb. 6.7 rechts sei M;; (1/4, 3/4), die Mitte der langeren Diagonale des Vier-
ecks. Es gllt Distanz(Mld,B) = V9/ 16 + 9/1 = \/ﬁ/él Es gllt Distanz(Mld,C) =YV 25/16 +1 / 16 =
V26/ 4. Es gilt also pistanz(M1,C) > Distanz(M4,B). Ahnlich gilt fiir die Mitte der lingsten Kante CD
Distanz(My, C) = V17 /4 < pistana(My, A) = V1[4 + 25716 = V29/4. Aber auch bei anderer Position
des Mittelpunkts wire ein Radius V18/4 = 1.06 trotzdem zu klein, da der reale kleinstmdgliche
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Abb. 6.7 Gegenbeispiele zur alternativen Umkreis- bzw. Umkugelradiusberechnung

Umkreis einen Radius pistanz(M;;,C) = R%(BCD) =V170/12 = 1.09 besitzt. Es ist zu kldren, warum
der kleinstmdgliche Umradius in diesem Fall R°(BCD) entspricht bzw. wie man den kleinst-
moglichen Umradius fiir ein konvexes Polygon ermittelt. Man bestimmt dazu als erstes den
Mittelpunkt M,; der Punkte P; und P; mit dem grofiten Abstand zueinander. Dann sucht man
den tibriggebliebenen Punkt P4, der den grofsten Abstand zu M;; hat. Wenn pistanz(Mj4,Pg 1) >
Distanz(M4,P;), dann ist der gesuchte kleinstmogliche Umkreisradius R des Polygons gleich dem
Umkreisradius R°® des Dreiecks P;P;P, 4. Man berechnet R° geméfs der Formel R° = [;13/(4A)
oder [189—5.62—A.2]. Ist Distanz(M;g, Py 4) < Distanz(Mg,P;), dann hat der gesuchte Umkreis des
Polygons den Mittelpunkt M;; und den Radius pistanz(M;, P;).

Nach diesen Betrachtungen in 2D stellt sich nun die Frage, ob es in 3D einfache Formeln zur
Berechnung von R und r fiir alle vier hier gewiinschten Elementtypen gibt.

Fiir den Inkugelradius r existiert lediglich bei Tetraedern eine vergleichsweise einfache Be-
rechnungsvorschrift 7(T;) =3V /(A1 +Ay+A3z+A,). Hierzu miissen das Volumen V sowie die ein-
zelnen dreieckigen Seitenflachen A; berechnet werden. Es sei hierbei auf die Gleichungen (6.4)
und (6.6) in Kapitel 6.2 verwiesen. Fiir die Pyramiden, Prismen und Hexaeder bzw. sonstige
konvexe Polyeder, die im Rahmen dieser Arbeit vorkommen, ist keine vergleichbare Berech-
nungsvorschrift zu finden.

Fiir den kleinstmoglichen Umkugelradius R (,, min-containment radius”) findet man fiir Tetra-
eder folgende Vorgehensweise in [189— A.3]: Man berechnet zunéchst mit einer langen aber
,wurzelfreien” Formel den Mittelpunkt M;«(T;) der Umkugel U*(T;). Danach muss man prii-
fen, ob M ;o(T;) im Tetraeder liegt. Dazu berechnet man vier vorzeichenbehaftete Volumina
(— GL. (6.4)) derjenigen Tetraeder, die M ;«(T;) mit den vier Seitenfldchen von T; bildet. Wenn
alle Volumina positiv sind, gilt M,(T;) = M;«(T;) und R(T;) = R%(T;) (Berechnungsmoglichkeit
siehe [189] — S. 62, 2te Formel). Wenn dagegen genau ein Volumen negativ ist, dann ist R(T))
gleich dem kleinstmdglichen Umradius des zugehorigen Dreiecks (vgl. in Abb. 6.6 griiner Um-
kreis). Wenn zwei Volumina negativ sind, dann ist R(T;) der grolere der kleinstmoglichen
Umkreisradien der beiden zugehorigen Dreiecke. Zur Berechnung eines solchen , min contain-
ment“-Radius fiir ein Dreieck wird zundchst mit den Skalarprodukten von Kantenvektoren
gepriift, ob es einen Winkel groler 90° im Dreieck gibt. Wenn ja, dann ist R(T}) gleich der hal-
ben Lange der gegentiberliegenden Kante. Wenn das Dreieck dagegen ausschliefSlich Winkel
kleiner 90° hat, dann ist R(T;) gleich dem ,,circumscribing circle” des Dreiecks (vgl. in Abb. 6.6
orangefarbiger Umkreis). Hierfiir sei auf die Formeln in [189— A.2] hingewiesen.
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Diese Beschreibung zeigt, dass bereits fiir Tetraeder die Berechnung von R nicht trivial ist. Fiir
die anderen Elementtypen der hybriden UG-Gitter konnten weder fiir den kleinstmdglichen
Umradius R noch fiir den groftmoglichen Inradius r vergleichbare Methoden gefunden wer-
den. Auf der Suche nach einer einheitlichen Losung fiir die gemischten Netze aus Hexaedern,
Pyramiden, Prismen und Tetraedern entstand daher die Idee, zur ndherungsweisen Bestim-
mung von r und R einen iterativen Ansatz zu machen.

6.3.2 Ein Iterationsverfahren zur Berechnung des Umkugelradius R
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Abb. 6.8 Veranschaulichung der iterativen Bestimmung des Umkugelradius R

Bei der Bestimmung des Umkugelradius R wird fiir den Umkugelmittelpunkt die Variable M;
verwendet. Zundchst wird fiir My; ein Startknoten, typischerweise im Inneren des Elements
gewdhlt (- Abb. 6.8a). Dann wird die Position von M; in einem Iterationsverfahren sukzessi-
ve optimiert. Dabei wird M; in jedem Schritt in Richtung der jeweils am weitesten entfernten
Ecke verschoben (— Abb. 6.8b-e). In Abb. 6.8 erfolgt die Verschiebung zweimal in Richtung der
linken oberen hinteren Ecke (griin), einmal in Richtung der rechten oberen hinteren Ecke
(magenta) und einmal in Richtung der rechten unteren vorderen Ecke (orange). Bei diesen Ver-
schiebungen soll die Distanz von M;; zum entferntesten Knoten minimiert werden. Der
kleinste ermittelte Abstand bei diesem Verfahren ist schliellich eine sehr gute Ndherung fiir
den Umkugelradius R (—Abb. 6.8f).

Die ausfiihrliche Vorgehensweise wird in Algorithmus Alg. 6.1 mit Pseudocode beschrieben.

Fiir ein Element E wird das Iterationsverfahren mit n verschiedenen Startwerten durchgefiihrt
(,fir (s =0; s <n; s++)"). Als Startwerte konnen beispielsweise das arithmetische Mittel
(,ar_Mittel”)der Knotenkoordinaten von E, ein bestimmter Knoten von E, das arithmetische
Mittel der Knotenkoordinaten einer Seitenfliche von E usw. verwendet werden (,wdhle (s )”“).
Einer dieser Startwerte fiihrt zum kleinsten und damit besten Riickgabewert fiir den Umku-
gelradius R.
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Im Iterationsschritt miissen fiir alle Elementknoten K; die Abstdnde zu M;; berechnet werden
(,Distanz (M,, K )“). Die Anzahl der Knoten von E (,,#Knoten (E)“) ist bei Tetraedern 4, bei
Pyramiden 5, bei Prismen 6 und bei Hexaedern 8. Der Variablen K| ,,,,,p wird der Index des
entferntesten Knotens zugewiesen. Der Abstand Dist,,,;, von diesem Knoten zu M;; wird in
das Feld Umkugelradien eingetragen (,,Unkugel r adi en[i ++] =Di st z,“). Danach wird My; mit
dem prozentualen Faktor p (z.Bsp. p =1%) durch ,My[d 1 =My(d 1+p * (K paxpld1-Myld])”
in Richtung des entferntesten Knotens K; ,,,,p verschoben. Mit Hilfe der Schleife , fiir (d =1;
d <=3; d++)” erfolgt diese Verschiebung in die 3 Raumdimensionen X, Y und Z.

Solange die Eintrdge im Feld Umkugelradien tendenziell kleiner werden, bzw. sich die Position
von M;; noch verbessern ldsst, wird der Iterationsschritt mit dem verschobenen Punkt M,
erneut durchgefiihrt.

Einer der letzten Eintrdge in Umkugelradien ist typischerweise der kleinste und damit beste
Wert fiir den betrachteten Startwert s. Dieser Eintrag wird in das zweite Feld
Minimale_Umbkugelradien tbertragen (siehe in Alg. 6.1: ,M ni mal e_Unkugel radien[s] =
SucheKleinsten (Unkugel r adi en)”).

Nach Durchfiihrung des Iterationsverfahrens fiir alle Startwerte wird zum Schluss mit der Zei-
le ,Riickgabe (R=SucheKleinsten (M ni mal e_Unkugel r adi en))” der allerkleinste Wert be-
stimmt und als Ergebnis fiir den Umkugelradius R zurtickgegeben.

Berechne_Umkugelradius_R (Element E)

{
fir (s = 0; S < n; s++)
{
wihle (s)
{
0: My = ar_Mittel(Knoten(E))
1: M) = ein Knoten von E
2: My = ar_Mittel(Knoten(E->Seite[l])
3: Mj = ar_Mittel(Knoten(E->Seite[2])
..: weitere Startwerte
}
i =0
Solange Eintrdge in Unkugel radi en tendenziell kleiner werden
{
Di Sty = 0.0
fir (I = 1; | <= #Knoten(E) ; | ++)
wenn Distanz(My,K ) > Di St my)
{
Di st ypx = Distanz(My,K)
KI_maxD =K
}
Unkugel radi en[i ++] = Di St gy
fir (d = 1; d <= 3; d++)
Mld1 =Mld1+p " (K paxpld] -Myd1)
}
M ni mal e_Unkugel radi en[s ] = SucheKleinsten (Unkugel radi en)
}
Riickgabe (R = SucheKleinsten(M ni mal e_Unkugel radi en))
}

Alg. 6.1 Iterative Berechnung des Umkugelradius R

Eine Perlimplementierung von Alg. 6.1 findet man in der Software Radiana [47].
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6.3.3 Ein Iterationsverfahren zur Berechnung des Inkugelradius r

@ © T ®

Abb. 6.9 Veranschaulichung der iterativen Bestimmung des Inkugelradius r

Bei der Bestimmung des Inkugelradius » wird fiir den Inkugelmittelpunkt die Variable M; ver-
wendet. Zunéchst wird fiir M ein Startknoten im Inneren des Elements gewahlt (— Abb. 6.9a).
Dann wird die Position von M in einem Iterationsverfahren sukzessive optimiert. Dabei wird
M in jedem Schritt von der jeweils am ndchsten gelegenen Seitenfldche weggeschoben
(—Abb. 6.9b-e). Im Beispiel wird M; zunédchst von der vorderen Seitenfliche (magenta), dann
zweimal von der linken Seitenfldche (cyan) und schliellich von der unteren Seitenfldche
(griin) weg bewegt. Bei diesen Verschiebungen soll die Distanz von M; zur am néchsten gele-
genen Seitenfliche maximiert werden. Der grofite ermittelte Abstand bei diesem Verfahren ist
schliellich eine sehr gute Ndherung fiir den Inkugelradius r (— Abb. 6.9f).

Die ausfiihrliche Vorgehensweise wird in Algorithmus Alg. 6.2 mit Pseudocode beschrieben.

Die Distanz von M zu einer viereckigen Seitenfldche ist gesondert zu betrachten. Wie in Kap.
3.2 und 6.2 beschrieben, sind viereckige Elementseiten nicht immer plan. Deshalb werden sie
zu Beginn in Alg. 6.2 (,wenn (#Knoten(E—Seite[k]) ==4)...”) in 2 dreieckige Elementseiten
gesplittet. Diese Aufteilung erfolgt stets so, dass fiir ein Element E ein konvexes Polyeder aus
Dreiecken entsteht (,KonvexPol yeder [trias ++] =..”). Die Entscheidung welche Dreiecks-
zerlegung fiir eine viereckige Seitenfldche , {a,b,c,d }” verwendet wird, erfolgt durch Ver-
gleiche von Tetraedervolumina, die die potentiellen Dreiecke mit einem Elementknoten
,ed&{a,b,c,d}”bilden (,,wenn((vol(a,b,c,e)+vol(a,c,d,e))>(vVol(a,b,d,e)+vol(b,c,d,e)))...”).
Die anderen Seitenfldchen, die schon zuvor dreieckig sind, werden ohne Modifikation dem
konvexen Polyeder von E zugeordnet (—, sonst KonvexPol yeder [trias ++] = E—Seitefk 1”).
Seitenfldchen mit mehr als 4 Ecken gibt es bei den hier betrachteten Elementtypen (Tetraeder,
Pyramiden, Prismen und Hexaeder) nicht.

Das Iterationsverfahren wird mit n verschiedenen Startwerten fiir E durchgefiihrt (, fir (s =
0; S < n; s++)”). Als Startwerte konnen bspw. das arithmetische Mittel (,ar_Mittel”)der
Knotenkoordinaten von E, arithmetische Mittel der Knotenkoordinaten eingeschriebener Te-
traeder (,M = ar Mittel(Knoten(KonvexPol yeder [t ]),ar Mittel(Knoten(E)))”) oder
sonstige Knoten im Inneren von E verwendet werden. Einer dieser Startwerte fithrt zum grog-
ten und damit besten Riickgabewert fiir den Inkugelradius r.
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Im Iterationsschritt miissen fiir alle Dreiecke des konvexen Polyeders des Elements E (,, fiir
(t=0;t <trias;t++){{a,b,c}=Knoten(KonvexPol yeder [t ]) ...")bzw. fiir die zugeho-
rigen Ebenen die Abstdnde zu M; mit ,Abst and = |N° - (M -a) | “ berechnet werden. Dabei ist
Ne° der Einheitsvektor des Kreuzprodukts der beiden Vektoren ,v =b-a* und ,w=c -a*“.

Die Variable trias beschreibt die Anzahl der Polyederdreiecke bzw. die Anzahl der Begren-
zungsﬂéichen von E. Diese ist bei Tetraedern 4, bei Pyramiden 6, bei Prismen 8 und bei Hexa-
edern 12. Der Abstand zur am nichsten gelegenen Begrenzungsebene wird Dist,,;,, genannt
und beschreibt die Distanz von M; zum Lotpunkt L; ,,;,p auf dieser Ebene (,L; ninp=
M - Abstand - N° “). - -

Dist,,;, wird in das Feld Inkugelradien eingetragen (,,| nkugel radi en[i ++] = Di st 4 ,*). Da-
nach wird M; mit dem prozentualen Faktor p (z.Bsp. p=1%) ein Stiick von der am néchsten lie-
genden Begrenzungsebene weg bewegt (,M [d1=M [d]-p (L¢ ninpld]1-M [d])*). Mit Hilfe
der Schleife ,fiir (d=1; d<=3; d++)" erfolgt diese Verschiebut_lg in die 3 Raumdimensionen
X, Y und Z.

Solange die Eintrdge im Feld Inkugelradien tendenziell groBer werden, bzw. sich die Position
von M noch verbessern lésst, wird der Iterationsschritt mit dem verschobenen Punkt M; er-
neut durchgefiihrt.

Einer der letzten Eintrédge in Inkugelradien ist typischerweise der grofite und damit beste Wert
fiir den betrachteten Startwert s. Dieser Eintrag wird in das zweite Feld Maximale_Inkugelradien
tibertragen (,Maxi mal e_I nkugel r adi en[s ] =SucheGréBten (I nkugel r adi en)”).

Nach Durchfiihrung des Iterationsverfahrens fiir alle Startwerte wird zum Schluss mit der Zei-
le ,Riickgabe(R= SucheGrdBten(Maxi mal e_| nkugel radi en))” der allergrofite Wert be-
stimmt und als Ergebnis fiir den Inkugelradius r zuriickgegeben.

Eine Perlimplementierung der Algorithmen Alg. 6.1 und Alg. 6.2 findet man in der Software
Radiana, die im Rahmen des Softwarepraktikums der Informatikstudenten Michaela Fohner
und Stefan Handel entstand [47]. In Tab. 6.1 auf S. 77 sind Resultate fiir die 12 anisotropen Bei-
spielelemente aus Abb. 6.1. In Kap. 6.3.4 findet man eine Probe fiir Alg. 6.1 und Alg. 6.2 anhand
von isotropen (Einheits-) Elementen. Zudem werden die iterativen Algorithmen mit einer Vor-
gehensweise der TU Miinchen in Kap. 6.3.5 validiert. Die Algorithmen Alg. 6.1 und Alg. 6.2
werden in den Ergebniskapiteln Kapitel 7 und Kapitel 8 eingesetzt.
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Berechne_Inkugelradius_r (Element E)

{
trias = 0
fir (k = 1; k <= #Seiten(E); k++)
{
wenn (#Knoten(E—Seite[k]) == 4)
{
{a,b,c,d} = Knoten(E—Seite[k]); e = Knoten(E), e & {a,b,c,d}
wenn ((Vol(a,b,c,e) + vol(a,c,d,e)) > (Vol(a,b,d,e) + vol(b,c,d,e)))
{
KonvexPol yeder [tri as++] = ErgdnzeNeueDreiecksSeite(a,b,c)
KonvexPol yeder [tri as++] = ErgdnzeNeueDreiecksSeite(a,c,d)
}
sonst
{
KonvexPol yeder [tri as++] = ErgdnzeNeueDreiecksSeite(a,b,d)
KonvexPol yeder [tri as++] = ErgdnzeNeueDreiecksSeite(b,c,d)
}
}
sonst KonvexPol yeder [trias++] = E—>Seite[k]
}
fir (s = 0; S < n; s++)
{
wahle (S)
{ 0: M =ar Mittel(Knoten(E))
1: M = ar_Mittel(Knoten(KonvexPol yeder [0]),ar Mittel(Knoten(E)))
2: M = ar Mittel(Knoten(KonvexPol yeder[1]),ar Mittel(Knoten(E)))
...: weitere Startwerte im Inneren von E
}
i =0
Solange Eintrdge in | nkugel radi en tendenziell groBer werden
{
Dstmn = 1E+99
fir (t = 0; t <trias; t++)
{
{a,b,c} = Knoten(KonvexPol yeder [t ])
v=b-a; w=c¢-a
N = (Vy'Wz - VZ'%' VZ'\NX - VX'\NZ' VX'V\&/ - Vy.\NX)
N = N/ VNN + NN+ NNy
Abstand = |[N° (M - a)]
falls (Abstand < Distgip)
{
Di st i, = Abstand
Lt nino = M - Abstand- N\°
}
}
I nkugel radi en[i ++]1 = Di Sty
fir(d = 1; d <= 3; d++)
MId]I=M[d]-p (Lt pinpld] -M[d])
}
Maxi mal e_| nkugel radi en[s ] = SucheGréBten (|l nkugel radi en)
}
Riickgabe(r = SucheGroBten(Maxi mal e_| nkugel radi en))
}

Alg. 6.2 Iterative Berechnung des Inkugelradius r
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6.3.4 Validierung von Ergebnissen anhand herleitbarer Beispielelemente

Nun soll validiert werden, dass das Softwarewerkzeug Radiana [47] verschiedene Radien auch
wirklich gut approximieren kann. Dazu werden anhand der vier isotropen Beispielelemente
Hj, Prj,, Py;und T; (— Abb. 6.10) die Radien analytisch hergeleitet. Die Ergebnisse werden an-
schlieSend mit den Approximationsergebnissen von Radiana [47] verglichen (siehe Tab. 6.2).

1/”

,,,,,,,,,,,,

11— - 1
Abb. 6.10 Die vier isotropen Gitterelmente Hj, Pr;,,, Py; und T;

Bei den vier Beispielelementen in Abb. 6.10 liegen alle Knoten auf der kleinstméglichen Um-
kugel, d.h. es gilt R(E;) = R°(E;). Auch die Inkugeln beriihren in den vier Beispielen jeweils alle
Elementseiten, d.h. es gilt r(E;) = r°(E;) (vgl. Kap. 6.3.1).

Fiir den isotropen Hexaeder Hj ist der Inkugelradius r(H}) = 1/2 und der Umkugelradius
R(Hp) =V1/4 + 1/4 + 1/4 = V3/2. Fiir den Hexaeder H; fiihrt dies zum Radienverhéltnis
P(Hp) =R(H)) / r(H) =V3=1.732.

Beim isotropen Prisma Pr;,, liegen zwei gleichseitige Dreiecke der Kantenldnge 1 planparallel
{ibereinander. Als Inkugelradius wurde fiir 7(Pr;,,) = 1/(2 V3) gewéhlt. Das entspricht dem In-
kreisradius der beiden Dreiecke. Als Prismah6he wurde 2-7(Pr;,) = 1/V3 gewihlt. Die Inkugel
beriihrt somit alle fiinf Seiten von Pr;,,. Das fiihrt zum Umkugelradius R(Pr;,) = V((1/2)
(r(Prlso))2 + (r(PrZSO))z) =V 1/4+1/12 + 1/12 =V5/12 = V5/(2 V3). Fiir das Prisma Pr;,, erhalt
man somit P(Pr;,,) = R(Pr;y,) / 7(Pris,) = V5 ~2.236 . Fiir ein Prisma Pr; mit Hohe 1 gilt P(Pry) =
RPrp /r(Pr) = (V21 /6) / (1/(2V3)) ~2.646.

Fiir die isotrope Pyramide Py ist eine quadratische Grundfldche G der Kantenldnge 1 und eine
Spitze iiber dem Zentrum von G mit einer Hohe von v2/2 gewéhlt. Damit liegen alle fiinf Kno-
ten auf der kleinstméglichen Umkugel und ihr Radius ist R(Py;) =V2/2 =~ 0.707 . Zur Berech-
nung von r(Py;) betrachtet man das griin gestrichelte, gleichschenklige Dreieck D im Inneren
der Pyramide. Die rot gestrichelten Winkelhalbierenden schneiden sich im Inkreismittelpunkt
My, p von D. My, pistin diesem Fall gleich dem Inkugelmittelpunkt von Py;. Die durchge-
zogene rote Linie zeigt den Inkugelradius (Py;) = (1/2) “tan o.= (1/2) - tan((1/2) arctan(v2))

~ 0.259. Fiir die Pyramide Py fiihrt dies zum Radienverhiltnis P(Pyp) = R(Py;) / r(Py;)
=Vv2 / tan ((1/2) - arctan(v2) ) =2.732 .

Fiir den isotropen Tetraeder T} mit 6 Kanten der Lange 1 erhdlt man den Umkugelradius R(T)
=V6/4 ~ 0.612 sowie den Inkugelradius r(T}) = V6/12 =~ 0.204 . Fiir T; erhélt man somit das
Radienverhaltnis P(Ty) = R(Ty) / r(T;) = 3.0
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Die hergeleiteten Ergebnisse sind in Tab. 6.2 den Approximationsresultaten von Radiana ge-

geniibergestellt.

hergeleitetes Ergebnis Radiana [47]
R(Hj) V3/2 ~0.8660 0.8660
r(Hp) 1/2 =0.5000 0.5000
R(Pris) V5/(2V3) ~0.6455 0.6455
(Prig,) 1/(2v3) ~0.2887 0.2887
R(Py)) v2/2 ~0.7071 0.7073
r(Pyp) tan(arctan(v2)/2)/2 ~0.2588 0.2587
R(T) V6 /4 ~0.6124 0.6124
r(Ty) v6/12 ~0.2041 0.2041

Tab. 6.2 Validierung: Vergleich der Ergebnisse von Radiana [47] mit den hergeleiteten Werten fiir
die isotropen Beispielelemente aus Abb. 6.10

Neben diesen Beispielen kann Radiana auch noch anhand vieler anderer einfacher Elemente in

dhnlicher Weise gepriift werden.

Fiir Tetraeder konnen dabei die Ansétze zur exakten Berechnung des In- und Umkugelradius
gemaf Kapitel 6.3.1 (—S. 84) herangezogen und zur Validierung verwendet werden. Da dies
fir UG-Pyramiden, UG-Prismen und UG-Hexaeder jedoch nicht moglich ist, besteht der

Wunsch nach einer weiteren Vergleichsmoglichkeit.

Durch Kontakt [46] zum Lehrstuhl Kombinatorische Geometrie [80] der TU Miinchen kénnen
Ergebnisse einer anderen Vorgehensweise [21] mit Resultaten der hier vorgestellten iterativen

Methode verglichen werden (—Kapitel 6.3.5).
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6.3.5 Validierung von Ergebnissen mit einer anderen Vorgehensweise

Nach Realisierung der iterativen Methoden (— Kapitel 6.3.2 und 6.3.3) entstand der Wunsch,
die Ergebnisse mit einer anderen Vorgehensweise vergleichen und validieren zu kénnen. Bei
einer Internetrecherche fiel der Blick auf die TU Miinchen und den Lehrstuhl ,, Angewandte
Geometrie und Diskrete Mathematik” von Prof. P. Gritzmann mit dem Forschungsschwer-
punkt ,,Computational Convexity” [79, 80].

Die zentralen Problembereiche des ,, Computational Convexity” sind laut [80] die Bestimmung
der Komplexitit der Berechnung geometrischer Funktionale, die Entwicklung effizienter algo-
rithmischer Varianten konvexgeometrischer Satze und die effiziente algorithmische Konstruk-
tion geometrischer Objekte. Die Dimension ist ein Inputparameter und fiihrt dazu, dass viele
Probleme fiir konvexe Korper nicht effizient 16sbar sind. In diesen Fallen riickt die Frage nach
effizienter Approximation in den Mittelpunkt. Beispiele hierfiir sind u. a. auch die Berechnung
von In- und Umradien.

So entstand der Kontakt [— 46] zu Dr. R. Brandenberg vom obigen Lehrstuhl, der sich mit der
Bestimmung von Radien und geometrischen Verhéltnissen zwischen Radien in allgemeinen
Dimensionen und fiir spezielle Klassen von Kérpern beschiftigt und eine Dissertation mit
dem Titel ,,Radii of convex bodies” verfasst hat [20].

Unter Anleitung von Dr. R. Brandenberg realisierten die Studenten Lucia Roth und Simon Ritt-
steiger an der TU Miinchen ein Prozedere [21], mit dem die Radien bzw. das vorgeschlagene
Anisotropiemafl P (— Gl.(6.7)) fiir die hybriden 3D UG-Gitter berechnet werden kénnen. So
wurde es moglich, die in Heidelberg mit Radiana [47] in der L2-Norm berechneten euklidi-
schen Radien mit den L2-Norm Ergebnissen einer anderen Vorgehensweise zu vergleichen.

Zusitzlich wurde die Problemstellung an der TU Miinchen auch noch mit Verwendung einer
anderen Abstandsdefinition bearbeitet. Anstelle der L2-Norm wurde die L1-Norm, auch
Betragsnorm genannt, verwendet.

,Die Miinchner” basierten ihre Vorgehensweise auf einer Arbeit von P. Gritzmann und
V. Klee [77]. Dort findet man in Tab. 1 fiir den euklidischen Fall in der zweiten Zeile bei
,Inradius” ein ,P” bei den ,, H-Polytopen” und in der vierten Zeile bei ,, Umradius” ein ,P” bei
den , V-Polytopen”. , P bedeutet dabei im Wesentlichen, dass ein schneller, beliebig exakter
Algorithmus zur Verfiigung steht.

Ein V-Polytop ist die konvexe Hiille einer endlichen Punktmenge. Im Falle der ng-Gitterele-
mente sind solche V-Polytope gegeben. Um den Inradius mit Hilfe linearer Optimierung be-
rechnen zu kénnen, benétigt man nach Theorem 4.3 aus [77] jedoch die H-Darstellung des
Polytops. Ein V-Polytop kann mit Hilfe eines linearen Ungleichungssystems Ax <=b geschrie-
ben werden. Dann liegt algorithmisch ein H-Polytop vor. Es muss also erst eine Umrechnung
in Hyperebenendarstellung erfolgen, bevor ein LP-Solver aktiviert werden kann.

In der praktischen Umsetzung wurde an der TU Miinchen der Inkugelradius in zwei Schritten
berechnet. Zunichst musste die Umrechnung der Eckendarstellung (V-Polytop) in die Hyper-
ebenendarstellung (H-Polytop) und umgekehrt durchgefiihrt werden. Es kam ein Fourier-
Motzkin Algorithmus zum Einsatz [78]. Es wurden die Softwaresysteme Qhull [170] und
PORTA [164] verwendet [Details — siehe 21]. Im zweiten Schritt der Inkugelradiusberech-
nung kam fiir den LP-Solver das Softwaresystem Xpress"!¥ [225] zum Einsatz. Hierbei wurde
innerhalb XpressM” der Newton-Barrier-Ansatz gewihlt.

Die erwidhnten Softwaresysteme kamen bei der Inradiusberechnung sowohl fiir die L1-Norm
als auch fiir die L2-Norm zum Einsatz.
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Die Frage nach dem Umradius ldsst sich, basierend auf Theorem 4.1 aus [77], als ein konvexes
Optimierungsproblem schreiben, das mit Hilfe eines Ellipsoidalgorithmus effizient geldst
werden kann [78].

In der praktischen Umsetzung wurde bei ,,den Miinchnern” [21] der Umkugelradius in der L2-
Norm mit der Software SeDuMi [184] berechnet. In SeDuMi wurde dabei ein LP-Solver mit ei-
ner , centering Predictor-Corrector Methode” verwendet. Bzgl. der Betragsnorm (L1) kam fiir
den LP-Solver das Softwaresystem Xpress"!’ [225] zum Einsatz.

In einem Experiment mit 3 hybriden Gittern zu realen Projektbeispielen (— Kapitel 2) wurde
die Schichtenfolge oberhalb einer Salzformation der Norddeutschen Tiefebene in Hofer bei
Celle (2421 Gitterelemente (2% Tetraeder, 3% Pyramiden, 37% Prismen, 58% Hexaeder) —
Kap. 2.4 u. 7.4), der See Willersinnweiher (2114 Gitterelemente (4% T., 8% Py., 6% Pr., 82% H.)
—Kap. 2.8 u. 7.9) sowie die Nordseeinsel Norderney (1376 Gitterelemente (1% T., 1% Py., 15%
Pr., 83% H.) »Kap. 2.5 u. 7.5) untersucht.

Die angegebenen Ergebnisse in Tab. 6.3 sind arithmetische Mittel der Radienverhaltnisse aller
Gitterelemente des jeweiligen Gitters. Dabei wurden die Radienverhiltnisse der einzelnen Git-
terelemente je nach Elementtyp noch mit einem Divisor geteilt: bei Hexaedern mit 1.732, bei
Prismen mit 2.236, bei Pyramiden mit 2.732 und bei Tetraedern mit 3.0; gemafs der Berechnun-
gen der Werte fiir die isotropen Einheitselemente auf S. 90 in Kap. 6.3.4 .

& -Radienverhaltnisse Hofer_2421.ng | Willersinnweiher_1732.ng | Norderney_1376.ng
mit iterativen Algorithmen
gemaf Kap. 6.3.2 u. 6.3.3 [47] 7.1 4.5 12.4
TU Miinchen (— [21], L2-Norm) 7.0 4.6 12.3
TU Miinchen (— [21], L1-Norm) 5.9 4.3 10.2

Tab. 6.3 J-Radienverhiltnisse P; gemdf Gl. (6.7) fiir 3 Geometrien aus der Praxis; Vergleich der
iterativen Verfahren aus Kap. 6.3 mit der Vorgehensweise der TU Miinchen (— [21])

Tab. 6.3 zeigt, dass die in den Kapiteln 6.3.2 u. 6.3.3 vorgestellten iterativen Verfahren und die
Vorgehensweise der TU Miinchen fiir euklidische Abstédnde (d.h. in der L2-Norm) Ergebnisse
der selben GroBenordnung liefern. Dieses erfreuliche Vergleichsergebnis bestdrkt, im Rahmen
dieser Arbeit die iterativen Verfahren zur euklidischen Radienberechnung zur Anisotropie-
beschreibung von Gitterelementen zu verwenden (— siehe Kapitel 7 und 8).
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6.4 Berechnung der Winkel von Gitterelementen

Viele Autoren bezeichnen zu kleine oder zu grofle Elementwinkel als qualitdtsschadigend
[2, 4, 55, 58, 128, 189, 192, 218].

Neben der Beschreibung der Anisotropie von Gitterelementen (Kap. 6.1 - 6.3) ist es daher stets
wichtig, die Winkel von Gitterelementen berechnen und angeben zu konnen.

Bei den 3D Gitterelementen fiir UG muss man 3 Winkeltypen unterscheiden.

Der planare Winkel zwischen 2 benachbarten Kanten auf einer Elementseite kann mit den bei-
den zugehorigen Kantenvektoren a und b mit Hilfe des Skalarprodukts berechnet werden:

a-b = ayby +ayby +ayb, = lal - [b] - cosL(ab) (6.8)

Auflerdem existiert zwischen 2 benachbarten Seitenfldchen an der zugehorigen Elementkante
ein Flichenwinkel (dihedral angle). Zunéchst wird mit Hilfe des Kreuzprodukts zweier Kan-
tenvektoren ¢ und d fiir die eine Seitenfldche ein Normalenvektor 1,5 und mit den Kantenvek-
toren e und f fiir die andere Seitenfliche ein Normalenvektor Moy berechnet (— Gl. (6.9)).
Anschliefend erhiélt man den , dihedralen” Winkel & zwischen n.; und ner mit Hilfe des Ska-
larprodukts (s.0.) der beiden Normalenvektoren.

cydZ - dy eyfz —e fy
ng=cxd=|Gdy —cdy | M= exf=lef —&f - ﬁncd,nefz A(nCd’nef) (6.9)
cdy, — ¢, d, efy —&k

Ferner existiert in jedem Elementknoten K ein Raumwinkel ¢, der durch die 3 von K ausge-
henden Elementkanten aufgespannt wird. Die Endpunkte der 3 Kanten bilden ein Dreieck D.
Projiziert man D von K aus auf eine umgebende Kugel mit Radius p, so entsteht damit eine
Projektionsfldche S auf der Kugel. Der Raumwinkel ¢ entspricht S/ p? und besitzt einen Wer-
tebereich von 0 bis 4n, da die Gesamtoberfldche einer Kugel 4mp? ist. Zur Berechnung von
¢ sei auf den Algorithmus von Oosterom und Strackee [155] sowie auf [2, 128] verwiesen.

In den Ergebnisteilen Kapitel 7 und 8 dieser Arbeit wird der dihedrale Winkel ¢ angegeben.
Dieser Winkel wird auch in der umfassenden Arbeit ,What is a good linear element...” von
J. Shewchuk [189] verwendet (—Kap. 6.5).

Damit sind die Berechnungsmethoden der Anisotropie- und Winkelbeschreibungen von Git-
terelementen abgeschlossen. Fiir die nun folgende Betrachtung der Qualitédt von Gitterelemen-
ten (—Kap. 6.5) sind diese Methoden eine wichtige Voraussetzung.
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6.5 Qualitat von Gitterelementen

Die Frage nach guten Gitterelementen geht weit zuriick. So war man bspw. bis Mitte der sieb-
ziger Jahre der Auffassung, es sei sehr wichtig, kleine spitze Winkel grundsétzlich zu vermei-
den. Durch die Arbeit von Babuzka und Aziz im Jahre 1976 [4] konnte dann aber fiir die
Genauigkeit von FE-Methoden gezeigt werden, dass insbesondere grofle Winkel nahe 180°
vermieden werden miissen.

Die Frage nach guten Gitterelementen ist bis heute aktuell geblieben. Viele Arbeiten behan-
deln aber nur einen bestimmten Teilaspekt dieser Thematik und die vorgestellten Qualitéts-
mafe besitzen oft einen gewissen ,,ad hoc Charakter” [189]. Das ist verstidndlich, da es eine
einfache und allumfassende Formel oder Antwort auf die Frage nach guten Gitterelementen
gar nicht gibt.

Jonathan Shewchuk behandelt die Problematik ausfiihrlich und macht auf die vielseitigen
Hintergriinde aufmerksam. Auf seiner Internetseite [188] stellt er den 70-seitigen Preprint
[189] ,,What Is a Good Linear Finite Element? ...” zur Verfligung und ruft zu kritischen Kom-
mentaren und Riickmeldungen auf. Seine Arbeit basiert auf folgenden Grundlagen:

Zur unbekannten Losung u einer PDG seien v, und u;, stiickweise lineare Approximatio-
nen. Gegeben ist ein Gitter T mit den Elementen ¢ und den Vertizes x;. Uber T ist u als konti-
nuierliche skalare Funktion definiert.

Fiir vy, gilt v, (x;) =u(x;) an allen Vertizes des Gitters. v, ist linear tiber jedem ¢ von T. Die Ergeb-
nisse der Funktion v, sind also lediglich an den Gitterknoten x; mit den Werten von u identisch.
Zwischen den Gitterknoten x; weichen die Werte von v, mehr oder weniger von den wahren
Werten der Funktion u ab. Unter dem Interpolationsfehler Il i - vl , versteht man die groé3te
Abweichung zwischen u und vy, fiir ein Element ¢. Eine noch groere Bedeutung hat der Inter-
polationsfehler [1 Vi - Vo ll,,, der die groite Abweichung in den Gradienten fiir ein Gitterele-
ment beschreibt (— Kap. 6.5.1).

Die FE- bzw. FV-Methode versucht eine stiickweise lineare Approximation uy, fiir die unbe-
kannte Losung u zu finden. Im Gegensatz zum naiven linearen Interpolant vy, ist die Approxi-
mation uy, fiir die meisten Vertizes x; nicht identisch mit u. Die Differenz u -u;, zwischen wahrer
Losung und Approximation heifit Diskretisierungsfehler. Er entsteht bei der Ersetzung einer
kontinuierlichen Differentialgleichung durch ein diskretes Gleichungssystem (— Kap. 6.5.3).

Fiir die Konvergenz des linearen Losungsverfahrens und den Einfluss von Rundungsfehlern
ist die Kondition der Steifigkeitsmatrix von Interesse (— Kap. 6.5.2). Mit der Kondition be-
schreibt man die Abhéngigkeit der Losung eines Problems von der Storung der Eingangsda-
ten. Die Konditionszahl stellt ein Mag fiir diese Abhédngigkeit dar und beschreibt den Faktor,
um den der Eingangsfehler im ungiinstigsten Fall verstarkt wird.

Nach J. Shewchuk [189] sind bei der Suche nach guten Gitterelementen der Interpolationsfeh-
ler (— Kap. 6.5.1), der Diskretisierungsfehler (— Kap. 6.5.3) und die Kondition der Steifigkeits-
matrix (— Kap. 6.5.2) zu beachten. Fiir alle drei Aspekte beriicksichtigt er auch den
anisotropen Fall (vgl. Kap. 2.1). Neben mehreren allgemeinen Anmerkungen (— Kap. 6.5.4)
diskutiert J. Shewchuk in seiner Arbeit auch verschiedene Arten von Qualititsmafien
(— Kap. 6.5.5).
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6.5.1...im Hinblick auf den Interpolationsfehler

Fiir den gradientenbasierten Interpolationsfehler Il Vi - Vo, ll, findet man in [189] fiir den
2D-Fall die Beschrankung in Gl. (6.10). Mit einer Substitution ,,,,y Lyed Lnin/ (4A) = Lyax/ (2 Si0 00,
steht der Sinus des gréfiten Dreieckswinkels sin(a) im Nenner. Demnach sind im 2D-Fall
grofie Dreieckswinkel nahe 180° kritisch, kleine Winkel nahe 0° dagegen unproblematisch.
Zudem ist es nach Gl. (6.10) empfehlenswert, den Umkreisradius R° méglichst klein zu hal-
ten. Das bedeutet auch, dass groie Elemente wichtiger sind als kleine. Mit ¢; =l ;| wird die
Kriimmung der Losung u fiir ein bestimmtes Element ¢ bzgl. einer beliebigen Richtung d be-
grenzt.

L .1

lmuxlmed(lmin +4r) 3 tRO max -med

4A

lmin _ lmax (6 10)

4 4A 2sina,

HVu - VvhH =6

1 A L2 2
AT EAZA]ll] +maxiEA]~li]- E Li Iy

l<i<j=<4 j=i . l<ij<j=<4
. <3¢, . (6.11)
EAm (sin6k1)°4E A,
m=1 m=1

Fiir den 3D-Fall sieht man in Gl. (6.11) (vgl. [189]), dass der Nenner sowohl bei sehr stumpfen
als auch bei sehr spitzen dihedralen Tetraederwinkeln 6; gegen 0 geht. Dies bereitet keine
Schwierigkeit, sofern die Lange der gegentiberliegenden Kante I}; entsprechend klein ist und
der Zihler ebenfalls gegen 0 geht. So sind die Tetraeder ,,d)” und ,f)” in Abb. 3.13 auf S. 32
trotz ihrer extrem spitzen Winkel unproblematisch. Bei den stumpfen Winkeln (nahe 180°) der
Tetraeder ,a)”, ,b)” und ,,c)” in Abb. 3.13 ist die gegentiberliegende Kante dagegen nicht klein.
Damit sind in 3D grofie Winkel nahe 180° kritisch bzgl. des gradientenbasierten Interpolati-
onsfehlers. Man beachte, dass Tetraeder mit spitzen Winkeln und langen gegentiberliegenden
Kanten auch immer einen Winkel nahe 180° besitzen.

HVu - VvhHoos ¢

Shewchuk unterscheidet bzgl. Il Vit - Vi, ll,, zwei Arten ,guter” Tetraeder: solche, die einiger-
mafen gleichseitig sind und solche die beliebig flach werden kénnen, ohne dass dabei ein di-
hedraler Winkel nahe 180° entsteht (—Abb. 3.13 d,e,f). ,Schlechte” Tetraeder bekommen
dagegen einen dihedralen Winkel nahe 180° wenn sie gestaucht werden (—Abb. 3.13 a,b,¢).

Neben diesen rein geometrischen Betrachtungen ist es entscheidend, ob die Kriimmung von u
eine bestimmte Vorzugsrichtung hat. Es ist dann von Vorteil, wenn man die Gitterelemente
senkrecht zu dieser Richtung streckt.

Fiir eine Beurteilung der Elemente im anisotropen Fall, reicht eine richtungsunabhéingige Be-
grenzung c; nicht aus (s.0). Daher verwendet man den Kriimmungstensor C; aus Gl. (6.12), bei
dem die 3 Schranken &;, &, und &; bzgl. der drei orthogonalen Raumrichtungen w,, w, und w3
berticksichtigt werden. &;, & und &; sind die Eigenwerte von C; .
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o T (6.12)
C, |:w1 wy w3:| 0& 0 |:w1 Wy w3:| '
0 0 &

/\/‘Sl/gmax 0 0
E=w 0 /\/EZ/gmax 0 WT
0 0 N §3/‘Smax_

o= (D+¢

Abb. 6.11 Unterschiedliche Ergebnisse nach Transformation mit E

(6.13)

Im anisotropen Fall betrachtet man die Elemente nach einer Transformation E vom physika-
lischen Raum in einen isotropen Raum (—GL.(6.13)). Dabei sollte der Elementumradius R
moglichst minimiert werden. Die méogliche Skalierung bei der Transformation variiert zwi-
schen 1/vv und 1. Die Konditionszahl des Kriimmungstensors C; ist v = &,/ &, und ent-
spricht dem Quotienten aus grofStem und kleinstem Eigenwert von C,. Ein Element ¢ ist gut,
falls t*= E t im isotropen Raum keine grofSen Winkel hat (—Abb. 6.11).

Die Gitterelemente sollten in Richtung der stirksten Kriimmung klein sein und idealerweise
ein Seitenverhiltnis von ,,1: VE* besitzen. So werden viel weniger Elemente benétigt und es
kann eine bessere Genauigkeit als bei gleichseitigen Elementen erzielt werden. Dies gilt sogar
fiir Elemente mit grofSen Winkeln im physikalischen Raum.

Unter gewissen Umstdnden ist ein Seitenverhéltnis von ,1 : & sogar noch besser und wird
von Shewchuk mit ,,superaccuracy” bezeichnet (siehe in [189] — Chapter 2.3, insbes. S. 18).



98 Kapitel 6 Anisotropie und Qualitdt von Gitterelementen

6.5.2 ...im Hinblick auf die Kondition

Eine zu grofle Konditionszahl xder globalen Steifigkeitsmatrix K beeintrachtigt die iterativen
Methoden. kist der Quotient aus grofitem und kleinstem Eigenwert von K. (= Gl. (6.14)).

K K

K = )‘max / 7\.m1n (614)
N K ' t

MAX Ky S Mgy < T Max Ny qx (6.15)

Der kleinste Eigenwert Km i, ist von der Elementform unabhéngig und héngt von der GrofSe
der verwendeten Elemente ab.

Der groﬁte Eigenwert von K ist k max Dieser ist abhdngig vom groBten maximalen Eigenwert
max N ,.c der einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen K;. Dies ist in der Abschidtzung von Fried
zu sehen (siehe in G1.(6.15) bzw. [59]). Darin ist m die maximale Anzahl von Elementen, die an
einem Vertex des Gitters zusammensto@en Eine einzige Elementsteifigkeitsmatrix mit sehr
groflem maximalen Eigenwert km 2x €rhoht somit den maximalen Eigenwert klfn der globa-
len Steifigkeitsmatrix. Die Kondition kann also von einem einzigen schlecht geformten Ele-
ment abhangen.

Beziiglich der Elementform ldsst sich bei Betrachtung der Elementste1f1gke1tsmatrlzen zeigen,
dass kleine Winkel )\.t 2, €rhohen ([189], S. 31). Die Elemente ,,cap”, ,sliver”, , pancake” und
,wedge” in Abb. 3.13 b ,¢,d,f (S. 32) sind mit ihren extrem spitzen dihedralen Winkeln bzgl. der
Kondition demnach ungeeignet. Im Gegensatz dazu schadet weder das Element , spindle”
(Abb. 3.13a) mit seinem Winkel nahe 180° noch das Element ,,thorn” (Abb. 3.13e) der Kondition
nicht.

Im 3D-Fall kommt neben dem Formaspekt noch der GroBenaspekt hinzu, da km 2x Proportio-
nal zur Lange der langsten Gitterkante [,,,,, ist. In 3D sind bzgl. der Kondition grofie Gitterele-
mente also wichtiger als kleine Elemente.

Bei Anisotropie der PDG empfiehlt Shewchuk eine Transformation F (siehe [189]—Chapter
3.2), die die Punkte des physikalischen Raums in einen isotropen Raum transformiert. Dabei
ist der isotrope Raum gemeint, in dem die Koeffizienten der PDG isotrop sind und nicht not-
wendigerweise die Losung. Sowohl sehr grofe als auch sehr kleine Winkel eines Elements ¢
konnen problemlos sein, sofern f=F t in besagtem isotropen Raum gut aussieht. Im Gegen-
satz dazu konnen gleichseitige Elemente bzgl. der Kondition problematisch sein und lange,
diinne aber gut orientierte Elemente konnen unter Umstdnden sogar optimal sein fiir die Mi-
nimierung von )\I,(n 4 und die Konditionszahl k.

6.5.3 ...im Hinblick auf den Diskretisierungsfehler

Bei der Numerik von PDGen ist der Diskretisierungsfehler (vgl. Einleitung von Kap. 6.5) in
globaler Weise beschrédnkt. Ein schlechtes Element wirkt sich stets auf seine Nachbarschaft
und unter Umstdnden auf das gesamte Gitter aus.

Der Diskretisierungsfehler ist tiblicherweise (um einen konstanten Faktor) kleiner als der In-
terpolationsfehler und ist tiber die PDG mit dem Interpolationsfehler gekoppelt. Der Diskreti-
sierungsfehler ldsst sich mit Fehlerschranken des Interpolationsfehlers begrenzen (siehe in
GL. (6.16). Die Gewichtung von u-v;, gegentiber Vu-Vv, hingt von den Koeffizienten der PDG
ab [189].
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Idealerweise sollte die Approximation u, bei Verfeinerung des Gitters gegen u konvergieren
und damit der Diskretisierungsfehler u-u;, gegen 0 gehen. Diese Konvergenz tritt nur dann
auf, wenn auch die Interpolationsfehler u-v;, und Vu- Vv, gegen 0 konvergieren. Elemente mit
grofien Winkeln sind fiir den Diskretisierungsfehler u-u;, also ebenfalls kritisch.

1

2 2 2
u—u s|u-v < Vii|u-v +|Vu-Vo
sl g <=2l (;E:TAM Lt Fe=vull,)| 610

6.5.4 Allgemeine Anmerkungen

Es folgen einige allgemeine Anmerkungen und Empfehlungen aus der Arbeit von J.
Shewchuk, die bzgl. der Qualitit von Gitterelementen zu berticksichtigen sind:

e Nach Shewchuk hingen Interpolationsfehler, Diskretisierungsfehler und die Kondition ne-
ben der Elementform stets auch von der Elementgrofie ab. Bei groflen Elementen wirkt sich
eine schlechte Elementform viel stirker aus wie bei kleinen Elementen. Bei der Qualititsbe-
trachtung eines Gitters sind somit grofle Elemente wichtiger als kleine Elemente.

e Oftmals fithren scheinbar ,,schone” Gitter dennoch zu Problemen, weil sie ein paar schlechte
Elemente besitzen. Bereits ein einziges schlechtes Element kann die numerische Simulation
ernsthaft beeintrdchtigen, wenngleich alle anderen Elemente gut sind. Es ist also ratsam,
schlechte Elemente génzlich zu vermeiden. Die Auswirkung solcher Ausreifler hangt aller-
dings entscheidend von der verwendeten Losungsmethode im numerischen Prozess ab.

e Sprunghafte Anderungen der ElementgroBe sind zu vermeiden und es ist vorteilhaft, einen
allméhlichen Ubergang von kleinen auf grofle Elemente zu schaffen, d.h. gradierte Gitter
zu verwenden [67, 98].

e Bei der Suche nach einem guten Gitterelement muss man sich bewusst machen, dass die
beschriebenen Teilaspekte bzgl. der Gitterelementqualitit nicht immer zusammenpas-
sen. Deshalb muss man Priorititen setzen, wie folgende 3 Beispiele zeigen:

— Beim Interpolations- und Diskretisierungsfehler lassen sich die Effekte schlecht geform-
ter Elemente durch Verwendung kleinerer Elemente kompensieren. Beztiglich der Kon-
dition ist das nicht moglich.

— Der ideale , aspect ratio” und die ideale Orientierung eines Gitterelements stimmen be-
ztiglich des Interpolationsfehlers und beziiglich der Kondition nicht immer tiberein.

— Bei Shewchuks , superaccurate elements” verhilt sich der Diskretisierungsfehler teilwei-
se widerspriichlich zum Interpolationsfehler und zur Kondition.

e Fiir die Qualitéitsbeschreibung eines Elements kann es sinnvoll sein, mehrere Mafle vorzu-
geben oder sogar ein kombiniertes Ma83, das ein gewichtetes harmonisches Mittel diverser
Einzelmafie berechnet.
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6.5.5 Qualitatsmafse

Qualitdtsmafie werden fiir Knotenplatzierungen, Glattungen, Transformationen, Verfeinerun-
gen oder zum Vergleich von Gitterelementen verwendet. Jonathan Shewchuk unterscheidet in
[189] zwischen zwei Arten von Qualitidtsmafien:

e Skalierungsinvariante Mafle (,,scale-invariant measure”) bewerten insbesondere die Ele-
mentform und berticksichtigen die Elementgrofe nicht.

e ,size-and-shape” Qualitdtsmafle berticksichtigen die Elementgrofie und die Elementform in
einer Zahl (— von Shewchuk favorisiert [189]).

Wihrend skalierungsinvariante Mafle schlechte Winkel stets streng benachteiligen, wird bei
,size-and-shape” QualititsmaBien die Restriktion bzgl. der Elementform allmé&hlich gelockert,
wenn die Elemente kleiner werden (z.B. sinnvoll zur Vermeidung einer ,,Uberverfeinerung”).
Andererseits bergen ,,size-and-shape” Qualitdtsmafle aber auch die Gefahr, dass beim Glitten
gradierte Gitter uniformer werden als gewiinscht und dass die Elementanzahl des Gitters
nicht berticksichtigt wird. Shewchuk schlidgt diesbeziiglich vor, er ein bestimmtes Element ¢
zuerst uniform auf ein Volumen von 1 zu skalieren bevor die , size-and-shape”-Qualitdtsmes-
sung durchgefiihrt wird.

Die Tab. 6.4 zeigt , scale-invariant” und ,,size—and—shape” Qualitidtsmafle fiir Tetraeder nach
Shewchuk [189] basierend auf Reziprokwerten von Interpolationsfehlerschranken bzw. maxi-
malem Eigenwert.

N T [|[Vi - vo|.. Kondition
. y 7 :
. 2 Ay sign(V)—
a - \ m=1 A
size and shape 5 , 2 ‘ mgx‘
Ct Tne : Ct( A.A. 1+ 6|V| max; A-l--) )

. ! 1si§}gi 7 ’,-;- 7Y or zero if V=0

! : 4 /4 :

v 2 An v
“scale-invariant . - ' m= 3/4

' i TS aal ce Al Y oo

. DAAL + max;y, Al
1<i<j<4 J#i . orzeroif V=0

Tab. 6.4 Qualititsmafle fiir Tetraeder aus J. Shewchuk [189]—>Tab. 6.4 *

Auflerdem gibt Shewchuk in [189—Tables 7, 8] eine Ubersicht und kritische Beurteilung eini-
ger skalierungsinvarianter Qualitdtsmafie. Dabei weist er auf Merkmale eines guten Qualitéts-
mafes g hin:

e Fiir degenerierte Elemente sollte 4=0 sein und mit zunehmender Elementqualitdt sollte g
groBer werden, maximal jedoch den Wert 1 liefern. Wenn ein Qualitdtsmaf8 dies erfiillt und
zudem skalierungsinvariant ist, dann spricht Fried [59, 189] von einem , fair measure”.

e Ein Qualitdtsmaf3 g sollte fiir die meisten degenerierten Elemente einen finiten Gradienten
ungleich 0 besitzen. Das Maf$ in Abb. 6.12¢ hat dagegen einen finiten Gradienten der fiir de-
generierte Elemente 0 wird.

* T entspricht R in Kap. 6.3.1
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Abb. 6.12 Hohenlinienplots einiger Qualititsmafie fiir einen Tetraeder mit den Vertizes (0, 0, 0),
/3/2,1/2,0), (V3/2,-1/2,0), (x, 0, z) zur Erlduterung der Eigenschaften von Qualititsmafien
(aus der Arbeit [189] von J. Shewchuk — Fig. 16, Fig. 20 und Fig. 21)

* Qualitdtsmafle mit infiniten Gradienten wie bspw. das Mafs in Abb. 6.12d konnen die Stabi-
litdt numerischer Optimierungsalgorithmen beeintréchtigen, falls das Ausgangsgitter dege-
nerierte oder invertierte Elemente besitzt. QualititsmafSe sollten daher keinen infiniten Gra-
dienten besitzen.

e Die Glattheit eines Qualitdtsmafes ist wichtig fiir den Optimierungsalgorithmus beim Glat-
ten. Die Mafle in Abb. 6.12a und Abb. 6.12b sind dagegen nicht glatt.

e Ein Qualitdtsmaf g sollte quasikonvex sein, d.h., dass die Punkte innerhalb einer Héhenlinie
eine konvexe Punktmenge bilden miissen. Die Mafle in Abb. 6.12b und Abb. 6.12d sind da-
gegen nicht quasikonvex.

Die beiden Maf3e in Abb. 6.12b und Abb. 6.12d werden von J. Shewchuk besonders kritisiert.
Das Maf$ in Abb. 6.12b liefert fiir ein flaches , sliver”-Element (siche Abb. 3.13c, S. 32) den Wert
1 und fiir ein flaches , cap”-Element (—Abb. 3.13b, S. 32) den Wert 2/3. Der infinite Gradient
beim Maf in Abb. 6.12d bedroht die Stabilitdt von numerischen Optimierungsalgorithmen
und kann fatal sein, falls das Startgitter degenerierte Elemente besitzt.

Im Gegensatz dazu lobt Shewchuk das Maf$ in Abb. 6.12¢, das alle obigen Anforderungen er-
fiillt und zitiert diesbeziiglich die Arbeit von P. Knupp [116].

Abb. 6.12f zeigt ein , size-and-shape” Maf3 von J. Shewchuk ([189]—Fig. 16), das auf dem Re-
ziprokwert einer Schranke fiir den gradientenbasierten Interpolationsfehler basiert (Gl. (6.11)).
Ein extrem flacher , pancake”-Tetraeder (— Abb. 3.13d, S. 32) mit einem extrem spitzen aber
keinem extrem stumpfen Winkel wird von diesem Maf berticksichtigt und positiv bewertet.
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Shewchuk macht bei seiner Analyse der gidngigen Qualitdtsmafle folgende Beobachtungen:

e Ein faires Qualitdtsmaf g kann stets so umformuliert werden, dass in 2D die Flache A bzw.
in 3D das Volumen V im Z&hler von g steht (z.B. Abb. 6.12¢).

* Mafle, deren Gradienten fiir degenerierte Elemente 0 werden, konnen oft an A? oder A3 bzw.
V2, V3 oder V*im Zshler erkannt werden (z.B. Abb. 6.12¢).

e Fiir den direkten Vergleich von Elementen sind die MaBle g und 4 (c>0) gleichwertig. Als
Zielfunktion bei numerischen Optimierungsalgorithmen sind g und ¢° dagegen aufgrund
ihrer unterschiedlichen Gradienten mehr oder weniger gut geeignet.

e Sehr viele Qualitdtsmafie konnen in der Form A°/X bzw. V¢/X dargestellt werden, wobei
selbst fiir die meisten degenerierten Elemente X=0 gilt. Wenn c>1 ist, hat das Maf§ dann
einen Gradienten von 0, wenn A bzw. V gegen 0 geht (vgl. Abb. 6.12c). Wenn c<1 ist, hat das
Maf} dann einen infiniten Gradienten, wenn A bzw. V gegen 0 geht. Zur numerischen Opti-
mierung sind Mafle mit c=1 am besten. Mafle mit c=1 konnen in die Form A/ X1 pzw.
v/ X1 verbessert werden. Das trifft z.B fiir das MaR in Abb. 6.12¢ [32] zu. Dieses Mafs ist fiir
eine numerische Optimierung ungeeignet. Zieht man jedoch die vierte Wurzel, dann erhalt
man ein Maf, das sich eignet.

Fiir weitere Informationen zu Qualitdtsmafen fiir Gitterelemente sei auf [189—Kap.6] verwie-
sen.
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Kapitel 7

Experimente mit Gittern
fiir anisotrope Geoschichtungen

Dieses Kapitel zeigt, dass man mit dem hexaederbasierten Konzept dieser Arbeit und der Me-
thode der vertikalen Kanten Geometrien und Gitter fiir die projektrelevanten komplexen
anisotropen Schichtengebiete der Anwendungsbeispiele aus Kapitel 2 erstellen und in nume-
rischen Simulationen verwenden kann.

Anhand der erzeugten Gitter werden die Anisotropiemafle aus Kapitel 6 ausfiihrlich getestet,
verglichen und diskutiert.

Zudem wird gezeigt, dass mit der vorgestellten Methode im Gegensatz zu tetraederbasierten
Gittergeneratoren extreme Elementwinkel nahe 0° oder 180° tatsdchlich vermieden werden
konnen.

Auflerdem bestitigen alle Experimente den gewtinschten hohen Hexaederanteil des vorge-
stellten Verfahrens.

Hinzu kommen Experimente mit den verschiedenen Werkzeugen wie Create_NxM_Quad_Grid,
Eval_Volume_Area sowie split und SurfaceMerge zur besseren Handhabung und Optimierung
der erzeugten Geometrien und Gitter.

Das Verfahren aus Kapitel 4 wurde urspriinglich fiir Deckgebirge von Salzformationen ent-
wickelt, um dichtegetriebene Grundwasserstromungen und den Radionuklidtransport ober-
halb eines Salzstocks simulieren zu kénnen [41, 42]. Geometrien und Gitter fiir die anisotropen
Schichtengebiete WIPP (—Kap. 7.1), komplex (—Kap. 7.2), Layered (—Kap. 7.3) und Hofer
(—Kap. 7.4) sind Beispiele hierfiir.

Im Rahmen dieser Arbeit stellte sich jedoch heraus, dass das grundlegende Konzept mit verti-
kalen Kanten auch fiir andere anisotrope Schichtengebiete mit anderen Problemstellungen gut
geeignet ist. Sowohl fiir geologische Schichtungen wie bei den Nordseeinseln Norderney
(—Kap. 7.5) und Langeoog (—Kap. 7.6), oder dem Grundwasserbecken von Orange County
(—Kap. 7.7) aber auch fiir anisotrope Schichtungen in Horizontalsilos (—Kap. 7.8) oder im
Willersinnweiher (—Kap. 7.9) kommt das vorgestellte Geometrie- und Vernetzungskonzept
zum Einsatz.
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7.1 WIPP (Waste Isolation Pilot Plant)

WIPP2D.Igm

E 8 48 88

WIPP2D.ng

WIPP_8sclices.ng

24 Prismen,
456 Hexaeder,
D ax—>max = 91,6°

jeweils 8 Elemente in Protrusionsrichtung

Abb. 7.1 Vernetzung und Protrusion eines 2D-Geometriemodells fiir das Gebiet WIPP mit Igm2ng
gemaf Kap. 4.1

In Abb. 7.1 sieht man die 2D Igm-Geometrie WIPP2D.Igm fiir das WIPP-Gebiet in Anlehnung
an [41, 175, 177]. Die Anisotropie des Gebiets, das in Kap. 2.2 genauer beschrieben wird, ist hier
gut ersichtlich. Unter WIPP2D.Igm wird das zugehorige 2D-ng-Gitter WIPP2D.ng dargestellt,
das gemaf3 dem in Kap. 4.1 beschriebenen Ansatz mit der Software Igm2ng [44] erzeugt wurde.
Das Gitter besteht zu 95% aus Vierecken. Wie in Kap. 4.1 beschrieben, entstehen tatséchlich
keine grofien Winkel und 9,,,—max = 91.6°.

Unter dem 2D-Gitter sieht man links die 3D Igm-Geometrie WIPP_8sclices.lgm, die mit Igm2ng
durch eine Protusion mit Ay = 10 km erzeugt wird. Aulerdem wird mit dem Teilungsparame-
ter n = 8 ein zu WIPP_8sclices.Ilgm passendes 3D Gitter mit dem Namen WIPP_8slices.ng erzeugt
(Abb. 7.1 rechts unten). Es besteht zu 95% aus Hexaedern und besitzt je 2D Element aus
WIPP2D.ng 8 Gitterelmente in Protrusionsrichtung. Mit n =4 und Ay = 10 km wird ein zweites
Gitter (WIPP_4sclices.ng) erzeugt, welches nur 4 Elemente in Protrusionsrichtung besitzt (vgl.
Kap. 4.1).

In Tab. 7.1 sind die Anisotropiewerte K, ¥, P sowie die dihedralen Winkel 9, und 9,,, gemaf
Kapitel 6 fiir die Gitter WIPP_4sclices.ng, WIPP_8sclices.ng berechnet.

AuBerdem wird das Gitter WIPP_2863.ng mit der Software ARTE [62, 63, 64] generiert (—Tab.
7.1), das im Gegensatz zu Igm2ng tiberwiegend Tetraeder erzeugt und lediglich in extrem diin-
nen Schichten wie Magenta Dolomit und Culebra Dolomit (vgl. Abb. 2.1, S. 10) vertikal orientierte
Prismen vom Typ Abb. 6.1—Pr¢,Pr, verwendet. Die Anisotropiewerte K, ¥, P sowie die dihe-
dralen Winkel 9,,, und 9,,, fiir WIPP_2863.ng sind in Tab. 7.1 rechts zum Vergleich angegeben.



Kapitel 7 Experimente mit Gittern fiir anisotrope Geoschichtungen 105

Gittername : WIPP_4sclices.ng WIPP_8sclices.ng WIPP_2863.ng

(—Abb. 7.1) [62, 63, 64]

#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H) 240 (0.0, 0.0, 5.0, 95.0) 480 (0.0, 0.0, 5.0, 95.0) 2863 (76.04, 0.28, 23.68, 0.0)

K(E;) : max, min, & (— Kap. 6.1) 1278.7,13.6, 239.8 1278.7,13.6, 218.6 581.6, 1.5, 50.4

W(E;) : max, min, & (— Kap. 6.2) 12.52,3.55,7.31 11.17,3.27, 6.55 17.69, 2.83, 6.80

P(E;) : max, min, & (— Kap. 6.3) 1196.17, 22.28, 250.11 1145.83,18.17, 201.49 1803.01, 11.98, 133.40

Urax(E;) : max, min, & (— Kap. 6.4) 91.6°, 90.0°, 90.4° 91.6°,90.0°, 90.4° 179.5°, 89.7°, 149.1°

Ohnin(E;) : min, max, & (— Kap. 6.4) 0.8°, 89.9°,85.1° 0.8°, 89.9°,85.1° 0.05°, 73.6°, 10.6°

Tab. 7.1 Anisotropiewerte K, ¥ und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypen fiir 3 verschiedene Gitter zum WIPP-Gebiet

Bei den Gittern WIPP_4sclices.ng und WIPP_8sclices.ng haben 5% der Elemente dihedrale Win-
kel mit 8, < 2°, die aber nie kleiner als 9,,,—~min = 0.8° werden. Bei allen anderen (95%) Ele-
menten liegt 9, zwischen 80° und 90° (9,,,—>< = 85.1°). Bei dem Netz WIPP_2863.ng [62, 63,
64], welches grofitenteils aus Tetraedern besteht, besitzen dagegen 44% der Gitterelemente ein
Bpin < 2° und 9,,;,,—>min = 0.05°. Auch 0,,,, >3 =10.6° ist bei WIPP_2863.ng deutlich kleiner als
bei den beiden hexaederbasierten Gittern.

Zieht man die geometriebedingten Winkel in Betracht, erkennt man in einer Untersuchung der
2D-Igm-Datei mittels Kosinussatz fiir die 3 oberen Schichten folgende Winkel an den 3 ausbeis-
senden Stellen (vgl. Abb. 2.1 in Kap. 2.2): oberste Schicht Dewey Lake: 0.75°; zweitoberste
Schicht Forty Niner: 0.85°; dritte Schicht Magenta Dolomit: 0.92°. Damit ist erwiesen, dass die
Minimalwinkel 9,,,—min bei den beiden Gittern aus Igm2ng nicht besser sein kénnen und dass
beim ARTE-Gitter WIPP_2863.ng die Minimumwinkel 9,,, durch Verwendung der flachen
Tetraeder so klein werden. Wie in Kap. 3.4 erldutert, ist dieses Phdnomen kleiner Winkel bei
Tetraedernetzen fiir anisotrope Geometrien typisch.

Bzgl. ¥,.., haben die Gitterelemente von WIPP_4sclices.ng und WIPP_8sclices.n durchweg Win-
kel, die 90° nur wenig tibersteigen und es gilt ©,,,—max = 9,,,,—min. Das Netz WIPP_2863.ng
[62, 63, 64] weist dagegen recht unterschiedliche Maximumwinkel auf. Der Durchschnitt
V™D = 149.1° ist im Gegensatz zu den Igm2ng-Gittern sehr grofs und 6.35% der Elemente
besitzen sogar ein 9,,,,—max > 178°. Das bestatigt die in Kap. 3.4 beschriebene Gefahr grofier
Winkel bei Tetraedern fiir anisotrope Gebiete.

Beim Anisotropiemafs K fallen die Ergebnisse fiir die beiden Gitter WIPP_4sclices.ng und
WIPP_8sclices.ng 4 bis 5 mal grofler aus wie beim tetraederbasierten Gitter WIPP_2863.ng .
Dieses Missverhaltnis bestitigt die in Kap 6.1 beschriebene Kritik am Maf K, das bestimmte
Tetraeder viel zu gut bewertet. Bei den neuen Anisotropiemafsen ¥ und P ist die Diskrepanz
erfreulicherweise viel geringer.

Die gezeigten Geometrien und Gitter WIPP_4sclices.lgm/ng und WIPP_8sclices.lgm/ng und das
in Kap. 4.1 beschriebene Verfahren werden im Préaprozess diverser Simulationen des Trans-
ports salinen Wassers fiir das WIPP-Gebiet eingesetzt. Unter anderem besteht das Ziel, mit den
Rechnungen die Ergebnisse der Untersuchung [175] moglichst gut nachzuvollziehen. Beziig-
lich der Simulationen sei auf die Arbeiten [177 und 178] hingewiesen. Neben diesen prakti-
schen Anwendungen dienen die Gitter der Untersuchung moderner numerischer Verfahren
wie beispielsweise Punkt Block ILU ([103]—6.1).



106 Kapitel 7 Experimente mit Gittern fiir anisotrope Geoschichtungen

7.2 komplex

Die Erzeugung der Dateien komplex_2D.ng, komplex_3D.Igm und komplex_3D.ng erfolgt mit der
Software Igm2ng (siehe Kap. 4.1 und Abb. 4.3 sowie [44]).
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c) komplex_3D.lgm d) komplex_3D.ng

V,..—max =
113.52°

1440 Prismen, 21168 Hexaeder,
jeweils 16 Elemente in Protrusionsrichtung

Visualisierung mit GRAPE [76]

Abb. 7.2 Geometrien und Gitter fiir das Gebiet komplex, 30fach iiberhohte Darstellung

Zur besseren Darstellung der anisotropen Schichten sind die Geometrien und Gitter fiir
komplex in Abb. 7.2 30-fach tiberhcht abgebildet.

Abb. 7.2a zeigt das zweidimensionale anisotrope Schichtengebiet komplex_2D.lgm, das in Ka-
pitel 2.3 eingefiihrt wird (—Abb. 2.2).

Rechts daneben zeigt Abb. 7.2b das 2D Gitter komplex_2D.ng bestehend aus 90 Dreiecken und
1323 Vierecken gemédfl dem Verfahren mit vertikalen Kanten aus Kap. 4.1 (vgl. Abb. 4.1 und
Abb. 4.2).

Eine Geometrieprotrusion (vgl. Kap. 4.1 und Abb. 4.4) mit y,,; = 0 und y,,,; = 7000 fithrt zu
der ,,2.5D” Geometrie komplex_3D.Igm, die in Abb. 7.2c mit GRAPE [76] visualisiert wird.

Auflerdem wird in Abb. 7.2d das 3D Gitter komplex_3D.ng mit n = 16 erzeugt. Zu jedem 2D Ele-
ment aus komplex_2D.ng werden 16 Gitterelemente in Richtung der dritten Raumdimension er-
zeugt (vgl. Kap. 4.1 und Abb. 4.5). Es entstehen 1440 Prismen und 21168 Hexaeder.
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Gittername : komplex_3D.ng WIPP_8sclices.ng
(—Abb. 7.2d) (—Abb.7.1)

#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H) 22608 (0.0, 0.0, 6.37, 93.63) 480 (0.0, 0.0, 5.0, 95.0)
K(E;) : max, min, & (— Kap. 6.1) 1362.22, 8.75, 115.96 1278.7,13.6, 218.6
Y(E;) : max, min, & (— Kap. 6.2) 13.78, 2.94, 4.60 11.17,3.27, 6.55

P(E;) : max, min, & (— Kap. 6.3) 1395.45, 8.87, 95.64 1145.83, 18.17, 201.49
Ohnax(E;) : max, min, @ (— Kap. 6.4) 113.52°, 90.0°, 91.6° 91.6° 90.0°, 90.4°
Onin(Ey) : min, max, & (— Kap. 6.4) 0.37°, 89.98°, 82.92° 0.8°,89.9°, 85.1°

Tab. 7.2 Anisotropiewerte K, ¥ und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypen fiir komplex_3d.ng (zum Vergleich: Werte fiir WIPP_8slices.ng aus Tab. 7.1)

Fir das Gitter komplex_3D.ng (—Abb. 7.2d) werden in Tab. 7.2 die Anisotropiewerte K, ¥, P
sowie die dihedralen Winkel 9,,,, und 9,,, gemaf Kapitel 6 berechnet. In der rechten Spalte
sind zum Vergleich nochmals die Ergebnisse fiir WIPP_8sclices.ng aus Tab. 7.1 angegeben.

Aus Abb. 7.1 und 7.2 bzw. Abb. 2.1 und 2.2 sind die Groenverhiltnisse der beiden Gebiete
Domain komplex und Domain WIPP zu entnehmen. Dabei zeigen die Gesamtabmessungen der
Gebiete, dass das Domain komplex mit ca. 6000m : 150 m weniger anisotrop ist als das Domain
WIPP mit ca. 32000 m : 400 m. Zudem besitzt das Gitter komplex_3D.ng wesentlich mehr Ele-
mente als WIPP_8sclices.ng. Andererseits sind die 63 Subdomains des Domain komplex viel kom-
plexer angeordnet als beim Domain WIPP. Die Schichten beim Domain komplex streichen alle
aus (bis auf Subdomain 4). Teilweise liegen beim Domain komplex bis zu 15 Schichten tiberein-
ander und einzelne Schichten weisen Méchtigkeiten von lediglich 1 bis 3 Metern auf. Das Ver-
héltnis von Prismen zu Hexaedern der beiden Gitter ist dhnlich.

Entsprechend dieser Betrachtungen sind die Anisotropiewerte K, ¥ und P bei den Gitterele-
menten von komplex_3D.ng im Durchschnitt (— ) kleiner als bei WIPP_S8slices.ng. Die Extrem-
werte (—max bzw. —min) sind dagegen bei komplex_3D.ng grofer (—max) bzw. kleiner
(—min) als bei WIPP_8slices.ng.

Es folgen einige Kommentare und Ergdnzungen zu den Anisotropieergebnissen fiir
komplex_3D.ng;:

e Bzgl. dem Kantenlangenverhiltnis K gilt fiir ~15% der Elemente K > 200 und fiir ~2.5% der
Elemente K > 500. Fiir ca. 6% der Elemente ist K < 20 und bei ~1.06% der Elemente (240) ist
K <10.

e Etwa 1.1% der Elemente (256) haben ein ¥(E;) > 10. Etwa 1.8% der Elemente (400) haben
ein¥(E;) < 3.

e Die extrem kleinen Werte fiir P->min treten insbesondere bei den Hexaedern auf. Uber 7%
der Hexaeder haben ein P—min < 20. Fiir ~1.2% der Hexaeder (256) ist P—min < 10. Im Ge-
gensatz dazu ist bei den Prismen P—min = 22.36. Die extremen Werte fiir P—>max treten ins-
besondere bei den Prismen auf. 3.3% der Prismen (48) haben ein P—max > 1000 und 2.2%
der Prismen (32) haben ein P—max > 1300. Im Gegensatz dazu ist bei den Hexaedern
P—max = 646.85.
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Beziiglich der Elementwinkel gilt, dass beim Gebiet komplex 0,,,,—~max grofer und 9,,,—>min
kleiner ist als beim WIPP-Gebiet. Dies ist mit der hoheren Komplexitit der anisotropen Schich-
tenfolge beim Gebiet komplex zu begriinden.

Die Elementwinkel fiir komplex sind aber dennoch gut geeignet. Es ist 9,,,—@ = 91.6°. Fiir
99.15% der Elemente gilt ¥,,, < 100°. Der grofite Winkel ist 9,,,—max = 113.52° und tritt im
Teilgebiet 40 auf (—Abb. 7.2a und besser in Abb. 2.2, S. 11). Aufgrund der zahlreichen Aus-
streichungen der Domain komplex besitzen ungefdhr 6% der Elemente geometriebedingt ein
B < 10°. Der Grofteil der Elemente (ca. 93%) weist jedoch ein 9., zwischen 80° und 90° auf
und es gilt 9,,,—J = 82.92°. Die Winkel von komplex_3D.ng sind fiir numerische Simulationen
also bestens geeignet.

Mit Erzeugung der Igm-Geometrien und ng-Gitter fiir das Gebiet komplex ist die Tauglichkeit
der Software Igm2ng [44] bzw. des in Kap. 4.1 vorgestellten Verfahrens auch fiir ein Gebiet mit
realistischer Komplexitit gezeigt. Die Gitter kénnen fiir numerische Simulationen von dichte-
getriebenen Grundwasserstromungen [41, 103] sowie fiir Simulationen von Transport und Re-
aktion von radionukliden Schadstoffen [42, 61] auf diesem komplexen anisotropen Schichten-
gebiet in UG verwendet werden.
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7.3 Layered

#Elemente(%Pr, %H)| 1890 (7.9, 92.1)

K(E;): max, min, & 2.86, 1.07, 1.60

|W(E;): max, min, & 2.84, 245, 249

P(E;): max, min, & 4.25, 1.80, 2.36

Onmax(Ej): max, min, &|119.9°, 90.0°,100.50°

6 km . Ohnin(E;): min, max, @| 23.5° 88.0°, 76.0°

Abb. 7.3 Gitter Layered_1890.ng mit Ergebnissen fiir Elementanzahl, K, ¥, P, 9,,,, und O,

Zusitzlich zu einer sehr komplexen Schichtenfolge wie beim Gebiet komplex (—Kap. 7.2) be-
steht zur numerischen Untersuchung der Gorlebener Rinne der Wunsch nach einem wesent-
lich einfacheren Modellgebiet. Das Ziel ist, auf einem vereinfachten 3D Gebiet aus
grundwasserleitenden und grundwasserhemmenden Schichten folgendes zu untersuchen:
Numerische Fragestellungen zu Dichtestromungen oberhalb eines Salzstockes [41, 103], den
Radionuklidtransport von mehreren Komponenten [42, 61] und Aspekte der Parallelisierung
[61, 121].

Dazu wird der synthetische Testfall Layered konzipiert, der die Uberstrémung eines Salzstok-
kes in einem Deckgebirge aus 3 Einheiten beschreibt. Layered besitzt einen sehr gut leitfahigen
Aquifer (in Abb. 7.3 dunkelblau) unmittelbar tiber dem Salzstock. Dieser Aquifer ist durch ein
Fenster in der schwach durchlédssigen Trennschicht (die beiden hellbraunen ,Zungen” in Abb.
7.3) mit einem weiteren sehr gut leitfahigen Aquifer (in Abb. 7.3 hellblau) verbunden. Auf8er-
dem wird das Gebiet Layered im Vergleich zum realitdtsnahen Gebiet komplex um Faktor 10 in
Z-Richtung skaliert (1.5 km anstatt 150 m; vgl. Abb. 7.3 mit Abb. 7.2).

Fiir dieses Gebiet ist ganz bewusst ein anndhernd isotropes Gitter gesucht. So besteht hier die
Moglichkeit, zu sehen, wie sich die Parameter K, ¥ und P fiir isotrope Elemente verhalten.

Wéhrend bei der Vernetzung von komplex die Methode aus Kap. 4.1 verwendet wird, kommt
beim Gebiet Layered (— Abb. 7.3) das Verfahren gemaf Kap. 4.2 ff. zum Einsatz. Die Méachtig-
keitsdateien sind so gewahlt, dass keine Pyramiden und keine Tetraeder entstehen (vgl. Abb.
4.20). Das erzeugte Gitter Layered_1890.ng besteht ausschlieSlich aus Hexaedern (92.1%) und
Prismen (7.9%). Man beachte, dass bei diesem Gitter die Knoten der tibereinander angeordne-
ten Trennflachen nicht exakt tibereinanderliegen. Die Software CLDM [207] kann solche
Trennflichen dennoch verarbeiten. Die beiden Aquifere werden gemdf8 der Vorgehensweise
aus Kap. 4.5 so unterteilt, dass isotrope Elemente entstehen.

Die Resultate der Anisotropiewerte K, ¥ und P fiir Layered_1890.ng (Abb. 7.3 — rechts) kom-
men den Ergebnissen fiir Einheitselemente ziemlich nahe (vgl. Kap. 6.1, 6.2, 6.3.4 u. Abb. 6.10).
Auch die Winkeleigenschaften sind vorteilhaft. Es sind 9,,,—min = 23.5°, 9, ,,—»max = 119.9°
und 9,,,—< = 100.50°. Das Gitter Layered_1890.ng hat also nahezu perfekte Elemente und ist
fiir numerische Untersuchungen wie z.B. in [61] bestens geeignet.
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7.4 Hofer
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Abb. 7.4 Hybrides Gitter aus 2421 Elementen fiir das Deckgebirge iiber dem Salzstock Hofer

In Kapitel 3 werden die Lage, Entstehung, Ausdehnung und Art der anisotropen Schichten
oberhalb des Salzstocks Hofer beschrieben.

Fiir dieses Deckgebirge wird ein Gebiet von 5 km Breite, 7 km Lange und bis zu 230 m Hohe
modelliert. Aus dem Archiv des Niedersichsischen Landesamtes fiir Bodenschutz werden die
Ergebnisse von 33 Bohrungen unterschiedlicher Tiefe und einige zusitzliche Stiitzstellen ver-
wendet. Leider gibt es wenig tiefe Bohrungen und zudem konzentrieren sich diese Bohrungen
nur auf wenige Teilbereiche. Man kann allerdings von einer relativ gleichmégigen Struktur
des Deckgebirges auszugehen und in Gebieten geringer Datendichte Stiitzstellen hinzuzufi-
gen [177]. AuBBerdem konnen geostatistische Verfahren eingesetzt werden (siehe Kap. 4.2).

Ausgehend von diesem Datenmaterial werden gemafS der in den Kapiteln 4.2 bis 4.7 beschrie-
benen Vorgehensweise mehrere Igm-Geometrien und ng-Gitter fiir das , Hofer-Gebiet” erzeugt
(— Abb. 7.4 und Tab. 7.3).

Bei Betrachtung des Gitters von unten (— Abb. 7.4 rechts unten) erkennt man sogar den
,Abdruck” des Salzstocks (vgl. Kap. 2.4 auf S. 12, 2ter Absatz). Die Basisschicht unmittelbar
tiber dem Salzstock weist daher eine stark variierende Machtigkeit auf (vgl. Abb. 2.3).

Bei den Gittern Hofer_2421.ng und Hofer_1962.ng wird die Basisschicht daher gemé&f der in Ka-
pitel 4.5 beschriebenen Methode in bis zu 3 Lagen aufgeteilt (— Abb. 7.4, Tab. 7.3).

In Tab. 7.3 sind in der zweiten Zeile die prozentualen Aufteilungen nach Elementtypen fiir 4
hybride Gitter des ,Hofer-Gebiets” aufgefiihrt. Es zeigt sich, wie in Kap. 4.6 angekiindigt, dass
der Hexaederanteil deutlich tiberwiegt.
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Gittername : Hofer_1346.ng Hofer_2421.ng Hofer_1962.ng Hofer_3471.ng
(—Abb. 7.4) [62, 63, 64]

#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H) |983 (1.4, 1.5,25.0, 72.1) |2421 (2.0, 3.1, 36.7, 58.2) (1962 (1.6, 3.5, 21.8, 73.1) (3471 (78.7, 1.0, 20.3, 0.0)

K(E;) : max, min, & (— Kap. 6.1) 113.8,2.2,15.8 113.8,4.9,14.0 115.0, 5.0, 14.8 188.2,1.2,10.6
Y(E;) : max, min, & (— Kap. 6.2) 7.58,2.54, 3.34 7.85,2.68, 3.28 7.44,2.71,3.37 18.84, 2.61, 3.90
P(E;) : max, min, & (— Kap. 6.3) 89.98, 3.74, 16.64 93.52, 6.26, 14.87 89.55, 6.72, 16.15 908.64, 3.42, 23.46
BhnaxlE;) : max, min, @ (—Kap.6.4)| 101.1°,90.1°,91.2° 101.1°, 90.0°, 91.4° 101.4°, 90.0°, 91.2° 179.8°, 78.8°, 126.3°
Ohin(E;) : min, max, @ (—Kap.6.4)| 0.9°, 89.9°, 75.2° 0.9°,90.0°, 69.2° 0.9°,90.0°, 75.8° 0.15°, 71.9°, 20.5°

Tab. 7.3 Anisotropiewerte K, ¥ und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypen fiir 4 hybride Gitter zum Deckgebirge iiber dem Salzstock Hofer

AuBerdem wird in Tab. 7.3 deutlich, dass die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden in der Tat
keine zu grofien Winkel fiir 0,,.(E;) erzeugen. So haben 99,9% der Elemente des Gitters
,Hofer_2421.ng” ein 9,,,(E;) < 100° und es gilt 9,,,(E;)»max = 101.1°.

Zum Vergleich wird das Gitter Hifer_3471.ng mit ARTE [62, 63, 64] erzeugt, das grofitenteils
aus Tetraedern, einigen wenigen Pyramiden (als Abschlusselemente) und in diinnen Schich-
ten aus Prismen besteht. Dieses Gitter hat 20 Elemente mit einem 9,,,.(E;) > 177° und 3 Elemente
mit einem 9, (E;) > 179°.

Vergleicht man die 3 hexaederbasierten Gitter in Tab. 7.3 miteinander, liefert Hofer_2421.ng
bzgl. ¥, P und K im Durchschnitt die kleinsten Werte. Eine Erkldrung hierfiir ist, dass bei
Hofer_2421.ng prozentual die meisten Prismen (36.7%) vorkommen. Davon sind 95% vertikal
ausgerichtet, d.h. vom Typ Pr, (— Abb. 6.1 auf S. 77). Solche Prismen liefern fiir ¥ und P ver-
gleichsweise etwas kleinere Werte. (sieche Tab. 6.1 auf 5.77 — W(Pr,) =2.94 < ¥(H;) =3.07
< Y(Py3)=3.17 < Y(Pr3)=3.66 < ¥(T,)=3.74 und P(Pr,)=10.00 <= P(H;)=10.00 < P(Py3)=10.87
< P(Pr3)=10.87 < P(T,)=11.63).

Die verschiedenen Gitter werden in Simulationen beim Kooperationspartner eingesetzt [177].
Es werden dichteabhingige Grundwasserstromungen simuliert (vgl. Einleitung Kapitel 2 und
Kapitel 2.4). Fiir die maximale Salzkonzentration wird ¢ s = 0.260 kg/kg angenommen. Am
oberen Rand wird fiir Druck und Konzentration die Dirichlet-0-Randbedingung verwendet.
An den seitlichen Rindern wird ein hydrostatischer Druck und fiir die Konzentration eben-
falls die Dirichlet-Bedingung ¢ = 0 vorgegeben. Auf der unteren Randfldche wird im Bereich
des Salzstocks die Konzentration ¢ = 1 gesetzt, fiir den tibrigen Bereich gilt die Neumann-0-
Randbedingung.

Die Losung des zeitabhidngigen Problems erfolgt durch das implizite Euler-Verfahren. Mit
dem ILUg-Gldttungsverfahren [220] im Mehrgitteralgorithmus werden die besten Konver-
genzraten erzielt.
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Abb. 7.5 Simulation der Dichtestromung oberhalb des Salzstocks Hofer mit d°f[41]

Als Ergebnis der Modellrechnungen stellte sich erwartungsgemas ein Stromungsfeld ein, das
dem Gefille in den Grundwasserstanden folgt. Man erkennt die Ausbildung einer Laugenfah-
ne in Strdmungsrichtung. In entgegengesetzter Richtung kommt es zu einem dichtebedingten
Abstrom am Salzstockrand und es entsteht eine Konvektionswalze ([177] — S.71).

Die Ausbreitung von Salzwasser als Folge der Grundwasserbewegung wird in mehreren seri-
ellen und parallelen Rechnungen mit bis zu einer Mio. Knoten simuliert.

Obwohl die Konzentrationsfront in der Simulation sehr nahe an den unteren Aquifer heran-
reicht, iiberschreitet die relative Salzkonzentration den Wert von c=0,002 in keinem Punkt.
Dies entspricht den realen Verhéltnissen. Der Aquifer fithrt durchgéngig Wasser mit Trink-
wasserqualitit. Dies ist der Tatsache zu verdanken, dass die Geschwindigkeiten im Aquifer
um zwei bis drei Gré8enordnungen tiber denen in der tertidren Basisschicht liegen.

Neben der Verwendung fiir numerische Simulationen [177], eignen sich die Gitter fiir das
,Hofer-Gebiet” auch als komplexe Gitterbeispiele zum Vergleich der unterschiedlichen Ra-
dienberechnungsverfahren (— Kap. 6.3.5, Hofer_2421.ng in Tab. 6.3, Kooperation mit der TU
Miinchen [21, 46, 80]).

Auch fiir das Zusammenfassen der zahlreichen kleinen , Einzel-Surfaces” zu sinnvollen grofien
Randfldchen (— Kap. 4.7) in Igm-Geometrien sind die erzeugten Hofer-Dateien eindriickliche
Beispiele aus der Praxis. Abb. 4.23 auf S. 52 zeigt diesen Effekt sehr schon fiir die Igm-Datei des
Gitters Hofer_1962.ng .
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7.5 Norderney

200 £5op

Abb. 7.6 Anwendung von SurfaceMerge (— Kap. 4.7 u. [88]) mit einer Igm-Geometrie fiir Norderney

Anhand des Beispiels Norderney kann man in Abb. 7.6 die Effizienz des in Kapitel 4.7 be-
schriebenen Verfahrens bzw. der Software SurfaceMerge [88] zum Zusammenfassen von Rand-
flichen erkennen. Die 1744 Surfaces einer CLDM Ausgabedatei [207] konnen durch
Anwendung von SurfaceMerge [88] auf 30 signifikante Surfaces reduziert werden. Wie Abb. 7.6
zeigt, wird das Gebiet damit viel tibersichtlicher. Aulerdem verbessern sich die Laufzeiten
und die Handhabung im UG-Simulationsprozess.

a) Norderney_1104.ng b) Norderney_1293.ng

¢) Norderney_2388.ng d) Norderney_2202.ng

Abb. 7.7 Vier Gitter fiir das Gebiet Norderney mit hexaederbasiertem (— Kap. 4.2 bis 4.7) und tetra-
ederbasiertem (— [62, 63, 64]) Ansatz

Fiir das Modellgebiet der Insel Norderney (—Kap. 2.5) werden unter anderem die beiden Git-
ter Norderney_1104.ng (— Abb. 7.7 a) und Norderney_2388.ng (— Abb. 7.7 c) mit der hexaeder-
basierten Methode aus den Kapiteln 4.2 ff. erstellt.

Im Gegensatz zu vielen anderen Beispielen ist das zugrundeliegende zweidimensionale NxM
Gitter fiir Norderney nicht kartesisch. Diese Thematik wird in Kap. 4.3 und [105] behandelt.

Beim feineren Gitter Norderney_2388.ng wird das Pliozédn (siehe Abb. 2.5) in 3 Subschichten
und das Pleistozén in 2 Subschichten geméf dem Verfahren aus Kapitel 4.5 aufgeteilt.
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Gittername :

Norderney_1104.ng
(— Abb. 7.7 a)

Norderney_1293.ng
(— Abb.7.7b)

Norderney_2388.ng
(— Abb.7.7 ¢)

Norderney_2202.ng
(— Abb. 7.7 d)

#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H)

1104(1.3, 1.5, 16.1, 81.1)

1293(100, 0.0, 0.0, 0.0)

2388(0.6, 0.6, 12.8, 86.0)

2202(85.4, 0.5, 14.0,0.0)

K(E;): max, min, & (— Kap. 6.1) |221.57, 1.23, 2859 | 247.81,1.57,5.88 99.32,1.39, 18.57 239.30, 1.48, 13.60
Y(E;): max, min, & (— Kap. 6.2) 8.60, 246, 357 | 1539,2.86,5.77 7.08,2.51, 3.45 39.22,2.80,4.72
P(E)): max, min, & (— Kap. 6.3) [269.06, 1.93, 26.98 |1288.03,4.77, 86.83 115.65, 2.27, 20.14 108473.6, 4.36, 112.47

179.53°, 89.94°, 159.72°

131.82°,89.98°, 99.77°

179.98°, 89.78°, 144.74°

Onax(Ej): max, min, & (— Kap. 6.4)| 127.91°, 89.98°, 100.19°

Bhin(E;): min, max, & (— Kap. 6.4)| 0.55°, 89.95°, 69.08° 0.11°, 43.85°, 6.73° 0.67°,90.0°, 72.6° 0.03°, 59.01°, 14.86°

Tab. 7.4 Anisotropiewerte K, ¥ und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypen fiir 4 hybride Gitter zum Gebiet Norderney

In Tab. 7.4 sind die Anisotropiewerte K, ¥, P, die dihedralen Winkel 9., und 9,.., sowie die Ele-
mentanzahl fiir die beiden nach Kapitel 4 erstellten Gitter Norderney_1104.ng (— Abb. 7.7 a)
und Norderney_2388.ng (— Abb. 7.7c) angegeben. Zum Vergleich werden mit
Norderney_1293.ng (— Abb. 7.7 b) und Norderney_2202.ng (— Abb. 7.7 d) zwei tetraederbasier-
te Gitter betrachtet, die mit den Verfahren aus [62, 63, 64] erstellt sind.

Die Ubersicht ,, #Elemente (%T, %Py, %Pr, %0 H)" zeigt die unterschiedlichen Elementverteilun-
gen mit den grofien Hexaederanteilen von ca. 81% bei Norderney_1104.ng und 86% bei
Norderney_2388.ng sowie den grofsen Tetraederanteilen von 100% bei Norderney_1293.ng und
ca. 85% bei Norderney_2202.ng.

Ahnlich den Experimenten zu WIPP (—Kap. 7.1) und zu Hofer (—Kap. 7.4) sind auch fiir das
Modellgebiet Norderney die Winkel bei den Gittern mit dem hexaederbasierten Ansatz deut-
lich besser als bei den Gittern mit dem tetraederbasierten Ansatz:

Bei den Minimumwinkeln gelten fiir die beiden groben Gitter ¥,,,—J(Norderney_1104.ng) >>
Vi D (Norderney_1293.ng) und fiir die beiden feinen Gitter 9,,,—J(Norderney_2388.ng) >>
Oin—>D(Norderney_2202.ng). Ahnlich gelten bei den Maximumwinkeln fiir die beiden groben
Gitter 0,,,,—~J(Norderney_1104.ng) << 9,,,,—(Norderney_1293.ng) und fiir die beiden feinen
Gitter 9,,,,—3(Norderney_2388.ng) << 0,,.,—3(Norderney_2202.ng). Bei Norderney_1293.ng ha-
ben 8.5% der Elemente ein 9,,, > 178° und 1.1% (14 Elemente) haben sogar ein 9,,,, > 179°. Im
Gegensatz dazu gilt bei Norderney_1104.ng 9,,,, < 128° und lediglich fiir 2.81% der Elemente ist
Opax > 120°. Beim Gitter Norderney_2202.ng haben 1.8% der Elemente ein 9,,,, > 178° und 0.77%
(17 Elemente) haben sogar ein 9, > 179°. Im Gegensatz dazu gilt bei Norderney_2388.ng
Ve < 132° und nur fiir 3.14% der Elemente ist 9, > 120°.

Die extremen Winkelverhiltnisse bei Norderney_1293.ng und Norderney_2202.ng sollten sich
auch in den Anisotropiebeschreibungen wiederspiegeln. Dies ist fiir das Kantenverhéltnis K
aber nicht der Fall und es gelten sogar K—@(Norderney_1104.ng) >> K—(Norderney_1293.ng)
sowie K—J(Norderney_2388.ng) > K—J(Norderney_2202.ng). Hier bestétigt sich einmal mehr
die Kritik am Anisotropiemaf$ K bzgl. Tetraedern und Pyramiden (vgl. Kap. 6.1 ff.). Im Gegen-
satz zum Kantenverhiltnis K sind die Ergebnisse mit den Anisotropiemaien¥ und P bei den
hexaederbasierten Gittern kleiner als bei den tetraederbasierten Gittern.
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#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) [1376(1.0, 1.2, 15.0, 82.8

K(E;): max, min, & (— Kap. 6.1) 99.32,1.23,22.25

Y(E;): max, min, & (— Kap. 6.2) 7.08,2.46, 3.55

P(E;): max, min, & (— Kap. 6.3) 115.73,1.93, 23.61

Onmax(Ej): max, min, & (—Kap.6.4)131.82°, 89.98°, 99.48°

Ohin(E)): min, max, & (—Kap.6.4)| 0.67°,89.95°,70.17°

Abb. 7.8 Gitter Norderney_1376.ng mit Ergebnissen fiir Elementverteilung, K, ¥, P, 9,,,, und 9,,,,

Abb. 7.9 Konzentrationsverteilung und Geschwindigkeitsfeld im stationdren Zustand;
Rechnung mit Norderney_1376.ng (—Abb. 7.8)
auf 89087 Knoten nach zweifacher Verfeinerung ([177] — S. 57)

Die gemaf Kap. 4.2 ff. erzeugten Geometrien und Gitter werden in mehreren Simulationen
beim Kooperationspartner GRS [178, 177] eingesetzt (siche zum Beispiel in Abb. 7.9 aus [177])
und den tetraederbasierten Gittern [— 62, 63] vorgezogen ([177] — S. 57/58).

Bei diesen Simulationen wird im Holozan eine weitere geringmachtige Tonschicht in der Mitte
der Insel eingefiigt. In Abb. 7.8 sieht man das hierfiir erzeugte Gitter Norderney_1376.ng. Die
Ergebnisse fiir K, ¥, P, 0, , O, und ,, #Elemente” (Abb. 7.8 »rechts) sind den Resultaten fiir
Norderney_1104.ng und Norderney_2388.ng sehr dhnlich (vgl. mit Tab. 7.4).

In mehreren dreidimensionalen Rechnungen [177] kann die Entstehung einer Stiiwasserlinse
auf der Insel Norderney nachvollzogen werden. Nach einer Modellzeit von ca. 500 Jahren sind
Geschwindigkeitsfeld und Konzentrationsverteilung stationér. Die Form der errechneten Stif3-
wasserlinse entspricht tendenziell den Messwerten aus geoelektrischen Erkundungen [224].
Fiir eine genaue Nachbildung der Stiwasserlinse sind jedoch Rechnungen auf feineren Git-
tern notwendig.

Ausgehend von der modellierten StiSwasserlinse im stationdren Zustand werden die Auswir-
kungen der Trinkwassergewinnung einbezogen. Dazu werden die Brunnen als Senken model-
liert. Die Gesamtfordermenge wird gleichméBig auf 43 Brunnen verteilt. Nach einer Forderzeit
von 50 Jahren steigt die StiSwassergrenze in den Gebieten der beiden Wasserwerke um je 3m
[177—5.5] (vgl. Kap. 2.5).
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7.6 Langeoog

Abb.7.10 Anwendung von SurfaceMerge [88] mit einer Igm-Geometriedatei fiir Langeoog

Fiir die Insel Langeoog (vgl. Kap. 2.5) wird mit CLDM [207] zunéchst eine Igm-Datei mit 5733
Surfaces (— Abb. 7.10 links) erzeugt. Durch Zusammenfassung gemaf Kap. 4.7 bzw. Verwen-
dung der Software SurfaceMerge [88] kann die Surface-Anzahl auf 36 (!) reduziert werden. Da-
mit sind die einzelnen Geoschichten des Modellgebiets gut erkennbar und die Geometrie wird
viel tibersichtlicher (— Abb. 7.10 rechts, vgl. Abb. 2.5 rechts). Aulerdem verbessern sich da-
durch die Laufzeiten und Handhabungen im Simulationsprozess mit UG [9, 10].

Abb. 711 Gitter aus CLDM [207] fiir das Modellgebiet Langeoog und dessen Schichten: a) Lauen-
burger Ton, b) Glazifluviatil, ¢) Wattschlick 2, d) Wattsand_2, e) Wattschlick_1,
f) Wattsand_1; Gitter mit insgesamt 1266 Elementen (2.86% Tetraeder, 4.58% Pyramiden,
25.32% Prismen und 67.22% Hexaeder)

Fiir das Modellgebiet zu Langeoog wurde u. a. das Gitter Langeoog_1266.ng (Abb. 7.11f) gemafs
dem Verfahren aus Kap. 4.2 f{f. erzeugt. Von Abb. 7.11a bis Abb. 7.11f kommen die einzelnen
Schichten zur Veranschaulichung sukzessive hinzu: a) Lauenburger Ton, b)Glazifluviatil, c)
Wattschlick_2, d)Wattsand_2, e)Wattschlick_1, f)Wattsand_1 (vgl. schematische Darstellung
in Abb. 2.5 rechts).
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Gittername :

Langeoog 1266.ng
(— Abb. 7.11f)

Norderney_2388.ng
(= Abb.7.7¢)
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#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) |1266(6.95, 5.85, 36.65, 50.55) [2388(0.6, 0.6 , 12.8 , 86.0)

K(E;): max, min, & (- Kap. 6.1) 70.58, 2.18, 16.79 99.32,1.39, 18.57

Y(E,): max, min, & (— Kap. 6.2) 6.76,2.53, 3.39 7.08,2.51, 3.45

P(E;): max, min, & (— Kap. 6.3) 122.34,2.71,19.28 115.65, 2.27, 20.14

Urax(E): max, min, & (—Kap.6.4) 96.02°, 90.00°, 90.84° 131.82°, 89.98°, 99.77°

Ohin(E;): min, max, @ (—Kap.6.4) 1.15°,89.99°, 63.09° 0.67°,90.0°, 72.6°

Tab. 7.5 Anisotropiewerte K, Pund P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Element-
typen fiir das Gitter Langeoog 1266.ng; zum Vergleich Wiederholung der Ergebnisse fiir das
Gitter Norderney_2388.ng aus Tab. 7.4

In Tab. 7.5 sind gemaéf} Kapitel 6 die Anisotropiewerte K, ¥ und P, die dihedralen Winkel 8.,
und 9,,, sowie die Elementverteilungen fiir das Gitter Langeoog_1266.ng berechnet. Zum Ver-
gleich werden Ergebnisse fiir das Gitter Norderney_2388.ng (Abb. 7.7 c) aus Tab. 7.4 wiederholt.

Es stellt sich die Frage, ob bei diesem Vergleich Anisotropiewerte der selben Gré8enordnung
zu erwarten sind. Im folgenden Absatz wird diese Frage diskutiert:

Bei den Gesamtabmessungen (vgl. Blockschemata Abb. 2.5, S. 14) ist das Modellgebiet fiir
Norderney in horizontaler Richtung 4 bis 5 mal stdrker ausgedehnt als das Modellgebiet fiir
Langeoog (10km x 4km > 2km x 1.5km). Beziiglich der vertikalen Richtung ist dagegen das
Langeoog-Modellgebiet nur halb so méchtig in Z-Richtung (70m < 150m). Zusammen betrach-
tet ist das Norderneygebiet aber dennoch , anisotroper” beziiglich der Gesamtabmessungen.
Andererseits wird fiir Norderney_2388.ng eine feinere NxM-Aufteilung (vgl. Kap. 4.3) in 13 Rei-
hen und 32 Spalten gewéhlt. Bei Langeoog_1266.ng sind es 14 Reihen und 21 Spalten.

Aufgrund dieser Uberlegungen sind Anisotropieergebnisse der selben Gréenordnung zu er-
warten, vermutlich mit etwas stirkerer Anisotropie beim Norderney-Modell.

Die Ergebnisse der Maximal- und Durchschnittswerte von K, ¥ und P in Tab. 7.5 sind fiir die
beiden Gitter Langeoog 1266.ng und Norderney_2388.ng tatsdchlich &hnlich: Es sind
K—@(Langeoog_1266.ng) =16.79; K—J(Norderney_2388.ng) = 18.57; W—J(Langeoog 1266.ng) = 3.39;
Y- (Norderney_2388.ng) = 3.45; P—J(Langeoog_1266.ng) = 19.28; P—(Norderney_2388.ng) = 20.14 .
Diese Ergebnisse bestitigen die obige Abschédtzung. Die Resultate von Norderney sind etwas
grofer, was sich mit der groflen Diskrepanz in horizontaler Richtung erkldren lésst.

Die Komplexitit der Uberlappungen von Schichten ist beim Modellgebiet fiir Langeoog (Abb.
7.10 rechts und Abb. 7.11) groBer als beim Modellgebiet fiir Norderney (Abb. 7.6 rechts). Bei
Langeoog kommt es folglich zu mehr Fallunterscheidungen geméfl Kap. 4.6. Das erklart den
niedrigeren Hexaederanteil und héheren Anteil an Tetraedern, Pyramiden und Prismen bei
Langeoog_1266.ng im Vergleich zu Norderney_2388.ng in Tab. 7.5.

Bei den Minimumwinkeln 9., sind Langeoog_1266.ng und Norderney_2388.ng dhnlich. Bei den
Maximumwinkeln 9, ist Langeoog_1266.ng etwas besser und es gelten ¥,,,,—< = 90.84° und
Vp—max <= 96.02° fiir Langeoog_1266.ng. Diese Winkeleigenschaften sind erfreulich und
werden bei Verwendung in numerischen Simulationen keine Schwierigkeiten bereiten.
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7.7 Orange County

Die Grundwasserproblematik und die Grolenverhiltnisse des anisotropen Schichtengebiets
in Orange County werden in Kapitel 2.6 eingefiihrt. Das Gesamtgebiet besteht aus 3 grund-
wasserleitenden und 2 grundwasserhemmenden Schichten (vgl. Abb. 2.7, S. 16).

Fiir dieses Gebiet hat Ralf Wahner mit der Software CLDM bzw. mit der hexaederbasierten
Methode (Kap. 4.4 bis 4.6) zahlreiche Geometrien und Gitter erzeugt. Einige Gitter aus seiner
Arbeit [207] sind in Abb. 7.12 dargestellt und werden nun besprochen.

Abb. 7.12—a zeigt ein Gitter fiir das gesamte Grundwasserbecken bei einer Rasterung von
80x70, bzw. einer horizontalen Maschenweite von 2000ft. Die braunen Gitterelemente be-
schreiben den oberen Grundwasserleiter (,SHALLOW AQUIFER”), die griinen Elemente den
mittleren Grundwasserleiter (,, MAIN PRODUCTION AQUIFER”) und die blauen Elemente den un-
teren Grundwasserleiter (, LOWER AQUIFER”) (— vgl. Abb. 2.7, S. 16).

Der mittlere Grundwasserleiter wird in 3 und der untere Grundwasserleiter in 5 Element-
schichten mit dem Verfahren aus Kap. 4.5 (split) unterteilt. In Abb. 7.12—d1,d2 ist diese Unter-
teilung vergrofert dargestellt. Es besteht also die Moglichkeit, die Gitter bei variierenden
Michtigkeiten anzupassen.

In der vergroBerten Darstellung Abb. 7.12—d1,d2 kann man bei genauer Betrachtung auch die
beiden geringméchtigen Toneinschliisse zwischen den Aquiferen erkennen (vgl. Abb. 2.7, S.
16).

In Abb. 7.12—al-a5 wird fiir jede der 5 Schichten des Gesamtgebiets noch ein eigenes Gitter
erzeugt. Die Einzelgitter fiir den mittleren (Abb. 7.12—43) und unteren (Abb. 7.12—a5) Aqui-
fer sind ebenfalls mit n=3 bzw. n=>5 gesplittet.

In Abb. 7.12—b ist ein Gitter fiir das Muttergestein (bedrock) dargestellt. Hieftir wird das Mut-
tergestein mit split in 10 Elementschichten aufgeteilt (farblich unterschieden). Die Abmessun-
gen dieses Gitters sind 160000£t x 140000ft x 4500ft.

Das Gitter in Abb. 7.12—c zeigt, dass sich das Verfahren aus Kap. 4.4-4.6 auch bei einem nicht-
kartesischen Grundraster anwenden ldsst. Das fiir den Grundriss von Orange County ange-
passte NxM-Vierecksgitter besteht aus 21 Spalten und 15 Reihen und wird mit der
Vorgehensweise aus Kap. 4.3 erzeugt (vgl. Abb. 4.14).

Zur besseren Anschauung sind die meisten Darstellungen in Abb. 7.12 fiinffach in Z-Richtung
skaliert. Im Gegensatz dazu zeigt Abb. 7.12—e das Gesamtgitter (Abb. 7.12—a) im tatsichli-
chen Hohen-Breitenverhéltnis (in Seitenansicht). Damit wird die Anisotropie des Gebiets ver-
anschaulicht. Diese Anisotropie wird auch in den Anisotropiewerten der Gitterelemente in
Tab. 7.7 ersichtlich. Die Gitter der beiden Tonlinsen a2.ng und a4.ng weisen dabei im Durch-
schnitt (— &) die grofiten Anisotropiewerte auf, da diese Schichten lediglich eine Machtigkeit
von 50 m bzw. 100m besitzen (vgl. S. 16).

Der Hexaederanteil des Gitters aus Abb. 7.12—a ist mit 49.2% vergleichsweise klein (— Tab.
7.7). Das liegt an den komplexen Ausstreichungen und Uberlappungen der Schichten sowie
der zusitzlichen Verfeinerung des mittleren und unteren Aquifers mit der Software split (Kap.
4.5, [207]). Deshalb treten sehr viele Spezialfille auf, fiir die Tetraeder, Pyramiden und Prismen
benétigt werden (— Abb. 4.20, S. 50). Bei den Gittern fiir die Einzelschichtungen al.ng bis a5.ng
sind die Hexaederanteile dagegen sehr grofs.
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Abb. 7.12 Gitter fiir das Grundwasserbecken in Orange County;
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Abb. 7.13 Grafik zu Tab. 7.6
Maschenweite (ft)|| 20000 10000 5000 2500 1250 625 3125
(Auﬂésung) 8x7) (16 x 14) (32 x 28) (64 x56) (128 x 112) | (256 x 224)| (512 x 448)

#Elemente 136 489 1844 6534 23659 90518 352055
Tetraeder (%) 34.55 16.97 9.86 5.43 2.27 1.05 0.48
Pyramiden (%) 40.44 21.67 14.20 8.06 3.81 1.89 0.88
Prismen (%) 11.76 26.58 30.15 22.37 13.96 8.24 4.39
Hexaeder (%) 13.23 34.76 45.77 64.12 79.94 88.80 94.24

Tab. 7.6 Elementverteilung in Abhidngigkeit von der Maschenweite; aus [207]—Tabelle 5.3

In Abb. 7.13 bzw. Tab. 7.6 wird das Verhalten des Hexaederanteils in Abhidngigkeit von der
Maschenweite systematisch untersucht. Die dazu verwendeten Orange County Gitter besitzen
fiir jede Subdomain nur eine Elementschicht (d.h. so wie in Abb. 7.12—d1). Das Experiment be-
ginnt bei einer Maschenweite von 20000 ft bzw. einer Rasterung von 8x7. Die Maschenweite
wird danach sukzessive halbiert bis hin zu einer Maschenweite von 312.5ft. Der Hexaederan-
teil nimmt dabei von 13.23% auf 94.24% zu. Im Gegensatz dazu wird der prozentuale Anteil
an Tetraedern, Pyramiden und Prismen mit zunehmender Feinheit des Rasters geringer. Dies
liegt daran, dass die Anzahl und die Form der Ausstreichungen unabhingig von der gewahl-
ten Rasterweite sind. Der prozentuale Anteil derjenigen Elemente, die fiir Ausstreichungen be-
notigt werden (—Tetraeder, Pyramiden und Prismen) nimmt bei feinerer Maschenweite folg-
lich ab. Damit erweist sich die vorgestellte Vernetzungsmethode, wie in Kap. 4.6 angekiindigt,
fiir projektrelevante Beispiele tatsdchlich als , hexaederbasiert” (vgl. Kap. 3.4, 4.3 u. 4.7).

In Tab. 7.8 wird die Anzahl der erzeugten Surfaces der Anzahl der zusammengefassten Surfaces
gegentiibergestellt. Die Surfaces lassen sich mit der Methode SurfaceMerge zusammenfassen
(Kap. 4.7 und [88]). Es werden wieder die Igm / ng-Beispiele aus Tab. 7.6 verwendet. Bei Halbie-
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Gitter: a.ng
Abb. 7.12 — a)
#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) 17995 (5.0, 7.2, 38.6, 49.2)
K(E;): max, min, & (— Kap. 6.1) 616.71 3.17 14.53
Y(E;): max, min, & (— Kap. 6.2) 13.79 262 3.32
P(E;): max, min, & (— Kap. 6.3) 631.04 144 15.71
Ohuan(E;): max, min, & (— Kap. 6.4) 135.70° 89.97° 93.58°
Bhnin(E;): min, max, & (— Kap. 6.4) 0.19° 89.99° 62.75°
Gitter: al.ng a2.ng a3.ng ad.ng ab.ng
Abb.7.12 — al Abb.7.12 — a2 Abb.7.12 — a3 Abb.7.12 — a4 Abb.7.12 — a5
#ElL. 1465 (0.0, 0.8, 0.6, 98.6) | 1371 (0.0, 0.0, 0.0, 100.0)| 4594 (1.7, 3.2, 12.7, 82.4)| 1279 (0.0, 0.0, 0.0, 100.0)| 4700 (3.2, 6.2, 24.9, 65.7)
K(E)) 56.92 4.18 10.42 40.69 40.56 40.60 49.88 3.17 5.10 21.32 20.28 20.32 43.04 449 711
YE) 544 274 323 570 420 498 417 264 281 457 328 4.05 453 270 296
P(E) 4692 545 11.80 5750 1.42 53.21 2431 445 594 2895 143 27.10 3435 5.00 7.67
OnanlEp) | 95-72° 90.06° 90.88° | 94.20° 90.01° 90.74° | 111.06° 90.00°93.15° | 107.80° 90.11° 92.44° | 134.65° 90.00° 95.44°
Bhnin(E) 1.63° 89.94° 88.31° | 85.80° 89.99° 89.26° 9.04° 89.92° 78.45° 72.20° 89.89° 87.56° 6.46° 89.86° 69.46°

Tab. 7.7 Anisotropiewerte K, Wund P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Element-
typen; oben: fiir das gesamte Grundwasserleitersystem; unten: fiir Gitter der einzelnen

Schichten
Maschenweite (ft) || 200000 10000 5000 2500 1250 625
(Auﬂésung) 8x7) (16 x 14) (32 x28) (64 x56) |(128 x 112) | (256 x 224)
# Surfaces 189 655 2419 8465 30363 115530
#mergedSurfaces 17 26 42 57 74 158
#mergedSurfaces 8.99 3.97 1.74 0.67 0.24 0.14
#Surfaces - 0.01

Tab. 7.8 Surface-Verhiltnis in Abhidngigkeit von der Maschenweite; aus [207] > Tabelle 5.3, erweitert

rung der Maschenweite vervielfacht sich die Surface-Anzahl (,#Surfaces”) um den Faktor
3.5 bis 3.8. Die Anzahl der zusammengefassten Surfaces (,, #mergedSurfaces”) wachst dagegen
lediglich mit dem Faktor 1.3 bis 2.1. Die Reduktion der Surface-Anzahl durch SurfaceMerge ist
gravierend. Bei einer Maschenweite von 625 ft entstehen z.B. 115530 Surfaces. Mit SurfaceMerge
kann diese grofle Surface-Anzahl auf 0.14% (158) reduziert werden. Die Geometriebeschrei-
bung wird dabei viel tibersichtlicher und kann deutlich schneller in UG eingelesen werden.

Mit zunehmender Rasterfeinheit werden die Unebenheiten der Geometrie aber auch detaillier-
ter aufgelost und durch zusétzliche Surfaces beschrieben. Das erklart, warum die Anzahl der
zusammengefassten Surfaces in Tab. 7.8 (— merged Surfaces) tiberhaupt zunimmt.

Fiir die geplanten numerischen Simulationen auf dem Orange County Grundwasserbecken
steht nunmehr eine breite Palette an brauchbaren Igm-Geometrien und ng-Gittern zu Verfii-
gung [207].
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7.8 Horizontalsilos

PRl R P TS

-

Abb.7.14 Hybrides UG-Gitter fiir das Silo bei Golzow bestehend aus 10670 Gitterelementen;
92.3% Hexaeder, 6.5% Prismen, 0.8% Pyramiden und 0.4% Tetraeder;
Darstellung mit realen Seitenverhiltnissen

In Kapitel 2.7 wird das Horizontalsilo als anisotropes Schichtengebiet eingefiihrt. Der Verdich-
tungsprozess im Horizontalsilo soll simuliert werden [89, 205]. Eine wichtige Voraussetzung
hierfiir ist die Moglichkeit, das Volumen des Silos bzw. seiner einzelnen Schichten berechnen
zu kénnen.

In einem Experiment im Rahmen des BCN [11, 83] wurde von der LGF [126], einem Projekt-
partner an der Humboldt-Universitét Berlin, die Oberfléche eines gefiillten Horizontalsilos bei
Golzow in Brandenburg mit Lasertheodolit und Spiegel an 705 Positionen von Hand vermes-
sen. Die Gesamtabmessungen des Horizontalsilos betragen ca. 80m x 20m x 4.5m.

Gemif3 der Vorgehensweise in Kap. 4.2.2 wurde an der LGF mit der Software Surfer [194] und
dem Kriging Verfahren [Kap. 4.2.2, 194 — Chapter 4— Gridding Methods] die Silooberfldche
approximiert (z.B. Abb. 7.15). Das Gesamtvolumen unter dieser Oberfldche wurde mit mehre-
ren Methoden [194 — Chapter 19] in Surfer berechnet (Tab. 7.9: Surfer—...). Die Abweichungen
der Ergebnisse liegen lediglich im dm?-Bereich.

AuBerdem dient eine Surfer-Ausgabedatei, die die Silooberfldche beschreibt, als Inputdatei fiir
die in Kap. 4.5 beschriebene Software split. Mit dem Teilungsparameter n = 5 entstehen 5
Trennfldchendateien als Eingabedateien fiir CLDM [207] bzw. das in Kap. 4.4 und Kap 4.5 be-
schriebene Verfahren zur Geometrie- und Gittererzeugung mit Miachtigkeiten. Es entsteht ein
Gitter aus 10670 Elementen. Das erzeugte ,Igm,ng-Dateipaar” ldsst sich in das Simulations-
system UG [9, 10] einlesen (siehe Abb. 7.14).

Mit dem Volumenberechnungsverfahren aus Kap. 6.2.1 bzw. der Software Eval_Volume_Area
[50] konnen die Volumina der einzelnen Gitterelemente berechnet und zum Gesamtvolumen
addiert werden. Je nachdem, ob die Hexaederberechnung mit Gl. (7.1) oder mit Gl. (6.4) (S. 81)
nach Zerlegung in 5 bzw. 6 Tetraeder durchgefiihrt wird, ergeben sich mehrere Gesamtvolu-
mina (Tab. 7.9: Eval_Volume—s...). Ahnlich wie bei den Surfer-Methoden (s.o0.) liegen die Abwei-
chungen auch hier erfreulicherweise nur im dm3-Bereich.

Diese Ergebnisse bilden eine gute Voraussetzung, um die Verdichtung der zu detektierenden
Schichten bei der Simulation des Einlagerungsprozesses berechnen zu kénnen [89].

7 3
A__sziA ( z; — Ezi] (7.1)
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Volumen fiir | Surfer— | Surfer— | Surfer— Surfer— | Eval_Volume— |Eval_Volume— |Eval_Volume—
Silo bei Golzow | Trapezoidal | Simpson |Simpson 3/8|Pos. Volume| 6 Tet. fiir Hex. | 5 Tet. fiir Hex. GL (7.1)
5367.56 m?®|5367.59 m?| 5367.58 m® | 5367.55 m® | 5367.52m® | 5367.56 m3 5367.53 m®

Tab. 7.9 Volumenberechnung fiir das Silo bei Golzow mit verschiedenen Methoden

Abb. 7.15 Oberfldche fiir das Silo bei Golzow, erzeugt mit Kriging in Surfer [194] bei 705 gegebenen
Messpunkten; Darstellung 5-fach in Z-Richtung iiberh6ht

Es besteht der Wunsch, realistische Bahnverfolgungsdaten vom Projektpartner [11, 126] in das
Verdichtungsvisualisierungssystem VVS [205] einzulesen, zu bearbeiten und Machtigkeits-
dateien einzelner Siloschichten auszugeben (vgl. Kap. 2.7). Die Detektion von Trennfldchen
einzelner Schichten aus den unregelmafigen Fahrdaten ist allerdings eine komplexe Aufga-
benstellung, die in der Masterarbeit von S. Handel [89] untersucht wird.

Abb. 7.16 Hybrides UG-Gitter aus 2141 Elementen fiir ein Horizontalsilo bestehend aus 3 unregel-
mifiigen Schichten sowie 19 Schichten in progressiver Keiltechnik [145, 203]
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Zur Veranschaulichung der sogenannten , progressiven Keiltechnik” (vgl. Kap. 2.7, [145, 203])
werden exemplarisch 22 Machtigkeitsdateien konstruiert, die an die Gré8enverhaltnisse eines
realen Horizontalsilos angelehnt sind (20m lang, 10m breit, 4m hoch). Mit diesen Dateien und
den Methoden aus Kap. 4.4 und Kap. 4.5 wird eine Igm-Geometrie und ein ng-Gitter mit 20
Spalten und 10 Reihen erzeugt. Das entspricht einer Maschenweite von 1 m fiir das zugrunde
liegende kartesische NxM Rechtecksgitter. Die verwendete Schichtdicke wird nach Erfah-
rungswerten der LGF [126] in einem Beispiel mit 30 cm und in einem anderen mit 10 cm ange-
nommen. Abb. 7.16 zeigt fiir den ,30 cm-Fall” eine Visualisierung der Schichten und des
Gitters im Simulationssystem UG.

Fiir die Hexaeder der beiden beschriebenen Beispiele sind in Tab. 7.10 die Anisotropiewerte
K, ¥, P sowie die dihedralen Winkel 9,,, und 9., gemaf Kapitel 6 berechnet.

Schichtdicke K 4 P Vo Vi
30 cm (- Abb. 7.16) 3.48 2.71 5.35 106.70° 73.30°
10 cm 10.44 3.40 15.34 106.70° 73.30°

Tab. 7.10 Anisotropiewerte K, ¥, P und dihedrale Winkel fiir einen Hexaeder eines Horizontalsilo-
gitters gemifl obiger Beschreibung

Die erzeugten Geometrien und Gitter fiir Horizontalsilos (z. B. in Abb. 7.14 und Abb. 7.16) kon-
nen in das Simulationssystem UG [10] eingelesen und fiir numerische Berechnungen verwen-
det werden. Aulerdem konnen die Geometrien bzw. Gitter von den Programmen Radiana [47],
Eval_Volume_Area [50], SurfaceMerge [88] usw. genutzt werden.
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7.9 Willersinnweiher

Abb. 7.17  Gitter fiir den Willersinnweiher: links: hybrides Gitter aus 25390 Elementen, 14 Teil-
schichten, willersinnweiher.mixgrid-split-14fold.86x56.ng ; rechts: reines Hexaedergitter
willersinnweiher.pure-hexgrid.nosplit.171x111.ng mit 7179 Elementen, nur eine Element-
schicht; beide Gitter mit CLDM [207]

Zur Ermoglichung numerischer Simulationen hydrodynamischer Phanomene fiir den Willer-
sinnweiher (vgl. Kap. 2.8, S. 18) werden im Rahmen der Diplomarbeit von Ralf Wahner mit der
Software CLDM [207] mehrere Gitter mit den Verfahren aus Kap. 4.4 bis 4.6 erzeugt.

Fiir das Gitter in Abb. 7.17 links wird der Willersinnweiher mit der Software split und N = 14
aufgeteilt (— Kap. 4.5). So entstehen 15 Trennfldchen und 14 Schichten, d.h. im Gitter liegen je
nach lokaler Tiefe des Sees bis zu 14 Elemente tibereinander. Die Unebenheit des Seegrunds
und der grofle Wert fiir N fithren zu zahlreichen Fallunterscheidungen gemifs Abb. 4.20 und
damit zu einem vergleichsweise geringen Hexaederanteil (Tab. 7.11—#Elemente). In diesem
Fall basieren die Gitterelemente auf einer horizontalen Rastermaschenweite von 10 m x 10 m
und einer vertikalen Maschenweite von ungefdhr 18 m /14 = 1.3m. Die einzelnen Schichten
sind farblich unterschieden und lassen im ,,Gitterplot” in Abb. 7.17 die tiefsten (rot) bzw. seich-
testen (blau) Stellen des Sees gut erkennen. Die Anisotropien der Gitterelemente werden mit
den Ergebnissen fiir die Anisotropiewerte K, ¥und P in Tab. 7.11 (mittlere Spalte) beschrieben.

Das Gitter in Abb. 7.17 rechts wird lediglich von zwei Trennflichen (Seeoberfldche und Seebo-
den) begrenzt und weist somit nur eine Elementschicht auf. Die Anisotropiewerte K, ¥ und P
fallen dementsprechend kleiner aus (siehe in der rechten Spalte von Tab. 7.11) Das Gitter be-
steht ausschlieSlich aus Hexaedern (Tab. 7.11 — #Elemente). Sie besitzen in horizontaler Rich-
tung eine halb so feine Abmessung von 5m x 5m und in vertikaler Richtung je nach
Lokalisation eine Méchtigkeit zwischen 0 m und 18 m.

Erfreulicherweise besitzen die Elemente beider Gitter in Abb. 7.17 keine extremen Winkel
(Tab.7.11 - 9,,, und 0,,). Diese Winkeleigenschaften sind notwendig fiir erfolgreiche nume-
rische Simulationen (vgl. Kap. 3.4, 4.1, 6.4 und 6.5).

Das rechte Gitter aus Abb. 7.17 wird in Simulationsrechnungen von Andreas Hauser et al.
[173] als Grobgitter einer anisotrop verfeinerten Mehrgitterhierarchie verwendet. Bei einer
anisotropen Verfeinerung werden die Hexaeder lediglich in vertikaler Richtung halbiert. Man
bendtigt eine solche Verfeinerungsstrategie fiir die oberflachennahe Schicht, da dort hohe Stro-
mungsgeschwindigkeiten auftreten.
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Bei den Simulationsrechungen wird eine Navier-Stokes Gleichung fiir ein inkompressibles
Fluid berechnet (erweitert mit einer thermischen Energiegleichung). Um physikalisch sinnvol-
le Ergebnisse zu erzielen, kommen moderne numerische Methoden auf massiv parallelen
MIMD Maschinen (z.B auf 128 Knoten des HELICS (HEidelberg LInux Cluster System)) zum
Einsatz [173].

. willersinnweiher.mixgrid- willersinnweiher.pure-
Gittername : ) . .
split-14fold.86x56.ng hexgrid.nosplit.171x111.ng
(— Abb. 7.17 links) (— Abb. 7.17 rechts)
#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) 25390 (7.5,9.7, 60.5, 22.3) 7179(0.0, 0.0, 0.0, 100.0)
K(E)): max, min, & (— Kap. 6.1) 2129 776 1034 364 109 211
W(E,): max, min, @ (— Kap. 6.2) 450 284 315 264 245 252
P(E;): max, min, & (— Kap. 6.3) 2073 791 1114 391 177 267
Ohna(E)): max, min, & (—Kap.6.4) 128.68° 90.00° 98.99° 129.65° 90.00°  96.87°
Ohnin(E): min, max, & (—Kap.6.4) 5.39° 90.00° 50.36° 50.35° 90.00° 83.13°

Tab. 7.11 Anisotropiewerte K, ¥ und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypen fiir die beiden Gitter aus Abb. 7.17
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Kapitel 8

Experimente mit Gittern
fiir das Stratum corneum

In Kapitel 8 werden verschiedene Experimente mit Gittern fiir das Stratum corneum durch-
gefiihrt. Die Geometriemodellierung und Vernetzung dieses anisotropen Schichtengebiets
erfolgt mit dem Verfahren aus Kapitel 5.

Zunéchst werden einige Gitter mit Messergebnissen und Bildern von mikroskopischen Unter-
suchungen verglichen (— Kap. 8.1). Danach erfolgt fiir ausgewihlte Gitterbeispiele die Be-
rechnung der Anisotropiewerte und der dihedralen Winkel (— Kap. 8.2).

Nach Beschreibung der Grundlagen fiir die mathematische Modellierung (— Kap. 8.3) werden
erste Simulationsrechungen fiir die simple Modellmembran Q,5- (— Kap. 8.4) und die reali-
tatsnahe Modellmembran Q,5- (— Kap. 8.5) durchgefiihrt.
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8.1 Vergleich mit mikroskopischen Ergebnissen

Abb. 8.1 Oben: Lichtmikroskopische Aufnahme des Stratum corneum; aus [142]
Unten: eine dhnliche SC-Modellmembran mit den Methoden aus Kapitel 5

Abb. 8.1 zeigt oben eine lichtmikroskopische Aufnahme einer Stratum corneum Probe (vom
ménnlichen Oberkérper, [142]). Darunter ist eine dazu dhnliche Modellmembran aus 60 zu-
sammengebauten Tetrakaidekaedern in entsprechender Perspektive dargestellt. Dabei wer-
den folgende Werte verwendet: 1,4, = 3, 1105 = 2, 1y = 10, a =10, w = 30, h = 1,6, = 0.1
(Parameterdefinitionen siehe in Kap. 5.3.1 ff.). Mit diesen Eingabewerten erzeugt der
Tkd_Modeler [48] eine Igm-Geometrie mit 61 Subdomains sowie ein ng-Gitter mit 7020 Elemen-
ten.

Wie der Vergleich in Abb. 8.1 zeigt, lassen sich mit dem Geometriekonzept aus Kapitel 5 bei
entsprechender Einstellung der Parameter realititsnahe SC-Modellmembranen erstellen.

Im Folgenden sollen mikroskopisch gemessene Volumina und Oberfldchen von realen Kor-
neozyten mit berechneten Werten von Tetrakaidekaedermodellen verglichen werden.

In der Arbeit von T. Richter, R. Wiesendanger et al. [171] findet man Messergebnisse mit einem
Rasterkraftmikroskop (Nanoscope Illa) fiir einzelne Korneozyten. Die Forscher bestimmten
die durchschnittliche Hohe, die Basisfldche sowie das Volumen von einzelnen herausgelosten
Korneozyten. Das Lipidgewebe war zuvor mit Triton X100 abgelost worden. Die einzelnen
Korneozyten wurden zuerst in der Luft und spater nach Anschwellung in destilliertem Wasser
vermessen (siehe [171, 172] und Abb. 5.2—b1).

Dabei nahmen Hohe und Volumen der Korneozyten um ca. 50% zu, wohingegen ihre seitliche
Ausdehnung nahezu unverindert blieb (siehe Tab. 8.1).

Angelehnt an diese Ergebnisse fiir reale Korneozyten werden mit den Methoden aus Kapitel 5
dhnliche , Korneozyten” K; in Tetrakaidekaederform erzeugt. Fiir den Parameter 1 werden die
selben Hohenwerte gewdahlt, die Richter et al. in ihren Experimenten mit vier unterschiedli-
chen Korneozyten vor und nach der Anschwellung gemessen haben, [171—Table 1]. Um dhn-
liche Resultate fiir das Volumen und die Basisfliche zu erhalten, werden a = 19 und w = 39
gewdhlt. Dieser Wert fiir die horizontale Ausdehnung w liegt im Groflenbereich der von
Richter experimentell untersuchten Korneozyten (vgl. [171]—Fig. 1, Fig. 2 u. Fig. 5 sowie Abb.
5.2—bl).
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@ Hohe Basisfldche Volumen
# Luft dest. H,O % Luft dest. H, O % Luft dest. H,O %
[nm] [nm] [um?] [um?] [um?3] [um?]

341(341) 506(506) 48(48) 1005(830) 1005(802) 0(-3) 331(283) 491(406)  48(43)
211(211) 330(330) 56(56) 1005(982) 1005(967) 0(-2) 205(207)  320(319)  56(54)
213(213) 345(345) 62(62) 1005(1055) 1005(1050) 0(-1) 207(225) 335(362)  62(61)
335(335) 480(480) 43(43) 1005(1112) 1005(1130) 0( 2) 325(373) 466(542)  43(46)

= W N =

Tab. 8.1 Vergleich der Werte fiir Volumen und Basisfliche von acht (42)Tetrakaidekaedergeome-
triemodellen mit den Messungen von T. Richter an realen Korneozyten; Ergebnisse von
T. Richter, hier in Klammern, sind iibernommen aus ,, Table 1 der Arbeit [171]

Die 4-2=8 erzeugten , Korneozyten-Vergleichsgitter” im ng-Format konnen vom Software-
werkzeug Eval_Volume_Area [50] eingelesen werden. Dieses Programm kann mit den Formeln
und Zerlegungen aus Kap 6.2.1 und Kap. 6.2.2 das Volumen V, die Oberfldche A, und die Ba-
sisflache Aj eines beliebigen Gitters G(K;) berechnen.

So liefert Eval_Volume_Area bspw. fiir einen Einheitstetrakaidekaeder K; mit konstanter Kan-
tenldnge a=1 (—Abb. 5.7 u. Abb. 5.14) die Ergebnisse V(G(K))) = 11.31, A,(G(K})) = 26.78 und
Ap(G(K))) = 6.92. Diese Ergebnisse fiir K; konnen mit den Formeln aus Tab. 5.1 (S. 57) validiert
werden.

In Tab. 8.1 sind die Volumen- und Flichenresultate von Eval_Volume_Area fiir die 8 oben er-
wéhnten , Korneozyten-Vergleichsgitter” angegeben. Hinter jedem Messwert befindet sich in
Klammern Richters Messergebnis [171] des jeweils zugehorigen realen Korneozyten. Die An-
gabe der proportionalen Gré8endnderungen nach der Anschwellung im destillierten Wasser
erfolgt in Prozent.

Die Volumen- und Flachenergebnisse der ,Korneozyten-Vergleichsgitter” in Tab. 8.1 haben
alle dieselbe Groenordnung wie die Messwerte der realen Zellen bei T. Richter [171]. Dies
bekriftigt die Vorgehensweise aus Kapitel 5, Korneozyten mit Tetrakaidekaedern zu model-
lieren.
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8.2 Anisotropiewerte und dihedrale Winkel
einiger Gitterbeispiele fiir T; =K; U I;

=3,h=v6

a=1w

fscule
=1.10

Abb. 8.2 Einige Gitterbeispiele fiir T; = K; U [;

Im Rahmen dieser Arbeit werden zahlreiche Tetrakaidekaeder T; gemdfs dem Konzept aus
Kap. 5.2 ff. erzeugt und vernetzt und zu Modellmembranen zusammengesetzt. Neben einigen
T; mit einheitlichen Kantenliangen werden insbesondere T; mit realitdtsnahen Groenverhalt-
nissen erzeugt und vernetzt (—Abb. 8.2).

Zu den erzeugten Gittern G(T;) = G(K; U [;) = G(K;) U G(I;) sind in Tab. 8.2 die Anisotropiewerte
K, ¥, P und die dihedralen Winkel berechnet. Zusétzlich erfolgt die Berechnung jeweils fiir die
Teilgitter G(K;) (—, Korneozyt”) und G(I;) (—, Lipidanteil”). Eine Darstellung der Elementver-
teilung wie in den Tabellen von Kapitel 7 ist hier redundant, da unabhingig von der Anzahl
der zusammengesetzten T; immer 17.95% Hexaeder, 61.54% Prismen, 5.13% Pyramiden und
15.38% Tetraeder entstehen (vgl. Kap. 5.4.3).

Fiir die 4 realitdtsnahen Gitter ist w = 30, h =1, f; ;. = 1.1 konstant gewahlt und a wird variiert.
Fiir die beiden isotropen Gitter ista =1, w = 3, h = V6, konstant gewahlt und f, ., wird zwischen
(h+h/10)/h = 1.1 und (h+a)/h = 1.408 variiert. Die Lipidkanaldicke betragt bei den 4 realitéts-
nahen Beispielen ©;=0.1 und bei den T; mit einheitlichen Kantenldngen gilt oben ©;=a und
unten ©;=h/10.

Das Beispiel mit dem blaugefarbten Lipidanteil entstammt der SC-Modellmembran Q,5c (vgl.
Abb. 5.9b auf S. 67), die bei den Simulationsrechnungen in Kap. 8.4 zum Einsatz kommt. Das
Gitter mit a =14.9 wird in den Simulationsrechnungen mit €,5c in Kap. 8.5 verwendet.

Bei den 4 realitdtsnahen Beispielen ergeben sich hohe Anisotropiewerte fiir die Gitterelemente
(— Tab. 8.2). Fiir die , Korneozyten” errechnet man bspw. fiir ¥(E;)—0 Ergebniswerte zwi-
schen 4.19 und 4.64. Im Vergleich dazu gilt bspw. fiir das Gitter beim anisotropen Schichten-
gebiet komplex Y(E;)—J = 4.6 (Kap 7.2—Tab. 7.2).

Wie zu erwarten, sind die Anisotropieergebnisse fiir die ,Lipidkanédle” noch grofer. Hier be-
rechnet man fiir Y(E;) =@ Werte zwischen 5.0 und 6.72. Diese Ergebnisse sind grofer als bei
allen Gitterbeispielen aus Kapitel 7 mit Ausnahme der Gitter fiir das extrem anisotrope Schich-
tengebiet WIPP mit Y(E,)—=O{WIPP_4sclices.ng}=7.32 (—Kap. 7.1).

Die Maximalwerte W(E;)—max liegen fiir die 4 realitdtsnahen Beispiele zwischen 7.8 und 8.7 .
Diese Ergebnisse sind den Werten bei den Gittern fiir das Gebiet Norderney &hnlich mit
Y(E;)—max{Norderney_2388.ng} =7.08 und W(E;)—max{Norderney_1104.ng} = 8.60 (—Kap.7.5).
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K(E) (—Kap.6.1) | W(E;) (—Kap.6.2) P(E): (— Kap. 6.3) | 8,,(E): (= Kap. 6.4) | Onin(E)): (— Kap. 6.4)
max, min, max, min, & max, min, & max, min, & min, max, @

Gitter:

T; al49.ng (29890 6.11 119.11| 827 298 4.67 (34540 6.12 131.54 |132.33° 90.00°108.55°| 9.28° 80.17° 36.38°

K;_al4.9.ng 25808 6.11 82.69| 639 3.00 4.38 [290.36 6.12 87.62 |118.61° 90.00° 94.60°| 9.28° 80.17° 35.50°

l;_al4.9.ng 29890 7.37 161.61| 827 298 5.00 [345.40 832 182.75 |132.33°118.13°124.82°|15.58° 61.87° 37.40°

T; al3.ng 260.12 2.02 7948| 790 3.27 501 {30040 8.82 99.97 |[167.93° 90.00°127.94°| 7.89° 60.00° 26.89°

K;_al3.ng 39.00 202 2501 577 327 419 | 80.53 8.82 33.21 [163.90° 90.00°111.11°| 7.89° 60.00° 26.71°

l;_al3.ng 260.12 21.04 143.02| 790 436 597 [300.40 51.85 177.84 |167.93° 96.08°147.58°|12.07° 60.00° 27.11°

T; al0.ng 200.05 2.00 70.14| 7.82 4.04 560 [236.96 19.17 101.28 |175.06° 90.00°132.78°| 3.28° 60.00° 20.10°

K;_al0.ng 30.00 200 2246 6.40 4.04 4.63 | 69.56 19.17 32.65 |173.41° 90.00°113.83°| 3.28° 60.00° 21.05°

l;_al0.ng 200.05 21.84 125.76 | 7.82 576 6.72 |236.96127.48 181.33 |175.06° 92.47°154.89°| 4.94° 60.00° 18.99°

T;_al.ng 355.68 2.00 83.38| 8.69 260 552 35642 3.61 136.24 |178.23° 90.00°134.95°| 1.18° 60.00° 17.08°

K;_al.ng 4851 200 2723 818 260 4.64 [113.60 3.61 4332 [177.64° 90.00°115.00°| 1.18° 60.00° 18.54°

l;_al.ng 355.68 11.00 148.88| 8.69 3.62 6.54 [356.42 23.14 244.64 |178.23° 90.89°158.17°| 1.77° 60.00° 15.36°

Ti acfeqel4ng| 394 121 285| 321 258 278 694 246  4.13 |129.93° 90.00° 108.87° | 14.49° 72.92° 41.33°

Ki a.fsael 4ng| 394 121 283| 321 258 2.84 6.94 246  4.45 |116.19° 90.00° 95.75° [ 14.49° 72.92° 39.44°

Ii_a;fscarel 4ng 3.09 236 287 280 259 270 405 334 3.77 |129.93°115.44° 124.17° | 26.43° 64.56° 43.53°

T afseael 1ng | 919 1.22 550 326 255 293 | 1296 245 7.26 |129.05° 90.00° 108.96° | 15.79° 70.53° 42.83°

Ki_a.foaqel 1.ng| 3.46 122 258 | 315 255 281 6.47 245 417 |115.24° 90.00° 96.11°|15.79° 70.53° 40.67°

liacfeeael 1.ng 9.19 7.56 891 326 297 3.07 | 1296 9.88 10.87 |129.05°113.25°123.94° [29.76° 66.75° 45.35°

Tab. 8.2 Anisotropiewerte K, ¥, P und dihedrale Winkel fiir die Gitterbeispiele aus Abb. 8.2

Die durchschnittlichen minimalen Winkelwerte 9,,,,(E;)—@ liegen fiir die ,Korneozyten” bei
den 4 realitdtsnahen Beispielen zwischen 18° und 36° und fiir die , Lipidkanéle” zwischen 15°
und 38°, die durchschnittlichen maximalen Winkelwerte 0,,,.(E;)—& liegen fiir die Korneozy-
ten zwischen 94° und 115 ° und fiir die , Lipidkanéle” zwischen 124° und 159°.

Die meisten Winkel der Gitter G(T;) = G(K; U [;) sind weit entfernt von 0° oder 180° und selbst
die Extrema der Winkelergebnisse 0,,.(E;)—max und 9,,,(E;)—min liegen noch in vertret-
barem Rahmen: Fiir a=14.9, ist 9,,,(E;)—min = 9.28° und 90,,..(E;)—max = 132.33°. Fiir a=13, ist
Bin(Ej)—min = 7.89° und 9,,,(E;)—max = 167.93°. Fir a=10, ist 9,,,(E;)—min = 3.28° und
V,ax(Ej)—max = 175.06°. Fiir a=1, d.h. bei nahezu maximaler Uberlappung der , Korneozyten”
ist ¥,;,(E;)—min = 1.18° und 9,,,,.(E;)—max = 178.23°.

Fiir die isotropen Gitterbeispiele (— Abb. 8.2 rechts) fallen die Anisotropiewerte klein aus. Fiir
fscate =1.41 ist bspw. W(E;)—D = 2.78. Das ist fast so klein wie Y(E;)—O{Layered_1890.ng}= 2.49
beim isotropen Gitterbeispiel aus Kap. 7.3 .

Die Winkel bei den isotropen Gitterbeispielen sind alle weit entfernt von 180° und 0° und es
gelten 0,,,(E;)—J =42°, 9, (E;)—D =109°, ¥,,,(E;)—min > 14° und 9,,,,(E;)—max < 130°.
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8.3 Modellgleichungen und numerische Verfahren

Die Grundlage fiir die Modellierung der Arzneimitteldiffusion durch das Stratum corneum
bildet das Prinzip der Massenerhaltung;:

LD — div jx, ) 5.1)

Dabei beschreibt c(x,t) die Arzneimittelkonzentration und j(x,t) die Teilchenstromdichte* im
Gebiet Qg . Nach dem Fick’schen Gesetz (8.2) ist die Teilchenstromdichte proportional zum
Diffusionskoeffizienten und dem Konzentrationsgradienten.

jx,t)=-D Vc(x,t) (8.2)

Der Permeabilitdtstensor D = D (x ) wird stiickweise konstant gewahlt und entspricht je nach
Ort dem Diffusionskoeffizienten der Korneozyten oder der Lipidschicht:

D,.  xELipid
D(x) =] “Lip *=HP (8.3)

Dk, X E€Korneozyt

Sowohl die Lipidphase als auch die Korneozytphase werden jeweils als homogen und permea-
bel angenommen. Die Diffusionsgeschwindigkeiten in beiden Phasen lassen sich beliebig ein-
stellen und den lipophilen und hydrophilen Eigenschaften eines Stoffes anpassen.

Durch Einsetzen von Gl. (8.2) in Gl. (8.1) erhélt man die partielle Differentialgleichung, die den
Diffusionsprozess fiir Qg beschreibt.

de(x, t)
dt

=div(DVe(x, t)) (8.4)

* Die Teilchenstromdichte bezeichnet die Anzahl der Atome, die in einer bestimmten Zeit durch eine bestimmte Fliche, die senkrecht zum
Diffusionsstrom steht, diffundiert.
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Um den Fluss an den seitlichen Rédndern zu verhindern werden an I3, I, I, und I3, zunichst
homogene Neumann Randbedingungen dc/dn = 0 gewdhlt (siehe in Abb. 8.5). In einer spéte-
ren Arbeit wird dann mit periodischer Randfortsetzung gerechnet [150, 151]. Dies ist mit den
Tetrakaidekaedermodellen aus Kapitel 5 moglich.

Die Diffusion des Arzneimittels durch die heterogene SC-Modellmembran soll vom unteren
Rand I, zum oberen Rand I, erfolgen. Es werden perfekte Quell- und Senkenbedingungen
angenommen, d.h. die Arzneimittelkonzentration c ist immer 1 bei I, und 0 bei I,

Die Anfangsbedingung zum Zeitpunkt t =0 lautet ¢ (x ,0) = 0, d.h. es befindet sich zu Beginn
kein Arzneimittel in Qg .

Die relative Permeabilitit der Korneozyt- und Lipidphasen ist gegeben durch den Quotienten
€ = Do,/ Dpjp- Damit beschreibt ¢ die Grofe der Barriereeigenschaft der Modellmembran.
Typischerweise ist € immer kleiner als 1, da die Korneozyten weniger permeabel sind als die
Lipidkanéle.

Die Gleichungen werden zuerst durch ein diagonal implizites Runge-Kutta-Verfahren (DIRK)
2. Ordnung in der Zeit diskretisiert. Man erhélt in jedem Zeitschritt eine elliptische partielle
Differentialgleichung. Diese PDG wird mit einer baryzentrischen Finite-Volumen-Methode,
[8, 85, 100—S. 44 ff., 204] im dreidimensionalen Raum diskretisiert.

Es ist eine grofle Anzahl an Gitterknoten erforderlich, um die komplexe Struktur von Qg-und
die groflen Permeabilitdtsspriinge an den Lipid-Korneozyt-Grenzen zu berticksichtigen. So
entstehen grofle lineare Gleichungssysteme. Zur Losung werden Mehrgitterverfahren einge-
setzt [84, 220, 222]. Um einen robusten Loser zu erhalten, wird der ILUg-Glétter aus [220] ver-
wendet und f optimal eingestellt.

Als Ergebnis erhdlt man Arzneimittelkonzentrationsprofile innerhalb der heterogenen
SC-Modellmembran Qgc, die fiir verschiedene Werte von ¢ das ganze Spektrum von vollig
permeablen bis zu hoch impermeablen Korneozyten représentieren (— Kap. 8.4 u. 8.5). Der
stationdre Zustand sieht in den betrachteten Fallen immer gleich aus. Er gibt daher keinen Auf-
schluss tiber die genauen Transportwege im Gewebe. Fiir ein genaueres Verstdndnis der
Transportwege sind somit eine zeitliche Auflsung bzw. zeitabhéngige Arzneimittelkonzen-
trationsprofile unerlésslich.
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8.4 Erste Simulationsrechnungen mit der Modellmembran Qg

Die heterogene Modellmembran Q,5- wird bereits in Abb. 5.9 auf S. 67 in verschiedenen An-
sichten dargestellt. Q.5 besteht aus 5 Reihen, 4 Spalten und 3 Schichten mit insgesamt 60
,Korneozyten” in Einheitstetrakaidekaederform. Die , Korneozytenhthe” h in Qg ist wie im
realen Stratum corneum zehn mal so grof3 wie die , Lipidkanaldicke” ©; gew&hlt [93]. Die Geo-
metrieparameter aus Kap. 5.3 sind folgendermafien eingestellt: a=1, w =3, h = V6, O = v6/10,
Nyow = 5, Neor = 4 und np;ep, = 3. Gemaf Kapitel 5.2 entsteht eine Igm-Geometrie aus 5-4-3+1=61
Subdomains sowie gemals Kapitel 5.4 ein Grobgitter im ng-Format mit 60-117=7020 Elementen.
Die Ergebnisse fiir die Anisotropiebeschreibungen K, ¥, P und die dihedralen Winkel der Git-
terelemente konnen in Tab. 8.2 den letzten 3 Zeilen enthnommen werden.

e=103 £=10°

Abb. 8.3 Konzentrationsprofile nach ¢ = 190 sec bei unterschiedlicher relativer Permeabilitit €

Mit der erzeugten Geometrie und dem erzeugten Gitter fiir £,5- werden Simulationsrechnun-
gen durchgefiihrt. Dabei wird das Grobgitter zweimal regulér verfeinert, so dass 245289 Kno-
ten entstehen.

Bei den Experimenten zu Abb. 8.3 und Abb. 8.4 wird die relative Permeabilitit e = D, / Dy,
variiert (—Kap. 8.3) und Konzentrationsprofile zu verschiedenen Zeitpunkten betrachtet.

In Abb. 8.3 werden fiir € e {1, 10, 10"} drei Konzentrationsprofile zum Zeitpunkt ¢ = 190 sec
dargestellt. Es wird deutlich, dass die Konzentrationsprofile von & abhédngen. Fiir e=1
beziehungsweise D, =Dy;, sind die ,Korneozyten” vollig permeabel und es entsteht eine
homogene Modellmembran. Je kleiner £ wird, desto deutlicher wird der interzelluldre
Diffusionsweg sichtbar.

In Abb. 8.4 werden fiir € € {1, 107, 10'3} Konzentrationsprofile zu verschiedenen Zeitpunkten
dargestellt. In der rechten Spalte sieht man fiir jedes € ein Konzentrationsprofil nach einer Zeit
¥, nahe des stationdren Zustands. Die Bilder der mittleren Spalte zeigen Konzentrationspro-
file nach t = ¥/ 14. In der linken Spalte sind Konzentrationsprofile nach t = 1./300 dargestellt,
d.h. zu Beginn des Diffusionsprozesses.
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t=11/14 =24 sec

t=17/300 =0.1 sec

e =107

~

e =107

Abb. 8.4 Konzentrationsprofile in Abh. der relativen Permeabilitit e und der verstrichenen Zeit £. Es
werden Konturlinien fiir die Konzentration zwischen I';=1and I',=0 angezeigt. Die Konzen-
tration nimmt von der blauen Konturlinie zur roten Konturlinie in gleichen Abstinden zu.

Fiir € = 1 sind Korneozyt- und Lipidphase gleich permeabel und Q,5c reduziert sich auf eine
homogene Membran [34]. Als Ergebnis erhilt man glatte horizontale Konturlinien, die konti-
nuierlich durch beide Phasen laufen (Abb. 8.4, obere Zeile).

Mit einer Reduktion der Korneozytenpermeabilitdt um Faktor 10 wird € = Dkor/Dlip =10 So
erhilt man eine heterogene Modellmembran. Das fiihrt zu wellenférmigen Konturlinien (siehe
Abb. 8.4, mittlere Zeile). Die Wellengipfel liegen in den ,Lipidkandlen”, da die Diffusions-
geschwindigkeit dort gréfler ist als in den ,, Korneozyten”.

Wenn die relative Permeabilitit auf & = 10° verkleinert wird, sieht man geschlossene Kontu-
ren innerhalb jedes ,Korneozyten” (Abb. 8.4, untere Zeile). Da die ,,Korneozyten” jetzt 10% mal
weniger permeabel sind als das Lipid, umstromt das Arzneimittel zu Beginn die , Korneozy-
ten”, bevor es vertikal und horizontal hindurchdiffundiert.

Selbst bei noch kleineren Werte der relativen Permeabilitét € ergibt sich in der Simulation ne-
ben der Diffusion durch die , Lipidphase” immer auch eine intrazelluldre Arzneimitteldiffusi-
on durch die Korneozyten.
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8.5 Erste Simulationsrechnungen mit der Modellmembran Q¢

Die realitdtsnahe SC Modellmembran €,5- besteht aus 3 Reihen, 2 Spalten und 10 Schichten
mit insgesamt 60 Tetrakaidekaedern. Angelehnt an die 2D-Arbeiten von M. Heisig [93] besitzt
jeder ,Korneozyt” eine horizontale Ausdehnung von 30 ym, eine vertikale Ausdehnung von
1 pm und die , Lipidkanéle” haben eine Dicke von 0.1 ym.

Die Geometrieparameter aus Kapitel 5.3 sind folgendermafien eingestellt: a = 14.9, w = 30,
h=1,0,=0.1, n,5, =3, ney = 2 und ny;e, = 10. Gemas Kapitel 5.2 entsteht eine Igm-Geometrie
aus 3-2-10 +1 =61 Subdomains sowie gemafs Kapitel 5.4 ein Grobgitter im ng-Format mit
60-117 =7020 Elementen. Die Ergebnisse fiir die Anisotropiebeschreibungen K, ¥, P und die
dihedralen Winkel der Gitterelemente konnen in Tab. 8.2 den ersten 3 Zeilen entnommen wer-
den. Bei den Rechnungen werden nach 2facher Gitterverfeinerung 246749 Knoten verwendet.

Abb. 8.5 zeigt links die Modellmembran Q, - und die verwendeten Randbedingungen, die in
Kap 8.3 eingefiihrt werden. In dem vergrofierten Ausschnitt rechts daneben sind die charakteri-
stischen Abmessungen eingetragen. Die , Lipidmatrix” wird in Abb.8.5 nur zwischen den ,, Kor-
neozyten” dargestellt und ansonsten zur besseren Anschauung weggelassen (vgl. Abb. 5.9).

Die Barriereeigenschaft des Stratum corneum ldsst sich durch die Lagzeit t charakterisieren.
Fiir ein homogenes Medium, d.h. ¢ = 1, kann die Lagzeit mit 7= 12/(6D) analytisch berechnet
werden [34].

Dabei ist | die Dicke der Membran. Fiir Q,qc gilt I=10-1.0um + 10- 0.1ym = 11um. Fiir eine
homogene Membran gilt Dy, =D Lip- In diesem Fall kann fiir D der aus der Literatur bekannte
Wert fiir Dy, = 10® ecm?/sec [132] verwendet werden. Der analytische Wert fiir 7 ergibt bei
Q,qc flirein ﬁomogenes Medium somit t= (11ym)?/ (6 (108 cm?2/sec)) = 20.167 sec. Dieser Wert
wird zur Validierung des Simulationsprogramms verwendet.

Wenn man die Permeabilitit der ,Korneozyten” verringert, d.h. Dy,, < Dy, setzt, wird die
relative Permeabiltét ¢ kleiner als 1 und es entsteht eine heterogene Membran. Fiir impermea-
bler werdende Korneozyten bzw. fiir € gegen 0 nimmt die Lagzeit T zu und n&hert sich einem
asymptotischen Grenzwert [93].

Abb. 8.6 zeigt einige Ergebnisse der numerischen Simulationen mit ,4¢. Es sind vier Konzen-
trationsprofile mit verschiedenen relativen Permeabiltidten € € {1, 103, 10} zu unterschied-
lichen Zeiten t dargestellt.

Ganz oben in Abb. 8.6 ist £ = 1. Die Korneozyt- und Lipidphase sind gleich permeabel und 2,4~
wird zu einer homogenen Membran. Das Ergebnis zeigt parallele, horizontale Konturen, die
kontinuierlich durch beide Phasen gehen.

Reduziert man die relative Permeabilitdt um Faktor 1000 zu € = 10'3, dann erhilt man wellen-
férmige Konturen (siehe zweites Bild in Abb. 8.6 fiir = 224 sec zu Beginn des Diffusionspro-
zesses). Die Wellengipfel befinden sich in den ,Lipidkandlen”, da dort die Diffusions-
geschwindigkeit grofer ist als in den ,,Korneozyten”.

Fiir £ = 10 sieht man in der numerischen Simulation im stationdren Zustand nach t=3h 47min,
dass die Arzneistoffe nicht nur durch die , Lipidphasen” (interzelluldr) sondern auch durch
die ,, Korneozyten” dringen (intrazellulér), selbst wenn letztere 1000 mal weniger permeabel
sind (siehe 3. Teilbild von Abb. 8.6).

Ganz unten in Abb. 8.6 ist e= 10, d.h. dass die Permeabilitit der ,, Korneozyten” nochmals um
Faktor 1000 geringer ist. In diesem Fall verlduft der Diffusionsweg vorwiegend interzellulér in
den ,Lipidkandlen”.
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0.1 m

I'c=1
Abb. 8.5 SC Modellmembran £,5- mit Randbedingungen (links) und Abmessungen (rechts)

e=1,1r=19 sec

€ =10'3, t =224 sec

Abb. 8.6 Konzentrationsprofile in 2,5 fiir verschiedene Permeabilititen £ zu unterschiedlichen
Zeitpunkten t
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Kapitel 9

Schlussbetrachtung und Ausblick

Motiviert durch ein Projekt [41, 42] tiber dichtegetriebene Grundwasserstromungen und
Radionuklidtransporte oberhalb von Salzstocken wurde ein Geometrie- und Gittergenerie-
rungskonzept entwickelt. Durch die Verwendung von Michtigkeiten anstelle von absoluten
Hohenwerten wird ein Geometriemodell ohne unerwiinschte Schnitte realisiert. Eine Vernet-
zungsmethode mit vertikalen Elementkanten, die senkrecht zu den horizontal liegenden an-
isotropen Deckgebirgsschichten verlaufen, fithrt zu hybriden UG-Gittern, die aus Tetraedern,
Pyramiden, Prismen und grofitenteils Hexaedern bestehen.

Es stellte sich heraus, dass sich diese Vorgehensweise auch fiir andere Geoschichtungen
(Nordseeinseln, Orange County) sowie anisotrope Schichtengebiete im landwirtschaftlichen
Bereich (Horizontalsilos) und limnologischen Bereich (Willersinnweiher) bewéhrt.

Auch fiir die oberste Schichtenfolge der menschlichen Epidermis (Stratum corneum) wurde
die Grundidee vertikaler Gitterkanten bei horizontal verlaufenden Schichtungen verwendet.
Um dem Entstehungsprozess und dem komplexen Aufbau des Stratum corneum gerecht zu
werden, wurde hier allerdings ein spezielles Verfahren entwickelt, das auf einem Modell
in-sich-geschachtelter Tetrakaidekaeder basiert. Diese ermdglichen ein flexibles Geometrie-
modell fiir die oberflichensparende Anordnung ineinandergreifender Zellstapel. Auch hier
erfolgt eine hybride Vernetzung mit den 4 UG-Elementtypen.

Die vorgestellten Methoden erméglichen es, fiir realititsnahe anisotrope Schichtengebiete aus
unterschiedlichen aktuellen Forschungsbereichen Igm-Geometriebeschreibungen und geeig-
nete ng-Gitter mit moglichst vielen Hexaedern bzw. Elementen ohne extreme Winkeleigen-
schaften zu erzeugen.

Der hohe Hexaederanteil ist erfreulich, da Hexaeder besser angepasst und ausgerichtet wer-
den kénnen und bessere Approximationseigenschaften bieten als Tetraeder. Aulerdem beno-
tigt man mit Hexaedernetzen weniger Knoten und damit weniger Freiheitsgrade.

Gute Winkel sind wichtig, da extrem stumpfe Winkel nahe 180° den Interpolations- und Dis-
kretisierungsfehler und extrem spitze Winkel nahe 0° die Kondition der Steifigkeitsmatrix be-
eintrachtigen kénnen.

Neben guten Winkeleigenschaften ist auch eine bestimmte Elementausdehnung, typischer-
weise senkrecht zur Richtung des Gradienten der Losung, von grolem Vorteil. In diesem Zu-
sammenhang wurden die beiden neuen Mafle ¥ und P zur Beschreibung der Anisotropie von
Gitterelementen vorgestellt.

Somit bildet diese Arbeit eine gute Basis, bei numerischen Simulationen den Aspekt der Gitter-
elementqualitdt in besonderer Weise zu berticksichtigen.
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Mit Hilfe der neuen Methoden konnten bereits verschiedene numerische Simulationen (z.B.
von dichtegetriebenen Grundwasserstromungen, Entstehung von Stifwasserlinsen, Arznei-
mitteldiffusionen) auf praxisrelevanten Geometrien und Gittern erméglicht werden. Neben
den vorgestellten Simulationen sind auch in Zukunft weitere Projekte geplant, bei denen die
vorgestellten Geometrie- und Gitterkonzepte zum Einsatz kommen sollen. Zum Beispiel soll
die Grundwassermigration im Grundwasserbecken von Orange County oder die Verdnde-
rung von StiBwasserlinsen in Nordseeinseln bei erhohter Brunnenférderung simuliert wer-
den.

Dartiberhinaus ist angedacht, verschiedene Teilaspekte dieser Arbeit weiterzuentwickeln:

Durch die erweiterten Moglichkeiten der periodischen Randfortsetzung innerhalb des Simu-
lationssystems UG ist eine Optimierung des Tetrakaidekaedermodells mit einer Reduktion der
benétigten Gitterelementzahl denkbar.

Fiir komplexere Grundrisse als Orange County st6t die Erzeugungsmethode von NxM Vier-
ecksgittern an ihre Grenzen. Deshalb besteht die Uberlegung, bei einem entsprechenden
Grundriss ein unstrukturiertes Dreiecksgitter zu verwenden und die in Kapitel 4 beschriebe-
nen Methoden hierfiir anzupassen, was allerdings zu 3D-Gittern aus Tetraedern, Pyramiden
und tiberwiegend Prismen aber keinen Hexaedern fiihrt.

Durch das Zusammenfassen von Randfldchen (— Kap. 4.7) konnte die Handhabung komple-
xer Geometrien und Gitter in UG stark vereinfacht und beschleunigt werden. Durch Loschen
von Lines wurden Surfaces miteinander ,, verschmolzen”. Ahnlich dazu wire es im Rahmen der
Geometrieaufbereitung denkbar, Subdomains durch Loschen von Surfaces zusammenzufassen.
Dabei konnte man auf die bestehenden Konzepte zurtickgreifen.

Insgesamt leistet diese Arbeit iliber die Geometriemodellierung und Gittererzeugung fiir an-
isotrope Schichtengebiete einen interdisziplindren Beitrag an der Schnittstelle zwischen
Angewandter Informatik, Numerischer Simulation und verschiedenen wissenschaftlichen
Anwendungsgebieten.
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