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Zusammenfassung

 

Für die numerische Simulation partieller Differentialgleichungen sind geeignete Geometrien
und Gitter eine wichtige Voraussetzung. Viele Problemstellungen wie bspw. dichtegetriebene
Grundwasserströmung über Salzstöcken oder Arzneimitteldiffusion durch die Hornhaut
(Stratum corneum) betreffen geschichtete Gebiete mit extremer Horizontalausdehnung. Für
solche anisotropen Schichtengebiete stellt diese Arbeit Konzepte zur Erzeugung von Geome-
triemodellen und geeigneten Gitterelementen in 3D vor.
Bei der Geometriemodellierung für geologische Schichten werden unerwünschte Schnitte
von Trennflächen durch Verwendung von Mächtigkeiten anstelle von absoluten Höhenwer-
ten vermieden. Eine Vernetzungsmethode mit vertikalen Elementkanten führt zu hybriden
Gittern, bestehend aus Tetraedern, Pyramiden, Prismen und vorzugsweise Hexaedern ohne
extreme Winkel.
Für das Stratum corneum wird ein neues Geometriemodell mit geschachtelten Tetrakaideka-
edern vorgestellt. Damit ist es möglich, realitätsnahe Modellmembranen mit beliebigen
Abmessungen, Anordnungen und Überlappungen zu erzeugen. Auch hier erfolgt eine Zerle-
gung mit hybriden Gitterelementen.
Mit dem Ziel, möglichst grobe Gitter für anisotrope Schichtengebiete zu erstellen, entstehen
zwangsläufig auch anisotrope Elemente. Es werden verschiedene Methoden zur Beschrei-
bung der Anisotropie und Qualität von Gitterelementen vorgestellt und diskutiert. 
Mehrere Experimente zu ganz unterschiedlichen anisotropen Schichtengebieten, wie Grund-
wasserbecken, Nordseeinseln, Deckgebirge über Salzstöcken, Horizontalsilos, Seen und dem
Stratum corneum belegen die Eignung der erzeugten 
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-Geometrien und 

 

ng

 

-Gitter zur Nut-
zung für numerische Simulationen mit dem Softwaresystem 

 

UG

 

. 

 

Abstract

 

Suitable geometries and grids are an important assumption of the numerical simulation of
partial differential equations. Many problems, such as density driven flow upon saltdomes or
drug diffusion through horny skin (stratum corneum) involve geometries with exhibiting
extensions in horizontal direction. For such ansiotropic layered domains this thesis enables to
create geometry models and well-shaped grid elements in 3D.
Using thicknesses instead of height values avoids unwanted intersections of parting surfaces
during the process of geometry modeling for stratigraphic sequences. A certain grid genera-
tion approach with vertical element edges results in hybrid grids consisting of tetrahedra,
pyramids, prisms and preferably many hexahedra with no extreme angles. 
Presenting a new geometry model with nested tetrakaidecahedra for the stratum corneum, it
is possible to create realisitc model membranes with arbitrary arrangements, measurements
and shifts. A decomposition with hybrid grid elements takes place as well.
Intending coarse grids, the elements of anisotropic layered domains are anisotropic as well. In
order

 

 

 

to

 

 

 

describe

 

 

 

the

 

 

 

anisotropy and quality 

 

of 

 

such

 

 

 

elements,

 

 

 

several

 

 

 

methods

 

 

 

are

 

 

 

shown

 

 

 

and
discussed.
Several experiments for a wide range of anisotropic domains such as groundwater bassins,
North Sea Islands, overburdens upon saltdomes, horizontal silos, lakes and the stratum cor-
neum show the applicability of the created 
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-geometries and 
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-grids for the use in nume-
rical simulations with the software system 

 

UG.
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Kapitel   1                                                                                                                                                                                                                         
-                                                                                                        
Einleitung
Der Lehrstuhl Technische Simulation an der Universität Heidelberg beschäftigt sich mit der
numerischen Simulation partieller Differentialgleichungen (PDGen) aus den Bereichen Phar-
mazie, Neurowissenschaften, Finanzmathematik, Verfahrenstechnik, Umweltwissenschaften,
Numerische Strömungsmechanik (CFD), Elektromagnetik, Verbrennung und Strukturmecha-
nik. Für die numerischen Berechnungen wird das Simulationssystem UG (Unstrukturierte
Gitter) [9, 10] eingesetzt. Die Hauptmerkmale von UG sind Parallelität zur schnellen Berech-
nung umfangreicher Probleme auf Parallelrechnern, Adaptivität zur Anpassung der Rechen-
gitter an lokale Erfordernisse und Mehrgitterverfahren zur schnellen Lösung der
entstehenden Gleichungssysteme [84, 86, 216, 221].
Für numerische Simulationen sind geeignete Geometrie- und Gitterbeschreibungen eine ent-
scheidende Voraussetzung.*  Die Geometrie- und Gittergenerierung ist kein einseitiger Prä-
prozess sondern ein facettenreiches Forschungsgebiet mit unterschiedlichen Konzepten und
Methoden für die verschiedensten Aufgabenstellungen und Anwendungen [43, 45, 65, 66, 111,
147, 148, 156, 157, 165, 181]. Eine schöne Übersicht findet man in [156] von S. Owen.
Für viele Geometrien werden in 3D unstrukturierte, tetraederbasierte Ansätze wie Octree-Ver-
fahren [186, 226], Delaunay-Verfahren [6, 37, 62, 68, 122, 210, 214] oder Advancing-Front-Metho-
den [43, 134, 135, 136, 137] herangezogen. 
Auch unstrukturierte, hexaederbasierte Methoden wie die Grid-based-Methode [179, 180, 215],
die Medial-Surface-Methode [127, 168, 169], das Plastering [15, 23] oder das Whisker Weaving
[147, 148, 149, 197] werden erforscht. Allerdings entstehen mit Hexaedern bei komplexen Ge-
bieten oft Schwierigkeiten bei den Abschlüssen an Rändern oder im Inneren des Gebiets. Eini-
ge Autoren favorisieren daher hybride Gitter mit gemischten Elementtypen und möglichst
vielen Hexaedern (Hex-dominant-methods [144, 156, 202]). Dieses Ziel wird auch in dieser Arbeit
verfolgt.
Viele der am Lehrstuhl Technische Simulation bearbeiteten Problemstellungen betreffen Ge-
biete die aus dünnen, versetzt übereinanderliegenden und horizontal ausgerichten Schichten
bestehen. Abb. 1.1 zeigt links ein Geoschichtengebiet für das Grundwasserströmungen simu-
liert werden sollen. Rechts sieht man flach zusammengedrückte Hornhautzellen (Korneozy-
ten) des Stratum corneum, einem Schichtengebiet der menschlichen Haut, durch das die
Diffusion von Arzneistoffen simuliert werden soll.

Abb. 1.1  Zwei anisotrope Schichtengebiete: Geoschichtengebiet (links), Stratum corneum (rechts)

*  „Meshing can be defined as the process of breaking up a physical domain into smaller sub-domains (elements) in order to facilitate the numerical
ssssolution of partial differential equations.“                                                                                                                                                                       Steven J. Owen [156]
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Für beide Gebiete und auch ihre einzelnen Schichten gilt Gl. (1.1). Die geometrische Ausdeh-
nung in horizontaler Richtung ist deutlich größer als in vertikaler Richtung. Geometrien mit
dieser Eigenschaft, werden in dieser Arbeit als anisotrope Schichtengebiete bezeichnet. Eine
Übersicht aller Problemstellungen mit anisotropen Schichtengebieten, die am Lehrstuhl Tech-
nische Simulation bearbeitet werden, erfolgt in Kapitel 2.

                                    >>  (1.1)

Im numerischen Simulationsprozess mit Mehrgitterverfahren ist ein möglichst grobes Netz
mit wenigen Elementen als Startgitter gewünscht. Da man mit einer isotropen Vernetzung viel
zu viele Elemente benötigen würde, erzeugt man bei anisotropen Schichtengebieten zwangs-
läufig anisotrope Gitterelemente. Dabei entstehen mit unstrukturierten Gittergenerierungs-
methoden häufig Elemente mit sehr stumpfen und sehr spitzen Winkeln, die die numerischen
Berechnungen beeinträchtigen.
In vielfältigen Erfahrungen stellte sich am Lehrstuhl Technische Simulation in den vergange-
nen Jahren heraus, dass es für anisotrope Schichtengebiete im Hinblick auf die entwickelten
numerischen Verfahren und zu lösenden partiellen Differentialgleichungen sinnvoll ist, an-
stelle einer unstrukturierten Gittergenerierungsmethode, einen eher strukturierten Ansatz zu
verfolgen. Es werden Gitter benötigt, die die Richtungsabhängigkeit der jeweiligen Geometrie
und auch die Richtung des Gradienten der Lösung mit orthogonalen Elementkanten berück-
sichtigen können und keine extremen Winkel besitzen.
Die Winkelproblematik und die Grundidee, vertikale Kanten zu verwenden, werden am fol-
genden 2D-Beispiel veranschaulicht. Das Gebiet besteht aus 9 horizontal ausgerichteten aniso-
tropen Schichten (Abb. 1.2 oben). Das erste Gitter besitzt 36 Dreiecke, die alle extreme Winkel
nahe 180° bzw. 0° besitzen. Verwendet man bei der Gittererzeugung mit Dreiecken dagegen
vertikale Kanten, so kann man zumindest die extrem großen Winkel vermeiden (zweites Git-
ter in Abb. 1.2). Dann werden wiederum nur 36 Elemente benötigt, die alle 2 Winkel nahe 90°
und einen spitzen Winkel nahe 0° besitzen. Verwendet man anstatt Dreiecken ausschließlich
Vierecke, so kann man auch noch die extrem spitzen Winkel vermeiden und kommt sogar mit
der Hälfte der Elemente aus (drittes Gitter in Abb. 1.2).
In dieser Arbeit sollen größtenteils dreidimensionale Gebiete betrachtet werden. Die grundle-
gende Idee des 2D-Beispiels aus Abb. 1.2 lässt sich auf den 3D-Fall übertragen. Auch in 3D gilt,
dass für horizontal ausgerichtete Schichtengebiete bei Verwendung vertikaler Kanten bzw.
vertikaler Elementseiten günstige Elementwinkel entstehen.* Entsprechend den Vierecken im
2D-Fall erhält man im 3D-Fall Hexaeder mit guten Winkeleigenschaften. Im Gegensatz dazu
treten bspw. bei unstrukturierten Tetraedergittergeneratoren Elemente mit extremen Winkeln
nahe 0° und 180° auf.

* Anstelle planarer Winkel betrachtet man in 3D meist die dihedralen Winkel (siehe Kap. 6.4).

#x #y$ #z
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Abb. 1.2  Drei verschiedene Gitter für ein anisotropes Schichtengebiet in 2D 

Die Geometrie- und Gitterzeugung für anisotrope Schichtengebiete stellt eine große Heraus-
forderung dar. Typischerweise existieren Einschlüsse (Linsen), Ausstreichungen und Verwer-
fungen von Schichten und nur im Idealfall erstrecken sich die einzelnen Schichten über das
gesamte Gebiet. 
Für die komplexen anisotropen Schichtengebiete sind dreidimensionale Geometriebeschrei-
bungen und Gitter für UG gesucht. Deshalb werden in Kapitel 3 das oberflächenbasierte UG-
Geometrieformat lgm und das UG-Gitterformat ng vorgestellt, Dateiformate die es in 3D er-
möglichen, hybride Gitter aus Hexaedern, Prismen, Pyramiden und Tetraedern in UG einzu-
lesen. Dabei wird auch das Ziel diskutiert, extreme Elementwinkel nahe 0° und 180° zu
vermeiden und möglichst viele Hexaeder zu erzeugen. 
Insbesondere bei Problemstellungen mit einer bestimmten Flussrichtung (z.B. Navier-Stokes)
können Hexaeder viel besser ausgerichtet werden als Tetraeder. Hexaeder bieten bessere
Approximationseigenschaften als Tetraeder und ermöglichen bilineare Ansatzfunktionen. Zu-
dem werden mit Hexaedernetzen vergleichsweise weniger Elemente benötigt um die selbe
Genauigkeit zu erreichen. Während bei einem idealen Hexaedernetz jeder innere Knoten typi-
scherweise zu 8 Hexaedern gehört, grenzen an einen inneren Knoten eines idealen Tetraeder-
netzes ungefähr 20 Tetraeder an. Weniger Hexaeder bedeuten weniger Knoten und damit
weniger Freiheitsgrade. Das führt zu kürzeren Laufzeiten bei der Finiten Elemente Methode
sowie beim Postprozess und bei der Visualisierung. Andererseits muss bei Hexaedergitter-
generatoren beachtet werden, dass sich die Seitenflächen nicht übermäßig verziehen [156].
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In Kapitel 4 wird zunächst gezeigt, wie man mit statistischen Methoden Trennflächen zwi-
schen Schichten auf einem zugrundeliegenden NxM-Basisgitter bestimmen kann. Anschlies-
send wird ein Verfahren vorgestellt, das konsistente Geometriemodelle erzeugt. Dazu
verwendet man Mächtigkeiten anstelle realer Höhenwerte zur Beschreibung der einzelnen
Schichten. 
Im Algorithmus müssen viele Sonderfälle berücksichtigt werden, um ausstreichende Schich-
ten zu erfassen. Wie im 2D-Fall gezeigt (Abb. 1.2), werden bei der 3D-Gittergenerierung eben-
falls vertikale Kanten verwendet. Die hybriden Gitter die dabei entstehen, bestehen aus
Tetraedern, Pyramiden, Prismen und größtenteils aus Hexaedern (siehe z.B. Abb. 1.3). Extre-
me Winkel nahe 0° und 180° werden vermieden.
 

Abb. 1.3  Gittergenerierung für anisotrope Schichtengebiete in 3D mit hybriden Netzen aus Tetra-
edern, Pyedern, Pyramiden, Prismen und möglichst vielen Hexaedern

Die Methode, vertikale Kanten und möglichst viele Hexaedern zu verwenden, wurde ur-
sprünglich für Schichtungen oberhalb eines Salzstocks entwickelt, um Grundwasserströmun-
gen und Transportvorgänge simulieren zu können. Insbesondere das d3f-Projekt [41] und das
r3t-Projekt [42] waren maßgeblich für dieses Konzept. Später stellte sich jedoch heraus, dass
sich die Vorgehensweise auch für andere Geoschichtungen (Nordseeinseln) sowie anisotrope
Schichtengebiete im landwirtschaftlichen Bereich (Horizontalsilos) und limnologischen Be-
reich (Willersinnweiher) bewährt.
Im Gegensatz zu all diesen Gebieten stellt das Stratum corneum eine erhöhte Anforderung
dar, da die  anisotropen Korneozyten in eine komplexe Lipidmatrix eingebettet sind, die man
nur mit großem Aufwand durch Trennflächen unterteilen könnte. Außerdem liegt dem Stra-
tum corneum ein eigener Entstehungsprozess zugrunde: Im Zuge der Differenzierung werden
Hautzellen nach außen verdrängt und nehmen aufgrund ihrer Oberflächenspannung und des
gegenseitigen Drucks eine oberflächensparende, überlappende und zwischenraumlose An-
ordnung ein. Diese dichte Packung mit minimaler Oberfläche muss im Geometriemodell be-
rücksichtigt werden.
Daher wird in Kapitel 5 ein weiteres Geometriemodell vorgestellt, das die geometrischen Ei-
genschaften des Stratum corneum realitätsnah abbildet. Das Konzept basiert auf einer Zerle-
gung mit Tetrakaidekaedern (ÆAbb. 1.4). Durch eine spezielle Schachtelung werden sowohl
Korneozyten als auch die Lipidmatrix modelliert. Bei der anschließenden Vernetzung werden
analog zu den Geoschichtengittern auch beim Stratum corneum Elementkanten verwendet,
die senkrecht zur Ausdehnungsrichtung des Gebiets verlaufen.

größtenteils
Pyramiden

„horizontale“ Prismen 

„vertikale“ Prismen 

Tetraeder
Hexaeder
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Abb. 1.4  Vierzehnflächner mit 8 hexagonalen and 6 rechteckigen Seiten - Dichte Packung

Mit dem neuen Geometriemodell besteht die Möglichkeit, die Anordnung, die Abmessungen
und die gegenseitige Überlappung der Korneozyten sowie die Lipidkanaldicke für verschie-
dene SC-Modellmembranen einzustellen.

Bei der Erzeugung grober Gitter für anisotrope Schichtengebiete entstehen zwangsläufig
anisotrope Gitterelemente. Das muss jedoch kein Nachteil sein. Bei einer numerischen Simu-
lation ist es je nach Richtung des Gradienten der Lösung sogar wünschenswert, dass die Git-
terelemente eine ganz bestimmte Ausdehnung besitzen. Deshalb ist es von Interesse die
Anisotropie von Gitterelementen beschreiben zu können.
In Kapitel 6  werden mit einem Oberflächen-Volumen-Verhältnis und einem Radienverhältnis
zwei neue Anisotropiemaße für die hybriden UG-Gitter eingeführt und diskutiert. Hinzu
kommt eine Betrachtung der Qualität von Gitterelementen unter Berücksichtigung der Aniso-
tropie.

In Kapitel 7 werden für alle projektrelevanten anisotropen Schichtengbiete des Lehrstuhls
Geometrien und Gitter erzeugt, die auf dem Grundsatz der vertikalen Kanten basieren. Alle
erzeugten lgm- und ng-Dateien lassen sich gut handhaben, in das Softwaresystem UG einlesen
und für numerische Simulationen nutzen.
Die Experimente bestätigen den gewünschten hohen Hexaederanteil und zeigen, dass mit der
vorgestellten Methode im Gegensatz zu tetraederbasierten Gittergeneratoren extreme Ele-
mentwinkel nahe 0° oder 180° tatsächlich vermieden werden können. Die Gitter werden mit
den Anisotropiemaßen ausführlich beschrieben und verglichen.

In Kapitel 8 werden mit dem Tetrakaidekaeder-Ansatz Geometrien und Gitter für das Stratum
corneum erzeugt und mit mikroskopischen Untersuchungen verglichen.
Für die beiden Modellmembranen !sSC und !rSC werden lgm-Geometrien und ng-Gitter er-
zeugt und erfolgreich in das Softwaresystem UG eingelesen. Mehrere Simulationen der Arz-
neimitteldiffusion auf diesen Gebieten bzw. Gittern bestätigen den vorgestellten Geometrie-
ansatz mit Tetrakaidekaedern.

Tetrakaidekaeder
8 + 6 =  14  =   4     +    10
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Kapitel   2                                                                                                                                                                                                                         
-                                                                                                        
Problemstellungen mit anisotropen 
Schichtengebieten

Zunächst wird der Begriff „anisotrop“ allgemein erläutert und dann geklärt, was in dieser Ar-
beit mit „anisotropen Schichtengebieten“ bzw. geometrischer Anisotropie gemeint ist. Außer-
dem wird auf den Zusammenhang mit anisotropen partiellen Differentialgleichungen
hingewiesen (ÆKap. 2.1).
Danach werden verschiedene Problemstellungen mit anisotropen Schichtengebieten vorge-
stellt, die am Lehrstuhl Technische Simulation bearbeitet werden:
• Ein Arbeitsgebiet des Lehrstuhls ist die Simulation dichteabhängiger Strömungen in Grund-
Kwasserleitern. Dichteunterschiede entstehen bspw. in der Nachbarschaft von Salzstöcken
K(ÆKap. 2.2 u. 2.4), durch Eindringen von kontaminiertem Wasser (ÆKap. 2.3), bei Upconing
K(ÆKap. 2.5) oder durch Meerwasserintrusion (ÆKap. 2.6). Es geht darum, das Strömungs-
Kverhalten eines oder mehrerer Fluide in einem porösen Medium sowie den Transport darin
Kgelöster Stoffe zu simulieren [103]. Die zugehörigen Geometrien in den Kapiteln 2.2 bis 2.6
Kweisen jeweils eine starke geometrische Ausdehnung in horizontaler Richtung auf und sind
Ksomit anisotrope Schichtengebiete.
• Im Rahmen eines Biogas-Projekts sollen Einlagerungs- und Verdichtungsprozesse in einem
BiHorizontalsilo simuliert werden. Die Schichtenfolge im Horizontalsilo ist ein weiteres aniso-
Bitropes Schichtengebiet (ÆKap. 2.7). 
• Für ein tieferes Verständnis von hydrodynamischen Phänomenen in Seen werden auch
nunumerische Simulationen hinzugezogen. Die einzelnen Wasserschichten im See, die sich
insinsbesondere in den Sommermonaten ausprägen, sind ebenfalls anisotrop (ÆKap. 2.8).
• Die Simulation der Diffusion von Arzneistoffen durch die Haut ist ein weiterer Forschungs-
Kischwerpunkt am Lehrstuhl. Die Hauptbarriere bei der transdermalen Applikation ist das
KiStratum corneum, ein anisotropes Schichtengebiet, bestehend aus langgestreckten und
Si abgeflachten Korneozyten, die in eine Lipidmatrix eingebettet sind (ÆKap. 2.9). 
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2.1 Der Begriff „Anisotropie“

Der Begriff „Anisotropie“ entstammt dem Griechischen ("an(ti)” = gegen, nicht; "isos” = gleich;
"tropos” = Drehung, Richtung) und bezeichnet die Richtungsabhängigkeit einer Eigenschaft.
Das Wort „Anisotropie“ wird in verschiedenen Wissenschaften verwendet. Im Folgenden
werden einige Beispiele aufgeführt:
• In der Kristallographie bezeichnet man Kristalle als anisotrop, die in verschiedene Richtun-
Kgen verschiedene physikalische Eigenschaften besitzen.
• In der Kosmologie spricht man von isotroper und anisotroper Hintergrundstrahlung.
• In den Geowissenschaften verwendet man den Begriff „Anisotropie“ bei der Ausbreitungs-
Kgeschwindigkeit von Erdbebenwellen.
• In der Botanik bezeichnet der Ausdruck „Anisotropie“ die Fähigkeit von Pflanzenteilen un-
teter gleichen Bedingungen verschiedene Wachstumsrichtungen anzunehmen.
• In der Optik bezeichnet man die Strahlung eines Lasers als anisotrop im Gegensatz zur iso-
Ktropen Sonnenstrahlung.
• In den Materialwissenschaften ist die Elastizität von Werkstoffen im Allgemeinen anisotrop.
KDies wird mit den Elastizitätsgesetzen beschrieben (z.B. das triklin anisotrope Elastizitätsge-
Ksetz). Beispielsweise gilt für glas- und kohlefaserverstärkte Kunststoffe ein richtungsabhän-
Kgiges Elastizitätsgesetz.

Anisotropie partieller Differentialgleichungen

Auch in der Numerik partieller Differentialgleichungen werden Gleichungen als anisotrop
bezeichnet. 
Betrachtet man z.B. folgende Modifikation der Poisson-Gleichung (Æ Gl. (2.1)), die man erhält,
wenn man die Poisson-Gleichung auf einem rechteckigen Gebiet lösen will und dieses mit
Hilfe einer Koordinatentransformation auf das Einheitsquadrat zurückführt [7].

 (2.1)

In Gl. (2.1) beschreibt f die Quelle, u den Druck und p den Permeabilitätstensor. Mit einem
kleinen ™ wird diese Gleichung anisotrop. Man erhält dann eine viel kleinere Permeabilität in
Y-Richtung als in X-Richtung. X und Y sind dabei neue Koordinaten nach einer Transforma-
tion im Raum.

Im Gegensatz dazu ist die Gleichung zur Simulation der Arzneimitteldiffusion durch das Stra-
tum corneum keine anisotrope Gleichung sondern eine isotrope Gleichung mit springenden
Koeffizienten (vgl. Kap. 8.3). 

% p u%( )– f p 1 0
0 &

=,=
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Anisotropie von Geometrien 

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Begriff „Anisotropie“ in erster Linie bzgl. der geometri-
schen Abmessungen eines Gebiets verwendet. Wenn ein Gebiet in eine bestimmte Raumrich-
tung wi deutlich stärker ausgedehnt ist als in eine andere Raumrichtung wj , dann wird ein
solches Gebiet als anisotrop bezeichnet.
Ein Beispiel für geometrische Anisotropie beschreibt folgendes Zitat von S. Houlding für geo-
logische Schichtungen: „... an inclined thin-seam orebody may be only a few centimeters thick
but several kilometers in extent ...“ [96].
Mit verschiedenen stratigraphischen Schichtungen, aber auch Schichtungen in Horizontalsilos
und Seen sowie dem Stratum corneum werden in den folgenden Kapiteln insgesamt 8 Beispie-
le für geometrisch anisotrope Schichtengebiete vorgestellt.
Bei allen betrachteten Gebieten ist die Horizontalausdehnung deutlich größer als die Vertikal-
ausdehnung.

Anmerkung zur Anisotropie von Geometrien und der Anisotropie von PDGen

An dieser Stelle sei bemerkt, dass man es in der numerischen Simulation oft mit anisotropen
Gebieten und gleichzeitig mit anisotropen Gleichungen zu tun hat. 
Dies ist bspw. bei der Simulation dichteabhängiger Strömungen auf anisotropen Geoschich-
tengebieten der Fall. In der Massenerhaltungsgleichung setzt sich der Fluß der Salzmasse aus
dem konvektiven und dispersiven Fluss zusammen. Der Diffusions-Dispersionskoeffizient
besteht aus zwei Teilen: der molekularen Diffusionskonstante Dm und dem Dispersionskoef-
fizienten D. Während Dm nur vom Ort, aber nicht von den Unbekannten der Differentialglei-
chungen abhängt, kann der Dispersionskoeffizient D hingegen vom Druck, dem
Salzmassenbruch und deren Ableitungen abhängen. Hier wird zum einen die Diffusion und
zum anderen der Transport berechnet. Während die Diffusion gleichmäßig in alle Richtungen
verläuft, erfolgt der Transport überwiegend in vertikaler Richtung (etwa 10 mal schneller als
in horizontaler Richtung). Diese anisotrope Eigenschaft kann man im Dispersionskoeffizien-
ten D erkennen. Verwendet man nun ein Gitter, das aufgrund der Anisotropie der Geometrie
Elemente besitzt, die in horizontaler Richtung ca. 1000 mal größer sind als in vertikaler Rich-
tung, dann entsteht insgesamt betrachtet ein „Verhältnis von 100“. Man kann die „Anisotropie
des Gitters“ und die „Anisotropie der Transportgleichung“ in diesem Fall quasi „dividieren“.
Wenn jeweils dieselbe Richtung betroffen wäre, müsste man die „Anisotropien multiplizie-
ren“. Es ist egal, woher die Anisotropie kommt: aus den Gitterelementen oder aus der Glei-
chung. Man muss beide berücksichtigen. 

Ähnlich diesem Beispiel sieht man bei der modifizierten Poissongleichung (Æ Gl (2.1)), dass
eine isotrope Gleichung auf einem anisotropen Gitter durch Transformation auf ein isotropes
Gitter zu einer anisotropen Gleichung umgeformt werden kann. Ebenso kann man auch eine
PDG mit isotroper Diffusion auf einem anisotropen Gitter zu einer PDG mit anisotropem Dif-
fusion-Tensor auf einem isotropen Gitter umschreiben.
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2.2 Salzwassertransport in der Waste Isolation Pilot Plant (WIPP)

Die „Waste Isolation Pilot Plant“ (WIPP) [219] ist ein seit 1999 betriebenes Endlager für radio-
aktive Abfälle in den USA an der texanischen Grenze Neu Mexikos. 
Das Endlager liegt in einer Tiefe von ca. 660 m inmitten einer 500 m mächtigen Salzformation.
Das Deckgebirge zeichnet sich durch eine sehr flache Lagerung von Schichten geringer Mäch-
tigkeit aus. 
Die Schichten weisen stark unterschiedliche hydrogeologische Eigenschaften auf. Im Grund-
wasser sind Salzkonzentrationen bis hin zur Sättigung (26%) nachgewiesen. 
Für das überlagerte und unterschiedlich permeable anisotrope Schichtengebiet soll der Trans-
port salinen Wassers bzw. die Konzentrationsverteilung zeitabhängig simuliert werden und
Ergebnisse mit Messwerten aus der Praxis verglichen werden [175, 177, 178]. Die Berechnun-
gen des Strömungsfelds sind im Kontext der Sicherheitsanalyse des Endlagers von Interesse. 
Eine wichtige Voraussetzung für ein solches Vorhaben sind geeignete Gitter und Geometrie-
beschreibungen.

Abb. 2.1    WIPP-Gebiet, 40fach überhöht dargestellt (aus [177], S. 36, ergänzt)

Abb. 2.1 zeigt die Schichtenfolge des Deckgebirges oberhalb der WIPP. Die Schichten erstrek-
ken sich über 32 km in Ost-Westrichtung. Die Schichten sind flach gelagert und besitzen in ver-
tikaler Richtung geringe Mächtigkeiten. Die 5 unteren Schichten („Rustler-Formation“) sind
zusammen nur ca. 100 m mächtig und insbesondere die beiden Hauptaquifere Culebra Dolomit
und Magenta Dolomit sind mit weniger als 8 m sehr geringmächtig. Die oberen drei Schichten
beißen nach Westen hin aus [177, 178, 219]. 
Für dieses anisotrope Schichtengebiet sind Geometrien und Gitter für das Simulationswerk-
zeug UG gesucht (Æ Kapitel 7.1).

ca. 32 km

ca
. 4

00
 m
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2.3 Radionuklidtransport im Gebiet komplex

Auch in Deutschland ist die Frage nach einem Endlager für radioaktive Abfälle aktuell und
Gegenstand zahlreicher Forschungsprojekte. Im Gespräch ist der Salzstock Gorleben [13].
Oberhalb von ihm befindet sich ein mächtiges Grundwasserspeichersystem, in dem zwischen
wasserleitenden Schichten auch Grundwassernichtleiter und Grundwasserhemmer enthalten
sind. Von besonderem Interesse ist die „Gorlebener Rinne“ mit dem tiefsten Grundwasser-
stockwerk über dem Salzstock. Je nach Tiefe einer Schicht trifft man Süßwasser, Brackwasser,
Salzwasser oder Sole an.
Unter anderem besteht der Wunsch Laufzeiten und Fließwege dichteabhängiger Grundwas-
serströmungen [101, 103] sowie Transport und Reaktion von radionukliden Schadstoffen [61]
in einem solchen dreidimensionalen hydrogeologisch komplexen Modellgebiet für lange Zeit-
räume zu simulieren [41, 42]. 

Abb. 2.2 gnuplot-Abbildung einer 2D-lgm-Datei für das Gebiet komplex; Darstellung 30fach über-
höht xii Darstellung 30fach überhöht

Abb. 2.2 zeigt das Gebiet komplex. Die Geometrie ist einem Längsschnitt der Gorlebener Rinne
nachempfunden (vgl. Abb. 28a in [13]). 

Das Gebiet komplex besteht aus 63 Schichten (Subdomains), die mehr oder weniger durchlässig
sind. Die Schichten werden drei unterschiedlichen Klassen (Units) zugeordnet: Schluff (0.002
bis 0.063 mm *), Feinsand (0.063 bis 0.2 mm) und gröberer Sand (0.2 bis 2 mm). 

In horizontaler Richtung erstreckt sich das Gebiet komplex über ungefähr 6 km. In vertikaler
Richtung beträgt die Gesamtmächtigkeit aller Schichten ca. 150 m. Einzelne Schichten weisen
sehr kleine Mächtigkeiten von nur wenigen Metern auf (z.B: Schicht 43: nur 1.50 m !). Man be-
achte die 30-fach überhöhte Darstellung in Abb. 2.2 zur besseren Erkennung der flachen
Schichten. 

Für das anisotrope Schichtengebiet komplex sollen in 2D und 3D lgm-Geometrien und ng-Gitter
erstellt werden (Æ Kap. 7.2).
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2.4 Dichtegetriebene Grundwasserströmungen be dem Salzst    
dsfüber dem Salzstock Höfer

 

Abb. 2.3   Deckgebirge des Salzstocks bei Höfer, Vertikalschnitt in Nord-Süd-Richtung [ÆÆÆÆ177]

Nach der Historischen Geologie geht die Entstehung der Salzstöcke in der Norddeutschen
Tiefebene auf die Zeit vor ca. 250 Mio. Jahren (Zechstein) zurück, als während einer ausge-
dehnten Periode mit aridem Klima riesige Mengen von Salzmineralien durch Verdunstung
von Meerwasser ausgefällt wurden ([166], S. 196) (500 - 1000 m mächtig). Es folgten Überlage-
rungen des Trias (bis vor 205 Mio. Jahren), des Jura (bis vor 135 Mio. Jahren), der Kreide (bis
vor 65 Mio. Jahren), des Tertiärs (bis vor 2,6 Mio. Jahren) sowie des Quartärs (Eiszeitalter).
Da Salz unter Druckeinwirkung plastisch reagiert, kam es unter der Last der überlagerten
Schichten zu Verformungen. Dabei begann das Salz aufgrund seiner geringeren Dichte sich in
die Deckgebirgsschichten hineinzudrücken; insbesondere dort, wo aufgrund weltweiter Erd-
massenbewegungen Schwächezonen vorhanden waren. Es entstanden zunächst flache Salz-
kissen, die sich örtlich zu Salzstöcken (Salzdiapire) mit pilzförmiger Gestalt aufrichteten [177].
Der Salzstock Höfer liegt 50 Kilometer nordöstlich von Hannover am Rand der Südheide. Der
Salzstock erstreckt sich über ca. 2.5 km unterhalb der Gemeinde Höfer und reicht bis auf etwa
120 m an die Geländeoberkante heran. Über den Schacht „Mariaglück“ wurden in Höfer von
1922 bis 1977 mehr als 13 Mio. Tonnen Kali- und Steinsalz gefördert. 
Das Gebiet über dem Salzstock Höfer besteht aus abwechselnd sandigen und lehmig-tonigen
Schichten, die als Aquifere bzw. Aquiclude wirken [177]. Geometrisch betrachtet haben diese
Schichten eine extrem große Ausdehnung in horizontaler Richtung. Abb. 2.3 und Abb. 7.4 zei-
gen eine horizontale Abmessung von 7 km wohingegen einzelne Schichten des Deckgebirges
eine vertikale Abmessung von teilweise nur wenigen Metern aufweisen. 
Für das flach geschichtete Deckgebirge über dem Salzstock Höfer sollen die dichtebedingte
Strömung und die Konzentrationsverteilung bis zum stationären Zustand berechnet werden.
Eine wichtige Voraussetzung ist die Erstellung eines dreidimensionalen Geometrie- und Git-
termodells für dieses anisotope Schichtengebiet.
Im Experimentalteil dieser Arbeit wird das „Höfer-Domain“ als Beispiel für ein anisotropes
Schichtengebiet wieder aufgegriffen (ÆKap. 7.4).
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2.5 Veränderung von Süßwasserlinsen bei Nordseeinseln

Ein weiterer Arbeitsschwerpunkt im Rahmen dichtegetriebener Grundwasserströmungen ist
die Simulation von Süßwasserlinsen bei Nordseeinseln.
Die Grundwasservorkommen ostfriesischer Inseln wie Norderney oder Langeoog sind von
festländischen Systemen isoliert und werden allein durch die Versickerung von Niederschlä-
gen gebildet und stabilisiert. Das spezifisch leichtere Süßwasser schwimmt auf dem schwere-
ren Salzwasser und verdrängt es bis zum Erreichen des Tauchgleichgewichtes. Die
Grundwasseroberfläche ist uhrglasförmig gewölbt und prägt mit der parabolisch geformten
Tiefenausdehnung den Ausdruck Süßwasserlinse. (K. Naumann Æ [152] Æ „5 Geometrie der
Süßwasserlinsen“)
  

Abb. 2.4   Schematische Darstellung einer Süßwasserlinse (links) und Auswirkungen bei einer extre-
men men men Wasserentnahme (rechts)

Bei zu großen Wasserentnahmemengen kann ein Absenkungstrichter entstehen, der eine
Schädigung der grundwasserabhängigen Vegetationen in Dünentälern bewirkt. Außerdem
kann es zum Upconing* und unter Umständen sogar zu einer Versalzung im Brunnen kom-
men. Darüber hinaus beeinflussen Tiden, Sturmfluten, Meeresspiegelanstieg sowie Nieder-
schläge die Süßwasserlinse. Für eine gesicherte Trinkwasserversorgung muss (insbesondere in
den Sommermonaten) die Entnahme von Grundwasser an die Höhe der Grundwasserneubil-
dung angepasst werden [152, 185, 224].
Im Rahmen der Kooperation mit der GRS [177, 178] soll am Lehrstuhl zunächst die Entstehung
der Süßwasserlinse einer Nordseeinsel simuliert werden. Anschließend soll die Modifikation
der Süß-/Salzwassergrenze bei erhöhter Brunnenförderung sowie Transportprozesse (z.B.
Chlorid u. Kalium) berechnet werden.
Eine wichtige Grundvoraussetzung für solche Simulationen sind geeignete Geometrie- und
Gitterbeschreibungen. Sowohl bei der städtischen Insel Norderney als auch der dörflichen In-
sel Langeoog müssen folglich anisotrope Schichtengebiete modelliert und vernetzt werden.

* Aufstieg der Süßwasser-Salzwasser-Grenzfläche infolge des Abpumpens von Süßwasser oberhalb der Grenszschicht

Meer Süßwasser

Salzwasser
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Abb. 2.5  Blockschemata zum geologischen Aufbau der anisotropen Modellgebiete für Norderney
dasdas  as(links) und Langeoog (rechts)

Beim Beispiel Norderney wird der westliche Teil der Insel modelliert, unter dem die Süßwas-
serlinse nachgewiesen ist. Das Modellgebiet besitzt eine Länge von 10 km, eine Breite von 4 km
und eine vertikale Ausdehnung von lediglich 150 m (Æ Abb. 2.5 links). Das Modellgebiet ist
unterteilt in Schichten aus dem Pliozän, Pleistozän und Holozän. Neben diesen grundwasser-
leitenden Schichten treten grundwasserhemmende und grundwasserstauende Schichten aus
Ton, Torf und Sand auf, die teilweise nur ein bis wenige Meter mächtig sind [152, 177, 178].
Beim Beispiel Langeoog wird ein Teilgebiet östlich des Dorfes Langeoog modelliert. Dieses
Modellgebiet ist ebenfalls sehr anisotrop. Es umfasst ein Gebiet mit 2 km Länge, 1.5 km Breite
und einer vertikalen Ausdehnung von lediglich 70 m. Über dem grundwasserhemmenden
Lauenburger Ton liegt das grundwasserleitende Glazifluviatil. Darüber befindet sich das Ho-
lozän mit diversen grundwasserleitenden Wattsanden sowie grundwasserstauenden Watt-
schlickschichten. Insbesondere letztere weisen teilweise extrem geringe Mächtigkeiten von ein
bis wenigen Metern auf.
Für die anisotropen Schichtengebiete zu den ostfriesischen Inseln Norderney und Langeoog
sind geeignete Geometrie- und Gitterbeschreibungen gesucht. Die beiden Inseln werden in
den Experimenten dieser Arbeit wieder aufgegriffen (siehe Kap. 7.5 und Kap. 7.6).
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2.6 Salzwasserintrusion und künstliche Grundwasserneubildung 
in  in Orange County
 

Abb. 2.6  “Orange County Water District“, Draufsicht, aus [201] ÆÆÆÆ Fig.1

„Orange County“ bezeichnet den Landkreis der Stadt Orange und liegt in Kalifornien südöst-
lich von Los Angeles (ÆAbb. 2.6). Das Grundwasserbecken von Orange County liefert 70%
des Brauchwasserbedarfs für ca. 2 Millionen Menschen. Für die Zukunft ist angedacht, einen
noch größeren Anteil (evtl. sogar 100%) der Wasserversorgung diesem Grundwasserbecken
zu entnehmen.
Durch die Nähe zum Pazifik kommt es allerdings zum Salwassereintrag („SEAWATER INTRU-
SION“). Um die Süß-Salzwassergrenze zu stabilisieren wird wiederaufbereitetes Wasser in der
„SALT WATER BARRIER INJECTION AREA“ künstlich eingebracht (ÆAbb. 2.6). 
Neben den geringen Niederschlägen in Orange County wird das Grundwasserbecken insbe-
sondere durch Wasser des „Santa Ana River“ in der „FORE-BAY“ gespeist. Im Untergrund bewegt
sich das Wasser in westlicher Richtung durch die 3 Aquifere (ÆAbb. 2.7). Es besteht die Über-
legung, wiederaufbereitetes Wasser in „RECHARGE BASINS“ auch in der „FORE-BAY“ künstlich
einzuspeisen und irgendwann an einem westlich davon gelegenen Brunnen als Brauchwasser
wieder zu fördern. 
Eine solche Vorgehensweise ist aber nicht unproblematisch, zumal organische und mikrobio-
logische Verunreinigungen mitgeführt würden. Der Transportpfad durch die Aquifere müsste
also lang genug sein, damit die reinigenden Eigenschaften des Bodens ausreichend zum Tra-
gen kämen. Daher wird über Einschränkungen wie die Mindestverweildauer des Wassers im
Boden oder die Mindestentfernung vom Einspeisungsbecken bis zum Entnahmebrunnen dis-
kutiert.
Vor diesem Hintergrund gewinnen Abschätzungen der Verweildauer des Wassers mittels Iso-
topenanalyse und auch insbesondere die Simulation der zeitabhängigen Grundwassermigra-
tion durch die heterogenen geologischen Schichtungen zunehmend an Bedeutung.
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Abb. 2.7  Vertikaler Schnitt durch das Grundwasserbecken von Orange County in Richtung des
Santa iiniii Santa Ana River, aus [201]ÆÆÆÆFig. 2, ergänzt mit Leitfähigkeitsangaben für die Aquifere und
Aquiclud Aquiclude

Anhand der „STUDY AREA“ im Nordosten von Orange County wurden bereits interessante
Analysen und Simulationsrechnungen von Tompson, Falgout et al. in Livermore durchgeführt
[3, 200, 201]. Die verwendeten Gitter für die „STUDY AREA“ sind sehr fein und basieren auf ei-
nem voxelbasierten geostatistischen Ansatz von S. Carle [24]. 

Es besteht der Wunsch, mit dem Simulationswerkzeug UG ebenfalls Rechnungen für Orange
County durchzuführen. Im Gegensatz zu den Arbeiten von Tompson, Falgout et al. soll nicht
nur die „STUDY AREA“ sondern das gesamte Grundwasserbecken von Orange County model-
liert werden. 
Das Grundwasserbecken besteht im Wesentlichen aus den drei grundwasserleitenden Schich-
ten „SHALLOW AQUIFER“, „MAIN PRODUCTION AQUIFER“ und „LOWER AQUIFER“ sowie zwei ge-
ringmächtigen nichtleitenden Toneinschlüssen. Das Grundwasserbecken ist eingebettet in das
undurchlässige „BEDROCK“ (Æ Abb. 2.7). 
Die Gesamtabmessungen des zu realisierenden Modellgebiets sind 160000 ft x 140000 ft in ho-
rizontaler Richtung und 4500 ft in vertikaler Richtung. 
Die obere Tonschicht hat eine Mächtigkeit von lediglich 50 ft, die untere Tonschicht eine Mäch-
tigkeit von nur 100 ft. Hinzu kommen extrem geringmächtige Stellen im „SHALLOW AQUIFER“
von nur wenigen ft.
Für dieses extrem anisotrope Schichtengebiet in Orange County sind geeignete Geometrie-
und Gitterbeschreibungen gesucht (siehe Kap. 7.7). 
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2.7 Verdichtung von Horizontalsilos

Das "Biogas-Crops-Network" [11, 83, 153] erforscht die Monofermentation von pflanzlicher
Biomasse. Es werden grundlegende Fragestellungen der Substratvorbereitung, der Pro-
zessführung und -steuerung, der biochemischen und mikrobiologischen Analytik sowie der
Prozessmodellierung behandelt. Innerhalb dieses Netzwerks liegt der Schwerpunkt des Lehr-
stuhls Technische Simulation auf robusten und effizienten Simulationsmodellen für die Erzeu-
gung von Biogas. Dabei soll zum einen der Fermentierungsprozess und zum anderen der
Einlagerungs- und Verdichtungsprozess für Horizontalsilos (auch „Fahrsilos“ genannt) [145,
203] simuliert und optimiert werden [89] (siehe auch [33, 110]). 
Die gegebenen Bahndaten des Verdichtungswerkzeugs müssen mit dem Ziel ausgewertet
werden, die einzelnen komprimierten Schichten des Silos zu erkennen und deren Volumina
bzw. Verdichtungen zu berechnen. Die zu beschreibende Schichtenfolge im Horizontalsilo ist
ein weiteres anisotropes Schichtengebiet, für das Geometrie- und Gitterbeschreibungen ge-
sucht sind [54].

Abb. 2.8   Horizontalsilo         ÆÆÆÆ    Befüllung   ÆÆÆÆ Verdichtung                ÆÆÆÆ       anisotrope Schichten

Beim Einlagerungs- und Verdichtungsprozess in Horizontalsilos kann man ebenfalls von
anisotropen Schichtengebieten sprechen. Die im Rahmen des BCN [11] von der LGF [126]
betrachteten Fahrsilos haben eine horizontale Ausdehnung von 20 bis 100 m und besitzen eine
Höhe von ca. 4m. Die Fahrsilos sind typischerweise an 3 Seiten durch Wände begrenzt (rechts,
links und hinten). Im 5-Minutentakt wird gehäckseltes Gras oder Mais abgekippt, durch Rad-
lader auf der „Rampe“ des bereits bestehenden Silos verteilt („progressive Keiltechnik“) und
von Traktoren und Walzen zu dünnen Schichten komprimiert (Æ Abb. 2.8, Abb. 7.14 u. Abb.
7.16). Diese verdichteten Schichten sollen im Rahmen des BCN [11] erkannt, beschrieben und
vernetzt werden [54, 89]. Die Schichten besitzen mit 10 bis 30 cm Dicke eine vergleichsweise
geringe Mächtigkeit und haben eine extrem große Ausdehnung in horizontaler Richtung.

Bei der Verdichtung von Horizontalsilos entstehen somit auch anisotrope Schichtengebiete
(siehe Kap. 7.8).
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2.8 Hydrodynamische Phänomene im Willersinnweiher

Der Willersinnweiher ist ein Baggersee in der Oberrheinischen Tiefebene im Stadtgebiet von
Ludwigshafen. Der See ist ca. 800 m lang und ca. 250 m breit und besitzt eine durchschnittliche
Tiefe von ca. 9 m. Seine maximale Tiefe beträgt ca. 18 m. Im Sommer kommt es durch die starke
Sonnenbestrahlung und den geringen Wind (Æ wenig Umwälzung) zur Ausprägung von
unterschiedlichen Schichten im See. Diese bilden bei den genannten Abmessungen des Sees
ein anisotropes Schichtengebiet (vgl. Abb. 7.17 auf S. 125).
Die sommerliche Schichtung des Sees führt zu Sauerstoffmangel in den tiefen Bereichen
(hypolimnische Anoxie) und zur organischen Sedimentation, d.h. zu Bedingungen unter de-
nen man Methanbildung erwarten kann. Zudem hat der See Interaktion mit dem Grundwas-
ser.
Arbeitsgruppen der Geoökologie und der Umweltphysik der Universität Heidelberg führen
an dem nährstoffreichen (eutrophen) Baggersee Experimente durch [133]. U.a. werden mit
akustischen Strömungsmessgeräten und dem Spurengas SF6 als Tracer hochaufgelöste Leitfä-
higkeits- und Temperaturprofile in vertikaler Dimension gemessen und durch geeignete Mo-
delle interpretiert. Mit den Messdaten lassen sich vertikale Diffusionskoeffizienten
abschätzen.
Für ein tieferes Verständnis der hydrodynamischen Phänomene im See werden neben zahlrei-
chen Messdaten und Experimenten auch numerische Simulationen von Temperatur- und Ge-
schwindigkeitsverteilungen hinzugezogen. Hierfür ist vorab eine geeignete Geometrie- und
Gitterbeschreibung für den Willersinnweiher bzw. seine anisotropen Schichten notwendig (Æ
Kap. 7.9).

2.9 Arzneimitteldiffusion durch das Stratum corneum

In Abb. 2.9 sieht man eine lichtmikroskopische Aufnahme der menschlichen Haut. Diese ist
schichtförmig aufgebaut. Sie besteht aus Subkutis (Unterhaut), Dermis (Lederhaut) und Epi-
dermis (Oberhaut). Die Epidermis unterteilt sich in die lebende Epidermis und das Stratum
corneum.
Im Rahmen der Differenzierung wandern die kernhaltigen Keratinozyten nach außen und
werden zu kernlosen abgestorbenen, dehydrierten Korneozyten (Hornzellen) im Stratum cor-
neum. Sie bestehen überwiegend aus Keratinfilamenten und sind von einer starren Hülle, dem
„cornified envelope“ umschlossen.
Das Stratum corneum setzt sich aus ca. 10 - 15 Schichten von Korneozyten zusammen, die in
eine aus Lipid-Bilayer-Schichten bestehende kontinuierliche Lipidmatrix eingebettet sind. Ein
Korneozyt besitzt eine horizontale Ausdehnung von 30 bis 50 µm und ist weniger als 1 µm
dick. Die Lipidkanäle zwischen den Korneozyten sind sogar nur 0.1 µm dick. Das Stratum cor-
neum ist somit auch ein anisotropes Schichtengebiet.*
In der pharmazeutischen Forschung spielen Diffusionsvorgänge von Substanzen eine wichti-
ge Rolle, da die Aufnahme von vielen Arzneistoffen passiv durch Diffusion erfolgt. Neben der
oralen Applikation von Arzneistoffen wurde in den letzten Jahren in zunehmenden Maße die
Haut als Resorptionsorgan für systemisch wirkende Arzneistoffe interessant und es wurden
bereits diverse transdermale therapeutische Applikationssysteme entwickelt. Verschiedene
Arzneimittel, die über die Haut appliziert werden, sind bereits auf dem Markt (z.B. Nitro-
glycerin, Clonidin, Nicotin, hormonale Kontrazeptiva, Morphin, Scopolamin, Clenbuterol).

* „The stratum corneum is a highly orientated layered structure consisiting of alternating cornified cells (the so-called corneocytes) separated by
sssmultilamellar lipid layers.“ bla vlabla vlabla vlabla vlabla vlabla vlabla vlabla vlabla vlabla  vla  v Tobias Richter, Roland Wiesendanger et al. [171]
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Abb. 2.9   Transdermale Applikation und Größenverhältnisse im Stratum corneum; Lichtmikrosko-
KKKKK J lichtmikroskopische Aufnahme aus [141], modifiziert 

Auch in der Tiermedizin gibt es erste Anwendungen der transdermalen Applikation (z.B. An-
tihelmintika in der Schweinezucht) [206]. 
Die transdermale Aufnahme von Arzneimitteln hat gegenüber der oralen Applikation Vortei-
le: Da der Wirkstoff weder den Magen-Darm-Trakt noch die Leber passieren muss, wird die
Verstoffwechselung des Arzneimittels deutlich verringert. Dadurch können die Nebenwir-
kungen vermindert und die Arzneimitteldosis reduziert werden. Zudem kann durch die
gleichmäßige Diffusion des Wirkstoffs der Arzneimittelspiegel im Blut über einen längeren
Zeitraum hinweg konstant gehalten werden.
Leider ist die Permeation sehr vieler Arzneimittel durch die Haut sehr schlecht. Das liegt grös-
stenteils am Stratum corneum, welches die Hauptbarriere darstellt. In der dermatologischen
Forschung werden derzeit Verfahren untersucht, welche die Durchlässigkeit der Haut erhö-
hen wie z.B. Iontophorese oder Elektroporation. 
Der Transportweg der Arzneimittel durch das Stratum corneum ist bisher noch nicht vollstän-
dig aufgeklärt. Einige Forscher auf diesem Gebiet nehmen an, dass der primäre transdermale
Transport via lateraler Diffusion durch die multilamellare Lipidmatrix erfolgt [1, 57, 104]. Die
Korneozyten werden hierbei als impermeabel betrachtet. Im Gegensatz dazu wird in [160] für
sehr hydrophile Komponenten ein „aqueous pore“-Weg durch die Korneozyten angenom-
men. In den letzten Jahren wurde die Diffusion durch das Stratum corneum mit Hilfe neuerer
mikroskopischer Untersuchungen weiter erforscht [227, 228]. In [229] visualisierten Yu et al.
mit Zwei-Photonen-Fluoreszenzmikroskopie das hydrophobe Rhodamin B-Hexylester sowie
das hydrophile Sulforhodamin nicht nur in der multilamellaren Lipidregion sondern auch in-
nerhalb der Korneozyten.
Die Simulation der Arzneimitteldiffusion ist am Lehrstuhl Technische Simulation ein For-
schungsschwerpunkt der Aufschlüsse geben soll. Es werden zeitabhängige Arzneimittelkon-
zentrationsprofile für inhomogene Modellmembranen erstellt, um eine möglichst detaillierte
Beschreibung des Arzneimittelflusses durch das Stratum corneum zu erhalten. Der intrazellu-
läre Diffusionsweg wurde in 2D bereits vor einigen Jahren am Lehrstuhl mittels Computersi-
mulation bestätigt. Als Modell wurde damals ein zweidimensionales „Brick-and-Mortar“
Modell verwendet [93]. Nun sollen die bisherigen Ergebnisse auf einem realitätsnahen dreidi-
mensionalen Stratum corneum Modell verifiziert und verfeinert werden. Dazu ist ein geeigne-
tes Geometrie- und Gittermodell für das Stratum Corneum mit seinen anisotropen Schichten
gesucht (Kapitel 5, Kapitel 8). 
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Kapitel   3                                                                                                                                                                                                                          
-                                                                                                        
Geometrien und Gitter für UG

Für die vorgestellten anisotropen Schichtengebiete sind dreidimensionale Geometrie- und Git-
terbeschreibungen für das Numeriksimulationssystem UG gesucht. Bei dieser Aufgabenstel-
lung müssen das Geometrieformat und das Gitterformat von UG berücksichtigt werden.

Abb. 3.1  Geometriedatei geometry.lgm und Gitterdatei grid.ng für das Simulationswerkzeug UG

Für die Beschreibung der Geometrie steht in UG das „lgm“-Domain zur Verfügung, das in Kap.
3.1 vorgestellt wird.
Kap. 3.2 gibt einen Überblick zum ng-Format für die Eingabe des Gitters in UG. Es wird be-
schrieben, welche Elementtypen damit möglich sind. Außerdem wird der Zusammenhang der
beiden Formate lgm und ng erläutert: Ein ng-Gitter bezieht sich immer auf eine zugehörige
lgm-Geometrie (rote Pfeile in Abb. 3.1). Dagegen besitzt eine lgm-Datei ihrerseits keine Refe-
renzen auf ng-Dateien. Für ein und dieselbe lgm-Geometrie können beliebig viele ng-Gitter er-
zeugt werden.
Kapitelübergreifend (Kap. 3.1 u. 3.2) dient ein anschauliches Dateibeispiel mit ergänzenden
Grafiken dem intuitiven Verständnis der beiden Dateiformate (ÆAbb. 3.3 u. Abb. 3.10). Für
technische und syntaktische Details sei auf [44], [88] und insbesondere [207 Æ Kap. 7] verwie-
sen.
Mit den gegebenen UG -Formaten stellt sich die Frage, wie die zu erzeugenden Geometrien
und Gitter für die in Kapitel 2 vorgestellten anisotropen Schichtengebiete sinnvollerweise aus-
sehen sollen. Unterkapitel 3.3 erläutert den Vorzug eines flächenbasierten Geometrieansatzes
gegenüber einem voxelbasierten Verfahren und Kap. 3.4 beschreibt das Ziel, Gitter mit günsti-
gen Winkeleigenschaften und möglichst vielen Hexaedern zu erzeugen.

grid.nggrid.ng

geometry.lgmgeometry.lgm
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3.1 UG-Geometrien im lgm-Format 

Im Numeriksimulationssystem UG besteht mit dem „lgm“-Domain die Möglichkeit, komplexe
dreidimensionale Gebiete, die aus mehreren Einheiten bestehen, zu beschreiben. Diese Geo-
metrien können als Dateien im „lgm-Format“ in UG eingelesen werden. Der Name „lgm“ steht
für „linear grid model“ und drückt aus, dass die Trennflächen und Ränder des Gebiets mit
linearen Flächenstücken, nämlich ausschließlich mit Dreiecken, beschrieben werden.

Abb. 3.2    Übersichtsgrafik zum lgm-Domain 

Bei einem lgm-Domain ist das Gesamtgebiet in der Regel in mehrere Einheiten (Subdomains) un-
terteilt, die in dieser Arbeit jeweils einer anisotropen Schicht entsprechen. Jede Subdomain ist
stets abgeschlossen und wird durch beliebig viele, zusammenhängende Oberflächen (Surfaces)
begrenzt. Surfaces werden mit mehreren Polygonzügen (Lines) umrandet und mit beliebig vie-
len Dreiecken (Triangles) beschrieben (ÆAbb. 3.4). Lines referenzieren mindestens zwei Punkte
(Points) und Dreiecke referenzieren genau drei Points. Die Points werden durch ihre Raumko-
ordinaten x, y und z beschrieben.
Abb. 3.2 zeigt in einer Übersicht die Hierarchie des lgm-Domain. Einige Bezüge zwischen den
einzelnen Objekten sind exemplarisch eingezeichnet. Man sieht, dass eine Line zu zwei oder
mehr Surfaces gehören kann und dass jedes Dreieck zu genau einer Surface gehört. Eine Trenn-
fläche zweier aneinandergrenzender Subdomains wird durch eine gemeinsame Surface reprä-
sentiert (z.B. surface 6 in Abb. 3.3).

Subdomains

Surfaces

Lines

Surfaces
••   ••   ••

Surfaces
••   ••   ••

Points

••   ••   ••

Points

••   ••   ••

Triangles
••   ••   ••

Triangles
••   ••   ••

••   ••   ••

Lines
••   ••   ••

••   ••   ••

Surfaces
••   ••   ••

••   ••   ••
Points

••   ••   ••

••   ••   ••

Triangles
••   ••   ••

••   ••   ••

Triangles

Points Points Points
••   ••   ••

Lines Lines

Points
••   ••   ••

x y z x y z x y z



                                                                   Kapitel 3   Geometrien und Gitter für UG                                                                  23

Abb. 3.3     Listing eines lgm-Beispiels mit ergänzenden Grafiken zur Veranschaulichung von Subdo-
maini     m von Subdomains und Lines (oben) sowie Surfaces und Points (unten) 

# Domain-Info
name = lgm_Example
problemname = test
convex = 0

# Unit-Info
unit 1 SUBDOMAINNAME_1
unit 2 SUBDOMAINNAME_2

# Line-Info
line 0: points: 0 1 2;
line 1: points: 2 3 4;
line 2: points: 4 5 6;
line 3: points: 6 7 0;
line 4: points: 0 9;
line 5: points: 2 11;
line 6: points: 4 13;
line 7: points: 6 15;
line 8: points: 9 10 11;
line 9: points: 11 12;
line 10: points: 12 13;
line 11: points: 13 14 15;
line 12: points: 15 16 9;
line 13: points: 9 17;
line 14: points: 17 12;
line 15: points: 13 18;
line 16: points: 15 20;
line 17: points: 9 21;
line 18: points: 17 21;
line 19: points: 17 20;
line 20: points: 21 20;
line 21: points: 12 18;
line 22: points: 18 19 20;

# Surface-Info
surface 0: left=1; right=0; points: 0 1 2 3 4 5 6 7 8; lines: 0 1 2 3 ; triangles: 0 8 7; 0 1 8; 1 3 8; 1 2 3; 7 8 6; 8 5 6; 8 3 5; 3 4 5;
surface 1: left=1; right=0; points: 0 1 2 9 10 11; lines: 0 5 8 4 ; triangles: 0 9 10; 0 10 1; 1 10 11; 1 11 2;
surface 2: left=1; right=0; points: 2 3 4 13 12 11; lines: 1 6 10 9 5 ; triangles: 2 11 12; 2 12 3; 3 12 13; 3 13 4;
surface 3: left=1; right=0; points: 4 5 6 13 14 15; lines: 2 7 11 6 ; triangles: 6 14 15; 6 5 14; 5 13 14; 5 4 13;
surface 4: left=1; right=0; points: 0 7 6 15 16 9; lines: 3 7 12 4; triangles: 0 16 9; 0 7 16; 7 15 16; 7 6 15;
surface 5: left=1; right=0; points: 9 10 11 12 17; lines: 8 9 14 13; triangles: 9 17 10; 10 17 12; 10 12 11;
surface 6: left=1; right=2; points: 9 16 17 12 15 14 13; lines: 13 14 10 11 12; triangles: 9 16 17; 16 15 17; 17 15 14; 17 14
12; 12 14 13;;                                                                 triangles: 9 16 17; 16 15 17; 17 15 14; 17 14 12; 12 14 13;
surface 7: left=2; right=0; points: 12 13 18; lines: 10 15 21; triangles: 12 18 13;
surface 8: left=2; right=0; points: 13 14 15 18 19 20; lines: 11 15 22 16; triangles: 20 15 19; 19 15 14; 18 19 14; 18 14 13;
surface 9: left=2; right=0; points: 9 16 15 20 21; lines: 12 16 20 17; triangles: 21 9 16; 20 21 16; 20 16 15;
surface 10: left=2; right=0; points: 9 17 21; lines: 13 18 17; triangles: 9 21 17;
surface 11: left=2; right=0; points: 20 17 21; lines: 18 19 20; triangles: 21 20 17;
surface 12: left=2; right=0; points: 17 12 18 19 20; lines: 14 21 22 19; triangles: 20 19 17; 17 19 12; 12 19 18;

# Point-Info
0   0   0
1   0   0
2   0   0
2   1   0
2   2   0
1   2   0
0   2   0
0   1   0
1   1   0
0   0   1
1   0   1
2   0   1
2   1   1
2   2   1
1   2   1
0   2   1
0   1   1
1   1   1
2   2   2
1   2   2
0   2   2
0   1   2
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Abb. 3.4  Triangulierung der lgm-Surface 6 aus Abb. 3.3

Abb. 3.5  „Links-Rechts-Information“ einer Surface durch Orientierung der Dreiecke

Die „Links-Rechts-Information“ einer Surface („left =..., right =...“ in Abb. 3.3) wird durch die
einheitliche Orientierung der „Surface-Dreiecke“ festgelegt. Zwei benachbarte Dreiecke einer
Surface sind dann gleich orientiert, wenn ihre beiden gemeinsamen Punkte in umgekehrter
Reihenfolge aufgelistet sind (siehe Abb. 3.3, Abb. 3.4 sowie triangles „AÆCÆD“ und
„CÆAÆB“ in Abb. 3.5). Der Daumen der linken Hand zeigt zur „rechten“ Subdomain einer
Surface („right =...“), wenn die 4 anderen gekrümmten Finger der linken Hand der Aufzählung
der Eckpunkte eines „Surface-Dreiecks“ folgen (siehe Abb. 3.5). Die „linke“ Subdomain befindet
sich dann auf der anderen Seite der betrachteten Surface („left =...“).
Surfaces trennen entweder benachbarte Subdomains voneinander, oder sie trennen Subdomains
vom Raum außerhalb des Rechengebiets. Dieses Komplement des Rechengebiets wird mit
„Subdomain 0“ bezeichnet.
Als einfaches Anschauungsbeispiel dient in Abb. 3.3 das Listing einer lgm-Datei. Sie beschreibt
ein Zweischichtengebiet, d.h. eine Domain bestehend aus zwei Subdomains. In den ergänzen-
den Grafiken sind oben die Subdomains und Lines und unten die Points und Surfaces beschriftet.
Im folgenden Kapitel über das ng-Gitterformat wird dasselbe lgm-Beispiel verwendet und ver-
netzt (vgl. Abb. 3.10).
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3.2 UG-Gitter im ng-Format

Gitter werden im Simulationswerkzeug UG im sogenannten ng-Format eingelesen. Eine ng-
Datei beschreibt ein Gitter und dessen Zuordnung zu einer lgm-Geometrie (siehe Abb. 3.1).
Der Name ng steht für „NETGEN file format“, da das ng-Format von K. Johannsen [99] ur-
sprünglich für eine Schnittstelle zu dem Gittergenerator NETGEN von J. Schöberl [182] vorge-
sehen war.

Abb. 3.6  Mögliche 3D Elementtypen in UG bzw. im ng-Format

Das ng-Format bietet in 3D die Möglichkeit, vier verschiedene Elementtypen zu verwenden
und miteinander zu kombinieren. Auf diese Weise können hybride Netze erstellt und komple-
xe Gebiete flexibel vernetzt werden. Die vier möglichen Elementtypen sind in Abb. 3.6 darge-
stellt. Sie werden im UG-Jargon und auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit mit „Tetraeder“
(ÆAbb. 3.6a), „Pyramide“ (ÆAbb. 3.6b), „Prisma“ (ÆAbb. 3.6c) und „Hexaeder“ (ÆAbb.
3.6d) bezeichnet. An dieser Stelle muss allerdings erläutert werden, wie diese Begriffe im All-
gemeinen verwendet werden und welche besonderen Eigenschaften für die UG-Elementtypen
gelten.
Ein Tetraeder (griech.: Vierflächner) ist ein Körper mit vier Seitenflächen. Der Tetraeder ist das
einfachste Gitterelement in 3D und wird auch als dreidimensionaler Simplex oder als dreisei-
tige Pyramide bezeichnet. 
Im UG-Jargon versteht man unter einer Pyramide ausschließlich Elemente mit viereckiger
Grundfläche und einer Spitze. Im Allgemeinen besitzt eine Pyramide ein Polygon (Vieleck)
beliebiger Eckenzahl als Grundfläche und mindestens drei Dreiecke als Seitenflächen, die in
einem Punkt (der Spitze der Pyramide) zusammentreffen.
Ein Prisma ist ein geometrischer Körper, der durch Parallelverschiebung eines ebenen Viel-
ecks entlang einer Geraden im Raum entsteht. Erfolgt die Parallelverschiebung senkrecht zur
gegebenen Vielecksfläche, spricht man von einem geraden Prisma, andernfalls von einem
schiefen Prisma. Das gegebene Vieleck wird als Grundfläche bezeichnet, die andere dazu kon-
gruente und parallele Fläche als Deckfläche. Die Gesamtheit aller übrigen Begrenzungsflächen
heißt Mantel. Der Mantel besteht folglich aus Parallelogrammen und im Spezialfall des gera-
den Prismas aus Rechtecken. Das spezielle UG-Prisma besitzt immer eine dreieckige Grund-
fläche. Bei S. Owen [156] werden solche Elemente „wedges“ (Keile) genannt.
 „Hexaeder“ ist der allgemeine Name für einen sechsflächigen geometrischen Körper. Bei ei-
nem UG-Hexaeder besitzt jede Elementseite genau 4 Ecken. Ein UG-Prisma (ÆAbb. 3.6c) mit
einer abgeschnittenen Ecke wäre aber zum Beispiel genauso ein Hexaeder, nämlich mit zwei
dreieckigen, zwei viereckigen und zwei fünfeckigen Seitenflächen. 
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Zu den in dieser Arbeit verwendeten UG-Elementtypen ist eine weitere Besonderheit anzu-
merken. UG-Hexaeder, UG-Prismen und UG-Pyramiden besitzen viereckige Elementseiten.
Die 4 Ecken einer solchen Elementseite müssen in UG bzw. im ng-Format nicht zwingend in
einer Ebene liegen. Bis zu einem gewissen Grad ist hier eine Abweichung möglich. Auch wenn
die Planheit nicht mehr gegeben ist, spricht man im UG-Jargon dennoch von Polyedern (Viel-
flächner, Ebenflächner), da die Elemente UG-intern auf Referenzelemente mit planen Seiten
abgebildet werden (siehe im UG-Code in fvgeom.c/.h, felem.c/.h und shapes.c/h sowie in [120]).
Ferner gilt für UG-Prismen die Spezialität, dass ihre beiden Dreiecke weder 100%ig kongruent
noch parallel zueinander sein müssen. Auch hier erfolgt eine Abbildung auf ein ideales Pris-
mareferenzelement. Eine Abweichung ist bis zu einem gewissen Grad vertretbar. Diese Eigen-
schaft und die Möglichkeit der gekrümmten viereckigen Seitenflächen ist bspw. bei der
Gittergenerierung für geologische Schichtungen gut brauchbar (siehe Kapitel 6).

Abb. 3.7  Aufbau einer ng-Datei

Abb. 3.7 zeigt den Aufbau einer ng-Datei, bestehend aus 3 Teilen. Sie beginnt mit der Auflis-
tung der Randknoten (Schlüsselwort „B“). Das sind diejenigen Knoten, die auf dem Rand der
zugehörigen lgm-Geometrie liegen. Nach den Randknoten folgt, sofern vorhanden, die Liste
der inneren Knoten (Schlüsselwort „I“), d.h. der Gitterknoten ohne lgm-Randbezug. Im dritten
und letzten Teil einer ng-Datei werden die Gitterelemente (Schlüsselwort „E“) aufgeführt.
Zu jedem Randknoten eines ng-Gitters muss eine ausführliche Positionsbeschreibung bezüg-
lich der zugehörigen lgm-Geometrie erfolgen. Konkret müssen alle Surfaces und Lines angege-
ben werden, auf denen der Randknoten liegt. Zur Referenzierung werden die Nummern der
Surfaces und Lines aus der lgm-Datei sowie jeweils eine lokale Positionsinformation angegeben.
Innerhalb der Surface erfolgt die Positionierung eines Randknotens durch die Lokalisation in-
nerhalb eines Surface-Dreiecks. Diese Lokalisation wird mit den beiden lokalen Koordinaten xl
und yl eines Referenzdreiecks beschrieben. Zugrundeliegend ist die Abbildung des lgm-Sur-
face-Dreiecks P0, P1, P2 auf ein Referenzdreieck mit den Koordinaten (0,0), (1,0) und (0,1) in der
xy-Ebene (siehe Abb. 3.8). 
Gemäß Gleichung (3.1) beschreiben die beiden lokalen Koordinaten xl und yl einen Punkt im
Surface-Dreieck durch konvexe Linearkombination [99]. So kann jede beliebige Dreieckspositi-
on eines 3D lgm-Surface-Dreiecks mit dem lokalen Koordinatenpaar (xl , yl) im Referenzdreieck
beschrieben werden. So gelten z.B. P0Æ(xl , yl) = (0, 0);  P1Æ(xl , yl) = (1, 0); P2Æ(xl , yl) = (0, 1);
P12Æ(xl , yl) = (0.5, 0.5) und PSpÆ(xl , yl) = PSchwerpunktÆ(xl , yl) = (1/3, 1/3);

 (3.1)

Neben den lokalen Koordinaten eines Randknotens muss bei der Surface-Positionierung auch 
noch angegeben werden, das wievielte Dreieck der jeweiligen Surface verwendet wird.

Randknoten

Innere Knoten

Gitterelemente

lgm-Datei

ng-Datei

Pi 1 xl– yl–( ) P0' xl P1' yl P2'+ += mit 0 xl yl 1 xl– yl–( ), , 1( (
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Abb. 3.8  Abbildung eines beliebigen 3D lgm-Surface-Dreiecks (grün) auf ein Referenzdreieck (rot)
im Koordim Koordinatenursprung der xy-Ebene

Abb. 3.9  Lokalisierung von Gitterknoten (rot) auf einer lgm-Line l (grün) bestehend aus mehreren
Line-Pun Line-Punkten (blau)

Die Line-Positionierung erfolgt mit Hilfe der Indizierung der Line-Punkte von 0 bis n-1. Liegt
ein Randknoten des Gitters genau auf einem Line-Punkt wird der entsprechende Index ange-
geben (siehe Abb. 3.9 Æ „L l 2“) Liegt ein Randknoten dagegen auf einer Line zwischen zwei
Line-Punkten, dann wird mit linearer Interpolation ein dezimaler Zwischenwert berechnet,
dessen Größe entsprechend den Abständen zum linken und zum rechten Nachbarpunkt auf
der Line ist. (z. B. „L l 1.75“ in Abb. 3.9).
Bei der Surface- und Line-Positionierung muss ein ng-Randknoten nicht mit einem lgm-Punkt 
übereinstimmen. Ein ng-Randknoten kann sich an beliebiger Stelle eines lgm-Dreiecks oder ei-
ner lgm-Line befinden. Beispiele hierfür sind P12 und PSp in Abb. 3.8 sowie „L l 1.75“ in Abb. 3.9.
Im Gegensatz zu Randknoten berühren innere Knoten den lgm-Rand nicht und werden aus-
schließlich mit Koordinateninformationen beschrieben. 
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Im dritten Abschnitt der ng-Datei (siehe Abb. 3.7 u. Abb. 3.10) werden die Gitterelemente mit
Hilfe der Indizes ihrer Randknoten und der Indizes ihrer inneren Knoten aufgelistet. Die Ele-
mente referenzieren also die Knoten. Die Knoten-Indizes entsprechen der Reihenfolge, in der
sie in der ng-Datei angegeben sind: zuerst alle Randknoten von 0 startend durchnummeriert;
danach alle inneren Knoten weiter durchnummeriert. Der Typ eines Gitterelements ist durch
die Anzahl der angeführten Knotenindizes festgelegt. Bei 4 Indizes liegt ein Tetraeder, bei 5
eine Pyramide, bei 6 ein Prisma und bei 8 ein Hexaeder vor. Mit Ausnahme des Tetraeders ist
bei allen Elementtypen eine bestimmte Knotenreihenfolge einzuhalten (siehe Abb. 3.6 und
[207]). Alle Elementseiten, die auf dem Rand des lgm-Gebiets liegen, müssen mit dem Schlüs-
selwort „F ...“ extra aufgeführt werden. 
Neben den Knoten referenziert jedes Element (unmittelbar nach dem Schlüsselwort „E“) auch
noch eine ganz bestimmte Subdomain aus der zugehörigen lgm-Datei. Das ist genau die Subdo-
main, in der sich das Element befindet (siehe Pfeil von Gitterelemente auf lgm-Datei in Abbil-
dung 3.7).
Für das lgm-Beispiel aus Abb. 3.3 wurde ein ng-Gitter erzeugt, bestehend aus zwei Hexaedern,
fünf Prismen, zwei Pyramiden und einem Tetraeder.
In Abb. 3.10 sieht man ein Listing der ng-Datei mit zwei ergänzenden Grafiken, die zur Veran-
schaulichung das Gitter grafisch mit den Knoten- und Elementindizes darstellen. Die beiden
Grafiken entstanden mit dem Simulationswerkzeug UG nach Einlesen und Prüfen der lgm-
und ng-Datei.
Innere Knoten kommen in diesem Gitter nicht vor (siehe „# inner nodes“ in Abb. 3.10). Sie wer-
den aber zum Beispiel bei den Gittern für das Stratum corneum in Kapitel 5 benötigt.
Für weitere technische und syntaktische Details zum ng-Format sei auf [207 Æ Kap. 7], [44],
[88] und auf [99] verwiesen.
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Abb. 3.10   Listing einer ng-Datei zum lgm-Beispiel aus Abb. 3.3; zur Veranschaulichung: Darstellung
des Gitter des Gitters mit Knotenindizes (rechts oben) und Elementindizes (rechts unten)

# boundary nodes

B   0   0   0   # Knoten 0
S 0 0 0 0   S 1 0 0 0   S 4 0 0 0   L 0 0   L 3 2   L 4 0 ;
B   1   0   0   # Knoten 1
S 0 1 1 0   S 1 1 0 1   L 0 1 ;
B   2   0   0   # Knoten 2
S 0 3 1 0   S 1 3 0 1   S 2 0 0 0   L 0 2   L 1 0   L 5 0 ;
B   2   1   0   # Knoten 3
S 0 2 1 0   S 2 1 0 1    L 1 1 ;
B   2   2   0   # Knoten 4
S 0 7 1 0   S 2 3 0 1   S 3 3 1 0   L 1 2   L 2 0   L 6 0 ;
B   1   2   0   # Knoten 5
S 0 5 1 0   S 3 1 1 0   L 2 1;
B   0   2   0   # Knoten 6
S 0 4 0 1   S 3 0 0 0   S 4 3 1 0   L 2 2   L 3 0   L 7 0 ;
B   0   1   0   # Knoten 7
S 0 0 0 1   S 4 1 1 0   L 3 1 ;
B   1   1   0   # Knoten 8
S 0 0 1 0 ;
B   0   0   1   # Knoten 9
S 1 0 1 0   S 4 0 0 1   S 5 0 0 0   S 6 0 0 0   S 9 0 1 0   S 10 0 0 0   L 4 1   L 8 0   L 12 2   L 13 0   L 17 0 ;
B   1   0   1   # Knoten 10
S 1 0 0 1   S 5 0 0 1   L 8 1 ;
B   2   0   1   # Knoten 11
S 1 2 0 1   S 2 0 1 0   S 5 2 0 1   L 5 1   L 8 2   L 9 0 ;
B   2   1   1   # Knoten 12
S 2 0 0 1   S 5 1 0 1   S 6 3 0 1   S 7 0 0 0    S 12 1 0 1   L 9 1   L 10 0   L 14 1   L 21 0 ;
B   2   2   1   # Knoten 13
S 2 2 0 1   S 3 2 1 0   S 6 4 0 1   S 7 0 0 1   S 8 3 0 1   L 6 1   L 10 1   L 11 0   L 15 0 ;
B   1   2   1   # Knoten 14
S 3 0 1 0   S 6 2 0 1   S 8 1 0 1   L 11 1 ;
B   0   2   1   # Knoten 15
S 3 0 0 1   S 4 2 1 0   S 6 1 1 0   S 8 0 1 0   S 9 2 0 1   L 7 1   L 11 2   L 12 0   L 16 0;
B   0   1   1   # Knoten 16 
S 4 0 1 0   S 6 0 1 0   S 9 0 0 1   L 12 1 ;
B   1   1   1   # Knoten 17
S 5 0 1 0   S 6 0 0 1   S 10 0 0 1   S 11 0 0 1   S 12 0 0 1   L 13 1   L 14 0   L 18 0   L 19 0 ;
B   2   2   2   # Knoten 18
S 7 0 1 0   S 8 2 0 0   S 12 2 0 1   L 15 1   L 21 1   L 22 0 ;
B   1   2   2   # Knoten 19
S 8 0 0 1   S 12 0 1 0   L 22 1 ;
B   0   2   2   # Knoten 20
S 8 0 0 0   S 9 1 0 0   S 11 0 1 0   S 12 0 0 0   L 16 1   L 19 1   L 20 1   L 22 2 ;
B   0   1   2   # Knoten 21
S 9 0 0 0   S 10 0 1 0   S 11 0 0 0   L 17 1   L 18 1   L 20 0 ;

# inner nodes

# elements <tetrahedra, pyramids, prisms, hexahedra)

E 1  8 3 4 5 17 12 13 14   F 8 3 4 5  F 3 4 13 12  F 4 5 14 13  F 17 12 13 14 ;  #0
E 2  12 13 18 17 14 19   F 12 13 18  F 17 12 18 19  F 18 19 14 13  F 17 12 13 14 ;  #1
E 1  1 2 3 8 10 11 12 17  F 1 2 3 8  F 1 2 11 10  F 2 3 12 11  F 10 11 12 17 ;  #2
E 1  0 1 8 9 10 17  F 0 1 8  F 9 10 17  F 0 1 10 9 ;  #3
E 1  0 8 7 9 17 16  F 0 8 7  F 9 17 16  F 0 7 16 9 ;  #4
E 2  9 17 21 16  F 9 17 21  F 9 17 16  F 9 16 21 ;  #5
E 1  6 7 8 15 16 17  F 6 7 8  F 15 16 17  F 6 7 16 15 ;  #6
E 1  5 6 8 14 15 17  F 5 6 8  F 14 15 17  F 5 6 15 14 ;  #7
E 2  15 16 21 20 17  F 15 16 21 20  F 20 21 17  F 15 16 17 ;  #8
E 2  14 15 20 19 17  F 14 15 20 19  F 20 19 17  F 14 15 17 ;  #9
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3.3 Flächenbasierte anstatt voxelbasierte Geometrie

Abb. 3.11   Kritikpunkte am voxelbasierten Ansatz, Grafiken aus [191] 

S. Houlding unterscheidet in seinem Buch „3D geoscience modeling“ (Æ[96]) mit „block based
and surface based approaches“ zwei grundlegend verschiedene Konstruktionsprinzipien bei
der geologischen Charakterisierung bzw. Modellbildung.
Beim blockbasierten Ansatz wird das Gebiet in quaderförmige Blöcke gleicher Größe aufge-
teilt. Diese Blöcke werden „Voxel“ genannt. Jedes Voxel gehört genau einer Schicht an. Die
Schichtzugehörigkeit wird mit geostatistischen Verfahren wie z. B. Kriging oder Inverse Dis-
tance to a Power für jedes einzelne Voxel berechnet [24, 35, 36, 140]. Eine sehr mächtige Schicht
besteht folglich aus mehreren übereinanderliegenden Voxels. Die dünnste darstellbare Schicht
hat als Mächtigkeit die Höhe eines Voxels.
Blockbasierte Methoden besitzen mit ihren quaderförmigen Einzelbausteinen einige Nach-
teile (siehe Abb. 3.11): Die Voxeltechnologie führt zu unerwünschten Unterbrechungen bei ge-
ringmächtigen Schichten. Ausstreichende Schichten haben oftmals außerhalb des zusammen-
hängenden Gebietes noch einzelne, abgesprengte Voxels, die keinen Kontakt zum
Hauptgebiet haben. Bei mächtigen Schichten sind unverhältnismäßig viele Voxels notwenig,
was zu einem extremen Speicheraufwand führt. Außerdem entstehen bei der blockbasierten
Vorgehensweise stufenförmige Schichtenränder.
Flächenbasierte Ansätze haben dagegen einen kontinuierlichen Schichtenverlauf. Ein entspre-
chendes Schichtenmodell wird durch seine Randflächen repräsentiert. Dabei betrachtet man
Flächen, die einzelne Schichten voneinander trennen. Aus diesen Trennflächen wird ein drei-
dimensionales Modell des Gesamtgebiets erzeugt, das später mit 3D Elementen vernetzt wer-
den kann. Um eine Trennfläche aus gegebenen Messwerten zu erzeugen, können ebenfalls
geostatistische Interpolations- oder Approximationsverfahren wie Kriging (Æ Kap. 4.2.2) oder
Inverse Distance to a Power (Æ Kap. 4.2.1) verwendet werden, die dann allerdings Trennflächen-
punkte anstatt Voxelzugehörigkeiten berechnen.
Es wäre sehr aufwendig, die zahlreichen und teilweise zusammenhangslosen Voxels in das
Subdomain-Surface-Konzept des UG-lgm-Formats umzuwandeln. Wie in Kap. 3.1 vorgestellt,
ist das lgm-Format von UG auch nicht voxel- sondern flächenbasiert. Die schichtentrennenden
Flächen sind charakteristisch für die lgm-Geometriebeschreibung. Aus den genannten Grün-
den wird daher die flächenbasierte („surface based approach“) Vorgehensweise in Kapitel 4
verfolgt und dem Voxelansatz vorgezogen.

sehr hohe

stufenförmige
Schichtenränder

Unterbrechungen

Elementanzahl für
mächtige Schichtenunerwünschte
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3.4 Gitter mit günstigen Winkeln und möglichst vielen Hexaedern

Abb. 3.12   Verschiedene anisotrope Hexaeder, Prismen und Pyramiden; keine stumpfen Winkel bei
a), b), d), e)keine stumpfen Winkel bei a), b), d), e), f); keine spitzen Winkel bei a), b), d)

Viele Autoren bezeichnen zu kleine oder zu große Elementwinkel unter gewissen Umständen
als qualitätsschädigend [2, 4, 55, 58, 128, 189, 192, 218].
So führt z.B. ein ideales Netz zu einem idealen 5-Punkt-Stern „(0 -1 0), (-1 4 -1), (0 -1 0)“ wohin-
gegen bei Winkeln > 90° ein 5-Punkt-Stern „( ™  -1  ™ ), ( -1  4  -1 ), ( ™  -1  ™ )“ entsteht, bei dem
™ für große Winkel nahe 180° gegen ! geht.

Die Frage nach guten Gitterelementen wird schon lange behandelt [4] und ist noch immer ak-
tuell [189]; denn bereits ein einziges schlechtes Element kann die Genauigkeit oder Geschwin-
digkeit von numerischen Berechnungen drastisch verschlechtern. 
Jonathan Shewchuk behandelt in seinem 70-seitigen öffentlichen Preprint „What is a good
linear finite element“ diese Fragestellung ausführlich und regt zur Diskussion dieser Thematik
an [189].
Shewchuks Arbeit (siehe auch Kap. 6.5) basiert auf den Grundlagen des Interpolationsfehlers,
der Kondition der Steifigkeitsmatrix und des Diskretisierungsfehlers und berücksichtigt auch
den Aspekt der Anisotropie bei PDGen. Denn je nachdem, welche partielle Differentialglei-
chung betrachtet wird, ist es von Vorteil, wenn die Gitterelemente eine ganz bestimmte
Anisotropie und Ausrichtung besitzen. Sinnvollerweise werden Elemente erzeugt, die in Rich-
tung des Gradienten der Lösung einen vergleichsweise kleinen Knotenabstand besitzen. In ei-
ner Richtung, in der sich die Lösung kaum ändert, benötigt man dagegen nur wenige
Gitterknoten und die Elemente können in dieser Richtung eine große Ausdehnung haben.
In Shewchuks Arbeit spielen die Winkeleigenschaften von Gitterelementen eine wichtige Rol-
le. Extrem große dihedrale Winkel nahe 180° oder extrem kleine dihedrale Winkel nahe 0° füh-
ren unter Umständen zu Schwierigkeiten. So können spitze Winkel nahe 0° für die
Konditionierung der Steifigkeitsmatrix schädlich sein und Winkel nahe 180° Nachteile bzgl.
des Interpolationsfehlers mit sich bringen [189]. K. Johannsen stellt in [102] fest, dass Winkel
> 160 ° die Approximation deutlich verschlechtern.
Bei unstrukturierten Tetraedergittergeneratoren entstehen für anisotrope Schichtengebiete
häufig Elemente, die extreme Winkel nahe 180° oder 0° besitzen. 
Die spitzen Winkel nahe 0° können bei Tetraedernetzen überhaupt nicht vermieden werden.
Die stumpfen Elementwinkel nahe 180° können bei Tetraedernetzen nur dann vermieden wer-
den, wenn man sich auf ganz spezielle Tetraeder der Art Abb. 3.13d-f beschränkt. Das sind Te-
traeder, die beliebig flach werden können, ohne dass dabei ein riesiger dihedraler Winkel
entsteht. Eine Verwendung solcher Elemente läuft dann jedoch auf eine große Elementanzahl
und einen eher strukturierten Ansatz hinaus.

a) b) c)

d) e) f)
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Bei einem unstrukturierten Tetraedernetzgenerator (wie ART [62]) kann man sich lediglich so
behelfen, dass extrem dünne Schichten eines Gebiets mit vertikal orientierten Prismen der Art
Abb. 3.12b anstatt mit Tetraedern vernetzt werden (Æ ARTE [63, 64]). Solche Prismen besitzen
keine Winkel nahe 180°.

Abb. 3.13  Verschiedene anisotrope Tetraeder: a) spindle, b) cap, c) sliver, d) pancake, e) needle/thorn,
f) wedge. f) wedge. ÆÆÆÆ Bezeichnungen nach [189], keine stumpfen Winkel bei d), e), f)

In dieser Arbeit wird eine Vernetzungsmethode mit Hexaedern der Art Abb. 3.12a vorgeschla-
gen. Damit können große dihedrale Winkel nahe 180° und auch spitze Winkel nahe 0° vermie-
den werden (siehe Kapitel 4). Falls eine Schicht ausstreicht oder ausbeißt (siehe in Abb. 2.1
oder Abb. 2.2) und extrem spitze Winkel quasi durch die Geometrie des Gebiets vorgegeben
sind, können die Winkel nahe 0° natürlich nicht vermieden werden. Dann müssen Prismen der
Art Abb. 3.12e anstatt Hexaedern verwendet werden.
Um dieselbe Genauigkeit zu erreichen, werden mit Hexaedernetzen vergleichsweise weniger
Elemente benötigt als mit Tetraedern. Mehrere Studien belegen dies [12, 30]. Unter anderem
sind die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix bei Tetraedern größer als bei Hexaedern. Bei einer
Untersuchung der nichtlinearen Elastoplastizität in [30] schneidet ein Hexaedermodell mit li-
nearen Ansatzfunktionen sogar besser ab als ein Tetraedermodell mit quadratischen Ansatz-
funktionen. 
Weniger Hexaeder bedeuten weniger Knoten und damit weniger Freiheitsgrade. Das führt zu
kürzeren Laufzeiten bei der Finiten Elemente Methode sowie beim Postprozess und bei der
Visualisierung [156].
Hexahedrale Elemente können besser als Tetraeder an Lösungen von anisotropen PDGen an-
gepasst werden und entsprechend ausgerichtet werden. So eignen sie sich bspw. sehr gut bei
Navier-Stokes Gleichungen, wenn man sie senkrecht zum Fluss ausrichtet [97]. Hexaedernetze
bieten bessere Approximationseigenschaften und ermöglichen bilineare Ansatzfunktionen.
Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, ng-Gitter mit möglichst vielen Hexaedern und  Elementen
mit guten Winkeleigenschaften für die anisotropen Schichtengebiete zu erzeugen. Außerdem
wird nach Möglichkeiten gesucht, die Anisotropie der Gitterelemente beschreiben und berech-
nen zu können. Das ist wichtig, weil bei der Simulation von PDGen wie eingangs erwähnt
neben der Form der Elemente auch die Größe und die Richtung ihrer Ausdehnung eine ent-
scheidende Rolle spielen ([189] Æ „shape and size“). 
Es ist zu beachten, dass bei der Erzeugung von groben Gittern für anisotrope Schichtengebiete
typischerweise sehr flache Gitterelemente entstehen bzw. Elemente, die ebenfalls anisotrope
Geometrieeigenschaften besitzen.
Die erzeugten Geometrien und Gitter für das Simulationswerkzeug UG müssen im lgm-For-
mat (Kap. 3.1) bzw. im ng-Format (Kap. 3.2) zur Verfügung gestellt werden.

a)
b) c)

d)
e) f)
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Für geowissenschaftliche Simulationen von dichtegetriebenen Grundwasserströmungen oder
Grundwassermigrationen sollen Geometriemodelle mit möglichst guten Gittern erstellt wer-
den.
Die betrachteten Gebiete sind stark anisotrope Schichtungen und weisen alle extrem große Ab-
messungen in horizontaler Richtung gegenüber sehr kleinen Abmessungen in vertikaler Rich-
tung auf.
Zunächst wird das Softwarewerkzeug lgm2ng vorgestellt, das mit vertikalen Elementkanten
und vertikalen Elementseiten für 2D und 2.5D brauchbare UG-Geometrien und UG-Gitter mit
günstigen Winkeleigenschaften erstellen kann (ÆKap. 4.1). 
Bei der 3D-Geometriemodellierung stellt die Realisierung der Trennflächen zwischen einzel-
nen Schichten eine besondere Herausforderung dar. Typischerweise stehen nämlich nur eini-
ge Bohrlochinformationen zur Verfügung und die realen unterirdischen Schichten können in
der Praxis nicht exakt vermessen werden. Deshalb werden geostatistische Verfahren wie
Inverse Distance to a Power und Kriging eingesetzt, mit Hilfe derer die Trennflächen aus den
Bohrlochinformationen approximiert werden (ÆKap. 4.2). 
Die geschätzten Werte werden auf zugrundeliegenden Basisgittern mit NxM-Struktur erho-
ben. Die Erstellung solcher Tensorproduktgitter ist für Gebiete mit komplexem Grundriss
nicht trivial (ÆKap. 4.3).
Bei den extrem langen und dünnen Schichten kann es leicht vorkommen, dass sich die model-
lierten NxM-Trennflächen an manchen Stellen schneiden. Um dies zu vermeiden, wird ein
Konzept vorgestellt, bei dem Schichten mit Mächtigkeitswerten anstelle von absoluten Höhen-
werten beschrieben werden (ÆKap. 4.4).
Für spezielle Schichten deren Mächtigkeiten stark variieren, erfolgt eine Aufteilung mit zu-
sätzlichen Trennflächen in homogene Abschnitte (ÆKap. 4.5).
Zwischen den Trennflächen werden Gitterelemente erzeugt. Dabei muss eine Vielzahl von
Sonderfällen berücksichtigt werden, um die auftretenden Ausstreichungen von Schichten
konsistent zu erfassen (ÆKap. 4.6).
Um die Geometrien und Gitter gut einlesen zu können und eine übersichtliche Darstellung zu
erhalten, müssen Randflächen sinnvoll zusammengefasst werden (ÆKap. 4.7).
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4.1 lgm2ng ---- günstige Winkel mit vertikalen Kanten       

Bisherige Dreiecks- und Tetraedergittergeneratoren erzeugen für horizontal ausgerichtete
Geoschichtengebiete häufig große Elementwinkel nahe 180° und spitze Winkel nahe 0°. Dies
ist insbesondere bei groben Maschenweiten der Fall (siehe Abb. 4.1 oben). Es besteht der
Wunsch, über ein Werkzeug zu verfügen, das brauchbare Gitterelemente erzeugt, deren Win-
kel möglichst nahe 90° liegen und auf keinen Fall extreme Werte nahe 180° oder 0° aufweisen.

Abb. 4.1       Vermeidung extremer Elementwinkel durch Verwendung vertikaler Kanten 

Die Gebiete der verschiedenen Anwendungsprobleme in Kapitel 2 besitzen die Eigenschaft,
dass die horizontalen Abmessungen der Schichten deutlich größer sind als die vertikalen
Abmessungen. Der Anstieg oder das Gefälle solcher Schichten ist meist sehr gering und sie
verlaufen typischerweise in horizontaler Richtung (Æ Abb. 4.1). 
Verwendet man für derartige Gebiete ausschließlich vertikale Kanten bei der Gittererzeu-
gung, so entstehen Gitterelemente, deren größte Elementwinkel meist nur wenig über 90° lie-
gen (Æ Abb. 4.1 unten). Auch extrem spitze Winkel können größtenteils* vermieden werden. 

Abb. 4.2   Erzeugung von 12 Vierecken und 2 Dreiecken mit lgm2ng

Mit dieser Methode entstehen für Geoschichtengebiete hybride Netze, die größtenteils aus
Vierecken bestehen und im Falle von Schichtausstreichungen zusätzlich aus einigen Dreiecken
(Æ Abb. 4.2). 

Abb. 4.3  Input und Output der Methode lgm2ng 

Aus der Idee, vertikale Kanten zu verwenden, entstand das Perl-Programm lgm2ng (siehe Abb.
4.3). Es liest als Input eine 2D Geometriebeschreibung im lgm Format ein und erzeugt an allen
gegebenen Messpunkten (in der Regel Bohrlochmessungen („well logging“)) sowie an allen
Ausstreichungen vertikale Kanten (Æ Abb. 4.2). Das entstehende hybride Netz aus Dreiecken
und Vierecken wird als 2D Gitterdatei im ng-Format ausgegeben. Zusammen mit der 2D lgm-
Geometriedatei kann diese ng-Datei für 2D Rechnungen in UG genutzt werden.

* Bei Ausstreichungen von Schichten können extrem spitze Winkel nicht vermieden werden, da sie durch die Geometrie vorgegeben sind. 
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Abb. 4.4   Protrusion der 2D-lgm-Geometrie in die dritte Raumdimension

Anschließend wird aus der 2D Geometrie mit einer Protrusion vom Startwert ystart bis zum
Endwert yend eine 2.5D lgm-Geometrie erzeugt (Æ Abb. 4.4).
Danach wird ebenfalls durch Protrusion aus dem 2D Gitter ein zugehöriges 2.5D Gitter er-
zeugt. Zu jedem Dreieck der 2D-Datei werden n Prismen bzw. zu jedem Viereck der 2D-Datei
werden n Hexaeder erzeugt (Æ Abb. 4.3). Der Parameter n beschreibt die Anzahl der Elemente
in die dritte Raumdimension (hier y-Richtung). Die Maschenweite bzgl. der dritten Raum-
dimension beträgt (yend - ystart)/n (Æ Abb. 4.5). Für das hybride 2.5D Gitter gelten die selben
positiven Winkeleigenschaften wie für den 2D-Fall. Das 2.5D Gitter wird ebenfalls als ng-Datei
ausgegeben.
 

Abb. 4.5   Protrusion des 2D-ng-Gitters in die dritte Raumdimension mit n Elementen

Neben dem 2D-ng-Gitter erzeugt lgm2ng also auch ein erstes einfaches dreidimensionales
„lgm-ng-Paar“, das für Rechnungen mit UG genutzt werden kann (ÆAbb. 4.3). 
Mit dem in lgm2ng realisierten Verfahren können für zahlreiche Modellgebiete und praxisre-
levante Beispiele wie das „WIPP-Domain“ (ÆKap. 2.2) oder das Gebiet „komplex“ (ÆKap. 2.3)
brauchbare Geometrien und Gitter mit geeigneten Winkeleigenschaften erzeugt werden [44,
177] (Æ Kap. 7.1 und Kap. 7.2).
Die entscheidende Idee, durch Verwendung vertikaler Kanten für horizontal ausgerichtete
Schichtengebiete günstige Elementwinkel zu erzeugen, wird auch im weiteren Verlauf dieser
Arbeit genutzt (ÆKap. 4.6).

ystart

yend

ein Viereck Æ n Hexaeder ein Dreieck Æ n  Prismen 

n n
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4.2 Trennflächen zwischen Geoschichten in 3D
 

Abb. 4.6   Zerlegung eines Schichtengebiets mit den Trennflächen s1, s2, ..., s10

Der unterirdische Verlauf einzelner geologischer Schichten eines dreidimensionalen Gebiets
lässt sich nicht exakt bestimmen. Es muss eine möglichst gute Approximation gefunden wer-
den [152, S. 2]. Dazu werden in einem ersten Schritt Trennflächen si ermittelt, die die aneinan-
derangrenzenden Schichten des Gebiets sinnvoll voneinander trennen (siehe Abb. 4.6). 
Eine Trennfläche si verläuft im Wesentlichen in horizontaler Richtung und erstreckt sich über
den gesamten Bereich des Gebiets. Zwischen zwei übereinanderliegenden Trennflächen si und
si+1 befindet sich die Schicht Li. 
Die betrachteten Gebiete bestehen nur im Idealfall aus Schichten, die überall Mächtigkeiten
gleicher Größenordnung aufweisen. Oft variiert die Schichtdicke und kann stellenweise ex-
trem klein werden. Insbesondere an solchen geringmächtigen Stellen ist darauf zu achten, dass
sich die erzeugten Trennflächen nicht gegenseitig schneiden (Æ Kap. 4.4).
Insbesondere für ausstreichende Schichten, die stellenweise vollständig verschwinden, müs-
sen solche „Überschwinger“ vermieden werden. In diesem Fall unterscheiden sich si und si+1
lediglich dort wo die Schicht Li existiert. Überall sonst müssen si und si+1 identisch sein. 
Für den Fall, dass Schichten Einschlüsse (auch Linsen genannt) besitzen, muss die umgebende
Schicht durch Trennflächen oberhalb und unterhalb der Linse in 2 Schichten getrennt werden.
In Abb. 4.6 wird das Gebiet mit 10 Trennflächen s1 bis s10 unterteilt. Einige Schichten sind
durchgängig und können mit zwei vollständig übereinanderliegenden Trennflächen beschrie-
ben werden (s5 u. s6,  s8 u. s9,  s9 u. s10). Es gibt aber auch Ausstreichungen bzw. Schichten, deren
Trennflächen teilweise identisch sind (s1 u. s2,  s6 u. s7,  s7 u. s8). Ferner gibt es den Spezialfall
wie z.B. bei der zweituntersten Schicht, die aufgrund von Einschlüssen in zwei Subschichten
gesplittet werden muss (s2 u. s3,  s4 u. s5).

s1

s1s2

s2
s4,s3

s3,s4s5
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s6

s6
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Abb. 4.7   Zwei verschiedene Approximationen regelmäßiger Trennflächen aus unregelmäßig ver-
teilten bla verteilten Eingangsmesswerten; die Inputdaten sind (3,3,5); (3,5,5); (4,7,5); (6,8,5); (0,0,4); (2,0,4);
bl bl bl bl b(4,0,4); (6,0,4); (8,0,4); (10,0,4); (0,10,4); (2,10,4); (4,10,4); (6,10,4); (8,10,4); (10,10,4); (0,2,4); (0,4,4); (0,6,4);
bl bl bl bl b(0,8,4); (10,2,4); (10,4,4); (10,6,4) und (10,8,4) bla bla bal blubber bla blubber  bdhd dsf dsf fdg
dfsg fdg ii ÆÆÆÆ    Datensätze werden auch in Abb. 4.8, 4.9 und 4.10 verwendet

Es stellt sich die Frage, wie eine einzelne Trennfläche verläuft. Oft sind nur wenige und meist
unregelmäßig über das Untersuchungsgebiet verstreute Messpunkte (xi, yi, zi) gegeben. Bei
Geoschichtungen sind das in der Regel Messwerte aus Bohrkernen wie in Abb. 4.6 angedeutet. 
Nun ist eine Oberfläche gesucht, die durch die gegebenen Messpunkte verläuft. Dazu werden
Schätzwerte auf einem zugrunde liegenden kartesischen NxM Rechtecksgitter erhoben. In
Spezialfällen kann dieses Gitter auch aus beliebigen konvexen Vierecken bestehen, sofern das
Gitter eine NxM Struktur besitzt (siehe Kap. 4.3).
Bei der Berechnung der Schätzwerte muss man durch eine geeignete Strategie mit den gemes-
senen Daten, Werte an Stellen vorhersagen, an denen nicht gemessen wurde. Das Ziel besteht
darin, eine Interpolation oder Approximation der Trennfläche zu erzielen, die der Realität
möglichst nahe kommt.
Man spricht hier auch von „Regionalisierung“ und versteht darunter in der Geostatistik die
Übertragung von Punktdaten auf die Fläche. Regionalisierung ist überall dort von großer
Wichtigkeit, wo Daten punktuell, also stichprobenartig, aufgenommen werden und anschlies-
send flächenhaft dargestellt werden sollen. 
Verschiedene Verfahren und Einstellungen können dabei allerdings zu ganz unterschiedli-
chen Ergebnissen führen (siehe z. B. in Abb. 4.7). Deshalb ist es ratsam, bei der Methodenwahl
und den Parametereinstellungen Experten aus den Geowissenschaften zu konsultieren, um
möglichst realitätsnahe Trennflächen zu erzielen.
Im Rahmen dieser Arbeit kommt die Software Surfer [194] von Goldensoftware zum Einsatz, in
der verschiedene geostatistische Verfahren implementiert sind.
Zwei recht bekannte Verfahren sind Inverse Distance to a Power und das Kriging-Verfahren.
Diese beiden Verfahren sollen nun näher erläutert werden.
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4.2.1 Inverse Distance to a Power
 

Abb. 4.8   Inverse Distance to a Power mit """"    = 2 (links) und """"    = 5 (rechts) für die Messstellen aus Abb.
4.7;  Bul l Abb. 4.7; Bullaugeneffekt bei """"    = 5. 

Bei Inverse Distance to a Power [194] bekommt ein unbekannter Punkt P ein gewichtetes Mittel
gegebener Punktwerte zugewiesen. 
Die Methode ist ein gewichtender Interpolator, der exakt oder geglättet ausgeführt werden
kann. Die gegebenen Punktinformationen werden so gewichtet, dass der Einfluß eines Punk-
tes mit wachsendem Abstand zu dem gerade zu berechnenden Knoten abnimmt (auch „inver-
se Distanzwichtung“ genannt). Der wichtigste Parameter ist der Exponent ". Je höher ", desto
geringer ist der Einfluss entfernter Messpunkte.
Die Formel für die Berechnung des Funktionswertes  an einem Knoten P bei n gegebenen
Messstellen Mi mit den Funktionswerten Zi verwendet die effektiven Abstände hiP . Zur Be-
rechnung des i-ten hiP verwendet man den Glättungsparameter # sowie den realen Abstand
diP zwischen dem Gitterknoten P und dem i-ten Messpunkt Mi (Æ Gl. (4.1)).

 

 (4.1)

Bei Inverse Distance to a Power erhält jeder Messpunkt Zi ein Gewicht zwischen 0 und 1. Die
Summe der Gewichte ergibt 1. Falls ein Messpunkt MP mit einem zu berechnenden Knoten-
punkt P bzgl. der xy-Koordinaten zusammenfällt, haben die beiden einen Abstand von 0. In
diesem Fall wird für P der selbe Z-Wert wie bei MP verwendet (aber nur wenn #  = 0 ist). Es
kommt zu einer interpolativen Approximation. MP wird mit 1 gewichtet und alle anderen
Messpunkte mit 0.  
Setzt man dagegen den Glättungsparameter , liegt keine Interpolation mehr vor und es
gibt kein Gewicht der Größe 1.
Bei Inverse Distance to a Power kann es zu einem unerwünschten „Bullaugeneffekt“ kommen
(siehe Abb. 4.8 rechts). Außerdem hat Inverse Distance to a Power Schwierigkeiten mit unregel-
mäßig verteilten Daten und es können keine Redundanzen erkannt werden. 
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4.2.2 Kriging 
 

Abb. 4.9  Kriging mit linearem Variogramm (links) und Gaußschem Variogramm (rechts); Messstel-
len gemäMessstellen gemäß Abb. 4.7

Kriging hat seine Ursprünge in den 40er und 50er Jahren, als der Goldbergbau am Witwaters-
rand boomte (Höhenzug im nordöstlichen Südafrika (ÆJohannesburg)). Dort war das größte
Goldvorkommen der Welt zu finden (45 g/t Quarzgestein). Der südafrikanische Bergbauinge-
nieur D. G. Krige leistete in jener Zeit ganz entscheidende Beiträge zur Vorhersage des Gold-
vorkommens [119].
Die heute unter dem Namen Kriging verwendete Methode der Geostatistik wurde erst in den
60er Jahren von dem Franzosen Matheron et al. entwickelt. Wichtige Teile gehen jedoch auf
die Arbeiten von Krige zurück und das würdigte Matheron als er 1963 die neuen Verfahren
„Kriging-Verfahren“ nannte [35, 36, 140].
Im Gegensatz zum Inverse Distance to a Power Ansatz, bei dem sich die Gewichtungen der ein-
zelnen Stützpunkte mit Hilfe der inversen Abstände zur jeweiligen Schätzstelle ergeben, sind
beim Kriging die Gewichtungen wi durch Lösen eines linearen Gleichungssystems zu erhalten.
Kriging ist somit aufwendiger und rechenintensiver, hat aber keinen „Bullaugeneffekt“ und
kann Trends in Daten viel besser erkennen. Dies gelingt, weil durch Einsatz eines Semivario-
gramms (ÆS. 40, 41) zusätzliche Informationen aus der räumlichen Korrelation der Meßdaten
Einfluss haben.
Kriging kann im Gegensatz zu Inverse Distance to a Power auch bei einer unregelmäßigen Ver-
teilung der Messpunkte gute Ergebnisse erzielen. Die Gewichte von „geclusterten“ * Mess-
punkten fallen klein aus, wohingegen einzeln auftretende Messpunkte, die von anderen weit
entfernt sind, hohe Gewichtungen erhalten. 
Dieser Vorteil von Kriging gegenüber Inverse Distance wird im folgenden Experiment deutlich,
bei dem zu den 24 Stützpunkten aus Abb. 4.7 zusätzlich 46 weitere Datensätze hinzukommen,
die alle in der Nähe bzw. zwischen den 4 inneren Stützpunkten (grüne Pfeile in Abb. 4.7 links)
liegen und nahezu keine neuen Informationen über die zu approximierende Fläche liefern. Ein
solcher Fall ist in der Praxis sehr häufig und wird Datenredundanz oder „Messpunkt-Cluster-
ing“ genannt (siehe Abb. 4.10). 
Die zusätzlichen Datensätze sind: (2.9, 2.9, 5); (3.1, 3.1, 5); (3.1, 3.2, 5); (2.9, 3.3, 5); (2.9, 3.4, 5);
(3.1, 3.5, 5); (3.1, 3.6, 5); (2.9, 3.7, 5); (2.9, 3.8, 5); (3.1, 3.9, 5); (3.1, 4.1, 5); (3.1, 4.2, 5); (2.9, 4.3, 5);
(2.9, 4.4, 5); (3.1, 4.5, 5); (3.1, 4.6, 5); (2.9, 4.7, 5); (2.9, 4.8, 5); (3.1, 4.9, 5); (3.05, 5.1, 5); (3.1, 5.2, 5);
(3.1, 5.3, 5); (3.1, 5.4, 5); (3.2, 5.5, 5); (3.3, 5.6, 5); (3.3, 5.7, 5); (3.34, 5.8, 5); (3.4, 5.9, 5); (3.5, 6.1, 5);
(3.5, 6.2, 5); (3.6, 6.3, 5); (3.6, 6.4, 5); (3.7, 6.5, 5); (3.7, 6.6, 5); (3.8, 6.7, 5); (3.8, 6.8, 5); (3.9, 6.9, 5);
(4.1, 7.1, 5); (4.2, 7.2, 5); (4.4, 7.3, 5); (4.6, 7.4, 5); (4.8, 7.5, 5); (5, 7.6, 5); (5.2, 7.7, 5); (5.4, 7.8, 5) und
(5.6, 7.9, 5). 

* angehäufte Messpunkte, d.h. unverhältnismäßig viele dicht beieinander
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Abb. 4.10  Kriging (links) contra Inverse Distance to a Power (rechts) bei „Messpunkt-Clustering“; bla
bla bla iii in der Mitte: Verteilung der Messstellen

Die unterschiedlichen Auswirkungen des „Messpunkt-Clustering“ auf die beiden Verfahren
kann man in Abb. 4.10 sehen. Links erkennt man, dass die zusätzlichen Punkte beim Kriging
keine negative Auswirkung haben. Die approximierte Fläche unterscheidet sich kaum von der
Fläche aus Abb. 4.9 links. Beim Inverse Distance to a Power Ansatz (Abb. 4.10, rechts) dagegen
führen die neuen Messpunkte zu einem völlig anderen Approximationsergebnis (vgl. mit Abb.
4.8, rechts). Die redundanten Messstellen im Inneren werden bei Inverse Distance zu stark ge-
wichtet, während die wenigen Punkte am Rand nicht ausreichend genug berücksichtigt wer-
den.
Als Vorbereitung auf die Kriging Interpolation erfolgt im Idealfall eine statistische Analyse der
gegebenen Messdaten bzw. die Erstellung eines empirischen Semivariogramms Semp , das die
Varianz der Höhenwerte in Abhängigkeit von den Messpunktabständen dij beschreiben soll.
Zunächst werden die Messpunktabstände dij in m Klassen (engl.: lags) zusammengefasst. Da-
bei definiert h die Bandbreite der k-ten Abstandsklasse. 

 (4.2)

Für jede Abstandsklasse dk wird dann die Varianz © (dk) bestimmt. Typischerweise wird sie mit
der Summe der quadrierten Z-Abweichungen der nk Messpunktpaare berechnet. Dabei gibt nk
die Anzahl der Messpunktpaare der k-ten Klasse an.

 (4.3)

Mit den Varianzen © (dk) für alle Abstandsklassen dk entsteht das empirische Semivariogramm
Semp . Der Funktionswert von Semp nimmt normalerweise mit zunehmendem k zu und drückt
die „Unähnlichkeit“ der Abstandsklassen aus. Je größer k bzw. die betrachteten Abstände ei-
ner Klasse sind, desto unterschiedlicher fallen in der Regel die jeweiligen Z-Abweichungen
aus und desto größer ist die Varianz © (dk) der jeweiligen Klasse. In einer Abstandsklasse mit
kleinem k  bzw. in einer Klasse, die kleine Abstände betrachtet, sind die Z-Abweichungen der
Stützpunkte dagegen vergleichsweise „ähnlich“ und die Varianz ist eher klein.
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Entsprechend dem Aussehen von Semp wird ein möglichst gut passendes theoretisches Semi-
variogramm St ausgewählt. Man unterscheidet dabei zwischen vielen Modellen wie z.B. das
exponentielle Modell, das Gaußsche Modell, das quadratische Modell, das sphärische Modell,
das lineare Modell, das wellenförmige Modell, ... (siehe Abb. 4.9, Abb. 4.11 und [194]). 
 

Abb. 4.11   Zwei häufig verwendete Modelle für St : lineares Modell und Gaußsches Modell

Die sogenannte Nugget- oder Grundvarianz C0 ist ein Ausdruck für das zufällige Rauschen in
den Daten, das durch räumliche Effekte nicht erklärt werden kann. 
Von C0 aus steigt die Varianz um C (engl.: sill, Schwelle) bis zur sogenannten Prozessvarianz
C0+C an. Über die Höhe von C wird quantifiziert, wieviel „ähnlicher“ die Werte naher Mess-
stationen im Vergleich zu Messstationen mit großem Abstand sind. 
Die Entfernung a, in der C0+C erreicht wird heißt Einflussbereich (engl.: range). Außerhalb a
besteht keine Korrelation zwischen den Stützpunkten mehr. 
Das gewählte Semivariogramm St wird als Basis im Kriging Interpolationsverfahren verwen-
det. Für alle Punktabstände dij und diP werden aus St Funktionswerte entnommen und in ein
LGS eingesetzt (ÆLGS (4.4)). Dieses LGS besitzt n+1 Gleichungen. Die Unbekannten sind die
n Messpunktgewichtungen wi sowie der Lagrange-Faktor ¬ für den Schätzfehler (ÆGl. (4.6)).
Zur Berechnung des Schätzwerts  am Schätzpunkt P verwendet man die berechneten
Gewichtungen wi. Die Summe aller wi ergibt 1.

 (4.4)

Im LGS (4.4) beschreibt dij den Abstand zwischen zwei Messpunkten Mi und Mj . diP beschreibt
den Abstand zwischen einem Messpunkt Mi und der zu berechnenden Schätzstelle P. S(dij)
bzw. S(diP) bezeichnet den Semivariogrammwert für den Abstand dij bzw. diP . 
„Geclusterte“ Messpunkte haben kleine Abstände. Das führt zu kleinen Funktionswerten aus
St und somit beim Lösen des LGS zu kleinen Gewichtungen für redundante Messpunkte.
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Zur Bestimmung der benötigten Gewichtungen wi ist also ein lineares Gleichungssystem
A.W=B zu lösen. Die rechte Seite B sieht für jede zu berechnende Schätzstelle P anders aus und
wird mit den Semivariogrammwerten der jeweiligen Abstände diP gebildet. Im Gegensatz
dazu ist die Matrix A für jedes P konstant, da sich A aus den Semivariogrammwerten der fixen
Stützpunktabstände dij zusammensetzt. Da die Matrix A aufgrund der Definitheit der Semi-
variogramme invertierbar ist, kann das LGS mit W=A-1.B gelöst werden.
Mit den berechneten Gewichtungen wi , lässt sich ein Interpolationswert  für die Schätzstelle
P berechnen.

 (4.5)

Kriging ist ein exakter Interpolator, der die Stützpunktwerte einhält.
Kriging ist ein Verfahren, bei dem man für eine Schätzstelle P auch einen Schätzfehler  be-
rechnen kann:

 (4.6)

Außerdem kann man bei normalverteiltem  eine Wahrscheinlichkeitsaussage für den be-
rechneten Intepolationswert  machen. Mit 95%iger Wahrscheinlichkeit W ist  maximal
2 .  vom realen Wert ZP entfernt.

 (4.7)

Die Kriging Technik gibt also im Gegensatz zu Inverse Distance to a Power und vielen anderen
Methoden ein Kriterium für die Güte der Schätzung an die Hand. Die Veränderlichkeit des
Schätzfehlers  über dem betrachteten Gebiet wird Kriging-Varianz genannt. Sie spiegelt die
Messnetzkonfiguration wider und ist ein Maß für den Informationsmangel. Die am weitesten
von Stützpunkten entfernten Interpolationsorte weisen die höchsten Werte der Kriging Vari-
anz auf. Wenn man neue Stützpunkte primär in diese Maxima der Kriging Varianz legt, kann
das Messnetz gezielt optimiert werden.
Weiterführende Literatur zu dieser Thematik findet man in [14, 36, 146].
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4.3 Erzeugung von NxM Vierecksgittern 

Typischerweise besitzen die betrachteten Gebiete einen rechteckigen Grundriss. Dann werden
NxM Rechtecksgitter als Trennflächen verwendet (vgl. S. 37). Teilweise ist der Grundriss eines
Gebiets jedoch komplexer. Dann benötigt man angepasste Vierecksgitter, die sich auf ein kar-
tesisches NxM-Gitter abbilden lassen, sogenannte Tensorproduktgitter.
Eine weitere Aufgabenstellung besteht also darin, für ein nicht konvexes zweidimensionales
polygonales Gebiet ein Gitter zu finden, das aus konvexen möglichst gleich großen und mög-
lichst rechtwinkligen Vierecken besteht, die in N Reihen und M Spalten angeordnet sind.
 

Abb. 4.12   Suche nach einer biholomorphen Abbildung f(z)

Laut Riemannschem Abbildungssatz lässt sich ein einfach zusammenhängendes Gebiet G, das
eine echte Teilmenge der komplexen Zahlenebene C ist, biholomorph auf die Einheitskreis-
scheibe E abbilden. Eine biholomorphe Abbildung oder konforme Abbildung ist eine Abbil-
dung w = f (z), bei der ein Gebiet G in der (komplexen) z-Zahlenebene auf ein Gebiet G' in der
w-Ebene so abgebildet wird, dass der Schnittwinkel zweier Kurven der einen Ebene der Größe
nach der gleiche ist wie der in der zweiten Ebene. Weiterhin bleibt der Drehsinn erhalten. Dar-
aus ergibt sich, dass eine biholomorphe Abbildung eine holomorphe Abbildung ist, deren Um-
kehrabbildung ebenfalls holomorph ist.
Abb. 4.12 zeigt hierfür ein Beispiel. f(z) bildet ein Herz auf eine Einheitskreisscheibe ab. Diese
wird in 9 Spalten und 9 Reihen viereckiger Gitterelemente mit möglichst 90°-nahen Winkeln
vernetzt. Die inverse Abbildung f -1(z) liefert das gesuchte NxM Vierecksgitter, ebenfalls mit
guten Winkeln für das Herz.
Für ein beliebiges einfach zusammenhängendes Gebiet G die Abbildungen f (z) und f -1(z) zu
finden ist jedoch sehr aufwendig. Deshalb wurde im Rahmen des Praktikums [105] mit
Create_NxM_Quad_Grid ein halbautomatisches Werkzeug zur Erstellung von NxM Vierecks-
gittern realisiert.
 

Abb. 4.13   Vorgehensweise von Create_NxM_Quad_Grid anhand eines Beispiels
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Da insgesamt N Reihen und M Spalten entstehen sollen, muss man sich zuerst für 4 möglichst
sinnvolle Ecken des Gebiets entscheiden, die eine gute NxM Aufteilung ermöglichen (Abb.
4.13a Æ schwarze Knoten). Anschließend müssen an charakteristischen Knicken des Gebiets-
rands weitere Knoten hinzugefügt werden (Abb. 4.13a Æ cyanfarbene Knoten). Die Verbin-
dungsstrecken zwischen den schwarzen und cyanfarbenen Knoten werden mit Zwischen-
punkten so unterteilt, dass eine NxM-Aufteilung möglich ist (Abb. 4.13b, grünfarbene Kno-
ten). Auf dieser Basis können nun Verbindungslinien in einer beliebigen Reihenfolge erstellt
und äquidistant unterteilt werden. In Abb. 4.13b sind die beiden ersten Verbindungslinien ein-
gezeichnet. Wie man sieht, ist dabei auch eine partielle Aufteilung möglich. Schließlich wer-
den alle fehlenden Verbindungen und Punkte mit äquidistanten Abständen automatisch
erzeugt, so dass ein NxM Gitter entsteht (Abb. 4.13c). Dieses kann dann noch mit einem Glät-
tungsalgorithmus verbessert werden (Abb. 4.13d). 
Der Glättungsalgorithmus von Create_NxM_Quad_Grid läuft in mehreren Durchläufen zeilen-
und spaltenweise über das NxM Netz und betrachtet jeweils 3x3 Knoten als ein fixes Achteck
mit einem neunten Knoten Km in der Mitte. Der Glätter optimiert die Lage von Km. Zum einen
muss Km in seiner Position so verändert werden, dass die 4 Winkel bei Km möglichst alle nahe
90° sind. Hierfür ist ratsam Km in Richtung des kleinsten der 4 Winkel zu verschieben. Zum
anderen sollte jede der 4 Gitterkanten von Km möglichst so auf das umgebende Achteck stos-
sen, dass am zugehörigen Achtecksknoten jeweils 2 möglichst gleich große Winkel entstehen.
Weitere Glättungsalgorithmen findet man z.B. in [159, 220, 222].
 

Abb. 4.14   NxM Vierecksgitter für Langeoog (links) und Orange County (rechts)

Der halbautomatische Vierecksgittergenerator Create_NxM_Quad_Grid [105] ist für viele prak-
tische Fälle nutzbar, z. B. für die vom Projektpartner GRS vorgegebene „study domain“ der In-
sel Langeoog (Abb. 4.14 links). Bei komplexeren Gebieten wie Orange County ist dagegen
noch etwas Nacharbeit notwendig bis eine ideale NxM Aufteilung erstellt ist (Abb. 4.14 rechts). 
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4.4 Schichtenmodellierung mit Mächtigkeiten

Wie in Kapitel 4.3 vorgestellt, erhält man für ein Geoschichtengebiet einen Stapel von überein-
ander angeordneten Trennflächen mit NxM Struktur (Abb. 4.15Æ(a)). 
Die Trennflächen werden mit Verfahren wie bspw. Inverse Distance to a Power oder Kriging
generiert. Diese Algorithmen erzeugen allerdings stets Daten für den Verlauf von nur einer
Trennfläche, ohne den Verlauf der übrigen an der Modellbildung beteiligten Trennflächen zu
berücksichtigen [44, 191, 207]. 
 

Abb. 4.15   Überlappungsfreie Schichtenmodellierung mit Hilfe von Mächtigkeiten

Aufgrund der typischerweise anisotropen, geringmächtigen und oftmals ausstreichenden
Schichten entstehen Trennflächen, die sich gegenseitig schneiden oder überlappen. Dieser un-
erwünschte Effekt bei der Trennflächenmodellierung lässt sich vermeiden, wenn man vorab
die einzelnen Schichten mit ihren Mächtigkeiten (thicknesses) beschreibt bzw. modelliert. 
In obigem Beispiel erstreckt sich die Schicht Si über das gesamte Gebiet, die Schicht Si+1 dage-
gen streicht auf der rechten Seite aus (Abb. 4.15Æ(b)). Angenommen, es sind lediglich die ro-
ten Punkte als Messstellen gegeben, dann kann es bei der Approximation der Trennfläche si+2
leicht zu einer Überlappung mit der approximierten Trennfläche si+1 kommen (Abb. 4.15Æ(c)).
Um dies zu vermeiden, berechnet man vorab die Mächtigkeiten der Schicht Si+1 an den vor-
handenen Messstellen durch Subtraktion des jeweiligen unteren Messwerts vom jeweiligen
oberen Messwert (Abb. 4.15Æ(d)). So erhält man für jede Messstelle einen positiven Mächtig-
keitswert und an der äußersten Messstelle rechts, wo Si ausstreicht, den Mächtigkeitswert 0.
Anhand dieser Mächtigkeitswerte approximiert man eine Fläche FM , welche keine reale
Trennfläche darstellt sondern die Mächtigkeit der Schicht Si beschreibt (Abb. 4.15Æ(e)). Es
muss überall FM >= 0 gelten. Sollten bei der Approximation von FM an einigen Stellen dennoch
negative Werte entstehen, werden diese auf 0 gesetzt. Negative Mächtigkeiten gibt es nicht. 
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Unabhängig von den Messstellen greift man nun mit einer bestimmten Maschenweite h in
äquidistanten Abständen Mächtigkeitswerte von FM ab (Abb. 4.15Æ(f)).
Diese Mächtigkeitswerte addiert man zu den Werten der bereits existierenden Trennfläche si+1
und erhält die Trennfläche si+2 . So werden Überlappungen vermieden und es ist sicher ge-
stellt, dass überall dort, wo Si+1 existiert, si+2 > si+1 gilt und überall sonst si+2 = si+1 (ÆAbb.
4.15Æ(g)). Nach diesem Prinzip werden alle Schichten eines Gebiets mit Mächtigkeiten be-
schrieben.
Zusätzlich modelliert man die sogenannte „Basistrennfläche“. Diese stellt eine untere Bezugs-
fläche des Gebiets dar, die als einzige mit realen Höhenwerten beschrieben wird. Zu dieser
Basistrennfläche werden nach und nach die Mächtigkeiten der einzelnen Schichten addiert
und so die realen Höhenwerte der übereinander angeordneten Trennflächen erzeugt. Überlap-
pungen bzw. Schnitte von Trennflächen sind ausgeschlossen, da Mächtigkeiten immer positiv
sind [44, 191, 207].
Mit der vorgestellten „Mächtigkeits-Methode“ werden für anisotrope Geoschichtungen lgm-
Geometrien erzeugt, die vom Simulationssystem UG eingelesen werden können.

4.5 Behandlung von Schichten mit variierenden Mächtigkeiten 

Zwischen den erzeugten Trennflächen sollen Gitterelemente erzeugt werden. Um günstige
Winkel zu erhalten, sollen wie in Kap. 4.1 auch hier wieder vertikale Kanten bzw. vertikale Be-
grenzungsflächen verwendet werden (siehe Kap. 4.6). Dieses Vorgehen führt allerdings bei
Schichten mit stark variierenden Mächtigkeiten zu inhomogenen Gitterelementen, deren
Z-Ausdehnungen sich entsprechend ändern. 
Deshalb wird das Werkzeug split realisiert [207], welches Schichten mit stark variierenden
Mächtigkeiten in homogene Subschichten aufteilt. Eine Mächtigkeitsdatei mit sich signifikant
ändernden Z-Werten wird in mehrere Mächtigkeitsdateien mit kleineren und inbesondere ho-
mogeneren Höhenwerten aufgeteilt bzw. gesplittet.
Sei ¤zmax die größte Mächtigkeit einer Schicht und n die Anzahl der gewünschten Teilschich-
ten, so ist durch den Quotienten ¤zmax/n eine Aufteilung in n gleich große Intervalle ]aj, aj+1]
gegeben, wobei aj = j . ¤zmax/n mit j - {0, 1, ..., n-1} gilt. Für einen Rasterpunkt P mit Mächtig-
keit ¤zP > 0 gibt es stets ein j, so dass ¤zP - ]aj, aj+1]. Fällt ¤zP in das unterste Intervall ]a0, a1],
so erhält die unterste der n neuen Mächtigkeitsdateien über P die Mächtigkeit ¤zP, während
die restlichen n-1 Dateien bei P die Mächtigkeit 0 haben, d.h. die zweite bis n-te Schicht ist bei
P nicht vorhanden. Für ¤zP - ]a1, a2] sind die Mächtigkeiten über P für die untersten beiden
Dateien jeweils ¤zP/2, während die übrigen n-2 Dateien über P keine Mächtigkeit besitzen.
Allgemein ergibt sich für ¤zP - ]aj, aj+1] für die ersten j+1 Dateien die Mächtigkeit ¤zP/( j+1)
und für die restlichen n-j-1 Dateien die Mächtigkeit 0 über dem Rasterpunkt P. Für den Spezi-
alfall ¤zP = 0, erhalten alle n Dateien die Mächtigkeit 0 über P [207].
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Abb. 4.16   Beispiel für das Werkzeug sssspppplllliiiitttt : Aufteilung einer Mächtigkeitsbeschreibung mit n = 5

In Abb. 4.16 ist links eine stark variierende Mächtigkeit gegeben. An der gestrichelten schwar-
zen Linie wird ¤zmax = 2.43 ermittelt. Für n = 5 liegt ¤zP > 0 in einem der Intervalle ]0, 0.486],
]0.486, 0.972], ]0.972, 1.458], ]1.458, 1.944] oder ]1.944, 2.43]. Für die 35 Messstellen wird das je-
weilige Intervall ]aj, aj+1] bestimmt (farblich hervorgehoben in Abb. 4.16, links) und dement-
sprechend eine Aufteilung in j +1 gleich große Teilmächtigkeiten vorgenommen (ÆAbb. 4.16,
rechts). 
Das Ergebnis zeigt, dass lediglich die erste der 5 entstehenden Subschichten über das gesamte
Gebiet definiert ist. Die anderen Subschichten streichen an verschiedenen Stellen aus und be-
sitzen ab dort die Mächtigkeit 0 (ÆAbb. 4.16, rechts). 
Insgesamt wird die stark variierende Mächtigkeit (links) in homogene Teilmächtigkeiten
(rechts) aufgetrennt. Addiert man die 5 Teilmächtigkeiten, erhält man wieder genau die ein-
gangs gegebene Gesamtmächtigkeit (ÆAbb. 4.16).
Die Anwendung von split wirkt sich auch auf die Größenverhältnisse bei der Netzgenerierung
aus. Entsprechend den homogeneren Teilschichten sind auch die Anisotropiewerte der neuen
Gitterelemente einheitlicher (vgl. Kapitel 6).

 

Abb. 4.17   Die Methode split am Beispiel „Orange County“ (vgl. Kap. 2.6 u. Kap. 7.7)

In Abb. 4.17 sieht man die dunkelblaue Muttergesteinsschicht („BEDROCK“) unter dem Grund-
wasserbassin von Orange County (ÆKapitel 2.6 u. 7.7). Diese Schicht weist stark variierende
Mächtigkeiten auf. Durch Anwendung von split kommt es ortsabhängig zu einer Aufteilung
in 2 bis 5 Subschichten. Die Gitterelemente werden in ihrer Größe und Anisotropie dadurch
homogener.
Im Rahmen dieser Arbeit konnte das Werkzeug split auch bei mehreren anderen Gebieten ein-
gesetzt werden, die Schichten mit stark variierenden Mächtigkeiten aufweisen (siehe z. B. in
Abb. 7.4 (Höfer) und in Abb. 7.17 (Willersinnweiher)).
Durch den Einsatz von split werden einzelne Mächtigkeitsdateien durch mehrere neue Mäch-
tigkeitsdateien ersetzt. Dies erhöht in entsprechender Weise die Anzahl der resultierenden
übereinanderliegenden Trennflächen. Im nächsten Kapitel wird beschrieben, wie zwischen
Trennflächen Gitterelemente erzeugt werden.

split
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4.6 Gittererzeugung zwischen Trennflächen
 

Abb. 4.18   Übeinanderliegende Trennflächen bilden n . m Türme Tc,r

Für ein Geoschichtengebiet wird ein Stapel von nT übereinander angeordneten und im Grund-
riss gleichen Trennflächen si (Æ s0, s1, s2,..., ) erzeugt (Abb. 4.18), die aus der Kombination
der Basistrennfläche s0 mit nT -1 Mächtigkeitsdateien entstehen (ÆKap. 4.4). Jede Trennfläche
si besteht aus n Spalten und m Zeilen mit (normalerweise) rechtwinkligen Trennflächenseg-
menten ‚i,c,r . Die Position eines Segments ‚i,c,r innerhalb einer Trennfläche si wird durch einen
Spaltenindex c und einen Zeilenindex r definiert.
Für jede Spalten-Zeilenkombination (c, r) existieren nT übereinander angeordnete ‚i,c,r . Eine
solche Anordnung wird als Turm Tc,r bezeichnet.
Bei der Gittererzeugung werden die n 

.
 m Türme isoliert betrachtet. Jeder Turm ist durch nT

Trennflächensegmente in nT -1 Zellen Zi,c,r unterteilt. Jede Zelle Zi,c,r wird unten von ‚i,c,r und
oben von ‚i+1,c,r begrenzt (ÆAbb. 4.18 rechts). 
Um günstige Winkeleigenschaften zu erhalten, werden auch hier wieder vertikale Kanten
bzw. vertikale Begrenzungsflächen verwendet (vgl. Kap. 4.1).
Einer Zelle Zi,c,r werden, je nachdem in welchen und in wie vielen ihrer vier Ecken die Seg-
mente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r identisch sind, Gitterelemente einbeschrieben. In Abhängigkeit der Ek-
ken mit Mächtigkeit = 0, lassen sich zunächst fünf grundsätzliche Fälle unterscheiden:
• Die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r sind in keiner der vier Ecken identisch. Das ist der Normalfall.
DDie Zelle Zi,c,r wird mit einem Hexaeder ausgefüllt (Abb. 4.20Æ(0)).
• Die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r sind in einer der vier Ecken identisch. Die Zelle Zi,c,r wird mit
z zwei Pyramiden ausgefüllt (Abb. 4.20Æ(1)). 
• Die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r sind in zwei diagonal gegenüberliegenden Ecken identisch.
DDie Zelle Zi,c,r wird mit zwei Tetraedern ausgefüllt (Abb. 4.20Æ(2a)). Dieser selten auftreten-
d de Fall muss unbedingt beachtet werden. 
• Die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r sind in zwei benachbarten Ecken identisch. Die Zelle Zi,c,r wird
mmit einem (horizontal ausgerichteten) Prisma ausgefüllt (Abb. 4.20Æ(2b)).
• Die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r sind in drei Ecken identisch. Die Zelle Zi,c,r wird mit einem Te-
trtraeder ausgefüllt (Abb. 4.20Æ(3)). 
Neben diesen fünf Varianten besteht auch noch die Möglichkeit, dass die Trennflächenseg-
mente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r in allen 4 Ecken identisch sind und somit komplett übereinstimmen.
Dann hat die betrachtete Schicht Si im Turm Tc,r an allen 4 Ecken die Mächtigkeit 0. In diesem
Fall bleibt die Zelle Zi,c,r leer und es muss kein Gitterelement erzeugt werden.
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Abb. 4.19   Gittererzeugung für die Schicht Si zwischen den Trennflächen si und si+1 mit Auswirkung
auf die Veauf die Vernetzung der Schicht Si-1 zwischen den Trennflächen si-1 und si  

In der Praxis werden mit der hier beschriebenen Methode größtenteils Hexaeder
(Abb. 4.20Æ(0)) erzeugt. In Abb. 4.19 sind bspw. 77% der Gitterelemente zwischen den Trenn-
flächen si und si+1 Hexaeder. Je feiner die Maschenweite der Trennflächen, desto größer wird
der Hexaederanteil (oftmals mehr als 90%, siehe z.B. in Tab. 7.6 auf S. 120). Bei Ausstreichun-
gen sind dagegen Abschlusselemente notwendig. Im Beispiel Abb. 4.19 sind das 4 Pyramiden,
1 Prisma und 1 Tetraeder. Diese Abschlusselemente sind notwendig, weil die Schicht Si zwi-
schen den Trennflächen si und si+1 rechts vorne ausstreicht. Bei den 5 roten Pfeilen ist die
Mächtigkeit von Si gleich null bzw. es gilt  si+1 - si = 0. 
Bei Tetraeder- und Pyramidenabschlusselementen ist zu beachten, dass sie Kanten besitzen,
die diagonal durch ein Trennflächensegment bzw. diagonal durch einen Turm verlaufen. Für
das Beispiel in Abb. 4.19 resultieren aus der Vernetzung von Si drei solcher Diagonalkanten.
Diese sind als Projektionen in si-1 eingezeichnet (Abb. 4.19ÆT3,1, T4,1 , T4,2). Bei der Vernetzung
von Si-1 und auch anderen Schichten müssen solche Diagonalen in den jeweiligen Turm-Zellen
durch entsprechende Verfeinerungen berücksichtigt werden (Abb. 4.20Æ2. u. 3. Zeile). Bei ei-
nem Turm können die Hauptdiagonale (Abb. 4.19ÆT4,1 (magentafarben)), die Nebendiagona-
le (Abb. 4.19ÆT3,1, T4,2 (orangefarben)) oder beide Diagonalen betroffen sein. Es ist für jeden
Turm festzustellen, ob und für welche Diagonale(n) dies gilt.
Für den Fall, dass in keiner Ecke die Mächtigkeit = 0 ist, entstehen bei einer gesetzen Diagona-
len 2 Prismen (Abb. 4.20Æ(0‘) und bei zwei gesetzten Diagonalen 4 Prismen (Abb. 4.20Æ(0‘‘). 
Wenn die Segmente ‚i,c,r und ‚i+1,c,r in einer der vier Ecken identisch sind, führt eine entspre-
chend orientierte Diagonale zu einer Verfeinerung in 2 vertikal ausgerichtete Prismen und 2
Pyramiden (Abb. 4.20Æ(1‘)). 
Für den Fall, dass in zwei diagonal gegenüberliegenden Ecken die Mächtigkeit = 0 ist, bewirkt
eine entsprechend orientierte Diagonale eine Verfeinerung der Zelle in vier Tetraeder (Abb.
4.19Æ(2a‘)). 
Wenn in zwei benachbarten Ecken die Mächtigkeit = 0 ist, so kommt es bei einer Diagonalen
zur Aufteilung in Pyramide und Tetraeder (Abb. 4.19Æ(2b‘)) und falls beide Diagonalen ge-
setzt sind, zur Verfeinerung in 2 Pyramiden, ein vertikal ausgerichtetes Prisma und einen
Tetraeder (Abb. 4.19Æ(2b‘‘)).
Für den Fall, dass drei Ecken identisch sind, wird bei entsprechend orientierter Diagonale in
zwei Tetraeder verfeinert (Abb. 4.19Æ(3‘)). 
Damit ist die Vorgehensweise bei der Gittergenerierung zwischen Trennflächen erläutert. Eine
ausführlichere und detailliertere Beschreibung der vorgestellten Methode und ihrer Fallunter-
scheidungen findet man in [207].

si+1

si

si-1 si-1

si
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Abb. 4.20   Fallunterscheidungen bei der Gittererzeugung zwischen zwei Segmenten ‚‚‚‚i,c,r und ‚‚‚‚i+1,c,r

Ein Gitter, das mit der beschriebenen Methode entsteht, muss in eine ng-Gitterdatei ausgege-
ben werden. Zuvor muss jedoch der Bezug eines jeden Gitterknotens auf ein lgm-Geometrie-
modell bestimmt werden, da UG nur ein konsistentes lgm-/ng-Dateipaar einlesen kann (siehe
Kapitel 3). Hierfür muss zum Gitter eine passende lgm-Geometrie mit Subdomains, Lines, Tri-
angles, Points und sinnvollen Surfaces erzeugt werden. 

4.7  Zusammenfassung von Randflächen bei der Geometrieerzeugung

Jedes gemäß Kap. 4.6 erzeugte Gitterelement ist ein Randelement, das mehrere Seiten besitzt,
die auf Subdomain-Rändern liegen. So liegt jede obere und untere Seite eines Gitterelements im-
mer auf einem Subdomain-Rand und in der lgm-Geometriebeschreibung muss eine entspre-
chende Surface erzeugt werden. Die seitlichen vertikalen Elementseiten sind meistens innere
Flächen. Liegen sie dagegen auf dem äußeren Rand des Gesamtgebiets, müssen ebenfalls ent-
sprechende lgm-Surfaces gebaut werden. 
Aus einer Gitterelementseite, die auf einem Subdomain-Rand liegt, wird im Fall von 3 Knoten
eine Surface bestehend aus einem Dreieck und 3 umgebenden Lines und im Fall von 4 Knoten
eine Surface bestehend aus 2 Dreiecken und 4 umgebenden Lines erzeugt. 
Bei einer derartigen, auf Gitterelementen basierenden lgm-Geometrieerzeugung, entsteht na-
türlich eine unübersichtliche Vielzahl kleiner Einzel-Surfaces. Deren Handhabung ist bei der
Zuordnung von Randbedingungen für numerische Simulationen sehr aufwendig und es
kommt außerdem zu sehr großen Einlesezeiten aufgrund einer Routine mit quadratischer
Komplexität im lgm-Präprozessor von UG. Daher besteht eine wichtige Aufgabe der Geome-
trieerzeugung darin, mit möglichst geringem Aufwand die fein granularen lgm-Surfaces zu
möglichst großen Surfaces zusammenzufassen, die das Gesamtgebiet sinnvoll unterteilen.
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Abb. 4.21   Sortierung der zahlreichen kleinen Surfaces

Zuerst sortiert man die zahlreichen kleinen Surfaces in verschiedene Datenspeicher, die im Fol-
genden als Töpfe bezeichnet werden. Die Sortierung erfolgt so, dass alle Surfaces eines Topfs das
selbe Schichtenpaar begrenzen beziehungsweise die beiden gleichen lgm-Subdomain-Ids
(„left=...“, „right=...“) besitzen (Abb. 4.21). Es können nur Surfaces aus dem selben Topf zusam-
mengesetzt werden.
Aus den vielen kleinen Surfaces eines Topfs wird in der Regel nicht nur eine zusammengefasste
Surface erzeugt. Ein Winkelkriterium schränkt das Zusammenfassen ein und bewirkt, dass
sinnvolle und für das Gebiet charakteristische Surfaces entstehen.
 

Abb. 4.22   Erzeugung einer oder mehrerer neuer Surfaces aus den einzelnen Surfaces eines Topfs 

Zu Beginn wird aus dem ersten Topf die erste Surface herausgenommen und mit ihren Daten
eine neue Surface sneu mit Triangles, Lines und Points vorbereitet (Abb. 4.22Æ(a)).
Nun wird zu jeder Line li von sneu nach einer benachbarten Surface sl mit der selben Line li im
Topf gesucht. Wenn der Winkel å zwischen sneu und sl an dieser Line nahe 180° ist, wird auch
sl aus dem Topf geholt und mit ihren Triangles, Lines und Points zu sneu hinzugefügt (Abb.
4.22Æ(b)). Weicht å dagegen um einen signifikanten Wert " von 180° ab (z.B. " > 30°), wird an
dieser Stelle nicht weiter zusammengefasst und die vorliegende Richtungsänderung bzw. der
Knick des Gebiets berücksichtigt. So kann es sein, dass aus den kleinen Surfaces eines Topfs
auch zwei oder mehrere große Surfaces erzeugt werden.
Die gemeinsamen Lines von sneu und sl werden beim Zusammenfassen gelöscht und für sneu
nicht mehr benötigt. Durch das Zusammenfassen kommen aber auch neue Lines zu sneu hinzu,
für die auch wieder Nachbarn gesucht werden müssen. Können schließlich keine weiteren
Surfaces mehr hinzugefügt werden, kann sneu fertiggestellt werden (Abb. 4.22Æ(c)). 

.  .  .

. . .

(a) erste Surface entnehmen (b) Surfaces anhängen, falls 

(c) neue Surface fertigstellen (d) ggf. weitere Surface(s) zusammenfassen . . .

|180° - å| <  ∫  
gemeinsame Line  und



52                           Kapitel 4   Methoden zur Erfassung von anisotropen Geoschichtungen

Sind danach noch einzelne Surfaces im Topf vorhanden, wird mit dem Zusammenbau einer
weiteren neuen Surface in gleicher Weise begonnen (Abb. 4.22Æ(d)). Es werden so lange neue
Surfaces erstellt, bis der Topf ganz leer ist. 
Das beschriebene Verfahren wird nacheinander für jeden einzelnen Topf durchgeführt. So ent-
stehen schließlich alle Surfaces für das neue lgm-Domain.
Für die neue lgm-Datei müssen die neuen Surfaces und die verbliebenen Lines neu durchnum-
meriert werden. In der zugehörigen ng-Gitterdatei müssen für jeden Randknoten die Referen-
zen auf die neuen Surfaces und Lines aktualisiert werden. 
 

Abb. 4.23   Zusammenfassung von Surfaces am Beispiel Höfer (2707 Surfaces ÆÆÆÆ 34 Surfaces)

Für die beschriebene Problemstellung wurde im Rahmen der Bachelorarbeit von S. Handel
[88] das Werkzeug SurfaceMerge entwickelt. Dies ermöglicht eine drastische Reduktion der
Surface-Anzahl (teilweise auf < 1/1000-stel, siehe in [207ÆTab 5. 3]).
Abb. 4.23 zeigt am Beispielgebiet Höfer (vgl. Kap. 2.4 u. 7.4) wie 2707 Surfaces zu 34 Surfaces
zusammengefasst werden. Danach lassen sich die einzelnen Schichten gut voneinander unter-
scheiden, was zuvor nicht möglich war. Man sieht zum einen, wie die einzelnen Schichten an
den Seiten des Gebiets jeweils durch 4 Surfaces begrenzt werden und zum anderen erkennt
man nun die inneren Strukturen des Gebiets. Das Zusammenfassen von Surfaces erhöht die
Anschaulichkeit und Verwendbarkeit der lgm-Domains. Weitere Beispiele findet man im Er-
gebnisteil (ÆAbb. 7.6, Abb. 7.10) sowie in [88].
Unabhängig von der Gittermaschenweite bzw. der Anzahl der gegebenen Einzel-Surfaces wer-
den für ein bestimmtes Gebiet normalerweise ähnliche charakteristische Surfaces erzeugt. Das
UG-Einleseprogramm muss somit selbst bei sehr feinen Auflösungen immer nur über eine be-
grenzte Anzahl von Surfaces laufen. Damit wird die eingangs erwähnte O(N2)-Routine des UG
lgm-Präprozessors unbedenklich.
Der Einlesevorgang in UG ist für die zusammengefassten Gebiete deutlich schneller (oft mehr
als 100fach). Der hohe Gewinn ist um so erfreulicher, da der zusätzliche Mehraufwand für das
Zusammenfassen der vielen kleinen Einzel-Surfaces eine bessere Komplexität als O(NlogN)
aufweist. Hierauf wurde bei der Konzeption der Algorithmen und Datenstrukturen geachtet
[88].
Allerdings stößt man mit den nunmehr großen, aus vielen Dreiecken bestehenden Surfaces,
beim Einlesen im lgm-Präprozessor von UG auf eine andere quadratische Routine, die 99% der
verbleibenden Einlesezeit ausmacht. Dieser „bottle-neck“ in UG wurde überarbeitet und mit
der Realisierung eines Hashverfahrens verbessert.
Eine ausführliche Beschreibung der Algorithmen und ihrer Implementierungen sowie mehre-
rer Experimente findet man in [88].
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-                                                                                                         
Methoden  blblblblblbbsadsadasdasdasd 
zur Erfassung des Stratum corneum

Abb. 5.1   Diverse Geometriemodelle für das Stratum corneum: links unten ÆÆÆÆ „Brick-and-Mortar“
Modell [40Modell [40, 93]; rechts oben ÆÆÆÆ quaderförmiges Modell [206]; unten mittig ÆÆÆÆ Modell mit
hexagonal hexagonalen Prismen [73, 74]; rechts unten ÆÆÆÆ Modell mit Tetrakaidekaedern; ; bla bla blbla
blbla       klbla  links oben ÆÆÆÆ Lichtmikroskopische Aufnahme aus [141]

Für die numerische Simulation der transdermalen Arzneimitteldiffusion werden Geometrie-
und Gittermodelle für das Stratum corneum benötigt (Æ Kapitel 2.9).
Bereits vor einigen Jahren führten M. Heisig, G. Wittum et al. solche Simulationen in 2D durch
[92, 93, 131]. Dabei wird ein „Brick-and-Mortar“ Gebiet verwendet, welches das Stratum cor-
neum als „Backsteinwand“ modelliert. Die Korneozyten werden als rechteckige „Backsteine“
modelliert. Dazwischen befindet sich „als Mörtel“ die Lipidmatrix (siehe in Abb. 5.1 links un-
ten und in [93]). Das Gitter besteht aus Vierecken.
Für 3 Raumdimensionen entwickelte C. Wagner ein ähnliches Geometriemodell, bei dem Qua-
der (engl.: „cuboids“) zusammengesetzt werden (Abb. 5.1 rechts oben und [206]). Die Software
CuboidModeler bietet die Möglichkeit, Länge, Breite und Höhe sowie Anzahl und Verschiebung
der quaderförmigen Zellen und zudem die Lipidkanaldicke einzustellen. Die Vernetzung er-
folgt ausschließlich mit Hexaedern.
Außerdem arbeitet C. Goodyer an der Universität von Leeds an einem Geometriemodell für
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das Stratum corneum, bei dem Korneozyten durch hexagonale Prismen repräsentiert werden
(siehe Abb. 5.1 unten mittig und [73, 74]). Die erzeugten Gitter bestehen aus Tetraedern.
Bei den beiden genannten 3D Geometriemodellen kann man die Korneozyten lediglich in ho-
rizontaler Richtung, d.h. nur zweidimensional verschieben und die modellierten Lipidkanäle
durchlaufen ununterbrochen in horizontaler Richtung das gesamte Gebiet. Mikroskopische
Aufnahmen zeigen jedoch, dass benachbarte Korneozyten versetzt und überlappend angeord-
net sind ([142] Fig. 6 und [142] S.3Æ(3)).
Es besteht der Wunsch, ein neues 3D Geometriemodell zu entwickeln, das die geometrischen
Eigenschaften des Stratum corneum realitätsnäher abbildet. Die folgenden Unterkapitel stel-
len dafür ein neues Geometriekonzept vor.
Zunächst wird in Kap. 5.1 zur Verwendung von Tetrakaidekaedern angeregt (siehe Abb. 5.1
rechts unten). Kap. 5.2 stellt dann den Zusammenbau von in-sich-geschachtelten Tetrakaide-
kaedern vor. Verschiedene Geometrieparameter des neuen Modells wie Winkel und Überlap-
pung werden in Kap. 5.3 hergeleitet. Abschließend behandelt Kap. 5.4 die Vernetzung des
neuen Geometriemodells mit den 4 UG-Elementtypen.

5.1 Motivation für ein Geometriemodell mit Tetrakaidekaedern

In den 60er Jahren wurde durch mikroskopische Untersuchungen von gefrorenen Schnitten
des Stratum corneum die Form der Korneozyten als „hexagonal“ bezeichnet [28, 141]. Neuere
Untersuchungen bestätigen diese Eigenschaft [117, 118, 171, 172, 174]. 
Einige Arbeiten, wie bspw. von D. N. Menton [142, 143], R. Lieckfeldt [130, S. 8 u. 138] oder
P. Fritsch [60, S. 6] nennen Modelle aus vierzehnflächigen Tetrakaidekaedern, die sich lücken-
los packen lassen (siehe Abb. 5.2). 
Physikalisch lässt sich die Tetrakaidekaeder-Form im Falle der Epidermis folgendermaßen er-
klären: Wenn die Keratinozyten in der Epidermis im Zuge der Differenzierung nach außen
verdrängt werden, nehmen sie dabei aufgrund ihrer Oberflächenspannung und des gegensei-
tigen Drucks eine geometrische Form an, mit der sie möglichst oberflächensparend und zwi-
schenraumlos gepackt werden können.
Bei der Differenzierung werden aus den „cuboidalen“, verschieden großen und unregelmäßig
angeordneten Keratinozyten flache und ähnlich große Korneozyten, die im Normalfall säulen-
förmig angeordnet sind („Columnärstruktur“ in [29], [142]) (ÆAbb. 5.1 und Abb. 5.2a).
Bei genauerem Betrachten von Abb. 5.1 und Abb. 5.2a kann man erkennen, dass diese „Zell-
säulen“ versetzt zueinander angeordnet sind und ineinandergreifen. Die Überlappung von
benachbarten Korneozyten ist je nach Körperregion und deren Belastung unterschiedlich stark
ausgeprägt. Eine derartige „verzahnte“ Anordnung ist oberflächensparend, dicht und ela-
stisch und bietet eine ideale Schutzfunktion.
Die Realisierung einer solchen Verzahnung ist mit den bisherigen Geometriemodellen (siehe
in Abb. 5.1) nicht möglich. Laut D. N. Menton muss ein Geometriemodell aber den Aspekt der
„interdigitating cells“ mitberücksichtigen [142, 143, vgl. 60].
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Abb. 5.2   (a) Lichtmikroskopische Aufnahme der Epidermis aus [141]; (b1) Aufnahme eines einzel-
neozyienK nen Korneozyten am Rasterkraftmikroskop aus [171]; (b2) lichtmikroskopische Aufnahme
eines ieeieines einzelnen Korneozyten aus [163ÆÆÆÆFig.3D]; (c) Korneozytenmodell mit Tetrakaide-
kaediirn   kaedern aus [60]

Menton führt verschiedene mikroskopische Aufnahmen von Korneozyten durch [142ÆFig.18,
163ÆFig.3D] und verweist auch auf Aufnahmen von Holundermark [124] und Korkzellen
[125, 142]. Ferner macht Menton in seiner Arbeit zum Vergleich Experimente mit Seifen-
schaum, die zeigen, dass sich Seifenblasen auch spaltenförmig und überlappend anordnen. Im
Falle von Seifenschaum ähnelt die Anordnung der Seifenblasen sehr stark zusammengesetz-
ten Tetrakaidekaedern.
Basierend auf seinen Überlegungen zur Entstehung, zur Größe und zur Anordnung der Kor-
neozyten sowie seinen Experimenten mit Seifenschaum [143] schlägt Menton für das Stratum
corneum ein Tetrakaidekaedermodell vor, welches auf Kelvin zurückgeht.
Im Rahmen seiner Forschungsarbeiten suchte Lord Kelvin 1887 nach einer idealen Anordnung
von Seifenschaum. Kelvin führte Experimente mit gelöteten Drahtmodellen durch, die er in
eine Seifenlösung eintauchte und die Entfaltung des Seifenfilms am Drahtgitter beobachtete.
Dabei stellte sich die Frage (Kelvin Problem), den Raum in gleich große „Zellen“ mit kleinst-
möglicher Scheidewand zu unterteilen [107, 108, 199, 212]. Die gängige Lösung vor Kelvin war
eine Zerlegung mit rhombischen Dodekaedern (ÆAbb. 5.3c). Kelvin kam zu dem Schluss, dass
sein Problem mit einer Aufteilung in „Tetrakaidekaeder“ gelöst werden kann, welche 6 qua-
dratische und 8 sechseckige Seitenflächen besitzen (Abb. 5.3a,b). Der Ausdruck „Tetrakaide-
kaeder“ wurde damals von Kelvin verwendet und blieb diesem Vierzehnflächner bis heute
anhaften. Der Name lässt sich aus dem Griechischen ableiten: =Viereck,

=vier, =und, =zehn. 
Kelvin verbesserte das Polyeder durch leichtes Verbiegen der Kanten der Quadrate nach au-
ßen sowie durch leichtes Verbiegen der Kanten zwischen Sechsecken zur Mitte des Polyeders. 
Kelvin baute auf den Arbeiten von Joseph Plateau auf [162]. Dessen „Plateau Regeln“ besagen
zum einen, dass in einer Kante des Schaumes immer drei Flächen der Seifenblasen in einem
Winkel von 120° aufeinander treffen („Plateau-Kante“). Zum anderen treffen an einem Knoten
jeweils vier Plateau-Kanten unter einem Winkel von 109.47° (dem Tetraederwinkel *) zusam-
men. Anordnungen mit mehr als 4 Kanten pro Knoten oder mehr als 3 Flächen an einer Kante
gelten als instabil und tendieren dazu, sich den Regeln entsprechend umzugestalten. So gilt
die Zerlegung mit rhombischen Dodekaedern in Abb. 5.3c als instabil, da sich dabei 8 Kanten
in einem Knoten schneiden [18, 230, vgl. 198].

* Die Verbindungsstrecken zwischen dem Mittelpunkt eines gleichseitigen Tetraeders und zwei seiner Ecken schließen einen Winkel von 109,47° ein.
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Abb. 5.3   Drei lückenlose Raumzerlegungen mit Polyedern gleichen Volumens: (a) Kelvin Tetrakai-
dekaeder,dekaeder, (b) Papiermodell [39] der Kelvin-Zerlegung, (c) rhombische Dodekaeder,
(d) P  apie(d) Papiermodell [39] der Weaire-Phelan-Zerlegung [38, 211, 212, 213] ÆÆÆÆ Basiseinheit aus
vcb bcvb  3 

.
 2 Goldberg Tetrakaidekaedern und 2 pentagonalen Dodekaedern, (e) Papiermodell [39]

cd cdi cd ceiner Baugruppe aus 2 Basiseinheiten der Weaire-Phelan-Zerlegung [38, 211-213]

Kelvin-Tetrakaidekaeder lassen sich lückenlos, d.h. 100% dicht, packen (siehe Abb. 5.2 rechts
und Abb. 5.3a,b). Dabei schneiden sich nur 4 Kanten in einem Knoten. Nach J. Plateau (s.o.) ist
die Aufteilung mit Kelvin-Tetrakaidekaedern im Gegensatz zu der lückenlosen Dodekaeder-
zerlegung aus Abb. 5.3c folglich eine stabile Zerlegung.
Auf der Suche nach der minimalen Trennfläche zur Aufteilung des Raums in eine Anordnung
gleich großer und gleichartiger Zellen galt eine Packung mit Kelvin-Tetrakaidekaedern über
ein Jahrhundert lang als ideal [199, 230]. Kelvins Anordnung kommt mit 0,7% weniger
Gesamtfläche als die lückenlose rhombische Dodekaederzerlegung aus. 
1994 stellten D. Weaire und R. Phelan eine Lösung vor, die nochmals 0,3% weniger Gesamtflä-
che benötigt (Abb. 5.3d,e und [38, 211-213, 230]). Hierbei wird allerdings eine hybride Zerle-
gung aus gleich großen aber nicht gleichartigen Zellen verwendet. Diese Zerlegung besteht
aus pentagonalen Dodekaedern (Zwölfflächner mit fünfeckigen Seitenflächen) und sogenann-
ten Goldberg-Tetrakaidekaedern. Das sind Vierzehnflächner, die 2 hexagonale (sechseckige)
und 12 pentagonale (fünfeckige) Seitenflächen besitzen.
Im Rahmen des Schülerpraktikums von R. Dörr [39] konnte die Bauweise veranschaulicht
werden. In Abb. 5.3e werden die Goldberg-Tetrakaidekaeder in X-Richtung (gelb), in Y-Rich-
tung (grün) und in Z-Richtung (blau) säulenförmig aneinandergereiht. Zwischen mehreren
solcher zusammengesetzten „Säulen“ verbleiben einzelne Hohlräume, in die die pentagonalen
Dodekaeder (orange) passen. Abb. 5.3d zeigt die Basiseinheit der Weaire-Phelan-Zerlegung
bestehend aus 3 . 2 (X,Y,Z) Goldberg-Tetrakaidekaedern sowie 2 Dodekaedern. Genau genom-
men kann man auch von „...a smaller unit of four cells...“ [38, 211-213, 230] sprechen, da die
vier oberen Zellen in Abb. 5.3d (2 grüne Tetrakaidekaeder, oberer gelber Tetrakaidekaeder
und oberer orangener Dodekaeder) durch 90° Drehung die 4 unteren Zellen ergeben.

(a) (c)(b)

(c) (d) (e)

Z
Y

X
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Neben der Diskussion solcher Anordnungen von Polyedern ist es wichtig, zu untersuchen,
wie sich das Verhältnis von Oberfläche zu Volumen bei einzelnen, für sich betrachteten Poly-
edern verhält bzw. welche konvexen Polyeder bei möglichst geringer Oberfläche ein möglichst
großes Volumen besitzen.
In diesem Zusammenhang sei auf die Polyederungleichung von M. Goldberg (Æ Gl. (5.1)) ver-
wiesen [70]. In dieser Abschätzung für konvexe Polyeder beschreibt A3/V2 ein dimensionsan-
gepasstes Verhältnis von Oberfläche A und Volumen V und n die Anzahl der Flächen des
Polyeders. Mit der Funktion u(n) fand Goldberg eine untere Schranke für A3/V2. Je größer n,
desto kleiner wird die Begrenzung u(n) (vgl. Tab. 5.1). Für nÆ! existiert der Grenzwert .
Das entspricht dem Oberflächen-Volumenverhältnis einer Kugel K und es gilt AK

3/VK
2 =

u(n)nÆ! = . 

  (5.1)

Ein möglichst kleiner Wert für das Verhältnis A3/V2 ist in der Praxis vorteilhaft um bspw. die
Angriffs- oder Verdunstungsfläche gering zu halten oder teures Oberflächenmaterial zu spa-
ren [5].

Abb. 5.4  Kugel, Ikosaeder, Tetrakaidekaeder, Dodekaeder, Oktaeder, Würfel, Tetraeder 

Tab. 5.1  Oberflächen- und Volumenbetrachtung für die 5 platonischen Körper, Kugel und Tetrakai-
blfbbbsidekaeder

Die Goldbergabschätzung wird in Tab. 5.1 für einen Tetrakaidekaeder, die Kugel und die 5
platonischen Körper [91] eingesetzt. Als „platonische Körper“ werden folgende 5 regulären
Polyeder bezeichnet: Ikosaeder, Dodekaeder, Oktaeder, Hexaeder und Tetraeder.          

     Körper
         
      Oberfläche A

     
     Volumen V

 
A3/V2  n

   
  u(n)

AJ  if  ( VK = VI = 
VD = VTkd  = VO 
= VH = VT )

Kugel2 AK   = 4 8  r2 VK =   8  r3   36 8 92   36 8 AK    = AK 
 .
 1.000

Ikosaeder2 AI    = 5 :3  i2 VI =   (3 + :5) i3 136.460 20 132.645 AI    = AK 
 .
 1.064

Tetrakaidekaeder ATkd = (6+12:3)  a2 VTkd =  8 :2  a3 150.123 14 142.942 ATkd = AK 
 .
 1.099

Dodekaeder2 AD   = 3 :(5(5+2:5)) d2 VD =   (15 + 7:5) d3 149.858 12 149.288 AD    = AK 
 .
 1.098

Oktaeder2 AO   = 2 :3  o2 VO =    :2 o3 187.061 8 175.929 AO    = AK 
 .
 1.182

Hexaeder2 AH   = 6  h2 VH = h3 216.000 6 212.058 AH    = AK 
 .
 1.241

Tetraeder2 AT   = :3  t2 VT =   :2 t3 374.123 4 339.292  AT    = AS 
 .
 1.490

368

368 113;

A3

V 2------- u n( )< 368n n 1–( )
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Für alle Ergebnisse bestätigt sich A3/V2  u(n). Das Verhältnis A3/V2 ist beim Tetrakaideka-
eder geringer als beim Oktaeder, Hexaeder und Tetraeder und ist dem Oberflächen-Volumen-
verhältnis des regulären Dodekaeders sehr ähnlich. 
Außerdem wird in Tab. 5.1 (7. Spalte) ein interessanter Oberflächenvergleich für die Körper
aus Abb. 5.4 durchgeführt. Die Oberfläche AK einer Kugel K mit Volumen VK wird mit der
Oberfläche ATkd eines Tetrakaidekaeders verglichen, welcher dasselbe Volumen wie die Kugel
K besitzt, d.h. VTkd = VK. Für die platonischen Körper erfolgen entsprechende Oberflächenver-
gleiche mit VK = VI = VD = VO = VH = VT .
Bei diesem Vergleich schneidet der Tetrakaidekaeder sehr gut ab und benötigt nicht einmal
10% mehr Oberfläche als die Kugel.
Kugeln besitzen zwar das allerbeste Oberflächen-Volumenverhältnis, lassen sich aber nicht
100% dicht packen. Die Raumausfüllung bei Keplers dichtester Kugelpackung beträgt ledig-
lich 8/ :18   74% [87, 109, 129, 190]. Mit regulären Ikosaedern, regulären Dodekaedern, regu-
lären Oktaedern und regulären Tetraedern [62] ist ebenfalls keine 3D-Parkettierung möglich.
Im Gegensatz dazu ist eine Anordnung mit Tetrakaidekaedern eine lückenlose und zugleich
oberflächenminimierende Packung. Beide Eigenschaften gelten auch nach einer Stauchung auf
die Größenverhältnisse von Korneozyten (ÆAbb. 5.2c und [143]ÆS. 290 links oben).
Das folgende Geometriekonzept basiert auf einer einheitlichen Zerlegung mit Tetrakaideka-
edern, da sie das Bauprinzip des Stratum corneum (Differenzierung) am besten wiedergibt
und eine dichteste Packung mit nahezu minimaler Fläche ermöglicht. Dabei wird auch die
Lipidmatrix zwischen den Korneozyten berücksichtigt und eine Vorgehensweise mit in-sich-
geschachtelten Tetrakaidekaedern verwendet (ÆKap. 5.2).

<

$
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5.2 Ein Geometriekonzept mit geschachtelten Tetrakaidekaedern 
für für die Stratum corneum Modellmembran !!!!SC 
 

Abb. 5.5  Tetrakaidekaeder Ki (Korneozyt) eingebettet in Tetrakaidekaederhülle li (Lipidmantel) ÆÆÆÆ
ZusammeÆÆÆÆ Zusammenbau mehrerer geschachtelter Tetrakaidekaeder Ti

In diesem Kapitel erfolgt ein Aufbau der Stratum corneum Modellmembran !SC mit n lücken-
los zusammengesetzten Tetrakaidekaedern Ti . 
 

    (5.2)

 

Es wird berücksichtigt, dass die Korneozyten des Stratum corneum in eine Lipidmatrix einge-
bettet sind. Ein Tetrakaidekaeder Ti besteht deshalb aus einem Tetrakaidekaeder Ki (ÆKor-
neozyt) mit einer passenden tetrakaidekaederförmigen Hülle li mit konstanter Dicke für das
umgebende Lipid (siehe Gl. (5.3) und Abb. 5.5). Jedes Ti beschreibt somit eine Einheit aus zwei
ineinander geschachtelten Tetrakaidekadern (engl.: nested tetrakaidecahedra).

   ø      ø    (5.3)

 

Die Vereinigung aller Hüllen li ergibt die Lipidmatrix L der SC-Modellmembran !SC .
 

 (5.4)

 

In der UG-lgm-Repräsentation von !SC wird L mit einer einzigen Subdomain beschrieben.
Hinzu kommen n innere „Subdomains“ für die Korneozyten Ki (siehe Gl. (5.5)).

 (5.5)

TiKi

li 

Ti
i 1=

n

∪

!SC Ti
i 1=

n

"=

Ti Ki li"= li Ti \ Ki= Ki Ti \ li=

L li
i 1=
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Da die Subdomain L den gesamten Raum zwischen den „Korneozyten“ beschreibt, besitzt sie
eine recht komplexe Form und ist als Ganzes schwer zu vernetzen. Bei der Gittererzeugung
wird daher Gl. (5.6) verwendet, die durch Einsetzen von Gl. (5.3) in Gl. (5.2) entsteht.

 (5.6)

Das bedeutet, dass man lediglich für die Grundeinheit „ “ eine Zerlegung in Gitterele-
mente finden muss. Dieses Gitter muss allerdings so beschaffen sein, dass man es beliebig oft
kopieren und mit angepassten Koordinaten konsistent aneinandersetzen kann. Die Vernet-
zung der Grundeinheit wird in Kapitel 5.4 beschrieben. 
Das vorgestellte Konzept ist in der Software Tkd_ Modeler [48, 53] umgesetzt. Damit besteht die
Möglichkeit, Geometrie- und Gitterdateien für dreidimensionale SC-Modellmembranen zu er-
zeugen (wie z.B. !sSC in Kap. 5.3.4 u. 8.4 oder !rSC in Kap. 8.5). Die Dateien werden im lgm-
und ng-Dateiformat ausgegeben (Kap. 3.1, Kap. 3.2 u. [44]) und können für numerische Simu-
lationen mit UG [9, 10] verwendet werden. 
Die geometrischen Eigenschaften und Konfigurationsmöglichkeiten des neuen Geometriemo-
dells werden im folgenden Kapitel 5.3 behandelt.

!SC Ki li"( )
i 1=

n

"=

Ki li"
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5.3 Geometrieeigenschaften des vorgestellten Konzepts

In diesem Kapitel werden die geometrischen Charakteristiken und Konfigurationsmöglichkei-
ten des geschachtelten Tetrakaidekaedermodells hergeleitet und beschrieben.
Zunächst wird gezeigt, wie man die Überlappung, die Breite, den Durchmesser sowie die ver-
schiedenen dihedralen Winkel eines „Korneozyten“ Ki berechnen kann (ÆKap. 5.3.1). Damit
kann man die Geometrieeigenschaften von Einheitstetrakaidekaedern sowie Tetrakaideka-
edern mit korneozytenähnlichen Größenverhältnissen herleiten (ÆKap. 5.3.2). Anschließend
erfolgt eine Beschreibung der Dicke der Lipidkanäle von !SC (ÆKap. 5.3.3). Danach wird an-
hand der Modell SC-Membran !sSC veranschaulicht, wie die Tetrakaidekaeder in Reihen,
Säulen und Schichten zu einem Geometriemodell zusammengebaut werden können (ÆKap.
5.3.4). Schließlich wird die Länge des Diffusionswegs durch ein solches Tetrakaidekaeder-
modell diskutiert (ÆKap. 5.3.5).

5.3.1 Überlappung, Breite, Durchmesser und Winkel -  allgemein für einen; 
ein e allgemein für einen Tetrakaidekaeder Ki 

Abb. 5.6  Winkel- und Längenbezeichnung für einen Tetrakaidekaeder Ki ; links: 3D-Darstellung,
rechts: Drlinks: 3D-Darstellung, rechts: Draufsicht

Die Parameter a, h und w sind Inputparameter der Software Tkd_Modeler [48]. Mit ihnen kann
der Tetrakaidekaeder Ki eindeutig beschrieben werden. 

a: die einheitliche Kantenlänge des Basishexagons,
h: die Höhe von Ki ,
w: der Abstand zweier paralleler Kanten ej und fj

 Für a und w muss folgende Bedingung gelten: 

 (5.7)

Die Länge s ist ein Maß für die Überlappung zusammengesetzter Tetrakaidekaeder.

 (5.8)
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Für a gegen 0 wird die Überlappung s maximal und geht gegen w/:3. Es gilt

  (5.9)

Die Breite b bezeichnet den „Horizontalabstand“ zweier Kanten pj und qj. Es gilt:

  (5.10)

Der größte Abstand zweier Punkte eines Tetrakaidekaeders ist dessen Durchmesser d. Es gilt:

  (5.11)

  (5.12)

  (5.13)

Mit den Parametern a, h und w lassen sich auch die Berechnungsformeln für die 5 dihedralen
Winkel von Ki herleiten. Diese Winkel sind:
2, der Winkel zwischen einem Seitensechseck und einem Seitenrechteck(vertikal benachbart),
), der Winkel zwischen einem Basissechseck und einem Seitenrechteck,
., der Winkel zwischen einem Basissechseck und einem Seitensechseck,
+, der Winkel zwischen einem Seitensechseck und einem Seitenrechteck(horizontal benachbart),
A, der Winkel zwischen zwei benachbarten Seitensechsecken.

 (5.14)

 (5.15)

 (5.16)

 (5.17)

 (5.18)

Für die Summe $ aller Winkel im Tetrakaidekaeder Ki gilt:

 (5.19)
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5.3.2 Überlappung, Breite, Durchmesser und Winkel - allgemein für einen; 
eine  speziell für Einheitstetrakaidekaeder und Tetrakaidekaeder mit kor-
neoi mit korneozytenähnlichen Größenverhältnissen

Mit den realistischen Größenverhältnissen aus dem 2D Modell von M. Heisig et al. [93], d.h.
h = 1 und w =  30, lassen sich die Breite b30,1 , der Durchmesser d30,1 , die charakteristischen Win-
kel 230,1, )30,1, .30,1, +30,1, A30,1 sowie die Verschiebung s30,1 in Abhängigkeit von der Basiskan-
tenlänge a  herleiten:

  (5.20)

 (5.21)

 (5.22)

 (5.23)

 (5.24)

 (5.25)

 (5.26)

 (5.27)

In Tab. 5.2 sind Überlappung, Breite, Durchmesser und die Winkel für w = 30 und h = 1 für
diverse a < 15 (vgl. Gl. (5.7)) berechnet. Die Summe aller Winkel ergibt immer 24 8 und bestä-
tigt somit Gl. (5.19). Der Durchmesser d ist stets größer als b und stets größer als w. Damit sind
die Ungleichungen (5.12) und (5.13) bestätigt.

Tab. 5.2  Überlappung, Breite, Durchmesser und Winkel für einen Tetrakaidekaeder mit w=30 und
h=1 in A h=1 in Abhängigkeit der Basiskantenlänge a  

a s 30,1   b 30,1  d 30,1 2 30,1  ) 30,1  . 30,1  + 30,1 A 30,1 3 30,1

     0.01    17.31    34.635    34.637           3.31°       178.90°       177.79°       178.09°         3.82°          24 8

     1    16.17    34.064    34.080           3.54°       178.82°       177.64°       177.96°         4.09°          24 8

   10      5.77    28.868    30.552           9.89°       176.70°       173.41°       174.30°       11.40°          24 8

   13      2.31    27.135    30.091         24.31°       171.79°       163.90°       166.10°       27.80°          24 8

   14.0      1.15    26.558    30.024         46.10°       163.90°       150.00°       154.34°       51.32°          24 8

   14.5      0.58    26.269    30.007         79.11°      150.00°       130.89°       139.11°       81.79°          24 8

   14.75      0.29    26.125    30.003       115.70°       130.89°       113.41°       127.37°      105.26°          24 8

   14.9      0.12    26.038    30.002       151.06°       109.11°         99.83°       121.43°      117.15°          24 8

   14.99      0.01    25.987    30.002       177.03°         91.98°         90.99°       120.01°      119.97°          24 8
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Abb. 5.7 zeigt einige Paare zusammengesetzter Tetrakaidekaeder in realistischer Korneozyten-
größe, d.h. w = 30, h = 1 und a {1, 10, 13, 14.9}. Es wird veranschaulicht, wie durch die Wahl
von a unterschiedliche Überlappungen s realisiert werden können. Je größer die Überlappung
ist, desto kleiner ist der seitliche Tetrakaidekaederwinkel 2 .
Zum Vergleich sind unten in Abb. 5.7 zwei Einheitstetrakaidekaeder zusammengesetzt, bei
denen alle Kanten die konstante Länge 1 besitzen. 
Für einen Tetrakaidekaeder mit einheitlicher Kantenlänge ac gelten:

 (5.28)

 (5.29)

 (5.30)

 (5.31)

 (5.32)

  =  125.26°     (5.33)

  =   109.47°             (5.34)

Ein Tetrakaidekaeder mit einheitlicher Kantenlänge ac besitzt demnach nur zwei unterschied-
liche Arten von dihedralen Winkeln. Für benachbarte Sechsecke ist der Winkel stets 109.47° *
und für Nachbarschaften zwischen Sechsecken und Rechtecken beträgt der Winkel immer
125.26°.

* Der Winkel von 109.47° = 2.arctan:2 entspricht wieder dem „Tetraederwinkel“ (vgl. S. 55 in Kap. 5.1)
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Abb. 5.7  Einige Überlappungen s zweier Tetrakaidekaeder in Abhängigkeit der Basiskantenlänge a

xy

z

a  = 14.9, w  = 30, h  = 1, α = 151.1¡, s  = 0.1 

a  = 13, w  = 30, h = 1, α = 24.3¡, s  = 2.3

a  = 10, w  = 30, h = 1, α = 9.9¡, s  = 5.8

a  = 1, w  = 30, h = 1, å = 3.5¡, s  = 16.2

xy

z

xy

z

xy

z
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z
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5.3.3 Lipidkanaldicke
 

Abb. 5.8  Veranschaulichung von Gl. (5.36) zur Bestimmung der Lipidkanaldicke »»»»L 

In Abb. 5.8 wird veranschaulicht, wie man die Dicke »L der Lipidkanäle bestimmen kann. Der
Parameter h beschreibt die Höhe des „Korneozyten“ Ki . Der Parameter hT beschreibt die Höhe
der Tetrakaidekaederschachtelung Ti (vgl. Anfang Kap. 5.2). Das Größenverhältnis von Ki und
Ti kann mit dem Skalierungsfaktor fscale kontrolliert werden (ÆGl. (5.35)). Die Differenz der
beiden Höhen hT und h ergibt die Dicke »L der Lipidkanäle (ÆGl. (5.36)).

 hT  = fscale · h  (5.35)

»L = hT  -  h  (5.36)

Der Parameter »L ist einer der Inputparameter der Software Tkd_Modeler [48]. 

5.3.4 Anordnung in Reihen, Spalten und Schichten 

In Kap. 5.2 wird beschrieben, dass zur Erstellung einer Stratum corneum Modellmembran !SC
n Tetrakaidekaeder Ti zusammengebaut werden (vgl. Gl. (5.2)). Mit der Software Tkd_Modeler
[48], ist es möglich, nrow Reihen, ncol Spalten und nhigh Lagen von Tetrakaidekaedern zusam-
menzubauen. Für diesen Fall gilt für den Parameter n :

 nTkd_Modeler =  nrow  .  ncol  .  nhigh   (5.37)

In Abb. 5.9 kann man in der Modell SC-Membran !sSC die einzelnen Reihen, Spalten und La-
gen sowie die säulenförmige Anordnung (vgl. S. 54) aus verschiedenen Richtungen gut erken-
nen. Zur besseren Unterscheidung wurde die „Lipidmatrix“ weggelassen (Ausnahme: Abb.
5.9b). Bei diesem Beispiel mit Einheitstetrakaidekaedern ist nrow =  5, ncol  =  4 und nhigh  =  3 gesetzt.
Das Modell besteht folglich aus 5 Reihen, 4 Spalten und 3 Lagen mit insgesamt 5 . 4 . 3 = 60 zu-
sammengesetzten „Korneozyten“. Die anderen Eingangsparameter sind a  = 1, w  =  3, h  =  :6 und
»L  =  :6/10.
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Abb. 5.9  Veranschaulichung der Modellparameter nrow, ncol und nhigh anhand der einfachen Mo-
dell SC - -Modell SC-Membran !!!!sSC , bestehend aus 5 . 4 . 3 Einheitstetrakaidekaedern; fünf verschie-
dene A nsfünf verschiedene Ansichten: a) ohne Lipidmatrix, b) mit Lipidmatrix, c) in X-Richtung, d)
in Y-Ri chd) in Y-Richtung, e) in Z-Richtung. 

5.3.5 Weglänge durch die Tetrakaidekaederpackung

Für die Arzneimitteldiffusion durch die dünnen Lipidkanäle ist die Weglänge durch die
Tetrakaidekaederanordnungen in Abhängigkeit der Schichtenanzahl nhigh ein weiterer wichti-
ger geometrischer Parameter der Stratum corneum Modellmembran !SC. Im Folgenden wer-
den zwei Wege mit den Längen lK und lF unterschieden. Der Parameter lK beschreibt die Länge
des Weges entlang der Kanten der Tetrakaidekaeder. Der Parameter lF beschreibt die Länge
des Weges über die Seitenflächen der Tetrakaidekaeder. Zur Berechnung von lK und lF können
die Formeln (5.38) und (5.39) hergeleitet werden. Daraus kann man eine Beziehung zwischen
lF und lK herleiten (Æ Gl.(5.40)).
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In Tab. 5.3 werden die Weglängen lK und lF für einige Geometriebeispiele mit 10 Lagen, d.h.
nhigh   =  10 berechnet (vgl. [92, 93]). 
Zum Vergleich ist in Tab. 5.3 auch die Länge lB eines vergleichbaren Weges durch ein
„Brick-and-Mortar“ Geometriemodell [92, 93] mit Gl. (5.41) bestimmt. Die „Korneozyten“ des
„Brick-and-Mortar“  Geometriemodells besitzen dieselbe Überlappung s, dieselbe Höhe h und
dieselbe Breite b wie beim jeweiligen Modell mit Tetrakaidekaedern.

     (5.41)

Tab. 5.3  Weglängen lK , lF und lB für einige SC-Modellmembranen mit nhigh = 10

Mit zunehmender Überlappung s, bzw. kleiner werdendem a, wachsen die Diffusionsweg-
längen lK und lF sowie auch deren Quotient lK/lF . Für aÆ0, konvergieren  lK/lF      gegen 1.5,
s     gegen 30/:3     = 17.3205..., lK   gegen  9  

.
  (:2701)  =  467.740... und lF   gegen 3 

.
 (:2704+:2701) =

311.913... (vgl. Gleichungen (5.9), (5.38) und (5.39)). 
Die Berechnungen bestätigen Gl. (5.40). Der Weg lF über die Tetrakaidekaederseitenflächen ist
stets kürzer als der Weg lK über die Tetrakaidekaederkanten und der Quotient lK/lF ist immer
kleiner als 1.5    . 
Die Weglänge lB ist bei kleinen Überlappungen ähnlich groß wie lF  . Bei größer werdenden
Überlappungen nimmt die Weglänge lF   allerdings schneller zu als lB und lF    ist bei maximaler
Überlappung fast doppelt so groß wie lB [92, 93].

    a   14.9  14.5  14.0  13.5   13.0  12.5   10.0     1.0   Æ0      1

    w  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0   30.0   30.0     30.0      3

    h    1.0    1.0    1.0    1.0    1.0    1.0     1.0     1.0       1.0    :6 

    s    0.115    0.577    1.155    1.732    2.309   2.887     5.774   16.166 <17.322   1/:3

    b  26.038  26.269  26.558  26.847  27.135  27.424   28.868   34.064 <34.641   5/:3

    d  30.002  30.007  30.024  30.052  30.091  30.140   30.552   34.080 <34.643 :10

    lK    9.525  18.0  32.450  47.624  63.0  78.460 156.144 436.570 <467.74     27

    lF    9.264  13.937  22.817  32.578  42.633  52.818 104.355 291.139 <311.92 9 (:3+1) 

    lB  11.035  15.193  20.395  25.588  30.781  35.983   61.966 155.494 <165.90 10:6+3:3

lK / lF    1.028    1.292    1.422    1.462    1.478    1.485     1.496     1.499     <1.5 3/(:3+1)

lF / lB    0.840    0.917    1.119    1.273    1.385    1.468     1.684     1.872     <1.88    0.828

lB nhigh h'( ) nhigh 1–( ) s'+=
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5.4 Gittererzeugung für !!!!SC 
 

Abb. 5.10  Gesucht: ein hybrides Gitter für die Basiseinheit “ “, bestehend aus Hexaedern, Pris-
men, Pyramen, Pyramiden und Tetraedern

Die zentrale Aufgabe bei der Netzgenerierung für !SC     besteht darin, eine sinnvolle Zerlegung
G der Grundeinheit „ “ zu finden (ÆAbb. 5.10, vgl. Gl. (5.6), in Kap. 5.2). Das gesuchte
Gitter benötigt einen konsistenten Übergang zwischen den Teilgittern G(Ki) und G(li). Zudem
muss das gesuchte Gitter so beschaffen sein, dass man es für !SC beliebig oft kopieren und mit
angepassten Koordinaten konsistent aneinandersetzen kann. Für die Zerlegung stehen im lgm-
Domain des Simulationswerkzeugs UG die vier Elementtypen Hexaeder, Prismen, Pyramiden
und Tetraeder zu Verfügung (siehe Kap. 3.2 u. [44]). Die Lösung für die beschriebene Aufgabe
basiert auf der Zusammenarbeit mit Y. Liu [48].
In Kap. 5.4.1 wird mit G(Ki) die Zerlegung des „Korneozyten“ Ki vorgestellt. Kap. 5.4.2 zeigt
dann G(li), das Gitter für den „Lipidanteil“ li. Danach werden die Netze G(Ki) und G(li) zum
Gitter G(Ki " li) konsistent zusammengefügt. In Kap. 5.4.3 folgt eine Betrachtung der Element-
verteilung sowohl für das Grundgitter G(Ki " li) als auch für ein Gitter G( ) aus meh-
reren Grundeinheiten. Zum Schluss zeigt Kap. 5.4.4, dass die Zerlegung G(Ki " li) zur an-
isotropen Verfeinerung geeignet ist.

5.4.1 Vernetzung von Ki
 

Abb. 5.11  Aufteilung von Ki in Ki  ÆÆÆÆOben , Ki  ÆÆÆÆMitte und Ki  ÆÆÆÆUnten    

Zunächst erfolgt die Zerlegung des Tetrakaidekaeders Ki in 3 Teile.

     (5.42)

Ki " li

Ki li""""

Ki li"

Ki li"( )
i 1=

n"

Ki ObenÆ

Ki MitteÆ

Ki UntenÆ

Ki

Ki Ki ObenÆ Ki MitteÆ Ki UntenÆ" "=
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Abb. 5.12  Vernetzung von Ki  ÆÆÆÆOben    

Nun wird Ki  ÆOben aufgeteilt:

Ki  ÆOben = Ki  ÆObenInnen  "  3 Ki  ÆObenAußenPr2T   "  3 Ki  ÆObenAußenPr  (5.43)

Das erzeugte Gitter G(Ki  ÆOben) besteht aus 12 Prismen und 6 Tetraedern. 
Analog zur Vernetzung von Ki  ÆOben erhält man die Zerlegung für Ki  ÆUnten bzw. das Gitter
G(Ki  ÆUnten), das ebenfalls aus 12 Prismen und 6 Tetraedern besteht (ÆGl.(5.44)).

Ki  ÆUnten = Ki  ÆUntenInnen "  3 Ki  ÆUntenAußenPr2T  "  3 Ki  ÆUntenAußenPr  (5.44)

Abb. 5.13 zeigt die Zerlegung von Ki  ÆMitte in Ki  ÆMitteInnen und 3 Ki  ÆMitteAußen.

Ki  ÆMitte = Ki  ÆMitteInnen  "   3 Ki  ÆMitteAußen  (5.45)

Ki  ÆMitteAußen = Ki  ÆMitteAußen2Pr " Ki  ÆMitteAußen2PrH " Ki  ÆMitteAußenH    
                                " Ki  ÆMitteAußenH2Pr  (5.46)

Ki  ÆMitteAußenH2Pr beschreibt einen Übergang von einem Hexaeder zu 2 Prismen und
KiÆMitteAußen2PrH einen Übergang von 2 Prismen zu einem Hexaeder.
Es entsteht das Gitter G(Ki  ÆMitte), das aus 12 Prismen, 6 Tetraedern, 6 Pyramiden und 3 He-
xaedern besteht.

KiÆObenInnen

KiÆÆÆÆOben

G(KiÆObenInnen) = 6 Prismen

 

3

3 

 KiÆObenAußenPr 

G(KiÆObenAußenPr2T) = 
 
KiÆObenAußenPr2T

1 Prisma ∪ 2 Tetraeder 

G(KiÆObenAußenPr) = 1 Prisma 
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Abb. 5.13  Vernetzung von Ki  ÆÆÆÆMitte    

Zusammengefasst erhält man für jeden Tetrakaidekaeder Ki eine Zerlegung G(Ki) bestehend
aus 3 Hexaedern, 36 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern, d.h. insgesamt 63 Elementen
für einen „Korneozyten“ (siehe Abb. 5.14).
 

Abb. 5.14   Vernetzung von Ki mit 3 Hexaedern, 36 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern, d.h. mit
insgesaiiiit d.h. mit insgesamt 63 Elementen

 

KiÆObenInnen

KiÆMitteInnen G(KiÆMitteInnen) = 6 Prismen

KiÆMitteAußenH2Pr G(KiÆMitteAußenH2Pr) =
1 Pyramide  ∪  1 Tetraeder 

3 

KiÆMitteAußenH G(KiÆMitteAußenH) = 

KiÆMitteAußen2PrH G(KiÆMitteAußen2PrH) =
1 Tetraeder   ∪  1 Pyramide 

KiÆMitteAußen2Pr G(KiÆMitteAußen2Pr) = 

1 Hexaeder

2 Prismen

KiÆMitteAußen

KiÆÆÆÆMitte

G(Ki)Ki 
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5.4.2 Vernetzung von li

In diesem Kapitel wird die Zerlegung des „Lipidanteils“ li vorgestellt. Dieser besitzt die Form
eines Tetrakaidekaeders Ti , in dessen Mitte ein kleinerer, aber winkelgleicher Tetrakaideka-
eder Ki ausgeschnitten ist (vgl. Kap. 5.2). 

 

Abb. 5.15  Zerlegung des „Lipidanteils“ bzw. der Tetrakaidekaederhülle li  

Bei der Vernetzung verwendet man für den inneren Rand von li das Oberflächengitter OKi des
bereits existierenden Gitters G(Ki). Außerdem wird ein gleichartiges Oberflächengitter Ol i auf
dem äußeren Rand von li erzeugt. Verbindet man jeden der 38 Knoten von OKi mit dem ent-
sprechenden Partnerknoten von Ol i , so entstehen Kanten eines 3D-Gitters für li . 

liÆUnten 

   

   

   

   

 li 

   

   

G(liÆOben) = 6 Prismen liÆOben

G(liÆUnten) = 6 Prismen 

liÆSeite_Sechseck G(liÆSeite_Sechseck) = 
2 Hexaeder ∪ 4 Prismen  

liÆSeite_Viereck G(liÆSeite_Viereck) = 1 Hexaeder

6

6

analog zu 
liÆOben
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Abb. 5.16  Vernetzung von li mit 18 Hexaedern und 36 Prismen, d.h. mit insgesamt 54 Elementen

Die Aufteilung für li wird in Abb. 5.15 veranschaulicht. Es gilt 

li = li  ÆOben  "  li  ÆUnten  "  6 li  ÆSeite_Sechseck  "  6 li  ÆSeite_Viereck  (5.47)

Für li  ÆOben  und  li  ÆUnten entsteht dabei jeweils ein Gitter bestehend aus 6 Prismen. Für je-
des Teilgebiet li  ÆSeite_Sechseck entsteht ein Gitter bestehend aus 4 Prismen und 2 Hexaedern.
Für jedes Teilgebiet li  ÆSeite_Viereck wird ein einzelner Hexaeder erzeugt. 

Insgesamt wird für den „Lipidmantel“ li das Gitter G(li) bestehend aus 36 Prismen und 18 He-
xaedern, d.h. insgesamt 54 Elementen, erzeugt (ÆAbb. 5.16).

5.4.3  Vernetzung von (Ki """" li) und 

 

  

Abb. 5.17  Vernetzung von (Ki """" li) mit 21 Hexaedern, 72 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Tetraedern,
(insgesamtd.h. mit insgesamt 117 Elementen 

Durch Vereinigung der beiden zusammenpassenden Gitter G(Ki) aus Kap. 5.4.1 und G(li) aus 
Kap. 5.4.2 entsteht das Gitter G(Ki "  li), das in Abb. 5.17 rechts abgebildet ist.

G(Ki "  li) = G(Ki) " G(li)  (5.48)

G(Ki " li) besteht aus 117 Elementen. Es sind 21 Hexaeder, 72 Prismen, 6 Pyramiden und 18 Te-
traeder. Dies entspricht einer Elementverteilung von 17.95% Hexaedern, 61.54% Prismen,
5.13% Pyramiden und 15.38% Tetraedern. 

G(li) li

Ki li""""( )
i 1=

n
"

∪ =

G(Ki ∪ li)
G(Ki)

G(li)Ki ∪ li



74                                       Kapitel 5   Methoden zur Erfassung des Stratum corneum

 

Abb. 5.18  Vernetzung von  mit insgesamt  n . 117 Elementen;  ææææn  entstehen Gitter mit
xx xx xx  i 17.95% Hexaedern,               b          17.95% Hexaedern, 61.54% Prismen, 5.13% Pyramiden
und und und und und und und und und und und 15.38% Tetraedern

Die prozentuale Elementverteilung ist unabhängig von n, der Anzahl der zusammengesetzten
Grundeinheiten und gilt für jedes hybride Netz G( ) der beschriebenen Machart
(siehe Abb. 5.18).
Mit der vorgestellten Methode werden für eine inhomogene Stratum corneum Modellmem-
bran !SC Gitterelemente erzeugt, die sich für Simulationsrechnungen mit springenden Koeffi-
zienten eignen (siehe Kap. 8.4 u. 8.5). 
Für die datentechnische Repräsentation der Gitter für !SC wird das UG-Dateiformat ng ver-
wendet (siehe Kap. 3.2 u. [44]).

5.4.4 Anisotrope Verfeinerung

Bei der vorgestellten Gittererzeugungsmethode entstehen insbesondere bei realistischen Grö-
ßenverhältnissen mit starker Anisotropie von Korneozyten und Lipidkanälen flache und lang-
gestreckte Gitterelemente (siehe Anisotropiewerte Tab. 8.2 in Kap. 8.2). 
Die Elementanzahl des Grobgitters ist mit n . 117 möglichst gering gehalten. Da die langge-
streckten flachen Gitterelemente aber teilweise keine genauen Approximationen ermöglichen,
sind oftmals Elemente mit einer feineren Maschenweite in horizontaler Richtung wünschens-
wert. Das Gitter soll also einerseits so grob wie möglich und andererseits so fein wie nötig sein.
Bei diesen gegensätzlichen Anforderungen ist es von großem Vorteil, dass sich die Zerlegung
G(Ki " li) aus Kap. 5.4.3 neben der regulären Verfeinerung auch anisotrop verfeinern lässt
(Abb. 5.19, [8], [48]). Die roten Linien in Abb. 5.19 veranschaulichen, wie die Gitterelemente
von G(Ki " li) lediglich in vertikaler Richtung geteilt werden können, ohne die Konsistenz des
Gitters zu beeinträchtigen (vgl. Kap. 4.1).
Für die anisotrope Verfeinerung von G(Ki " li) werden die Verfeinerungsregeln hex_bisect,
pri_bisect  und  pri_quadsect (siehe Abb. 5.20) im Simulationswerkzeug UG realisiert. Beim Auf-
bau der Mehrgitterhierarchie können somit neben regulären Verfeinerungen auch element-
sparende und der jeweiligen Lösung angepasste anisotrope Verfeinerungen durchgeführt
werden.

5.13% Py
15.38% T.

61.54% Pr.

Ki li∪( )
i 1=

n

∪ G(                       )Ki li∪( )
i 1=

n

∪

.17.95% H.

%-Verteilung

Ki li""""( )
i 1=

n

"

Ki li"( )
i 1=

n"
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Abb. 5.19  Anisotrope Verfeinerung des Gitters G(Ki """" li) mit vertikalen Schnitten

 

Abb. 5.20  Anisotrope Verfeinerungsregeln für G(Ki """" li)  

 

Abb. 5.21  Dreifache anisotrope Verfeinerung des Gitters G(Ki """" li) 

In Abb. 5.21 wurde ein Grundeinheitsgitter mit Hilfe der Regeln aus Abb. 5.20 dreimal aniso-
trop verfeinert. In Abb. 5.21 ist auch die Elementzunahme durch jeden anisotropen Verfeine-
rungsschritt dargestellt. Tab. 5.4 zeigt, dass diese Zunahme deutlich geringer als bei einer
regulären Verfeinerung ausfällt. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
| #Elemente | #Knoten
|Level 0  Level 1  Level 2  Level 3 |Level 0    Level 1  Level 2  Level 3  

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
anisotrope Verfeinerung | 117   . 2.1 246  . 2.8 684   . 3.3 2280 | 90      . 2.1 186      . 2.6   486  . 3.1   1518
reguläre Verfeinerung | 117   . 8.1 948  . 8.1 7656 . 8.1 61680 | 90       . 6.5 587      . 7.3 4293  . 7.7 32969
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Tab. 5.4  Vergleich der Element- und Knotenanzahl bei anisotroper bzw. regulärer Verfeinerung für
G(Ki """" li)G(Ki """" li)

hex_bisect pri_bisect pri_quadsect 

117 Elemente 246 Elemente 684 Elemente 2280 Elemente

. 2.1 . 2.8 . 3.3
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Anisotropie und Qualität                            
von Gitterelementen
Bei anisotropen Schichtengebieten würde bei einer Zerlegung in isotrope Elemente eine im-
mens große Elementanzahl entstehen. Für numerische Simulationen möchte man aber ein
möglichst grobes Gitter. Deshalb erfolgt für stark anisotrope Geometrien typischerweise eine
Vernetzung mit Gitterelmenten, die ebenfalls extreme Seitenverhältnisse besitzen.
Anisotrope Gitterelemente müssen jedoch bei numerischen Simulationen kein Nachteil sein.
Unter Umständen sind anisotrope Elemente mit einer ganz bestimmten Ausdehnung in einer
bestimmten Richtung für die zu lösende PDG sogar besser geeignet als isotrope oder gleich-
seitige Elemente [187]. Es ist also von Interesse ein geeignetes Maß für die Anisotropie von
Gitterelementen zu finden.
Mit dem Kantenverhältnis in Kap. 6.1, dem Oberflächen-Volumen-Verhältnis in Kap. 6.2 und
dem Radienverhältnis in Kap. 6.3 werden vor dem Hintergrund der hier betrachteten hybri-
den 3D UG-Gitter drei Verfahren zur Anisotropiebeschreibung von Gitterelementen vorge-
stellt und anhand der 12 ähnlich „flachen“ Testelemente aus Abb. 6.1 diskutiert.
Alle 12 Beispielelemente besitzen einen „Durchmesser“  von 10 und eine „Dicke“ von 1.* 
In Kap. 6.3 wird zunächst zwischen verschiedenen Radien unterschieden (Kap. 6.3.1). Danach
werden zwei iterative Verfahren zu Radienberechnung beschrieben (Kap. 6.3.2 und 6.3.3) und
anhand herleitbarer Beispielelemente (Kap. 6.3.4) sowie einer Vorgehensweise der TU Mün-
chen (Kap. 6.3.5) validiert.
In Kap. 6.4 wird auf den Aspekt der Winkeleigenschaften von Gitterelementen eingegangen.
Elementwinkel werden in J. Shewchuks [187] und vielen anderen Arbeiten [2, 4, 55, 58, 128,
189, 192, 218] unter verschiedenen Gesichtspunkten genannt und müssen für einen erfolgrei-
chen numerischen Simulationsprozess berücksichtigt werden.
Die Frage nach dem optimalen Gitter zur Simulation einer PDG ist im Allgemeinen nicht ein-
fach zu beantworten. Je nach PDG, Vorzugsrichtung der Lösung sowie den Eigenschaften der
Geometrie können die idealen Elemente völlig unterschiedlich aussehen. Eine ausführliche
Analyse dieser Thematik würde den Rahmen der Arbeit sprengen. Die wesentlichen Aspekte
werden jedoch in Kap 6.5 basierend auf [187] dargestellt, um eine Basis zur weiteren Diskus-
sion dieser Fragestellung zu legen.

* Durchmesser: größter Abstand zweier Punkte eines Elements; blablablablablablabla blabla blablablablabla blabla blablablablabla blabla bla bl  fsf
f iDicke: kleinster Abstand zweier paralleler Ebenen, die ein Element begrenzen
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Abb. 6.1    Zwölf „flache“ Gitterelmente mit ähnlichen Größenverhältnissen

Tab. 6.1  Ergebniswerte für die Anisotropie der Gitterelemente aus Abb. 6.1 mit den Methoden der
kapitelaiKapitel 6.1, 6.2 und 6.3

     K=lmax/lmin (ÆKap. 6.1)     D=:A/3:V (ÆKap. 6.2)         P=R/r (ÆKap. 6.3)

H1          :99/2/1        =   7.04     :127.14/3:49.50    = 3.07           5.00/0.50 = 10.00

H2          :98/1             =   9.90     :41.60/3:9.90        = 3.00           5.00/0.50 = 10.00

Pr1          :99/1             =   9.95     :115.59/3:42.87    = 3.07           5.77/0.50 = 11.54

Pr2          :99/1             =   9.95     :73.52/3:24.75      = 2.94           5.00/0.50 = 10.00

Pr3         :101/2/1       =   7.11     :113.57/3:24.75    = 3.66           5.00/0.46  =10.87

Pr4          :3 :296/3/2 =   8.60     :35.56/3:5.735      = 3.33           5.01/0.33 = 15.03

Py1          :50/:26        =   1.39     :101.96/3:16.67    = 3.95           5.00/0.49 = 10.20

Py2          10/1               = 10.00     :106.53/3:16.50    = 4.05           5.00/0.40 = 12.50

Py3          10/1               = 10.00     :65.28/3:16.50      = 3.17           5.00/0.46 = 10.87

T1          10/:34.33      =   1.71     :89.13/3:14.43      = 3.88           5.78/0.49 = 11.80

T2          10/1               = 10.00     :57.57/3:8.33        = 3.74           5.00/0.43  = 11.63

T3          10/1               = 10.00     :95.97/3:14.29      = 4.04           5.79/0.45  = 12.87

arithmetisches Mittel  = 7.97 arithmetisches Mittel  = 3.49 arithmetisches Mittel =11.44
Standardabweichung  = 3.06 Standardabweichung =  0.42 Standardabweichung = 1.43
Variationskoeffizient  = 0.384 Variationskoeffizient  = 0.120 Variationskoeffizient = 0.125
Spannweite                   = 8.61 Spannweite                  =  1.11 Spannweite                  = 5.03 
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6.1 Kantenverhältnis

Ein häufig verwendetes Maß zur Beschreibung der Anisotropie eines Gitterelements Ei ist das
Kantenverhältnis E(Ei), der Quotient aus größter Kantenlänge lmax und kleinster Kantenlänge
lmin (Æ Gl. (6.1), vgl. [103]ÆEnde Kap. 6.1.1). Die englische Bezeichnung dieses Maßes ist
„edge ratio“. * 

  (6.1)

Für Einheitselemente mit der Kantenlänge 1 (siehe S. 90) ist K(Ei) =1 unabhängig vom Element-
typ. Inwieweit sich dieses Maß aber für die in dieser Arbeit betrachteten anisotropen Gitter aus
Hexaedern, Prismen, Pyramiden und Tetraedern eignet, soll nun diskutiert werden.
Mit Gl. (6.1) erhält man für die 12 Beispielelemente aus Abb. 6.1 in 10 Fällen Werte zwischen 7
und 10, d.h. Ergebnisse der selben Größenordnung. Allerdings gibt es mit K(T1) und K(Py1)
zwei Werte, die von den anderen Elementen sehr stark abweichen (ÆTab. 6.1, 2. Spalte).
Betrachtet man die Tetraeder T1 , T2 und T3, so ist K(T2) = K(T3) = 10/1 = 10  fast 6 mal größer
als K(T1) = 10/:34.33 = 1.71   (Æ Abb. 6.1, Tab. 6.1, Abb. 6.2).
 

Abb. 6.2    Diskrepanz mit K(Ei) bei ähnlich flachen Tetraedern: K(T2) = K(T3) >> K(T1)

Bei den Pyramiden Py1 , Py2 und Py3 ist die Diskrepanz noch deutlicher. Das Ergebnis für die
mittlere und rechte Pyramide K(Py2) = K(Py3) = 10/1 = 10 ist mehr als 7 mal größer als das Er-
gebnis für die linke Pyramide K(Py1) = :50/:26 = 1.39 (Æ Abb. 6.1, Tab. 6.1, Abb. 6.3).
 

Abb. 6.3    Diskrepanz mit K(Ei) bei ähnlich flachen Pyramiden: K(Py2) = K(Py3) >> K(Py1)

Das Anisotropiemaß K(Ei) ist also für hybride Gitter mit entsprechender Elementzusammen-
setzung unter Umständen ungeeignet. 
In den nächsten beiden Kapiteln werden zwei andere Maße zur Anisotropiebeschreibung von
Gitterelementen vorgestellt, die für T1 und Py1 deutlich besser passende Ergebnisse liefern
(vgl. 3. und 4. Spalte von Tab. 6.1).

*  Dieses Maß wird manchmal fälschlicherweise „aspect ratio“ genannt. Als „aspect ratio“ bezeichnet man aber das Verhältnis von „Durchmesser“
zuzu „Dicke“ (vgl. Anfang von Kapitel 6 und [189]).  
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6.2 Oberflächen-Volumen-Verhältnis
 

Abb. 6.4    Bestimmung von aq und aw für ein bestimmtes Gitterelement Ei

  (6.2) *

Das Anisotropiemaß ‡(Ei) in Gl. (6.2) * ist eine weitere Möglichkeit zur Beschreibung der An-
isotropie eines Gitterelements Ei, bei dem die Oberfläche A(Ei) in Relation zum Volumen V(Ei)
gesetzt wird. Ein sehr „flaches“ Element besitzt eine große Oberfläche bei vergleichsweise klei-
nem Volumen und führt folglich zu einem großem Anisotropiewert. Umgekehrt liefern isotro-
pe Elemente einen kleinen Ergebniswert für ‡(Ei). 
Um die Oberfläche und das Volumen gleichermaßen zu berücksichtigen, wird aq , die Qua-
dratwurzel von A(Ei) mit aw , der Kubikwurzel von V(Ei) in Verhältnis gesetzt. aq entspricht
der Kantenlänge jenes Quadrats, welches den gleichen Flächeninhalt wie die Oberfläche des
betrachteten Gitterelements besitzt und aw entspricht der Kantenlänge jenes Würfels, welcher
das gleiche Volumen wie das betrachtete Gitterelement beinhaltet (Æ Abb. 6.4).
Berechnet man mit dem Maß ‡(Ei) aus Gl. (6.2) * die geometrische Anisotropie für die 12 Bei-
spielelemente aus Abb. 6.1, fallen Spannweite und Standardabweichung deutlich kleiner aus
als beim Kantenverhältnis K(Ei). Die beiden in Kap. 6.1 beschriebenen „Ausreißer“ sind ver-
schwunden. Mit ‡(T1) =  3.88 und ‡(Py1)  =  3.95 entstehen nun sowohl für den Tetraeder T1 als
auch die Pyramide Py1 Ergebnisse der selben Größenordnung wie bei den anderen Beispiel-
elementen (Æ Tab. 6.1, 3. Spalte).
Mit ‡(Ei) wird also ein Maß vorgeschlagen, das die Anisotropie der Gitterelemente aus Abb.
6.1 bei den hier vorkommenden Elementtypen deutlich besser und gleichmäßiger beschreibt
als mit dem Kantenverhältnis K(Ei) aus Kap. 6.1.
Auch für die 4 Einheitselemente mit Kantenlänge 1 (Æ S. 90) erhält man mit dem Anisotropie-
maß D  gute Resultate. Es sind D (HI) = :6/3:1 = 2.449, D (PrI) = :3 + 0.5*:3 / 3:0.25 *:3 =2.6,
D (PyI) = :1+:3/3::2 /6  = 2.676 und D (TI) = ::3/3::2 /12 = 2.684 . Diese Ergebniswerte ha-
ben ein arithmetisches Mittel bei 2.602, eine Spannweite von 0.235 und eine Standardabwei-
chung von lediglich 0.109 (Variationskoeffizient = 0.042).
*  Der Ausdruck  „:A/3:V“ in Gl. (6.2) kommt in ähnlicher Form auch in der Polyederabschätzung von Goldberg vor [5, 70], die in Kapitel 5.1 bzw.
b Gl. (5.1) im Rahmen der Überlegungen zur minimalen Oberfläche des Stratum corneum verwendet wird. Dort beschreibt die linke Seite der Un-
si gleichung mit A3/V2 ein Verhältnis das genau ‡ 6 entspricht.

aq aw

Quadrat Würfel 
mit gleichem Volumen
wie das Volumen

 eines bestimmten

mit gleicher Fläche
wie die Oberfläche
eines bestimmten
Gitterelements   Gitterelements

Berechne_aq (Ei)   ,    Berechne_aw (Ei)   

D Ei( )
aq
aw
------

A Ei( )

V Ei( )3
-------------------= =
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Zur Berechnung der Anisotropie ‡(Ei) eines Gitterelements müssen für die hybriden Netze
dieser Arbeit die Oberflächen und Volumina für Hexaeder, Prismen, Pyramiden und Tetra-
eder bestimmt werden. 
Bei diesen Elementtypen ist zu beachten, dass Hexaeder, Prismen und Pyramiden im Gegen-
satz zu Tetraedern auch viereckige Elementseiten besitzen. 
Bei den Gittern mit lgm2ng (Æ Kap. 4.1) sowie den in Kap. 5.4 vorgestellten Gittern für das
Stratum corneum sind diese viereckigen Elementseiten stets plan. Solche Gitterelmente sind
bzgl. der Oberflächen- und Volumenberechnung eindeutig. 
Bei den Gittern für geologische Schichtungen (siehe Kap. 4.6) sind die vorderen, hinteren, lin-
ken und rechten viereckigen Seiten der Gitterelmente aufgrund der verwendeten vertikalen
Kanten ebenfalls plan. Die oberen und unteren viereckigen Elementseiten der Hexaeder und
horizontal verlaufenden Prismen sind dagegen typischerweise nicht plan, da die vier Eck-
punkte eines Trennflächensegments in der Regel nicht in einer Ebene liegen. Man spricht im
UG-Jargon dennoch von Polyedern (Vielflächner), da die Elemente im Simulationssystem UG
[9, 10] intern auf Referenzelemente mit planen Seiten abgebildet werden (siehe ausführliche
Behandlung dieser Thematik in Kap. 3.2).
Für die hier gewünschte Oberflächen- und Volumenberechnung müssen die gekrümmten
viereckigen Elementseiten approximiert werden. 
Es wäre z. B. denkbar, derartige viereckige Elementseiten, wie in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2
beschrieben, mit einem Inverse Distance to a Power- oder Kriging-Verfahren feiner zu unterteilen
und mit der erweiterten Trapez- oder der erweiterten Simpsonregel die Elementvolumina zu
berechnen ([194]Æ Ch. 19, [167] Æ Section 4.1).
Eine solch aufwendige Herleitung der Oberflächen bzw. Volumina für jedes einzelne Gitter-
element ist allerdings nicht notwendig, um gute Ergebnisse mit D (Ei) zu erhalten. Die Genau-
igkeit folgender Vorgehensweise ist ausreichend:  
Die drei Elementtypen mit viereckigen Seitenflächen (Hexaeder, Prismen und Pyramiden)
werden in t Tetraeder aufgeteilt (ÆAbb. 6.5). Für diese können Volumina und Oberflächen be-
rechnet (Æ Kap. 6.2.1 u. 6.2.2) und anschließend addiert werden. 
In Abb. 6.5 sieht man, dass Hexaeder in 5 oder 6 Tetraeder aufgeteilt werden können. Die Un-
terschiede zwischen diesen beiden Aufteilungen sind bei der Berechnung von D  für die in die-
ser Arbeit betrachteten Gitter jedoch marginal.
 

Abb. 6.5   Tetraederzerlegung für Hexaeder, Pyramiden und Prismen
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6.2.1   Berechnung der Volumina von Gitterelementen

 (6.3)

Die einzelnen Tetraedervolumina VTetj eines Elements Ei können relativ einfach berechnet und
dann zum Gesamtvolumen VEi addiert werden (Æ Gl. (6.3)). Dabei gelten für einen Tetraeder
t  =  1, für eine Pyramide t  =  2, für ein Prisma t  =  3 und für einen Hexaeder je nach Aufteilung
t  =  5 oder t  =  6. (ÆAbb. 6.5).
Zur Volumenberechnung für die 4 vorkommenden Elementtypen reicht es also, das Volumen
VTet eines Tetraeders bestimmen zu können. Eine gute Berechnungsmöglichkeit, die ohne
Wurzelausdruck auskommt, zeigt Gl. (6.4). Es werden die Koordinatenwerte der vier Tetra-
edereckpunkte a, b, c und d verwendet. Das Ergebnis ist vorzeichenbehaftet (Æ[189], S. 61).

 (6.4)

6.2.2   Berechnung der Oberflächen von Gitterelementen
Zur Bestimmung von AEi , der Oberfläche eines Gitterelements Ei , müssen die d dreieckigen
Seitenflächen ATrij des Elements berechnet und dann addiert werden (Æ Gl. (6.5)). 

 (6.5)

Bei der in Abb. 6.5 beschriebenen Aufteilung gilt für einen Tetraeder d  =  4, für eine Pyramide
d  =  6, für ein Prisma d  =  8 und für einen Hexaeder d  =  12.
Zur Berechnung der Fläche ATri eines Dreiecks mit den Punkten a, b und c ist computertech-
nisch Gl. (6.6) empfehlenswert [189, S. 61]. Während andere Formeln bis zu 4 Wurzelausdrük-
ke benötigen, kommt Gl. (6.6) mit einer einzigen Wurzelberechnung aus.

 (6.6)

Mit den Gleichungen (6.3) bis (6.6) lassen sich die Oberfläche AEi und das Volumen VEi  für ein
Gitterelement Ei berechnen. Für die Gitterelemente aus den Kapiteln 4.1 und 5.4 erhält man da-
bei exakte Ergebniswerte und für Gitterelemente gemäß Kap. 4.6 Resultate mit hinreichender
Genauigkeit für die Bestimmung der Anisotropie ‡(Ei) durch Gl. (6.2).

Die Software Eval_Volume_Area [50] ermöglicht es, mit den Zerlegungen von Abb. 6.5 und den
Gleichungen (6.3) bis (6.6) die Volumina und Oberflächen von ng-Gitterelementen zu berech-
nen (siehe Experimentalteil, insbesondere Kap. 8.1).
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6.3 Radienverhältnis

Mit dem Radienverhältnis P(Ei) soll noch ein drittes Maß zur Anisotropiebeschreibung von
Gitterelementen vorgestellt werden.
In Gleichung (6.7) werden der Umkugelradius R sowie der Inkugelradius r eines Gitterele-
ments Ei verwendet. Der Radienquotient R/r soll die Anisotropie P von Ei beschreiben.

  (6.7)

Berechnet man die Radienverhältnisse für die Elementbeispiele aus Abb. 6.1, so erhält man
Werte zwischen 10 und 15 (Æ Tab. 6.1, 4. Spalte) und die extremen Diskrepanzen wie beim
Kantenlängenverhältnis K(Ei) treten nicht mehr auf. Die Ergebniswerte P(T1) = 11.80 und
P(Py1)   =   10.20 besitzen nun die selbe Größenordnung wie die anderen Elemente. Mit P(Ei) wird
demnach ein Maß vorgeschlagen, das die Anisotropie der Gitterelemente bei den 4 hier auftre-
tenden Elementtypen deutlich besser und gleichmäßiger beschreibt als dies mit dem Kanten-
verhältnis K(Ei) aus Kap. 6.1 der Fall ist. 

Im folgenden Kap. 6.3.1 wird zwischen verschiedenen Radien unterschieden (z.B. Abb. 6.6)
und es wird aufgezeigt, dass die Radienbestimmung nicht trivial ist. 
In den Kapiteln 6.3.2 und 6.3.3 werden dann zwei iterative Algorithmen vorgestellt, die den
kleinsten Umkugelradius und den größten Inkugelradius eines Gitterelements approximieren.
Als erste Probe dieser Verfahren werden in Kap. 6.3.4 iterative Berechnungen für vier isotrope
Einheitselemente durchgeführt, für die sich die realen In- und Umkugelradien herleiten las-
sen. Danach erfolgt zur weiteren Validierung in Kap 6.3.5 ein Vergleich mit den Resultaten ei-
ner Vorgehensweise des Lehrstuhls Kombinatorische Geometrie der TU München anhand von
drei anisotropen Schichtengebieten aus Kapitel 2. 

6.3.1  Unterschiedliche Radien

In den 2D-Beispielen in Abb. 6.6 werden verschiedene Radien dargestellt: 
Beim Dreieck links liegen alle 3 Knoten exakt auf dem Rand des orangefarbenen Umkreises.
Dieser ist allerdings nicht der kleinstmögliche Umkreis. Der grüne Umkreis ist um einiges klei-
ner und beinhaltet das Dreieck dennoch vollständig, wenngleich der Punkt beim stumpfen
Dreieckswinkel nicht auf dem Rand sondern im Inneren des grünen Umkreises liegt. Rechts
findet man einen vergleichbaren Umkreis (ebenfalls in grün), der das Viereck vollständig be-
inhaltet. Einen (orangefarbenen) Umkreis, auf dessen Rand alle vier Punkte des Vierecks lie-
gen, existiert für dieses und die meisten anderen Vierecke nicht. * 
Der größtmögliche (hier rote) Inkreis berührt bei einem Dreieck stets alle drei Kanten. Beim
Viereck bleibt meistens eine Kante unberührt (Æ Abb. 6.6). ** 
Die beschriebenen Eigenschaften gelten auch für 3D: Analog zum Dreieck findet man zu jedem
Tetraeder eine „orangene“ Umkugel U°, auf deren Rand alle 4 Knoten liegen („circumscribing
sphere“ Æ [189]) U° hat den Umkugelradius R° . Im Gegensatz dazu liegen bei der kleineren
„grünen“ Umkugel U nicht alle Tetraederknoten auf dem Rand. Der Tetraeder ist dennoch
vollständig in U enthalten („circumsphere“, „smallest sphere“ in [189]). Die Umkugel U besitzt 

*  Im Allgemeinen berührt der Umkreis eines Vierecks nur dann alle 4 Knoten, wenn zwei gegenüberliegende Winkel zusammen 180° ergeben.

** ...es sei denn, der Spezialfall liegt vor, dass die Summen der Längen gegenüberliegender Seiten gleich groß sind.

P Ei( )
R Ei( )

r Ei( )
--------------=
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Abb. 6.6  Veranschaulichung in 2D: Verschiedene Radien für ein Dreieck und ein Viereck 

den Umkugelradius R. Eine derartige „kleinstmögliche“ Umkugel findet man auch bei Gitter-
elementen mit mehr als 4 Knoten, wie bspw. Hexaedern. Eine Umkugel U°, mit allen Knoten
auf dem Rand gibt es für diese Elementtypen lediglich in Spezialfällen wie bspw. in Abb. 6.10. 
Mit dem Anisotropiemaß P(Ei) für die 3D-Gitterelemente dieser Arbeit soll der kleinstmögli-
che Umkugelradius R („min-containment radius“) berechnet werden. 
Ähnliches gilt für die Inkugel: Für einen Tetraeder findet man stets eine Inkugel I°, die alle 4
Seitenflächen berührt („inscribed sphere“). Beim Tetraeder ist sie identisch mit der größtmög-
liche Inkugel I („insphere“). Bei anderen Polyedern wie bspw. Hexaedern, Prismen usw. exi-
stiert nur in Spezialfällen (z.B. Abb. 6.10) eine Inkugel I°, welche alle Elementflächen berührt.
Typischerweise existiert jedoch eine größtmögliche Inkugel I, die eine oder mehrere Element-
seitenflächen nicht berührt. Der Radius r dieser größtmöglichen Inkugel I soll für das Aniso-
tropiemaß P(Ei) bestimmt werden.
Bezüglich des Umkugeldurchmessers in 3D bzw. des Umkreisdurchmessers in 2D könnte man
annehmen, es sei das Beste, einfach die längste Kante oder den größten Abstand zweier Punkte
des Gitterelements zu wählen. Diese Annahme stimmt im 2D-Fall lediglich für stumpfwinkli-
ge Dreiecke und muss im Allgemeinen verworfen werden, wie folgende Betrachtungen an den
Beispielen in Abb. 6.7 zeigen. Sowohl für das spitzwinklige Dreieck links als auch das Viereck
rechts ist der Umkreisdurchmesser größer als der größte Abstand zweier Eckpunkte. Analog
dazu könnte man in 3D Polyeder konstruieren, für deren Umkugeln ähnliches gilt. 
Betrachtet man das spitzwinklige Dreieck in Abb. 6.7 links: Dieses hat die größte Kantenlänge
lk = Distanz(A,B) = :2. Der Mittelpunkt auf der längsten Kante ist Mlk (1/2, 1/2). Es gilt
Distanz(Mlk,A) = lk/2 = :2/2 = :8/16. Es gilt aber Distanz(Mlk,C) = :1/4 + 9/16 = :13/16 und damit
Distanz(Mlk,C) > Distanz(Mlk,A). Aber auch bei anderer Position des Mittelpunkts wäre ein Radius
lk/2 zu klein. Mit der Formel R° = l1l2l3/(4A) kann man gemäß [189ÆS.62ÆA.2] den Umkreis-
radius für spitzwinklige Dreiecke berechnen. Für den spitzwinkligen Fall sind U und U° iden-
tisch (Abb. 6.7 -> links -> cyanfarbener Umkreis). Es gilt R°(U°) = :17/16 . :2/2 > lk/2 .
Beim Viereck in Abb. 6.7 rechts sei Mld (1/4, 3/4), die Mitte der längeren Diagonale des Vier-
ecks. Es gilt Distanz(Mld,B) = :9/16 + 9/16 = :18/4. Es gilt Distanz(Mld,C) = :25/16 + 1/16 =
:26/4. Es gilt also Distanz(Mld,C) > Distanz(Mld,B). Ähnlich gilt für die Mitte der längsten Kante CD
Distanz(Mlk,C) = :17/4  < Distanz(Mlk,A) = :1/4 + 25/16 = :29/4. Aber auch bei anderer Position
des Mittelpunkts wäre ein Radius :18/4 $ 1.06 trotzdem zu klein, da der reale kleinstmögliche
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Abb. 6.7   Gegenbeispiele zur alternativen Umkreis- bzw. Umkugelradiusberechnung 

Umkreis einen Radius Distanz(MU,C) = R°(BCD) = :170/12 $ 1.09 besitzt. Es ist zu klären, warum
der kleinstmögliche Umradius in diesem Fall R°(BCD) entspricht bzw. wie man den kleinst-
möglichen Umradius für ein konvexes Polygon ermittelt. Man bestimmt dazu als erstes den
Mittelpunkt Mld der Punkte Pi und Pj mit dem größten Abstand zueinander. Dann sucht man
den übriggebliebenen Punkt PgA, der den größten Abstand zu Mld hat. Wenn Distanz(Mld,PgA) >
Distanz(Mld,Pi), dann ist der gesuchte kleinstmögliche Umkreisradius R des Polygons gleich dem
Umkreisradius R° des Dreiecks PiPjPgA. Man berechnet R° gemäß der Formel R° = l1l2l3/(4A)
oder [189ÆS.62ÆA.2]. Ist Distanz(Mld,PgA) < Distanz(Mld,Pi), dann hat der gesuchte Umkreis des
Polygons den Mittelpunkt Mld und den Radius Distanz(Mld,Pi).
Nach diesen Betrachtungen in 2D stellt sich nun die Frage, ob es in 3D einfache Formeln zur
Berechnung von R und r für alle vier hier gewünschten Elementtypen gibt.
Für den Inkugelradius r existiert lediglich bei Tetraedern eine vergleichsweise einfache Be-
rechnungsvorschrift r(Ti) = 3V/(A1+A2+A3+A4). Hierzu müssen das Volumen V sowie die ein-
zelnen dreieckigen Seitenflächen Ai berechnet werden. Es sei hierbei auf die Gleichungen (6.4)
und (6.6) in Kapitel 6.2 verwiesen. Für die Pyramiden, Prismen und Hexaeder bzw. sonstige
konvexe Polyeder, die im Rahmen dieser Arbeit vorkommen, ist keine vergleichbare Berech-
nungsvorschrift zu finden.
Für den kleinstmöglichen Umkugelradius R („min-containment radius“) findet man für Tetra-
eder folgende Vorgehensweise in [189Æ A.3]: Man berechnet zunächst mit einer langen aber
„wurzelfreien“ Formel den Mittelpunkt MU°(Ti) der Umkugel U°(Ti). Danach muss man prü-
fen, ob MU°(Ti) im Tetraeder liegt. Dazu berechnet man vier vorzeichenbehaftete Volumina
(Æ Gl. (6.4)) derjenigen Tetraeder, die MU°(Ti) mit den vier Seitenflächen von Ti bildet. Wenn
alle Volumina positiv sind, gilt MU(Ti) = MU°(Ti) und R(Ti) = R°(Ti) (Berechnungsmöglichkeit
siehe [189] Æ S. 62, 2te Formel). Wenn dagegen genau ein Volumen negativ ist, dann ist R(Ti)
gleich dem kleinstmöglichen Umradius des zugehörigen Dreiecks (vgl. in Abb. 6.6 grüner Um-
kreis). Wenn zwei Volumina negativ sind, dann ist R(Ti) der größere der kleinstmöglichen
Umkreisradien der beiden zugehörigen Dreiecke. Zur Berechnung eines solchen „min contain-
ment“-Radius für ein Dreieck wird zunächst mit den Skalarprodukten von Kantenvektoren
geprüft, ob es einen Winkel größer 90° im Dreieck gibt. Wenn ja, dann ist R(Ti) gleich der hal-
ben Länge der gegenüberliegenden Kante. Wenn das Dreieck dagegen ausschließlich Winkel
kleiner 90° hat, dann ist R(Ti) gleich dem „circumscribing circle“ des Dreiecks (vgl. in Abb. 6.6
orangefarbiger Umkreis). Hierfür sei auf die Formeln in [189Æ A.2] hingewiesen.
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Diese Beschreibung zeigt, dass bereits für Tetraeder die Berechnung von R nicht trivial ist. Für
die anderen Elementtypen der hybriden UG-Gitter konnten weder für den kleinstmöglichen
Umradius R noch für den größtmöglichen Inradius r vergleichbare Methoden gefunden wer-
den. Auf der Suche nach einer einheitlichen Lösung für die gemischten Netze aus Hexaedern,
Pyramiden, Prismen und Tetraedern entstand daher die Idee, zur näherungsweisen Bestim-
mung von r und R einen iterativen Ansatz zu machen.

6.3.2   Ein Iterationsverfahren zur Berechnung des Umkugelradius R
 

Abb. 6.8   Veranschaulichung der iterativen Bestimmung des Umkugelradius R

Bei der Bestimmung des Umkugelradius R wird für den Umkugelmittelpunkt die Variable MU
verwendet. Zunächst wird für MU ein Startknoten, typischerweise im Inneren des Elements
gewählt (ÆAbb. 6.8a). Dann wird die Position von MU in einem Iterationsverfahren sukzessi-
ve optimiert. Dabei wird MU in jedem Schritt in Richtung der jeweils am weitesten entfernten
Ecke verschoben (ÆAbb. 6.8b-e). In Abb. 6.8 erfolgt die Verschiebung zweimal in Richtung der
linken oberen hinteren Ecke (grün), einmal in Richtung der rechten oberen hinteren Ecke
(magenta) und einmal in Richtung der rechten unteren vorderen Ecke (orange). Bei diesen Ver-
schiebungen soll die Distanz von MU zum entferntesten Knoten minimiert werden. Der
kleinste ermittelte Abstand bei diesem Verfahren ist schließlich eine sehr gute Näherung für
den Umkugelradius R (ÆAbb. 6.8f).
Die ausführliche Vorgehensweise wird in Algorithmus Alg. 6.1 mit Pseudocode beschrieben.
Für ein Element E wird das Iterationsverfahren mit n verschiedenen Startwerten durchgeführt
(„für (s = 0; s < n; s++)“). Als Startwerte können beispielsweise das arithmetische Mittel
(„ar_Mittel“) der Knotenkoordinaten von E, ein bestimmter Knoten von E, das arithmetische
Mittel der Knotenkoordinaten einer Seitenfläche von E usw. verwendet werden („wähle(s)“).
Einer dieser Startwerte führt zum kleinsten und damit besten Rückgabewert für den Umku-
gelradius R.

R

Kl_maxD

Kl_maxD

Kl_maxD

Kl_maxD

MU MU

MU

MU

MU

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
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Im Iterationsschritt müssen für alle Elementknoten Kl die Abstände zu MU berechnet werden
(„Distanz(MU,Kl)“). Die Anzahl der Knoten von E („#Knoten(E )“) ist bei Tetraedern 4, bei
Pyramiden 5, bei Prismen 6 und bei Hexaedern 8. Der Variablen Kl_maxD wird der Index des
entferntesten Knotens zugewiesen. Der Abstand Distmax von diesem Knoten zu MU wird in
das Feld Umkugelradien eingetragen („Umkugelradien[i++] = Distmax“). Danach wird MU mit
dem prozentualen Faktor p (z.Bsp. p = 1%) durch „MU[d] = MU[d] + p 

.
 ( Kl_maxD[d] - MU[d] )“

in Richtung des entferntesten Knotens Kl_maxD verschoben. Mit Hilfe der Schleife „für(d = 1;
d <= 3; d++)“ erfolgt diese Verschiebung in die 3 Raumdimensionen X, Y und Z.
Solange die Einträge im Feld Umkugelradien tendenziell kleiner werden, bzw. sich die Position
von MU noch verbessern lässt, wird der Iterationsschritt mit dem verschobenen Punkt MU
erneut durchgeführt. 
Einer der letzten Einträge in Umkugelradien ist typischerweise der kleinste und damit beste
Wert für den betrachteten Startwert s. Dieser Eintrag wird in das zweite Feld
Minimale_Umkugelradien übertragen (siehe in Alg. 6.1: „Minimale_Umkugelradien[s] =
SucheKleinsten(Umkugelradien)“). 
Nach Durchführung des Iterationsverfahrens für alle Startwerte wird zum Schluss mit der Zei-
le „Rückgabe(R = SucheKleinsten(Minimale_Umkugelradien))“ der allerkleinste Wert be-
stimmt und als Ergebnis für den Umkugelradius R zurückgegeben.

Berechne_Umkugelradius_R (Element E )
{

für (s = 0; s < n; s++)   
{

wähle (s)
{

0: MU = ar_Mittel(Knoten(E ))
1: MU = ein Knoten von E
2: MU = ar_Mittel(Knoten(E->Seite[1])
3: MU = ar_Mittel(Knoten(E->Seite[2])
...: weitere Startwerte

}
i = 0
Solange Einträge in Umkugelradien tendenziell kleiner werden
{

Distmax = 0.0 
für (l = 1; l <= #Knoten(E ) ; l++)

wenn Distanz(MU,Kl) > Distmax)
{

Distmax = Distanz(MU,Kl)
Kl_maxD = Kl

}
Umkugelradien[i++] = Distmax
für (d = 1; d <= 3; d++)

MU[d] = MU[d] + p 
.
 ( Kl_maxD[d] - MU[d] )

}
Minimale_Umkugelradien[s] = SucheKleinsten(Umkugelradien)

} 
Rückgabe(R = SucheKleinsten(Minimale_Umkugelradien))

}
Alg. 6.1  Iterative Berechnung des Umkugelradius R

Eine Perlimplementierung von Alg. 6.1 findet man in der Software Radiana [47].
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6.3.3 Ein Iterationsverfahren zur Berechnung des Inkugelradius r
 

Abb. 6.9   Veranschaulichung der iterativen Bestimmung des Inkugelradius r

Bei der Bestimmung des Inkugelradius r wird für den Inkugelmittelpunkt die Variable MI ver-
wendet. Zunächst wird für MI ein Startknoten im Inneren des Elements gewählt (ÆAbb. 6.9a).
Dann wird die Position von MI in einem Iterationsverfahren sukzessive optimiert. Dabei wird
MI in jedem Schritt von der jeweils am nächsten gelegenen Seitenfläche weggeschoben
(ÆAbb. 6.9b-e). Im Beispiel wird MI zunächst von der vorderen Seitenfläche (magenta), dann
zweimal von der linken Seitenfläche (cyan) und schließlich von der unteren Seitenfläche
(grün) weg bewegt. Bei diesen Verschiebungen soll die Distanz von MI  zur am nächsten gele-
genen Seitenfläche maximiert werden. Der größte ermittelte Abstand bei diesem Verfahren ist
schließlich eine sehr gute Näherung für den Inkugelradius r (ÆAbb. 6.9f).
Die ausführliche Vorgehensweise wird in Algorithmus Alg. 6.2 mit Pseudocode beschrieben.
Die Distanz von MI zu einer viereckigen Seitenfläche ist gesondert zu betrachten. Wie in Kap.
3.2 und 6.2 beschrieben, sind viereckige Elementseiten nicht immer plan. Deshalb werden sie
zu Beginn in Alg. 6.2 („wenn (#Knoten(EÆSeite[k]) == 4)...“) in 2 dreieckige Elementseiten
gesplittet. Diese Aufteilung erfolgt stets so, dass für ein Element E ein konvexes Polyeder aus
Dreiecken entsteht („KonvexPolyeder[trias ++] = ...“). Die Entscheidung welche Dreiecks-
zerlegung für eine viereckige Seitenfläche „{a,b,c,d }“  verwendet wird, erfolgt durch Ver-
gleiche von Tetraedervolumina, die die potentiellen Dreiecke mit einem Elementknoten
„e F {a,b,c,d }“ bilden („wenn((Vol(a,b,c,e)+Vol(a,c,d,e))>(Vol(a,b,d,e)+Vol(b,c,d,e)))...“).
Die anderen Seitenflächen, die schon zuvor dreieckig sind, werden ohne Modifikation dem
konvexen Polyeder von E zugeordnet (Æ„sonst  KonvexPolyeder [trias ++] = EÆSeite[k ]“).
Seitenflächen mit mehr als 4 Ecken gibt es bei den hier betrachteten Elementtypen (Tetraeder,
Pyramiden, Prismen und Hexaeder) nicht. 
Das Iterationsverfahren wird mit n verschiedenen Startwerten für E durchgeführt („für (s =
0; s < n; s++)“). Als Startwerte können bspw. das arithmetische Mittel („ar_Mittel“) der
Knotenkoordinaten von E, arithmetische Mittel der Knotenkoordinaten eingeschriebener Te-
traeder („MI = ar_Mittel(Knoten(KonvexPolyeder[t]),ar_Mittel(Knoten(E )))“) oder
sonstige Knoten im Inneren von E verwendet werden. Einer dieser Startwerte führt zum größ-
ten und damit besten Rückgabewert für den Inkugelradius r. 

MI
r

MI MI MI

MI
MI
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Im Iterationsschritt müssen für alle Dreiecke des konvexen Polyeders des Elements E („für
(t = 0; t < trias; t++){ {a,b,c} = Knoten(KonvexPolyeder[t]) ...“) bzw. für die zugehö-
rigen Ebenen die Abstände zu MI mit „Abstand = |N°  

.(MI - a)|“ berechnet werden. Dabei ist
N° der Einheitsvektor des Kreuzprodukts der beiden Vektoren „v  = b - a“  und „w  = c - a “.
Die Variable trias beschreibt die Anzahl der Polyederdreiecke bzw. die Anzahl der Begren-
zungsflächen von E. Diese ist bei Tetraedern 4, bei Pyramiden 6, bei Prismen 8 und bei Hexa-
edern 12. Der Abstand zur am nächsten gelegenen Begrenzungsebene wird Distmin genannt
und beschreibt die Distanz von MI zum Lotpunkt Lt_minD auf dieser Ebene („Lt_minD =
MI - Abstand 

.
 N°  “). 

Distmin wird in das Feld Inkugelradien eingetragen („Inkugelradien[i++] = Distmin“). Da-
nach wird MI mit dem prozentualen Faktor p (z.Bsp. p= 1%) ein Stück von der am nächsten lie-
genden Begrenzungsebene weg bewegt („MI[d] = MI[d] - p 

.( Lt_minD[d] - MI[d])“). Mit Hilfe
der Schleife „für (d = 1; d <= 3; d++)“ erfolgt diese Verschiebung in die 3 Raumdimensionen
X,Y und Z.
Solange die Einträge im Feld Inkugelradien tendenziell größer werden, bzw. sich die Position
von MI noch verbessern lässt, wird der Iterationsschritt mit dem verschobenen Punkt MI er-
neut durchgeführt.
Einer der letzten Einträge in Inkugelradien ist typischerweise der größte und damit beste Wert
für den betrachteten Startwert s. Dieser Eintrag wird in das zweite Feld Maximale_Inkugelradien
übertragen („Maximale_Inkugelradien[s] = SucheGrößten(Inkugelradien)“). 
Nach Durchführung des Iterationsverfahrens für alle Startwerte wird zum Schluss mit der Zei-
le „Rückgabe(R = SucheGrößten(Maximale_Inkugelradien))“ der allergrößte Wert be-
stimmt und als Ergebnis für den Inkugelradius r zurückgegeben.

Eine Perlimplementierung der Algorithmen Alg. 6.1 und Alg. 6.2 findet man in der Software
Radiana, die im Rahmen des Softwarepraktikums der Informatikstudenten Michaela Föhner
und Stefan Handel entstand [47]. In Tab. 6.1 auf S. 77 sind Resultate für die 12 anisotropen Bei-
spielelemente aus Abb. 6.1. In Kap. 6.3.4 findet man eine Probe für Alg. 6.1 und Alg. 6.2 anhand
von isotropen (Einheits-) Elementen. Zudem werden die iterativen Algorithmen mit einer Vor-
gehensweise der TU München in Kap. 6.3.5 validiert. Die Algorithmen Alg. 6.1 und Alg. 6.2
werden in den Ergebniskapiteln Kapitel 7 und Kapitel 8 eingesetzt.
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Berechne_Inkugelradius_r (Element E )
{

trias = 0
für (k = 1; k <= #Seiten(E ); k++)
{

wenn (#Knoten(EÆSeite[k]) == 4)
{

{a,b,c,d } = Knoten(EÆSeite[k]); e = Knoten(E ), e F {a,b,c,d }
wenn ((Vol(a,b,c,e) + Vol(a,c,d,e)) > (Vol(a,b,d,e) + Vol(b,c,d,e)))
{

KonvexPolyeder[trias ++] = ErgänzeNeueDreiecksSeite(a,b,c)
KonvexPolyeder[trias ++] = ErgänzeNeueDreiecksSeite(a,c,d )

}
sonst
{

KonvexPolyeder[trias ++] = ErgänzeNeueDreiecksSeite(a,b,d )
KonvexPolyeder[trias ++] = ErgänzeNeueDreiecksSeite(b,c,d )

}
}
sonst  KonvexPolyeder[trias ++] = EÆSeite[k ]

}
für (s = 0; s < n; s++)   
{

wähle (s)
{ 0: MI = ar_Mittel(Knoten(E ))

1: MI = ar_Mittel(Knoten(KonvexPolyeder[0]),ar_Mittel(Knoten(E )))
2: MI = ar_Mittel(Knoten(KonvexPolyeder[1]),ar_Mittel(Knoten(E )))
...: weitere Startwerte im Inneren von E

}
i = 0
Solange Einträge in Inkugelradien tendenziell größer werden
{

Distmin = 1E+99 
für (t = 0; t < trias; t++)
{

{a,b,c } = Knoten(KonvexPolyeder[t])
v = b - a ;  w = c - a
N = (vy .wz - vz .wy, vz .wx - vx .wz, vx .wy - vy .wx)
N°  = N / :(Nx 

.Nx + Ny 
.Ny + Nz 

.Nz)
Abstand = |N°  

.(MI - a)|
falls (Abstand < Distmin) 
{

Distmin = Abstand
Lt_minD = MI - Abstand . N°

}
}
Inkugelradien[i++] = Distmin
für(d = 1; d <= 3; d++)

MI[d] = MI[d] - p . ( Lt_minD[d] - MI[d] )
}
Maximale_Inkugelradien[s] = SucheGrößten(Inkugelradien)

} 
Rückgabe(r = SucheGrößten(Maximale_Inkugelradien))

}
Alg. 6.2   Iterative Berechnung des Inkugelradius r
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6.3.4 Validierung von Ergebnissen anhand herleitbarer Beispielelemente

Nun soll validiert werden, dass das Softwarewerkzeug Radiana [47] verschiedene Radien auch
wirklich gut approximieren kann. Dazu werden anhand der vier isotropen Beispielelemente
HI, Priso, PyI und TI (ÆAbb. 6.10) die Radien analytisch hergeleitet. Die Ergebnisse werden an-
schließend mit den Approximationsergebnissen von Radiana [47] verglichen (siehe Tab. 6.2).
 

Abb. 6.10    Die vier isotropen Gitterelmente HI, Priso, PyI und TI

Bei den vier Beispielelementen in Abb. 6.10 liegen alle Knoten auf der kleinstmöglichen Um-
kugel, d.h. es gilt R(Ei) = R°(Ei). Auch die Inkugeln berühren in den vier Beispielen jeweils alle
Elementseiten, d.h. es gilt r(Ei) = r°(Ei) (vgl. Kap. 6.3.1).
Für den isotropen Hexaeder HI ist der Inkugelradius r(HI) = 1/2 und der Umkugelradius
R(HI) = :1/4 + 1/4 + 1/4 = :3/2. Für den Hexaeder HI  führt dies zum Radienverhältnis
P(HI) = R(HI) / r(HI) = :3 ; 1.732 .
Beim isotropen Prisma Priso liegen zwei gleichseitige Dreiecke der Kantenlänge 1 planparallel
übereinander. Als Inkugelradius wurde für r(Priso) = 1/(2 :3) gewählt. Das entspricht dem In-
kreisradius der beiden Dreiecke. Als Prismahöhe wurde 2 . r(Priso) = 1/:3 gewählt. Die Inkugel
berührt somit alle fünf Seiten von Priso. Das führt zum Umkugelradius R(Priso) = :((1/2)2 +
(r(Priso))2 + (r(Priso))2) = : 1/4 + 1/12 + 1/12 = :5/12 = :5/(2 :3). Für das Prisma Priso erhält
man somit P(Priso) = R(Priso) / r(Priso) = :5 ; 2.236 . Für ein Prisma PrI mit Höhe 1 gilt P(PrI) =
R(PrI) / r(PrI) =   (:21 /6 )  / (1/(2 :3))  ; 2.646 .
Für die isotrope Pyramide PyI ist eine quadratische Grundfläche G der Kantenlänge 1 und eine
Spitze über dem Zentrum von G mit einer Höhe von :2/2 gewählt. Damit liegen alle fünf Kno-
ten auf der kleinstmöglichen Umkugel und ihr Radius ist R(PyI) = :2/2  ; 0.707 . Zur Berech-
nung von r(PyI) betrachtet man das grün gestrichelte, gleichschenklige Dreieck D im Inneren
der Pyramide. Die rot gestrichelten Winkelhalbierenden schneiden sich im Inkreismittelpunkt
MIkr_D von D. MIkr_D ist in diesem Fall gleich dem Inkugelmittelpunkt von PyI. Die durchge-
zogene rote Linie zeigt den Inkugelradius r(PyI) = (1/2) . tan å = (1/2) .  tan( (1/2)  arctan (:2) )
; 0.259. Für die Pyramide PyI führt dies zum Radienverhältnis P(PyI) = R(PyI) / r(PyI)
= :2 / tan ( (1/2) . arctan(:2) ) ; 2.732 . 
Für den isotropen Tetraeder TI mit 6 Kanten der Länge 1 erhält man den Umkugelradius R(TI)
= :6/4 ; 0.612 sowie den Inkugelradius r(TI) = :6/12 ; 0.204 . Für TI erhält man somit das
Radienverhältnis P(TI) = R(TI) / r(TI) = 3.0 . 

1

1

(1/2) 
.
 √2

α

1

1

1

1

1/√3

1

1

1

1

1

1

1

1

1



                                                Kapitel 6   Anisotropie und Qualität von Gitterelementen                                              91

Die hergeleiteten Ergebnisse sind in Tab. 6.2 den Approximationsresultaten von Radiana ge-
genübergestellt.

Tab. 6.2  Validierung: Vergleich der Ergebnisse von Radiana [47] mit den hergeleiteten Werten für
die isotrodie isotropen Beispielelemente aus Abb. 6.10

Neben diesen Beispielen kann Radiana auch noch anhand vieler anderer einfacher Elemente in
ähnlicher Weise geprüft werden. 
Für Tetraeder können dabei die Ansätze zur exakten Berechnung des In- und Umkugelradius
gemäß Kapitel 6.3.1 (ÆS. 84) herangezogen und zur Validierung verwendet werden. Da dies
für UG-Pyramiden, UG-Prismen und UG-Hexaeder jedoch nicht möglich ist, besteht der
Wunsch nach einer weiteren Vergleichsmöglichkeit. 
Durch Kontakt [46] zum Lehrstuhl Kombinatorische Geometrie [80] der TU München können
Ergebnisse einer anderen Vorgehensweise [21] mit Resultaten der hier vorgestellten iterativen
Methode verglichen werden (ÆKapitel 6.3.5).

hergeleitetes Ergebnis Radiana [47]

R(HI) :3/2                                ; 0.8660      0.8660

r(HI) 1/2                                  = 0.5000      0.5000

R(Priso) :5/(2:3)                        ; 0.6455      0.6455

r(Priso) 1/(2:3)                          ; 0.2887      0.2887

R(PyI) :2/2                                ; 0.7071      0.7073

r(PyI) tan(arctan(:2)/2)/2  ; 0.2588      0.2587

R(TI) :6/4                                ; 0.6124      0.6124

r(TI) :6/12                             ; 0.2041      0.2041
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6.3.5 Validierung von Ergebnissen mit einer anderen Vorgehensweise

Nach Realisierung der iterativen Methoden (Æ Kapitel 6.3.2 und 6.3.3) entstand der Wunsch,
die Ergebnisse mit einer anderen Vorgehensweise vergleichen und validieren zu können. Bei
einer Internetrecherche fiel der Blick auf die TU München und den Lehrstuhl „Angewandte
Geometrie und Diskrete Mathematik“ von Prof. P. Gritzmann mit dem Forschungsschwer-
punkt „Computational Convexity“ [79, 80].
Die zentralen Problembereiche des „Computational Convexity“ sind laut [80] die Bestimmung
der Komplexität der Berechnung geometrischer Funktionale, die Entwicklung effizienter algo-
rithmischer Varianten konvexgeometrischer Sätze und die effiziente algorithmische Konstruk-
tion geometrischer Objekte. Die Dimension ist ein Inputparameter und führt dazu, dass viele
Probleme für konvexe Körper nicht effizient lösbar sind. In diesen Fällen rückt die Frage nach
effizienter Approximation in den Mittelpunkt. Beispiele hierfür sind u. a. auch die Berechnung
von In- und Umradien. 
So entstand der Kontakt [Æ 46] zu Dr. R. Brandenberg vom obigen Lehrstuhl, der sich mit der
Bestimmung von Radien und geometrischen Verhältnissen zwischen Radien in allgemeinen
Dimensionen und für spezielle Klassen von Körpern beschäftigt und eine Dissertation mit
dem Titel „Radii of convex bodies“ verfasst hat [20].
Unter Anleitung von Dr. R. Brandenberg realisierten die Studenten Lucia Roth und Simon Ritt-
steiger an der TU München ein Prozedere [21], mit dem die Radien bzw. das vorgeschlagene
Anisotropiemaß P (Æ Gl.(6.7)) für die hybriden 3D UG-Gitter berechnet werden können. So
wurde es möglich, die in Heidelberg mit Radiana [47] in der L2-Norm berechneten euklidi-
schen Radien mit den L2-Norm Ergebnissen einer anderen Vorgehensweise zu vergleichen.  
Zusätzlich wurde die Problemstellung an der TU München auch noch mit Verwendung einer
anderen Abstandsdefinition bearbeitet. Anstelle der L2-Norm wurde die L1-Norm, auch
Betragsnorm genannt, verwendet.
„Die Münchner“ basierten ihre Vorgehensweise auf einer Arbeit von P. Gritzmann und
V. Klee [77]. Dort findet man in Tab. 1 für den euklidischen Fall in der zweiten Zeile bei
„Inradius“ ein „P“ bei den „H-Polytopen“ und in der vierten Zeile bei „Umradius“ ein „P“ bei
den „V-Polytopen“. „P“ bedeutet dabei im Wesentlichen, dass ein schneller, beliebig exakter
Algorithmus zur Verfügung steht. 
Ein V-Polytop ist die konvexe Hülle einer endlichen Punktmenge. Im Falle der ng-Gitterele-
mente sind solche V-Polytope gegeben. Um den Inradius mit Hilfe linearer Optimierung be-
rechnen zu können, benötigt man nach Theorem 4.3 aus [77] jedoch die H-Darstellung des
Polytops. Ein V-Polytop kann mit Hilfe eines linearen Ungleichungssystems Ax <= b geschrie-
ben werden. Dann liegt algorithmisch ein H-Polytop vor. Es muss also erst eine Umrechnung
in Hyperebenendarstellung erfolgen, bevor ein LP-Solver aktiviert werden kann.
In der praktischen Umsetzung wurde an der TU München der Inkugelradius in zwei Schritten
berechnet. Zunächst musste die Umrechnung der Eckendarstellung (V-Polytop) in die Hyper-
ebenendarstellung (H-Polytop) und umgekehrt durchgeführt werden. Es kam ein Fourier-
Motzkin Algorithmus zum Einsatz [78]. Es wurden die Softwaresysteme Qhull [170] und
PORTA [164] verwendet [Details Æ siehe 21]. Im zweiten Schritt der Inkugelradiusberech-
nung kam für den LP-Solver das Softwaresystem XpressMP [225] zum Einsatz. Hierbei wurde
innerhalb XpressMP der Newton-Barrier-Ansatz gewählt. 
Die erwähnten Softwaresysteme kamen bei der Inradiusberechnung sowohl für die L1-Norm
als auch für die L2-Norm zum Einsatz.
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Die Frage nach dem Umradius lässt sich, basierend auf Theorem 4.1 aus [77], als ein konvexes
Optimierungsproblem schreiben, das mit Hilfe eines Ellipsoidalgorithmus effizient gelöst
werden kann [78].
In der praktischen Umsetzung wurde bei „den Münchnern“ [21] der Umkugelradius in der L2-
Norm mit der Software SeDuMi [184] berechnet. In SeDuMi wurde dabei ein LP-Solver mit ei-
ner „centering Predictor-Corrector Methode“ verwendet. Bzgl. der Betragsnorm (L1) kam für
den LP-Solver das Softwaresystem XpressMP [225] zum Einsatz.
In einem Experiment mit 3 hybriden Gittern zu realen Projektbeispielen (Æ Kapitel 2) wurde
die Schichtenfolge oberhalb einer Salzformation der Norddeutschen Tiefebene in Höfer bei
Celle (2421 Gitterelemente (2% Tetraeder, 3% Pyramiden, 37% Prismen, 58% Hexaeder) Æ
Kap. 2.4 u. 7.4), der See Willersinnweiher (2114 Gitterelemente (4% T., 8% Py., 6% Pr., 82% H.)
ÆKap. 2.8 u. 7.9) sowie die Nordseeinsel Norderney (1376 Gitterelemente (1% T., 1% Py., 15%
Pr., 83% H.) ÆKap. 2.5 u. 7.5) untersucht.
Die angegebenen Ergebnisse in Tab. 6.3 sind arithmetische Mittel der Radienverhältnisse aller
Gitterelemente des jeweiligen Gitters. Dabei wurden die Radienverhältnisse der einzelnen Git-
terelemente je nach Elementtyp noch mit einem Divisor geteilt: bei Hexaedern mit 1.732, bei
Prismen mit 2.236, bei Pyramiden mit 2.732 und bei Tetraedern mit 3.0; gemäß der Berechnun-
gen der Werte für die isotropen Einheitselemente auf S. 90 in Kap. 6.3.4 .

Tab. 6.3  GGGG-Radienverhältnisse Pi gemäß Gl. (6.7) für 3 Geometrien aus der Praxis; Vergleich der ite-
rativenViterativen Verfahren aus Kap. 6.3 mit der Vorgehensweise der TU München (ÆÆÆÆ [21])

Tab. 6.3 zeigt, dass die in den Kapiteln 6.3.2 u. 6.3.3 vorgestellten iterativen Verfahren und die
Vorgehensweise der TU München für euklidische Abstände (d.h. in der L2-Norm) Ergebnisse
der selben Größenordnung liefern. Dieses erfreuliche Vergleichsergebnis bestärkt, im Rahmen
dieser Arbeit die iterativen Verfahren zur euklidischen Radienberechnung zur Anisotropie-
beschreibung von Gitterelementen zu verwenden (Æ siehe Kapitel 7 und 8).

G -Radienverhältnisse Höfer_2421.ng Willersinnweiher_1732.ng Norderney_1376.ng

mit iterativen Algorithmen 
gemäß Kap. 6.3.2 u. 6.3.3 [47]

         
          7.1

                 
                 4.5

          
          12.4

TU München (Æ [21], L2-Norm)           7.0                  4.6           12.3

TU München (Æ [21], L1-Norm)           5.9                  4.3           10.2
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6.4 Berechnung der Winkel von Gitterelementen

Viele Autoren bezeichnen zu kleine oder zu große Elementwinkel als qualitätsschädigend
[2, 4, 55, 58, 128, 189, 192, 218].

Neben der Beschreibung der Anisotropie von Gitterelementen (Kap. 6.1 - 6.3) ist es daher stets
wichtig, die Winkel von Gitterelementen berechnen und angeben zu können.
Bei den 3D Gitterelementen für UG muss man 3 Winkeltypen unterscheiden.
Der planare Winkel zwischen 2 benachbarten Kanten auf einer Elementseite kann mit den bei-
den zugehörigen Kantenvektoren a und b mit Hilfe des Skalarprodukts berechnet werden:

   (6.8)

Außerdem existiert zwischen 2 benachbarten Seitenflächen an der zugehörigen Elementkante
ein Flächenwinkel (dihedral angle). Zunächst wird mit Hilfe des Kreuzprodukts zweier Kan-
tenvektoren c und d für die eine Seitenfläche ein Normalenvektor ncd und mit den Kantenvek-
toren e und f für die andere Seitenfläche ein Normalenvektor nef berechnet (Æ Gl. (6.9)).
Anschließend erhält man den „dihedralen“ Winkel  zwischen ncd und nef  mit Hilfe des Ska-
larprodukts (s.o.) der beiden Normalenvektoren.

  (6.9)

Ferner existiert in jedem Elementknoten K ein Raumwinkel ƒ, der durch die 3 von K ausge-
henden Elementkanten aufgespannt wird. Die Endpunkte der 3 Kanten bilden ein Dreieck D.
Projiziert man D von K aus auf eine umgebende Kugel mit Radius 1, so entsteht damit eine
Projektionsfläche S auf der Kugel. Der Raumwinkel ƒ entspricht S/12 und besitzt einen Wer-
tebereich von 0 bis 48, da die Gesamtoberfläche einer Kugel 4812 ist. Zur Berechnung von
ƒ sei auf den Algorithmus von Oosterom und Strackee [155] sowie auf [2, 128] verwiesen. 
In den Ergebnisteilen Kapitel 7 und 8 dieser Arbeit wird der dihedrale Winkel  angegeben.
Dieser Winkel wird auch in der umfassenden Arbeit „What is a good linear element...“ von
J. Shewchuk [189] verwendet (ÆKap. 6.5). 

Damit sind die Berechnungsmethoden der Anisotropie- und Winkelbeschreibungen von Git-
terelementen abgeschlossen. Für die nun folgende Betrachtung der Qualität von Gitterelemen-
ten (ÆKap. 6.5) sind diese Methoden eine wichtige Voraussetzung.
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6.5 Qualität von Gitterelementen

Die Frage nach guten Gitterelementen geht weit zurück. So war man bspw. bis Mitte der sieb-
ziger Jahre der Auffassung, es sei sehr wichtig, kleine spitze Winkel grundsätzlich zu vermei-
den. Durch die Arbeit von Babuzka und Aziz im Jahre 1976 [4] konnte dann aber für die
Genauigkeit von FE-Methoden gezeigt werden, dass insbesondere große Winkel nahe 180°
vermieden werden müssen.
Die Frage nach guten Gitterelementen ist bis heute aktuell geblieben. Viele Arbeiten behan-
deln aber nur einen bestimmten Teilaspekt dieser Thematik und die vorgestellten Qualitäts-
maße besitzen oft einen gewissen „ad hoc Charakter“ [189]. Das ist verständlich, da es eine
einfache und allumfassende Formel oder Antwort auf die Frage nach guten Gitterelementen
gar nicht gibt.
Jonathan Shewchuk behandelt die Problematik ausführlich und macht auf die vielseitigen
Hintergründe aufmerksam. Auf seiner Internetseite [188] stellt er den 70-seitigen Preprint
[189] „What Is a Good Linear Finite Element? ...“ zur Verfügung und ruft zu kritischen Kom-
mentaren und Rückmeldungen auf. Seine Arbeit basiert auf folgenden Grundlagen:
Zur unbekannten Lösung u einer PDG seien vh und uh stückweise lineare Approximatio-
nen. Gegeben ist ein Gitter T mit den Elementen t und den Vertizes xi. Über T ist u als konti-
nuierliche skalare Funktion definiert. 
Für vh gilt vh(xi)   =  u(xi) an allen Vertizes des Gitters. vh ist linear über jedem t von T. Die Ergeb-
nisse der Funktion vh sind also lediglich an den Gitterknoten xi mit den Werten von u identisch.
Zwischen den Gitterknoten xi weichen die Werte von vh mehr oder weniger von den wahren
Werten der Funktion u ab. Unter dem Interpolationsfehler || u - vh||9   versteht man die größte
Abweichung zwischen u und vh für ein Element t. Eine noch größere Bedeutung hat der Inter-
polationsfehler ||Åu - Åvh||9   , der die größte Abweichung in den Gradienten für ein Gitterele-
ment beschreibt (Æ Kap. 6.5.1). 
Die FE- bzw. FV-Methode versucht eine stückweise lineare Approximation uh für die unbe-
kannte Lösung u zu finden. Im Gegensatz zum naiven linearen Interpolant vh ist die Approxi-
mation uh für die meisten Vertizes xi nicht identisch mit u. Die Differenz u  - uh zwischen wahrer
Lösung und Approximation heißt Diskretisierungsfehler. Er entsteht bei der Ersetzung einer
kontinuierlichen Differentialgleichung durch ein diskretes Gleichungssystem (Æ Kap. 6.5.3).
Für die Konvergenz des linearen Lösungsverfahrens und den Einfluss von Rundungsfehlern
ist die Kondition der Steifigkeitsmatrix von Interesse (Æ Kap. 6.5.2). Mit der Kondition be-
schreibt man die Abhängigkeit der Lösung eines Problems von der Störung der Eingangsda-
ten. Die Konditionszahl stellt ein Maß für diese Abhängigkeit dar und beschreibt den Faktor,
um den der Eingangsfehler im ungünstigsten Fall verstärkt wird. 

Nach J. Shewchuk [189] sind bei der Suche nach guten Gitterelementen der Interpolationsfeh-
ler (Æ Kap. 6.5.1), der Diskretisierungsfehler (Æ Kap. 6.5.3) und die Kondition der Steifigkeits-
matrix (Æ Kap. 6.5.2) zu beachten. Für alle drei Aspekte berücksichtigt er auch den
anisotropen Fall (vgl. Kap. 2.1). Neben mehreren allgemeinen Anmerkungen (Æ Kap. 6.5.4)
diskutiert J. Shewchuk in seiner Arbeit auch verschiedene Arten von Qualitätsmaßen
(Æ Kap. 6.5.5).
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6.5.1 ...im Hinblick auf den Interpolationsfehler

Für den gradientenbasierten Interpolationsfehler ||ÅÅÅÅu - ÅÅÅÅvh||9999 findet man in [189] für den
2D-Fall die Beschränkung in Gl. (6.10). Mit einer Substitution lmax lmed lmin/(4A) = lmax/(2 sin åmax)
steht der Sinus des größten Dreieckswinkels sin(å ) im Nenner. Demnach sind im 2D-Fall
große Dreieckswinkel nahe 180° kritisch, kleine Winkel nahe 0° dagegen unproblematisch.
Zudem ist es nach Gl. (6.10) empfehlenswert, den Umkreisradius R° möglichst klein zu hal-
ten. Das bedeutet auch, dass große Elemente wichtiger sind als kleine. Mit ct <|ud‘‘| wird die
Krümmung der Lösung u für ein bestimmtes Element t bzgl. einer beliebigen Richtung d be-
grenzt. 

 (6.10)

 (6.11)

Für den 3D-Fall sieht man in Gl. (6.11) (vgl. [189]), dass der Nenner sowohl bei sehr stumpfen
als auch bei sehr spitzen dihedralen Tetraederwinkeln «kl  gegen 0 geht. Dies bereitet keine
Schwierigkeit, sofern die Länge der gegenüberliegenden Kante lkl entsprechend klein ist und
der Zähler ebenfalls gegen 0 geht. So sind die Tetraeder „d)“ und „f)“ in Abb. 3.13 auf S. 32
trotz ihrer extrem spitzen Winkel unproblematisch. Bei den stumpfen Winkeln (nahe 180°) der
Tetraeder „a)“, „b)“ und „c)“ in Abb. 3.13 ist die gegenüberliegende Kante dagegen nicht klein.
Damit sind in 3D große Winkel nahe 180° kritisch bzgl. des gradientenbasierten Interpolati-
onsfehlers. Man beachte, dass Tetraeder mit spitzen Winkeln und langen gegenüberliegenden
Kanten auch immer einen Winkel nahe 180° besitzen.
Shewchuk unterscheidet bzgl. ||Åu - Åvh||9  zwei Arten „guter“ Tetraeder: solche, die einiger-
maßen gleichseitig sind und solche die beliebig flach werden können, ohne dass dabei ein di-
hedraler Winkel nahe 180° entsteht (ÆAbb. 3.13 d,e,f). „Schlechte“ Tetraeder bekommen
dagegen einen dihedralen Winkel nahe 180° wenn sie gestaucht werden (ÆAbb. 3.13 a,b,c).
Neben diesen rein geometrischen Betrachtungen ist es entscheidend, ob die Krümmung von u
eine bestimmte Vorzugsrichtung hat. Es ist dann von Vorteil, wenn man die Gitterelemente
senkrecht zu dieser Richtung streckt.
Für eine Beurteilung der Elemente im anisotropen Fall, reicht eine richtungsunabhängige Be-
grenzung ct nicht aus (s.o). Daher verwendet man den Krümmungstensor Ct aus Gl. (6.12), bei
dem die 3 Schranken %1, %2 und %3  bzgl. der drei orthogonalen Raumrichtungen w1, w2 und w3
berücksichtigt werden. %1, %2 und %3  sind die Eigenwerte von Ct .
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  (6.12)

  (6.13)

 

Abb. 6.11   Unterschiedliche Ergebnisse nach Transformation mit E

Im anisotropen Fall betrachtet man die Elemente nach einer Transformation E vom physika-
lischen Raum in einen isotropen Raum (ÆGl.(6.13)). Dabei sollte der Elementumradius R
möglichst minimiert werden. Die mögliche Skalierung bei der Transformation variiert zwi-
schen 1/:K und 1. Die Konditionszahl des Krümmungstensors Ct ist K = %max/%min und ent-
spricht dem Quotienten aus größtem und kleinstem Eigenwert von Ct. Ein Element t ist gut,
falls t*= E t im isotropen Raum keine großen Winkel hat (ÆAbb. 6.11).
Die Gitterelemente sollten in Richtung der stärksten Krümmung klein sein und idealerweise
ein Seitenverhältnis von „1 : ::::%%%%i“  besitzen. So werden viel weniger Elemente benötigt und es
kann eine bessere Genauigkeit als bei gleichseitigen Elementen erzielt werden. Dies gilt sogar
für Elemente mit großen Winkeln im physikalischen Raum. 
Unter gewissen Umständen ist ein Seitenverhältnis von „1 : %i“ sogar noch besser und wird
von Shewchuk mit „superaccuracy“ bezeichnet (siehe in [189] Æ Chapter 2.3, insbes. S. 18).
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6.5.2 ...im Hinblick auf die Kondition

Eine zu große Konditionszahl &&&&    ddddeeeerrrr    gggglllloooobbbbaaaalllleeeennnn    SSSStttteeeeiiiiffffiiiiggggkkkkeeeeiiiittttssssmmmmaaaattttrrrriiiixxxx    KKKK  bbbbeeeeeeeeiiiinnnnttttrrrrääääcccchhhhttttiiiiggggtttt die iterativen
Methoden. & ist der Quotient aus größtem und kleinstem Eigenwert von K. (Æ Gl. (6.14)).

   (6.14)

   (6.15)

Der kleinste Eigenwert  ist von der Elementform unabhängig und hängt von der Größe
der verwendeten Elemente ab.

Der größte Eigenwert von K ist . Dieser ist    aaaabbbbhhhhäääännnnggggiiiigggg    vvvvoooommmm größten maximalen Eigenwert
 der eeeeiiiinnnnzzzzeeeellllnnnneeeennnn    EEEElllleeeemmmmeeeennnnttttsssstttteeeeiiiiffffiiiiggggkkkkeeeeiiiittttssssmmmmaaaattttrrrriiiizzzzeeeennnn KKKKtttt  . Dies ist in der Abschätzung von Fried

zu sehen (siehe in Gl.(6.15) bzw. [59]). Darin ist m die maximale Anzahl von Elementen, die an
einem Vertex des Gitters zusammenstoßen. Eine einzige Elementsteifigkeitsmatrix mit sehr
großem maximalen Eigenwert  erhöht somit den maximalen Eigenwert  der globa-
len Steifigkeitsmatrix. Die Kondition kann also von einem einzigen schlecht geformten Ele-
ment abhängen.

Bezüglich der Elementform lässt sich bei Betrachtung der Elementsteifigkeitsmatrizen zeigen,
dass kkkklllleeeeiiiinnnneeee    WWWWiiiinnnnkkkkeeeellll            eeeerrrrhhhhööööhhhheeeennnn    ([189], S. 31). Die Elemente „cap“, „sliver“, „pancake“ und
„wedge“ in Abb. 3.13 b,c,d,f (S. 32) sind mit ihren extrem spitzen dihedralen Winkeln bzgl. der
Kondition demnach    uuuunnnnggggeeeeeeeeiiiiggggnnnneeeetttt. Im Gegensatz dazu schadet weder das Element „spindle“
(Abb. 3.13a) mit seinem Winkel nahe 180° noch das Element „thorn“ (Abb. 3.13e) der Kondition
nicht. 
Im 3D-Fall kommt neben dem Formaspekt noch der Größenaspekt hinzu, da  proportio-
nal zur Länge der längsten Gitterkante lmax ist. In 3D sind bzgl. der Kondition große Gitterele-
mente also wichtiger als kleine Elemente.
Bei Anisotropie der PDG empfiehlt Shewchuk eine Transformation F (siehe [189]ÆChapter
3.2), die die Punkte des physikalischen Raums in einen isotropen Raum transformiert. Dabei
ist der isotrope Raum gemeint, in dem die Koeffizienten der PDG isotrop sind und nicht not-
wendigerweise die Lösung. Sowohl sehr große als auch sehr kleine Winkel eines Elements t
können problemlos sein, sofern = F t in besagtem isotropen Raum gut aussieht. Im Gegen-
satz dazu können gleichseitige Elemente bzgl. der Kondition problematisch sein und lange,
dünne aber gut orientierte Elemente können unter Umständen sogar optimal sein für die Mi-
nimierung von  und die Konditionszahl . 

6.5.3 ...im Hinblick auf den Diskretisierungsfehler

Bei der Numerik von PDGen ist der Diskretisierungsfehler (vgl. Einleitung von Kap. 6.5) in
globaler Weise beschränkt. Ein schlechtes Element wirkt sich stets auf seine Nachbarschaft
und unter Umständen auf das gesamte Gitter aus. 
Der Diskretisierungsfehler ist üblicherweise (um einen konstanten Faktor) kleiner als der In-
terpolationsfehler und ist über die PDG mit dem Interpolationsfehler gekoppelt. Der Diskreti-
sierungsfehler lässt sich mit Fehlerschranken des Interpolationsfehlers begrenzen (siehe in
Gl. (6.16). Die Gewichtung von  u - vh  gegenüber  Åu - Åvh  hängt von den Koeffizienten der PDG
ab [189]. 
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Idealerweise sollte die Approximation uh bei Verfeinerung des Gitters gegen u konvergieren
und damit der Diskretisierungsfehler u - uh  gegen 0 gehen. Diese Konvergenz tritt nur dann
auf, wenn auch die Interpolationsfehler  u -  vh  und Åu  -Åvh gegen 0 konvergieren. Elemente mit
großen Winkeln sind für den Diskretisierungsfehler u - uh also ebenfalls kritisch.

   (6.16)

6.5.4 Allgemeine Anmerkungen

Es folgen einige allgemeine Anmerkungen und Empfehlungen aus der Arbeit von J.
Shewchuk, die bzgl. der Qualität von Gitterelementen zu berücksichtigen sind:
• Nach Shewchuk hängen Interpolationsfehler, Diskretisierungsfehler und die Kondition ne-
beben der Elementform stets auch von der Elementgröße ab. Bei großen Elementen wirkt sich
ei eine schlechte Elementform viel stärker aus wie bei kleinen Elementen. Bei der Qualitätsbe-
tr trachtung eines Gitters sind somit große Elemente wichtiger als kleine Elemente. 
• Oftmals führen scheinbar „schöne“ Gitter dennoch zu Problemen, weil sie ein paar schlechte
ElElemente besitzen. Bereits ein einziges schlechtes Element kann die numerische Simulation
erernsthaft beeinträchtigen, wenngleich alle anderen Elemente gut sind. Es ist also ratsam,
scschlechte Elemente gänzlich zu vermeiden. Die Auswirkung solcher Ausreißer hängt aller-
didings entscheidend von der verwendeten Lösungsmethode im numerischen Prozess ab.
• Sprunghafte Änderungen der Elementgröße sind zu vermeiden und es ist vorteilhaft, einen
allallmählichen Übergang von kleinen auf große Elemente zu schaffen, d.h. gradierte Gitter
zuzu verwenden [67, 98]. 
• Bei der Suche nach einem guten Gitterelement muss man sich bewusst machen, dass die
bebeschriebenen Teilaspekte bzgl. der Gitterelementqualität nicht immer zusammenpas-
i_isen. Deshalb muss man Prioritäten setzen, wie folgende 3 Beispiele zeigen:
     Æ Beim Interpolations- und Diskretisierungsfehler lassen sich die Effekte schlecht geform-
ter El ter Elemente durch Verwendung kleinerer Elemente kompensieren. Bezüglich der Kon-
ditioi dition ist das nicht möglich.
     Æ Der ideale „aspect ratio“ und die ideale Orientierung eines Gitterelements stimmen be-
zügliczüglich des Interpolationsfehlers und bezüglich der Kondition nicht immer überein. 
      Æ Bei Shewchuks „superaccurate elements“ verhält sich der Diskretisierungsfehler teilwei-
se wi se widersprüchlich zum Interpolationsfehler und zur Kondition.
• Für die Qualitätsbeschreibung eines Elements kann es sinnvoll sein, mehrere Maße vorzu-
wigeben oder sogar ein kombiniertes Maß, das ein gewichtetes harmonisches Mittel diverser
iiiEinzelmaße berechnet.
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6.5.5 Qualitätsmaße

Qualitätsmaße werden für Knotenplatzierungen, Glättungen, Transformationen, Verfeinerun-
gen oder zum Vergleich von Gitterelementen verwendet. Jonathan Shewchuk unterscheidet in
[189] zwischen zwei Arten von Qualitätsmaßen:
• Skalierungsinvariante Maße („scale-invariant measure“) bewerten insbesondere die Ele-
m mentform und berücksichtigen die Elementgröße nicht.
• „size-and-shape“ Qualitätsmaße berücksichtigen die Elementgröße und die Elementform in
ei einer Zahl (Æ von Shewchuk favorisiert [189]). 
Während skalierungsinvariante Maße schlechte Winkel stets streng benachteiligen, wird bei
„size-and-shape“ Qualitätsmaßen die Restriktion bzgl. der Elementform allmählich gelockert,
wenn die Elemente kleiner werden (z.B. sinnvoll zur Vermeidung einer „Überverfeinerung“).
Andererseits bergen „size-and-shape“ Qualitätsmaße aber auch die Gefahr, dass beim Glätten
gradierte Gitter uniformer werden als gewünscht und dass die Elementanzahl des Gitters
nicht berücksichtigt wird. Shewchuk schlägt diesbezüglich vor, er ein bestimmtes Element t
zuerst uniform auf ein Volumen von 1 zu skalieren bevor die „size-and-shape“-Qualitätsmes-
sung durchgeführt wird.
Die Tab. 6.4 zeigt „scale-invariant“ und „size-and-shape“ Qualitätsmaße für Tetraeder nach
Shewchuk [189] basierend auf Reziprokwerten von Interpolationsfehlerschranken bzw. maxi-
malem Eigenwert.

 

Tab. 6.4  Qualitätsmaße für Tetraeder aus J. Shewchuk [189]ÆÆÆÆTab. 6.4   *

Außerdem gibt Shewchuk in [189ÆTables 7, 8] eine Übersicht und kritische Beurteilung eini-
ger skalierungsinvarianter Qualitätsmaße. Dabei weist er auf Merkmale eines guten Qualitäts-
maßes q hin:
• Für degenerierte Elemente sollte q  =  0 sein und mit zunehmender Elementqualität sollte q
grgrößer werden, maximal jedoch den Wert 1 liefern. Wenn ein Qualitätsmaß dies erfüllt und
grzudem skalierungsinvariant ist, dann spricht Fried [59, 189] von einem „fair measure“. 
• Ein Qualitätsmaß q sollte für die meisten degenerierten Elemente einen finiten Gradienten
iiiungleich 0 besitzen. Das Maß in Abb. 6.12c hat dagegen einen finiten Gradienten der für de-
gigenerierte Elemente 0 wird.

*  rmc entspricht R in Kap. 6.3.1
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Abb. 6.12   Höhenlinienplots einiger Qualitätsmaße für einen Tetraeder mit den Vertizes (0, 0, 0),
(::::3/2, 1/2, 0)(::::3/2, 1/2, 0), (::::3/2, -1/2, 0), (x, 0, z) zur Erläuterung der Eigenschaften von Qualitätsmaßen
aus der Arb(aus der Arbeit [189] von J. Shewchuk ÆÆÆÆ Fig. 16, Fig. 20 und Fig. 21)

• Qualitätsmaße mit infiniten Gradienten wie bspw. das Maß in Abb. 6.12d können die Stabi-
litlität numerischer Optimierungsalgorithmen beeinträchtigen, falls das Ausgangsgitter dege-
nenerierte oder invertierte Elemente besitzt. Qualitätsmaße sollten daher keinen infiniten Gra-
didienten besitzen.
• Die Glattheit eines Qualitätsmaßes ist wichtig für den Optimierungsalgorithmus beim Glät-
teten. Die Maße in Abb. 6.12a und Abb. 6.12b sind dagegen nicht glatt.
• Ein Qualitätsmaß q sollte quasikonvex sein, d.h., dass die Punkte innerhalb einer Höhenlinie
ji eine konvexe Punktmenge bilden müssen. Die Maße in Abb. 6.12b und Abb. 6.12d sind da-
gigegen nicht quasikonvex.
Die beiden Maße in Abb. 6.12b und Abb. 6.12d werden von J. Shewchuk besonders kritisiert.
Das Maß in Abb. 6.12b liefert für ein flaches „sliver“-Element (siehe Abb. 3.13c, S. 32) den Wert
1 und für ein flaches „cap“-Element (ÆAbb. 3.13b, S. 32) den Wert 2/3. Der infinite Gradient
beim Maß in Abb. 6.12d bedroht die Stabilität von numerischen Optimierungsalgorithmen
und kann fatal sein, falls das Startgitter degenerierte Elemente besitzt.
Im Gegensatz dazu lobt Shewchuk das Maß in Abb. 6.12e, das alle obigen Anforderungen er-
füllt und zitiert diesbezüglich die Arbeit von P. Knupp [116]. 
Abb. 6.12f zeigt ein „size-and-shape“ Maß von J. Shewchuk ([189]ÆFig. 16), das auf dem Re-
ziprokwert einer Schranke für den gradientenbasierten Interpolationsfehler basiert (Gl. (6.11)).
Ein extrem flacher „pancake“-Tetraeder (Æ Abb. 3.13d, S. 32) mit einem extrem spitzen aber
keinem extrem stumpfen Winkel wird von diesem Maß berücksichtigt und positiv bewertet.
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Shewchuk macht bei seiner Analyse der gängigen Qualitätsmaße folgende Beobachtungen: 
• Ein faires Qualitätsmaß q kann stets so umformuliert werden, dass in 2D die Fläche A bzw.
jji in 3D das Volumen V im Zähler von q steht (z.B. Abb. 6.12e).
 • Maße, deren Gradienten für degenerierte Elemente 0 werden, können oft an A2 oder A3 bzw.
V2V2, V3 oder V4 im Zähler erkannt werden (z.B. Abb. 6.12c).
• Für den direkten Vergleich von Elementen sind die Maße q und qc (c > 0) gleichwertig. Als
ZiZielfunktion bei numerischen Optimierungsalgorithmen sind q und qc dagegen aufgrund
kkihrer unterschiedlichen Gradienten mehr oder weniger gut geeignet.
• Sehr viele Qualitätsmaße können in der Form Ac/X bzw. Vc/X dargestellt werden, wobei
seselbst für die meisten degenerierten Elemente X  ,  0 gilt. Wenn c   >  1 ist, hat das Maß dann
eieinen Gradienten von 0, wenn A bzw. V gegen 0 geht (vgl. Abb. 6.12c). Wenn c   <  1 ist, hat das
MMaß dann einen infiniten Gradienten, wenn A bzw. V gegen 0 geht. Zur numerischen Opti-
Mmierung sind Maße mit c  = 1 am besten. Maße mit c  , 1 können in die Form A/X1/c bzw.
MV/X1/c verbessert werden. Das trifft z.B für das Maß in Abb. 6.12c [32] zu. Dieses Maß ist für
Meine numerische Optimierung ungeeignet. Zieht man jedoch die vierte Wurzel, dann erhält
Mman ein Maß, das sich eignet.

Für weitere Informationen zu Qualitätsmaßen für Gitterelemente sei auf [189ÆKap.6] verwie-
sen.
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Kapitel   7                                                                                                                                                                                                                         
-                                                                                                        
Experimente mit Gittern                              
für anisotrope Geoschichtungen   

Dieses Kapitel zeigt, dass man mit dem hexaederbasierten Konzept dieser Arbeit und der Me-
thode der vertikalen Kanten Geometrien und Gitter für die projektrelevanten komplexen
anisotropen Schichtengebiete der Anwendungsbeispiele aus Kapitel 2 erstellen und in nume-
rischen Simulationen verwenden kann.
Anhand der erzeugten Gitter werden die Anisotropiemaße aus Kapitel 6 ausführlich getestet,
verglichen und diskutiert. 
Zudem wird gezeigt, dass mit der vorgestellten Methode im Gegensatz zu tetraederbasierten
Gittergeneratoren extreme Elementwinkel nahe 0° oder 180° tatsächlich vermieden werden
können. 
Außerdem bestätigen alle Experimente den gewünschten hohen Hexaederanteil des vorge-
stellten Verfahrens.
Hinzu kommen Experimente mit den verschiedenen Werkzeugen wie Create_NxM_Quad_Grid,
Eval_Volume_Area sowie split und SurfaceMerge zur besseren Handhabung und Optimierung
der erzeugten Geometrien und Gitter.

Das Verfahren aus Kapitel 4 wurde ursprünglich für Deckgebirge von Salzformationen ent-
wickelt, um dichtegetriebene Grundwasserströmungen und den Radionuklidtransport ober-
halb eines Salzstocks simulieren zu können [41, 42]. Geometrien und Gitter für die anisotropen
Schichtengebiete WIPP (ÆKap. 7.1), komplex (ÆKap. 7.2), Layered (ÆKap. 7.3) und Höfer
(ÆKap. 7.4) sind Beispiele hierfür. 
Im Rahmen dieser Arbeit stellte sich jedoch heraus, dass das grundlegende Konzept mit verti-
kalen Kanten auch für andere anisotrope Schichtengebiete mit anderen Problemstellungen gut
geeignet ist. Sowohl für geologische Schichtungen wie bei den Nordseeinseln Norderney
(ÆKap. 7.5) und Langeoog (ÆKap. 7.6), oder dem Grundwasserbecken von Orange County
(ÆKap. 7.7) aber auch für anisotrope Schichtungen in Horizontalsilos (ÆKap. 7.8) oder im
Willersinnweiher (ÆKap. 7.9) kommt das vorgestellte Geometrie- und Vernetzungskonzept
zum Einsatz.
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7.1 WIPP (Waste Isolation Pilot Plant)

Abb. 7.1    Vernetzung und Protrusion eines 2D-Geometriemodells für das Gebiet WIPP mit lgm2ng
gemäß  Kagemäß Kap. 4.1

In Abb. 7.1 sieht man die 2D lgm-Geometrie WIPP2D.lgm für das WIPP-Gebiet in Anlehnung
an [41, 175, 177]. Die Anisotropie des Gebiets, das in Kap. 2.2 genauer beschrieben wird, ist hier
gut ersichtlich. Unter WIPP2D.lgm wird das zugehörige 2D-ng-Gitter WIPP2D.ng dargestellt,
das gemäß dem in Kap. 4.1 beschriebenen Ansatz mit der Software lgm2ng [44] erzeugt wurde.
Das Gitter besteht zu 95% aus Vierecken. Wie in Kap. 4.1 beschrieben, entstehen tatsächlich
keine großen Winkel und 'maxÆmax = 91.6°. 
Unter dem 2D-Gitter sieht man links die 3D lgm-Geometrie WIPP_8sclices.lgm, die mit lgm2ng
durch eine Protusion mit ¤y = 10 km erzeugt wird. Außerdem wird mit dem Teilungsparame-
ter n = 8 ein zu WIPP_8sclices.lgm passendes 3D Gitter mit dem Namen WIPP_8slices.ng erzeugt
(Abb. 7.1 rechts unten). Es besteht zu 95% aus Hexaedern und besitzt je 2D Element aus
WIPP2D.ng 8 Gitterelmente in Protrusionsrichtung. Mit n = 4 und ¤y = 10 km wird ein zweites
Gitter (WIPP_4sclices.ng) erzeugt, welches nur 4 Elemente in Protrusionsrichtung besitzt (vgl.
Kap. 4.1).
In Tab. 7.1 sind die Anisotropiewerte K, D, P sowie die dihedralen Winkel 'max und 'min gemäß
Kapitel 6 für die Gitter WIPP_4sclices.ng, WIPP_8sclices.ng berechnet.
Außerdem wird das Gitter WIPP_2863.ng mit der Software ARTE [62, 63, 64] generiert (ÆTab.
7.1), das im Gegensatz zu lgm2ng überwiegend Tetraeder erzeugt und lediglich in extrem dün-
nen Schichten wie Magenta Dolomit und Culebra Dolomit (vgl. Abb. 2.1, S. 10) vertikal orientierte
Prismen vom Typ Abb. 6.1ÆPr1,Pr2 verwendet. Die Anisotropiewerte K, D, P sowie die dihe-
dralen Winkel 'max und 'min für WIPP_2863.ng sind in Tab. 7.1 rechts zum Vergleich angegeben.
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Tab. 7.1  Anisotropiewerte K, DDDD    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypementtypen für 3 verschiedene Gitter zum WIPP-Gebiet

Bei den Gittern WIPP_4sclices.ng und WIPP_8sclices.ng haben 5% der Elemente dihedrale Win-
kel mit 'min < 2°, die aber nie kleiner als 'minÆmin = 0.8° werden. Bei allen anderen (95%) Ele-
menten liegt 'min zwischen 80° und 90° ('minÆG = 85.1°). Bei dem Netz WIPP_2863.ng [62, 63,
64], welches größtenteils aus Tetraedern besteht, besitzen dagegen 44% der Gitterelemente ein
'min < 2° und 'minÆmin = 0.05°. Auch 'minÆG = 10.6° ist bei WIPP_2863.ng deutlich kleiner als
bei den beiden hexaederbasierten Gittern. 
Zieht man die geometriebedingten Winkel in Betracht, erkennt man in einer Untersuchung der
2D-lgm-Datei mittels Kosinussatz für die 3 oberen Schichten folgende Winkel an den 3 ausbeis-
senden Stellen (vgl. Abb. 2.1 in Kap. 2.2): oberste Schicht Dewey Lake: 0.75°; zweitoberste
Schicht Forty Niner: 0.85°; dritte Schicht Magenta Dolomit: 0.92°. Damit ist erwiesen, dass die
Minimalwinkel 'minÆmin bei den beiden Gittern aus lgm2ng nicht besser sein können und dass
beim ARTE-Gitter WIPP_2863.ng die Minimumwinkel 'min durch Verwendung der flachen
Tetraeder so klein werden. Wie in Kap. 3.4 erläutert, ist dieses Phänomen kleiner Winkel bei
Tetraedernetzen für anisotrope Geometrien typisch.
Bzgl. 'max haben die Gitterelemente von WIPP_4sclices.ng und WIPP_8sclices.n durchweg Win-
kel, die 90° nur wenig übersteigen und es gilt 'maxÆmax $ 'maxÆmin. Das Netz WIPP_2863.ng
[62, 63, 64] weist dagegen recht unterschiedliche Maximumwinkel auf. Der Durchschnitt
'maxÆG = 149.1° ist im Gegensatz zu den lgm2ng-Gittern sehr groß und 6.35% der Elemente
besitzen sogar ein 'maxÆmax > 178°. Das bestätigt die in Kap. 3.4 beschriebene Gefahr großer
Winkel bei Tetraedern für anisotrope Gebiete.

Beim Anisotropiemaß K fallen die Ergebnisse für die beiden Gitter WIPP_4sclices.ng und
WIPP_8sclices.ng 4 bis 5 mal größer aus wie beim tetraederbasierten Gitter WIPP_2863.ng .
Dieses Missverhältnis bestätigt die in Kap 6.1 beschriebene Kritik am Maß K, das bestimmte
Tetraeder viel zu gut bewertet. Bei den neuen Anisotropiemaßen D und P ist die Diskrepanz
erfreulicherweise viel geringer.
Die gezeigten Geometrien und Gitter WIPP_4sclices.lgm/ng und WIPP_8sclices.lgm/ng und das
in Kap. 4.1 beschriebene Verfahren werden im Präprozess diverser Simulationen des Trans-
ports salinen Wassers für das WIPP-Gebiet eingesetzt. Unter anderem besteht das Ziel, mit den
Rechnungen die Ergebnisse der Untersuchung [175] möglichst gut nachzuvollziehen. Bezüg-
lich der Simulationen sei auf die Arbeiten [177 und 178] hingewiesen. Neben diesen prakti-
schen Anwendungen dienen die Gitter der Untersuchung moderner numerischer Verfahren
wie beispielsweise Punkt Block ILU ([103]Æ6.1).

Gittername : WIPP_4sclices.ng WIPP_8sclices.ng 
(ÆAbb. 7.1)

WIPP_2863.ng
[62, 63, 64]

#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H)      240 (0.0, 0.0, 5.0,  95.0)       480 (0.0, 0.0, 5.0,  95.0)       2863 (76.04, 0.28, 23.68, 0.0)

K(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.1)       1278.7, 13.6, 239.8       1278.7, 13.6, 218.6       581.6, 1.5, 50.4

D(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.2)       12.52, 3.55, 7.31       11.17, 3.27, 6.55       17.69, 2.83, 6.80

P(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.3)      1196.17, 22.28, 250.11       1145.83 , 18.17, 201.49       1803.01, 11.98, 133.40

(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.4)       91.6°, 90.0°, 90.4° (       91.6°, 90.0°, 90.4° (       179.5°, 89.7°, 149.1° (

(Ei) : min, max, G (M Kap. 6.4)       0.8°,  89.9°, 85.1° (       0.8°,  89.9°, 85.1° (        0.05°, 73.6°, 10.6° (

Imax I I I

Imin I I I
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7.2 komplex

Die Erzeugung der Dateien komplex_2D.ng, komplex_3D.lgm und komplex_3D.ng erfolgt mit der
Software lgm2ng (siehe Kap. 4.1 und Abb. 4.3 sowie [44]). 

Abb. 7.2 Geometrien und Gitter für das Gebiet komplex, 30fach überhöhte Darstellung

Zur besseren Darstellung der anisotropen Schichten sind die Geometrien und Gitter für
komplex in Abb. 7.2  30-fach überhöht abgebildet.
Abb. 7.2a zeigt das zweidimensionale anisotrope Schichtengebiet komplex_2D.lgm, das in Ka-
pitel 2.3 eingeführt wird (ÆAbb. 2.2). 
Rechts daneben zeigt Abb. 7.2b das 2D Gitter komplex_2D.ng bestehend aus 90 Dreiecken und
1323 Vierecken gemäß dem Verfahren mit vertikalen Kanten aus Kap. 4.1 (vgl. Abb. 4.1 und
Abb. 4.2).
Eine Geometrieprotrusion (vgl. Kap. 4.1 und Abb. 4.4) mit ystart = 0 und yend = 7000 führt zu
der „2.5D“ Geometrie komplex_3D.lgm, die in Abb. 7.2c mit GRAPE [76] visualisiert wird. 
Außerdem wird in Abb. 7.2d das 3D Gitter komplex_3D.ng mit n = 16 erzeugt. Zu jedem 2D Ele-
ment aus komplex_2D.ng werden 16 Gitterelemente in Richtung der dritten Raumdimension er-
zeugt (vgl. Kap. 4.1 und Abb. 4.5). Es entstehen 1440 Prismen und 21168 Hexaeder.
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Tab. 7.2  Anisotropiewerte K, D    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypi menttypen für komplex_3d.ng (zum Vergleich: Werte für WIPP_8slices.ng aus Tab. 7.1)

Für das Gitter komplex_3D.ng (ÆAbb. 7.2d) werden in Tab. 7.2 die Anisotropiewerte K, D, P
sowie die dihedralen Winkel 'max und 'min gemäß Kapitel 6 berechnet. In der rechten Spalte
sind zum Vergleich nochmals die Ergebnisse für WIPP_8sclices.ng aus Tab. 7.1 angegeben. 
Aus Abb. 7.1 und 7.2 bzw. Abb. 2.1 und 2.2 sind die Größenverhältnisse der beiden Gebiete
Domain komplex und Domain WIPP zu entnehmen. Dabei zeigen die Gesamtabmessungen der
Gebiete, dass das Domain komplex mit ca. 6000 m : 150 m weniger anisotrop ist als das Domain
WIPP mit ca. 32000 m : 400 m. Zudem besitzt das Gitter komplex_3D.ng wesentlich mehr Ele-
mente als WIPP_8sclices.ng. Andererseits sind die 63 Subdomains des Domain komplex viel kom-
plexer angeordnet als beim Domain WIPP. Die Schichten beim Domain komplex streichen alle
aus (bis auf Subdomain 4). Teilweise liegen beim Domain komplex bis zu 15 Schichten überein-
ander und einzelne Schichten weisen Mächtigkeiten von lediglich 1 bis 3 Metern auf. Das Ver-
hältnis von Prismen zu Hexaedern der beiden Gitter ist ähnlich.
Entsprechend dieser Betrachtungen sind die Anisotropiewerte K, D und P bei den Gitterele-
menten von komplex_3D.ng im Durchschnitt (ÆG) kleiner als bei WIPP_8slices.ng. Die Extrem-
werte (Æmax bzw. Æmin) sind dagegen bei komplex_3D.ng größer (Æmax) bzw. kleiner
(Æmin) als bei WIPP_8slices.ng.

Es folgen einige Kommentare und Ergänzungen zu den Anisotropieergebnissen für
komplex_3D.ng:
• Bzgl. dem Kantenlängenverhältnis K gilt für ~15% der Elemente K > 200 und für ~2.5% der
ElElemente K > 500. Für ca. 6% der Elemente ist K < 20 und bei ~1.06% der Elemente (240) ist
K K < 10.
• Etwa 1.1% der Elemente (256) haben ein D(Ei) > 10. Etwa 1.8% der Elemente (400) haben
eiieinD(Ei) < 3.
• Die extrem kleinen Werte für PÆmin treten insbesondere bei den Hexaedern auf. Über 7%
dider Hexaeder haben ein PÆmin < 20. Für ~1.2% der Hexaeder (256) ist PÆmin < 10. Im Ge-
gegensatz dazu ist bei den Prismen PÆmin = 22.36. Die extremen Werte für PÆmax treten ins-
siibesondere bei den Prismen auf. 3.3% der Prismen (48) haben ein PÆmax > 1000 und 2.2%
dider Prismen (32) haben ein PÆmax > 1300. Im Gegensatz dazu ist bei den Hexaedern
siiPÆmax = 646.85 .

Gittername : komplex_3D.ng 
(ÆAbb. 7.2d)

WIPP_8sclices.ng 
(ÆAbb. 7.1)

     #Elemente (%T, %Py, %Pr, %H)      22608 (0.0, 0.0, 6.37, 93.63)       480 (0.0, 0.0, 5.0, 95.0)

     K(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.1)       1362.22, 8.75, 115.96       1278.7, 13.6, 218.6

     D(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.2)       13.78, 2.94, 4.60       11.17, 3.27, 6.55

     P(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.3)      1395.45, 8.87, 95.64       1145.83, 18.17, 201.49

     (Ei) : max, min, G (M Kap. 6.4)       113.52°, 90.0°, 91.6° (       91.6°, 90.0°, 90.4° (

     (Ei) : min, max, G (M Kap. 6.4)       0.37°, 89.98°, 82.92° (       0.8°, 89.9°, 85.1° (

Imax I I

Imin I I
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Bezüglich der Elementwinkel gilt, dass beim Gebiet komplex 'maxÆmax größer und 'minÆmin
kleiner ist als beim WIPP-Gebiet. Dies ist mit der höheren Komplexität der anisotropen Schich-
tenfolge beim Gebiet komplex zu begründen.
Die Elementwinkel für komplex sind aber dennoch gut geeignet. Es ist 'maxÆG = 91.6°. Für
99.15% der Elemente gilt 'max < 100°. Der größte Winkel ist 'maxÆmax = 113.52° und tritt im
Teilgebiet 40 auf (ÆAbb. 7.2a und besser in Abb. 2.2, S. 11). Aufgrund der zahlreichen Aus-
streichungen der Domain komplex besitzen ungefähr 6% der Elemente geometriebedingt ein
'min < 10°. Der Großteil der Elemente (ca. 93%) weist jedoch ein 'min zwischen 80° und 90° auf
und es gilt 'minÆG = 82.92°. Die Winkel von komplex_3D.ng sind für numerische Simulationen
also bestens geeignet.

Mit Erzeugung der lgm-Geometrien und ng-Gitter für das Gebiet komplex ist die Tauglichkeit
der Software lgm2ng [44] bzw. des in Kap. 4.1 vorgestellten Verfahrens auch für ein Gebiet mit
realistischer Komplexität gezeigt. Die Gitter können für numerische Simulationen von dichte-
getriebenen Grundwasserströmungen [41, 103] sowie für Simulationen von Transport und Re-
aktion von radionukliden Schadstoffen [42, 61] auf diesem komplexen anisotropen Schichten-
gebiet in UG verwendet werden.
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7.3 Layered
 

Abb. 7.3   Gitter Layered_1890.ng mit Ergebnissen für Elementanzahl, K, DDDD, P, ''''max und ''''min

Zusätzlich zu einer sehr komplexen Schichtenfolge wie beim Gebiet komplex (ÆKap. 7.2) be-
steht zur numerischen Untersuchung der Gorlebener Rinne der Wunsch nach einem wesent-
lich einfacheren Modellgebiet. Das Ziel ist, auf einem vereinfachten 3D Gebiet aus
grundwasserleitenden und grundwasserhemmenden Schichten folgendes zu untersuchen:
Numerische Fragestellungen zu Dichteströmungen oberhalb eines Salzstockes [41, 103], den
Radionuklidtransport von mehreren Komponenten [42, 61] und Aspekte der Parallelisierung
[61, 121].
Dazu wird der synthetische Testfall Layered konzipiert, der die Überströmung eines Salzstok-
kes in einem Deckgebirge aus 3 Einheiten beschreibt. Layered besitzt einen sehr gut leitfähigen
Aquifer (in Abb. 7.3 dunkelblau) unmittelbar über dem Salzstock. Dieser Aquifer ist durch ein
Fenster in der schwach durchlässigen Trennschicht (die beiden hellbraunen „Zungen“ in Abb.
7.3) mit einem weiteren sehr gut leitfähigen Aquifer (in Abb. 7.3 hellblau) verbunden. Außer-
dem wird das Gebiet Layered im Vergleich zum realitätsnahen Gebiet komplex um Faktor 10 in
Z-Richtung skaliert (1.5 km anstatt 150 m; vgl. Abb. 7.3 mit Abb. 7.2).
Für dieses Gebiet ist ganz bewusst ein annähernd isotropes Gitter gesucht. So besteht hier die
Möglichkeit, zu sehen, wie sich die Parameter K, D und P für isotrope Elemente verhalten.
Während bei der Vernetzung von komplex die Methode aus Kap. 4.1 verwendet wird, kommt
beim Gebiet Layered (Æ Abb. 7.3) das Verfahren gemäß Kap. 4.2 ff. zum Einsatz. Die Mächtig-
keitsdateien sind so gewählt, dass keine Pyramiden und keine Tetraeder entstehen (vgl. Abb.
4.20). Das erzeugte Gitter Layered_1890.ng besteht ausschließlich aus Hexaedern (92.1%) und
Prismen (7.9%). Man beachte, dass bei diesem Gitter die Knoten der übereinander angeordne-
ten Trennflächen nicht exakt übereinanderliegen. Die Software CLDM [207] kann solche
Trennflächen dennoch verarbeiten. Die beiden Aquifere werden gemäß der Vorgehensweise
aus Kap. 4.5 so unterteilt, dass isotrope Elemente entstehen.
Die Resultate der Anisotropiewerte K, D und P für Layered_1890.ng (Abb. 7.3 Æ rechts) kom-
men den Ergebnissen für Einheitselemente ziemlich nahe (vgl. Kap. 6.1, 6.2, 6.3.4 u. Abb. 6.10).
Auch die Winkeleigenschaften sind vorteilhaft. Es sind 'minÆmin = 23.5°, 'maxÆmax = 119.9°
und 'maxÆG = 100.50°. Das Gitter Layered_1890.ng hat also nahezu perfekte Elemente und ist
für numerische Untersuchungen wie z.B. in [61] bestens geeignet.

  

#Elemente(%Pr, %H)     1890 (7.9, 92.1)

K(Ei): max, min, G      2.86,  1.07,   1.60

D(Ei): max, min, G      2.84,  2.45,    2.49

P(Ei): max, min, G     4.25,  1.80,    2.36

(Ei): max, min, G 119.9°, 90.0°,100.50°

(Ei): min, max, G    23.5°, 88.0°,  76.0°

Imax

Imin6 km

1,
5 

km

5 km
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7.4 Höfer
 

Abb. 7.4   Hybrides Gitter aus 2421 Elementen für das Deckgebirge über dem Salzstock Höfer 

In Kapitel 3 werden die Lage, Entstehung, Ausdehnung und Art der anisotropen Schichten
oberhalb des Salzstocks Höfer beschrieben.
Für dieses Deckgebirge wird ein Gebiet von 5 km Breite, 7 km Länge und bis zu 230 m Höhe
modelliert. Aus dem Archiv des Niedersächsischen Landesamtes für Bodenschutz werden die
Ergebnisse von 33 Bohrungen unterschiedlicher Tiefe und einige zusätzliche Stützstellen ver-
wendet. Leider gibt es wenig tiefe Bohrungen und zudem konzentrieren sich diese Bohrungen
nur auf wenige Teilbereiche. Man kann allerdings von einer relativ gleichmäßigen Struktur
des Deckgebirges auszugehen und in Gebieten geringer Datendichte Stützstellen hinzuzufü-
gen [177]. Außerdem können geostatistische Verfahren eingesetzt werden (siehe Kap. 4.2). 
Ausgehend von diesem Datenmaterial werden gemäß der in den Kapiteln 4.2 bis 4.7 beschrie-
benen Vorgehensweise mehrere lgm-Geometrien und ng-Gitter für das „Höfer-Gebiet“ erzeugt
(Æ Abb. 7.4 und Tab. 7.3). 
Bei Betrachtung des Gitters von unten (Æ Abb. 7.4 rechts unten) erkennt man sogar den
„Abdruck“ des Salzstocks (vgl. Kap. 2.4 auf S. 12, 2ter Absatz). Die Basisschicht unmittelbar
über dem Salzstock weist daher eine stark variierende Mächtigkeit auf (vgl. Abb. 2.3). 
Bei den Gittern Höfer_2421.ng und Höfer_1962.ng wird die Basisschicht daher gemäß der in Ka-
pitel 4.5 beschriebenen Methode in bis zu 3 Lagen aufgeteilt (Æ Abb. 7.4, Tab. 7.3). 
In Tab. 7.3 sind in der zweiten Zeile die prozentualen Aufteilungen nach Elementtypen für 4
hybride Gitter des „Höfer-Gebiets“ aufgeführt. Es zeigt sich, wie in Kap. 4.6 angekündigt, dass
der Hexaederanteil deutlich überwiegt.

Schicht über dem Salzstock
mit 3-lagiger Vernetzung

unterer 

oberer 

Tonschicht

Schicht über dem Salzstock 
von oben dargestellt

Schicht über dem Salzstock 
von unten dargestelltAquifer

Aquifer

}{ {
{ }

}

(3582000, 5837000, -150)

(3587000, 5844000, 78)
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I

Tab. 7.3  Anisotropiewerte K, DDDD    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttypementtypen für 4 hybride Gitter zum Deckgebirge über dem Salzstock Höfer

Außerdem wird in Tab. 7.3 deutlich, dass die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden in der Tat
keine zu großen Winkel für 'max(Ei) erzeugen. So haben 99,9% der Elemente des Gitters
„Höfer_2421.ng“ ein 'max(Ei) < 100° und es gilt 'max(Ei)Æmax = 101.1°.
Zum Vergleich wird das Gitter Höfer_3471.ng mit ARTE [62, 63, 64] erzeugt, das größtenteils
aus Tetraedern, einigen wenigen Pyramiden (als Abschlusselemente) und in dünnen Schich-
ten aus Prismen besteht. Dieses Gitter hat 20 Elemente mit einem 'max(Ei) > 177° und 3 Elemente
mit einem 'max(Ei) > 179°.

Vergleicht man die 3 hexaederbasierten Gitter in Tab. 7.3 miteinander, liefert Höfer_2421.ng
bzgl. D, P und K im Durchschnitt die kleinsten Werte. Eine Erklärung hierfür ist, dass bei
Höfer_2421.ng prozentual die meisten Prismen (36.7%) vorkommen. Davon sind 95% vertikal
ausgerichtet, d.h. vom Typ Pr2 (Æ Abb. 6.1 auf S. 77). Solche Prismen liefern für D und P ver-
gleichsweise etwas kleinere Werte. (siehe Tab. 6.1 auf S. 77 Æ D(Pr2) = 2.94 < D(H1) = 3.07
< D(Py3) = 3.17 < D(Pr3) = 3.66 < D(T2) = 3.74 und P(Pr2) =10.00 <= P(H1) =10.00 < P(Py3) =10.87
< P(Pr3) =10.87 < P(T2) =11.63 ). 

Die verschiedenen Gitter werden in Simulationen beim Kooperationspartner eingesetzt [177].
Es werden dichteabhängige Grundwasserströmungen simuliert (vgl. Einleitung Kapitel 2 und
Kapitel 2.4). Für die maximale Salzkonzentration wird cabs = 0.260 kg/kg angenommen. Am
oberen Rand wird für Druck und Konzentration die Dirichlet-0-Randbedingung verwendet.
An den seitlichen Rändern wird ein hydrostatischer Druck und für die Konzentration eben-
falls die Dirichlet-Bedingung c = 0 vorgegeben. Auf der unteren Randfläche wird im Bereich
des Salzstocks die Konzentration c = 1 gesetzt, für den übrigen Bereich gilt die Neumann-0-
Randbedingung.
Die Lösung des zeitabhängigen Problems erfolgt durch das implizite Euler-Verfahren. Mit
dem ILU"-Glättungsverfahren [220] im Mehrgitteralgorithmus werden die besten Konver-
genzraten erzielt.

Gittername : Höfer_1346.ng Höfer_2421.ng   
(ÆAbb. 7.4)

Höfer_1962.ng Höfer_3471.ng
[62, 63, 64]

#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H) 983 (1.4, 1.5, 25.0, 72.1) 2421 (2.0, 3.1, 36.7, 58.2) 1962 (1.6, 3.5, 21.8, 73.1) 3471 (78.7, 1.0, 20.3, 0.0)

K(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.1)     113.8, 2.2, 15.8      113.8, 4.9, 14.0      115.0, 5.0, 14.8      188.2, 1.2, 10.6

D(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.2)      7.58, 2.54, 3.34      7.85, 2.68, 3.28       7.44, 2.71, 3.37       18.84, 2.61, 3.90

P(Ei) : max, min, G (M Kap. 6.3)      89.98, 3.74, 16.64      93.52, 6.26, 14.87      89.55, 6.72, 16.15       908.64, 3.42, 23.46

(Ei) : max, min, G (MKap.6.4)      101.1°, 90.1°, 91.2° (      101.1°, 90.0°, 91.4° (      101.4°, 90.0°, 91.2° (      179.8°, 78.8°, 126.3° (

(Ei) : min, max, G (MKap.6.4)      0.9°,  89.9°, 75.2° (      0.9°, 90.0°, 69.2° (      0.9°, 90.0°, 75.8° (      0.15°, 71.9°, 20.5° (

Imax I I I I

Imin I I I I
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Abb. 7.5   Simulation der Dichteströmung oberhalb des Salzstocks Höfer mit d3f [41] 

Als Ergebnis der Modellrechnungen stellte sich erwartungsgemäß ein Strömungsfeld ein, das
dem Gefälle in den Grundwasserständen folgt. Man erkennt die Ausbildung einer Laugenfah-
ne in Strömungsrichtung. In entgegengesetzter Richtung kommt es zu einem dichtebedingten
Abstrom am Salzstockrand und es entsteht eine Konvektionswalze ([177] Æ S.71).
Die Ausbreitung von Salzwasser als Folge der Grundwasserbewegung wird in mehreren seri-
ellen und parallelen Rechnungen mit bis zu einer Mio. Knoten simuliert.
Obwohl die Konzentrationsfront in der Simulation sehr nahe an den unteren Aquifer heran-
reicht, überschreitet die relative Salzkonzentration den Wert von c=0,002 in keinem Punkt.
Dies entspricht den realen Verhältnissen. Der Aquifer führt durchgängig Wasser mit Trink-
wasserqualität. Dies ist der Tatsache zu verdanken, dass die Geschwindigkeiten im Aquifer
um zwei bis drei Größenordnungen über denen in der tertiären Basisschicht liegen.

Neben der Verwendung für numerische Simulationen [177], eignen sich die Gitter für das
„Höfer-Gebiet“ auch als komplexe Gitterbeispiele zum Vergleich der unterschiedlichen Ra-
dienberechnungsverfahren (Æ Kap. 6.3.5, Höfer_2421.ng in Tab. 6.3, Kooperation mit der TU
München [21, 46, 80]). 
Auch für das Zusammenfassen der zahlreichen kleinen „Einzel-Surfaces“ zu sinnvollen großen
Randflächen (Æ Kap. 4.7) in lgm-Geometrien sind die erzeugten Höfer-Dateien eindrückliche
Beispiele aus der Praxis. Abb. 4.23 auf S. 52 zeigt diesen Effekt sehr schön für die lgm-Datei des
Gitters Höfer_1962.ng .
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7.5 Norderney
 

Abb. 7.6   Anwendung von SurfaceMerge (ÆÆÆÆ Kap. 4.7 u. [88]) mit einer lgm-Geometrie für Norderney 

Anhand des Beispiels Norderney kann man in Abb. 7.6 die Effizienz des in Kapitel 4.7 be-
schriebenen Verfahrens bzw. der Software SurfaceMerge [88] zum Zusammenfassen von Rand-
flächen erkennen. Die 1744 Surfaces einer CLDM Ausgabedatei [207] können durch
Anwendung von SurfaceMerge [88] auf 30 signifikante Surfaces reduziert werden. Wie Abb. 7.6
zeigt, wird das Gebiet damit viel übersichtlicher. Außerdem verbessern sich die Laufzeiten
und die Handhabung im UG-Simulationsprozess.

 

Abb. 7.7   Vier Gitter für das Gebiet Norderney mit hexaederbasiertem ((((ÆÆÆÆ    Kap. 4.2 bis 4.7) und tetra-
ederbasii ederbasiertem (ÆÆÆÆ [62, 63, 64]) Ansatz

Für das Modellgebiet der Insel Norderney (ÆKap. 2.5) werden unter anderem die beiden Git-
ter Norderney_1104.ng (Æ Abb. 7.7 a) und Norderney_2388.ng (Æ Abb. 7.7 c) mit der hexaeder-
basierten Methode aus den Kapiteln 4.2 ff. erstellt. 
Im Gegensatz zu vielen anderen Beispielen ist das zugrundeliegende zweidimensionale NxM
Gitter für Norderney nicht kartesisch. Diese Thematik wird in Kap. 4.3 und [105] behandelt.
Beim feineren Gitter Norderney_2388.ng wird das Pliozän (siehe Abb. 2.5) in 3 Subschichten
und das Pleistozän in 2 Subschichten gemäß dem Verfahren aus Kapitel 4.5 aufgeteilt. 

a) Norderney_1104.ng b) Norderney_1293.ng

  

c) Norderney_2388.ng d) Norderney_2202.ng
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Tab. 7.4  Anisotropiewerte K, DDDD    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttyipimenttypen für 4 hybride Gitter zum Gebiet Norderney

In Tab. 7.4 sind die Anisotropiewerte K, D, P, die dihedralen Winkel 'min und 'max sowie die Ele-
mentanzahl für die beiden nach Kapitel 4 erstellten Gitter Norderney_1104.ng (Æ Abb. 7.7 a)
und Norderney_2388.ng (Æ Abb. 7.7c) angegeben. Zum Vergleich werden mit
Norderney_1293.ng (Æ Abb. 7.7 b) und Norderney_2202.ng (Æ Abb. 7.7 d) zwei tetraederbasier-
te Gitter betrachtet, die mit den Verfahren aus [62, 63, 64] erstellt sind.

Die Übersicht „#Elemente (%T, %Py, %Pr, %H)“ zeigt die unterschiedlichen Elementverteilun-
gen mit den großen Hexaederanteilen von ca. 81% bei Norderney_1104.ng und 86% bei
Norderney_2388.ng sowie den großen Tetraederanteilen von 100% bei Norderney_1293.ng und
ca. 85% bei Norderney_2202.ng .

Ähnlich den Experimenten zu WIPP (ÆKap. 7.1) und zu Höfer (ÆKap. 7.4) sind auch für das
Modellgebiet Norderney die Winkel bei den Gittern mit dem hexaederbasierten Ansatz deut-
lich besser als bei den Gittern mit dem tetraederbasierten Ansatz:
Bei den Minimumwinkeln gelten für die beiden groben Gitter 'minÆG(Norderney_1104.ng) >>
'minÆG(Norderney_1293.ng) und für die beiden feinen Gitter 'minÆG(Norderney_2388.ng) >>
'minÆG(Norderney_2202.ng). Ähnlich gelten bei den Maximumwinkeln für die beiden groben
Gitter 'maxÆG(Norderney_1104.ng) << 'maxÆG(Norderney_1293.ng) und für die beiden feinen
Gitter 'maxÆG(Norderney_2388.ng) << 'maxÆG(Norderney_2202.ng). Bei Norderney_1293.ng ha-
ben 8.5% der Elemente ein 'max > 178° und 1.1% (14 Elemente) haben sogar ein 'max > 179°. Im
Gegensatz dazu gilt bei Norderney_1104.ng 'max < 128° und lediglich für 2.81% der Elemente ist
'max > 120°. Beim Gitter Norderney_2202.ng haben 1.8% der Elemente ein 'max > 178° und 0.77%
(17 Elemente) haben sogar ein 'max > 179°. Im Gegensatz dazu gilt bei Norderney_2388.ng
'max < 132° und nur für 3.14% der Elemente ist 'max > 120°.

Die extremen Winkelverhältnisse bei Norderney_1293.ng und Norderney_2202.ng sollten sich
auch in den Anisotropiebeschreibungen wiederspiegeln. Dies ist für das Kantenverhältnis K
aber nicht der Fall und es gelten sogar KÆG(Norderney_1104.ng) >> KÆG(Norderney_1293.ng)
sowie KÆG(Norderney_2388.ng) > KÆG(Norderney_2202.ng). Hier bestätigt sich einmal mehr
die Kritik am Anisotropiemaß K bzgl. Tetraedern und Pyramiden (vgl. Kap. 6.1 ff.). Im Gegen-
satz zum Kantenverhältnis K sind die Ergebnisse mit den AnisotropiemaßenD und P bei den
hexaederbasierten Gittern kleiner als bei den tetraederbasierten Gittern.

Gittername : Norderney_1104.ng 
(Æ Abb. 7.7 a)

Norderney_1293.ng
(Æ Abb. 7.7 b)

Norderney_2388.ng
(Æ Abb. 7.7 c)

Norderney_2202.ng
(Æ Abb. 7.7 d)

#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) 1104(1.3, 1.5, 16.1,  81.1)  1293(100, 0.0, 0.0, 0.0) 2388(0.6, 0.6 , 12.8 , 86.0) 2202(85.4, 0.5, 14.0, 0.0 )

K(Ei): max, min, G (M Kap. 6.1)  221.57,      1.23,   28.59     247.81, 1.57, 5.88     99.32, 1.39, 18.57     239.30, 1.48, 13.60

D(Ei): max, min, G (M Kap. 6.2)       8.60,     2.46,      3.57     15.39, 2.86, 5.77     7.08, 2.51, 3.45     39.22, 2.80, 4.72

P(Ei): max, min, G (M Kap. 6.3)  269.06,     1.93,     26.98  1288.03, 4.77, 86.83     115.65, 2.27, 20.14    108473.6, 4.36, 112.47

(Ei): max, min, G (M Kap. 6.4)  127.91°, 89.98°, 100.19°  179.53°, 89.94°, 159.72°  131.82°, 89.98°, 99.77° 179.98°, 89.78°, 144.74°

(Ei): min, max, G (M Kap. 6.4)     0.55°, 89.95°, 69.08° (     0.11°, 43.85°, 6.73° (      0.67°, 90.0°, 72.6° (     0.03°, 59.01°, 14.86° (

Imax

Imin I I I I
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Abb. 7.8   Gitter Norderney_1376.ng mit Ergebnissen für Elementverteilung, K, DDDD, P, ''''min und ''''max

 

Abb. 7.9   Konzentrationsverteilung und Geschwindigkeitsfeld im stationären Zustand; Rechnung
mit Nordi Rechnung mit Norderney_1376.ng (ÆÆÆÆAbb. 7.8) auf  89087 Knoten nach 2-facher Verfeine-
rung (von auf 89087 Knoten nach zweifacher Verfeinerung ([177] ÆÆÆÆ S. 57)

Die gemäß Kap. 4.2 ff. erzeugten Geometrien und Gitter werden in mehreren Simulationen
beim Kooperationspartner GRS [178, 177] eingesetzt (siehe zum Beispiel in Abb. 7.9 aus [177])
und den tetraederbasierten Gittern [Æ 62, 63] vorgezogen ([177] Æ S. 57/58).
Bei diesen Simulationen wird im Holozän eine weitere geringmächtige Tonschicht in der Mitte
der Insel eingefügt. In Abb. 7.8 sieht man das hierfür erzeugte Gitter Norderney_1376.ng. Die
Ergebnisse für K, D, P, 'max , 'min und „#Elemente“ (Abb. 7.8Ærechts) sind den Resultaten für
Norderney_1104.ng und Norderney_2388.ng sehr ähnlich (vgl. mit Tab. 7.4).
In mehreren dreidimensionalen Rechnungen [177] kann die Entstehung einer Süßwasserlinse
auf der Insel Norderney nachvollzogen werden. Nach einer Modellzeit von ca. 500 Jahren sind
Geschwindigkeitsfeld und Konzentrationsverteilung stationär. Die Form der errechneten Süß-
wasserlinse entspricht tendenziell den Messwerten aus geoelektrischen Erkundungen [224].
Für eine genaue Nachbildung der Süßwasserlinse sind jedoch Rechnungen auf feineren Git-
tern notwendig.
Ausgehend von der modellierten Süßwasserlinse im stationären Zustand werden die Auswir-
kungen der Trinkwassergewinnung einbezogen. Dazu werden die Brunnen als Senken model-
liert. Die Gesamtfördermenge wird gleichmäßig auf 43 Brunnen verteilt. Nach einer Förderzeit
von 50 Jahren steigt die Süßwassergrenze in den Gebieten der beiden Wasserwerke um je 3m
[177Æ5.5] (vgl. Kap. 2.5).

  

#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) 1376(1.0, 1.2, 15.0, 82.8)

K(Ei): max, min, G (M Kap. 6.1)      99.32, 1.23, 22.25

D(Ei): max, min, G (M Kap. 6.2)      7.08, 2.46, 3.55

P(Ei): max, min, G (M Kap. 6.3)      115.73, 1.93, 23.61

(Ei): max, min, G (MKap.6.4) 131.82°,  89.98°, 99.48°

(Ei): min, max, G (MKap.6.4)      0.67°, 89.95°, 70.17°

Imax

Imin
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7.6 Langeoog
 

Abb. 7.10   Anwendung von SurfaceMerge [88] mit einer lgm-Geometriedatei für Langeoog 

Für die Insel Langeoog (vgl. Kap. 2.5) wird mit CLDM [207] zunächst eine lgm-Datei mit 5733
Surfaces (Æ Abb. 7.10 links) erzeugt. Durch Zusammenfassung gemäß Kap. 4.7 bzw. Verwen-
dung der Software SurfaceMerge [88] kann die Surface-Anzahl auf 36 (!) reduziert werden. Da-
mit sind die einzelnen Geoschichten des Modellgebiets gut erkennbar und die Geometrie wird
viel übersichtlicher (Æ Abb. 7.10 rechts, vgl. Abb. 2.5 rechts). Außerdem verbessern sich da-
durch die Laufzeiten und Handhabungen im Simulationsprozess mit UG [9, 10].

 

Abb. 7.11    Gitter aus CLDM [207] für das Modellgebiet Langeoog und dessen Schichten: a) Lauen-
burger Tonburger Ton, b) Glazifluviatil, c) Wattschlick_2, d) Wattsand_2, e) Wattschlick_1,
f) Watitsand f) Wattsand_1;     Gitter mit insgesamt 1266 Elementen (2.86% Tetraeder, 4.58% Pyramiden,
25.32i% Pris 25.32% Prismen und 67.22% Hexaeder) 

Für das Modellgebiet zu Langeoog wurde u. a. das Gitter Langeoog_1266.ng (Abb. 7.11f) gemäß
dem Verfahren aus Kap. 4.2 ff. erzeugt. Von Abb. 7.11a bis Abb. 7.11f kommen die einzelnen
Schichten zur Veranschaulichung sukzessive hinzu: a) Lauenburger Ton, b) Glazifluviatil, c)
Wattschlick_2, d) Wattsand_2, e) Wattschlick_1, f) Wattsand_1 (vgl. schematische Darstellung
in Abb. 2.5 rechts).

a) b) c)

d) e) f)
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Tab. 7.5 Anisotropiewerte K, DDDD    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Element-
typen f  typen für das Gitter Langeoog_1266.ng; zum Vergleich Wiederholung der Ergebnisse für das
Gitter NGitter Norderney_2388.ng aus Tab. 7.4

In Tab. 7.5 sind gemäß Kapitel 6 die Anisotropiewerte K, D und P, die dihedralen Winkel 'min

und 'max sowie die Elementverteilungen für das Gitter Langeoog_1266.ng berechnet. Zum Ver-
gleich werden Ergebnisse für das Gitter Norderney_2388.ng (Abb. 7.7 c) aus Tab. 7.4 wiederholt. 

Es stellt sich die Frage, ob bei diesem Vergleich Anisotropiewerte der selben Größenordnung
zu erwarten sind. Im folgenden Absatz wird diese Frage diskutiert:
Bei den Gesamtabmessungen (vgl. Blockschemata Abb. 2.5, S. 14) ist das Modellgebiet für
Norderney in horizontaler Richtung 4 bis 5 mal stärker ausgedehnt als das Modellgebiet für
Langeoog (10km x 4km > 2km x 1.5km). Bezüglich der vertikalen Richtung ist dagegen das
Langeoog-Modellgebiet nur halb so mächtig in Z-Richtung (70m < 150m). Zusammen betrach-
tet ist das Norderneygebiet aber dennoch „anisotroper“ bezüglich der Gesamtabmessungen.
Andererseits wird für Norderney_2388.ng eine feinere NxM-Aufteilung (vgl. Kap. 4.3) in 13 Rei-
hen und 32 Spalten gewählt. Bei Langeoog_1266.ng sind es 14 Reihen und 21 Spalten. 
Aufgrund dieser Überlegungen sind Anisotropieergebnisse der selben Größenordnung zu er-
warten, vermutlich mit etwas stärkerer Anisotropie beim Norderney-Modell.
Die Ergebnisse der Maximal- und Durchschnittswerte von K, D und P in Tab. 7.5 sind für die
beiden Gitter Langeoog_1266.ng und Norderney_2388.ng tatsächlich ähnlich: Es sind
KÆG(Langeoog_1266.ng) =16.79; KÆG(Norderney_2388.ng) = 18.57; DÆG(Langeoog_1266.ng) = 3.39;
DÆG(Norderney_2388.ng) = 3.45; PÆG(Langeoog_1266.ng) = 19.28; PÆG(Norderney_2388.ng) = 20.14 .
Diese Ergebnisse bestätigen die obige Abschätzung. Die Resultate von Norderney sind etwas
größer, was sich mit der großen Diskrepanz in horizontaler Richtung erklären lässt.
Die Komplexität der Überlappungen von Schichten ist beim Modellgebiet für Langeoog (Abb.
7.10 rechts und Abb. 7.11) größer als beim Modellgebiet für Norderney (Abb. 7.6 rechts). Bei
Langeoog kommt es folglich zu mehr Fallunterscheidungen gemäß Kap. 4.6. Das erklärt den
niedrigeren Hexaederanteil und höheren Anteil an Tetraedern, Pyramiden und Prismen bei
Langeoog_1266.ng im Vergleich zu Norderney_2388.ng in Tab. 7.5.
Bei den Minimumwinkeln 'min sind Langeoog_1266.ng und Norderney_2388.ng ähnlich. Bei den
Maximumwinkeln 'max ist Langeoog_1266.ng etwas besser und es gelten 'maxÆG = 90.84° und
'maxÆmax <= 96.02° für Langeoog_1266.ng. Diese Winkeleigenschaften sind erfreulich und
werden bei Verwendung in numerischen Simulationen keine Schwierigkeiten bereiten.

Gittername : Langeoog_1266.ng
(Æ Abb. 7.11 f)

Norderney_2388.ng
(Æ Abb. 7.7 c)

#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H) 1266(6.95, 5.85, 36.65, 50.55) 2388(0.6, 0.6 , 12.8 , 86.0)

K(Ei): max, min, G (M Kap. 6.1)        70.58, 2.18, 16.79       99.32, 1.39, 18.57

D(Ei): max, min, G (M Kap. 6.2)         6.76, 2.53, 3.39       7.08, 2.51, 3.45

P(Ei): max, min, G (M Kap. 6.3)        122.34, 2.71, 19.28       115.65, 2.27, 20.14

(Ei): max, min, G (MKap.6.4)        96.02°, 90.00°, 90.84° (  131.82°, 89.98°, 99.77° (

(Ei): min, max, G (MKap.6.4)        1.15°, 89.99°, 63.09° (        0.67°, 90.0°, 72.6° (

Imax I I

Imin I I
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7.7 Orange County 

Die Grundwasserproblematik und die Größenverhältnisse des anisotropen Schichtengebiets
in Orange County werden in Kapitel 2.6 eingeführt. Das Gesamtgebiet besteht aus 3 grund-
wasserleitenden und 2 grundwasserhemmenden Schichten (vgl. Abb. 2.7, S. 16). 
Für dieses Gebiet hat Ralf Wahner mit der Software CLDM bzw. mit der hexaederbasierten
Methode (Kap. 4.4 bis 4.6) zahlreiche Geometrien und Gitter erzeugt. Einige Gitter aus seiner
Arbeit [207] sind in Abb. 7.12 dargestellt und werden nun besprochen.
Abb. 7.12Æa zeigt ein Gitter für das gesamte Grundwasserbecken bei einer Rasterung von
80x70, bzw. einer horizontalen Maschenweite von 2000ft. Die braunen Gitterelemente be-
schreiben den oberen Grundwasserleiter („SHALLOW AQUIFER“), die grünen Elemente den
mittleren Grundwasserleiter („MAIN PRODUCTION AQUIFER“) und die blauen Elemente den un-
teren Grundwasserleiter („LOWER AQUIFER“) (Æ vgl. Abb. 2.7, S. 16). 
Der mittlere Grundwasserleiter wird in 3 und der untere Grundwasserleiter in 5 Element-
schichten mit dem Verfahren aus Kap. 4.5 (split) unterteilt. In Abb. 7.12Æd1,d2 ist diese Unter-
teilung vergrößert dargestellt. Es besteht also die Möglichkeit, die Gitter bei variierenden
Mächtigkeiten anzupassen. 
In der vergrößerten Darstellung Abb. 7.12Æd1,d2 kann man bei genauer Betrachtung auch die
beiden geringmächtigen Toneinschlüsse zwischen den Aquiferen erkennen (vgl. Abb. 2.7, S.
16).
In Abb. 7.12Æa1-a5 wird für jede der 5 Schichten des Gesamtgebiets noch ein eigenes Gitter
erzeugt. Die Einzelgitter für den mittleren (Abb. 7.12Æa3) und unteren (Abb. 7.12Æa5) Aqui-
fer sind ebenfalls mit n = 3 bzw. n = 5 gesplittet.
In Abb. 7.12Æb ist ein Gitter für das Muttergestein (bedrock) dargestellt. Hiefür wird das Mut-
tergestein mit split in 10 Elementschichten aufgeteilt (farblich unterschieden). Die Abmessun-
gen dieses Gitters sind 160000ft x 140000ft x 4500ft.
Das Gitter in Abb. 7.12Æc zeigt, dass sich das Verfahren aus Kap. 4.4-4.6 auch bei einem nicht-
kartesischen Grundraster anwenden lässt. Das für den Grundriss von Orange County ange-
passte NxM-Vierecksgitter besteht aus 21 Spalten und 15 Reihen und wird mit der
Vorgehensweise aus Kap. 4.3 erzeugt (vgl. Abb. 4.14).
Zur besseren Anschauung sind die meisten Darstellungen in Abb. 7.12 fünffach in Z-Richtung
skaliert. Im Gegensatz dazu zeigt Abb. 7.12Æe das Gesamtgitter (Abb. 7.12Æa) im tatsächli-
chen Höhen-Breitenverhältnis (in Seitenansicht). Damit wird die Anisotropie des Gebiets ver-
anschaulicht. Diese Anisotropie wird auch in den Anisotropiewerten der Gitterelemente in
Tab. 7.7 ersichtlich. Die Gitter der beiden Tonlinsen a2.ng und a4.ng weisen dabei im Durch-
schnitt (Æ G) die größten Anisotropiewerte auf, da diese Schichten lediglich eine Mächtigkeit
von 50 m bzw. 100m besitzen (vgl. S. 16).
Der Hexaederanteil des Gitters aus Abb. 7.12Æa ist mit 49.2% vergleichsweise klein (Æ Tab.
7.7). Das liegt an den komplexen Ausstreichungen und Überlappungen der Schichten sowie
der zusätzlichen Verfeinerung des mittleren und unteren Aquifers mit der Software split (Kap.
4.5, [207]). Deshalb treten sehr viele Spezialfälle auf, für die Tetraeder, Pyramiden und Prismen
benötigt werden (Æ Abb. 4.20, S. 50). Bei den Gittern für die Einzelschichtungen a1.ng bis a5.ng
sind die Hexaederanteile dagegen sehr groß.
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Abb. 7.12  Gitter für das Grundwasserbecken in Orange County; aus [207] 
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Abb. 7.13  Grafik zu Tab. 7.6

Tab. 7.6  Elementverteilung in Abhängigkeit von der Maschenweite; aus [207]ÆÆÆÆTabelle 5.3 

In Abb. 7.13 bzw. Tab. 7.6 wird das Verhalten des Hexaederanteils in Abhängigkeit von der
Maschenweite systematisch untersucht. Die dazu verwendeten Orange County Gitter besitzen
für jede Subdomain nur eine Elementschicht (d.h. so wie in Abb. 7.12Æd1). Das Experiment be-
ginnt bei einer Maschenweite von 20000 ft bzw. einer Rasterung von 8x7. Die Maschenweite
wird danach sukzessive halbiert bis hin zu einer Maschenweite von 312.5 ft. Der Hexaederan-
teil nimmt dabei von 13.23% auf 94.24% zu. Im Gegensatz dazu wird der prozentuale Anteil
an Tetraedern, Pyramiden und Prismen mit zunehmender Feinheit des Rasters geringer. Dies
liegt daran, dass die Anzahl und die Form der Ausstreichungen unabhängig von der gewähl-
ten Rasterweite sind. Der prozentuale Anteil derjenigen Elemente, die für Ausstreichungen be-
nötigt werden (ÆTetraeder, Pyramiden und Prismen) nimmt bei feinerer Maschenweite folg-
lich ab. Damit erweist sich die vorgestellte Vernetzungsmethode, wie in Kap. 4.6 angekündigt,
für projektrelevante Beispiele tatsächlich als „hexaederbasiert“ (vgl. Kap. 3.4, 4.3 u. 4.7). 
In Tab. 7.8 wird die Anzahl der erzeugten Surfaces der Anzahl der zusammengefassten Surfaces
gegenübergestellt. Die Surfaces lassen sich mit der Methode SurfaceMerge zusammenfassen
(Kap. 4.7 und [88]). Es werden wieder die lgm/ng-Beispiele aus Tab. 7.6 verwendet. Bei Halbie-

Maschenweite (ft)
(Auflösung)

   

    20000
    (8 x 7)

    10000
   (16 x 14)

     5000
   (32 x 28)

     2500
   (64 x 56)

     1250
(128 x 112)

      625
 (256 x 224)

     312.5
 (512 x 448)

 #Elemente       136       489      1844      6534      23659    90518    352055

 Tetraeder (%)      34.55      16.97       9.86       5.43        2.27       1.05       0.48

 Pyramiden (%)      40.44      21.67     14.20       8.06       3.81       1.89       0.88

 Prismen (%)      11.76      26.58     30.15     22.37      13.96      8.24       4.39

 Hexaeder (%)      13.23      34.76     45.77     64.12      79.94     88.80     94.24
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Tab. 7.7 Anisotropiewerte K, DDDD und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Element-
taypeni typen; oben: für das gesamte Grundwasserleitersystem; unten: für Gitter der einzelnen
SchichteSchichten 

Tab. 7.8  Surface-Verhältnis in Abhängigkeit von der Maschenweite; aus [207]ÆÆÆÆTabelle 5.3, erweitert 

rung der Maschenweite vervielfacht sich die Surface-Anzahl („#Surfaces“) um den Faktor
3.5 bis 3.8. Die Anzahl der zusammengefassten Surfaces („#mergedSurfaces“) wächst dagegen
lediglich mit dem Faktor 1.3 bis 2.1 . Die Reduktion der Surface-Anzahl durch SurfaceMerge ist
gravierend. Bei einer Maschenweite von 625 ft entstehen z.B. 115530 Surfaces. Mit SurfaceMerge
kann diese große Surface-Anzahl auf 0.14% (158) reduziert werden. Die Geometriebeschrei-
bung wird dabei viel übersichtlicher und kann deutlich schneller in UG eingelesen werden.
Mit zunehmender Rasterfeinheit werden die Unebenheiten der Geometrie aber auch detaillier-
ter aufgelöst und durch zusätzliche Surfaces beschrieben. Das erklärt, warum die Anzahl der
zusammengefassten Surfaces in Tab. 7.8 (Æ merged Surfaces) überhaupt zunimmt. 
Für die geplanten numerischen Simulationen auf dem Orange County Grundwasserbecken
steht nunmehr eine breite Palette an brauchbaren lgm-Geometrien und ng-Gittern zu Verfü-
gung [207].                                                                 

Gitter: a.ng
Abb. 7.12 Æ a)

    #Elemente(%T, %Py, %Pr, %H)     17995 (5.0, 7.2, 38.6, 49.2)

    K(Ei): max, min, G (M Kap. 6.1)         616.71      3.17    14.53

    D(Ei): max, min, G (M Kap. 6.2)           13.79      2.62      3.32

    P(Ei): max, min, G (M Kap. 6.3)         631.04      1.44    15.71

  (Ei): max, min, G (M Kap. 6.4)         135.70°   89.97°     93.58° (

  (Ei): min, max, G (M Kap. 6.4)             0.19°   89.99°     62.75° (

Gitter: a1.ng 
Abb. 7.12 Æ a1

a2.ng
Abb. 7.12 Æ a2

a3.ng
Abb. 7.12 Æ a3

a4.ng
Abb. 7.12 Æ a4

a5.ng
Abb. 7.12 Æ a5

   #El.  1465 (0.0, 0.8, 0.6, 98.6)  1371 (0.0, 0.0, 0.0, 100.0)  4594 (1.7, 3.2, 12.7, 82.4)  1279 (0.0, 0.0, 0.0, 100.0)  4700 (3.2, 6.2, 24.9, 65.7)

   K(Ei)     56.92     4.18    10.42     40.69    40.56    40.60     49.88     3.17     5.10     21.32    20.28    20.32     43.04     4.49     7.11

  D(Ei)       5.44     2.74      3.23       5.70      4.20      4.98       4.17     2.64     2.81       4.57      3.28      4.05       4.53     2.70     2.96

  P(Ei)     46.92     5.45    11.80     57.50      1.42    53.21     24.31     4.45     5.94     28.95      1.43    27.10     34.35     5.00     7.67

 (Ei)     95.72°  90.06°  90.88°     94.20°  90.01°   90.74°   111.06°  90.00° 93.15°   107.80°  90.11°  92.44°   134.65°  90.00° 95.44°

 (Ei)       1.63°  89.94°  88.31°    85.80°   89.99°   89.26°       9.04°  89.92° 78.45°    72.20°   89.89°  87.56°       6.46°  89.86° 69.46°

Maschenweite (ft)
(Auflösung)

   200000
    (8 x 7)

    10000
   (16 x 14)

     5000
   (32 x 28)

     2500
   (64 x 56)

     1250
(128 x 112)

      625
 (256 x 224)

        #Surfaces      189      655     2419     8465    30363   115530

    #mergedSurfaces        17        26         42         57          74        158

   #mergedSurfaces 
   #Surfaces    0.01    

  
     8.99

  
     3.97

  
    1.74

  
     0.67

  
     0.24

  
     0.14

Imax I

Imin I

Imax

Imin

.
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7.8 Horizontalsilos

 

Abb. 7.14   Hybrides UG-Gitter für das Silo bei Golzow bestehend aus 10670 Gitterelementen; bla bla
bla bla aaai92.3% Hexaeder, 6.5% Prismen, 0.8% Pyramiden und 0.4% Tetraeder; bla bla bla bla bla val
bal b        aiiDarstellung mit realen Seitenverhältnissen

In Kapitel 2.7 wird das Horizontalsilo als anisotropes Schichtengebiet eingeführt. Der Verdich-
tungsprozess im Horizontalsilo soll simuliert werden [89, 205]. Eine wichtige Voraussetzung
hierfür ist die Möglichkeit, das Volumen des Silos bzw. seiner einzelnen Schichten berechnen
zu können.
In einem Experiment im Rahmen des BCN [11, 83] wurde von der LGF [126], einem Projekt-
partner an der Humboldt-Universität Berlin, die Oberfläche eines gefüllten Horizontalsilos bei
Golzow in Brandenburg mit Lasertheodolit und Spiegel an 705 Positionen von Hand vermes-
sen. Die Gesamtabmessungen des Horizontalsilos betragen ca. 80 m x 20 m x 4.5 m.
Gemäß der Vorgehensweise in Kap. 4.2.2 wurde an der LGF mit der Software Surfer [194] und
dem Kriging Verfahren [Kap. 4.2.2, 194 Æ Chapter 4Æ Gridding Methods] die Silooberfläche
approximiert (z.B. Abb. 7.15). Das Gesamtvolumen unter dieser Oberfläche wurde mit mehre-
ren Methoden [194 Æ Chapter 19] in Surfer berechnet (Tab. 7.9: SurferÆ...). Die Abweichungen
der Ergebnisse liegen lediglich im dm3-Bereich. 
Außerdem dient eine Surfer-Ausgabedatei, die die Silooberfläche beschreibt, als Inputdatei für
die in Kap. 4.5 beschriebene Software split. Mit dem Teilungsparameter n = 5 entstehen 5
Trennflächendateien als Eingabedateien für CLDM [207] bzw. das in Kap. 4.4 und Kap 4.5 be-
schriebene Verfahren zur Geometrie- und Gittererzeugung mit Mächtigkeiten. Es entsteht ein
Gitter aus 10670 Elementen. Das erzeugte „lgm,ng-Dateipaar“ lässt sich in das Simulations-
system UG [9, 10] einlesen (siehe Abb. 7.14). 
Mit dem Volumenberechnungsverfahren aus Kap. 6.2.1 bzw. der Software Eval_Volume_Area
[50] können die Volumina der einzelnen Gitterelemente berechnet und zum Gesamtvolumen
addiert werden. Je nachdem, ob die Hexaederberechnung mit Gl. (7.1) oder mit Gl. (6.4) (S. 81)
nach Zerlegung in 5 bzw. 6 Tetraeder durchgeführt wird, ergeben sich mehrere Gesamtvolu-
mina (Tab. 7.9: Eval_VolumeÆ...). Ähnlich wie bei den Surfer-Methoden (s.o.) liegen die Abwei-
chungen auch hier erfreulicherweise nur im dm3-Bereich.
Diese Ergebnisse bilden eine gute Voraussetzung, um die Verdichtung der zu detektierenden
Schichten bei der Simulation des Einlagerungsprozesses berechnen zu können [89].
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Tab. 7.9  Volumenberechnung für das Silo bei Golzow mit verschiedenen Methoden

Abb. 7.15  Oberfläche für das Silo bei Golzow, erzeugt mit Kriging in Surfer [194] bei 705 gegebenen
MesspunkMesspunkten; Darstellung 5-fach in Z-Richtung überhöht

Es besteht der Wunsch, realistische Bahnverfolgungsdaten vom Projektpartner [11, 126] in das
Verdichtungsvisualisierungssystem VVS [205] einzulesen, zu bearbeiten und Mächtigkeits-
dateien einzelner Siloschichten auszugeben (vgl. Kap. 2.7). Die Detektion von Trennflächen
einzelner Schichten aus den unregelmäßigen Fahrdaten ist allerdings eine komplexe Aufga-
benstellung, die in der Masterarbeit von S. Handel [89] untersucht wird.

   

Abb. 7.16   Hybrides UG-Gitter aus 2141 Elementen für ein Horizontalsilo bestehend aus 3 unregel-
mäßigen S mäßigen Schichten sowie 19 Schichten in progressiver Keiltechnik [145, 203]

Volumen für
Silo bei Golzow

SurferÆ 
Trapezoidal

SurferÆ 
Simpson

SurferÆ 
Simpson 3/8

SurferÆ 
Pos. Volume

Eval_VolumeÆ
6 Tet. für Hex. 

Eval_VolumeÆ 
5 Tet. für Hex.

Eval_VolumeÆ 
Gl. (7.1)

5367.56 m3 5367.59 m3  5367.58 m3  5367.55 m3     5367.52 m3    5367.56 m3    5367.53 m3
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Zur Veranschaulichung der sogenannten „progressiven Keiltechnik“ (vgl. Kap. 2.7, [145, 203])
werden exemplarisch 22 Mächtigkeitsdateien konstruiert, die an die Größenverhältnisse eines
realen Horizontalsilos angelehnt sind (20m lang, 10m breit, 4m hoch). Mit diesen Dateien und
den Methoden aus Kap. 4.4 und Kap. 4.5 wird eine lgm-Geometrie und ein ng-Gitter mit 20
Spalten und 10 Reihen erzeugt. Das entspricht einer Maschenweite von 1 m für das zugrunde
liegende kartesische NxM Rechtecksgitter. Die verwendete Schichtdicke wird nach Erfah-
rungswerten der LGF [126] in einem Beispiel mit 30 cm und in einem anderen mit 10 cm ange-
nommen. Abb. 7.16 zeigt für den „30 cm-Fall“ eine Visualisierung der Schichten und des
Gitters im Simulationssystem UG. 
Für die Hexaeder der beiden beschriebenen Beispiele sind in Tab. 7.10 die Anisotropiewerte
K, D, P sowie die dihedralen Winkel 'max und 'min  gemäß Kapitel 6 berechnet. 

Tab. 7.10  Anisotropiewerte K, DDDD, P und dihedrale Winkel für einen Hexaeder eines Horizontalsilo-
gitters ge gitters gemäß obiger Beschreibung

Die erzeugten Geometrien und Gitter für Horizontalsilos (z. B. in Abb. 7.14 und Abb. 7.16) kön-
nen in das Simulationssystem UG [10] eingelesen und für numerische Berechnungen verwen-
det werden. Außerdem können die Geometrien bzw. Gitter von den Programmen Radiana [47],
Eval_Volume_Area [50], SurfaceMerge [88] usw. genutzt werden. 

Schichtdicke K DDDD P ''''max ''''min

          30 cm (Æ Abb. 7.16)          3.48          2.71          5.35          106.70°           73.30°

          10 cm        10.44          3.40        15.34          106.70°           73.30°
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7.9 Willersinnweiher
 

Abb. 7.17   Gitter für den Willersinnweiher: links: hybrides Gitter aus 25390 Elementen, 14 Teil-
schichten, wschichten, willersinnweiher.mixgrid-split-14fold.86x56.ng ; rechts: reines Hexaedergitter
sad asdasd s willersinnweiher.pure-hexgrid.nosplit.171x111.ng mit 7179 Elementen, nur eine Element-
schicht, beidschicht; beide Gitter mit CLDM [207]

Zur Ermöglichung numerischer Simulationen hydrodynamischer Phänomene für den Willer-
sinnweiher (vgl. Kap. 2.8, S. 18) werden im Rahmen der Diplomarbeit von Ralf Wahner mit der
Software CLDM [207] mehrere Gitter mit den Verfahren aus Kap. 4.4 bis 4.6 erzeugt.
Für das Gitter in Abb. 7.17 links wird der Willersinnweiher mit der Software split und N = 14
aufgeteilt (Æ Kap. 4.5). So entstehen 15 Trennflächen und 14 Schichten, d.h. im Gitter liegen je
nach lokaler Tiefe des Sees bis zu 14 Elemente übereinander. Die Unebenheit des Seegrunds
und der große Wert für N führen zu zahlreichen Fallunterscheidungen gemäß Abb. 4.20 und
damit zu einem vergleichsweise geringen Hexaederanteil (Tab. 7.11Æ#Elemente). In diesem
Fall basieren die Gitterelemente auf einer horizontalen Rastermaschenweite von 10 m x 10 m
und einer vertikalen Maschenweite von ungefähr 18 m / 14     1.3 m. Die einzelnen Schichten
sind farblich unterschieden und lassen im „Gitterplot“ in Abb. 7.17 die tiefsten (rot) bzw. seich-
testen (blau) Stellen des Sees gut erkennen. Die Anisotropien der Gitterelemente werden mit
den Ergebnissen für die Anisotropiewerte K, D und P in Tab. 7.11 (mittlere Spalte) beschrieben.
Das Gitter in Abb. 7.17 rechts wird lediglich von zwei Trennflächen (Seeoberfläche und Seebo-
den) begrenzt und weist somit nur eine Elementschicht auf. Die Anisotropiewerte K, D und P
fallen dementsprechend kleiner aus (siehe in der rechten Spalte von Tab. 7.11) Das Gitter be-
steht ausschließlich aus Hexaedern (Tab. 7.11 Æ #Elemente). Sie besitzen in horizontaler Rich-
tung eine halb so feine Abmessung von 5 m x 5 m und in vertikaler Richtung je nach
Lokalisation eine Mächtigkeit zwischen 0 m und 18 m. 
Erfreulicherweise besitzen die Elemente beider Gitter in Abb. 7.17 keine extremen Winkel
(Tab. 7.11 Æ 'max und 'min). Diese Winkeleigenschaften sind notwendig für erfolgreiche nume-
rische Simulationen (vgl. Kap. 3.4, 4.1, 6.4 und 6.5).
Das rechte Gitter aus Abb. 7.17 wird in Simulationsrechnungen von Andreas Hauser et al.
[173] als Grobgitter einer anisotrop verfeinerten Mehrgitterhierarchie verwendet. Bei einer
anisotropen Verfeinerung werden die Hexaeder lediglich in vertikaler Richtung halbiert. Man
benötigt eine solche Verfeinerungsstrategie für die oberflächennahe Schicht, da dort hohe Strö-
mungsgeschwindigkeiten auftreten. 

$
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Bei den Simulationsrechungen wird eine Navier-Stokes Gleichung für ein inkompressibles
Fluid berechnet (erweitert mit einer thermischen Energiegleichung). Um physikalisch sinnvol-
le Ergebnisse zu erzielen, kommen moderne numerische Methoden auf massiv parallelen
MIMD Maschinen (z.B auf 128 Knoten des HELICS (HEidelberg LInux Cluster System)) zum
Einsatz [173]. 

Tab. 7.11 Anisotropiewerte K, DDDD    und P, dihedrale Winkel sowie prozentuale Verteilung nach Ele-
menttiypementtypen für die beiden Gitter aus Abb. 7.17

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gittername : willersinnweiher.mixgrid-
split-14fold.86x56.ng
(Æ Abb. 7.17 links)

willersinnweiher.pure-
hexgrid.nosplit.171x111.ng

(Æ Abb. 7.17 rechts)

#Elemente(%T, %Py, %Pr, %H)       25390  (7.5, 9.7, 60.5, 22.3)     7179(0.0, 0.0, 0.0, 100.0)

K(Ei): max, min, G (M Kap. 6.1)           21.29        7.76      10.34           3.64        1.09        2.11

D(Ei): max, min, G (M Kap. 6.2)             4.50        2.84        3.15           2.64        2.45        2.52

P(Ei): max, min, G (M Kap. 6.3)           20.73        7.91      11.14           3.91        1.77        2.67

(Ei): max, min, G (MKap.6.4)         128.68°    90.00°     98.99° (       129.65°    90.00°     96.87° (

(Ei): min, max, G (MKap.6.4)             5.39°    90.00°     50.36° (         50.35°    90.00°     83.13° (

Imax I I

Imin I I
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Kapitel   8                                                                                                                                                                                                                         
-                                                                                                        
Experimente mit Gittern für das Stratum 
für das Stratum corneum

In Kapitel 8 werden verschiedene Experimente mit Gittern für das Stratum corneum durch-
geführt. Die Geometriemodellierung und Vernetzung dieses anisotropen Schichtengebiets
erfolgt mit dem Verfahren aus Kapitel 5. 
Zunächst werden einige Gitter mit Messergebnissen und Bildern von mikroskopischen Unter-
suchungen verglichen (Æ Kap. 8.1). Danach erfolgt für ausgewählte Gitterbeispiele die Be-
rechnung der Anisotropiewerte und der dihedralen Winkel (Æ Kap. 8.2).
Nach Beschreibung der Grundlagen für die mathematische Modellierung (Æ Kap. 8.3) werden
erste Simulationsrechungen für die simple Modellmembran !sSC (Æ Kap. 8.4) und die reali-
tätsnahe Modellmembran !rSC (Æ Kap. 8.5) durchgeführt.
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8.1 Vergleich mit mikroskopischen Ergebnissen

Abb. 8.1  Oben: Lichtmikroskopische Aufnahme des Stratum corneum; aus [142] Unten UntenUnten
U       ntg Unten: eine ähnliche SC-Modellmembran mit den Methoden aus Kapitel 5

Abb. 8.1 zeigt oben eine lichtmikroskopische Aufnahme einer Stratum corneum Probe (vom
männlichen Oberkörper, [142]). Darunter ist eine dazu ähnliche Modellmembran aus 60 zu-
sammengebauten Tetrakaidekaedern in entsprechender Perspektive dargestellt. Dabei wer-
den folgende Werte verwendet: nrow = 3, ncol = 2, nhigh = 10, a =10, w = 30, h = 1,»L = 0.1
(Parameterdefinitionen siehe in Kap. 5.3.1 ff.). Mit diesen Eingabewerten erzeugt der
Tkd_Modeler [48] eine lgm-Geometrie mit 61 Subdomains sowie ein ng-Gitter mit 7020 Elemen-
ten.
Wie der Vergleich in Abb. 8.1 zeigt, lassen sich mit dem Geometriekonzept aus Kapitel 5 bei
entsprechender Einstellung der Parameter realitätsnahe SC-Modellmembranen erstellen.
Im Folgenden sollen mikroskopisch gemessene Volumina und Oberflächen von realen Kor-
neozyten mit berechneten Werten von Tetrakaidekaedermodellen verglichen werden.
In der Arbeit von T. Richter, R. Wiesendanger et al. [171] findet man Messergebnisse mit einem
Rasterkraftmikroskop (Nanoscope IIIa) für einzelne Korneozyten. Die Forscher bestimmten
die durchschnittliche Höhe, die Basisfläche sowie das Volumen von einzelnen herausgelösten
Korneozyten. Das Lipidgewebe war zuvor mit Triton X100 abgelöst worden. Die einzelnen
Korneozyten wurden zuerst in der Luft und später nach Anschwellung in destilliertem Wasser
vermessen (siehe [171, 172] und Abb. 5.2Æb1).
Dabei nahmen Höhe und Volumen der Korneozyten um ca. 50% zu, wohingegen ihre seitliche
Ausdehnung nahezu unverändert blieb (siehe Tab. 8.1). 
Angelehnt an diese Ergebnisse für reale Korneozyten werden mit den Methoden aus Kapitel   5
ähnliche „Korneozyten“ Ki in Tetrakaidekaederform erzeugt. Für den Parameter h werden die
selben Höhenwerte gewählt, die Richter et al. in ihren Experimenten mit vier unterschiedli-
chen Korneozyten vor und nach der Anschwellung gemessen haben, [171ÆTable 1]. Um ähn-
liche Resultate für das Volumen und die Basisfläche zu erhalten, werden a = 19 und w = 39
gewählt. Dieser Wert für die horizontale Ausdehnung w liegt im Größenbereich der von
Richter experimentell untersuchten Korneozyten (vgl. [171]ÆFig. 1, Fig. 2 u. Fig. 5 sowie Abb.
5.2Æb1). 
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_________________________________________________________________________________________________________________

  G Höhe  Basisfläche Volumen
# Luft dest. H2O % Luft dest. H2O % Luft dest. H2O %

[nm] [nm] [µm2] [µm2] [µm3] [µm3]
_________________________________________________________________________________________________________________

1 341(341) 506(506) 48(48) 1005(830) 1005(802) 0(-3) 331(283) 491(406) 48(43)
2 211(211) 330(330) 56(56) 1005(982) 1005(967) 0(-2) 205(207) 320(319) 56(54)
3 213(213) 345(345) 62(62) 1005(1055) 1005(1050) 0(-1) 207(225) 335(362) 62(61)
4 335(335) 480(480) 43(43) 1005(1112) 1005(1130) 0(  2) 325(373) 466(542) 43(46)

_______________________________________________________________________________________________________

Tab. 8.1  Vergleich der Werte für Volumen und Basisfläche von acht (4 
.
 2)Tetrakaidekaedergeome-

triemodeltriemodellen mit den Messungen von T. Richter an realen Korneozyten; Ergebnisse von
T. Richte T. Richter, hier in Klammern, sind übernommen aus „Table 1“ der Arbeit [171]

Die 4 
.
 2 = 8 erzeugten „Korneozyten-Vergleichsgitter“ im ng-Format können vom Software-

werkzeug Eval_Volume_Area [50] eingelesen werden. Dieses Programm kann mit den Formeln
und Zerlegungen aus Kap 6.2.1 und Kap. 6.2.2 das Volumen V, die Oberfläche Ao und die Ba-
sisfläche Ab eines beliebigen Gitters G(Ki) berechnen.
So liefert Eval_Volume_Area bspw. für einen Einheitstetrakaidekaeder KI mit konstanter Kan-
tenlänge a = 1 (ÆAbb. 5.7 u. Abb. 5.14) die Ergebnisse V(G(KI)) = 11.31, Ao(G(KI)) = 26.78 und
Ab(G(KI)) = 6.92. Diese Ergebnisse für KI können mit den Formeln aus Tab. 5.1 (S. 57) validiert
werden.
In Tab. 8.1 sind die Volumen- und Flächenresultate von Eval_Volume_Area für die 8 oben er-
wähnten „Korneozyten-Vergleichsgitter“ angegeben. Hinter jedem Messwert befindet sich in
Klammern Richters Messergebnis [171] des jeweils zugehörigen realen Korneozyten. Die An-
gabe der proportionalen Größenänderungen nach der Anschwellung im destillierten Wasser
erfolgt in Prozent.
Die Volumen- und Flächenergebnisse der „Korneozyten-Vergleichsgitter“ in Tab. 8.1 haben
alle dieselbe Größenordnung wie die Messwerte der realen Zellen bei T. Richter [171]. Dies
bekräftigt die Vorgehensweise aus Kapitel 5, Korneozyten mit Tetrakaidekaedern zu model-
lieren. 
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8.2 Anisotropiewerte und dihedrale Winkel einiger Gitterbei  gh 
cxveiniger Gitterbeispiele für Ti = Ki " li

Abb. 8.2  Einige Gitterbeispiele für Ti = Ki " li

Im Rahmen dieser Arbeit werden zahlreiche Tetrakaidekaeder Ti gemäß dem Konzept aus
Kap. 5.2 ff. erzeugt und vernetzt und zu Modellmembranen zusammengesetzt. Neben einigen
Ti mit einheitlichen Kantenlängen werden insbesondere Ti mit realitätsnahen Größenverhält-
nissen erzeugt und vernetzt (ÆAbb. 8.2). 
Zu den erzeugten Gittern G(Ti) = G(Ki " li) = G(Ki) " G(li) sind in Tab. 8.2 die Anisotropiewerte
K, D, P und die dihedralen Winkel berechnet. Zusätzlich erfolgt die Berechnung jeweils für die
Teilgitter G(Ki)  (Æ„Korneozyt“) und G(li) (Æ„Lipidanteil“). Eine Darstellung der Elementver-
teilung wie in den Tabellen von Kapitel 7 ist hier redundant, da unabhängig von der Anzahl
der zusammengesetzten Ti immer 17.95% Hexaeder, 61.54% Prismen, 5.13% Pyramiden und
15.38% Tetraeder entstehen (vgl. Kap. 5.4.3).
Für die 4 realitätsnahen Gitter ist w = 30, h = 1, fscale = 1.1 konstant gewählt und a wird variiert.
Für die beiden isotropen Gitter ist a = 1, w = 3, h = :6, konstant gewählt und fscale wird zwischen
(h+h/10)/h = 1.1 und (h+a)/h $ 1.408 variiert. Die Lipidkanaldicke beträgt bei den 4 realitäts-
nahen Beispielen »L=0.1 und bei den Ti mit einheitlichen Kantenlängen gilt oben »L=a und
unten »L=h/10.
Das Beispiel mit dem blaugefärbten Lipidanteil entstammt der SC-Modellmembran !sSC (vgl.
Abb. 5.9b auf S. 67), die bei den Simulationsrechnungen in Kap. 8.4 zum Einsatz kommt. Das
Gitter mit a =14.9 wird in den Simulationsrechnungen mit !rSC in Kap. 8.5 verwendet.
Bei den 4 realitätsnahen Beispielen ergeben sich hohe Anisotropiewerte für die Gitterelemente
(Æ Tab. 8.2). Für die „Korneozyten“ errechnet man bspw. für D(Ei)MG Ergebniswerte zwi-
schen 4.19 und 4.64. Im Vergleich dazu gilt bspw. für das Gitter beim anisotropen Schichten-
gebiet komplex D(Ei)MG = 4.6 (Kap 7.2ÆTab. 7.2).
Wie zu erwarten, sind die Anisotropieergebnisse für die „Lipidkanäle“ noch größer. Hier be-
rechnet man für D(Ei)MG Werte zwischen 5.0 und 6.72. Diese Ergebnisse sind größer als bei
allen Gitterbeispielen aus Kapitel 7 mit Ausnahme der Gitter für das extrem anisotrope Schich-
tengebiet WIPP mit D(Ei)MG{WIPP_4sclices.ng}=7.32 (ÆKap. 7.1).
Die Maximalwerte D(Ei)Mmax liegen für die 4 realitätsnahen Beispiele zwischen 7.8 und 8.7 .
Diese Ergebnisse sind den Werten bei den Gittern für das Gebiet Norderney ähnlich mit
D(Ei)Mmax{Norderney_2388.ng} = 7.08 und D(Ei)Mmax{Norderney_1104.ng} = 8.60 (ÆKap.    7.5).

w = 30, h = 1, fscale = 1.1

a =
 1

, w
 =

 3
, h

 =
 :

6

 fscale 

 fscale a = 14.9

a = 1a = 10

a = 13
= 1.41

= 1.10 
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Tab. 8.2  Anisotropiewerte K, DDDD , P und dihedrale Winkel für die Gitterbeispiele aus Abb. 8.2 

Die durchschnittlichen minimalen Winkelwerte 'min(Ei)MG liegen für die „Korneozyten“ bei
den 4 realitätsnahen Beispielen zwischen 18° und 36° und für die „Lipidkanäle“ zwischen 15°
und 38°, die durchschnittlichen maximalen Winkelwerte 'max(Ei)MG liegen für die Korneozy-
ten zwischen 94° und 115 ° und für die „Lipidkanäle“ zwischen 124° und 159°.
Die meisten Winkel der Gitter G(Ti) = G(Ki " li) sind weit entfernt von 0° oder 180° und selbst
die Extrema der Winkelergebnisse 'max(Ei)Mmax und 'min(Ei)Mmin liegen noch in vertret-
barem Rahmen: Für a=14.9, ist 'min(Ei)Mmin = 9.28° und 'max(Ei)Mmax = 132.33°. Für a=13, ist
'min(Ei)Mmin = 7.89° und 'max(Ei)Mmax = 167.93°. Für a=10, ist 'min(Ei)Mmin = 3.28° und
'max(Ei)Mmax = 175.06°. Für a=1, d.h. bei nahezu maximaler Überlappung der „Korneozyten“
ist 'min(Ei)Mmin = 1.18° und 'max(Ei)Mmax = 178.23°.

Für die isotropen Gitterbeispiele (Æ Abb. 8.2 rechts) fallen die Anisotropiewerte klein aus. Für
fscale =1.41 ist bspw. D(Ei)MG = 2.78. Das ist fast so klein wie D(Ei)MG{Layered_1890.ng}= 2.49
beim isotropen Gitterbeispiel aus Kap. 7.3 . 
Die Winkel bei den isotropen Gitterbeispielen sind alle weit entfernt von 180° und 0° und es
gelten 'min(Ei)MG  42°, 'max(Ei)MG   109°, 'min(Ei)Mmin > 14° und 'max(Ei)Mmax < 130°.

Gitter:   K(Ei)  (M Kap. 6.1)

  max,     min,     G
  D(Ei) (M Kap. 6.2)

  max,     min,     G
    P(Ei): (M Kap. 6.3)

  max,     min,     G
  (Ei):  (M Kap. 6.4)

  max,     min,     G
  (Ei): (M Kap. 6.4)

  min,     max,     G

       Ti_a14.9.ng  298.90     6.11   119.11    8.27     2.98      4.67  345.40     6.12   131.54  132.33°   90.00° 108.55°    9.28°   80.17°   36.38°

       Ki_a14.9.ng  258.08     6.11     82.69    6.39     3.00      4.38  290.36     6.12     87.62  118.61°   90.00°   94.60°    9.28°   80.17°   35.50°

       li_a14.9.ng  298.90     7.37   161.61    8.27     2.98      5.00  345.40     8.32   182.75  132.33° 118.13° 124.82°  15.58°   61.87°   37.40°

       Ti_a13.ng  260.12     2.02     79.48    7.90     3.27      5.01  300.40     8.82     99.97  167.93°   90.00° 127.94°    7.89°   60.00°   26.89°

       Ki_a13.ng    39.00     2.02     25.01    5.77     3.27      4.19    80.53     8.82     33.21  163.90°   90.00° 111.11°    7.89°   60.00°   26.71°

        li_a13.ng  260.12   21.04   143.02    7.90     4.36      5.97  300.40   51.85   177.84  167.93°   96.08° 147.58°  12.07°   60.00°   27.11°

       Ti_a10.ng  200.05     2.00     70.14    7.82     4.04      5.60  236.96   19.17   101.28  175.06°   90.00° 132.78°    3.28°   60.00°   20.10°

       Ki_a10.ng    30.00     2.00     22.46    6.40     4.04      4.63    69.56   19.17     32.65  173.41°   90.00° 113.83°    3.28°   60.00°   21.05°

        li_a10.ng  200.05   21.84   125.76    7.82     5.76      6.72  236.96 127.48   181.33  175.06°   92.47° 154.89°    4.94°   60.00°   18.99°

       Ti_a1.ng  355.68     2.00     83.38    8.69     2.60      5.52  356.42     3.61   136.24  178.23°   90.00° 134.95°    1.18°   60.00°   17.08°

       Ki_a1.ng    48.51     2.00     27.23    8.18     2.60      4.64  113.60     3.61     43.32  177.64°   90.00° 115.00°    1.18°   60.00°   18.54°

        li_a1.ng  355.68   11.00   148.88    8.69     3.62      6.54  356.42   23.14   244.64  178.23°   90.89° 158.17°    1.77°   60.00°   15.36°

  Ti_ac fscale1.4.ng      3.94     1.21       2.85    3.21     2.58      2.78      6.94     2.46       4.13  129.93°   90.00° 108.87°  14.49°   72.92°   41.33°

  Ki_ac fscale1.4.ng      3.94     1.21       2.83    3.21     2.58      2.84      6.94     2.46       4.45  116.19°   90.00°   95.75°  14.49°   72.92°   39.44°

  li_ac fscale1.4.ng      3.09     2.36       2.87    2.80     2.59      2.70      4.05     3.34       3.77  129.93° 115.44° 124.17°  26.43°   64.56°   43.53°

  Ti_acfscale1.1.ng      9.19    1.22        5.50    3.26     2.55      2.93    12.96     2.45       7.26  129.05°   90.00° 108.96°  15.79°   70.53°   42.83°

  Ki_ac fscale1.1.ng      3.46    1.22        2.58    3.15     2.55      2.81      6.47     2.45       4.17  115.24°   90.00°   96.11°  15.79°   70.53°   40.67°

  li_ac fscale1.1.ng      9.19    7.56        8.91    3.26     2.97      3.07    12.96     9.88     10.87  129.05° 113.25° 123.94°  29.76°   66.75°   45.35°

Imax Imin

$ $
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8.3 Modellgleichungen und numerische Verfahren

Die Grundlage für die Modellierung der Arzneimitteldiffusion durch das Stratum corneum
bildet das Prinzip der Massenerhaltung:

     (8.1)

Dabei beschreibt c(x,t) die Arzneimittelkonzentration und j(x,t) die Teilchenstromdichte* im
Gebiet !SC  . Nach dem Fick‘schen Gesetz (8.2) ist die Teilchenstromdichte proportional zum
Diffusionskoeffizienten und dem Konzentrationsgradienten.

j (x ,t ) = - D  Åc (x ,t )  (8.2)

Der Permeabilitätstensor D = D ( x ) wird stückweise konstant gewählt und entspricht je nach
Ort dem Diffusionskoeffizienten der Korneozyten oder der Lipidschicht:

     (8.3)

Sowohl die Lipidphase als auch die Korneozytphase werden jeweils als homogen und permea-
bel angenommen. Die Diffusionsgeschwindigkeiten in beiden Phasen lassen sich beliebig ein-
stellen und den lipophilen und hydrophilen Eigenschaften eines Stoffes anpassen.
Durch Einsetzen von Gl. (8.2) in Gl. (8.1) erhält man die partielle Differentialgleichung, die den
Diffusionsprozess für !SC beschreibt.

     (8.4)

* Die Teilchenstromdichte bezeichnet die Anzahl der Atome, die in einer bestimmten Zeit durch eine bestimmte Fläche, die senkrecht zum
bbDiffusionsstrom steht, diffundiert.

dc x t,( )
dt------------------- j x t,( )–= div

D x( )
DLip x Lipid-

DKor x Korneozyt-
N
O
P
O
Q

=

dc x t,( )
dt------------------- D%c x t,( )( )= div
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Um den Fluss an den seitlichen Rändern zu verhindern werden an Rl , Rr , Rv  und Rh zunächst
homogene Neumann Randbedingungen Sc/Sn = 0 gewählt (siehe in Abb. 8.5). In einer späte-
ren Arbeit wird dann mit periodischer Randfortsetzung gerechnet [150, 151]. Dies ist mit den
Tetrakaidekaedermodellen aus Kapitel 5 möglich.
Die Diffusion des Arzneimittels durch die heterogene SC-Modellmembran soll vom unteren
Rand Ru zum oberen Rand Ro erfolgen. Es werden perfekte Quell- und Senkenbedingungen
angenommen, d.h. die Arzneimittelkonzentration c ist immer 1 bei Ru und 0 bei Ro. 
Die Anfangsbedingung zum Zeitpunkt t =0 lautet c (x ,0) = 0, d.h. es befindet sich zu Beginn
kein Arzneimittel in !SC .
Die relative Permeabilität der Korneozyt- und Lipidphasen ist gegeben durch den Quotienten
™ = DKor/DLip. Damit beschreibt ™ die Größe der Barriereeigenschaft der Modellmembran.
Typischerweise ist ™ immer kleiner als 1, da die Korneozyten weniger permeabel sind als die
Lipidkanäle. 
Die Gleichungen werden zuerst durch ein diagonal implizites Runge-Kutta-Verfahren (DIRK)
2. Ordnung in der Zeit diskretisiert. Man erhält in jedem Zeitschritt eine elliptische partielle
Differentialgleichung. Diese PDG wird mit einer baryzentrischen Finite-Volumen-Methode,
[8, 85, 100ÆS. 44 ff., 204] im dreidimensionalen Raum diskretisiert. 
Es ist eine große Anzahl an Gitterknoten erforderlich, um die komplexe Struktur von !SC und
die großen Permeabilitätssprünge an den Lipid-Korneozyt-Grenzen zu berücksichtigen. So
entstehen große lineare Gleichungssysteme. Zur Lösung werden Mehrgitterverfahren einge-
setzt [84, 220, 222]. Um einen robusten Löser zu erhalten, wird der ILU" -Glätter aus [220] ver-
wendet und " optimal eingestellt.
Als Ergebnis erhält man Arzneimittelkonzentrationsprofile innerhalb der heterogenen
SC-Modellmembran !SC , die für verschiedene Werte von ™ das ganze Spektrum von völlig
permeablen bis zu hoch impermeablen Korneozyten repräsentieren (Æ Kap. 8.4 u. 8.5). Der
stationäre Zustand sieht in den betrachteten Fällen immer gleich aus. Er gibt daher keinen Auf-
schluss über die genauen Transportwege im Gewebe. Für ein genaueres Verständnis der
Transportwege sind somit eine zeitliche Auflösung bzw. zeitabhängige Arzneimittelkonzen-
trationsprofile unerlässlich.
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8.4 Erste Simulationsrechnungen mit der Modellmembran !!!!sSC 

Die heterogene Modellmembran !sSC wird bereits in Abb. 5.9 auf S. 67 in verschiedenen An-
sichten dargestellt. !sSC besteht aus 5 Reihen, 4 Spalten und 3 Schichten mit insgesamt 60
„Korneozyten“ in Einheitstetrakaidekaederform. Die „Korneozytenhöhe“ h in !sSC ist wie im
realen Stratum corneum zehn mal so groß wie die „Lipidkanaldicke“ »L gewählt [93]. Die Geo-
metrieparameter aus Kap. 5.3 sind folgendermaßen eingestellt: a = 1, w = 3, h = :6, »L = :6/10,
nrow = 5, ncol = 4 und nhigh = 3. Gemäß Kapitel 5.2 entsteht eine lgm-Geometrie aus 5 

.
 4 

.
 3 + 1   =   61

Subdomains sowie gemäß Kapitel 5.4 ein Grobgitter im ng-Format mit 60 
.
 117 = 7020 Elementen.

Die Ergebnisse für die Anisotropiebeschreibungen K, D, P und die dihedralen Winkel der Git-
terelemente können in Tab. 8.2 den letzten 3 Zeilen entnommen werden. 

 

Abb. 8.3   Konzentrationsprofile nach t = 190 sec bei unterschiedlicher relativer Permeabilität ™™™™

Mit der erzeugten Geometrie und dem erzeugten Gitter für !sSC werden Simulationsrechnun-
gen durchgeführt. Dabei wird das Grobgitter zweimal regulär verfeinert, so dass 245289 Kno-
ten entstehen. 
Bei den Experimenten zu Abb. 8.3 und Abb. 8.4 wird die relative Permeabilität ™ = Dcor / Dlip
variiert (ÆKap. 8.3) und Konzentrationsprofile zu verschiedenen Zeitpunkten betrachtet. 
In Abb. 8.3 werden für ™  {1, 10-3, 10-6} drei Konzentrationsprofile zum Zeitpunkt t = 190 sec
dargestellt. Es wird deutlich, dass die Konzentrationsprofile von ™ abhängen. Für ™ = 1
beziehungsweise Dcor = Dlip sind die „Korneozyten“ völlig permeabel und es entsteht eine
homogene Modellmembran. Je kleiner ™ wird, desto deutlicher wird der interzelluläre
Diffusionsweg sichtbar.

In Abb. 8.4 werden für ™  {1, 10-1, 10-3} Konzentrationsprofile zu verschiedenen Zeitpunkten
dargestellt. In der rechten Spalte sieht man für jedes ™ ein Konzentrationsprofil nach einer Zeit
'™  nahe des stationären Zustands. Die Bilder der mittleren Spalte zeigen Konzentrationspro-
file nach t = '™/14. In der linken Spalte sind Konzentrationsprofile nach t = '™/300 dargestellt,
d.h. zu Beginn des Diffusionsprozesses.

ε = 1 ε = 10-3 ε = 10-6   ™ = 1 ™ = 10-3 ™ = 10-6
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Abb. 8.4  Konzentrationsprofile in Abh. der relativen Permeabilität &&&& und der verstrichenen Zeit t. Es
werdiiii   werden Konturlinien für die Konzentration zwischen ÌÌÌÌu  =  1 and ÌÌÌÌo  =  0 angezeigt. Die Konzen-
trationiii tration nimmt von der blauen Konturlinie zur roten Konturlinie in gleichen Abständen zu.

Für ™ = 1 sind Korneozyt- und Lipidphase gleich permeabel und !sSC reduziert sich auf eine
homogene Membran [34]. Als Ergebnis erhält man glatte horizontale Konturlinien, die konti-
nuierlich durch beide Phasen laufen (Abb. 8.4, obere Zeile). 
Mit einer Reduktion der Korneozytenpermeabilität um Faktor 10 wird ™ = Dkor/Dlip = 10-1. So
erhält man eine heterogene Modellmembran. Das führt zu wellenförmigen Konturlinien (siehe
Abb. 8.4, mittlere Zeile). Die Wellengipfel liegen in den „Lipidkanälen“, da die Diffusions-
geschwindigkeit dort größer ist als in den „Korneozyten“.
Wenn die relative Permeabilität auf  ™   = 10-3 verkleinert wird, sieht man geschlossene Kontu-
ren innerhalb jedes „Korneozyten“ (Abb. 8.4, untere Zeile). Da die „Korneozyten“ jetzt 103 mal
weniger permeabel sind als das Lipid, umströmt das Arzneimittel zu Beginn die „Korneozy-
ten“, bevor es vertikal und horizontal hindurchdiffundiert.
Selbst bei noch kleineren Werte der relativen Permeabilität ™ ergibt sich in der Simulation ne-
ben der Diffusion durch die „Lipidphase“ immer auch eine intrazelluläre Arzneimitteldiffusi-
on durch die Korneozyten.

ε 
=

 1
t = '1/300 = 0.1 sec  

t = '0.1 = 98 sec

t = '1/14 = 2.4 sec t = '1 =34 sec

t = '0.1/ 14 = 7 sect = '0.1/300 = 0.3 sec

ε 
=

 1
0-3

t = '0.001 =1386 sect = '0.001/14 = 99 sect = '0.001/ 300 = 4.6 sec

ε 
=

 1
0-1
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8.5 Erste Simulationsrechnungen mit der Modellmembran !!!!rSC 

Die realitätsnahe SC Modellmembran !rSC besteht aus 3 Reihen, 2 Spalten und 10 Schichten
mit insgesamt 60 Tetrakaidekaedern. Angelehnt an die 2D-Arbeiten von M. Heisig [93] besitzt
jeder „Korneozyt“ eine horizontale Ausdehnung von 30 µm, eine vertikale Ausdehnung von
1 µm und die „Lipidkanäle“ haben eine Dicke von 0.1 µm. 
Die Geometrieparameter aus Kapitel 5.3 sind folgendermaßen eingestellt: a = 14.9, w = 30,
h = 1, »L = 0.1, nrow = 3, ncol = 2 und nhigh = 10. Gemäß Kapitel 5.2 entsteht eine lgm-Geometrie
aus 3 . 2 . 10 + 1 = 61 Subdomains sowie gemäß Kapitel 5.4 ein Grobgitter im ng-Format mit
60 . 117 = 7020 Elementen. Die Ergebnisse für die Anisotropiebeschreibungen K, D, P und die
dihedralen Winkel der Gitterelemente können in Tab. 8.2 den ersten 3 Zeilen entnommen wer-
den. Bei den Rechnungen werden nach 2facher Gitterverfeinerung 246749 Knoten verwendet.
Abb. 8.5 zeigt links die Modellmembran !rSC und die verwendeten Randbedingungen, die in
Kap 8.3 eingeführt werden. In dem vergrößerten Ausschnitt rechts daneben sind die charakteri-
stischen Abmessungen eingetragen. Die „Lipidmatrix“ wird in Abb. 8.5 nur zwischen den „Kor-
neozyten“ dargestellt und ansonsten zur besseren Anschauung weggelassen (vgl. Abb. 5.9).
Die Barriereeigenschaft des Stratum corneum lässt sich durch die Lagzeit 0 charakterisieren.
Für ein homogenes Medium, d.h. & = 1, kann die Lagzeit mit 0 = l2/(6D) analytisch berechnet
werden [34].
Dabei ist l die Dicke der Membran. Für !rSC gilt l = 10 . 1.0µm + 10 .  0.1µm = 11µm. Für eine
homogene Membran gilt DKor = DLip  . In diesem Fall kann für D der aus der Literatur bekannte
Wert für DLip = 10-8 cm2/sec [132] verwendet werden. Der analytische Wert für 0 ergibt bei
!rSC  für ein homogenes Medium somit 0 = (11µm)2/(6 

. (10-8 cm2/sec)) = 20.167 sec. Dieser Wert
wird zur Validierung des Simulationsprogramms verwendet.
Wenn man die Permeabilität der „Korneozyten“ verringert, d.h. DKor < DLip setzt, wird die
relative Permeabiltät & kleiner als 1 und es entsteht eine heterogene Membran. Für impermea-
bler werdende Korneozyten bzw. für & gegen 0 nimmt die Lagzeit 0  zu und nähert sich einem
asymptotischen Grenzwert [93].
Abb. 8.6 zeigt einige Ergebnisse der numerischen Simulationen mit !rSC . Es sind vier Konzen-
trationsprofile mit verschiedenen relativen Permeabiltiäten ™  {1, 10-3, 10-6} zu unterschied-
lichen Zeiten t dargestellt. 
Ganz oben in Abb. 8.6 ist ™ = 1. Die Korneozyt- und Lipidphase sind gleich permeabel und !rSC
wird zu einer homogenen Membran. Das Ergebnis zeigt parallele, horizontale Konturen, die
kontinuierlich durch beide Phasen gehen. 

Reduziert man die relative Permeabilität um Faktor 1000 zu ™ = 10-3, dann erhält man wellen-
förmige Konturen (siehe zweites Bild in Abb. 8.6 für t = 224 sec zu Beginn des Diffusionspro-
zesses). Die Wellengipfel befinden sich in den „Lipidkanälen“, da dort die Diffusions-
geschwindigkeit größer ist als in den „Korneozyten“.
Für ™ = 10-3 sieht man in der numerischen Simulation im stationären Zustand nach t   =   3h    47min,
dass die Arzneistoffe nicht nur durch die „Lipidphasen“ (interzellulär) sondern auch durch
die „Korneozyten“ dringen (intrazellulär), selbst wenn letztere 1000 mal weniger permeabel
sind (siehe 3. Teilbild von Abb. 8.6). 
Ganz unten in Abb. 8.6 ist ™ = 10-6, d.h. dass die Permeabilität der „Korneozyten“ nochmals um
Faktor 1000 geringer ist. In diesem Fall verläuft der Diffusionsweg vorwiegend interzellulär in
den „Lipidkanälen“.
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Abb. 8.5  SC Modellmembran !!!!rSC mit Randbedingungen (links) und Abmessungen (rechts) 

 

Abb. 8.6  Konzentrationsprofile in !!!!rSC für verschiedene Permeabilitäten &&&& zu unterschiedlichen
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Kapitel   9                                                                                                                                                                                                                         
-                                                                                                        
Schlussbetrachtung und Ausblick

Motiviert durch ein Projekt [41, 42] über dichtegetriebene Grundwasserströmungen und
Radionuklidtransporte oberhalb von Salzstöcken wurde ein Geometrie- und Gittergenerie-
rungskonzept entwickelt. Durch die Verwendung von Mächtigkeiten anstelle von absoluten
Höhenwerten wird ein Geometriemodell ohne unerwünschte Schnitte realisiert. Eine Vernet-
zungsmethode mit vertikalen Elementkanten, die senkrecht zu den horizontal liegenden an-
isotropen Deckgebirgsschichten verlaufen, führt zu hybriden UG-Gittern, die aus Tetraedern,
Pyramiden, Prismen und größtenteils Hexaedern bestehen.
Es stellte sich heraus, dass sich diese Vorgehensweise auch für andere Geoschichtungen
(Nordseeinseln, Orange County) sowie anisotrope Schichtengebiete im landwirtschaftlichen
Bereich (Horizontalsilos) und limnologischen Bereich (Willersinnweiher) bewährt.
Auch für die oberste Schichtenfolge der menschlichen Epidermis (Stratum corneum) wurde
die Grundidee vertikaler Gitterkanten bei horizontal verlaufenden Schichtungen verwendet.
Um dem Entstehungsprozess und dem komplexen Aufbau des Stratum corneum gerecht zu
werden, wurde hier allerdings ein spezielles Verfahren entwickelt, das auf einem Modell
in-sich-geschachtelter Tetrakaidekaeder basiert. Diese ermöglichen ein flexibles Geometrie-
modell für die oberflächensparende Anordnung ineinandergreifender Zellstapel. Auch hier
erfolgt eine hybride Vernetzung mit den 4 UG-Elementtypen.
Die vorgestellten Methoden ermöglichen es, für realitätsnahe anisotrope Schichtengebiete aus
unterschiedlichen aktuellen Forschungsbereichen lgm-Geometriebeschreibungen und geeig-
nete ng-Gitter mit möglichst vielen Hexaedern bzw. Elementen ohne extreme Winkeleigen-
schaften zu erzeugen. 
Der hohe Hexaederanteil ist erfreulich, da Hexaeder besser angepasst und ausgerichtet wer-
den können und bessere Approximationseigenschaften bieten als Tetraeder. Außerdem benö-
tigt man mit Hexaedernetzen weniger Knoten und damit weniger Freiheitsgrade.
Gute Winkel sind wichtig, da extrem stumpfe Winkel nahe 180° den Interpolations- und Dis-
kretisierungsfehler und extrem spitze Winkel nahe 0° die Kondition der Steifigkeitsmatrix be-
einträchtigen können.
Neben guten Winkeleigenschaften ist auch eine bestimmte Elementausdehnung, typischer-
weise senkrecht zur Richtung des Gradienten der Lösung, von großem Vorteil. In diesem Zu-
sammenhang wurden die beiden neuen Maße D und P zur Beschreibung der Anisotropie von
Gitterelementen vorgestellt. 
Somit bildet diese Arbeit eine gute Basis, bei numerischen Simulationen den Aspekt der Gitter-
elementqualität in besonderer Weise zu berücksichtigen.
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Mit Hilfe der neuen Methoden konnten bereits verschiedene numerische Simulationen (z.B.
von dichtegetriebenen Grundwasserströmungen, Entstehung von Süßwasserlinsen, Arznei-
mitteldiffusionen) auf praxisrelevanten Geometrien und Gittern ermöglicht werden. Neben
den vorgestellten Simulationen sind auch in Zukunft weitere Projekte geplant, bei denen die
vorgestellten Geometrie- und Gitterkonzepte zum Einsatz kommen sollen. Zum Beispiel soll
die Grundwassermigration im Grundwasserbecken von Orange County oder die Verände-
rung von Süßwasserlinsen in Nordseeinseln bei erhöhter Brunnenförderung simuliert wer-
den.

Darüberhinaus ist angedacht, verschiedene Teilaspekte dieser Arbeit weiterzuentwickeln: 
Durch die erweiterten Möglichkeiten der periodischen Randfortsetzung innerhalb des Simu-
lationssystems UG ist eine Optimierung des Tetrakaidekaedermodells mit einer Reduktion der
benötigten Gitterelementzahl denkbar.
Für komplexere Grundrisse als Orange County stößt die Erzeugungsmethode von NxM Vier-
ecksgittern an ihre Grenzen. Deshalb besteht die Überlegung, bei einem entsprechenden
Grundriss ein unstrukturiertes Dreiecksgitter zu verwenden und die in Kapitel 4 beschriebe-
nen Methoden hierfür anzupassen, was allerdings zu 3D-Gittern aus Tetraedern, Pyramiden
und überwiegend Prismen aber keinen Hexaedern führt.
Durch das Zusammenfassen von Randflächen (Æ Kap. 4.7) konnte die Handhabung komple-
xer Geometrien und Gitter in UG stark vereinfacht und beschleunigt werden. Durch Löschen
von Lines wurden Surfaces miteinander „verschmolzen“. Ähnlich dazu wäre es im Rahmen der
Geometrieaufbereitung denkbar, Subdomains durch Löschen von Surfaces zusammenzufassen.
Dabei könnte man auf die bestehenden Konzepte zurückgreifen.

Insgesamt leistet diese Arbeit über die Geometriemodellierung und Gittererzeugung für an-
isotrope Schichtengebiete einen interdisziplinären Beitrag an der Schnittstelle zwischen
Angewandter Informatik, Numerischer Simulation und verschiedenen wissenschaftlichen
Anwendungsgebieten.
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