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\Venn eine  bestindig  konvergierende, nach rationalen und
rationalzahligen Iunklionen von x fortschreitende Reihe

(D v () F () g ()
die Eigenschall hat, dah sich fin eine beliebig grofs gegebene Zahl
n stets ein Wert des Index n angeben 1346(, der grofer als v, und
{fiir den ein algebraischer, nieht rationaler Wert o der Variabeln
der Summe

(@) v @) o)y (@) 4
cinen rationalen Wert erteilt, so wird fiir alle Losungen der mit
Adjungicrung rationaler Zahlen irredukiibeln Gleichung, welcher
a geniigt, die Summe (2) mil inumer grofler werdenden Werlen
des Index n jedesmal stets denselben ralionalen Werl annehmen,
und somit die Reihe (1) fiiv alle diese Losungen ein und der-
selben GréBe A beliebig nahe kommen.

Daraus geht unmitleltbar hervor, daf, wenn ecine Rejhe
von der Form (1) nur fitr solche Werte von x denselben
Wert A annimmé, von denen nicht zwei derselben einer
mit Adjungierung rationaler Zahlen ivveduktibeln Glei-
chung angehdren konnen, die Summe (2) von ecinem be-
stimmlen n an stels einen irrationalen Wert annebhmen
wird, da, wenn die Werte des Index n, {iir welche diese Summe
einen rationalen Wert hat, sich ins Unendliche crstreckten, alle
Losungen der irreduklibeln Gleichung, welcher o geniigl, der
gesamten Rethe denselben Werl A erteilen wiirden, was durch
die Annahme ausgeschlossen ist.

Ist die Reihe (1) nur in einem beschrinkten Gebiete konver-
gent, so wiirde der Salz noch seinem Worllaule nach Dbestehen
bleiben, wenn man von einer fir x = B divergierenden Reihe (1),
welche die Kigenschaft hat, daB bhei Annahme einer beliehig
kiemen GroBe d und einer bheliehig grofen Zahl n slels eine
ganze Zahl n > n gefunden werden kaun, fir welche die Summe
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sich von A um weniger als b unterscheidet, sagen wiirde, dall
fiir x = B einer der Werte der Reihe (1) gleich A ist.

Tiir die Anwendung dieses Satzes, dafl unter den ge-
machten Voraussetzungen die Reihe (1) fir x = o« von einem
bestimmten Werte des Stellenzeigers n an immer nur irrationale
Werte annimmt, wird es somit darauf ankommen, zu entscheiden,
wann zwei GroBen o, und @, welche der Reihe (1) denselben
Wert A erteilen, nicht LOsungen einer irreduktibeln Gleichung
sein konnen, oder vielmehr, da man im allgemeinen die Zahlen-
werte dieser GroBen nicht kennt, sondern nur die Beziehungen,
in denen sie zueinander stehem, wann sich stels irreduktible
(ileichungen aufstellen lassen, in denen zwischen zweien ihrer
Losungen eine gegebene Relation stattfindet und wann nicht.
So wird z. B. die Sinusreihe den Wert Null nur fiir x = mn an-
nehmen, worin m eine beliebige positive oder negalive ganze
Zahl bedeutet, und es wiirde daher die obige Fragestellung nicht
in dem Sinne aufzufassen sein, ob zwei der Zahlen 0, + m, + 2 m,

. einer irredukiibeln Gleichung angehdren kénnen, sondern
es wiirde die zur Anwendung kommende Untersuchung die Frage
zu beantworten haben, ob zwei nicht rationale Grofen o, und
o,, welche durch die Beziehung verkniipit sind

(4)  wp=noy,

worin | eine positive oder negative ganze Zahl Dedeulet,
einer irreduktibeln Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten
als Losungen angehdren kénnen, ohne daB der Charakter der-
selben, ein Multiplum von = zu sein, dabei in Betracht kommt,

Da sich fiir den Fall einer algebraischen Beziehung zwischen
zwel Losungen einer irreduktibeln Gleichung die sémtlichen
Losungen dieser in Gruppen iterierter algebraischer [Funkfionen
ordnen lassen, iibrigens derartige Beziehungen stets auf rationale
zuriickgefithrt werden konnen, und sich weiter jede rationale
und rationalzahlige Funktion der Lésung einer rationalzahligen
Gleichung auf eine ebensolche ganze Funktion dieser Losung
reduzieren lidBt, so brauchen wir nur die Frage zu beantworten,
ob sich fiir jede Wahl der rationalen Zahlen u, v, ... p, ©
stels eine irreduktible Gleichung irgendwelchen Grades auf-
stellen 1aBt, fiir welche zwei ihrer Losungen in der Beziehung
stehen
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(5) %=r~l"a1h+val}’_l+~-+pa1+0’,
oder, wenn dies nicht der Fall ist, welches die Bedingungen
sind, denen die rationalen Zahlenwerte w, v, . . . p, o unter-
liegen, wenn eine solche irreduktible (zleichung mit den Lésungen
o, und a, bestehen soll. ’
Gehen wir von der linearen Beziehung

(6) Oy = poy - v==>(a)

aus, und [ragen, ob es irreduktible Gleichungen irgendwelchen
Grades gibt, in welchen zwei Lésungen in der Beziehung (6)
zueinander stehen, was auch w und v fiir willkiirlich gegebene
rationale Zahlen sein mégen, so werden sich, wenn der Gradm
der irreduktibeln Gleichung eine Primzahl js(, die Lésungen
dieser Gleichung in eine Gruppe bringen lassen, so. daB die
m-fach iterierte Funktion

%(m) (o) = a

wird, wihrend fiir eine zusammengesetzie Zahl m die Losungen
eine oder mehrere Gruppen bilden, so daB, wenn m = k-m, isl,

M 9" () =q,

wird. Da sich aber aus (6)

0 (@ =p e v (T T )

ergibt, so folgt ans (7), da a; nicht rational sein sollte,

| L .
uK——I_—_()undv(;,tK 4 " )‘*‘---—f—p—}—]):(};

da nun dic Annahme p=1, v=0 ausgeschlossen ist, so wird
k, also auch der Grad m der gegebenen Gleichung eine grade
Zahl und daher p==—1 sein miissen, und daher keine irre-
duktible Gleichung existieren, in welcher zwei Losungen in der
linearen Relation (6) zueinander stehen, wenn u von — 1 ver-
schieden ist oder die Summe der beiden Losungen nicht ralio-
nal ist. ' o T
Aus dieser Bemerkung wiirde schon als Anwendung des
oben  bewiesenen allgemeinen Reihensatzes folgen, dali die
sinus- und kosinus-Reihen die Eigenschaft haben, fiir irgend-
ein ganzes Vielfaches von m, resp. fir irgendein ungrades Viel-
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m . . :
faches von g von eiem bestimmten Werte des Index n an
P

stets irrationale Werte anzunehmen, wenn nur vorausgesetzt
wird, daB m weder selbst rational noch die Quadratwurzel aus
einer rationalen Zahl ist.

Fs ist somit nur noch die Frage zu beantworten, ob es
immer irreduktible Gleichungen paaren Grades gibt, fir welche
lie Summe zweier ihrer Losungen eine beliehig gegebene
rationale Zahl v ist, wenn rationale Werte der Losungen selbsl-
verstindlich ausgeschlossen werden.

DaB zunichst stets irreduktible quadratische Gleichungen
dieser Art existieren, ist einleuchtend, da

! —vx-4qg=0,
worin ( eine rationale Zahl bedeutet, der Forderung geniigt.

Es ist aber auch leicht zu sehen, daB sich irredukiible
(leichungen beliebigen paaren Grades aufstellen lassen, in
welchen die Summe zweier ihrer Losungen eine beliebig voI-
gelegte rationale Zahl v ist, wobei der Fall v=20 nicht-in Be-
trachlt kommt, fir den die Behauptung von selbst cinleuchtet.
Soll z. B. die Gleichung vom 4. Grade sein

X+ p X pe XP A py x4 py =0,

so crfordert die Trreduktibilitit derselben, vermoge der Sub-

stitution oy = — 0, -+ v die Beziehungen

2v + py =0 und v’ + p; v* 4 pov + py =0,
und es fragt sich umgekehrt, ob, wenn fiir ein beliebig ge-
gehenes v die Koeffizienten p, und p; der Gleichung genugen

vi—p, v —p, =0,
and p, durch
pp=—2V
bestimmi wird, sich stets ein rationales p, finden liift, so dall die
hiquadratische Gleichung
| X —2vx* X pyx - pa=0,

oder ob sich stets rationale Werte von p, und p, bestimmen lassen
von der Art, daB fir ein beliebig gegebenes rationales v die
Gleichung

Xt— 2yt p X v(vE—py)xt+p,=0
irreduktibel ist, von der unmittelbar ersichtlich, daf} je zwei

O
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Losungen derselben die Summe v haben. Daf} dies aber mog-
_ v .
lich ist, geht daraus hervor, daB, wenn y= v_l’ worin v, und v,

2
irreduktible ganze Zahlen sind, die Gleichung
VP XE— 2 vy vp® X -y v X% - vy (v — P v%) X 4Py Ve =0,
wenn p cine in v, enthaltene Primzahl und p,=p,=p gesetzl
wird, nach dem FRisensteiN’schen Satze irreduktibel ist.

Wir finden somit, daB es stets cine irreduktible Gleichung
vierten Grades gibt, in welcher die Summe zweier ihrer Losungen
eine willkiirlich gegebene rationale Zahl 1st.1)

Dasselbe gilt fiir Gleichungen von beliebig hohem paaren
Grade, und es folgt daher, daBl es keine irreduktible (ileichung
gibl, in der zwischen zwei Losungen o, und oy eine lineare Relation

0 ==pa +v
besteht, wenn p und v beliebige rationale Zahlen sind ; die not-
wendige und hinrejchende Bedingung dafiir, daB irreduktible
Gleichungen bestehen, fiir welche dies der Fall ist, sind die, daB
der Grad der Gleichung ein paarer und u=—1, also die Summe
der beiden Ldsungen ralional ist, wihrend die rationale 7
keiner Beschrinkung unterworfen ist ; man kann r
(sleichungen beliebigen paaren Grades aufstel]

ahl v
ationalzahlige
en, die irreduktibel

1) Zt.n' Eeststellliilg der Il‘l'e‘d.uktibilit;‘i.l. der obigen biquadratischen Gleichung
kimnen wir diese auch als Resultierende der beiden Gleichungen
X—=vx+p=0udp+pp+q=0
anffassen, in welchen v, p, q rationale Zahlen bedenten, und es wir
dratische Gleichung
X—2vxI (V¥ —p)x2 - pyx q=0,
wie mau leichl. sieht, dann und nur dann reduktibel sein, wenn fir cine will
kiirliche Wahl der drei rationalen Zahlen v, a, 1 die Grolien p und q aus den
Gleichungen bestimmt werden
P=2b—af—av,q=af4+4a°v 4 a2 By —2p) -2 @ vt — G pv) 4 p?— Ap v,
sonst irreduktibel; es wird somit stels eine irredukiible higuadralische Gleichung

existieren, fiir welche die Summe zweier ihver Lisungen eine beliehig vorgelegle
rationale Zahl isi.

So werden z. B. zwei hrationalzahlen mit der Summe 6

o ==2+4 V2 0,=8— 5
welche nichl schon die Losungen einer quadratischen Gleichung mil rationalen
Koeffizienten sind, der biguadralischen rationalzahligen Gleichung genligen

Xt —12x% 4 216 x + 124 = 0,
welche in die beiden rationalen Fakloren zerleghar ist

(x244dx 492 (x2— 16 x 4+ 62) = 0,

in weleher o, eine Losung des cinen, a, eine Lisung des andern Faktors isl.

I die bijua-



S Leo Koenigsberger:

sind, und fir welche die Summe von zweien ihrer Ldsungen
gleich der willkiirlich vorgelegten rationalen Zahl v ist.
Werfen wir nunmehr die Frage auf. ob es slefs irreduktible
Gleichungen gibt, fiir welche zwei ihrer Losungen in der Be-
siehung stehen
(8) awy=uwo+va +p=23 ()
worin u, v, p willkiirlich gegebene rationale Zahlen hedculen.
so ist zunichsl leicht ersichtlich, daB man stels eine ratjonal-
zahlige quadraiische Gleichung
9 x*4+px+qg=0
hilden kann, deren beide Losungen, die als nicht rational voraus-
gesctzt werden, in der Beziehung (8) zueinander stehen. Denn
da vermége (9) die Beziehung (8) in die Form gesetat werden kann
Oy == (V — WD) O 4= p— M,
und eine lincare Beziehung zwischen zwei Lisungen einer irre-
duktibeln quadratischen Gleichung die Bedingungen erfordert
v—up=—1 p— U= — P,
so werden sich die rationalen Koeffizienten p, ¢ der gesuchlen
(uadratischen Gleichung in der Form ergeben

. v+ 1 v+ 1 4+ up
)= , g Em—
M u-
und in der Tat stehen die Losungen der quadratischen Gleichung
v+1 v 14+u
X? + : X + + _:_l‘_LP = (),
u u:
welche auch, wenn 9% die iterierte Funktion bedentef, dureh
Hx—x ‘
R - = () 1’
O X — X ’

ersefzl werden kann, in der verlanglen Bezichung (8). Die lelatere
Gleichung kann auch, wie leicht zu sehen, wenn

¥ x —dx .
Prodx gy

(*‘F X — x) (Fx—9x)
dx—x Iy —xXx

geselzt wird, m der Form dargestellt werden

(9 x —x)

Px —dx 0.
(Bx —x) (M‘)@\
L UX—-X

1) Die Form rithrl von Herrn Hilbert gelegentlich eciner miindlichen Be-
sprechung des obigen Reihentheorems her.
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so wird z B. fir 9x=x*+ 1, Ox=x— x -} 2 sein, und es
werden daher die heiden Losungen des quadratischen Fakfors

X8 b Axt 8t T x4 . :
R B SN AN o i b U R
in der geforderlen Bezichung o, = «,* 4~ 1 stehen.

Um zu untersuchen, ob es [uar belichige raljonale Werte
von [, v, p stels cine irreduktible Gleichung dritten Grades gibl,
fir welche zwei Losungen in der Bezichung (8) sueinander
stehen, bemerke man, daB die Lisungen ciner solchen Gleichung
einc Grappe

ap, Yoy, 9 ay,
hilden, so dall 9, =, ist.  Stellt man nun die (Heichung
secheten Grades
P X —x 0
Ox —x
aufl, so ist unmitieltbar ersichtlich, daf die losungen sich in zwe;
Liruppen

(10)

o, Yo, o oa, da, Wa'l,
worin 8% oy = a,, 9 a' =, isl,
hringen lassen. Dall aber die Gleichung sechsten Grades nichi
fiir beliebige ralionale v, p in zwei irredoktible Faktoren, dic
zu den Elemenlen je emer Gruppe gehiren, zevfallen wind, gehl
daraus hervor, daly die Koeffizienten der Gleichung o
(1) = o) (v = Do) (x — ¥ a)=0
bekanntlich rational von den Lisungen ciner ralionalzahligen
quadralischen Gleichung abbiingen, dic im allgemeinen  selbst
nicht rational sind, wud wir erhallen daher zugleich als nol-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf cine ratjonal-
zahlige irreduklible kubische Gleichung ‘existiert, in welcher zwei
Lisungen in der Bezichung (8) zueinander stehen, die, dafl dice
in den rationalen Zahlen p, v, p ausgedriickte Diskriminante
dieser quadralischen Gleichung das Quadrat einer rationalen Zahl
isl.  Dafi dies nicht allgemein der Fall ist, gehl aus dem ein-
lachen Beispiele hervor, in welchem
Vot == c,”
isl, wollr die Gleichung (10) in
XS

— X ' “ 9
F =N AN RN N =0
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ibergeht, und die Gleichung (11) die Form hal

X = (o F o o) A (o Fa %) x —a =0,
deren erster Koeffizient v durch die quadratische Gleichung defi-
niert ist

vi—y+2=0.

Im allgemeinen wird also fiir den Tall der Zerlegung der
Gileichung sechsten Grades in zwei Gruppen, ohne dab die Dis-
kriminante jener quadratischen Gleichung das Quadral einer
rationalen Zah! ist, die Gleichung sechsten Grades selbst irre-
duktibel sein.

Sei z. B.

Yo =0+ 1,

so erhilt man die Gleichung
¥x—x x*+4x0F8x*48x*—x+5H

$x—x x2—x+1
= xS A 3T A x5 =0,

deren L#sungen sich in die zwel Gruppen ordnen lassen

o, o+ 1, ot +20°+2; o 0 H 1, o 207 2.

Genau dieselben Uberlegungen lassen sich fir irredukiible
(rleichungen hoheren Grades anstellen, und wir finden,

daf fir beliehige rationale Zahlen y, v, p sich stels eine irreduk-
tible rationalzahlige quadratische Gleichung, im allgemeinen jedoch
nicht eine solche von hioherem Grade als dem zweilen aul-
stellen liBt, in welcher zwei als nicht rational vorausgesetztc
Losungen in der Relation (8) zueinander stehen, und es ist die
Methode vorgezeichnet, nach welcher die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir die Koeffizienten u, v, p der qua-
dratischen Relation aufzustellen sind, wenn eine irreduktible
rationalzahlige Gleichung von hiherem als dem zweiten Grade
die geforderte ILigenschaft besitzen soll.

Werfen wir weiter die Frage auf, ob es stets irreduktible
quadratische Gleichungen gibt, deren nichl rationale Lésungen
in der Bezichung

(12) e=pe,"+ve?+pe +0
stehen, wenn p, v, p, ¢ willkiihrliche rationale Zahlen bedeuten,
so wiirde aus der gesuchten quadratischen Gleichung

(13) x*+px4q=0

£

T I N PN
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die Beziehung (12) in der Form hervorgehen

(14) @ =[p(P*—q) —pv-+elou +upg—vqg-o,
nnd es miitften nach den oben fiir eine lineare Bezichung zwischen
den Ldsungen eciner quadratischen Gleichung gelundenen not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen die Relationen be-
stehen.

P —q) —pv+p=—1 und Mpg—vqg+ o=—n,
oder es wiren u, v, p, ¢ der Bedingung unterworfen, dab die
kubische Gleichung in p

(15)  wp'—2pvp’ + Qut vt up)p4(wo—pv—v)=0
eine rationale Losung besitzt, wihrend sich dann q rational
in p vermdige der Beziehung
(flﬁ) q == PTOo o
V—UD
ausdriickt.

Es gibt somil fiir allgemeine rationale Zahlen M, V, p, O
keine irreduktible quadratische Gleichung, deren nichl ralio-
nale Ldsun,gen in der Beziehung (12) zueinander stehen; die
notwendige und hinreichende Bedingung lir das Bestchen einer
solchen ist durch die Existenz ciner ralionalen Lésung der
Gleichung (15) ausgedriickt.

Dasselbe Resullal erhielte man, wenn man die 8ed

_ . e o linging
[iiv die Reduklibililiit der Gleichung sechsten Grades
BEX — X 0
9x —x

in drei irredukiible quadratische Faktoren suchte, worin
dx=ux"+vx+pxdo
ist.

Um zu sehen, ob eine irreduktible Gleichung dritten Grades
cxistierl, fiir welche zwei nicht rationale Lisungen in der Be-
ziehung (12) zucinander stehen, ersetze man lelztere, wenn die
gesuchte kubische Gleichung in der FForm

(17} X+ px*4-qx-4r=0
gegeben ist, durch
(18)  wy=(—wpp+vo’+ (—pqg+p o, 4 (—ur+o).

Da nun oben gezeigt worden, daf, wenn cine quadratische
Bezichung zwischen zwei Losungen einer kubischen (leichung
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existieren soll, eine Bedingung zwischen den Subslitutionskoeffi-
zienten bestehen mubte, vermoge deren die Diskriminante einer
hestimmten quadratischen Gleichung das Quadral einer ratio-
nalen Zahl war, so kiime es hier nur darauf an zu schen, ob
nicht fiir eine beliebige Wahl der rationalen Zahlen p, v, p, 0
slels p.  r so rationalig bestimmt werden kinnen, dafl jener
Bedingung gentigl wird. DaB dies aber nicht der Fall ist, sicht
man leicht aus dem speziellen Falle

U= —1.v=0,p=0,0=0.
fiir den die Beziehung (18) zwischen zwei Losungen der kubischen
Gleichung (17) in

O, =pa,’° +qo +r

ithergeht.

In dhnlicher Weise folgt, daB es keine irreduktible Gleichung
irgendwelchen Grades gibt, fiir welche unter Vorausselzung all-
gemeiner rationaler Zahlen u, v, ... p, o zwischen zwei Lésungen
derselben eine Beziehung von der Form besteht

(19 wy=upox -+ veX-1+...+po + 03
nur fiir den Fall, daB k = 2 ist, gibt es stets eine irreduktible qua-
dratische Gleichung von der verlanglen Eigenschaft.

Nachdem wir fiir den Fall guadratischer Gleichungen die
Jedingungen zwischen den Koeffizienlen einer lincaren Relalion
zweier Losungen; und ebenso fiir kubische Gleichungen eben
diese Bedingungen [ir Relationen zweiten und dritten Grades
anfgestellt haben, moge noch eine Bemerkung hinzugefiigt werden,
welehe es erméglicht, allgemein die Bedingungen zu ermilieln,
welche zwischen den Koeffizienten u, v, ... p, ¢ der Substitution
(19) statifinden miussen, damif o, und a, zwei Losungen einer
rationalzahligen irreduktibeln Gleichung sein kinnen.

Sei die gesuchte irreduktible Gleichung

(20) x4 p X2+ p, X2 Pt X A P =0,
und wendel man aufl dieselbe die TscHirNHAUSEN-Substilulion an
21) y=uxx-tyxxk—14 . Jpx--o0,

so wird dic aus (20) und (21) resultierende ebenfalls ralional-
zahlige Gleichung mter Grades

(22) y" Py Py Paa Y+ P =0,
da o, und o, zwei Losungen der Gleichung (20) sein sollen, ver-
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moge der Besichungen (19) und (21) die Losung a, besilzen and
somit, da die Gleichung (20) als irreduklibel vorausgeselzt worden,
alle Losungen mit (20) gemein haben, und daher mit dieser
identisch sein. Es ergeben sich somit in bekannter Weise aus (21)
die Beziechungen in den Potenzsammen

S;=USFvse_|+...+psf+mo
S == U S e 4+ m o*

Smo=MU"gme+ ... -+ mm g™,
aus denen py, py, ... pw rational dwech p, v, ... p, 0 hestimmbar
sein miissen.
Nimmt man z B. [ir die quadratische Gleichung
X2 Py X py =0
die lineare Relation zwischen ihven Lisungen
Oy = U0, 4-v
an, so wiirden die beiden Bezichungen
sp=ps +2vund s, = s, - 2uvs, 4+ 2y
oder
9 v N 2 v¥ (u -
V= und — 2 p, (W — 1) - -(ﬂ!” — ()
uw—1
wenn die Annahme p= — 1 ausgeschlossen wird, fir die Koel
lizienlen der quadratischen Gleichung die Werle

2v v

o=
P W1

iihergehen. Holl die quadratische Gleichung also irreduktibel

sein, so mufl u = — 1 geselzt werden und die Bezichung zwischen
den Losungen o, = — o, -+ v lauten, withrend in der quadra-

tischen Gleichung
X— VX pe=10
der letzte Koeffizient unbestimmt bleibt und der Irreduktibili-
it wegen nur der Bedingung zu unterwerfen ist, dall v2 — 4 p,
nicht das Quadral einer rationalen Zahl isl.
Fir die kubische Gleichung

X p Xt pyx 4 py=0
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und die Beziehung zwischen den Losungen

Gy =p % -va +p
gehen die oben aufgestellten Beziehungen zwischen den Polenz-
summen in

s, =neg +vs +3p

s, =W s +2pvs, + (v +2up)s; +2vps, 4 3p?
sy = W' sg + BpPvsy + (3 uv? +3pp)g, + (Guvp + v sy
4+ (Bupt43vip)s, +3pTvs, + 3p°

iiber, von denen die beiden ersten p, und p; als rationale
Funktionen von p; liefern, welche in die dritte eingesetzt die Sub-
stitutionskoeffizienten p, v, p der Bedingung unterwerfen, daf
diese Gleichung fiir p; eine rationale Losung liefert.

Aus den obigen Auseinandersetzungen folgt, daB, wenn ein
Wert o, einer bestindig konvergierenden Reihe von der Form
(1) einen Wert A erteilt, und alle Werte von x. fir welche
die Reihe denselben Wert annimmt, durch

Oy == My Oy F Vi
dargestellt sind, worin p, und v, rationale Zahlen bedeuten,
die Reihe (2) von einem endlichen Index n an stets irrationale
Werte annimmt, wenn nicht «, entweder selbst rational, oder
die Losung einer quadratischen Gleichung mit rationalen Ko-
offizienten ist. Denn wenn sich stets fiir eine beliebig grofie ganze
Zahl n ein Index n > n angeben lieBe, fiir welchen die Reihe
(2) einen rationalen Wert annihme, so wiirden alle Losungen
der zu o, gehorigen irreduktibeln rationalzahligen Gleichung der
unendlichen Reihe (1) denselben Wert A erteilen, und es miifiten
also alle diese Losungen in der obigen Form von o, enthalten sein.
Von welchem, jedenfalls paaren, Grade aber die irreduktible
Gleichung sein mag, welche zwel oder mehrere dieser o-Groken
zu Losungen hat, es mub, wie ohen gezeigt worden, jedenfalls
ue = — 1 sein, und alle jene Lisungen somit in der Form ent-
halten sein

O == — 0 -+ V.
Da sich aber dann zwei dieser Losungen ax, und ox, vermoge der

Beziehung _
° qu - aKz o VKI T VK2

um eine rationale Zahl unterscheiden wiirden, so miilite die
irreduktible Gleichung vom zweiten Grade mit den Losungen

o, und —a; -+ v von der Form sein

&
g
R
i
L
Y

e

bl

ik

i
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2 —vx+qg=0,
sowie v und q rationale Zahlen bedeulen, was ebenso wie dic
Annahme, daB o, rational isl, oben ausgeschlossen wurde.
Sind alle Werte, welche aufier o, der Reihe (1) den Werl A
geben, durch ¢, in der Form ausdrickbar

(23) 0'-){ = M}c 0'21 + VK C'3'1 + pK i

woril Mg, Ve, pe rationale Zahlen bedeuten, so miifilen
wieder, wenn die Reihe (2) nicht von einem bestimmten In-
dex n an stets irralionale Werte annchmen sollte, sdmiliche
Losungen der irreduktibeln Gleichung mit der Losung o, in der
Form (23) darstellbar sein, wobei fiir willkiirliche Werle von
Le, Ve Py, Wie oben gezeigh worden, die irreduklible Glei-
chung nur eine quadratische sein wird, wenn jedoch die GroBen
gewissen Bedingungen unterliegen, der Grad der irreduktibeln
(tleichung auch ein hoherer sein kann. Wiirde o, einer irre-
duktibeln quadratischen Gleichung gentigen, so wire zunichst
dieser Fall, wic oben, auszuschliefien, und es kénnte dann «,
wenn die frither aufgestellte Bedingung zwischen p,, v,, p,
erfilllt ist, dem irreduktibeln Faktor 8. Grades der Gleichung
6. Grades

mil den Losungen
o, Yoy, ¥,
geniigen, welche vermoge der Annahme
Uy = P 07 Vp 0y - Py
oy = My 04"+ vy 0 - py
in ciner linearen Relation stehen .
M, o, + My oy + My o, = M,

worin M, M;, M,, M, ganze Zahlen bedeuten. Die Nichtexistenz
einer solchen Relation wiirde, wenn o, wie angenommen wurde,
einer irreduktibeln kubischen Gleichung gentigt, auf die Irratio-
nalitit der Reihe (2) von einem bestimmten n an schlieflen lassen.

Geniigt o, einer irreduktibeln Gleichung vierten Grades, so
dak 9o, = o, ist, so wird die Gleichung zwolften Grades

1!}4-, —x
(24) X \=0,

¥x—x
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wenn die zu einer der drei Gruppen von vier Elementen gchorige
kubische Hilfsgleichung eine rationale [Lgsung besitzt, einen irre-
duktibeln higuadratischen Faktor liefern, dessen Losungen dann
in einer ihnlichen rationalzahligen lincaren Relation stehen
miiBten, und dhnliche Schliisse gelten fiir Gleichungen hoherer
(irade unter Voraussetzung der Existenz der Relation (23).
Sei nunmehr allgemein zu unfersuchen. ob und wann es
irreduktible Gleichungen gibt, fir welche zwischen zwei ihrer
Losungen o, und a, eine Relation von der Form hesteht

(25) a,_,:pal}(—f—vul“_l—%—__,—;—pul—}—o‘::{}al,
worin k eine gegebene positive ganze Zahl. p, v. ... 0, 0 ratio-

nale Zahlen bedeufen sollen, so hemerke man zuniichst, dal,
wenn der Grad der gesuchten irreduktibeln Gleichung der mle
ist, siimtliche Losungen dieser Gleichung sich in Gruppen mit der-
selben iterierten Funktion 8 bringen lassen, und dal jedenfalls
(26) I o, = q,
ist, Es wird somit o, eine Losung der Gleichung
(27) HMx—x=0

sein, und daher das gesuchte irreduktible Polynom, dessen
Losungen die Gruppen bilden

@ Vo o, ... 9 Tg

' I og2 ! m, — | '
oy da; oL LB ,

al(mz — g 0tl(m..: — 1) g2 U_L(m2 —1  gim —1 g, e = h ’

worin m = Ny +m,, und

(28) Mo, (M) = o, M)
isl, cin rationaler Faktor der linken Seile der Gleichung (27)
sein.  Da aber die Nullwerte der Gleichung

(29) ¥x—x=0

auch die Gleichung (27) befriedigen, fir die Losungen der irre-
duklibeln Gleichung aber & o) von @) verschieden ist, so wird
das irredukiible Polynom auch ein TFaklor der linken Seite der
(ileichung
P X —X

=
Yx-—x

(30)

sein, und, wenn m =p eine Primzahl ist, der Grad der Gleichung
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.
B 5o =0,

wie unmittelbar ersichtlich,
K -—x = 0 mod p
sein.  Ist
cine Primzahlpotenz, so wird die gesuchte irreduktible Funklion
in der Gleichung
o x—x
])11 — 1
o) X -— X

=

als Fakltor enthallen semn und den Grad

T T —1 T™—1 w— 1
p P ) ( ) 1—1 )
K K =« k! { ' 1) =0 mad P

haben. Rei ferner

ks ™
m=yp ‘p°,
so wird die Gleichung

|

e s X—X
(.).;) ";—f —— . — - s e e - ()

L — 1

)‘ IHTI] 2
N —X 4 X— X
m—1 me—1
y y o
ol P X — X

das irreduklible Polynom als Faktor enthalten, wnd der Grad
der Gleichung wird

™, T —1 mw,—1 y =1, w, — 1
| 'O

. T
sein, da

'n',———l( )1T1———1 y e 1
b (P (0 — 'I) = 0 mod plﬂ‘

und
w1 ( ey )
k2 k! P2=D_ 1) 2 0 mod Pa

ist, und chenso allgemein fir eine beliehige Gradzahl m der go-
suchten irreduktibeln  Gleichung.  Da aber der Grad der
Gleichungen (31), (32), (33) usw. slels durch m feilbar isl, so
wird man nur zu untersuchen haben, ob und wann sich die

Sitzungsberichin der Heidell. Akademie, math.-naturw. K1 1909, 2, Abh, 2
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Losungen dieser Gleichungen, welche eine Grappe von m Ele-
menten bilden, als die Wurzeln einer irredukiibeln Gileichung
ergeben.
So wird z. B., wenn die Relation zwischen o, wnd a, die
FForm hat
(34)  w=w o’ v, 0’ 4+ po 40, = B0

und die Bedingung fiir die Existenz einer irveduktibeln Gleichung
[finften Grades gesucht wird, in weleher zwischen zwel ihver
Losungen eine Relation von der Form (34) statfindet, die
Gleichung 240. Grades

Px-—x

px—x ¢

cinen irreduktibeln Faktor fiinften Grades besilzen miissen, in
welchem unter der Annahme, dal wieder alle seine Losungen
sich durch o; in der Form (34) ausdriicken lassen, zwischen
je vier sciner Ldsungen eine rationalzahlige lineare Relalion
stallfinden wird.

Analoge Unlersuchungen lassen sich, wie ich zeigen werde,
fiir irreduktible lincare homogene Differentialgleichungen durch-
ftihren.

So sieht man z. B. leicht, daB, wenn eine lineare hinomische
Dilferentialgleichung zweiter Ordnung gegeben ist

(35) y'=rxy,
in welcher r(x) eine rationale Funkfion hedeutet, und welche
in dem Sinne irreduktibel ist, daB sie mit keiner gleichartigen
linearcen Differentialgleichung erster Ordnung cin Inlegral gemein
hat, zwischen zwel Fundamentalintegralen derselben nur unter
ciner heslimmt angebbaren Bedingung eine Beziechung von der
Form ‘
(B6)  ye=p (¥ Ao )7
bestehen Lkann, in welcher p, (x) und p, (x) ganze Fanktionen
von x sind. Da sich nimlich durch Subsiitution von (36) in (38)
unter Voraussetzung der Trreduktibilitit die Deiden Bezichungen
ergeben -
P 4+ 2rp/ +p =0 und 2p" -+ p" =0,

so folgl leicht

e | PL')Q 1 d (D;’
](‘\)—pl;’ ’ 4,(\()] + 2 dx 01),
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und nimmt man z. B,

pp == X"

— und dihnlich fir jede eanze Funktion von x, wenn ¢ 4 (0 —,

so crgibt sich

9 Kk — 92
X e Y
deren Tnfegrale durch
[ 5
vi=x 2 und y,==x

dargestellt sind, was der Annahme der Trreduktibilitiit wider-
spricht.

Es mag endlich noch fiir die weitere Untersuchung der nach-
[olgende HMilfssatz vorausgeschickt werden.

Wenn fiir eine lineare homogene Differentialgleichung mit
konslanten ganzzahligen Kocffizienten '

n— 9

ar o () m—i .

(D/) 1Oy +]'1 \ )—]L],;f V( ’«{_ . . -—{—- ]-” y:“
die algebraische (-i]ei(t'l')'lmg

aQ B Lo — n—2

(38)  rom e m Ar,m 4+, =0
mil ArIJungn(;rung ralionaler Zahlen irreduktibel ist, so LBl sich
leicht zeigen, daB ein aus deren Integralen zusammengesclzber
Ausdrock von der TForm

(B39 vi=g (e g (e 4 g (x)el X,

worin g (x), g,(x), . . . gn(x) ganze und ganzzahlige Funkiionen
von x sind, nicht das Integral ciney lincaren homogenen
Differentialgleichung mit gleicharligen Koeffizienten

. v — | :
(/’1.0’) P () y (v) + p (\) y( . ) S T n, (x) y == ()

sein kann, wenn v <<n sl
Selzt man nimlich vy in diese Differentinlgleichung ein, so
ergibt sich

- Mg X

) R e T By ) e™ Ry e T = 0,

worin Rp (x) wiedernm ganze Funkiionen von x sind, in denen

b3
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die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x ganze Funk-
tionen von mp vom vien Grade mit ganzzahligen Koeffizienten
sein werden. Da aber wegen der Verschiedenheit der Groflen
my, My, ... my sich aus (41) die identischen Beziehungen ergeben

(42) R (x)=0, Ry(x)=0, ... R, (x}=0,

so werden in jeder dieser Gleichungen auch die Koeffizienien
der einzelnen Potenzen von x verschwinden miissen, was, da
my;, Mg, ... DUr bis zur y<n®" Potenz vorkommen, wegen der
Irreduktibilitit von (38) unmoglich ist.

Als spezieller Fall dieses Satzes folgt, wenn gi(x), go(X), . - -
gn(x) als Konstanten vorausgesetzt werden,

daB die Differentialgleichung (37) mit keiner linearen ho-
mogenen Differentialgleichung niederer Ordnung, dieselbe mag
konstante rationale oder variable rationale und rationalzahlige
Koeffizienten besitzen, ein Integral gemein haben kann, also mit
Adjungierung dieser Gréfen in bekanntem Sinne irreduktibel 1st.

Dies wird z. B. fiir die Differentialgleichung

p
y(m):},

der Fall sein, wenn p eine Primzahl bedeutet, nachdem man die-
‘selbe vermoge der Substitution

y o= exj'z(]x

von dem Integrale ex befreit hat, so dafB die Differentialgleichung

-1 p— 2 -3
Z(D )+D1Z(p )—’_ng(p )—1_.‘._{_])17‘:0
die ‘Fundamentalintegrale

Ja—x w—hx e(a"“l—j)x

besitzt, wenn o eine pt¢ Einheitswurzel bedeutet. Die Differential-
gleichung
()
y’ — y

wird ebenso von den zu den Lésungen der Gleichung

pﬂ—l_lzo

gehorigen Integralen zu befreien sein, und jhnlich fiir eine be-
liebig zusammengesetzte Zahl n. '
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Ist die Ordnung v der Differentialgleichung (40) jedoch gleich
oder grofer als n, so kénnen wir aus der Existenz der Gleichungen
(42) zunéchst nur folgern, dak vermoge (39) die einzelnen Funktionen

m, X

m.x
g (e gpXe T, L g (e

Integrale der Differentialgleichung (40) sind, woraus sich aber
weiter ergibt, daf auch
m; X m, X EURLNS S
g (e, g e g (e (o=1,2,.. 1)
jener Differentialgleichung geniigen werden, weil die einzelnen
Koeffizienten der Potenzen von x in Rp(x) ganze und ganzzahlige
Funktionen von mp sind, und daher wegen der Irreduktibilitit
von (38), da sie fiir mp verschwinden, entweder identisch oder
fir jede Losung von (38) Null sein miissen, wenn v>n ist.
Setzt man nun
y =28 ([x)z
in die Differentialgleichung (40) cin, so wird diese in z simtliche
Tvntegra.]-.e. der Differentialgleichung (37) besitzen und somit, wenn
deren linke Seite und P hezeichnet wird, in der Form

24 " "PhoEd " TIP 4 g, ()P =0

Yy—n

dx gyt —n—1

dargestellt werden konnen, wenn @, (x), ¢ (X), . . @, _, () ganze
und ganzzahlige Funktionen von x bhedeuten.

oo




