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Im Anschlug an meine Untersuchung?, wann zwei nicht ratio-
nale Grofien o, und oy, zwischen denen eine rationalzahlige Be-
ziehung von der Form besteht

K K—i.
Oy = Pp Oy - Py O + o0+ Pe—10 -+ Pyer

in welcher ¥ eine positive ganze Zahl bedeutet, fiir willkiirliche
rationale Zahlen p,, py, ... pe einer ganzzahligen irreduktibeln
Gleichung gentigen konnen, und wie, wenn dies nicht statthaben
kann, die Bedingungen zwischen den Koeffizienten p,, py, ... er-
mittelt werden konnen, damit dies der Fall ist, will ich nunmehr
— worauf schion in jener Arbeit hingewiesen worden — die ana-
loge Untersuchung fiir homogene lineare Differentialgleichungen
durchzufithren suchen.

Wenn zwei Integrale y; und vy, einer linearen Differential-
gleichung

) ¥+ @y T E T e @Y, @y =0,

deren Koeffizienten rationale Funktionen von x sind, in der Be-
ziehung zueinander stehen

@ yo=—p )y L @y Ao @O

worin p, (x), p, (x), ... ebenfalls rational von x abhiingen, aber
auch zum Teil verschwinden konnen, so kann, wenn angenommen
wird, dai y, nicht zugleich das Integral einer gleicharligen linearen
Diffeventialgleichung von niedrigerer Ordnung mit rationalen Koelfi-
zienten ist, auf einen der Beziehung (2) analogen Zusammenhang
zwischen den anderen Integralen geschlossen werden. Denn da die
Substitution von (2) in (1), weil y, ein Integral von (1) ist, einen
linearen Ausdruck in y; und dessen Ableitungen nur bis zur
n — 1ten Ordnung liefert, der nach der fiir y, gemachten Annahme
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1 Vgl. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschafien.
Jahrgang 1909. 2. Abhandlung.
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identisch verschwinden muB, so wird auch die Substitution des
Ausdruckes

(n—1) ,
B v=p®n+to®n+....Fp,_ X7, =38y, =¥,

die Gleichung (1) befriedigen, und somit y, auch ein Integral der-
selben sein, usw., so daf wir eine Reihe von Integralen der
Differentialgleichung (1) in der Form erhalten

:)717 '&ylv 8\2 YH {}3 YI‘: ----- '

von derien hochstens n linear voneinander unabhingig sein kénnen.
Nehmen wir an, daf zwischen den Integralen

(4*) yh ° }’17 82 }’1; ----- o) }"1

keine homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten be-
steht, sei dagegen

v—I N

(5) 3VY1=aGY1+5»1“3Y1‘|—a23‘23’1+-"+av—1ﬂ Yo

so werden sich alle folgenden iterierten 8-Funktionen, welche simt-
lich Integrale der Differentialgleichung (1) sind, homogen linear
aus den Elementen der Gruppe (4) ergeben, welche ebenfalls, so
wie y;, nicht einer gleichartigen Differentinlgleichung von niederer
Ordnung als der n%*® angehéren.
Sei nun ein von den Elementen dieser Gruppe linear unab- (N
hiingiges Integral von (1) yla), und hildet man

1) 0y 1y ) (v—1) o m
6) vo =po®y. +o Xy A+ 4 Py_1 (x) ¥, Y =347,

so wird offenbar y," wiedernm ein Integral sein, und wir kénnen
zunfichst wieder eine Gruppe bilden

J—

(1) ® 1 -1_qa
Y1 ﬁ}rl ! 32yl( LR B 13\’ }Yl()v

von deren Elementen nur nachzuweisen sein wird, dak diese weder
unter sich noch mit den Elementen der ersten Gruppe in einer
linearen Relation stehen, und dak 9¥y,"” mit den Elementen der L
zweiten Gruppe durch die Beziehung (5) verbunden ist.

Um dies aber zeigen zu konnen, miissen wir die gegebene
lineare Differentialgleichung einer weiteren Bedingung unterwerfen.
Wihrend wir bisher nur angenommen haben, daf das Integral Vs
von dem wir ausgingen, nicht einer gleichartigen Differential-
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gleichung von niederer Ordnung als der n'® geniigt, was fir das
Integral y-,_fl) keine ihnliche Beschriinkung nach sich zieht?, miissen
wir jetzt jemer Differentinlgleichung den Charakter der hrreduktibi-
litiit in dem Sinne beilegen, daf keines ihrer Integrale einer gleich-
artigen Differentialgleichung niederer Ordnung als der n'*™ Genige
leistet. |

Bestinde dann nimlich eine lineare Relation unler den lle-
menten der zweiten Gruppe

- b] 1 9 1 —_
(7)o }’1( ) -+ oy "*},")’1( ) + o, ¥ yl( )+ cee Ty gv—1 ylm = (),

so wirde der Voraussetzung der Irreduktibililit gemifs bekanntlich
jedes Integral, also auch y, der Differentialgleichung (7) in y,‘“)
geniigen, was oben ausgeschlossen war, und aus demselben Grunde
folgt aus () die Beziehung

1 1 ; i ‘
8y .Yl(]) = YL( 'a, 9 Y1( Do g D '.Yl{ o+ ay_q 9V .VZI.(I)

sowie die daraus sich ergebenden [t die mehrfach iterierten Funk-
tionen. '

Giibe es endlich eine lineare Relalion zwischen den Elemenlen
der beiden Gruppen,

| —1 1
By vi -1~ By OV 4. +By—1 A yi=" y]( ) 1, 9 yl(') T
Tv—1 BV*i yl(l)9

<o wiirden sich durch v-— 1-fache llerierung gegen die Voraus-
setzung die Elemente der zweiten Gruppe als lineare Funktionen
mit konstanten Koeffizienten aus den Elementen der ersten Gruppe
ergeben.

Wir finden somil, dah, wemn eine lineare homogene Differen-
tialgleichung (1) mit in x rationalen Koeffizienten in dem Sinne
irreduktibel ist, daf kein Integral derselben schon einer gleich-
artigen Differentialgleichung niederer Ordnung geniigt, die Annahme,
daB zwei Integrale in der Beziehung (6) zueinander stehen, die Ein-
teilung eines Systems von Fundamentalintegralen in Gruppen von
der Form

2 Wenn y1(l) einer gleicharligen Differentialgleichung niederer Ordnung ge-
niigt, so kann man nur schlieBen, daf simtliche Integrale der Differentialgleichung
niedrigster Ordnung, von welcher yj(l) ein Integral ist, auch Integrale der Differen-
tialgleichung nter Ordnung sein werden.
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Vi 9y ¥y . 3\’“1}"1
yl(i) '3)71(i) 132 }.1([) L 'B'V-_lyl(l)

) -1 L (u—1) v—1_(u—1)
yl(u Byl(u ){}2 .‘Y'l( ¢ },1(

nach sich zieht, worin n = v.u ist, und fir y = vy, }h , coe
y:* " die Beziehung besteht |
Wy=a,y a0yt a ¥y ... fa,_ 0y
Dab in dieser Beziehung a, von Null verschieden ist, geht
daraus hervor, daB, wenn a, = 0 wiire, die Relation

3V3’1 = a, vy, + gy 32)’1 + ..+ '6'1\/—1{”“1 y1
oder

3\,“1({))’1) =¥y +a¥®y)+.. a9 (®¥1),

welche mit der Differentialgleichung (1) das Integral ¥y, gemein
hat, wegen der Irreduktibilitiit derselben auch durch y, befriedigt
wiirde, und somit gegen die Voraussetzung die Beziehung hestinde

oV ! Yi=a Yy + ady ...+ 3\/-—13\,_2)’1'

Dann ldBt sich aber leicht einsehen, daf man von einem In-
tegrale der Differentialgleichung ausgehen kann, auf welches die
v-fach iterierle Funktion % angewendet unmittelbar auf ein Multi-
plum des Integrales zurtick{dhrt. Seien némlich der Kiuze halber
fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die heiden Funda-
mentalintegrale y, und 8y, so dab

9 - - .
¥y = a, Y+ a ¥y, N
ist, so setze man mit noch weiter za hestimmenden konsfanten

- Koeffizienten «; und «,

Y=y, + x 8y, %
also * {m

BY) = a9y, + () + 2, %) 8y, 92 Yy = Ky 89 Oy + (kg + 2y Ke)
(a9 y; +a; By,),

und es ergibt sich, wemn x; und k, durch die quadratische
Gleichung
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ki) 2 o 2 Ky ,
a ) —ay) =+ 2 (2, + 1) =0
Ky Ky
und A durch
Axg = a, (k; + 2 %),
worin a, von Null verschieden, hestimmit werden, die Beziehung
’8‘2AY1 - AY1‘

Wir finden somit, dak die Elemente eines Fundamentalsystems
von Integralen einer linearen irreduktibeln Differentialgleichung, [tir
welche zwei Integrale in der Beziehung (6) zuecinander stehen, sich
1 die oben bezeichmeten u Gruppen von v Elementen bringen
lagsen, in welchen flw die Elemente je einer Gruppe die Beziehung

hesteht |
¥y =ay.

Wenden wir diese Auseinandersetzungen zunéchsl darauf an,
eine lineare Differentialgleichung mit in x rationalen Koeffizienten
von einer gegehenen Ordnung n aufzustellen, fir welche zwischen
den Elementen ecines Fundamenlalsystems die Beziehung

Ve == 0o (X) Y1 =31
besteht, und y, nichl einer linearen Differentialgleichung von nie-
derer Ordnung als der n** genfigl, so wird sich aus
n P . n—1
'B‘)Tl—_:'loyl_l'_(ll{}yl_l_---—l—(ln__l{} YI
fir p, (x) als Losung der Gleichung

1—1
Po (x)" == a Foagp () a, P ()"

eine Konstante ergeben, und daher y; und y, nicht Elemente eines
Fundamentalsystems sein, wie gefordert wurde.

Soll die Beziehung zwischen y; und y, die allgemeinere Form
haben

yo = Po ()Y + o ) 71" =V,

und y; wiederum nicht einer Differentialgleichung von niederer
Ordnung als der n'*" genigen, so wird die Differentialgleichung
offenbar lauten mussen

(8) 1‘}“y=ﬂ(.y+&1&y+a2%2y+.”_Jr_:.n—la‘nu—ly,

und das Fundamentalsystem von Integralen
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Yoo ¥y, 9%y, ... 9Ty
besitzen. Es ist somit die Existenz einer solchen Differential-
gleichung n** Ordnung nachgewiesen, zugleich aber auch ersicht-
lich, dak die Differentialgleichung (S) nicht irreduktibel ist. Denn
bildet man die n Differentialgleichungen erster Ordnung

(9) Yy =0y k=1, 2,...n),

worin o, eine Losung der algebraischen Gleichung n*® Grades
darstellt

~1
o' =g, + a, a4 a,0% ... +a, _, a7

so sieht man leicht, dah das Integral von (9) auch die Differential-
gleichung (8) befriedigt, dieses Integral von (8) also gegen die An-
nalme der Irreduktibilitit einer gleichartigen linearen Differential-
gleichung eister Ordnung Geniige leistet,

- Um die Untersuchung allgemein durchfihren zu kormen, wollen
wir zunéchst eine lineare Differentialgleichung 2tr Ordnung aufzu-
stellen suchen, in welcher die beiden Elemente eines Fundamental-
systems, von denen y, nicht einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung geniigen soll, in der Beziehung

(10) Yo = pg (x) Yi -+ ooy (x) vi' ey (x) i =¥y
_zueinander stehen,
Da jedenfalls, wie ohen gezeigt,
¥y =ay +a By,

sein muB, so wird eine lineare Differentialgleichung 4t Ordnung
existieren
(1) 9’y =a,y + a, 9y,

welche die beiden Elemente y, und ¥y, eines Fundamentalsystems
zu-Integralen hat, und es wirde zur Beantwortung der aufgeworfe-
nen Frage nur darauf ankommen, die bheiden fremdartigen Integrale
aus dieser Differentialgleichung herauszuschaffen.

Nun ist aber ohnedies leicht zn sehen, daB, wenn ¢, und a,
die Losungen der quadratischen Gleichung

a?—a, 0 —a, =
sind, die Integrale der beiden Differentialgleichungen

(12) 9y — o,y =10 und (13) dy —ay =0,
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wie durch Iterierung mit der Funktion 3 hervorgeht, der Differen-
tialgleichung (11) gentigen, und dak ein Integral von (12) resp. (13)
durch |

. (l ‘ »
(19) 3, + -0y resp (15) i 2oy,
0
dargestellt wird. Da nun die gesuchte Differentialgleichung zweiter

Ordnung
16) y'+nEy+rny=0

mit (12) das Integrpl (14) gemein hat, so kann durch Differentiation
der letzteren und Verbindung mit (16) eine lineare homogene
Differentialgleichung erster Ordnung mit in x rationalem Koeffizienten

1 y+REy=0

hergeleitet werden, welche das bezeichnete Integral besitat, was un-
méglich wire, wenn von der gesuchten Differentialgleichung (13)
die Trreduktibilitat gefordert wurde. Aber es ist auch leicht zu
sehen, daf, wenn nur wie oben vorausgesetzt wirde, daf das zu-
grunde gelegte Integral y; nicht einer linearen Differentialgleichung
von niedrigerer Ordnung als der 2'" geniigen sollte, eine Relation
von der Form (10) fiir beliebige rationale Funktionen p, (x), p, (x),
p, (x) zwischen zwei Integralen nicht statlfinden konne, oder dab
man fir beliebige Koeffizienten der Beziehung (10) nicht immer eine
dazugehorige Differentialgleichung zweiter Ordnung finden kann.
Denn setzt man das Integral (14) in die Differentialgleichung (17),
welche durch dasselbe hefriedigt werden muB, ein, so erhilt man,

da vermoge (16)
By; = (Po— 1o 02) Y1 + (Pt — 11 P2) Vi
(Syl)' = (py' — T2 P’ — Ty Py — Ty Py Ty T Py) Yy
4 (pg — Tz P2 + p — rpp— 1 p — o ey
ist, aus (17) oder

(y; +

Qo

]
‘%y}) + R () (m + 2 %yl) =0
g i
eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung in ¥y,
welche der Voraussetzung zufolge identisch sein muf. Die gleich
Null gesetzten Koeffizienten von y, und y,’ liefern aber Differential-
gleichungen in ryund r,, welche i py, py, p, solche Beschrinkungen
erfordern, daf die Integrale dieser Differentialgleichungen rationale
Funktionen von x sind. |
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Es ergibt sich somit, daf, wenn v; nicht das Integral einer
linearen Differentialgleichung erster Ordnung ist, sich nicht fir be-
liebig gegebene rationale Funktionen p, (x), p, (x), p, (x) eine lineare
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit in x rationalen
Koeffizienten bilden 14Bt, finr welche ein anderes Integral y, mit y;
in der Beziehung steht

Yo = py (x) ¥y -+ p (x) ¥, 4 ps (%) Y1

und es sind zugleich die Bedingungen fiir die Substitutionskoeffi-
zienten p, (x), py (x), p; () anlgestellt, unter denen dies moglich ist.

Um nun die Frage allgemein zu beantworten, oh sich stets
eine lineare homogene Differentialgleichung n'®* Ordnung mit in x
rationalen Koeffizienten aufstellen liBt, in welcher zwei Integrale in
einer Beziehung von der Form stehen

Yo = P (X)) ¥y + o )y, ...+ p,_, yl(”—l),

worin p, (x), p; (%), .. . rational von x abhingen, und y, nicht
schon einer gleichartigen Differentialgleichung von niederer Ord-
nung als der n'®® genfigt, und wenn dies nicht der Fall ist, die
Bedingungen zwischen den Substitutionskoeffizienten zu finden,

welche dies erméglichen, kénnte man den Ausdruck fiw y, in

cie Differentialgleichung einsetzen und vermége der Voraussetzung,
dak y,; dieser Differentialgleichung gentigt, die linke Seite der-
selben in emen in v, y,’, ... yl("”i) linearen Ausdruck trans-
formieren, dessen Koeffizienten der Voraussetzung fiir y, zulolge
gleich Null zu setzen sind.  Wir wollen jedoch die oben ein-
geschlagene Methode festhalten und das Verfahren an einer zu
hildenden linearen Differentialgleichung dritter Ordnung

18) ¥ +n @y iy 45 )y = 0
erliintern, fir welche zwei Integrale in der Beziehung

(19) Ve =po (x) ¥y + py v F @)y, =9y

zucinander stehen sollen, wobei y, mnicht schon einer linearen
Differentialgleichung von niederer Ordnung als der 3'® gentigt.

Es ist aus den obigen Auseinandersetzungen ersichtlich, das,
wenn die Differentialgleichung (18) irreduktibel sein soll, ihre drei

Fundamentalintegrale durch y,, 9y, 9%, dargestellt werden, so daf

(20) ¥y, =ay; + a, ¥y, + a, 92 Y1
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ist. Bemerkl man aber wie oben, daB die lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung

@) 8y—ay=0,
worin o eine Losung der algebraischen Gleichung
o =a,0® 4+ a, a4 a,

ist, ein Integral von der Form besitat

29 —_— Q(L:}—ghaﬁ-r ___g. 2y
(22) y y: -+ 2, 0 ¥y - _d()‘(} Yi:

welches zugleich der Dlﬂel'el_malgleichung (18) gentgt, so wiirde
dies der Vorausselzung der Irreduktibilitit widersprechen, da (21)
nur von der zweiten Ordnung ist.

Lassen wir jedoch die Annahme der lrreduklibilitit wieder
fallen Lm_d selzen nur voraus, daB y, nicht eciner gleicharligen
linearen Differentialgleichung von niederer Ordnung als der 3!
geniigt, so wiirde wiederum, da (18) und (21) das Inlegral (22)
gemein haben, dieses Inlegral einer Differentialgleichung erster Ord-
nung von der Form (17) gentigen, in welche aber nicht wie oben
auker den Koeffizienten der Gleichung (18) nur die Subslilulions-
koeffizienten p, (x), pi(x), pz(x) sondem auch deren ersle Ableitungen
cintreten, und es wiirde die Gleichung

a a o o o . O - o
(104 o o 0 ) R (3 T oy,

Q0

2 WV,) =
PR
nach Elimination der hoheren Ableitungen von y, als der zweilen
aus (18) und ldentifizierung der Koeffizienlen von y,, v,', v,", da
y, nicht einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der
dritten gentigen sollte, Differentialgleichungen fir r;, v, r; lielern,
welche fir py, P, P2 solche Beschriimkungen erfordern, daf die In-
tegrale dieser Differentialgleichungen rationale Funklionen von x sind.

Sind jedoch wieder unter der Amimahme, daB y, nicht einer
linearen’ Differentialgleichung von niederer Ordnung als der 3'" ge-
niigt, y; und 3y, nicht die Llemente einer Gruppe von drei Ele-
menten, sondern ]
¥y, =a,% + 4 dy;,

dann wird, wenn o eine Lésung der quadratischen Gleichung
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2=ﬂ.1(1'—:“‘i10

o
ist, die Differentialgleichung
by —ay =10

v

mit (18) das Integral
a
To— VY —8 "
Y= T 2, 0N

gemein haben, wihrend die weiteren Schlisse dieselben bleiben
wie bei der vorher gemachten Annahme.

Die Existenz einer Beziehung von der Form

Yo=po (X) ¥, + 0 (8 y," + p, (x) Wity
fiir eine lineare Differentialgleichung driiter Ordnung fihrt durch
Substitution der Werte von y,"", y,"", ... aus dieser Differential-
gleichung auf das frihere Problem zuriick.

Ebenso einfach ergibt sich, daB eine irreduktible lineare Diffe-
rentialgleichung n** Ordnung nicht existiert, fiir welche zwei ihrer
Integrale in der Beziehung zueinander stehen

(23) Yo =0 (X} ¥, F py (x) il +..oo Pp—1 (x) )rl(m - ])a
wenn py (x), p; (%), ... beliebige rationale Funktionen darstellen,
und welches die Bedingungen sind, denen diese Substitutions-
koeffizienten unterliegen mitssen, wenn eine solche Differential-
gleichung n'" Ordnung zwar reduktibel sein darf, aher nnter der
Annahme, daf y, nicht schon eer gleich artigen Differentialgleichung
von niederer Ordnung als der n'e® geniigt.

Ich will schlieflich noch eine Bemerkung hinzufiigen, welche
sich zundchst nur auf binomische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung von der Form beziehen soll

(24) ¥ =Ry,
worin R (x) eine rationale Funktion von x bedeutet.

Soll zwischen zwei Fundamentalintegralen v, und y, derselben

eine Beziehung von der Form bestehen

(25) Yo =P () ¥ + p ¥y,
und setzen wir nicht wie frither voraus, daf y; nicht einer gleich-
artigen Differentialgleichung erster Ordnung geniigen soll, so finden
wir leicht durch Substitution von y, in (24), daf die Gleichung
ohne jene Voraussetzung erfiillt werden kann, wenn zwischen py, py
und R die beiden Gleichungen hestehen

(26)  po" (x) -+ 2p' ()R (x) + p, () R' (x) =0
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(27) 9p, (x) 4+ 9" (¥) =

woraus sich, wie leicht zu sehen, py (x) wnd R (x) aus dem willkiir-
lich gegebenen py (x) durch die Ausdriicke bestimmen

2pg (x) =¢; — p (x)
4 i d? 10“ pL (x) T (dloo Py (x )) ,

RO = o

wenn ¢, und ¢, willkiirliche Konstanten bedeuten.
Man sieht aber unmittelbar, daf ein Integral der Differential-
gleichung

1 d?logp, (x) |, 1 (d]oﬂ' p (x))z
"o _ 05 P el o F1 ™/ y |
@) V=TT dae TIb dx I |

sich fir den Fall, dak e, = 0 gesetzt wird, in der Form ergibl

1
(29) v, = py (X2, .

withrend das zweite Integral nach (25) durch

1
¢ ¢ 3
(30)  ya= g b (8

dargestellt ist; y; und ys sind somit nicht Fundamenlalinlegrale,
und vy, selbst ist eine algebraische Funktion.

Die weitere Entwicklung der Beziehungen zwischen zwei Ele-
menten eines Systems von Fundamentalinlegralen binomischer
Differentialgleichungen gestattet mit Hilfe der [rither® von mir Viber
die Beziehungen linearer Differentialgleichungen zu den hinomischen
aegebenen Siitze die Analogien weiter zn verfolgen, welche zwischen
algebraischen Gleichungen und linearen Differentialgleichungen be-
stehen, und zunichst die Analogie mit dem Apm.schen Safze, daf,
wenn sich die Losungen einer algebraischen Gleichung n'*" Grades “
in der Form |

9 n—1
X, Uy ¥x .. D X

darstellen lassen, so daB 9'x, = x; ist, «iese als ganze Funktionen
der Wurzeln einer binomischen Gleichung ausgedriickt werden konnen.

3 Uber dic Beziehungen allgemeiner linearer Dilferentialgleichungen zu
Jen binomischen.* Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 18. Februar 190%.
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