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Der im Alter von noch nicht 34 Jahren verstorbene, in der Uberschrift Genannte war
unzweifelhaft ein bedeutender Geometer. Das beweisen die beiden von ihm hinterlas-
senen Monographien iiber das ebene Dreieck und iiber die dreieckige Pyramide. Uber
beide wurde berichtet, iiber die zweite insbesondere an der Hand des Originalmanu-
skriptes, welches dem Vortragenden von dem Erben zur Verfiigung gestellt war. Aus
demselben geht hervor, dafl Feuerbach noch etwas frither als Mobius und jedenfalls
in gegenseitiger Unabhéngigkeit voneinander sich der Tetraeder-Koordinaten bedient
hat.
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VVenn auch der sogenannte IFeucrbachsche Kreis oder,
wie man eben so hiufig sagl, der Neunpunkiekreis ecin
jedem Mathemaliker bekanntes geomeirisches Gebilde isf, so
dirfte doch mit dieser Kenntnis so ziemlich erschopfl scin,
was man von Kar! Wilhelm Feuerbach zu sagen weil.

In der 1877 im VL. Band der Allg. Deutschen Biogr., S. 747,
erschienenen kurzen Notiz, welche auf Poggendorifts Biograph.
literar. Handworterb. zur Gesch. der exakten Wissensch., Bd. T,
S. 742 (Leipzig 1863), sich’ stiitzt, dem selbst das Konversations-
lexikor als Quelle diente, wullle ich wenigstens kaum mehr
milzuteilen. Ich gab an, Karl Wilhelm . sei als zweiler
Sohn des berithmten Kriminalislen Anselim von Feuerbach
am 30. Mai 1800 in Jena geboren, sei als Professor der Mathe-
malik am Gymnasium zu Erlangen am 12. Mirz 1834 gestorhen.
Von den Briidern Feuerbachs seien hier erwiihnt der dillesle,
Joseph Anselm (1798—1851), ein fein gebildeler Philologe und
Archiologe, Vater des genialen Malers Anselm F.; der dritte
Bruder, Eduard August (1803--1843), Professor des Deulschen
Privatrechis; der vierte Bruder, Ludwig Andreas (1804 bhis
1872), bekannt als auf Hegelschen Bahnen wandelnder, viel an-
gefeindeter Philosoph. Von Karl Wilhelms Schriften halte ich
1877 noch keine zu Gesicht bekommen, ich konnle daher nichi,
nither dariiber herichten. Inzwischen hat sich dieses geiindert,
Die &lteste Druckschrift von 1822 besilze ich selbsl, spiitere
konnte ich aus der Universiltilshibliolhek in Heidelberg und
aus der Hof- und Staalsbibliothek in Miinchen erhallen, end-
lich halt mir Herr Generaloberarzl a. D. Anselm [Feuerhach
in Miinchen, der Sohn des vorgenannten Eduard Augusi I
in freundlichsler Weise ein ihm gehdrendes Manuskript zur Voer-
fiigung gestellt, tiber welches ich berichten darf. Iech slaube
kiinfligen Geschichtsschreibern der Mathematik des XIX. Jahy-
hunderts einen kleinen Dienst zu erweisen, wenn ich meine
Lesefriichte hier zusammenstelle.
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Zuniichsl seien mir einige biographische Erginzungen ge-
statlel, welche vielleiehl in Bilde durch eine Herausgabe von
Briefen von Ludwig I"., mit welcher cin jiingerer Gelehrter sich
beschiifligt, weitere Vervollstindigung erhalten konnen. Der
Valer war bekanntlich zuletzt Prisidenl des Appellations-
gerichfes in Ansbach. Siamiliche Sohne besuchten das dorfige
Gymnasium, und von dorl aus bezog Karl gleichzeitig mit dem
ilteren Bruder Anselm 1818 die Universitiit Erlangen. Im Jahre
1820 siedelle Karl nach Freiburg im Breisgau tiber. Vielleicht
veranlaBle ihn dazu der Umstand, dafl Professor BUZENGEIGER
(Allgem. Deulsche Biogr. 111, 678), der frithere Mathemalik-
lechrer am Ansbacher Gymnasium, seit 1819 als Professor der
Mathematik und der Mincralogie nach Freiburg berufen worden
war. Schon 1823 finden wir Karl F. als Professor der Mathe-
matik am Gymnasium in Erlangen. Er hatte ein Jabr {rither
scine lirstlingsschrifl verdffentlicht, eine 62 Quarlseiten fiillende
Monographic unter dem Tilel: Bigenschaften einiger merk-
wiirdigen Punkle des geradlinigen Dreiecks wund
mchrerer durch sie bestimmien Linien und Figuren.
INine analylisch-trigonometrische Abhandlung von
Karl Wilhelm Fcuerbach, der Philosophie Doktor. Mit
einer Vorrede von KArRL BUZENGEIGER, ordentlichem
Professor der Mathematik an der GroBherz Badischen
Universitil zu Freiburg, Nirnberg 1822, hei Riegel und
Wiesner.

[ch behalte mir vor, aul den Inhalt dieser Schrift, welche
ich ,,Die merkwiirdigen Punkte” nennen werde, zuriickzu-
kommen, und fahre in der Lebensheschreibung fort. Karl IFeuer-
bach, ein erst 23jihriger Professor, verkehrle in Erlangen viel
in burschenschalftlichen Kreisen und mag sich dort, wenn nicht
schriltlich, doch miindlich, elwas unvorsichlig tiber die poli-
lischen Zustinde in Deuischland geduBerl haben, welche ganz
gewil  keinem nur einigermafBlen frei Denkenden gefallen
konnten. Er wurde im Mai 1824 wverhaftet, cin Los, welches
er mil 20 anderen Jinglingen aus den angesehenslen Familien
feilte, und blich 14 Monale gefangen, bis er elwa im Juni 1825
dic IFFreiheil wieder erlangte. Aus dem Gefingnis entlassen,
wurde er zwar wieder angeslelll, aber nicht in Erlangen,
sondern am Gymnasium in Hof, wo er, wie berichtet wird, bis
1827 verblich. lch kann die Richligkeil dieser Angabe nichl
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Karl Wilhelm Fcuerbach. 5

priifen, sicher aber ist, daff ein vollstiindig von TFeuerbachs
Hand geschriebenes Manuskript (es soll kiinftig kurzweg das
Manuskript hcifien) auf dem Umschlage das Datum: Ans-
bach, 7. Juli 1826, trigl, sowie daf} eine 1827 in Niirnberg cr-
schienene Druckschrift eine mit , Ansbach, den 22. Oktoher
1826 dalierte Vorrede besitzt. Der Tilel dieser Druckschrift
lautet: Grundrifl zu analytischen Untersuchungen der
dreieckigen Pyramide von Dr. Karl Wilhelm Feuerbach,
Professor der Mathematik. Nurnberg 1827, in Kommission
bei Riegel und Wiesner. 4°. 48 3. Diese Druckschrifl soll kurz-
weg der GrundriBl heifien. Endlich gibt es noch eine kleinere
gedruckte Notiz, welche kiinftig die Voranzeige heifien mag.
Sie findet sich in dem Jahrgang 1826 der von LonrenNz OKEN
in 32 Binden (1817—1848) herausgegebenen Zeilschrift Isis
in der Milte des Jahrgangs, S. 5656—569, und fithrl den Tilel:
Einleitung zu dem Werke Analysis der dreyeckigen
Pyramide durch die Methode der Coordinaten und Pro-
jectionen. Ein Beyirag zu der analytischen Geomelric
von Dr. Carl Wilhelm Feuerbach, k. b. Prof. d. Math.
Mag nun I'. wihrend der Ferfigstellung von Manuskript, Grund-
rif und Voranzeige in Hof oder in Ansbach oder abwechselnd
in beiden Stiadten gelebt haben, jedenfalls war er elwa von
1828 an wicder Gymnasialprofessor in Lrlangen, wo cr bis
zu seinem Tode blieb.

Nach diesen die Personlichkeit von Karl Wilhelin Fener-
bach betreffenden Milteilungen wende 1ch mich zu seinen
Schriften, und zwar zuerst zu: ,Die merkwiirdigen Punkte®.
BUZENGEIGER, der Lehrer Feuerbachs in Anshach wic in Irei-
hurg, hat ihnen eine 14 Seifen fiillende Vorrede vorausgeschickt.
Er bezweckte damit augenscheinlich, dem lich gewordenen
Schiiler den Eintritt in die Offentlichkeit zu erleichtern, viel-
leicht den Vérlcger durch diese Milwirkung zu bestimmen, es
mit dem noch ganz unbekannten Verfasser zo wagen. Aul
Feuerbachs Lirgebnisse nimmt BuzenGricer dabei kaum Riick-
sicht. Er schildert vielmehr in grofien Ziigen den Gang der
Entwicklung, welchen die Mathemalik, die gleichzeiii@ninc
Wissenschafl und eine Kunsl sei, von den illesten Zeiten his
zur Gegenwart genommen habe. Der heulige Leser wird sich
das Datum der Vorrede, 16. Mirz 1822, vor Augen hallen
miissen, wenn er die Sitze liest: ,,Und so ist man chen gul
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dem Punkt, gestehen zu miissen, daB man zwar keinen Degriff
habe, wie die Mathematik noch cine Epoche haben koénne, die
in ihrer Wirkung einer der bisherigen gleiche; allein das war
wohl immer der Fall, ehe eine neue eintrat”. Schwierigery
meint BuzenGEiGeR, werde es von Epoche zu Epoche Neues
hinzu zu erfinden, und nun kommt zum Schlusse ein Hinweis
auf die nachfolgende Abhandlung. ,,Das ebene Dreieck ist die
einfachste geometrische Figur, und von dem ersten Ursprung
der Geometrie bis auf die jetzigen Zeiten haben die Geometer
sich bestrebt, seine Eigenschaften zu erforschen, ohne diese
Quelle erschopfen zu kénnen, wie eben diese Abhandlung zeigt,
welche eine ziemliche Reihe der merkwiirdigsten und schoénsten
hierher gehorigen Sitze enthilt.” Was davon neu, was nur
in neuer Darstellung gegeben sei, verrit uns BUZENGEIGER nicht,

Feuerbachs Monographie zerfillt in folgende sechs Ab-
schnitte:

I. Von den Mittelpunkten der Kreise, welche die dI‘Ol Seiten

eines Dreiecks beriihren. 8. 1—14.

II. Vom Durchschnittspunkte der Senkrechten, welche aus
den Winkelpunkten eines Dreiecks auf die gegeniiber-
liegenden Seifen gefdllt sind. S. 15-—29.

III. Vom Mittelpunkte des Kreises, welcher um ein Dreieck
beschrieben ist. 8. 30—32.

IV. Bestimmung der gegenseitigen Lage der vornehmsien
hisher betrachteten Punkte. S. 33—41.

V. Siilze, welche sich aus vergleichender Betrachtung und
wechselseiliger Verbindung der bisher Vorgetragenen er-
geben. S. 41-—57. ‘

VI. Anhang von geomelrischen Beweisen einiger bisher ge-
fundenen Sitze. S. b8—62.

Bevor von dem Inhalte gesprochen werden kann, diirfte
es erwiinscht sein zu erfahren, welches fremde Material Feuer-
bach verarbeitet hat, und da begegnen uns insbesondere drei
Zitate: Lazare CArNOT, Géométrie de position von 1803, welche
Feuerbach aber nicht im Original, sondern in der deutschen
zweibdndigen Ubersetzung von ScHUMACHER benutzte; EULER,
Solutio facilis problematum quorundam geometricorum deficilli-
morum. Nov. Commentar. Petrop. T. XI, 1765; Aufsiitze in den
von GERGONNE zuerst in Gemeinschaft mit LAVERNEDE heraus-
gegebenen Annales de mathématiques pures et appliquées,
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1810—1831. Carnots Meisterwerk darf bis auf den heuligen
Tag als eine schier unerschopfliche Fundgrube geometrischer
Wahrheiten bezeichnet werden. EuLERs Abhandlung ist die-
jenige, in welcher die spéter sogenannte Eulersche Gerade,
d. h. die gerade Linie, auf welcher der Hohenschnittpunkt, der
Schwerpunkt und der Mittelpunkt des Umkreises eines ebenen
Dreiecks liegen, zum erstenmal vorkommt. Die GERGONNE’sche
Zeitschrift war wihrend ihrer verhiltnismifig kurzen Lebens-
zeit die hervorragendste mathematische Zeitschrift und ist ins-
besondere fiir Geometer auch heute noch lesenswert.

I. Die Mittelpunkte der vier Kreise, welche die drei Seiten
des Dreiecks ABC beriihren, und welche man heute als Innen-
kreis und als Ankreise zu unterscheiden pflegt, werden durch
S, bzw. durch S', 8", S"' bezeichnet. Deren Halbmesser heiflen
r, ', r', r'""; die den Eckpunkten A, B, C gegeniiberliegenden
Dreiecksseiten heiflen a, b, ¢ und A ist der Inhalt des Drei-
ecks ABC. Gleich im § 1 wird gezeigt, dal die Geraden S'S",
s S'"'S' der Reihe nach die Punkte C, A, B enthalten, und
dat S'A, S'"B, S"'C die in S einander schneidenden Hohen des
Dreiecks S'S”"S"' sind, bzw. dal A, B, C die Fullpunkte der
" Hohen des Dreiecks S'S"S' sind. Neben dieser an der Figur
2A

leicht erkennbaren Wahrheit ist békannt, daB r = TEb ¢
S 2A L aA L 2A
= _aFfb-+e’ a—b-4c’ a+b——c’un‘

nun werden die mannigfachsten Kombinationen dieser Gleichungen
vorgenommen, sowohl additiv als multiplikativ. Deren Ergebnisse
bilden der Hauptsache nach den Inhalt des ersten Abschnittes.

II. Am Schlusse des ersten Abschnittes wird auf die im
& 1 besprochene Beziehung zwischen den Dreiecken ABC und
S'S"S"" zuriickgegriffen und damit der Ubergang zum zweiten
Abschnitt gewonnen, d. h. zu den drei Hohen eines Dreiecks
und deren Schnittpunkt. Jetzt heifit allerdings das ,Elementar-
dreieck”, um mit Feuerbach zu reden, nicht S'S”S'", sondern .
ABC, die Héhen heiien AM, BN, CP, der Hohenschnittpunkt wird
mit O bezeichnet, und MNP entspricht dem Dreieck ABC des
ersten Abschnittes. Das Dreieck MNP empfiehlt sich schon
durch eine, wie in einer Fufinote auf S. 15 hervorgehoben wird,
seit 1775 bekannte Eigenschaft der Beachtung, es besitzt nim-
lich unter allen dem Dreieck ABC einbeschriebenen Dreiecken
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den kleinsten Umfang. Unter Benutzung von aus dér Trigono-
melric bekannten Formeln gelangt man (S. 19, § 26) zu dem
Satze, daB der Halbmesser des Umkreises von MNP gleich
der Hilfte des Halbmessers des Umkreises von ABC
ist. Dieser merkwiirdige Zusammenhang wurde, wie Feuerbach
in der Voranzeige (S. 568, FuBnote) erklirt, von CHRISTIAN
VON STAuDT (1798—1867) entdeckt, welcher damals am Gym-
nasium zu Wiirzburg angestellt war. LEine Quelle dieser An-
gabe ist nicht vorhanden, es will also fast scheinen, als seien
Feuerbach und der um zwei Jahre iltere v. Staudt mifeinander
hekannt gewesen und Feuerbachs Notiz beruhe auf persdnlicher
Milteilung. Ein fernerer Satz (S. 23, § 32), der schon bei
CarnotT sich finde, sagt aus, daB die Summe AO-+BO - CO
der Summe der Durchmesser des Innenkreises und des Um-
kreises des Dreiecks ABC gleich sei, ein weiterer (S. 24, § 35),
da AO-OM = BO:-ON = CO:0P = 2pR, wobei R den Halb-
messer des Umkreises von ABC, p den des Innenkreises von
MNP bezeichnet.

III. Aus dem nur drei Seiten fiillenden Abschnitt ist etwa
der Satz (S. 30, § 45) hervorzuheben, daB in jedem Dreieck

der Abstand des Mittelpunktes des Umkreises von irgendeiner

Dreiecksseite halb so groB ist als der Abstand des Hohenschnitt-
punktes von dem dieser Seite gegeniiberliegenden Winkelpunkte.

IV. Diesem Abschnitt gehdren die beiden wichtigsten Sitze der
ganzen Monographie an (S. 37, § 55): in jedem Dreieck liegen
der Mittelpunkt des Umkreises, der Hohenschnitipunkt
und der Mittelpunkt des durch die Héhenfullpunkta
gehenden Kreises in einer und derselben Geraden,
deren Mitte zugleich der letztgenannte Punkt ist, und
(S. 38, § 56) der Kreis, welcher durch die FuBpunkte der
Perpendikel - eines Dreiecks geht, trifft zugleich die
Sciten des Dreiecks in ihren Mitten. DaB die Eulersche
Gerade, von welcher § 55 handelt, auch den Schwerpunkt des
Dreiecks ABC in sich schlieft, wird (S. 39, § 60) hervor-
gehoben, merkwiirdigerweise aber nicht als ein EULER schon
bekannter Satz, sondern unter Berufung auf CARNOT, dessen
(G¢éométrie de position doch erst 20 Jahre nach EurLeErs Tod
erschien. '

Um nicht allzu weitldufig zu werden, sei von den beiden

letzten Abschnitten von ,,Die merkwiirdigen Punkte” nur gesagt,

e e
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daf in V. Beziechungen zwischen den Kreisen auftreten, welche
als Innenkreise oder Umkreise von Dreiecken mit irgendwelchen
von den bekannt gewordenen Punkten als Eckpunkten erscheinen,
daBl - in VI. entsprechend der Uberschrift dieses Abschnittes
geometrische, d. h. also nicht frigonometrisch gefiihrte Be-
weise fritherer Sitze zusammengestellt sind. Der 9. und letzte
Satz (S. 62) handelt wieder von dem Umkreis des Dreiecks
MNP und von dessen Mittelpunkt und Halbmesser.

Da der eben gekennzeichnete Kreis derjenige ist, welchen
man als den Feuerbachschen Kreis zu benennen pflegt, so
darf man wohl behaupten, Feuerbach habe selbst die Empfin-
dung besessen, seine Arbeit gipfele in der Erkenntnis, dafl es
ein und dieselbe Kreislinie sei, auf welcher sechs Punkte
liegen: die drei Fufipunkte der Hohen des Dreiecks ABC und
die Mitten seiner drei Seiten. |

DaB auch die Mitten der Strecken AO, BO, CO derselben
Kreislinie angehoren, welche dadurch vom Sechspunktekreis
zum Neunpunktekreis wird, finde ich nicht in ,Die merk-
wiirdigen Punkte®.

- Die bisher besprochene Monographle fiihrt in 1hrer Uber-
gchrift den Namen eciner analytisch-trigonometrischen Abhand-
lung, und dadurch ist die Methode ihrer Darstellung aufs deut-
lichste gekennzeichnet. Heutigentags benutzt man zu solchen
Untersuchungen mit Vorliebe die Koordinatenmethode, und es sei
gestattet, darauf hinzuweisen, dafl die Eigenschaften des Neun-
punktekreises vielleicht am elementarsten und bequemsten sich er-
geben, wenn man eine Dreiecksseite (etwa BC) als Abszissenachse,
die zugehorige Hohe (AM) als Ordinatenachse wihlt, Sucht man
dann die Gleichung des durch die drei Seitenmitien geleglen
Kreises, so liest sich aus derselben unmittelbar ab, daB der
Kreis auch durch M und durch die Mitte von AO hindurchgeht.
LiaBt man CA und BN, dann AB und CP als Koordinatenachsen
wihlen, so finden sich sofort die noch ibrigen vier Kreispunkte.

Einen ganz anderen Charakter als ,Die merkwiirdigen
Punkte® besitzen die drei anderen Schriften: das Manuskript,
die Voranzeige, der Grundrif}, welche zusammengehdren und
sich nur durch gréfere oder geringere Ausfiihrlichkeit der Dar-
stellung unterscheiden. Das Manuskript ist die ausfiihrliche
Bearbeitung des Gegenstandes, den die Voranzeige ahnen lift,
wihrend der Grundri als vom Verfasser selbst herriihrender
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Auszug zu bezeichnen isl. Ich lege das Manuskript meinem
Berichle zugrunde. Ich schicke voraus, daB Feuerbach bei der
am 7. Juli 1826 vollendeten Niederschrift aufer CArnot, Géo-
mdétrie de  position, auch vielfach die bherithmte Abhandlung
von LAGRANGE, Solution analylique de quelques problemes
sur les pyramides triangulaires in den Nouveaux Mémoires de
"'Académie Royale des Sciences el Belles-Lettres & Berlin 1773,
pag. 149177 (vgl. Gesch. d. Math. 1V, 523—525), benulzt hat.

Auf der Innenseite des Umschlags des Manuskripls ist ein
Blalt eingeklebt, anl welchem folgendes sieht:

Diescs Manuskript ist das noch ungedruckte Werk,
welehes Dr. Karl Wilhelm Feuerbach erwiihnt im Vorwort
der Druckschrift: Grundril zu analylischen Untersuchungen
der dreieckigen Pyramide von Dr. K. W. Feuerbach, Niirn-
herg 1827, und auf welches ich in meiner Tetraedromelric auf-
merksam gemach(t habe. Das Manuskript ist Eigentum des
Herrn Dr. Ludwig Feuerbach, wohnhaft zu Rechenberg bei
Niirnberg, der es mir zur Einsicht leihweise, fiir den [Fall
aber, daB ich es zum Druck befordern will und kann, als
Figentum tberlassen hat.  Gotha, den 18. August 1862.
Dr. Gustav Junghann.”

Uher Junghann selbst findet sich in der Fortsetzung von
Pocerxnoryrs Handworterbuch, 111, Band, 1. Abt. (Leipzig
1898), S. 703, nach Originalmitteilungen angegeben, dall er
am 28. Juli 1808 in Halberstadt geboren, 1835 Oberlchrer der
Mathemalik und Physik am Gymnasium zu Luckau in der
Niederlausitz wurde, 1851 aber vom Disziplinarhof in Berlin
wegen polilischer Opposition abgeselzt wurde und seitdem als
Privatmann in Gotha lebte. Die zweibiindige Tetraedrometrie er-
schicn 1862--1863. Weileres ist mir nicht bekannt geworden.
Dic Drucklegung der Feuerbachschen Schrift ist JuNnGHANN
augenscheinlich nicht gelungen, sonst wire das Manuskripl
nicht wieder in den Besilz der Familie Feuerbach zuriickgelangt.

Das Manuskript beginnl mil einer sichen Seiten fiillenden
Iinleitung, nach welcher ein auf zwei Seilen ausgedehntes
Inhallsverzeichnis folgl. Aus der Einleitung hebe ich nur einen
Salz hervor: Wenn die vier Perpendikel einer dreieckigen Py-
ramide emen gemeinschaftlichen Durchschnitispunk( haben, so
ist. der Halbmesser der Kugel, deren Oberfliche durch die FuB-
punkte dieser Perpendikel geht, gleich einem Drittel vom Halb-
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messer der um die Pyramide beschriebenen Kugel. Jene ersi-
genannte Kugel ist das rdumliche Analogon des Feuerbachschen
Kreises in der Ebene. Der cigentliche Inhalt zerfillt in drei Teile.

Erster Teil. Analysis der dreieckigen Pyramide
durch die Methode der Koordinaten und Projektionen.

I. Abschnitt. Die Relationen zwischen dem Inhalt
der dreieckigen Pyramide, den zwolf rechiwinkligen
Koordinaten ihrer Ecken und den Projektionen ihrer
Kanten und Seitenflichen auf die Achsen und libenen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, § 1--26.

II. Abschnitt. Berechnung der Dimensionen an der
dreicckigen Pyramide aus den zwdolf rechiwinkligen
Koordinaten, ihrer Teken und Elimination der Koor-
dinaten, § 27—80.

In sprachlicher Beziehung sei bemerkt, daf Feuerbach
GréBen  durcheinander, nicht miteinander multipliziert, und
daB er von gegeniiberlicgenden Kanten der dreieckigen Pyra-
mide ABCD redef. Er versteht darunter solche, in welchen jeder
der vier Eckbuchstaben einmal und nur einmal vorkommft, also
AB und CD, AC und BD, schlieBlich AD und BC. Abkiirzend
mége es hier gestatict sein, solche Kanten Gegenkanlen zu
nennen, wie es Feuerbach iibrigens auch mitunter tul. Endlich
ist auf den Sprachgebrauch koordinierte Ebenen fir Koordi-
natenebenen zu achien. '

Der ganze erste Teil enthdll kaum Neues. lis finden sich
in ihm vereinigt die cinfachsten Siize der analylischen Geo-
metrie des Raumes, dic von Graden und Iibenen und von
dahei auftretenden Winkeln handeln. Uberall ist symmelrische
Schreibweise beabsichtigt und awnch meislens erreichl, soweil
sie ohne Anwendung von Determianten mdighch ist. Volle
{ihersichtlichkeit ist aber natiirlich ohne dieses 1826 noch nichl
zur Verfiigung stehende Hilfsmiltel nichl zu ervcichen gewesoen.
Dic SchluBaufgabe (§ 80) verlangt aus den Abslinden cines
Punktes von drei durch ihre Koordinalen gegebenen Punklen
scine eigenen Koordinaten zu finden.

Geschichtlich inleressant ist § 44. LEr besagt, dafi, wenn
drei Seitenflichen einer Pyramide zueinander senkrecht stehen,
dic Summe ihrer Quadrate dem Quadral der vierlen Scilen-
fliche gleich ist, und stelll sich so als slereomelrisches Ana-
logon zum Pylhagoreischen Lehrsatz dar. Nun berichfel Feuer-
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bach, Tinseau (Mém. présentss, T. IX) habe diesen Satz als
new verdlfentlichl, Dr Gua habe ihn dann (Mém. de Pacadémic
des sciences, Paris 1783) fur sich in Anspruch genommen.
Beiden sei unbekannt gewesen, dafl schon JoHaNN FAULHABER
im Besilze des Salzes war, den c¢r sowohl In seiner Schrift
Miraculosum Arithmeticorum, fol. 74—75, als in der Ingenicur-
Schule I, 183, Frankfurt 1630, bekannt machte.

Ganz anderer Natur als der erste Teil ist aber dann:

Zweiler Teil. Die Theorie der koordinierten Koel-
fizienten, eine ncue Methode, welche die Raumgrdfien
in Bezichung auf eine Urpyramide betrachtet.

1. Abschnitt. Vom Punkle im Raume in Bezichung
auf cine Urpyramide und von den vornehmsten Re-
lationen zwischen den koordinierten Koeffizienlen
zweier Punkie im Raume. § 81—88,

II. Abschnitt. Die gerade Linie, das e¢bene Dreieck
und dic Pyramide in Beziehung aufl e¢ine Urpyramide.
§ 89—105.

L. Abschni(t. Berechnung ciniger der vornehmsten
Dimensionen, welche drei beliebige, auf eine Urpyra-
mide bezogene Punkle mit dersclben bestimmen. § 106
bis 127.

Hier sind ganz neue, im Jahre 1826 in der Offentlichkeit
noch unbhekannte Wege hetrelen, zu welchen § 81 den Zugang
eroftnet: Wenn man den Abstand jedes finfer belicbiger Punkie
im Rawme von eciner und der ndmlichen belicbigen Ebene in
den Inhalt derjenigen dreieckigen Pyramide mullipliziert, welche
die wvier wbrigen Punkie bestimmen, so ist die algebraische
Summe dieser [iinf Produlile gleich Null.

Feuerbach selhst hal diesen Satz als den grundlegenden
sciner ganzen Uniersuchung erkannt und ihn eben deshalb so-
wohl in der Voranzeige (3. 569) als in dem Grundrif (8. 5)
besonders hetonl. Thm zur Secile steht alsdann die Delinition
des § 82: Sei eine Urpyramide mit den Seitenfliichen A, A', A",
A" gegehen,  Die Abstiinde cines Punkfes E von diesen vier
Seilenflichen haben zu den Abslinden derselben Seilenfliichen
von. den ciner jeden gegeniiberliegenden Eckpunktien der Ur-
pyramide Verhiiltnisse o, 1, n, m, welche koordinierte Koef-
fizienten des Punktes E oder schlechtweg seine Koelfi-
zienten heifien, wihrend o41-4n-m=1 ist. So entsteht
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die Aufgabe, die Beziehungen zwischen den x, vy, z und den
I, m, n, o eines Punkies E zu finden, an welche im 11. und
III. Abschnitte des zweiten Teiles zahlreiche andere Aufgaben
sich anreihen. Von ihnen ist in der Voranzeige keine Rede,
so daf} der Leser der Isis zwar mit dem grundlegenden Theoreme
der ganzen Unlersuchung bhekannt wurde, von dessen An-
wendungsart aber so gut wie gar nichts erfuhr. Anders war
die Sachlage bei den Lesern des Grundrisses, aber diese Leser
waren sicherlich sehr diinn gesil. Hatte doch der Grundrif
keinen Verleger gefunden und war nur in Kommission bei Riegel
und Wiesner erschienen, eine Druckart, welche fasl zu jeder
Zeit als gleichbedeutend mil ,,als Makulatur gedruckt zu be-
trachten war. Die einzelnen, oben erwiihnlen Aufgaben sind:

§ 90. Aus den Koeffizienfen zweier Punkle thren Absland
zu finden.

§ 91. Aus den Koeffizienten zweier Punkie die Gleichung
der -sie verbindenden Geraden zu finden. »

§ 92. Von jeder zweier beliebigen geraden Linien sind die
Koeffizienten irgend zweier in ihr befindlichen Punkte gegeben.
Man soll den Winkel, welchen sie miteinander bilden, be-
stimmen.

§ 93. Aus den Koeffizienten dreier Punkte die Inhalie der
Projektionen des durch sie bestimmtien echenen Dreiecks auf
die koordinierten LEbenen zu bheslimmen.

§ 94. Aus den Koeffizienten dreier Punkle den Inhall desg

durch sie bhestimmien ebenen Drelecks zu berechnen.

§ 95. Aus den Koelffizienlen dreier Punkle die Gleichung
der durch sie bestimmien Ebene zu finden.

§ 96. Von jeder zweier beliebigen Ebenen sind die Koeffi-
zienten dreier in ihr befindlicher Punkle gegeben, man suchi
den Winkel der beiden lbenen miteinander.

& 97. Aus den Koeffizienlen vier belichiger Punkle den
Inhall der durch sie bestimmten dreieckigen Pyramide zu he-
rechnen.

§ 98-—104 ist ecine Menge von Gleichungen zwischen dem
Inhalt der Urpyramide und dem einer beliehig gegebenen Pyra-
mide hergeleitet.

§ 105. Aus den Koeffizienten vierer Punkle den kiirzeslen
Abstand zweier Gegenkanten der durch sie bestimmlen drei-
eckigen Pyramide zu finden.
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Nachdem im III. Abschnitt des zweilen Teils in § 106 ge-
lehrt isl, aus den Koelfizienlen cines beliebigen Punktes seine
Abstinde von den Fcken der Urpyramide zu berechnen, zieht
FFeuerbach aus den ermittelien Gleichungen weitere [Folge-
rungen, die zu dem Satze fiihren:

§ 110. Um einen beliehig gegehenen Miltelpunkt ist mit
cinem heliebig gegebenen Halbmesser eine Kugel heschrieben.
Wenn man nun das Quadrat des Abstandes jeder Ecke der Ur-
pyramide von einem belichigen Punkte in der Oberfliche dieser
Kugel mit dem eben dieser Ecke zugeordnefen Koeffizienten
des Miltelpunkles der Kugel mullipliziert, so ist die algebraische
Summe dieser vier Produkte eine konslante Grofle.

& 111 gibt einen Sonderfall des vorhergehenden Safzes, in-
dem die der Urpyramide umschriebene Kugel in Frage (ritl.

& 112 lost die Aulgabe, aus den Koeffizienten eines Punktes
die Gleichungen der vier Geraden herzustellen, welche durch
ihn und jede Ecke der Urpyramide hindurchgehen und anch die
Durchschnillspunkle dieser Geraden mil den Seitenflichen der
frpyramide zu bestimmen.

§ 113. Aus den Koeffizienten eines Punktes die Winkel zu
Lerechnen, welche seine Verbindungsgeraden mit den Icken der
Urpyramide mil deren Kanten bilden.

§ 114. Die gleiche Aufgabe mit Bezug auf die Winkel,
welche jene Geraden mit den Seitenflichen der Urpyramide
bilden.

§ 115. Aus den Koeffizienlen eines Punkies die Inhalle der
chenen Dreiecke zu bestimmen, welche er mil je zwel Iicken
der Urpyramide bildef. Dadurch ist zugleich der Abstand des
Punkies von den Kanten der Urpyramide bekannt.

§ 116. Durch einen gegebenen Punkt und eine von zwel
Gegenkanten der Urpyramide ist ecine Ebene gelegt. Man soll
aus den Koelfizienlen des Punkles den Winkel berechnen,
welchen die Ebene mit der anderen Gegenkanle bildet.

§ 117. Durch ecinen gegebenen Punkt und jede Kante der
Urpyramide ist eine Ebene geleglt. Man soll aus den Koeffi-
zicnlen des Punkles die Winkel bercchnen, welche diese sechs
IEbenen mit den Ebenen der Urpyramide bilden.

§ 118. Durch cinen gegebenen Punkl und jede zweier
Gegenkanlen der Urpyramide ist eine Ebenc geleglt. Man soll
aus den Koeffizienien des Punktes den Winkel der beiden
libenen berechnen.
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§ 119. Aus den Koeffizienten eines Punkies die Lage und
Grofe der drei Geraden zu finden, welche von ihm ausgehend
je zwei Gegenkanten der Urpyramide schneiden.

§ 120. Aus den Koeffizienten zweler Punkic sollen die
Winkel gefunden werden, welche ihre Verbindungsgerade mit
den Kanten der Urpyramide bildet.

§ 121. Die Winkel zu finden, welche jene Verbindungs-
gerade mil den Seitenflichen der Urpyramide bildel.

§ 122. Die Winkel zu finden, welche dic durch zwei ge-
gebene Punkfc und eine Ecke der Urpyramide gelegle Iibene
mit der Ebene der dieser Ecke gegeniiberliegenden Seilenfliche
der Urpyramide bildet.

& 123. Aus den Koeffizienten zweier gegebener Punkle dic
Inhalte der sechs Pyramiden, welche jene Punkle mit je zwei
Iicken der Urpyramide bestimmen, zu finden.

§ 124—126. Aus den Koeffizienten dreier gegehener Punkle
die Winkel zu finden, welche deren Ebene mil den Kanien und
mit den Secilenflichen der Urpyramide bilden, sowie auch den
Inhalt der Pyramiden, welche sie mitl jeder Ecke der Urp’y1::1n'1i(l'n
bestimmen.

§ 127. Aus den Koeffizienten eines Punkies die Gleichungen
der vier durch ihn zu den Seitenflichen der Urpyramide parallel
geleglen Ebenen und die Inhalte der in diesen ausgeschnillencn
Dreiecke zu finden.

Damit ist der zweite Teil abgeschlossen, und nun folgl.:

Dritter Teil. Eigenschaflen einiger merkwiirdigen
Punkte der dreieckigen Pyramide und mehrercr durch
sie bestimmten Linien und Figuren.

Gerade in diesem Teil ist der mit Feuerbachs geometrischer
Ligenart verlraute Leser berechligl, hochinleressante  1onl-
deckungen zu erwarlen, aber auf das Tilelblatt folgl cin anderes
folgenden Inhaltes: .

Aus diesem noch wunvollendeten Teile unserer Unler-
suchungen, welcher in folgende Abschnific

1. von der Relation zwischen den zehn Abslinden [Gnl he-

liebiger Punkie im Raume zueinander,

2. von den Perpendikeln der Pyramide,

3. von der Kungel, welche um die Pyramide beschriehen ist,

4. von den Kugeln, welche die vier Seilenfliichen der Py-

ramide beriihren,
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5. von den Kugeln, welche je vier Kanten der Pyramide
beriihren, ‘

6. von den Kugeln, welche Seitenflichen und Kanfen der

Pyramide beriihren,

vom Schwerpunkte des kérperlichen Raumes der Pyra-

=1

mide,
8. von den merkwiirdigen Punklen der Seilenfliichen der
Pyramide,

9. Beslimmung der gegenscitigen Lage der vornchmslen

hisher betrachtleten Punkte,

10. Untersuchung einiger besonderen Pyramiden,

11. vermischle, die Pyramide bhetreffende Probleme
zerfallen und einen ziemlich ausgedehnten Umfang erreichen
wird, sehen wir uns veranlaBf, cinige der vornchmslen Re-
sullale mil der Bemerkung auszuheben, daB der Schliissel zu
ithrer Auffindung in dem bisher Vorgetragenen zu finden ist.

Nach dieser Vorbemerkung, welche den dritten Teil als
blofies Bruchstiick bezeichnet, folgen unter der Bezeichnung
l.—XV. recht verschiedenartige Dinge.

. erklirt die ‘Bezeichnungen, von welchen Gebrauch ge-
macht werden will.  SS'S"S"" ist eine Pyramide, A die der
Spilze 8 gegeniiherliegende  Seitenfliche, G bedeutet deren
schwerpunkt, U den Mitlelpunkt ihres Umkreises mit dem Halb-
messer u; V, bzw. v und W, bzw. w sind die Mitlelpunkte und
Halbmesser des Innenkreises und des Feuerbachschen Kreises;
M ist der Hohenschnitlpunkl. Bezichen sich alle diese Buch-
staben auf die Seitenfliche A, so gelten genau die gleichen
Buchslaben cinmal, zweimal, dreimal hésl.riche]'l;; % B, A, AT
A", lir die anderen Seitenflichen. Daran schlieBt sich dic
Angabe der Koordinalen der V, U, W.

1L gibt den Inhalt der Pyramide VV'VV'"™,

HL gibt die Bedingungen an, unter welchen gewisse Ge-
rade cinen gemeinsamen Durchschniltspunkt haben, z. B. dic
Geraden ES, wo K der Seitenfliche A angehirt. Besonders
hervorgehoben sind die Fille der Ubereinstimmung von 1% mit V,
mit U, mit W,

IV. Durch P ist der in A licgende FuBpunkt der Senk-
rechlen SI” zu A bezeichnel. Dann werden die Bedingungen er-
ortert, unter welchen P mit V, G, U, M zusammenfillL.

V. Dic Spilze S gehort einer Kugeloberfliche an, deren
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Mittelpunkt auf der Ebene A liegt. Wenn nun dieser Miltel-
punkt in G, in V, in U liegt, so folgen daraus verschiedenc Silze.

VI Aus den Abstinden eines Punkies I von den Fcken
einer Pyramide folgi sein Abstand von dem Mittelpunkte der der
Pyramide umschrichenen Kugel.

VIL. Silze iiber den Schwerpunkt des kérperlichen Raumes
einer Pyramide und iber den ihres Umfanges verglichen mil
den entsprechenden Sitzen heim ebenen Dreieck.

VIII. Silze iiber die geringsten gegenseiligen Abslinde
der vier Hohen p, p', p”, p""' einer Pyramide voneinander.

IX. Von der Innenkugel und von den vier Ankugeln einer
Pyramide.

X Von den Bedingungen eines gemeinschaftiichen Hohen-
schnittpunktes bei einer Pyramide. Von dieser Aufgabe isl in
dor Voranzeige, S. 568, die Rede, wo als Bedingung ausge-
sprochen ist AB?—-CD*== AC? -+ BD2= AD? |- BC=.

X1. Es gibt innerhalb der Pyramide einen Punki von der
Beschaffenheit, dab, wenn man durch ihn zu den Ebencen der
Seitenflichen parallele Ebenen legt, die Inhalte der chenen
Treiecke, welche in ihnen jedesmal von den drei iibrigen
Seitonflichen ausgeschnilien werden, alle einander gleich sind.

XII. Uber die Bertthrung von vier belichigen Kugeln durch
cine fiinfte, eine Aufgabe, mit welcher Cannotr, Géomdélrie de
position, Nr. 357, sich beschifligle, ohne dic quadralische
Gleichung, von welcher ihre Auflésung abhiingl, wirklich aul-
zustellen.

XI1I. gibt eine andere IForm von VI

XIV. In Carnot, Géométrie de position, Nr. 305, ist der
Radikalmittelpunkt dreicr in der Ebene einander schneidender
Kreise nachgewilesen. Ahnliche Silze gelten fir cinander
schneidende Kugeln. Das Manuskripl. hal darither keine ausliihr-
lichen Angaben, aber im Grundrili, 5. 22—23, sind dic beiden
Sitze ausgesprochen: Wenn drei Kugeln einander schneiden,
so schneiden die drei Durchschnitisebenen derselben einander
in einer und der nimlichen geraden Linie. Wenn vier Kugeln
cinander schneiden, s0 schneiden sich auch ihre vier gemein-
schaftlichen Sehnen in einem und dem niimlichen Punkle.

XV. Aus einem Punkfe o, I, n, m werden nach den vier
Ticken der Urpyramide Grade gezogen, welche die jenen licken
gegenﬁberliegenden Seitenflichen in je einem Punkle schneiden.

sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, math.-naturw, K1, 1910, 28. Abh, pH



18 Morilz Canlor : Karl Wilhelm Feuerbach.

Der Rauminhalt der durch diese vier Schnitipunkle bestimmien
Pyramide JiBt sich miltels o, I, n, m mit Zuziehung des Raum-
inhaltes der Urpyramide berechnen.

Bie hier in ziemlicher Austithrlichkeit gegebene Inhalls-
anzeige des Manuskripts 1461 begreiflich erscheinen, daf man
umsonst nach emmem Verleger fiir dasselbe suchte. Es war im
Grunde doch nur ein Bruchstiick, welches man ihm anbieten
konnle, und was davon von hervorragender Wichtigkeit sein
konnte, das war inzwischen kein neuer Gedanke mehr.

Der kundige Leser meines Berichtes wei, daB ich das
meine, was Feuerbach die vier Koeffizienten eines Punktes
genannt hat, und was nichls anderes isf, als dessen heule
sogenannte Tetraederkoordinaten. Als ihr Erfinder gilt
August Ierdinand Mdébius (1790—1868), und in der Tat
finden sich sowohl die Dreieckskoordinaten in der Ebene als
die Telraederkoordinaten im Raum in dessen Werk: Der bary-
zenlrische Kalkul, ein neues Hilfsmittel zur analy-
lischen Bcehandlung der Geomelrie. Leipzig 1827, Es
kann keinem Zweifel unlerworfen sein, dafl Mobius und Feuer-
hach gleich unabhiingige Erfinder waren. Keine Méglichkeit 1iBt
sich dafiir ausdenken, daB der eine von ihnen unmittelbar oder
mitlelbar von den gleichzeiligen Arbeiten des anderen Kennlnis
erlangt haben konnte. Hier ist also einer der so seltenen Fiille
vorhanden, daB gleichzeitig zwei Schrifisteller auf den gleichen
wichligen Gedanken kamen, ohne vonecinander zu wissen! Die
Malhemalik selbst hat also durch das Verhiingnis, welches
I’euerbachs Manuskript ungedruckt, seinen GrundriB unbeachtet
bleiben lieB, keine wesentliche Linbufe erlitlen, aber die Ge-
schichle der Mathemalik wird mehr, als man es bisher an-
nahm, des Namens von Karl Wilhelm Feuerbach cingedenk
scin missen.
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