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Nachdem ich in meiner Arbeitt) ,Die Prinzipien der Me-
chanik fiir mehrere unabhiingige Variable® dic Grundztige fir
cine Ausdehnung der Siize der Mechanik, dic ich frither fir
kinetische Potentiale beliebiger Ordnung von mehreren Para-
metern und der Zeit als einzigen unabhingigen Variabeln ent-
wickelt habe, auf eine beliebige Anzahl unabhiingiger Variabeln
entworfen, will ich hier zuniichst den Iall nither erértern, in
welchem eine physikalische Grofle durch eine lineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier voneinander un-
abhingigen Variabeln bestimmi wird — Probleme, die analog
in der Mechanik wigbarer Materie die Bewegung von Massen-
punkten durch die Differentialgleichung

0 H d oH
By T vy
charakterisieren, wenn H ein kinetisches Potential erster Ord-
nung, t die Zeit und p einen Paramefer hedeutel.

Sei p eine von den Raumkoordinaten x, y, z und der Zeil
t abhingige Variable, H eine in einem beslimmten Gebicte der
vier unabhingigen Variaheln nebst ihren ersten partiellen Ab-
leitungen endliche und stetige Funktion, die wir als kinelisches
Potential erster Ordnung bezeichnen wollen, und geniige ferner
p der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung

) >H  d dI _ 4 dH 4 I 4 dH
() 55 — @ op Ay dp, dz dp, At ap,

worin ‘
op ‘)p - Op 0D

b= F P T by Py == v, Pr = 57

ist, so soll die in den zweiten, von p nach x,y,z, { genommenen
partiellen Differentialquotienten lineare Differentialgleichung dic
erweltelto LAGRANGE'sche Differentialgleichung genannt werden,
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4 l.. Koenigsherger:

welche bekanntlich im allgemeinen auch durch das erweiterte
HamiLton’sche Prinzip

o/[//Hdx dydzdt = 0O

dargestellt werden kann, wenn die Integrale sich iiber ein be-
stimmtes x, v, z, t-Gebiet erstrecken, an dessen Grenzen die
Variationen von p verschwinden.

Um zunidchst die Fille des kinetischen Potentials T aus-
zuscheiden, fiir welche die Differentialgieichung (1) eine iden-
tische ist, bemerke man, daB, wenn

3 py d Py 0 Pg O pg -

- b— = 7N — o e o= D

ox by T Petoy T Pas g T Ped
OH o H : 0’H , 0 H
“*=I'I —“‘":]'] y T —— = ~~-::H
(\p 0 bpa o Opabp Ha(). hpahpg Ci?

gesetzl wird, die Gleichung (1) wegen der geforderten Tdentitit
die Bedingungen
Hyg = 0

liefert, und somit H in p,, ps ps ps linear von der Form
sein wird

(20 H = Eha (x,7,% t,p) po +h (¥ 2t D)

Setzt man nun

(3) [hgdp = w,,

so wird, weil

d w, 0 Wy 0w, d  duwy, 0% w, 0% wy,
(4‘) = 7 Pis = | 5 Pis
dx O X op dp dx OX Op op
d D (d uua) d Ow, w,  dw,
dx op, \dx/ = dx dp ~ dpox o p? Pr:
> (dwa) d (d Wi \ d (d wa) 0
dp, \dx /  dp, dx) ~ dp, Vdx/
: : A w, -
1st, wie unmittelbar zu sechen, 5 der LAGRANGE’schen
dx
Gleichung
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ﬁ_(fl‘_“g)_i_b_(dw) 4.3 (dw> 4 b dug
dp vdx 1x Op;, \dx dy dp, \dx dz dp, (Eiﬂ)

dw

dt bp4 )

identisch geniigen, und ebenso
dw, dw, duw,
dy © dz 7 at’

und daher auch

d wy d w, d w; dw,
() H dx dy iz  at ¢

diese Differentialgleichung identisch befriedigen. Da aber w
vermége der durch die Gleichungen (2), (3), (4) gegebenen Be-
mehuneen nur von X, v, z, t und p abhiingt, und die zu w ge-

horige LAGRANGE'sche Gleichung 11110]gedessen in 290 uber-
)

geht, so wird w von p unabhiingig sein und mit einem der nach
X, v, z, t genommenen Differenfialquotienten der Funklionen wg
vereinigt werden konnen, so daf sich als notwendige Be-
dingung dafir, dal H der Lagrange’'schen Differen-
tialgleichung identisch gentligt, die "'orm far dasselbe

ergibt

.  w d w, d W, dw
6y H = _—i 2 3 1
( )) + d y + _l d l .

worin wg beliebige Funktionen von x, y, z, t und p sind.
DaB dies aber auch die hinreichende Bedingung [iir
das identische Verschwinden der LaGgranGu’schen
Gleichung ist, geht unmiltelbar aus dem oben beziiglich der
Funklionen we bemerkten hervor.

Man kann aber diese Bedingung auch unmitielbar an die
durch (2) gegebene Form von H kniipfen, wenn man h durch
die Gleichung beschrinkt

. , (7), 0h oy O h, Eyh5

dp  dx T dy +
ist namlich’ H von der Form (6), und sctzt man

—I— L

0 W,

= 3

hg = Op




6 L. Koenigsberger:

so wird sich wegen

dw, 0w,
dx = dx

fir 0 die Form (2) ergeben, wenn
bUJ
-+

gesetzt wird, und es wiirde umgekehrt, wenn H die Form (2)
hat, und

‘)uug bwd 4 btJL14:h

wa :f ha dp
gesetzt wird, fir II der Ausdruck
2 dw; | duy, dw; dw, (bw] dw, | Oy E)w{) 1
H"—dx—I~ - +dt +63r+bz+bt+l

folgen, worin, wenn h mit hy, h,, hy, h, durch die Gleichung (G)
verkniipft ist,
0 (I ow,  dw,  duyy bw4> oh  dh, ‘)h, dhy  ohy

op T dy 0z ot dp  dx dy oz ot

Ow; D, 0wy 0wy

h — : Y

O X 0y 07z ot

von p unabhingig ist.

Sehen wir nunmehr von dem identischen Verschwinden
der Lacrancge’schen Differentialgleichung ab, so soll, bevor
wir die ersten Integrale derselben untersuchen, welche in Ana-
logie zur Mechanik wigharer Massen als Prinzipien der so er-
weiterlen Mechanik angesehen werden konnen, zunichst die
Frage erériert werden, welche partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit einer abhiéingigen und vier unabhingigen
Variabeln sich auf die Form der erweiterten LAGRANGE’schen
Differentialgleichung bringen lassen, oder fiir welche partiellen
Differentialgleichungen

(8) f (X, Yo % 4 Py Do Poas paB) =0
ein kinetisches Potential erster Ordnung H existiert, so dal

@ (=20 _ 43I _ddd ddH _dadH
' dp dx dp, dy dp, dz dp,  dt dp,.
d H, d H, d H, d H,

=, — —+ — —

dx dy dz  dt




Die Prinzipien der Mechanik. v

ist, wenn H eine von X, y, 7, t, der abhingigen Variabeln p und
deren partiellen Differentialquotienten erster Ordnung abhéngige
Funktion bedeutet.

Zur Aufstellong der notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Existenz eines kinetischen Potentials erster
Ordnung werde zundchst bemerkt, daB £ in den zweiten par-
tiellen Differentialquotienten linear sein mufl. Ferner folgen
aus (9) leicht die Bedingungen

> ,d df _da df _d df A df

und die analogen, oder, wenn

(10) f= ZaFaapaa—l— 9 EAB Fog pop + I

gesetzt wird, worin Fgo, Fap und F Funktionen von X, y, %, [
and p sowie den ersten partiellen Differentialquotienlen von
p sind, durch Gleichsetzen der Koeffizienten von pgq und pgg
die motwendigen Bedingungen

dFyo  OFup
11) —— = o == |
D T
OF OF OF
‘ p
(19) SoF — 0 = ot @B )
Py Pg Pa
und
oF 0F 4 OF, ¢ dF, 9 ST,
. 9P X 0p 0y Op
dFy3 g3 YF,,  dFy
=y Ty BT T oy e

worin die Integrabilititshedingungen der Gleichungen (13) [r
I durch die Gleichungen (11) und (12) erfilll sind.
Umgekehrt ist aber auch uwnmiltelbar ersichtlich, daff dic
Bedingungen (11), (12), (13) auch die hinrveichenden
datiir sind, daB sich mittels (10) eine Funklion [ cr-
gibt, welche ein kinetisches Potential besitzt, oder dafl
eine Funktion H von x,y,z,t und p sowic den ersten particllen
Differentialquotienten von p existiert, fiir welche die Gleichung
(9) identisch erfillt wird, “
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So wiirde sich die partielle Differentialgleichung
E fao (57,2t 1, pg) Paa + 2&, B FaB (%, ¥,2 tp) Pag

_I— F (X’ Y. z, t7 Py P1s Pay Pas pﬂ,) =0,

in welcher fy 4, fo p willkiirliche Funktionen der eingeschlossenen
Argumente bedeuten, und F nach den Gleichungen (13) durch
diese Funktionen bis auf cine willkiirliche Funktion von X, V, z,
L, p bestimmt ist, in die Form der LAGRANGE 'schen Differential-
gleichung (1) bringen lassen, also z. B. die partielle Differential-
gleichung

fi (0) piy 4 f (Do) D2o + T (Ps) sy + 1, (P P +1(p) =0

Iiar das kinetische Potential

(2) (2) (2) (2)
H=—11 (p,)dpy — [ fa (o) dpy — [ f; (py) dp, — Lﬁ (pa) dps+ f1(p) dp.

Aber es gehéren zu jeder Funktion f, welche den
angegebenen Bedingungen unterliegt, unendlich viele
kinctische Polentiale; denn beslimmt man eine Funkfion

dw, |, duw,
dx dy
worin wy, w,, wy, w, Jbeliebige Funktionen von x, y, z, t, p,
Pis Doy Psy Pi, Und w eine willkiirliche Funktion von x, y, z, b ist,
s0 wird, wie oben gezeigt worden, K der partiellen Differential-
gleichung

0K d JK d oK d oK d oK

d w,

d w,
+ dz +W+w’

K=

0])__(;1;3'13?__@0“])2_(12 bps“dt E)p4=0
identisch geniigen, und daher, wenn
H—K=H,
gesetzt wird, auch '
[ O H, 4 dH, d dH _ 4 9°oH, d dH
Op dx 0p dy 3p, dz Jdp, dt dp,

sein, somil £ aufler H auch das kinetische Potential H, besitzen.
Indem ich nun zur Untersuchung der ersten Integrale der
LaGranGE’schen Differentialgleichung ibergehe, mag zuniichst

R —



Die Prinzipien der Mechanik. )

bemerkt werden, daff im Falle wigbarer Massen fiir cin von
einem Parameter p und dessen nach einer unabhingigen
Variabeln t genommenen Ableitung abhédngiges kinetisches Po-
tential H die Lacrancge’sche Differentialgleichung durch
0 H d oH
dp  dt dp

dargestellt, und die Gleichung

worin h eine willkiirliche Konstante bedeulet, als das Prinzip
von der Erhaltung der lebendigen Kraft oder das Energieprinzip
bezeichnet wird; das letztere ist das allgemeine Integral ersler
Ordnung der LacranGE’schen Gleichung, oder alle I'unktionen
p von t, welche letzterer geniigen, befriedigen das Energic-
prinzip und umgekehrt.

Wir wollen nun die Frage aufwerfen, welches dic Be-
zichung zwischen den Infegralen der LAGrANGE’schen particllen
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) und- der als Energic-
prinzip zu definierenden partiellen Differentialgleichung ersier
Ordnung

o I 0 H oH o
4) He—p 22 o —pye— —Pis = (X, ¥,
(]4) P1 ) D Pz A Do P d Dy P ) i P (}‘1 Y. % l,)'

bosteht, wenn H ein von den unabhiingigen Variabeln [reies
kinetisches Potential erster Ordnung eines Paramecters p, und
@ eine noch niher zu bestimmende Funktion der vier unab-
hingigen Variabeln ist.

Substituiert man in H(p, D1, P2 Ps, Pa)y wWelches eine be-
Jichige endliche und stetige Funktion der Argumente sein soll,
(15) p==q. pp = aq’, p, =B8q" ps =74 by =4,
worin ¢ als eine von ejner unabhiingigen Variabeln u abhiingige
Funktion gedacht wird, und «, B, v beliebige Konslanlen be-

deuten, und setzt man

(16) H(q, aq’, Ba’, vd, q') = (1),
so werden der obigen Bemerkung zufolge die Lacgnanci’sche

Gleichung
o (H) d (I
17 — = ()
(17) 0 q du 0q 0
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und das Encrgieprinzip

(18) 1) —q 20

0q

= h,

worin h eine willkiirliche Konstante ist, in der Bezichung zu-
einander stechen, daf alle Integrale der cinen Gleichung auch
zugleich Inlegrale der andern sind. Sei nun ein Integral der
Differentialgleichung (17)

q = f(uoB v

und setzt man

(19) u = ax +By + vz +t,
so 1st leicht zu sehen, daf
(20) p="Tl(ax+By+ 15+t o817

cin Integral der Gleichung (1) ist, oder daf, wenn in diese
Gleichung der Wert von p aus (20) und somit

pr=of, p,=Bf, py=r1f, py="1, p = ", py=aBl",...

geselzt wird, dieselbe identisch befriedigt wird. Es folgt nim-
lich aus den Beziehungen

d(H) (OH)

Vg 5p

e (5] 15 (0 40 02) + (2
) e ) ) s
;1:%3 )+ ) o () (),

in denen die Klammern die Werle der eingeschlossenen Aus-
driicke fir die oben angegehene Substitution bedeuten, und der
Gleichung

d o) _ o*(H) o bz(ﬂ)
du dq" T Vqdq e Vg2 l

dafi die Gleichung (17) in

Yy 3 H 3 H ‘
() e Lol o )+ ]
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[ R o serl ) ] =

Op; OP2
oder
E_Ij) . (621-1 ) . i‘)QH__
(bp (p,) dp Oy (p2) <bpbpg,) o
RS o ((‘J“*H) - 9 ﬁb_l'l} ) .
- (Pu) (aplz) (D22) So ~ <. 2 (py2) (bp;(‘)i’:); — L ..=10

iibergeht, welche in die Form gesetzt werden kann

<3H 4 JH o d )H 4 oH d bH)_O
dp dx op dy 0D, dz Op, dt dpy/

und somit aussagt, daf die LAGRANGE’sche Gleichung (1) durch
den Wert (20) von p befriedigt wird. Ebenso werden die Inle-
grale der Differentialgleichung  (18) Integrale des Incrgie-
prinzips (14) sein, wenn @ (x, v, % t) eine Konstante und fiir
u der Wert aus (19) substituiert wird.

Aus-der Aquivalenz der Gleichungen (17) und (18) folgl
somit, daf} die IAGRANGE'sche Differentialgleichung (1) und das
Energieprinzip (14) fiir ein konstantes ¢ unendlich viele ge-
meinsame Integrale besitzen. )

Da aber (H) die unabhingige Variable u selbst nicht ent-
halt, so wird das allgemeine Integral der totalen Differential-
gleichung (18) die Form haben

q == f (u —l— c, a, B, T, h)?

worin ¢ eine willklirliche Konstante bedeutef, und zugleich das
allgemeine Integral von (17) sein. Wir finden somit, dafy [iir
jedes kinetische Palential ersier Ordnung diecse un-
ondlich vielen Integrale der LagrRANGE schen Diffe-
rentialgleichung (1}, welche ein Energicprinzip in Ge-
stalt der partiellen Differentialgleichung (14) fiir ein
konstantes @ besitzen, sich in die Form setzen lassen

p = i(ax—}—BV+TZ‘|‘1‘|‘Ca O, Ba Yah‘)?

worin o, B, ¥, € willkiirliche Konslanten bedeulen.
So wird fiir das kinetische Pofential

H=p*+p’ 40 + p* + v’
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die LacranGE’sche Gleichung in
P = Piut = P22 — P33 — Py = O,
das Energieprinzip in
PP — P = pet — pyt — ps? =h
tibergehen, wihrend
(H) = q* + (1 + o 4- 8% + v?) ¢
wird, und ftir dieses Potential die Energiegleichung
Q@ — (1 +o® 484 1Hq?=h
das allgemeine Integral _
u -4 c u-c

1 T o E TR L e h 7 3 3
q:..g..el/lt—a+8‘+\r + 5e VIEa+ gty
besitzt. Setzt man nun
B-{—By-{—yz—s-t—l—c _—cgj;gy—f—vzu—tt—}—c
p=te Vida+prr b, T Yixarpte
2 to9

so {iberzeugt man sich leicht, daB alle in dieser Form ent-
haltenen Integrale auch den beiden partiellen Differential-
gleichungen, der von LaGranck und der Energiegleichung, ge-
ntgen. Da dieses Integral mit den vier willkiirlichen Kon-
stanten o, B, y, ¢ das vollstindige Inlegral des Energieprinzips
darstellt, so kann man aus diesem das allgemeine Integral mit
einer willkiirlichen Funktion von drei Variabelnverbindungen
herleiten, indem man
¢c=uw (Ot, Bv T)

setzt, worin w eine willkiirliche Funktion bedeutel und, wenn
man den fiir p gefundenen Ausdruck mit I hezeichnet,
die GroBen o, B, y als Funktionen der Variabeln aus den
Gleichungen

oI OF dw O F OF dw oF oF bw_o

Je "3 e S SE T 3 =% oy T e oy

bestimmt.

Dali aber die in dem vollstindigen Integrale der fiir ein
konstantes ¢ genommenen Energiegleichung nicht enthaltenen
Integrale im allgemeinen ohne heschrinkende Bedingungen fiir
das kmetische Potential H der Lagrance’schen Gleichung nicht
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gentigen werden, oder daB im allgemeinen nicht noch andere
Integrale der LAGRANGE'schen Differentialgleichung dem Encrgic-
prinzip unterliegen, mag der Kiirze halber an einem ecinfachen
Beispiel mit zwei unabhdngigen Variaheln, x und f{, gezeigt
werden. Tir das kinetische Potential

H=p®+p* +p’
wird das vollstindige Integral des zugehdrigen Energieprinzips

durch.
ax Attt ¢ __ox+l+c
L, Vit 4o Vide

p=

o

dargestellt sein, und es werden zugleich alle diese Inlegrale
der zugehorigen LAGRANGE’schen Differentialgleichung Genfige
leisten. Aus dem vollstindigen Integrale wird sich, wenn ¢ = w ()
gesetzt wird, das allgemeine Integral durch Elimination von «
aus der obigen Gleichung fiir p und

x—at—awf{o)+1+oH)w (=0

ergeben. Setzt man z. B. w (o) = o, so liefert diese Eliminalion
das Integral

1 x4+ )2+ 12 h —1vV&EF+)r+12
p:—g——e‘/ _.I_ _Qae -‘/(\+)+ ,

welches micht in dem vollstindigen enthalten ist; man verifi-
siert nun unmittelbar, dafl es ein Integral der Energicgleichung
ist, sieht aber ebemso leicht, daf es die LAGRANGE'sche Dille-
rentialgleichung nicht befriedigt.

Es bleibt somit nur noch die Frage nach den Bedingungen
su beantworten, denen das kinetische Potential crster Ordnung
H geniigen mull, wenn similiche Integrale des Lnergieprinzips
(14) fiir eine noch niher zu bestimmende Form der Funklion ¢
der LAGRANGE’schen Differentialgleichung gentigen sollen, und
daher, wenn @ eine willkiirliche Funklion gewisser Variabeln-
verbindungen sein kann, auch similiche Integrale der La-
GRANGE’schen Gleichung dem Energieprinzip unterliegen werden.

Um von dem Energieprinzip (14) zur Lacranar’schen
Gleichung (1) iiberzugehen, leite man zuniichsl durch Differen-
tiation der Energiegleichung nach x, y, z, t mit Benulzung der
oben definierten Bezeichnungen Wy, Hgg die nachfolgenden fiir
alle Integrale des Energieprinzips giiltigen Bezichungen her
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Hypo— s (Hyo Do+ Hii Prg + Hiz P2+ His Pso +HiaPaa)
—DPe (Hzopa‘{“Hum‘i‘Hsz Poo+ Has Psg + Hay Pag) (az1,9,3,4)
—Ps (Hso P +Hys Pro+ Haz Poo + Has Psg+ Hay Pac)
—Pu (Hw Po -t Byt P1g -+ Hyo Pog + His Psg+ Hy4pag)= :\?Ei; ’
worin £, %, &, & durch x, y, 7, t 7u ersetzen sind.
Addiert man diese mit den Multiplikatoren
VH,, VHy, VHg, VH,

verschenen Gleichungen und wvergleicht die so erhaltene Be-
zichung mif der durch

multiplizierten LAGRANGE’schen Gleichung (1), so erhidlt man
durch Identifizierung unter der Vorausseizung, dal der Aus-
druck (21) weder identisch noch durch die Integrale der
Energiegleichung (14) verschwindet, die Bedingungsgleichungen
(22) Hyp = Hyq - Hgg
und
—— 0@ =0 — 0@ — 0@

g I, — L VH,, = i =
() VHu 50+ Vi 57 + VB - 4 VH = 0;
die letztere Bedingung kann, da @ nur von x, vy, z, f, H da-
gegen nur von p, p;, p: und nicht von den unabhingigen Va-
riabeln abhiingen sollte, einerseits erf@illl werden, wenn @ eine
Konstante ist, andererseits muf, wenn dies nicht der Fall sein
soll, und derselben fiir jedes der Bedingung (22) unterworfenc

kinetische Polential geniigt werden soll,
(24‘) [—IO'.O! - ]HE‘E' = 1]‘16
sem, in welchem Falle dann die Funktion ¢ die Form annimmt
25) o=w(x—1t, y—1t, z—1),
worin w eine willklirliche Funktion bedeutet, wihrend die
Gleichungen (24) fiir das kinetische Potential die Form
(26) H=Q(p, ps +py + s -+ pa) + w1 (0) p + w2 () P
+w; (P s + we (P pe + w (p)
liefern, worin die Funktionen Q, ys, y keiner weileren Be-
dingung unierworfen sind.
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Wir tinden somit als notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir, dafi simtliche Integrale der Dille-
rentialgleichung der Energie (14) auch Integrale dex
LLAGRANGE’schen Gleichung (1) sind, die, daB

I. wenn die rechte Seite des Energieprinzips eine
Konstante ist, das kinetische Potential erster Ordnung
den Gleichungen (22) gentigh, und der Ausdruck ‘

= v Vi,

weder identisch noch durch die Integrale des Energic-
prinzips verschwindet,

II. wenn die rechte Seite des Lnergieprinzips va-
riabel sein soll, diese die Form (25) besitzl, das kine-
tische Potential durch einen Ausdruck von der Geslall
(26) bestimmt und die" Bedingung erfallt ist, dal der

Ausdruck
> b

nicht durch die Integrale des Encrgicprinzips ver-
schwindet; in diesem Falle werden auch umgekehri
simtliche Integrale der Lacrancr’schen fGileichung
dem Energieprinzip geniigen.

Nimmt man zu L gehérig der Mechanik wiigharer Massen
analog fiir H eine homogene Funktion zweiten Grades der
GroBen pi, Pz ps pe von der Form

H = Fiaa(p )by + 2 \ fas (P) Pa Pp -+ (D),

so gehen die Bedingungsgleichungen (22) in
fop (0) = T (0) Ty 3 ()

aber, so daB das kinetische Potential die Form annimmt
= ( Sha Viaal)) + 10,
und daher das Energieprinzip lautet

— (P Vg ®)) + 10 = s

die Integrale dieses werden also sidmtlich der Lacranci’schen
Gleichung
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SV ) S+ 0= (Vi) SV
— 9 (_1]‘) (\/ 29 (p) pa \/faa(p)) - 2 (\/f (p -—’ p vfﬁa(p))
dt (V fyq (p) Epa Vfaa(p) > =0

Geniige leisten, da der Ausdruck

2 Pa \/m@

durch die Integrale des Energieprinzips nicht verschwindet.

Um fiir den Fall II. noch direkt zu verifizieren, daBl auch
umgekehrt simtliche Integrale der LagrangE’schen Gleichung
(1) ein Energieprinzip mit einer willkiirlichen Funkfion von
der Form (25) besitzen, setze man in (26)

D1+ P2 Py + py =P,
so dab die Gleichung der Energie in

0Q(p, P)
P~TFM

die LAGRANGE'sche Gleichung in

— QP P)—yh)=wx—ty—tz—t),

0 (p, P) 0*Q (p, P) 62Q(p,P)(dP dP )
" 0p T — dp oP op? + d? Tt dt
tibergehen. '

Man sieht zuniichst wieder unmittelbar, daB aus dem
Energieprinzip durch Differentiation nach x, y, z, t, durch Ad-
dilion der so entstechenden Gleichungen und Division mit P,
welches fiir die Integrale der Energiegleichung nicht ver-
schwinden kann, sich die LAGRANGE'sche Gleichung ergibt.

Umgcekehrt folgt aber aunch aus

_0Q 0 Q
vermoge der LAGranGE’schen Gleichung

N S NQ(dP )__ _“dP
2= dp[MMP}L+0P2dx_de%_d/+—ﬂ (M]

_ [ ap w> Mﬁ »Q
”m[ﬁﬂﬁ“+_'ﬁi dt Ww]+d\u? Pps F
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oder
0Q ¥Qr(dp , dP  dP [ dP |
Q_p2 l:-#(___,__)_
d{ Pop Ty o) aw[ & Tay Ta Ta /PR
and da die rechie Seite dieser Gleichung fiir die Integrale der
LLAGRANGE’schen Differentialgleichung ein vollstindiges Diffe-
rential von der Form dw(x—t, y—t, 2 —t) ist, durch Integration
das Energieprinzip.
Sei z. B. wieder fiir zwei unabhingige Variable x und t
Q(p,P)=p+P%wp) =0,

so wird das allgemeine Integral des Energieprinzips

0 0
Xy L=V Fur—0

durch
2
p—_—i—(x—{—wl(};mt)) - w (x — t)

dargestellt sein, wenn w; wiederum eine willkiirliche Funklion
bedeutet. Ferner geht die LAGRANGE’sche Gleichung in

0p £ pe) o i FD) L
0 X ot 2

iiber, woraus
X
D+ pe=wE—1)+ 5
und hieraus

X2
p = —Z'-—“I-XW(X"_D—I_WI(K_[)

folgt; es fallen daher die Integrale der LAGRANGE’schen
Gleichung mit denen des Energieprinzips zusammen, wenn

1 |
y = ‘é_wla Y, = XUJF_‘UU

gesetzt wird.

Um nunmehr weitere Sitze zu erhallen, welche den anderen
Prinzipien der Mechanik wigbarer Massen analog sind, werden
mindestens zwei, von den vier unabhingigen Variabeln x, vy, z, |
abhiingige Parameter p, und p. einzufiihren sein.

e oo
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