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§ 1.

Definition: Es seien a, b und m reelle Zahlen?), da-
von m nicht 0. Es sei A der kleinste positive Rest von
a modulo m, d. h. die durch

a=qm-+ A, qganz, 0 <A <|m|

eindeutig bestimmtie Zahl; es sei B der kleinste positive
Rest von b modulo m. Wenn A <7 B ist, sagen wir

(1) a < b (mod. m)

und
b > a (mod. m).

Wenn A > B ist, sagen wir also
(2) a > b (mod. m)

und ,
h <7 a (mod. m).

Wenn A = B ist, sagt man iiblicherweise
(3) a=Db (mod. m).

Genau einer der drei Fille (1), (2), (3) mufl immer vorliegen.
Diese Zeichen < (mod. m) und >> (mod. m), sowie auch

< (mod. m) und > (mod. m) sind offenbar transitiv; d. h. aus

a<b (mod. m)
nebst

b < ¢ (mod. m)
folgt

a < ¢ (mod. m)

und entsprechend fiir die drei anderen Zeichen. Man kann also
Relationen mit einem der Zeichen und auch dem Zeichen = dabei
fortlaufend schreiben, z. B.

0> 11>4E]LOE—;2>MET(mOd.6),

1) Im Folgenden wird tbrigens m stets positiv und ganzzahlig sein.
1%
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Dagegen darf man nicht etwa Ungleichungen modulo m stets
gliedweise addieren. Daoch darf man z. B. aus
a <_b (mod. m)
offenbar schlieflen, daf}
b—a <b {mod. m)

ist.
Die folgenden Betrachtungen mdgen von dem Spezialfalle
m = 60 ausgehen. Die ki (g ) = 8 zu 60 teilerfremden Restklassen,

deren Elemente < 30 (mod. 60) sind, werden durch
p = 1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29

repriasentiert. Jede dieser Zahlen p hat die Eigenschaft, daf3 ihr
11-faches modulo 60 auch < 30 ist; da 11 zu 60 teilerfremd ist,
also die acht Produkte 11 p inkongruent (mod. 60) und zu 60
teilerfremd sind, heift dies, dall die acht Produkte 11p den
Zahlen p abgesehen von der Reihenfolge kongruent sind. In der
Tat ist

11p = 11, 77, 121, 143, 187, 209, 253, 319

= 11, 17, 1, 23, 7, 29, 13, 19 (mod. 60).

In Formeln: Fiar m = 60 hat k = 11 die Kigenschaft, dali
folgende ® ém) Bedingungen?) erfiillt sind:

Aus

(4) pym) =1, pZ F; (mod. m)

ergibt sich

(5) kp < % (mod. m).

Ich stelle nun das Problem, alle ganzzahligen Wertepaare
m, k zu finden, fir welche m > 3 ist und obige Eigenschaft

(;,aus (4) folgt (5)) besteht. Von m =1 und m = 2, wo (—p-g{])

gar keine ganze Zahl ist und auch keine teilerfremde Restklasse

unterhalb —lg (mod. m) liegt, kann dabei keine Rede sein.

%) Ich rede von (pé ) Bedingungen, nicht von unendlich vielen, da es nur

von der Restklasse des p abhiingl, ob k p < 'j—)l (mod. m) isl oder nicht,
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Dabei ist klar, dall mit jedem k auch jede zu k (mod. m)

kongruente Zahl die ? gm) Bedingungen erfiillt, so dall bei der

Fragestellung 1 < k < m angenommen werden kann; da auch p
modulo m festgelegt werden kann, lautet also das Problem:
Alle Paare ganzer Zahlen m, k zu finden, so daB
1<{k<{m 3<m

ist und die 2 ém) Bedingungen erfillt sind: Aus
(6) (p, m) =1, Iip<%

folgt

(5) kp <L I}} (mod. m),

In dieser Hinsicht bemelke ich zunéchst folgende vier ziem-
lich trivialen Tatsachen:

‘Erstens: k = 1 hat natiirlich fiir jedes m 2 3 die Eigen-
schaft. Denn aus

1<p <%
folgt
m _
kp=p< 5 (mod. m).

Zweitens: Wenn k die Eigenschaft hat, so ist

(7) 1 <k< 521-
Denn man setze p =1, was (6) erfiillt und
k < -%1— (mod. m)

liefert, somit zu (7) fiihrt.

Drittens: Fiir ungerades m > 3 hat nur die Zahl k = 1 die
Eigenschaft. Denn es sel n ungerade,

l<k<

und () fiir alle vorgeschriebenen p erfiillt. Dann verstehe ich
unter p diejenige wohlbestimmte Potenz 2% von 2, fiir welche

%<2Sk<m
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ist; dies 2°% erfillt wirklich (6), da

m

ra

ist, stellt aber einen Widerspruch zu (5) dar.
Das Problem ist damit fir ungerade m vollig erledigt.

Viertens: Fiir gerades m hat it k auch g— k die Eigen-
schaft; denn aus (3) folgt fiir die p, welche (6) erfiillen, weil sie
ungerade sind,

m m — I o< ™ mod n
(§~L>p_§p—kp; 5 kp<C 5 (mod. m).

-

Also haben wir fiir gerades m jedenfalls die trivialen Losungen

k=1 und k =£§ — 1 (welche im Falle m = 4 zusammenfallen)
und diirfen bei Aufsuchung der {ibrigen Lésungen uns auf das

Studium des Intervalls

2 <k <

| B

beschréinken, also insbesondere m > 8 annehmen.

Der zahlentheoretische Satz, um den es sich in dieser Arbeit
handelt, besagt nun, daBl es aufler den genannten unendlich
vielen trivialen Fillen nur endlich viele weitere Fiille gibt, indem
es zu jedem geraden m > 60 nur die beiden trivialen k gibt.
D. h. es besteht der

Satz: Zu keiner ganzen Zahl m > 60 gibt es ein
ganzes k derart, dall

k==1 (mod. m),
ferner fiir gerades m
ks:e% — 1 (mod. m)
ist und aus
(4) ﬁwm=hp<%hm¢m
jedesmal
(5) kp <% {mod. m)

folgt.
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Vorbemerkung: Nach dem Vorangehenden ist es gleich-
bedeutend, statt (4)

(6) Gm)=1,1<p<y

anzusetzen, und fir den Unmaoglichkeitsbeweis erlaubt, m gerade
und

m
2<k<L T
anzunehmen. Es lautet also die

Behauptung: Zu keiner geraden Zahl m> 60 gibt es
ein ganzes k derart, dal

2<k< 7
ist und aus
(6) (pm)=1,1<p <y
die Ungleichung
(5) kp<3 (mod. m)
folgt.

Zugleich wird (was eine Abkiirzung des Ausprobierens der
endlich vielen Fille m = 8, 10, 12, . .., 58, 60 ist) der folgende
Beweis ergeben, dafl bis 60 nur folgende vier nicht trivialen Fille
vorhanden sind :

m=12, k=38; p=1, b; kp=3, 3.

m=20, k=3 p=1,379; kp=3,9, 1, 7.
m=24, k=5; p=1,5, 7, 11; kp=5, 1, 11, T.
m = 60, k = 11; siehe oben.

Gleichzeitig ergibt sich aus dem zu beweisenden Satz, dafl
nur fiir endlich viele m die (B% Zahlen p eine Gruppe bilden;

denn, wenn sie eine Gruppe bilden, ist jede von ihnen ein k (sc.

mit der Eigenschaft) im Intervall 1 <k < %, also ist die An-

zahl der zu m teilerfremden k dieses Intervalls = i@: Nun
ist dic Anzabl der zu m teilerfremden k des Intervalls 1 <k <%
nach dem Obigen
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1 fir ungerade m > 3, m =4 und alle®) m = 2 (mod. 4);

2 fir alle m=0 (mod. 4) exkl. m =4, m = 20, m =24
und m = 60;

4 fir m=20, m = 24 und m = 60.

Die Gleichung @ (m) = 1 fiir die m der ersten Art gilt nur bei

2
m =23, m=4 und m=6; die Gleichung cp_(‘;n) = 2 fir die m
der zweiten Art nur bei m = 8 und m = 12; die Gleichung
2(22) =4 fir die.m der dritten Art nur bei m = 20 und m = 24.

Also kann eine Gruppe hochstens vorliegen: Fir m = 3, 4, 6, 8,
12, 20, 24, und sie liegt tatsiichlich in diesen 7 Fillen vor:

m=3; p=1.

m=4; p=1.

m=26; p=1.

m=38; p=1, 3.

m=12; p=1, 5.

m=20;p=1, 3, 7, 9.

m=24; p=1, 5, 7, 11.

Der Satz sagt aber viel mehr aus als, dal die p bei m =24
aufhoren, eine Gruppe zu bilden; er sagt u. a. aus, daf§ der Komplex
der p abgesehen von m = 60 (nebst k = 11 oder k = 19) fiir kein
m > 24 einen von den trivialen Werten k = 1 und (fiir gerades m)
k= % ~— 1 verschiedenen Multiplikator besitzt, der ihn modulo
m in sich tberfiihrt.

Beweis: Es sei also m gerade, m > 8, und es gebe ein k
derart, dall

22k< T
und fiir
(6) o m)=1, 1<p <5
stets
(5) kp<Z %1 (mod. m)

% In der Tat ist fir m = 2 (mod. 4) das triviale k = -g—]l — 1 nicht zu m

tetlerfremd.
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ist. Dann soll bewiesen werden, dall m einen der Werte 12, 20,
24, 60 hat und entsprechend k=3, 3, 5, 11 ist.
m hat jedenfalls die Form
m = 2%q,
WO
oa>1, u==1 (mod. 2)

ist.
I. k sei gerade.
1. Es sei a=1. Dann wihle ich

was offenbar (6) erfiillt. Dann ist nach (5)

kp=Kk %~2k5—2k<—2nl (mod. m),

was der Tatsache

0<2k< %
widerspricht.
2. Es sel a =2,
a) k sei nicht durch 4 teilbar. Dann wihle ich
m €
p= _4"' + 2:

was offenbar (6) erfillt. Dann ist nach (5)

m m m
kp=kz+2k5?+2k<§‘(mod. m),
was der Tatsache
m _m ,
widerspricht. ,
b) k sei durch 4 teilbar. Dann wihle ich

m
P—Z—z

und erhalte
kp=k_‘:i_zkz_zk<1§(mod. m),

_ einen Widerspruch.
3. Es sei o > 3.
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a) k sel nicht durch 4 teilbar. Ich nehme

m
p="p +1
und erhalte den Widerspruch
kp=k —121 4k = gl 4 k< I}; (mod. m).
b) k sei durch 4 teilbar. Fiir
m
p= 4 — 1
kommt der Widerspruch
kp:k%———kz‘:————k<%1 (mod. m)

heraus.

Il. (Hauptfall, der u. a. samtliche zu m teilerfremden k um-
falt): k sei ungerade, Ich werde zunichst beweisen, dal
(8) k == 1 (mod. 2¢ — 1)
ist. Dies ist fiir « = 1 und « = 2 trivial und bedarf nur fiir
o> 3 eines Beweises, Es sei also a> 3.

Die ¢ — 2 Zahlen

m 1 m

n

i - -
(9) 4+1,851_;..,20_1—H
sind p-Zahlen, d. h. positiv, zu m teilerfremd und < %]- Also ist
zunichst

m m
k (T +- IL) < 5 (mod. m),

folglich

k=1 (mod. 4).
(Denn, wire k = 3 (mod. 4), so wiire k (%] + ]) -*—“——'Zu m - k

>% (mod. m)) Wenn o = 3 ist, ist (8) damit bewiesen. Wenn

aber o > 4 1st, liefert die zweite der Zahlen (9)

m m
k 5 + 1) <5 (mod. m),

also

k=1 (mod. 8)
nicht k =5 (mod. 8)). Usf. bis zu
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k (9;11 -+ 1) < % (mgd. m),

(8) k =1 (mod. 20— 1),

Nun lilt (8) modulo 2% fir a > 2 zwei Moglichkeiten zu:
Erstens
_ k=1 (mod. 2%,
zweltens
k=14 2" (mod. 2%;
fir a =1 ist nur erstere zu berticksichtigen, da k ungerade ist.
1. Es set
k = 1 (mod. 2%
Dann bezeichne ich mit 2" die hochste Potenz von 2 unterhalb u:
(10) M ZuL ot
dies n existiert und ist > 1, weil u nicht = 1 ist; sonst wire ja
m=2% k = 1. ‘
Die n Zahlen

u—2 ..., u—2"

sind offenbar p-Zahlen. Daher ist fir 1<v<n

(11) k(u—?"):ku—2"k=k§ —2"1{5;% — 2"k<%l(mod.m).

Fir v=1 gibt (11)
B9k <%ﬂ— (mod. m);

2\01
wegen
0<2k§%
ist daher
m
98 2k >0,
m
m
k< 90 + 1’
Ich behaupte, dal
(12) k< —2
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ist. Falls n =1 ist, ist dies soeben bewiesen. Falls n > 2 ist,
liefert (11) fur v =2

m m .
bu 1k < 35 {mod. m);
wegen
m m 4m m m
51 —_ ‘k>§;_23+1:—{g TR
1st
m
i 1k >0,
m
k < ou 4+ 2

Falls n = 2 ist, ist (12) bewiesen. Falls n > 3 ist, liefert (11)
fir v=3
m

g% — 8k < 5 (mod. m);
wegen
m IE_ﬁS_m ___m 5 m
o KT T T TR T
ist
m
8k<2—ﬂ’
m
k<20+3.

Usf. bis zu (12).
Aus (12) folgt nun aber nach (10)

was ein Widerspruch ist.
2. Es sel
k==1-+2¢—1 (mod. 29, « > 2.

-

a) (Schwierigster Unterfall) Es sei « = 2. Dann ist
m = 4u, k=3 (mod. 4).

Es werde ein positives ganzes n so bestimmt, daf
2“<{T—.—:111<2“'5“l

ist; das geht wegen u > 3. Die n Zahlen
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m_ o, m_ m _ on
1 2, 1 4 ..., 1 2
sind p-Zahlen. Fir 1 <v<n ist also
):—— — ka< (mod. m),
1 v _m ‘
(13) Z<‘2 k< 1 (mod. m).
(13) gibt fir v=1
m
T < 2 k<——— (mod. m);
daher ist
m m
T <2kx 5
m m
(14) 3 <k < T
Ich setze nun
m ]
— _'6" + K,
wobei natiirlich k nicht ganz zu sein braucht, und behaupte, dall
(15) RERS
igt.
Aus (14) folgt
m m m m m m
B R S R T)
also
m

Im Falle n =1, d. h. 8 <<m < 16, ist (15) damit bewiesen,
und (15) wird iiberhaupt bewiesen sein, wenn fiir 1 <v<_n aus

m
16 k| <-
(16) HEC=
die Richtigkeit von _
m
(17) x| < SR

gefolgert werden kann. Dies geschieht so. Nach (13), worin ja
v 41 statt v (wegen v 41 < n) geschrleben werden kann, ist
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14
< v+ 1) < 3m (mod. m),
also entweder
%1—<2" I-:~<~'£)—‘—8H—:l (mod. m)
oder
0 Tm

%<2"k <——‘— (mod. m);
durch Vergleich mit der urspriinglichen Form von (13) ersieht
man, dall entweder
!4? < 2Vk 3?111 (mod. m)

oder
-3-]3]- < 2%k < — (mod m)

ist. Nun ist wegen
Yk =2V — -1 2V«

und (16)
g M gy cgv D +P“,
"

6 6

2Y 22 (mod. 6))

F

Fir ungerades v ist (wegen
9"% ':% (mod. m),
<2k < (mod. m)

3
+ 2V <£ (mod. m).

yId__ o
2 6 3
géwk_ﬁ_u—ﬁ@ (mod. m), ﬁ

8

0m< ‘7"1{%2Tm4- 2"'K<Tm- (mod. m).




Uber einen zahlentheoretischen Satz etc. 15
In beiden Fillen ist daher

m
| 2Vk | << I
Damit 1st aus (16) die Relation (17) bewiesen.

Also ist (15) richtig und liefert weiter

m m m m ¢
k=g =l s = s+ 1 5m ~ 3
4

Da nun k — %1 entweder eine ganze Zahl ist oder den Bruch-

bestandteil l} oder %— hat, sind nur 7 Fille moglich:

m 2 1 1 2
k—F=—bL-mp-3lypt
Hiervon geht
m
k=75

nicht, da k gerade wire.

k:E+z_2u-t2

6 3 3
geht nicht, da k auch gerade wiire. '
_m 1 2u-+1
k=5 ty="3

geht nicht, da k=1 (mod. 4) wiire.
m 1 2u—1
K=F T3 5
geht aus folgendem Grunde nur fiir ein einziges u. Diese Zahl
2u—1
3
die charakteristische Eigenschaft (5), da die zu m teilerfremden
k mit dieser Eigenschaft offenbar eine Gruppe bilden. Also wiire

wegen k®==1 (mod. 4) nach dem Ergebnis des Falles 1) entweder

~ ist zu u, also auch zu m teilerfremd; k2 hitte also auch

k?=1 (mod. m) oder kgz% — 1 (mod. m). Das ergiibe aber
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was nur fiir u =5 moglich ist und wirklich den oben angefiihrten
Fall m = 20, k = 3 liefert. |

ot
=

i

k= —6 — 1
geht nicht, da dies = 1 (mnod. 4) wire.
Es bleibt
c B
L‘ - 6 1 19

so dal m durch 12 teilbar ist,
a) Es sei m nicht durch 9 teilbar. Dann liefert p =25

5 3 1 N
kp= én +u<% (mod. m),

-

9]

én +5>m,

30 > m,
m =12,
wofiir wirklich k = 3 die Eigenschaft hat.
b) Es sei m durch 5 teilbar, also durch 60 teilbar. Dann
ist m=>5FM, wo > 1 und (M,5)=1 ist. Es liefert

m . M
PToar TOT Y
m m . m m Hm
kp={[ — 1)( _.1_9): - * I
P (6+ 2.58 " ;12-5#+2-5B+ g TP
m _
52 5ﬁ+oén —1,—5<‘E(mod. m).
Wegen
m m _i_5m_l__ m  bm -
2 <p.p 6 TOST T B
ist also -
m Sm _ !
0T TP m
5>
ST
m < 1D,
m == 60,

wozu wirklich k = 11 gehort.
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b) Es sei a > 3. Der Wert

m
=2
ergibt _
2E-+o)_kﬂ_|_2k +§+2k<% (mod, m),
m m
m.m m Sm
k>G5 — 025 — g ="g"
3m
(18) k>_1_6_'

a) Bs sei o =38. Fir m=28 gibt es kein k=5 (mod. 8)
zwischen 2 und %l— Fiir m =24 hat wirklich k — 5 die Eigen-

schaft. Es darf also jetzt m > 40 angenommen werden. Dann gibt

m
P—§—4

das Folgende:

m m ___5m
]\(8 —4>—k~§—4k__ g

%1 (mod. m),

_58111 —4k>0
D m
k< 32,

was (18) widerspricht.
b) Es sei o> 4. Dann gibt

m
p=-g—1
das Folgende:

m m i
(_A— 1)_1\3‘-—]\ :“8”*—]{<*2— (mod. Dﬂ),

m
k < —Q_J
was (18) widerspricht.

Damit ist der Satz auf S. 6 bewiesen.
Sitzungsberichic der Heidelb. Akademie, math.-natutw. Kl 1011, 18. Abh. 2
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(S
§ 2
Frzexsreix und Herve haben den Satz?) bewiesen: Wenn die
Potenzreihe
Cy=4-c,x -, ., Le

mit rationalen Koeffizienten Element einer algebraischen Funktion
ist, so gibt es eine ganze Zahl q derart, daB ¢, q" fir alle n > 1
ganz ist.

Daraus folgt inshesondere: Wenn die obige Potenzreihe Element
einer algebraischen Iunktion ist, so enthalten die ¢y, in redu-
zierter Form geschrieben, nur endlich viele verschiedene Primzahlen
in den Nennern.

Von diesem Kriterinm hatte ich schon in ciner fritheren
Arbeit®) eine Anwendung auf die Theorie der hypergeometrischen
Reihe gemacht. Jetzt will ich in Verbindung mit dem Satz aus
§ 1 eine neue Anwendung geben und dazu zuniichst einiges aus
meiner fritheren Arbeit, das ich brauche. mit ectwasg vereinfachten
Beweisen wiederholen, so dall der Leser jene Abhandlung nicht
zu kennen braucht.

Ich nehme an, dafl in der hyvpergeometrischen Reihe

‘ a (a1 1) .

apn— 48 SEENRED

e+ 1. {fa+n)pB-L1)...3-Ln "l
PR S i L

die drei Zablen o, B, 7 rational sind, aber keine der Zahlen a. B, ¥,

T—0o, T—f ganz. Der (positive) Hauptnenner der drei Briiche

o, B, T sel in; es sel also

a b v
u:-—-’B:---:T:——»-’
m m m
wo a, b, ¢, m ganz sind. (a, b, ¢, m) =1 ist und weder a noch

b noch ¢ noch ¢—a noch ¢—b durch m teilbar ist; co ipso ist
dabei m > 3. Zufillig wird (a, b. ¢, m) = 1 nicht einmal im
Folgenden verwendet. Wird

Fa,B, 71, x)= Z ¢, X"

1) Literaturangaben vel in meiner Arbeit: Eine Awwrendung des FisessTrix-
schen Satzes uf dic Theniie der Gavssschen Differentivigleichnng [Jowrnal e
die reine und angewandte Mathematik. Bd. CXXVII (1004, S, 02—1025, S, 42—a3,

% L. e.
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gesetzt, so ist fir n > 0

LG GG (o
o 2G )

_afa+m)... (a4+nom)bb+m)... (b4 nm)
 w-Zm ...(m4nm)e(c+ m). .(C—}—Dm)

Ich nehme nun an, dafl dies F (o, B, v, x) algebraisch ist, und
frage zuniichst, was nach dem Ersenstrix - HENE'schen Kriterium
in seiner speziellen Fassung (,,endlich viele Primzahlen in den
Nennern*) daraus folgt,

Nach jenem Satz gibt es eine Zahl N derart, daBl jede Prim-
zahl p > N den Zihler

afa+m)...(a4+nm)b(b~+m)...(b-+nm)
jedes ¢, 4 | mindestens so oft teilt als den zugehorigen Nenner
n-2m...(m-4+nmje(c+m)...{c+nm).
Ich nehme — aus nachher ersichtlichen Grinden — N ober-
halb der vier Zahlen m, 2|a|,2|b|,2/¢c]| an, was erlaubt ist.
Aus dem Vorigen folgt inshesondere: Weun p eine Primzahl
> N, ferner n > 1 und

¢ +nm =0 (mod. p)
ist, so ist mindestens eine der beiden Kongruenzen

afa+4m)...(a -+ nm)=0(mod. p)
b{b -4 m)..:(b 4 nm)=0(mod. p)

erfullt. Mit anderen Worten: Wenn x, die kleinste positive Wurzel

der (wegen p >N > m losbaren und wegen p >N >2la|>|a ‘
nicht die Wurzel 0 besitzenden) Kougruenz

Chp1=—

)
)

und

(19) a+xm=0 (mod. p)
und ebenso y, die kleinste positive Wurzel der Kongruenz
(20) b 4 ym =0 (mod. p)

ist, so ist mindestens eine der beiden Ungleichungen

X)&n, Yo £n
erfiillt. .
Daraus ergibt sich: Ist p eine Primzahl > N und bezeichnen
Xg, Yo und z, die kleinsten positiven Wurzeln der Kongruenzen
(19), (20) und

9%
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¢c+zm__ 0 (mod p).
so ist mindestens eine der beiden Ungleichungen
(21) Xy 7 2y Vo < 7
erfiillt.

Diese schon in meiner dlteren Arbeit hereeleitete Tatsache
hatte ich seinerzeit auf die Primzahlen p der Linearform mt 41
angewandt. Heute werde ich sie auf die Primzahlen einer belie-
bigen Linearform m t 4 q anwenden, wo ¢ irgendein vollstiindiges
Restsystem teilerfremder Zahlen modulo m durchliuft.

Es sei also {q, m)=1. Nach dem Diricurrr’schen Satz gibt
es eine Primzahl

p=mt,+q>N.
Es bedeute p diejenige Zabl, fiir welche
1<p<m~—1, pq=:1(mod. m)

ist, so dall p mit q ein Restsystem teilerfremder Zahlen modulo m
durchlauft. Dann ist die Zahl

pp—1

N I’lrlﬁ )

x=a
ganz wegen
pp—paq-—1 (mod. m),
und sie gentigt der Kongruenz (19), da ja fir sie
a+xm=a-+alpp—1=app
. . . - y— 1
ist.  Es ist also x, der kleinste positive Rest von a L "
m
modulo p und lafit sich in folgender Form darstellen. I2s bezeichne
a, (bzw. nachher b, und c,) den kleinsten positiven Rest®) von

I .
pa (bzw. pb und pc) modulo m, so daf} (weil o nicht ganz ist),
1<a, <m—1

ist, und es werde die ganze Zahl

pa—a
Pa78 s
m

gesetzt. Dann ist

—1 1 ‘ .
all—pal = —fa, 4 Am) P (a., . —) FAp

m m 11 in m m m

. p  a
8y —- — - (mod. p).
“m m ( )

: . a . - ‘
% Es ist also _T]‘]}— der kleinste positive Rest von pa modulo 1,
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- 7 P a4 . 1 1
Diese ganze Zahl a, o ist x,, da sie offenbar zwischen 0
(exkl.) und p (exkl.) gelegen ist; in der Tat ist wegen p > |a|

b a ja — | a
aoulm——:;(lll—l)%+l;1]=p—p—1—l<p

m m m
und
a D 4 — |a
p_aop aj_p—laf
m m = m m m
Es ist also
P a
Xy = 4, — —
0 m m
und ebenso
p_ b
L — N
Yo ‘m m’
) C
L =Gy E_ -,
m m

Da nun (wegen la | < % b << —g— . je]<< %) die Zahlen
P

o P P p
X,, Yo, %, Mmit einem Fehler < -2—- durch a, —, by—, ¢, — ap-
0.0 %o 2 m °m’ oy %oy P
proximiert werden, ergibt sich aus (21), dall mindestens eine der

beiden Ungleichungen

8, L ¢, by L
gilt. Das Gleichheitszeichen ist hier ausgeschlossen, da z. B. aus
a, = ¢, folgen wirde

p a == p ¢ (mod. m),

a == ¢ (mod. m),

withrend 1 — a als nicht ganz vorausgesetzt wurde.
Also ist mindestens eine der beiden Ungleichungen

8, < 0y, by < ey
erfiillt.

Das sind @ (m) notwendige Bedingungen dafiir, dall F' (a, §, T, %)
unter den gemachien Annahmen algebraisch ist; denn p kann
einen beliebigen seiner @ (m) Werte bedeuten. Ich finde also, in
den Bezeichnungen des § 1 ausgedriickt: Fir jede der ¢ (m) zu
m teilerfreinden Restklassen p ist

(22) pa<pc(mod. m) oder pb < pec(mod. m) oder beides.

TR AW
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In meiner erwiihnten Arbeit”) hatte ich nur p =1, d. L.
(wegen q = 1) den elementar beweisbaren Drricnnrr'schen Satz
fur die Progression mt —- 1 henutzt; ich hatte daler damals
geschlossen:

a < e (mod. m) oder b < ¢ (mod. m) oder beides.

In jener Arbeitgebrauchte ich dann die Tatsache, dafi genau eine dieser
beiden Ungleichungen gilt, d. h. die andere nicht (so daf modulo
m entweder a <Z e < b oder b < ¢c<a gein mufl); um diese Tat-
sache zu beweisen, hatte ich auf die Theorie der hvpergeometrischen
Reihe zurickgegriffen. Dies 146t sich auch vermeiden und durch
meine obigen Schliisse in Verbindung mit dem (auch elementar®)
beweisbaren) Spezialfall ¢ = m — 1 des DmricuLer'schen Satzes
ersetzen; fir q=m —1 ist p=m — 1, also

(m~—1)a<(m—1I)e(mod.m) oder (m — 1) b << (m — 1) ¢ (mod. m)

oder beides,
d. h.

—a<{— c{mod. m) oder — b < — ¢(mod. m) oder beides,
o a > ¢ (mod. m) oder b > ¢ (mod. m) oder beides,
also ¢ modulo m zwischen a und b gelegen, was zu beweisen war,
Uberhaupt schliefie ich allgemein aus (22) so weiter: Wenn
mit q die Zahl m — g betrachtet wird, die ja auch zu m teilerfremd
ist, so geht p in m — p iiber. Es ist also nach (22)
(m — p) a < (m — p) ¢ (mod. m) oder {m —p) b << (m — p) ¢ (mod. m)

oder beides,
d. h.

—pa<{—pec(mod m) oder —pb<I—pec(mod. m) oder beides,
folglich

(28) pa>pec(mod. m) oder pb>>pe(mod. m) oder beides.
Aus (22) und (23) folgt
(24) pa<pc<'ph(mod. m) oder ga>pc>pb(mod. m);

dies hat sich als notwendige Bedingung dafir ergeben, daf

?) Deren Ziel war, auf Grund des Ewevstray-Heve'schen Satzes den Trans-
zendenzbeweis in dem Fall zu fihren. daf die Winkelsumme des Scuuwanz'schen
reduzierten Kreishogendreiecks < m ist.

%) Das hat GesoccHr zuerst gemacht: vel. die von Herrn Baven herrithrende
Darstellung auf 8. 440 —446 und die auf q = 1 und q = m — 1 beziiglichen Lite-
‘ratorangaben auf S. 897 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung  der
Primzahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), 1909].
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(L]
o3

F (o, B, T, x) bei rationalen, nicht ganzen o, 8, v, vy —o, v —
algebraisch ist.”)

(24) muf also fir alle @ (m) zu m teilerfremden Restklassen
p gelten. s ist aber, da (24) fiir p genau dasselbe besagt wie
fir m — p, klar, dall diese @ (m) Bedingungen sich sofort auf

i . . m .
E‘(Em—) reduzieren; man braucht z. B. nur die SP—(—) Bedingungen

2

mit 1 <p <%, (p, m)==1 beizubehalten.

§ 3.
Es werde nun — ganz unabhéngig von der Beziehung zur
hypergeometrischen Reihe — einiges iiber das Problem gesagt,
wann ein System a, b, ¢, m, wo m > 3 ist und weder a noch b

@ (m)

durch m teilbar ist, die 5 Bedingungen

24) pa<Zpc<ph(mod. m) oder pa>>pc>pb(mod m)
fir 1 <p <%1~, (p, m) = 1 erfiillt. Ko ipso ist dabei weder ¢ noch

¢ — a noch ¢ — b durch m teilbar; darum habe ich diese Ein-
schriinkungen soeben nicht besonders erwihnt.

Das Erfiilltsein bzw. Nichterfiilltsein von (24) bleibt offenbar
gegenliber einer Anderung einer der Zahlen a, b, ¢ modulo m
invariant!®); daher darf bei der Diskussion

9 Natiirlich liBt sich (24) ohne Einfithrung von a, b, ¢, m so schreiben:

pa< py< pPB (mod. 1) oder pa >p¥ > pp (mod. 1)
fiir nlle znm Haupinenner voun a, g, v leilerfremden p.

1) iese Tatsache ist analog (aber weder gleichbedeutend, noch darin ent-
halten, noch sie enthaltend) mit der bekannten und leicht erweislichen Tatsache,
dafi bei nicht ganzen o, B, v, Y —a, Y — B mit F (a, B, 1, X) auch erstens
Fa 1,8, ¥, x), zweilens F (o —1, B, v, x), drittens F (o, B, ¥+ 1, 3), vierlens
F{a, B, v —1, x), folglich bei ganzen A, B, G auch Fla+ A, B+ B, y+C, x
algebraisch ist. Diese vier Tatsachen folgen unmittelbar aus den Idenlitiiten

Fia+1,8 175 =F( b T x>+%F' @ B ¥, ),

Rl B 1—1.5) =Fo b3+ =7 F b1y

nebst den zwel Gauvss'schen ,relationes inter functiones contignas‘
(.'f—_ Qa—(B—G)X)F(Q, B‘Ts X) —}—(I(I—X)F(U.-‘I— IEBTTJ K)—'(T—a) F(a*—],ﬁ,T,X) = 03

yor—1—CEy—a—B—U)x)F(e, B, 7, N+ G — G —BxF@pv+1,%
—T0—1N—x)F(,pr—1zx =0
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0Za<<m 0<b<m, 0<"c<"m
angenommen werden. Da ferner Symmetrie in bezug auf a und I
stattfindet, darf a <b, d. h. (mit Riicksicht auf das Erfiilltsein von
(24) bei p=1) ~
(25) 0<Za<<e<b<m
angenommen werden.

Ich bezeichne Systeme wie [a. b. ¢) dureh geschweifte Klammern,
Zundchst ist es interessant, dafi (24) nebst (25) mit [a, b, ¢} auch
fir {c —a, m-—a, b —a} giltig bleibt. In der Tat folgt aus
(26) Oxly<z<m,
daBd

0ly—x<2z—x<m—x<m
1st; diese Tatsache ist im Falle

pa<pc<ph (mod. m)

auf die kleinsten positiven Reste x, Y. zvoupa, pec, pb modulo m
anzuwenden und liefert

p{c—a)<p(b—a)<p(m—a) (mod. m);

im Falle
pa=>pc>pb (mod. m)
ist sie auf die kleinsten positiven Reste x, ¥,z von —pa, —pe,
— p b anzuwenden und liefert
i —ple—a) < —p( a) < —p{m —a) (mod. m),
. h.

plc—a)=>p(b—a)>p(m —a) {mod. m).
Die Iteration dieses Ubergangs von [a, b, ¢} zu le — a, m — a, b — a]
fithrt nach vier Schritten zum Anfang zuriiek, nimlich insgesamt,
zu den vier Systemen'!)

(27)

fa,b, ¢}, fe—a, m—a, b—al h—ecm—_e¢ +a, m — ¢,
m—b m—b-<dec m—b -+ aj.
Ferner ist mit [a, b, ¢} auch ic—a, b, b—a) eine Losung;
denn aus (26) folgt
U<}'—-x<z~x<z<m.
Durch Tteration entstehen
(28) fa,byel, fe—a, b, b—al th—e b b—c¢ + al.
Andererseits ist mit {a, b, ¢j auch fe—a, b, ¢! eine Lisung,
da aus (26)
Oy —x<v<z<m

") Hier wie mehrfach in der Folge kinnen natiirlich fiir spezielle Werte
von a, b, ¢, m Systeme zusannnenfallen.
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folgt. Durch Tteration kommt nichts Neues -hinzu; durch Kom-
bination dieser Operation mit den drei Systemen (28) haben wir
sechs Systeme mit festgehaltenem zweiten Element:
{a,b, ¢}, {c—a,b, ¢}, c—a,b,b—a}, {b—c,b,b—aj,
{b—c¢,b,b—c+a}, {a,b,b—ca).

Jedes der vier Systeme (27) liefert also sechs Systeme nach
dem Schema (29). Ich habe also insgesamt durch die voran-
gehenden Uberlegungen vierundzwanzig zusammengehorige und
eine Gruppe bildende Systeme!%) gefunden, die ich hier ausfiihrlich
rusammenstellen werde:

(29)

la,b,c}, c—a,m—a,b—a}, b—e¢,m—c+am—c}
im —b,m —b 4 ¢,m—b 4 al,

ic—a,b,e}, {bh—e,m—a,b—a}, {m—b,m—e-+a,m—c},
{a,m—>b+4e¢m—b-+al,

fe—a,b,b—a), b —¢c,m—a,m— ¢,
m—>bm—c-am—>b-a, {a, m—bJee,

\b—c,b,b—a}, {im—b,m—a,m—c},
la,m—c+a,m-—Db+a}, {c—a, m—b-ee,

b —¢, bb—c+a},  m—b m—am—>b-} c—al,
la,m—c-a,b—c-tal,
ic—a,m—b+c¢,m—b-4c—aj,

{a, b,b — ¢+ aj, {c—a,m—a,m—b-+4c—a),
{b—e,m—c-+a,b—c+al,
im—b,m—b-+em—b-+4c—a)

(30) <

12) Dafi unier den 24 Systemen fiir spezielle Werte der Buchstaben mehr-
fache auftreten konnen, ist selbstverstindlich. Die Tatsache, dak mit einem alle
24 Systeme den Bedingungen (24), (25) geniigen, ist analog (aber weder gleich-
hedeutend noch mehr oder weniger bedeutend) zu der durch Kummer bekannten
Tatsache, daB bei nicht ganzen v,y —a—8,B— a mit F (a, B, ¥, X) gewisse
24 partikulire Integrale der zugehdrigen Gavss'schen Differentialgleichung von der
Gestalt x" (1 —x)" F (@, B’, ¥, ¥) vorhanden sind, wo y = x-oder = 1 — x oder

1 X x—1, .
=-— oder = -——- oder = —— oder = ist, u und v Konstanten sind
X 1 ¢ x—1 X

P P

(bei rationalen g, B, v rational) und o, §’, ¥" modulo 1 genau die 24 homogenen
linearen Funktionen von a, B, v, 1 sind, welche den 24 homogenen linearen
Funklionen von a, b, ¢, m des Textes entsprechen. Da im Falle, dak «, B, T — «,
T — B nicht ganz sind, leicht gezeigt werden kann, da mit F (a, B, v, x) das
allgemeine Integral der zugehérigen Guavss'schen Differentialgleichung algebraisch
ist, 50 ist bei rationalen ¢, 8, v, fiir welche o, B, v, B — 0, Y —a, Y —B, ¥ — a—f
nicht ganz sind, mit F (a8, v, x) die Funktion F (o, ", ¥, x) alle 24 Male al-
gebraiscli, Das isl das Analogon zur Tabelle des Textes.
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Jedes einzelne dieser 24 Systeme als Ausgang fihrt natinlich
wegen der Gruppeneigenschaft zu denselben 24 Systemen. Man
hat also eine Ubersicht iiber alle Lésungen von (24), (29), wenn
man von jeder Gruppe ein System beibehilt. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit darf daher gleichzeitig dreierlei angenommen
werden :

1. Es hat |a, b, ¢} von den 24 Sysiemen sein drittes Element
am grofiten; d. h. es ist
¢c>b-—a, c>b—c-ta com—c, c>m—btec—a ¢c>m—b-4a,
also
(31)e>b—a, 2¢>b-ta, 2¢>m b+a>m, ¢ > m-—b-a.

2. Es hat ja, b, ¢} von den 1 Systemen mit ¢ am SchluB sein
zweites Element am kleinsten:

b<m-—b-teg,

(32) c>2h—m.
3. Iis hat {a, b, ¢j von den 2 Svstemen mit b,c am Schluf
sein erstes Flement am kleinsten:

a7 ¢ —a,
d. h.
(33) c>2a.
Von den 7 Relationen (31), (32), (33) kann
2¢>m

fortgelassen werden, als Folge aus
2¢>b-+a b+a>m;
ferner kann v
2c>b-+a
fortgelassen werden, als Folge aus
¢ -b-—a, ¢c>2a;
endlich kann

c-b—a
und

com-—b-da
fortbleiben, als Folge aus

¢>2b—m, bLta>m
bzw.
¢c>2a b-d-a’-m.

Es bleibt also tbrig:
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(34) c>2a, ¢>2b—m, b4 a2 m,
nebst
(25) 0<a<<ce<Z b m.

§ 4.

Nun hat (24), (25) fiir jedes gerade m > 4 die Lisung

(35) a,b=m-—a, ¢c= 1,

vo| B

wo 1 <a < 1; ist. In der Tat ist (25) erfilllt, und fir (p,m) =1,
pa< g} (mod. m) ist

ph—=-—pa> 1321 (mod. m),

also

pa<pe<pb (mod. m);
fir (p,m)=1, pa> 3%3 (mod. m) ist
pb= —pa<C g (mod. m),

pa>pc>pb (mod. m).
Die Losung (35) gibt Anlall zu den 24 Losungen (30), von
denen aber nur hochstens sechs verschieden sind, ndmlich

{n,m—a,%‘i, {%}—-—a,m—a,m-—?a}, {%l_a,_lg_jLa,gl},

(36) m [m ]
‘ "*“—!_a 2{1} I?Z_aam” ,2J {1‘ +a‘;2}
Da nun a eine beliebige Zahl zwischen 0 (exkl.) und %1« (exkl.)
ist und die Substitution von m_ a an Stelle von a das crste

2
bzw. zweite bzw. fiinfte der Systeme (36) mit dem dritten bzw.
vierten bzw. sechsten vertauscht, so brauchen nur dreil beibehalten
zu werden, z. B. das erste, vierte und sechste.
Jedem geraden m > 4 entsprechen also mindestens die folgen-
den Liosungen von (24), (23):

e e ()

Der Satz des § 1 gestattet nun, den Nachweis zu flihren:
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Es hat (24), (25) fur gerades m > 60 keine weitere
m

Losung mit den Nebenbedingungen a = 1, ¢ = 5 als
die durch (37) gelieferten Losungen
[ m) m m)
I,m-— 1, 1, 5 +1, L
1 2 b2 g
) 1 b 1 - m
Also ist I o o ¥ fiir gerades m™> 60, —r——7—1<b\m—1

transzendent.
. . f m
Beweis: Es sei m gerade und il,b | eine Losung von (24), (25).

Dann ist

und fiir (p,m)=1, 1 <p< -

p< l;] <Z p b (mod. m) oder p > n; =>pb (mod. m),

d.h, da p<< ];] ist

l:; < pb (mod. m).
Wird
gesetzt, so ist
ph=p- '1}3' + k= “:* -+ pk (mod. m),

—

kp <’ (mnrl m).

Das Zablenpaar k, m erfillt a?so genau die im § 1 gemachten
Vorausselzungen: aus (6) folgt (3). Fiir gerades m > 60 kann

m
also nur k = 1 oder k = — — 1 sein, was auf die schon oben

s

hervorgehobenen, fiir alle geraden m - 4 giltigen (bei m = 4

[, m m [ m

zusammenfallenden) Systeme !y -+ 1,--%]. und l], m — 1, ,.;),..]

' 2 T
fithrt.

Iiir die geraden m von 4 bis 60 gibt es nach den Resultaten
des § 1 neben diesen Systemen nur noch die folgenden :
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m=12 a=1 b= 9, ¢= 6;
m=20, a=1, h=13, ¢=10;
m=20, a=1, b=17, ¢=10;
m=24, a=1, b=17, ¢=12;
m=24, a=1, b=19, c¢=12;
m==60, a=1, b==41, c¢=30,
m=060, a=1, b=49, c¢=30.

DaBl T {a, B, v, x) fiir jene zwel Klassen und in diesen end-
lich vielen Fallen wirklich algebraisch ist, ergibt sich natiirlich
nicht aus dem Vorangeheuden, ist aber direkt feststellbar; vgl.
den § 5, wo (24) in allen durch die bertihmte Scuwarz’sche'?)
Tabelle gelicferten Fillen verifiziert wird. Das Wesentliche war,
daBl ich durch meinen Satz aus § 1 in Verbindung mit dem
Ersexsteny - Hone' schen Satz in allen unendlich vielen iibrigen

Fillen den Transzendenzbeweis von I (l, E, l, x), wWo m
m m’ 2

gerade und %]— < b<Cm ist, fiihren konnte.'*) Es ist sehr inter-

essant, dall hier die Anwendung des ErsexstEIN- Heive'schen Kri-
teriuns alle algebraischen Fille liefert, dafl also die notwendige
Bedingung hier eine hinreichende ist. Das Hauptziel dieser Arbeit
ist: 1. diesen Teil der Scuwarz'schen Ergebnisse rein arithmetisch
zu beweisen (was hiermit geschehen ist); 2. den an sich interes-
santen Satz des § 1 zu beweisen; 3. die am Schlufl des § 5 aus-
gesprochene offene Frage zu formulieren und in ihrer Stellung zur
Theorie der hypergeometrischen Reihe darzulegen.

§ 5.

Teh will nun verifizieren, daBl (24) in allen der Bedingung
(25) geniigenden Fillen erfiillt ist, in denmen auf Grund der
Sonwarz'schen Resultate F(a,B, v, x) algebraisch ist. Das kann
natiirlich nicht anders sein, da ja (24) eine notwendige Bedingung

1) Ueber dicjenigen Fiille, in welchen die Gavssische hypergeometrische Reihe
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt [Journal fir die
reine und angewandle Mathematik, Bd. LXXV (1873), 8. 292—335; Gesammelte
Mathemalische Abhandlungen, Bd. 1I (1890), S. 211—259), S. 323 bzw. S. 246.

14) Nach dem Vorangehenden ist damit natiirlich auch der Transzen-
denzbeweis fir alle F (o, B, ¥, x) geliefert, wo o, B, ¥ sich von obigen Werlen
um ganze Zahlen unterscheiden.
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dafiir ist, dall F (o, 8, 1, x) algebraisch ist; die Angabe der in Be-
tracht kommenden Systeme a, b, ¢. m ist jedoch an sich interes-
sant und wird auch Beziehungen zwischen verschiedenen Fiillen
der Scuwarz'schen Tabelle liefern.

Das Scuwarz'sche Ergebnis gipfelt in folgender Tabelle. Es
werde angenommen, dall « B, . T — @, T — B, « — B und
T— a — B nicht ganz sind, und es werde

A=1—(,p= a«—B.v= 1—a—8]
gesetzt, so dal} keine der Zahlen A\, u. v ganz ist. s sei M (bzw.
W, V) der positiv gemessene Abstand der Zahl A (baw. u, v) von

der niichstgelegenen geraden Zahl, so dall insbesondere

OV <L 0<ZW <1, 0V < 1
ist. Es werde dasjenige der vier Svsteme
My v N T —ul, 1 — v 1 =N, 1 — v, L—N, 1 —u, v
gewdhlt, welches die kleinste Summe hat'); diese drei Zahlen sejen
Mo’ v und zwar so geordnet, daB N > u” >v” ist.  Das
Scawarz'sche Resultat lautet: F (a. B, 7, x) ist dann und nur dann
algebraisch, wenn N\, u”, v" eines der tolgenden 15 Systeme ist,

von denen im ersten ein willkiirlicher Buchstabe v stehen | )lolbt

/

der eine beliebige positive rationale Zahl - -, bezeichnet:

[ | II 7 III v v VI DVIT VI IX | X
VR U I R T WA T RO R I
22 3 2 3 2 5 32|45
T e L U A T R B A N
! 2 03 .3 3.4 3,383,553
VNN VPR I N S N AR D U N A S
3 3 4 4 3 s s |

- XTI | XII X1 XTIV, XV

v 202 4 Ll

b 3 D 2 D

" 2 Pl 1 2 3

SR S S

" 2 i 1 1 1 1

5 ooh D 3 3
13) Mlt -mderen Worten: Wenn unter den Zahlen X, w, v mindestens zwei
zusammen > 1 sind, so werden dic beiden grofiten Zahlen durch ihre Komple-

mente zu 1 ersetzl.
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Ich behaupte zunichst, dafl jedem dieser 15 Systeme genau ein
System o, B, ¥ mit den durch (25) und (34) statuierten — erlaubten —-
Einsehrinkungen 7
3%) O0<Tou<lyv<<BLl, ¥2>2aq 71228—1,84Fazxl
entspricht. ' S

In der Tat ergibt sich aus (38) zunichst

A :1——T> M =B_av v =B'—T+as
N=1—y, W=f—a V=3—v+40a
da ja die drei Zablen | — vy, B —a, B — ¥ 4 a zwischen 0 und 1
liegen. Abgesehen von der Reihenfolge stimmt auch das System
Mo, v mit diesen drei Zahlen tiberein; denn es ist
N =1—v+p—a<1wegeny>(28—1) 4+ (1-B—a)=p—a,
N4y =1—-2y+p-+a<1 wegen 2y=vy+v2(B—a) - 2a=B+q,
W4v =2—r7 <1 wegen y > 28—1.
Also ist N, p”, V" abgesehen von der Reihenfolge gléich 1—,
B—a, B — v -+« Was nun die Reihenfolge betrifft, so ist
l—y<B—v+a wegen B4 a=>1,

B—r+a<lp—a wegen Y > 2a.
Daher ist _
M=p-—a W=g—y+ao vV=1—ry,
S VS NOTT Y U | N — M -1
-
so dafl einem Syvstem N, p'', v der Tabelle hochstens ein System
a, B, T mit den Nebenbedingungen (38) entspricht. Dies System
(39) ist nun fir jeden Fall der Scuwarz'schen Tabelle tatséchlich
so beschaffen, dafl (38) gilt. Denn es ist in der Tabelle

i > 1% > HH >? v > 0’ A + M” T{ ].‘ M _JI_ luH + v > 1,
und die zu verifizierenden Relationen (38) lauten, in die Bezeich-
nung A, p"; v'' libertragen,

— N eyt — 1 9_9yM
0 —Hl9 + < . -

(39) o=

y T= 1_\’”)

)\.” "y
+n 5 v +1<17

I_VH>‘V_)\H+MH_VH+1,1_\,'/2)\”_{,.“”___\’”’ M”—V”—I'lzl-

Jede Nummer der Scnwarz'schen Tabelle von II bis XV
liefert also cin System {a, B, ¥} mit den obigen Nebenbedingungen
(38), d.h. (a, b, ¢,m) =1 angenommen, genau ein System a, b, ¢, m
mit den Nebenbedingungen (25) und (34). Bei Nr.1 gilt dies auch fiir
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: . e 1 - . ' 1

jede bestimmte Wahl des willkiirlichen positiven rationalen v < 5

. ..U U

indem ich v"' = — setze, wo (n.v} =1, 0 <Cu< —- 1st, ixt das ent-
v 2

sprechende m offenbar 2 v.
So entsteht die Tabelle:

| I I mroIv o vV VI VID VI IX
T v, 1 1 1 1L ,19 3 1 7
S22 4 s 2 5 60 10, 6 20
s | 1Y 3 519 5 a7 an
2 .4 6 20 6 60 10| 6 | 20
[ 1 —v" .2, 2_ % ..3V | 4 2, 4_ | .fl._
3 3 4 4 b 315 |5
m 2y 126 24 12 60 30, 30 | 20
a v—u 301 T2 w9l 5
2v—u ) D 19 010 49 21 | 25 7
cl2v—2u 8 4 18| 9 43 20 | 24 | 16
X XI XII XIII XIV' XV
P A A R
15 10 30 10 60 30
13 7 9 0 47 5
P o 0w d W
43 420
5 5 5 5 3 3
m 15 10 30 10 60 - 30
a | 4,03 T 1 1T 1
13 . 7 21 9 47 9%
c 12 6 24 8 40 20

Nun bilden wir die bis zu 24 konjugierten Liosungen nach
dem Schema (30); dabei wird sich zeigen, dal jede Nummer zu
ganz anderen Losungen Anlal gibt'®), und daB in jedem System
konjugierter Losungen das m dasselbe bleibt, d. h. kein gemein-
samer Teiler von m mit den drei Zahlen eines der 23 uanderen
Systeme (30) auftreten kann, wenn (a, b, ¢, m) = 1 ist.'?)

') Dies lieke sich auch a priori einschen, indem jedes der konjugierien

Systeme, wenn man direkl aus den zugehdrizen a. B, ' die Zahlen A7, u”, v
bildet, denselben A7, u”. v" entspricht.
%) Dies lifit sich auch der Tabelle (30)) alliremein ansehen,.
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Nr. T hat als Ausgangssystem %—u, m—um—2 u} bei
beliebigem geraden m und 1 < u gE, ( ) m) 1. Die wei-
teren neuen konjugierten Systeme auf Grund von (30) sind

m m m

m o mew®™ g B 0, m
{2 u, m 11,21,111,111 u,z, 5 u,2—|—11,2,
( m .o m .

{u, 5 + u, 2}, {u, ?ﬁ— u, Zu}.

Diese Systeme kamen schon im § 4 vor.
Tch ordne nun die folgenden Nummern II bis XV nach
wachsendem m. Es tritt auf: m = 6 bei III; m = 10 bei XI,

XTI; m = 12 bei 1I, V; m = 15 bei X; m == 20 bei IX; m — 24

bei IV; m = 30 bei VII, VIII, XII, XV; m = 60 bei VI, XIV.

Nach dem Schema (30) ist die Anzahl der verschiedenen Fille,
s denen die Nummern Anlafl geben, in folgender Aufstellung
enthalten:

Nummer: 111 XX IL VX (X IV| VIVIL XIUXVVIXIV
Anzahl: ]4|4 1 wln 2|24 24 24| 12 [ 12 | 12| 12 24| 24
Also insgesamt?™®): '
m: 6 | 10 ] 121 15 20 24 30 60
Anzahl: | 4 | 8 | ot } 91 | 94 | 24 | 48 | 48

Die Aufziihlung dieser Fille verschiebe ich noch einen Augen-
blick, um zuvor zu sagen, wie sich ohne umstiindliche Rechnungen
das Erfilltsein von (24) in ihnen verifizieren lilt. Es tritt nim-

%) Hierbei ist nicht zu vergessen, dafs auberdem Nr. I noch Fille liefert.
‘Namlich fir jedes gerade m die Systeme

m m m m m
j‘E——u, m=—n, mp‘ln}, {'Zj —u, m-—1u, 2} { —_1u, = ) + u,a-},

n m m
{u, -+ u,‘lu}, u,m— u, T}’ {u, ?-l— u,g},

m

m
wol <u< — (u

, t)‘) =1 ist. Von diesen Systemen sind gleiche hochstens

m . _ . ‘
fiir uw = y (also im Falle m =2 (mod. 4) nie) vorhanden, wo sogar alle sechs

. m . m . e
zudammenfallen; i ist aber nur im Falle m = 4 zu r teilerfremd. Also liefert

Nr. I fiir m = 4 ein System, firgerades m =_ 6 jedoch 6 - 5 P (m) =3¢ (——)

Systeme.
Sitzungsbherichte der Heidelb, Akademie, math.-naturw. K1. 1911. 18, Abh. 3



34 Edmund Landau:

lich der merkwiirdige Umstand ein, dafl die @ (in) bei jeder ein-
zelnen Verifikation autzustetlenden Hilfesvsteme') celbst schon in
der Tabelle vorkommen. Deutlicher gesagt: s ist fiir jede der
@ (w) Zahlen p, die den Relationen
(p,m)=1,1 < p<m

gentigen, zu verifizieren, dali

pa<_pe<_pb (mod. m) oder pa>pc>pb (mod. m)
ist; d. h. wenn die kleinsten positiven Reste von pa, pb, pec
(modulo m) mit a’, B, ¢’ bzw. b", a’, ¢’ bezeichnet werden, je nach-
dem pa-Zpb (mod. m) oder pa>pb (mod. m) ist, so ist zu
verifizieren, dafl jedesmal

a'<c¢ < b

ist. Und nun trifit es sich zufillig, dal ja’, b’, ¢’} jedesmal ein System
der Tabelle ist, und zwar zu demselben m (aber nicht stets zu
derselben romischen Nummer) gehort. Je @ (m) bzw. weniger der
Systeme meiner Tabelle sind also zusammengehirig; jedes erzeugt
offenbar?®) durch Multiplikation mit den p denselben Komplex. Ieh
habe also nur notig, die Systeme meiner Tabelle Gbersichtlich in
Komplexe zusammengehéoriger zu ordnen, um nicht nur alle auf-
gezithlt, sondern zugleich auch fir jedes die Verifikation des Kri-
teriums (24) ausgefiihrt zu haben. Dabei entstebt eine neue Grup-
pierung der Scuwarz'schen Resultate, bet der allerdings nur zwi-
schen solchen verschiedenen Nummern seiner Tabelle manchmal
ein Zusammenhang hergestellt wird, welche demselben reguliiren
Polyeder entsprechen, wie z. B. bei m = 30 die Systeme |14, 25, 20}
und {5, 17, 10} demselben Komplex angehdren, aber den verschie-
denen Fillen VIII und XV der Scuwarz'schen Tabelle entsprechen.

Es werden gich. von den oben erledigten zu Nr. T gehorigen
abgesehen, die siimtlichen Systeme, bei denen ich hisher nur die
Anzahl genannt habe, gruppieren

bei m =6 in 2 Komplexe von je 2 [zusammen 4],
bei m = 10 in 2 Komplexe von je 4 [zusammen &),
bei m == 12 in 4 Komplexe von je 2 und 4 Komplexe von je 4

[zusammen 24},

) Wenn auch nach dem Friheren die Verifikation fiir die erste Hiilfte
jener p genigt, so ist es mir doch jetzt bhequem, sie alle in Belracht zu ziehen.

") Denn wenn p, cin festes zu m leilerfremdes p zwischen 0 und m ist,
so ist die Gesamtheil der Systeme {p, pa, p,pb, p, pc} offenbar mit der Gesamtheit
der Systeme {pa, ph, pc}) modulo m identisch.
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bei m = 15 in 2 Komplexe von je 4 und 2 Komplexe von je 8
[zusammen 24],

bel m = 20 in 2 Komplexe von je 4 und 2 Komplexe von je 8
[zusammen 24],

bei m = 24 in 6 Komplexe von je 4 [zusammen 24,
bei m = 30 in 4 Komplexe von je 4 und 4 Komplexe von je 8
[zusammen 48],

bei m = 60 in 6 Komplexe von je 8 [zusammen 48].%1)
Die Komplexe sind nun folgende; ich bin bei der Aufzahlung

von Irgendeinem System des Komplexes ausgegangen und habe
iiber allen angegeben, durch Multiplikation mit welchen p (nebst
Reduktion modulo m sowie eventueller Vertauschung der beiden

ersten Elemente, damit a < b ist} die einzelnen Systeme des
Komplexes entstehen.

m = 6,
p i 1|5 1] 5
a | 1 | 3 1 1
b {3 | b 5| 5
CEQ 4 2 4
m = 10,
p| 13T ]9 L] 37|09
a |3 1] 1]3 Ll 173
b'?|9{9]7 71 819 |9
c | 6|8 24 42‘86
m==12,
p LB 1] T Al T L] TIU)L]|5 7|11
al3|3 2(21 pf1 Tl5 1) 3 31533 3
blololwo 1oz tufatfololinl 7]o9l7|n
c |84 9}34’3!3 9166 6lals|a]|s
p !l 1] B Tl 11 5] 7111
a | 7 2|12 T2 1] 2
b 1011110 5 10 11 10| b
¢ | 8| 4 8 49!9 3| 3

*1) Ziihit man die aus Nr. | entspringenden 3 @ —) bzw. O (Jetzteres fiir m = 15)

Systeme hinzu, so ist die Gesamtizahl fir m = 6, 10, 192, 15, 20, 24, 30, 60,
bzw. 10, 20, 30, 24, 36, 36, 72, 72

3*
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Edmund Landau:

m == 15
i1 2 4 0N T2 4 s 12 4T %11 1314
BETI IR I -2 R 1EE T T - A Y-
13011 7 14 s 7o s 7o 711
1203 6] v 36 1212093 9 612 63
o1 2 1 T = 11 13 14
a 1 2 1 1 LI N
b 13 11 7 7 14 11 13 14
¢y H 10 5 5 10 10 5 10
m = 2.

103 7 911 3 7 91 L 3 7 9111317 19

Ti1te 3y o3 T o9l e T3 1 3 9 17
1711719 13 [ 11 13 17 19 | 13 19 41 47 19 17 13 .11
608112 4] 412 2 16|10 10 10 1001010101 10

p 13 T 0 11 13 17 19

a 3 9 1.7 1 3 1 9

b o1l 13 17,19 13 19 11 17

¢ 4 12 S 16 4 12 8 18
m = 24.

195 T 11} 1 5 T AL 1 5 THLL 1A T
17,6 1711 1 s f T s a1 T
93,10 17 13§ 1317 19.23 | 23 191713 | 1317 19]23
llsgls 6 612121212 )18 15 6 6| 121212 12

pi L A T 1] 15 T 1

a5 111 7111 7 5 1

b .23 19 17 13|23 19 1713

¢ 16 816 s}i16 % 16 =
m = 30,

L7117 1 71117 RS RN LU R IR B AR 1Y
C O30 3 T ATy s a s 1T 319
121(27121°27 019 13 20 23 § 25 25 25 25 | 11 17 23,20
12012010 10|10 10 20 20 | 24715 12 6| 612 18|24
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=)

b

l
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1 7;11;13;17'10!23 20 | 1] 7|11]13|17]19 2829
70108070003 9 ) 1117 1] 3| 7 9] 8|9
21|27 /21 23197 |20 113119 | 21|27 |21 |25 27|29 113 |19
1224112, 624 18] 6/18 | 20120110{20{10]20:10 | 10

T 7,11]13117 119193129 | 1| 7[11118]17]19]23]29
1913) 5| 7) 5) 1] 5] 5 | 19/13] 5 7 5 1| 5| b
252529 25i23 25117 11 | 2512529 |25\23]25 (17 |11
20201020 10 [20 10 10 4'18 24|19 18] 612| 6

m = 60.

UL 710 1817119128120 | 1) 7]11] 1317119 12329
19018720 7128 117 )11 | 29|28 |19 17]13|11| 7] 1
49 43‘99:37153131347 41 | 41 41'31|93 37|59 |43 (49
43,36 482436112 12412 | 3013030130130 30 |30 |30
ST T I311T]19423]29 | 10 T[11)13]17)19]25 )29
129123119117 1311 T/ L | 1| 7{11[18]17[19]23!29
49 1435913753 |31 147 41 | 41]47|3153!37|59 43149
48 136|48124,36/12|24/12 | 80|30 30|30(30}30|30 |30

S TI11[1311719]23)29 1] 7]11[13117]19]23 |29

1, 7/ 1113]17/19/23/29 | 19 13 ,24] 7 28| 1|17 |11
49 14359 37|53 3147141 | 49143159187 (53|31|47 |41
120:20,40|2040|20{40(40 | 20|20 40|20 40|20 |40 40
Der Fall T enthilt unendlich viele Systeme (a, b, ¢) derart,

wenn es gelingt,

alle Fille zu finden,
bedingungen, dafl a, B, v rational, aber a, B, 1, T
ganz sind, algebraisch ist, wiirde rein arithmetisch gelost sein,
Fir jedes ungerade m > 60 hat
kein System und fir gerades m = 60 haben nur die oben unter
Nr. I gefundenen Systeme die Eigenschaft, dal

zu bewelsen:

ich weil es nicht.

dal} die Bedingungen (24), (25) erfiillt sind. Abgesehen von diesen
unendlich vielen Ldsungen kenne ich nur die oben aufgezihlten
endlich vielen (es sind 204); diese entstanden aus den Nummern
IT bis XV der Scnwarz'schen Tabelle.
festzustellen, ob es kein weiteres oder endlich viele weitere oder
unendlich viele weitere gibt;

Es wiire sehr interessant

Das Problem,
in denen F (a, B, v, x) mit den Neben-
o, Y — B nicht




RN Fdmund Landau: Ulees cinen zabdentheoa-fizehen Stz ele,
bh<Za<"cTb-m oa byoeom) == 1

st und it jedem p, welches die Bedingnnoen

1
(0. m=1.1 p

erfallt,
pa<_pe<phianod myooder paZpe 2ophimod, m)

1st.

Gottingen. den 30, Juni 10l

C. F. Winmersehe Briehdniekorni,




