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Wenn fir ein kinetisches Potential erster Ordoung H von v
bhingigen und n unabhéngigen Variabeln die Beziehung zwischen
‘ diesen Variabeln durch die v Lacranee'schen partiellen Differential-
| gleichungen gegeben ist

3 p® p T

" worin
(s)
pu =

ist, so werden unter der Voraussetzung, dab ‘das von den una]b-
hiingigen Variabeln freie kinetische Potential nur von den Grofien

p® und
n
PO — 2@ Y S

abhingt, alle Integrale des partiellen ]Dlﬁ’eremlalgl‘emhmngsyst ms (1)
dem erweiterten Energieprinzip?) B

v
) E eI g 0H
| (2) E_Q_H=§:E§: p¥ 5p0 = (5 — X, X
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3

geniigen, worin w elme Wlllkurhclle Funktlom bwedeute

oder, wenn j ' o

gesetzi wird, in o | :
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4 L. Koenigsberger:
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tibergehen, wihrend E die Form mnimmt

(5) E= H-—S P —5,

und es ergibt sich unmittelbar durch Differentiation nach x, und
Summation fiir a =1, 2 . . n die Bemehlmg

P® | “ d_ dH
bp ud Xq OP® /2

(6)

?) Xy
und somit fur alle Integmlsysteme von (3)\
n
0FE ;
Za W == 0 Odel E = w (X]_ —Xq, X; —Xn, » o 4 Xn_l—xn),

Betrachten wir zunichst den Fall einer abhingigen Variabeln
p, wofiir die Lacranee’sche Gleichung in '

n
3 H ¥H  3H
M 35 —F 33, — apfzaspﬂﬂ“o

und das Energieprinzip in

oH
(8)7 E“_“H_"Pb_"ﬁ = W(X —Xn, X—Xp, . . . Xn-1 — Xp)

tibergeht, und sei eine partielle Diﬁeremtialgleichbmg von der Form
gegeben

) 2 | Pap =10, P)

so wird man dieselbe slets in die Lasraxce’sche Form bringen
kénnen, wenn man das kinetische Potential H aus der identisch zu
befriedigenden Gleichung bestimmt

0oH o @ O°H  ¥H

welche durch Differentiation maeh P umd Substitution von
na
1y L& —x

S P?




Zur Integration
zur Bestimmung von K die parti‘

(12) P + f(p, P)

liefert. Wird daher‘ das allgemem& Imtegml der t@%alem leerentl‘
gleichung L

dP _ f(p\,'P)\ - T Lot 1
dp~ P

in der Form

AMp,P)=1c¢ oder p=pn(P,

dargestellt, so wird sich mittels des Wertes von K nach (ill 1) H

in der Form ergeben A

‘ —fl2® |
) £t/ _.m.
(13) H=ff e p=p®o

+ k(@) P + K (p),

worin Q eine willkiirliche Funktion bedeutet, und « (p), x; (p) ¢
Einsetzen des Wertes von H in die Gleichung (10) zu bestimmen sind.

So liefert die partielle Differentialgleichung - ST
- v . A n ' p . | . A .
| 14) S g = —, -
liche Fumktion_ Q=1 gesetzt wird, R
K == , also H=Plog P—P+k(p) P +16)
und durch Substitution in (10), wenn k (p) =10 angerm@mmen wmd’
| (15) H=PlogP —P + logp.

Fiir diesen Wert des kinetischen Potentials geht hun da
Energieprinzip dargestellte Zwischenintegral von (14) in

“6] P— logp =w (Xl — Xn, Xz !Xm « » o Eg—q — Kn)
tiber, deren allgemeines Integral, wie unmi

=1 (pa H,)

gesetzt wird, durch

A7) r(, wE —=, ..
== Xp + w, (Xl == Xnjy « 3
dargestellt wird, wenn w und w; will
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Fir die Randbedingungen

Op
‘(p)xn:() =F (X, X, .. Xn—1), (b‘i ) = Iy (%), %y .. Xn—1)

xll: 0

sicht man leicht, dak die willkiirlichen Funktionen w und w; durch
die Gleichungen gegeben sind

w (X17X27 I Xn—])zFl (xUXz: .. Kn-—l)
n—1
76F(X9X2"x'_
L Z L 62' n—1) —log I (x{, Xy, . . Xp-1)
o Xa
1
und
r (F (Xla Xgy « X]l—l): w (Xlz Xy . . Xn—i)) == W (XI,X2, e xﬂ_])'

Man braucht jedoch fiir die in der Form (9) gegebenen partiellen
Differentialgleichungen als Zwischenintegral nicht direkt das Energie-
prinzip zu wiihlen und also auch nicht das kinetische Potential H
in der oben angegebenen Weise herzuleiten, indem man unmittelbar
eine von p und P abhingige Funktion @ (p, P) bestimmen kann,
fir welche die Gleichung

(18) @ (P, P)=w (5, — %o, N3 — X, - - - ¥y — xa),

in der w eine willkirliche Funktion darstellt, ein Zwischenintegral
von (9) bildet. Differentiiert man nimlich (18) nach Xp und bildet
die Summe der so entstehenden Gleichungen fir p=1, 2, . . . n,
so ergibt sich

0@ Yo

Sp LT 5P Duap Db =0

1

und somit vermoge (9) zur Bestimmung von @ die partielle Differentjal-
gleichung

b h
(19) 5P+ 5E 16 P =0,

deren allgemeines Integral in der oben angewandten Bezeichnung
durch
(D(pa P)‘ = w 0‘ (pr PD
dargestellt ist — in dem obigen Beispiel folgt somit als Zwischen-
integral
—P
pe=w (Xl —Xpy X —Xpy - . . Xp—1 — Xn):

also wieder das Energieprinzip.

Fur die oben gemachte Annahme beztiglich der Form des
kinetischen Potentials kann man die Betrachtung der partiellen




Zur Integration der Differentialgleichungen. 7

Differentialgleichungen auf die totalen Lacerance'schen Differential-
gleichungen und das Energieprinzip in der Mechanik wagbarer Massen
reduzieren, wenn man erwigt, daB das allgemeine Integral

p=1(y+¢
der Differentialgleichung

F{ p, 3];) = 0

durch die Substitution

y =xXn+ w (% — Xny ¥g—Xny -+ - Xn17 Xn),
worin w eine willkiuliche Funktion bedeutet, in das allgemeine
Integral

p="{ (X0 + W% —Xn, Xg — Xns - -+« ¥n—1 Xn)

der partiellen Differentialgleichung

op | Op Yy
F(p, bx1+bx2+"+bxn =0

tibergeht.
Ebenso werden fir den Fall von v abhiingigen Variabeln partielle

Differentialgleichungsysteme von der Form

. §) @) V) @ p® )
0 S ol = 160 6% B PO P )
1

t=12.. v)
durch ein System von Zwischenintegralen erster Ordnung
(21) o (p(l)s .. p(v), P(l)v - P(V))
= wg (X; — Xn, ¥p —Xn, .- Xp—e1 —Xp) 5=1,2, ..V)

integriert werden konnen, worin wg willkiirliche Funktionen dar-
stellen, indem die Differentiation von (21) nach x, und Summation
der so entstehenden Gleichungen fir p = 1,2, . . n mit Hilfe von
(20) die fir die p-Funktionen identisch zu befriedigenden Gleichungen
liefert

005 oy 0 @4 L
29 V) _'e
e2) s w P +o PV 4 i
O Qg
+ . ..+ m fV: O.

Sind daher
Fl) an M F2V’-1

9v—1 voneinander unabhingige Integralfunktionen des totalen
Differentialgleichungsystems von 2v—1 Gleichungen
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ep WY A ap®  ap® gpw
P(l) P(Z) P<V) 3 3
| ap
_— . —_— fv ,

so wird man nur
1 6]
(94) CPC; (p( )s v p(v)s P LR P(V)) = QO (Fl.' F:H ‘o FQVf 1)
(0 =1.92 ...V
zu wihlen haben, worin @, 2, ... Q, voneinander unabhingige
willktirliche Funktionen bedeuten. Fir die nach (21) und (24) aus

Qs (Fyy Fyy o Fyy ) = Wg (X — Xu, Xp — Xy, ... Xn-1— Xy)

(c=1,92..v
sich ergebenden Werte von PO, | | pWv
d3p@ > pld d pl® )
sx Ton Tty = 0 00 0% 0 0, )

(c=1,2 ..v

liefert sodann das totale Differentialgleichungsystem

A dxe s ap® g pw
1 ] 1 wl l“:! lpy ’
wenn das allgemeine Integralsystem der Diﬂ’e]'en‘tialg]eichungen
_ d p'©
@25) et dxy,  (0=1,2,...v)
0@ n 1=
LPOT (P )1 P( LA p(V)a ap, dgy .. E]V)
mit
(26) Xﬁ (l)(l)’ 1)(2)) oo p‘(’V)’ Kn’ al’ 3’2! st av) = CO'
bezeichnet wird, far p®@, p®@, . . p™ die gesuchten Werte miltels
der Gleichungen
~ @ _©® -
(21) XU (p s P 9+ p‘(V)3 }&llp w_n (Xl_:‘{n’ PP Xn_]__xn), .
Wy(S; — Xn, . . . Xy — xn))
= Qs (% —xn, . .. Yo —x) (0= 1, 2, . . v),

worin die w und @ willkitrliche Funktionen bedeuten.

Sei z. B. das partielle Dif’f’erentialgleichungsystem mit 2 ab-
hingigen und zwei unabhingigen Variabeln gegeben

y




Zur Integration der Differentialgleichungen. 9
¢y, 1) @ @ @

oy D T 2P +p =1 + 05

= 2) @ £ @ ___ @
Py + 2Py + Py = — P1 — P>

und werden mit Benutzung der friheren Bezeichnungen die
Zwischenintegrale gesucht

(2 1 2
(3)()) cPl (p(l)a p( )a P( )9 P( ))‘ = uy (XL - Xg),‘

= i 7 1 2
i 2 (P( , ]Pm’ PO, P )) = w, (¥ — X,

so hat man den Gleichungen (22) und (24) gemih @, und @, zwei
voneinander unabhingigen willkirlichen Funktionen von drei
selbstindigen Integralfunktionen des totalen Differentialgleichung-
systems

d p ap® dp® o ap®

P(l) = P("’) T P(Q) - P(l)
gleich zu setzen, und wiithlt man fir diese die Ausdriicke

(0[) P(Q) + ])‘(1)! PU) — ]p(?): P(l.)"7 — 1\')(‘1)'Z — 2 p(l) P(Z)

so wird man nach (24) und (21)
| Q, (P® + p, PO — p@, PO — p®* — 2 p PO) = wy (x; — x,)
‘ Q, (P 4 p, PO — p@, PO¥ — pO* — 9 p® PO) = w, (x, — X,)
erhalten, worin @, und @, willkiiliche Funktionen bedeuten, aus

denen sich P® und P®, und hieraus wie oben p® und p® ergibt.
So erhalten wir aus den beiden ersten Iniegralen

i : ‘
| PO = —p® 4w, (x; — %), PO=p® + w, (x; —x,),
. woraus sich leicht
. P = wy (%, — Xg) + @ (x; — Xp) sinx; -y (3, — Xg) COS X
I)(‘Z) = — w, (x; — %) + @ (¥ — %) cos x; — Ry (¥; — Xg) sinx

ergibt, und fir die Randbedingungen

d p® ‘
(‘p(l))x2 —0=MN (x) ( ; )= My (Xp)s (})(2));:1 o = N (%),

O Xy X, =0

ARNE)
} ) =H (x1)

GXZ X2=U

die Integrale des partiellen Differentialgleichungsystems (28)
Pm =N (x, —x%g) 0y (‘:1 — Xp) + My (¥ — Xp) — (M (x; — X;)
- tp (x; — Xp)) cos x, - (N (% — %) 4 1y (x —Xa)) sin X,-
PP =N (%, — X)) — Ny (x; —Xg) — iy (%, — %) + (N3 (% — %)
- 1g (% — %)) sinxp - (' (% — xg) -y (%3 — x,)) €08 Xs.

L.
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Hat das kinetische Potential mehrerer abhingiger und unab-
hingiger Variabeln fir zwei bestimmt gewihlte Indices s und o in
den Groken p(s), plo), P, Po) die Forn

@) H (p(s)z_}_p(a)'z_ P& _1_13(0) s) p(&) +P P(o))
worin statt des dritten Arguments wegen

(p¥° - pl@) (P& 1 PO — (pi P 4 plo) plo))* = (p(9)plo) —plpE)2
auch der Ausdruck
p(s) P — 1)(0) ps)

substiluiert werden kann, so folgl aus den zugehdrigen Lacrance’schen
Gleichungen (3)

Y H v d MH | ~ 4 M
(30) 3 p® Za"d X, OP® 0 @ Za dx, PO =

daB, weil

OH d oH '\ OH d 9}{
ad\ AP® 1 a,p(ﬁ adx d plo)

= pl@ "y + plo_-° oH — Pp® O,I:It
bp*J bp 3P dPO
4 e oH e y OH
a d Xg IPE Yoypl

und nach der fir das kinetische Potential H angenommenen Form
(a) der Ausdruck

@ 0 _ P( OH o+ poy OH py OH 0
dp® N pl® dPE d Plo)
ist, séimtliche Integrale des Systems der Lacranee’schen partiellen
Differentialgleichungen auch der Gleichung geniigen werden

P

<« d YH , O H
31 A (e dH )_
B0 Z“ d xg (p ypel P «‘)P
aus welcher folgt, daB

0 H YH
39 (0) 27 gl =
(32) P P d PO

worin v eine willktrliche Funktion bedeutet.

— V(Xl “_.Xn, XE—Xn, .« .Kn_l_:{n),
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Zur Integration der Differenlialgleichungen. 1l

Solcher dem Flichenintegrale analoger partieller Differential-

gleichungen erster  Ordnung, welche Zwischenintegrale des La-

erance'schen Differentialgleichungsystems bilden, erhalten wir noch
andere bei analoger Zusammensetzung des kinetischen Potentials
aus den anderen p und P, oder durch Summierung von Ausdriicken,
welche der linken Seite von (32) analog sind.

Hat fir zwei abhiingige und n unabhéngige Variable das kine-
tische Potential die Form

H (p + p@?, PU* - P@?, p® PO + p® P@),

so werden das Energieprinzip und das Flachenintegral fur die beiden
Lacrance'schen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
die beiden Zwischenintegrale erster Ordnung mit zwei willkiirlichen
Funktionen liefern, und somit nach den obigen Auseinandersetzungen
die weitere Integration gestatten.

So werden sich die oben behandelten partiellen Differential-
gleichungen (28) mit Hilfe des kinetischen Potentials -

(33) H = PU* | " 4 p® PO —p® PO

in die Lacravee’sche Form setzen lassen, und daher die beiden
Zwischenintegrale erster Ordnung durch das Energieprinzp

(34) P+ PO =w(x —X,)
und das Flichenprinzip
(35) P (2P + p) — p® @PO—p®) = v (5, —,)

dargestellt sein. Man sieht unmittelbar, dak diese beiden Zwischen-
integrale sich aus den oben gefundenen Integralen () des zur Be-
stimmung von @, und @; aufgestellten totalen Differentialgleichung-
systems in der Form ausdriicken lassen

(P® 4 py + (PO —p®* —2 p®» P@) = pa» | per
und
(P — p@) — (PO — ptir — 2 p P®) = p»(@ PO 4 ™)
— p® (2P — p®).

Endlich kann analog dem {rither von mir in der Mechanik
einer unabhingigen Variabeln fir kinetische Potentiale beliebiger
Ordnung erweiterten Schwerpunktprinzip ein entsprechendes Theorem
fir partielle Differentialgleichungen aufgestellt werden, das hier fur
den vorher betrachteten Fall ecines kinetischen Potentials erster
Ordnung von 2 abhiingigen Variabeln p und ¢ und n unabhingigen
Variabeln ¥, Xy, . . - Xn entwickelt werden soll.
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Seien zwei Lacraxee’sche partielle Differentialgleichungen von
der Form gegeben

0y 4 dH L dH AdH
dp Za d Xy 0 pg T g Za dx, dq ’
worin M und N Funktionen von ¥+ - - Xao Py sind, habe ferner,
wenn
E=p -+ w(x, Xoy o o Xy P — (]): n=uw (x, X2y - Xpy, P— q)
gesetzt wird, und w, w; beliebige Funktionen hedeuten, das kinetische
Potential in der oben benutzten Bezeichnungsweise die Gestalt
H=H (x...x0 8 %,..5) - (X oxuymymy, s M),

so werden, wie leicht zu sehen, die Lacraxcr'schen Gleichungen in

, d w O H, dQ_NLxl COHy dw,
<1+Wl?ﬁ {W Za dxg 35 | 7 30 dp—g = M

dw bﬁ__za GO 01, duw, .
~ d(p—q)| bz @ dx, DE, M dp—q) =

ibergehen, aus denen dureh Addition dje Beziehung folgt

> 11, d MH, .
Sé”‘Eluuan%‘““*k

welche das erweiterte Schwerpunktprinzip darstellt.
Die der Mechanik wigharer Massen entsprechende Annahme,
daB das kinetische Potential die Form hat

H=a (Za pa)f“’ b (Za c[a)? +F (x... . %n, P— D1 —Qyy . . pn— ),

ergibt, wie leicht zu sehen, fur

E= 1T (ap+byq)
den Ausdruck
H =(a41) (g, EJ%,
so daB die Lacraxce'sche Gleichung in £ in
—2@ D) Bk 25, pE ) =M N
tbergeht, welche dem einfachsten Falle des gewdhnlichen Schwer-
punktprinzips®) entspricht.

Erweitern wir nun diese Betrachtungen auf kinetische Potentiale
zweiter Ordnung, und zwar zunichst von einer abhiingigen und zwej
unabhiingigen Variabeln, und definieren als Lacraxer’sche partielle
Differentialgleichung die Gleichung vierter Ordnung

% Vel § 11 meiner Schrift wDie Prinzipien der Mechanik 1900,
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YH d d3H 4 OH d2 dH
dp dx, dp, dx, 0p, dx,% dp,,
d® OH d? o0H

dx; d x5 Opia - dxe? OPeg -

(36) L=

_l_

withrend das Energieprinzip durch

- OH d oH 1 d dH
(37) E=H—~pl(( — — 3 dx )

dpy dx; dpy dx; 0pge

OH 1 d oH d oH SH

b (0 p:  2.dx 0ps  dX bpgg) — Pu gy,
oH dH ) )
12 D—IE — DPae (‘)—pgg = W (X; — X)

dargestellt werden soll, so werden uater der Amnahme, dak das
kinelische Potential zweiter Ordnung H nur von

Dy D1 P2 = P, P+ 2 pre + P =P’

abhiingt, und

Di11 T 3 Pure =+ 3 Praa + Dose =P", P11+ 4 Prire - 6 Prigg + % Prooes
+ DPagee =P"

gesetzt wird, diese Gleichungen in

O3 H 'y O H e 0°H ———-—“GSI{ "
(38) L=y P+ 55wl +9( aP'ﬂaP+'PbP'2bp>P

+P*—g§%—p—z +aPF %b‘ﬁz
und
(39) E -—II-—P?)—I;“ — P ’b_ﬁ +PF btl}i’szP’ + P 6%2'—13_’1—13
+ PP" g;Hz w(x; — Xy)

itbergechen. Da sich nun aus der Differentiation von E nach x; und
X, die Beziehung ergibt

OE OE

— + ~— =P.1L,

0 X, 0 Xy
so folgt wiederum, daf alle Integrale der Lacranee’schen Gleichung
(38) dem Energieprinzip (39), in welchem w eine willkiirliche Funktion
bedeutet, Gentige leisten, und somit die partielle Differentialgleichung
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dritter Ordnung (39) ein Zwischenintegral der Lacravae’schen partiellen
Differentialgleichung vierter Ordnung (38) darstellt.
So werden fir das kinetische Potential
H=pP?4+P2Pp
siimiliche Integrale der Lacraver'schen Gleichung
2PP" 4P P’ —P2—2pP' =0
die Energiegleichung
E=—pP"+2PP"=w(x,—x,)
befriedigen.
Hat die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung die Form
40) P =f(p, P, P, P"),
ohne daB sie ein kinetisches Potential zweiter Ordnung zu besitzen

braucht, so wird man ihr Zwischenintegral dritter Ordnung von
der Form

(41) o P, P, P") = u (x; — x,)

dadurch bestimmen konnen, daf man fiir ¢ ein Integral der partiellen
Differentialgleichung

Q(DPJ—Q’(DP'—% DQ)PFI 1 bq)

-t _r o) 1"
dp - "oap’ Toap T ype [0 PP PY)
withlt — man sieht in dem ohigen Beispiel, daB
@=—pP:tLapzp”

dieser Gleichung Geniige leistet.
Soll das Zwischenintegral linear in P sein, also die Form haben
(42) @="f(p, P, P)P" -+ F(p, P, P) = w (x, — x,),
so wirde die Differentialgleichung fir @ lauten

) f )T LR, , .
Gar+ap)® ‘F( 3p) P (ot ) P
1 (p, PP, P")=0

und somit f vom zweilen Grade in P sein, und die Differential-
gleichung vierter Ordnung, von welcher (42) ein Zwischenintegral
ist, die Form annehmen

oF
e "2 e _ ! ( hr
fP OP'P + ( P—}— P + - )P

SP
+61 P+‘EP'—0

Man schliet daraus leicht, da damn und nur dann, wenn
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of of P’ _
— i Nl '
F—']-'(P——w—bp -+ P 3P _JPf)dP

ist, die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung ein kinetisches
Potential zweiter Ordnung H Dbesitzt, welches durch

1 Lfapap
H—fdePdP

gegeben ist, und es ist dann das Zwischenintegral (42) das Energie-
prinzip.

Wir wollen endlich noch die dem Energie- und Fliachenprinzip
in der Mechanik wigbarer Massen analogen Zwischenintegrale der
Lacraxce'schen Gleichungen fiir ein kinetisches Potential zweiter
Ordnung von zwei unabhingigen Variabeln x;, X, und zwei ab-
hingigen Variabeln p und q herleiten, wenn dieses in den fritheren
Bezeichnungen nur von p, d, P, Q, P, Q' abhéngt.

Seien fiir ein beliebiges kinetisches Potential zweiter Ordnung
H die beiden Laeraxce’schen Gleichungen definiert durch

o om_a oW 4 W & A &
7 dp dx, O0p, dX Op: dx,? 0py @ dx, dX, dpys
d? doH
+ d x* O Pag =0
_om_a o A pH, & BH & M
27 dq dx, dgp  dX dq L dx? 0qy o dx dXy dqp
d2 o0H
=0
—l_.dlz 0 (g

oH d oH 1 d bH)

——p—q—i—p oH dH ol YH
" dpy 2 dpi Pz d Pye L) du e O Qo
dH
— (g2

dQes




16 .. Koenigzherger,

so werden diese (leichungen unter der Annahme, daB I nur von
P Py Q, P, Q' abhangt, in

w

YH a4 MM d M, a4 £ a dH

IJ] — C— - - - - R, A,

dp dx, dP dx, dP 7 ax, \Udx, dP"

ALY, d /d M, a dEY_
dx, 3P T dx, \Udx, P T dx, 0P
(43)
L, 4 dH add d dm
)y dx; dQ dx, 0Q dx, \Udx, 3Q"
FLEEYI D W BVAR S SRR A W
dx, 90 dx, L dx, 80 dx, 90"
und
O H o H o H o I1
LA —_ 7T — L 0 UM
() BE=H—P 5 — Yy 7T aw Caor

4P ( (‘)H d OH 0 ?)II d oH
dx, F)P' dx, 0P (l X, 00' dx, VO

Gbergehen, und man verificiert wiederum leicht die Beziehung
dE 4 4B dE
dx, d\,

woraus folgt, dak alle Integralsysteme der Lacrange'schen Gl leichungen
(42) das Energieprinzip befriedigen

OH OH

=PL +QL,

) i YH
. . o ’_______ [
(46) E=H—P —= 30 930 P spr — Q 30
H a4 o
+P(d\1 5D T d\, ap') (d\l 20" TN g
= w(x, —x,),

worin w eine willktirliche Funktion ist, welches also ein Zwischen-
integral dritter Ordnung der Gleichungen (42) darstellt.
Bildet man die Differenz der mit ¢ und p multiplizierten

Lacravce’schen Gleichungen (43), so folgt mittels einfacher Trans-
formationen

YH OH OH OH dH
T KR IR i S

—Q j)l{_ dM |, dM
P! dx, | dx, /'

Wworin




Zur Integration der Differentialgleichungen. 17

o JH
“_paQ anJr ( bP')

d_()0H B aH_ dH
—ax o qu dxg Pyg — 93P

gesetzt wird.

Nehmen wir nunmehr an, daf das kinetische Potential die

Form hat
(®) H{P*+q*P*+Q% P4+ Q% pP+qQ, pP'+4qQ’, PP’+QQ)
so wird die Gleichung
dH oH b H 2 : H
identisch befriedigt, und es geht daher aus der Beziehung
dM dM
pLg—-qL1=——( +

d x, d x,

=0

hervor, daB alle Integrale der beiden LacraNcE'schen Gleichungen
L, =0 und L, = 0 der Differentialgl eichung dritter Ordnung

0H
(1) M=p3g —a§p +?2 ( so—Q3pr) —

d dH YHY d ([ dH bH) 0y (% %)
dax, \P3¢ T 9P d x, bQ’ 57 1 X

Gentige leisten, worin w, eine willkiirliche Funktion bedeutet, die
Gleichung (46) also ebenfalls ein Zwischenintegral der LacraNce’schen
Gleichungen ist.

Fiur die durch (B) angegebene Form des kinetischen Potentials
zweiter Ordnung werden daher die Gleichungen (45) und (46) fir
die beiden Lacrancr’schen partiellen Differentialgleichungen vierter
Ordnung zwei Zwischenintegrale dritter Ordnung mit zwei willkiir-
lichen Eunktionen liefern, aus denen sich, wenn

0°H * ¥H OH

((‘)P'bQ’ T3P QR
nicht identisch Null ist, P" und Q' als Funktionen von p, q, P, Q,
P, Q', w und w, ergeben, und diese Differentialgleichungen werden
wieder nach den fritheren Ausfithrungen integriert werden konnen.

Es ist leicht ersichtlich, daB alle diese Sitze auf kinetische
Potentiale beliebiger Ordnung von mehreren abhingigen und unab-
hiingigen Variabeln ausgedehnt werden konnen.
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