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Kircunorr hatle bereits in seiner Arbeit Tber die Bewegung
zweier in eine Flassigkeit eingetauchter Ringe durch scharfsinnige
mathematische Betrachtungen dber den Zusammenhang hydro-
dynamischer und elekirischer Krifte gezeigt, daB in einzelnen Pro-
blemen sich die letzteren auf die Bewegung verborgener Massen
zuriickfiihren - lassen, und eingehendere Untersuchungen dariiber
wurden spiter von C. Bserknes angestellt. Aber zu einem allgemeinen
Prinzip von der verborgenen Bewegung wurden diese Betrachtungen
erst von HeuMHoLTz in seinen thermodynamischen Untersuchungen
bei der Begriindung der Theorie der monocyclischen Systeme erhoben,
und dann spiter von anderen fir die Behandlung dynamischer Pro-
bleme verwertet. Dieses Prinzip bedarf aber in seiner Begriindung,
Anwendung und Ausdehnung noch genauerer Untersuchungen, welche
den Gegenstand der vorliegenden Bemerkungen bilden sollen.

Werden fir die rechtwinkligen Koordinaten eines freien Systems
von materiellen Punkten die Polarkoordinaten durch die Beziehungen
eingefithrt

¥, =1, sin $, cos @, y;=r,;sin Y, sing, z =rcosd,

und besitzen die auf dasselbe wirkenden Krifte eine nur von den
Koordinaten abhingige Kraftefunktion U (x,, y,, 2), so wird, wenn

1 m ! ] 2
T Dm0
die lebendige Kraft bedeutet, das durch
H=—T—TU
definierte kinetische Potential in
H — EZ ﬂ% (le + rlﬂ %i 2 + ria sz %ﬂ {Pim)’

— U (r;sin & cos @, r;sin 3 sin @, 1, cos )
i*
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tibergehen, und somit, wenn die Kriftefunktion von der Form
T (vl 2,
U=1(x"+¥" 7)

ist, die zu den Variabeln @, gehdrigen Lacraxce'schen Gleichungen
o H d ol

—— =),
o, dtdog/ )

da das kinetische Potential die Variabeln @, nicht explicite enthiilt,
die Form annehmen

aH_ c\)T,_ 1.2-.‘2{} |
bcpi' — ‘F)CPi' = l]ili 31N ,(pi—cl.

worin ¢; Integrationskonstanten bedeuten, und somit die Flichen-
integrale liefern. Setzt man nun die hieraus sich ergebenden Werte
von @,/ in die zu den Variabeln r, und &, gehirigen Launraxce'schen
Gleichungen ein, so sieht man leicht, daf, wenn man mit (H) den
sich durch eben diese Substitutionen der Werte von @/ sich er-
gebenden Wert des kinetischen Potentials H bezeichnel, und
H=H) —c (o) —c (@) —... —c (@)
setzt, worin die @, durch die gefundenen Werle zu erselzen sind,
die ibrigen 2n Lacraxce'schen Gleichungen wieder die analoge Form
der Bewegungsgleichungen annehmen
09 d 09 0H  d oo

=0, .= S0 m =
bri dt bri’ ' ?){}i dt oy

:
welche die Bewegung der Bilder der gegebenen Punkte beschreiben,
welche sich mit variabeln r und 9 in der XZ-Ebene bewegen, withrend
die wirkliche Bewegung der riaumlichen Punkte noch die Drehung
der XZ-Ebene um die Z-Achse nach dem durch die Flichenintegrale
vorgeschriebenen Geselze erfordert.

Ist das System materieller Punkte Zwangsbedingungen unter-
worfen, welche sich durch Gleichungen in den Koordinaten aus-
drtcken, die in den freien Parametern p, p,, .. p, die Form haben

X == @3 (P1s Pas - Dy ¥y =9 (P1s Pav - - D)y %= X, (Dis Par - - Py
und die Zeit t nicht explicite enthalten sollen, so wird die lebendige
Kraft in eine homogene Funktion zweitlen Grades der ersten Ab-
leitungen der Parameter

u
T=2 s fa (0 b 1)
1




Das Prinzip der verhorgenen Bewegung. (A.10) B

ibergehen, und die Lacrance’schen Gleichungen sich mittels des
kinetischen Potentials

HZ—T_U(miawi! Xl)

in die Form setzen lassen

o H d 0H
—_—— e = == 2 e
bl p dt b p ] 0 (S 1, ? “)!
oder
i u n

O H ¥ H . — 0 H "

dp, _Zr dp,/dp, P T Z p,0p P T
worin die Koeffizienten von p /' nur von p,, P2y ... Py abhingen,

withrend der ibrige Teil der linken Seite der Gleichung, von einem nur
von den Parametern abhiingigen Posten abgesehen, eine homogene
Funktion zweiten Grades von p,’, p,, .. p,' darstellt, diese Ab-
leitungen also nicht linear enthilt. Es mag noch des Folgenden wegen
ausdriicklich bemerkt werden, daB, wenn ein beliebig gewihites, nicht
aus Transformationen der obigen Art hervorgegangenes kinetisches
Potential selbst lineare Glieder in den ersten Ableitungen der Para-
meter enthilt, im allgemeinen auch solche Glieder in den Lacrance™
schen Gleichungen vorkommen werden; dies wiirde jedoch, wie be-
kannt, dann nicht der Fall sein, wenn das Aggregat dieser linearen
Glieder im kinetischen Potential ein vollstindiger nach t genommener
Differentialquotient wiire.

Zum Zwecke der folgenden Betrachtungen schicken wir nun eine
Hilfshemerkung tiber homogene Funktionen zweiten Grades voraus:

Sei

f(a, v, .. Upy Viy Vg - - - V)

eine solche Funktion von p -4 ¢ Variabeln, und fithrt man statt
der Variabeln u,, u,, . . u, die durch lineare homogene Gleich-
ungen mit diesen und den vy, v,, . . . v; verbundenen Variabeln
Wy, Wy, .. W, €in, so geht f wieder in eine ganze homogene Funktion
zweiten Grades von vy, v, . . . Vg Wy, Wy, . . w, tber, in welcher
im allgemeinen die Variabeln v mit den Variabeln w zur zweiten
Dimension verbunden enthalten sind. Fithren wir jedoch die Varia-
beln w durch die Gleichungen ein

ot o 0f KR S
Oulh”’ bug_W“’"" du. "
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aus denen sich unter der Vorausselzung, dal die Determinante

Z+ 02 f O _(\ﬁfﬁ
Rt buz U

1 p
von Null verschieden ist, u;, u, . . . u, linear homogen in vy, v,,
. Vg Wi, Wy, . . W, ergeben, so werden in der transformierten
Funktion f die Variabeln v, v,, . . v; sowie die Variabeln w,,
Wy, . . W, nur unter sich homogen zum zweiten Grade verbunden

vorkommen. Zerlegt man namlich f in p - ¢ Quadrate von ho-
mogenen linearen Funktionen der p + ¢ Variabeln u,, . . . u
Vi, - . Vg4 und hat diese Zerlegung die Form
f=(ywm+..+ GipUp T+ Bii Vi + ..+ Bigve)® + (au, + ..
-+ Ugp Up F Bavi + - BV .. - (appup + Bpl vy + ..
+ Bp(jva)g F Cravi Ve T e T e ve)®

+ (Tg5 Vo)™
besteht also aus p 4 o Quadraten linearer homogener Funktionen
der u und v, von denen jede folgende eine Variable weniger ent-
héilt als die vorige, so ergeben sich durch Differentiation nach u,, u,,
.« u, die Beziehungen

Py

of
b—-=2a11(a11u1+"+BIIVI+") = W,

Uy

of -
S{];- —_— 0)(112 (O(.ll 1]1 + . . —I'" Bll V]_ + . ') + QCCQ'E (0291'19 + *

+ Bav, +..0) = Wa
of
S 9a1p((111111 + .o+ Buw+ )+ Qa?‘p(a22u2 +

p
FBavi ) e 2 (g Uy By ) = wy,
und daraus fir die Basen der Quadratzerlegung die Werte

2oy (e + o+ By L) = w

09
Dogg (e Wy + o . By vy +..) = w,— aw Wy
11

U, a a
Doy (@5t + - -+ By vy +. ) = W3 —ﬁ (Wg _EL_Q Wl) — E{I—‘l Wy
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welche fiir £ die Quadratzerlegung in der Form Lefern

1 e 2 ) 1
f—— 72 12 P _""_( —_
o W +4a;"2 (w2 » wl) + -+ Fal, .Wp L
a
N ulp W ) F O vi T Ve (e Vo + . - Teg Vo) + -
11

+ (Yo5 Vo)

Es ergibt sich leicht die Modifikation far den Fall, daf die
homogene Funktion nur eine Quadratzerlegung gestatiet von der
Art, daB die Basen je zweier aufeinander folgender Quadrate die-
selbe Anzahl der Vflri&heln enthalten. Durch die Einfiihrung der
partiellen Ableitungen von f nach Ugy gy .. U, wird sich somit
die Funktion f als die Summe zweier homogenen Funktionen zweiten
Grades von der Form darstellen lassen

dof  df of
f= (6_11_1’ Sy _bup)z 4 (Vi) Yoy« L V)
, : . of bf
also Verbindungen der Variabeln —, ... —— der ersten und
oy ou p
Viy + .. Vg der zweiten dieser Funktionen nicht enthalten.

Ist nun das kinetische Potential H von p;, ps - . Pp unab-
héingig, kommen also diese Grofen in den Koeffizienten der trans-
formierten lebendigen Kraft, ebenso wie in der Kraftefunktion nicht
vor, und werden p,44y Pptgs - - Py Mit @, G ... gy be-
zeichnet, so dak p 4+ o = p ist, so werden die den ersteren
p Variabeln entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten '

d oH d 0H d °oH
dt dp] =0 dt O ph =0, "'Efbp;j—o
oder
0H . b‘H__C E—c
dpy M dp, epn P

worin ¢, €, .. ¢, Integrationskonstanten bedeuten, und man wird,
da die linken Seiten dieser Gleichungen homogene lineare Funk-
tionen von p’,, Py @1y - qy sind mit Koeffizienten, welche
nur von q;, ¢, .. s abhingen, aus diesen, wenn die Determinante

z+ 03H ¥H 3 H
6P 12 bp I2 b ppm
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von Null verschieden ist, p,’, p,/, .. p,’ eindeutig linear und homo-
gen durch q', ¢5', .. q4, Cyy Cg, .« . €, ausdricken konnen. Setzt
man nun diese Werte in die Gleichungen

OH d oH 0H d oH

daqp cl’tbq1 "'W—Eﬂbqa’z@’

ein, welche der Voraussetzung nach p,, p,, . . pp nicht enthalten,
so ergeben sich in hekannter Substltutmnsbezelchnung die Differen~
tialgleichungen

dH —i(b—ﬂ—o H) _ d Ry
(5%) dt a’%') o (bqa dt(bqﬁ) ’

und es soll nachgewiesen werden, daf diese wieder fitr ein sogleich
nfiher anzugebendes kinetisches Potential die Form der Lacraxgr’-
schen Differentialgleichungen besitzen.

Fihrt man ndmlich die Werte von p,’, p,’, .. pp’ in das kine-
tische Potential H ein, so wird nach der oben aber homogene
Funktionen zweiten Grades vorausgeschickten Bemerkung das trans-
formierte kinetische Potential (H) in eine ganze Funktion zweiten
Grades der qy', ¢.', ... s von der Form tbergehen

(H) = (@1, Cay o s Cp)z + (Ch;', qQ’:‘ e (.[0’)2 - U‘v

also, von U, welches nur von q, qs, . . g abhiingt, abgesehen, in
eine Summe zweier homogenen ganzen Funktionen zweiten Grades
von ¢, ... ¢, und q's ... g4, deren Koeffizienten Funktionen von
Uis Qes - - Qg, sind und welche — was der folgenden Schliisse wegen
besonders hervorzuheben ist — bilineare Glieder in den ¢ und q'
nicht enthilt.

i ab st g

Da nun
0(H) _ /0H (OH) 0 (p) O H ) M]pp’)
oq, (aqs) + dps’/ dgq, T +( 0D’/ Vg,
und
b-(H)_(GH) (bH)b(pl) ( ) (pp)
dq, 0q, t op,/ dq et Opy' / dq
ist, so werden die obigen Differentialgleichungen fir ¢y, (s, cee (g

vermdge der angegebenen Substitutionen fir p,’, p,, .« Pp’y Wenn

(H) —e; (p1) — o () — .. —cpp') = 9
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gesetzt wird, in

0 d 2§
0 q, dt oq,

=0 (s=1,2 ..0)

iibergehen, worin § quadratisch und linear in q,’, ', ..q, ist,
und zwar, von U abgesehen, gesondert homogen quadratisch in dem
ersten Teile desselben

(H) = (av, da'y - (][o“') + F, (¢, gy - C'a)‘ — 0,
wahrend der zweite Teil, wie leicht zu zeigen, die Form hat

— G (pl') —C (Pz’) e T cp (pp') = QFZ ('Cla Coy « cp)

+ou (@' - g6's €. ‘Cp)
also

=@, ..q)—F ey, .. Cp) + o (@' - a6 e - ‘cp] —U

ist, worin f; und Fy; homogene ganze Funktionen zweiten Grades
der eingeschlossenen Argumente, @,; eine bilineare Funktion der

GroBen q,', .. q, und ¢, . . ¢, von der Form

P =0 @y @'+ F et +-. .+ Co (p @' +...+ ‘ﬂpo‘qﬁ‘v)

ist, und die Koeffizienten dieser Funktionen der Voraussetzung nach
nur von ¢y, s, - . g, abhingen. Daraus folgt aber, daB, weil ¢,,

Cy -+ Cp willkiirliche Integrationskonstanten bedeuten, die in den q

linearen Glieder aus dem transformierten kinetischen Potential £
nicht herausfallen kénnen, und daf somit die von HermuoLTz defi-
nierte verborgene Bewegung die Existenz der in q,’, ...q, linearen
Glieder im transformierten Potential § im allgemeinen als notwendig
nach sich ziehen' wird — was aber erst auf Grund der vorher-
gehenden Betrachtungen sich ergibt. Hierbei ist der Fall aus-
geschlossen, daB die partiellen Differentialquotienten

0*H |

dp, o4,

sind, oder dat das gegebene kinetische Potential schon selbst in
zwei gesonderte homogene Funktionen zweiten Grades der Variabeln
p' resp. q' zerfillt; es genigt aber auch schon fir das Herausfallen
der linearen Glieder, wenn die Koeffizienten der Funktion ¢, Kon-
stanten oder noch allgemeiner der Bedingung unterliegen

= 0

da dagy
dq, T qg,
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da ein addiliver nach t genommener Differentialquotient im kine-
tischen Potential bekanntlich aus der Lacraxce’schen Gleichung
herausfallt.
Es werden aber auch die Lacrange’schen Gleichungen
09 d 08

dg,  dt dq,

oder
Ofy (a1 - - dg') o U (f)au 0a,4 )
— a3 PR T L AP
aqs bqs+cl (\:’qscjh [ | (\)qs qq +
da Oa
P1_ . 980 .)
—l_cP(bqs Ui +'-_f_ 0(‘15 Yo
d [of{g's .. q4')
"H_f[ Sa + ¢, a,+..+ec, aps] = (),
da

g 9 ! I Y 1 !
4 (s - qg') B Oy (qy's .. g )c L 0%y (q,', “qu) ,
dt 9 q, o Zl 0g, 0q, I 2)\ dqy o, Uy
n s

und

d da . da,,
m(cl als+..+cp aps) =G (bﬁls QG+ : }j%)

(I O(y
0a oa,.
ps _ o bs
+'--+‘Cp (bfh h + . + aqc qU)
ist, eine in den Groen ', ... q4 lineare Funktion dann und nuw
dann nicht enthalten, wenn
0 ay, d agy
dq, Oq,,
also die Ausdriicke
A 0" A+ Ay 2y’ L + Ayg dg'

wieder vollstindige nach t genommene Differentialquotienten von
Funktionen der ¢, ¢q, .. (s darstellen. Es wird daher auf verborgene
Bewegung geschlossen werden konnen, wenn im transformierten
kinetischen Potential § oder, was dasselbe ist, in den zugehorigen
Lacranee’schen Gleichungen lineare Glieder in q;'y . . 5 enthalten
sind, wenn auch das Nichtvorkommen solcher Glieder in den oben
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angegebenen Fillen eine verborgene Bewegung nicht ausschlieft,
woftir die folgenden Anwendungen Beispiele liefern werden.

Auf den Fall der verborgenen Bewegung fiir spezielle Werte
der Integrationskonstanten c,, c,, .. ¢, soll hier nicht weiter ein-
gegangen werden; es moge nur noch fir die weiteren Anwendungen
die folgende Bemerkung vorausgeschickt werden:

Wenn auf ein System von Punkten Krifte wirken, deren nach
den X, Y, Z-Axen genommene Komponenten sich durch die nach
den Koordinalen jener Punkte genommene Differentialquotienten

W W oW
ox’' oy’ Dz

einer Funktion W der Koordinaten ausdriicken

lassen, dann werden wir sagen, das Kraftesystem habe ein Poten-
tial erster Ordung W, und dies ist bekanntlich stets der Fall,
wenn die von den Punkten gegenseitig oder von festen Zentren
ausgetibten Krifte nur von den Entfernungen der Punkte von ein-
ander abhingen. Sind die Krifte aber nicht nur von den Koordi-
nanten der Punkte, sondern auch von ihren Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen abhiingig, so werden wir sagen, das Kriflesystem
besitzt ein von den Koordinaten umd deren ersten Ableitungen ab-
hingiges Potential zweiter Ordnung W, wenn sich die Kompo-
nenten der Krifte in der Form ausdriicken lassen

YW d W d3W  d dW dW 4 W3W
dx dt dx'’ Dy dt dy'' dz dt dz'"

Wenn daher die Krifte nur von den Entfernungen der Punkte von-
einander und deren ersten und zweiten nach der Zeit genommenen
Ableitungen dieser abhéngen, so wird vermoge der aus der Variations-
rechnung sich unmittelbar ergebenden Beziehungen

)W d dW (AW 4 2w o
dx dt 3ax" ~ \ dr dt or' X

und den analogen die Exislenz eines Potentials zweiter Ordnung -
fir die Krifte erwiesen sein, wenn, wie aus der Theorie der kine-
tischen Potentiale bekannt ist, fir den Kraftausdruck f (r, r', r'")
die Bedingung

of d df 0

or' dt dr'" T

identisch erfillt ist. Ahnliche Betrachtungen gelten fiir Potentiale
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n+ 1% Ordnung W, fir welche die Komponenten der Krifte in
der Form

oW d OW d?2 dW 2 dY dW
dx  dt dx T dt? dx"” .t (1) dt° RW

u. s, w. ausgedrickt sind, wenn man die bekannten notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fir die Existenz eines kinelischen
Potentials beliebiger Ordnung zu Grunde legt.

Sei z. B. ein Punkt gezwungen, auf einer Fliche

zZ= E(X1 ,Y)‘
zu bleiben, so wird das kinetische Potential in

m (V) ., m LLA M

== (14 (5) ) = (14 () v
of af , , T v Flv v

m ot Ay s )

tibergehen, und es wird die Bedingung, dag dasselbe von x unab-
hingig sein soll, fur die Flache die Gleichung

z=ax -+ F (y),
worin a eine Konstante bedeutet, und fir die Kriftefunktion die Form
U=@z—ax—F({y) Q2 xy2+2%E—axy)

nach sich ziehen, der Punkt sich also fir diese Kriftefunktion auf

einer Zylinderfliche bewegen miissen, deren erzeugende Grade der
Linie z=ax in der XZ-Ebene parallel ist. Geht nun durch Sub-
stitution des obigen Wertes fir z die Kraftefunktion in

A U=9,(F (@), y)=92(@)
und das kinetische Potential in

m ; - m ' |
H=— ?(1 —|— a,&)‘xlz__g_(l -I‘—F'(y')g)'y g —maF’(y) x’y _Q (y)
uber, so wird vermdge der Substition des Wertes von x' aus der

Gleichung

d ‘
3% =-—m (1 +a%)x' —maF'(y)y' = c,

worin ¢ eine Integrationskonstante bedeutet,

— __ L wrie) e c? e
)= =5 (1 T FOF) " — o g — 2 0)
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sein, also dem ohen bewiesenen allgemeinen Satze gemiB von der
transformierten Kraftefunktion abgesehen in zwei gesonderte homo-
gene Funktionen zweiten Grades von y’ und c zerfallen, in welcher
das Glied ¢y’ nicht vorkommt. Und weiter wird wieder den obigen
Ausemnandersetzungen entsprechend

¥
¢

6= ()=o) =— G (1 1 5 POy + i

ll

ac

e oY —2

sein, oder, da zum Zwecke der Aufstellung der LasraNcE’schen
Gleichung sowohl eine additive Konstante als auch ein additiver
vollstindiger nach t genommener Differentialquotient far das kine-
tische Potential fortgelassen werden kann,

p=—G(l+ o= P O)y—20)

1-4-a
mit der zugehorigen Lacraxce’schen Gleichung
09 __ddb
dy dtoy
Setzt man endlich
‘g) = '@1 + m y'1
so folgt
1 ‘g)l £1_ ) ‘@1
my" =¥y Taioy”

und es bewegt sich somit das Bild auf der Y-Achse des auf der
Zylinderfliche laufenden Punktes vermoge einer Kraft, welche das
Potential zweiter Ordnung $, besitzt,

Driicken wir die fir einen Punkt geltende Zwangsbedingung,
auf einer Fliche zu bleiben, in der Form aus

X =@ (py, o)y ¥ =W (1, Pe)s 2=1% (P1» P2,

so daB in der Gavss’schen Bezeichnung
] T ,
H=— g—ﬂﬂ p'? +2Fp/p," +6Gp,"") —Ulo, v, x)

wird, und nehmen wir an, daB H von p, unabhingig sein soll,
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also I, IYy G, U nur von p, abhiingen, so wird, wenn die lelztere
dieser GroBen mit V (p,) bezeichnet wird, mit Hilfe der Gleichung

o a - c P,
bpl,——C,O‘er Py -——ﬁ—-TE*pz,
sich |
m /EG—F? ¢t ‘
my — e Vv
) =— 5 (g ) p = 5o — V(0o
und wiederum mit dem Friheren wbereinstimmend
m /EG—F? c?
t‘!ﬁ - H - = — -~ =l | 0,2 —V 2
o= —c®)=—5 (5 )p + gop— V()
ergeben, wenn wieder der vollstindige Differentialquotient nach t
ckF
EP

fortgelassen wird. Es bewegt sich somit von dem Schnittpunkte
der Anfangslinien der p; und p, aus auf der vorgelegten Fliche
das Bild des Punktes auf der p,-Linie, welches von der durch den
momentanen Ort des Punktes gehenden p,-Linie auf dieser aus-
geschnitten wird, vermoge einer Kraft, welche wieder ein Potential
zweiter Ordnung besitzt, der Differentialgleichung

0H doH 0

O0p, dtop,

L

gemiB. Die gegebene Fliche wird vermoge der Annahme, dab
E, F, G nur von p, abhiingen, auf einer Rotationsfliche abwickelbar
sein, da das Bogenelement

ds®*=Edp®+ 2Fdp, dp, + Gdp,®

durch die Substitution

F G F
s=fVE3E_Fap2, = +ffap2

dst=(dB) + ¢ (B) (d a) |

Ubergeht, wenn E = @ (B) gesetzt wird.
Seien ferner zwei Punkte in der Ebene gegeben, die durch
die Zwangsbedingung

in

¥ = (%, Xy, ¥a)
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miteinander verbunden sind, und auf welche Krifte wirken, welche
die Kraftefunktion U (x, ¥y, X, 7o) besitzen, so wird das kinetische
Potential die Form haben

e _ﬂ_m(ﬁ 2) 2 (_&__(bf) )

H=x ( 2 9 bxl) T 2 d X,
7,2__ﬁ__ni(bf) R ] N B SR | B

+ ¥ ( d ¥, ) MLay 3y e T Mg Ay, e

of of
— Ty > 5, by Xp' ¥o! — U (xy, £, %55 ¥2),

!

und daher unter der Annahme, daB H von x, unabhingig sein soll,
die Zwangsbedingung in

Vi =ax + o ¥
worin a eine Konstante, und das kinetische Potential in

My

= et — (BT (22) )

_(my | my Q@ ) . o - o,
( + == ( )2) Yo nm a f)m—xz X; Xg mya 3 _Y_z- X ¥
dp o '
— my P Xq; dy X' yo' — Fo (9, Xy, ¥3)

J 2

iibergehen, wenn die Kriftefunktion die Form besitzt

U= (y; — ax; — @) Fy (X¢, Y15 Xas Yo) + Fo (j1 — a %y, Xy, ¥2)-
Setzt man nun den aus der zu x, gehorigen Lacrance’schen
Gleichung sich’ ergebende Wert
a deo . c
14+ a? dt m; (1 4 a?)’

worin ¢ die Integrationskonstante bedeutet, in H ein, so folgt
= — m, (d QJ) 2__ 02, _m 12 12
() 2(1+a%) \dt 2m, (1 + a? ) (" + ")
— Fy (@, %, YE)

und daher, wieder ibereinstimmend mit der friheren allgemeinen
Betrachtung,
— N m; (d Q )2 c
O =(H) —c ) 2(1+a? \dt. +2ml(1—|—a2)
+

ac de m '
1+4+a%dat 22 (%' + 7.'%) — F; (9, %, 72),

X1'=_-—

2
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oder endlich durch Weglassung der Konstanten und des nach t ge-

do

nommenen Differentialquotienten Tt das kinetische Potential
6 —— my (dcp)i’ﬁ_ m, (5,2 - ') —F, (p, x )
— 2(1—}-&2) dt 9 27 T Yo 2 P Xo, ¥o),

dem die Lacranee’schen Gleichungen zugehoren

6 A 38 39 d 08
—_ = () : -
dx, dt ox, und dy, ~ dt vy,

= 0.

Die Koordinaten des (verborgenen) Punktes m; sind durch die

Ausdriicke
a c

M= 1T+a ¢ m, (1 4+ a?) et
1 ac

y1=_1+a2 m—ﬁ(l—f—az’) t+acl

bestimmt.
Nimmt man z. B., wenn die Entfernung des Punktes x,, y,
vom Nullpunkte mit
r= \/3‘:22 + ¥.?

bezeichnet wird, fir die Kraftefunktion den Ausdruck

. m,
U=t
.
withrend fir @ (x,, v,) = Vr die Zwangshedingung in
i =ax, + Vr

libergeht, so ergibt sich, wenn
n, uom,

8(1+a?) — "

‘ 1m ; r'?
W= SR (14 1)

und

gesetzt wird, fir die Bewegung des Punktes mit der Masse m, das
System der Differentialgleichungen

IW a4 W AW W
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und man findet somit, daB die Bewegung einer Masse m,, welche
von dem festliegenden Nullpunkte mit der Masse p nach dem
Weger'schen Gesetze angezogen wird, identisch ist mit der Be-
wegung des von u nach dem NewTon’schen Gesetze angezogenen
Massenpunktes my,, wenn dieser mit einer verborgenen Masse m;,
auf welche auber der eignen Trigheit sonst keine sollizitierende
Kraft wirkt, durch die Zwangsbedingung y; = a x; + Vr verbunden
ist; diese letztere bhestimmt fiir willktirlich in der Ebene gegebene
Anfangswerte von Xy, yg, X; den Wert von y, fiir t = 0, wihrend
die Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit von m, wieder will-
kiirlich gewdhlt werden konnen, die von m; jedoch durch die Aus-
driicke gegeben sind
r

N a ' c
(5o = — 2(1+a? (VI‘—)O  my (1 Fa?)’

, 1 r ac
(1) = 2(1 + a?) (VF)O o m; (1 4 a?)’

und (x;'), daher wegen der Willktrlichkeit der Integrationskon-
stanten ¢ ebenfalls noch beliebig festgesetzt werden darf.

Fiir einen gegebenen Wert von k kann man a =0 setzen und
die Masse des Punktes m; durch den Ausdruck bestimmen

m; _ pIng
8§ = k*'

welche mit dem Punkte m, durch die Zwangsbedingung y, = Vr.
verbunden ist, und deren Koordinaten durch die Ausdricke be-
stimmt sind

C J—
xx=——t+¢ = Vr
1 m, -+ 19 Y1 V y

worin die Abhangigkeit der GroBe r von t durch die beiden obigen
Lacrance'schen Gleichungen beschrieben wird.

Genau ebenso laft sich zeigen, daB, wenn ein System von
Punkten im Raume gegeben ist, welche untereinander und nach
festen Zentren wirkenden Kriften unterworfen sind, die ein Poten-
tial zweiter Ordnung besitzen, welches von den gegenseitigen Ent-
fernungen und deren ersten Ableitungen abhiingt, in bezug auf die
letzteren aber nur vom zweiten Grade ist, die Bewegung des Systems
dieselbe sein wird, als wenn alle jene Krifte nur von den Ent-
fernungen abhingen, und mit diesem Systeme ebenso viele (ver-
borgene) Punkte durch einfache, den obigen analoge Zwangs-

Sitzungsherichte der Heidelb. Akademie, math. -naturw. Kl. 1912. A. 10, 2
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bedingungen verbunden sind, welche die Bewegung des Systems
nur durch ihre Trégheit beeinflussen, ohne dak sollizitierende Kriifte
auf dieselben wirken.

Analoge Betrachtungen lassen sich fir kinetische Potentiale
hoherer Ordnung als der ersten durchfithren unter der Annahme,
dak diese nach ihrer Transformation durch Zwangsbedingungen
einige der abhéingigen Variabeln nicht explizite enthalten.

Ich will schlieflich noch das Prinzip der verborgenen Bewegung
aul eine beliehige Anzahl von unabhingigen Variabeln, also auf
die Hauptgleichungen der Variation von vielfachen Integralen aus-
dehnen.

Seien wieder die erweiterten Lacraxee’schen partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit den unabhingigen Variabeln X1y X9y .. X, und

den abhingigen Variabeln pD), p@,  ple) ¢ (@ .. q@
- A
o0 H < d OH
=S -0 28 —0 =1, 9 ..p)
o p® Za dxg 3p®
A

oH ’ d oH
bq(s) O (S 'I" ? 0‘)7
1

“dxg D

worin © ©
s S

pe = op qe = 0

o ) Xg ! a

]

X,

so werden diese unter der Voraussetzung, dak das kinetische Potential
die partiellen Ableitungen der abhingigen Variabeln nur in der Form

p(ls)' —’- p(zs) .+. .. —|— p;;s) = P(S), qgs) + q;S) _IL L. + qgf) — Q(S)

enthilt, in

A

0H d O0H

bp(s)__z_cl d_‘Xa —_(‘J)P(S) =0 (S:: 1, 2, . .p‘)
1
)

oH d OH
WEZG—EJEQ—(Q):O (S‘ZI,Q,..U')
1

ubergehen.!) Nehmen wir nun wieder an, daB das kinetische
Potential die abhéngigen Variabeln p(!), p®, .. p®) nicht explizite

') Bekanntlich gilt unter dieser Annahme auch das erweiterte Energieprinzip
Heidelberger Akad. d. Wissenschaften, Jahrg. 1911, Abh. 33).

=8 S e o -
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enthil, so werden wir durch Integration der ersten p-Differential-
gleichungen die Beziehungen

o H
_—E)P(s) = Wg (}.1 Xu Xo—X, ... X)\__I—Xh) (S:l, Q, p)

erhalien, worin w; willkirliche Funktionen der eingeschlossenen
Argumente bedeuten. Berechnet man nun unter der Voraussetzung,
daf H, von einem von den Variabeln ¢® abhéngigen Posten ab-
gesehen, eine homogene quadratische Funktion von P® und Q) ist,
aus diesen in P® und Q© linearen Gleichungen die Gréfen PO, PO,

. P® Tinear durch QM, Q®, .. Q©, w,, w,, . . wp, mit Koeffizienten,
dle nur von g%, ¢®, ... q® abhingen, und setzt diese Werte in
die zweite Reihe der LAGRANGE’schen Gleichungen ein, so wird sich
in bekannten Bezeichnungen

A
YHY & d () _
& q<s>) D sow) =0
1

ergeben. Da aber

o(H) (bﬂ) ( b(P(I))
K q’(S) _ b q(s) + Z A P(T) ) q(s)

(‘?gg - @QL(ISS) T z ( P(r)) ba(z):? "

worin (H) nach den friheren Auseinandersetzungen, von einem
nar von den Groken g abhéingigen Posten abgesehen, aus zwei
gesonderten homogenen Funktionen zweiten Grades besteht, von
denen die eine nur aus den GroBen Q®, die andere nur aus den
ws zusammengesetzt ist, mit Koeftizienten, welche Funktionen der

q® sind, so erhalten wir aus der zweiten Reihe der LacrancE'schen
Gleichungen die Beziehungen

A p
d () d d(H) ) d(P®) -
dq® Zad Xq 00Q® Z Wr B =30 % — ) g
: 1

A p '
B d > (P©)
Za q X, Zl’ Wy (XI — X\ XXy, .. .) b‘Q(s) 3 |

2%
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oder da
i Owr (X, — Xy Xo— X3, .. .)
T T =)
1'*a hj‘:“

ist, wenn

p
L = (H)— Zr we (3, — Xy, X,— X .. 0) (PO)

1

gesetzt wird,
A

2o 2 d  oH 0
0 ¢ dx, dQ= 7

it

=

Wenn das kinetische Potential H nach der Transformation
die Form annahm

(H) = f, (QU, Q2, .. Q%) = Fy(w,. wy. .. wp) + 1 (1™, &, .. @),
in welche f, und F, gesonderte homogene Funklionen zweilen
Grades der eingeschloszenen Grofien bedeuten, so wird nach den
fritheren Ausfihrungen

H=1(QW, Q%, ..Q0) —F, (w. v, ... wp) -+ @ (AP, . QO W, ... wp)

+ (g, ... q9)

sein, worin @, eine bilineare Funktion der Groken QM) Q®, . Q9
und wy, w,, . . wp ist, von der Form

o =w, (3, QP + 2, QP + ...+ 2,,09) + ...
+ wp (ﬂm Qi‘” + . “lL ﬂpa Q‘(U))-

und die GroBien a,, Funktionen von (™, @, ... (@ bhedeulen.
Die weiteren, oben fir den Fall. daB die Zeit die einzige unab-
hiingige Variable war, gemachten Bemerkungen beziiglich des Vor-
kommens der in den QO linearen Glieder, also der Existenz einer
verborgenen Bewegung in dem erweiterten Sinne, bleiben auch
hier giltig, wenn man die bekannten Sitze aber das identische
Verschwinden der Hauptgleichung der Variation viellacher Integrale
zugrunde legt.

— e

C. F. Wintersche Buchdruckeref.




