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della dinamica, Atti del R. Inslituto Venelo (8) 3 (1901), S. 469.

§ 1. Bei der freien Bewegung eines materiellen Punktes unter
dem Einflufs einer Zentralkraft hat bereits Newron!) hemerkenswerte
Bezichungen zwischen den Bewegungen erkannt, die zu verschie-
denen Kraftgeselzen gehoren, und dieser Gegenstand ist spiter von
Bovrzmaxy?®) wieder aufgenommen worden; bald darauf habe ich ent-
sprechende Sitze fir die Bewegung eines materiellen Punktes auf
einer Drehungsfliche hergeleitet?®) und gezeigt, auf welche Art sich
diese dynamischen Verwandtschaften in die allgemeine Lehre von
der Transformalion der Bewegungen einordnen lassen®). Dagegen
scheinen Aquivalenzprobleme fir die Bewegung eines materiellen
Punktes auf einer festen Kurve noch nicht betrachiet worden zu
sein. Im folgenden soll dies unter der Vorausselzung geschehen,
daB wiederum eine Zentralkraft wirkt, und zwar wird zuerst das
Zentrum mit seinem Kraflgesetz beibehalten, jedoch die Kurve ab-
gedndert, dann aber bei ein und derselben Kurve das Zentrum ab-
geiindert werden.

§ 2. Die Masse des bewegten Punktes werde zur Einheit der
Masse gemacht. Seine Lage P auf der gegebenen, festen Raum-
kurve zur Zeit t sei durch die von einem gewissen Aunfangspunkte
A gezihlte Bogenlinge s der Kurve bestimmt. Die Entfernung des
Punktes P vom Kraftzenirum C heie r. Dann ist r eine Funktion
von s, und im allgemeinen auch s eine Funktion von r:

(1) s =@ ().

Ausgenommen ist nur der Fall, dak die Raumkurve auf einer Kugel
vom Mittelpunkt C liegt, so daB r immer denselben Wert behilt.

) 1. Newrox, Philosophiae naturalis principia mathematica, London 1687,
Lib. I, Sectio 9, Prop. 44; vgl. L. EvLer, Mechanica sive motus scientia, St. Peters-
burg 1736, T.1, § 734, 749, Opera omnia, series II, vol. 2, 8. 249 und 252

%) L. Bouvzxanx, Forlesungen itber die Prinzipe der Mechanik, 1, Teil, Leip-
zig 1897, S, 73.

3 Uber Transformationen von Bewegungen, Gottinger Nachrichten, 1808,
S. 161,

1) Ebenda, S. 164; vgl. A. Mavuiviero, Sulla transformazione delle - equazioni

1*



4 (A.17) Paul Stickel:

Da die Bewegung auf einer solchen Kurve hier mil konslanter Ge-
schwindigkeit erfolgt, so darf dieser Ausnahmefall als erledigt gelten
und ausgeschlossen werden. Ferner sei TT(r) die zum Zentrum C
gehorige Kriiftefunktion. Die additive Konslante der Kriiftefunktion
werde so gewilhlt, dafi TT(r) in dem Punkte P, versehwindet, in
dem sich der bewegte Punkt zur Anfangszeit t = 0 befindet. Endlich
bedeute v die Geschwindigkeit des Punkles, und es werde noch
festgeselzt, dal die zur Anfangszeit t = 0 stattfindenden Werte der
betrachteten Grofien den Index Null erhalten sollen.

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich aus der Energiegleichung
die Relation .
(@) (Q_S.)“: v2 49T @),

dt,

aus der sofort fiir r die Differentialgleichung
. dry® v -+ 2TI(r)
) @ = e
hervorgeht; dabei bezeichnet der Strich die Differentiation nach r.
Die Differentialgleichung (3) ist unter der Anfangsbedingung zu in-
tegrieren, dah dem Werte t =0 der Wert r =1, entspricht.

Auf die Iniegration der Differentialgleichung (3), die von der
Form

@ (5 =rw

ist, soll hier nicht eingegangen werden; es sei nur bemerkt, dak
dafir wirksame Methoden znr Verfigung stehen!). Was hier in
Frage kommt, ist vielmehr die Tatsache, daB alle Punkibewegungen,
die aunf dieselbe Differentinlgleichung (3) fithren, in dem Sinne als
dquivalent anzusehen sind, da& bei ihnen die Bogenlinge s oder,
was aul dasselbe herauskommt, der Fahrstrahl v. unter denselben
Anfangsbedingungen dieselbe Funktion der Zeit wird?). Damit man
aber fir zwel Kurven dieselbe Differentialgleichung (3) erhalt,
ist notwendig und hinreichend, dak bei Einfahrung reecht-
winkliger kartesischer Koordinaten x, v, 4, deren An-
fangspunkt das Zentrum C ist, {ir beide Kurven die
Gleichungen '

Yy Vgl Encyllopidie der mathematischen H’rmkunfluu Bd. 1V, Teilbd. 1,
S, 461—-469

3 Vgl meine Abhandlung: Uber die Differentialgleichungen  der Dynamilk:
wnd den Begrif] der analylisehen Aquiralens dynamischer Proble me, Journal 1111"

die reine und angewandte Mathematik, 107 (I1S91), 8. 319,
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| ¥dydre AR
dx) ? (dy)‘—* (dz) Y epy =
l (dl + dr + ;ﬂ' =0 (r) -

identisch erfallt sind. Da in den Gleichungen (5) die Krifte-
funktion TT(r) nicht vorkommt, so gilt die Aquivalenz bei beliebiger
Annahme der wirkenden Zentralkraft.

Hiernach sind einer gegebenen Kurve in bezug auf ein ge-
gebenes Zenlrum unzihlig viele iquivalente Kurven zugeordnet.
Man darf namlich fir z eine beliebige Funktion f(r) nehmen und
hat darauf x und y aus den Gleichungen

(5)

I

Xy =1t — 2 () = g*(n),
(6) '

N DA

zu bestimmen. Diese Aufgabe fahrt bei dem Ansatz

(7) x=g(r)cosd, y=g(r)sind
auf die Differentialgleichung
g (31)? JK0) — 50

aus der sich die HilfsgroBe 9 mittels einer Quadratur ergibt.
Im besonderen sind unter den fquivalenten Kurven auch solche

ebenen Kurven enthalten, in deren Ebene das Kraftzentrum

liegl. Wie man leicht erkennt, sind alle diese Kurven kongruent,
sodak es im Grunde nur eine Losung gibt. Um diese ebenen Kurven
zu erhalten, geniigt es daher, etwa z =20 zu setzen, was auf die
Formeln fiihrt: '

(9) X =rcosd, y=rsin9,
dd\*  o'2(r)— 1
(10) (dT) B rr

in ihnen bedeuten r und 9 Polarkoordinaten der Kurve in bezug
auf das Zenfrum C. Aus der Gleichung (10) folgt, dak die Rekti-
fikalion der gefundenen Kurve durch die Gleichung

(1" . s = @(r) 4 const.
geleistel wird.

Die Ergebnisse der vorhergehenden Untersuchung lassen sich
zusammenfassen in den

’.! g j ;} ;.
~ - s

] S T ol SR U

g {«"{{:j = ¥ T
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Lelwsatz 1. Wenn sich ein materieller Punkt unter
dem Einflub einer beliebigen Zentralkraft aufeiner festen
Kurve bewegt, so lassen sich mittels Quadraturen unzih-
lig viele andere Kurven angeben, bei denen unter densel-
ben Anfangsbedingungen der Fahrstrahl vom Zentrum nach
dem bewegten Punkt stets dieselbe Funktion der Zeit ist
wie beiderurspringlichen Kurve. Im besonderen ist unter
diesen dquivalenten Kurven immer eine ebene Kurve ent-
halten, in deren Ebene das Kraftzentrum liegt.

§ 3. Die Untersuchung der iquivalenten Kurven moge fir
einen besonderen Fall durchgefiihit werden, der wegen einer bei
ihm auftretenden Aquivalenz bei Abdnderung des Kraftzentrums
Beachtung verdient.

Die feste Kurve, auf der sich der
materielle Punkt P> bewegt, sei ein Kreis
vom Halbmesser a, das Kraftzentrum C
befinde sich irgendwo im Raume. Legt
man durch C {(Fig. 1) und den Mittel-
punkt M des Kreises die Ebene, die
auf der Ebene des Kreises senkrecht
steht, so schneidet diese den Kreis in

A, zwel Punkten A, und A,, und es wird
im allgemeinen etwa A,C = r, das Mini-

b mum, A,C=r, das Maximum der Ent-

Fig. 1. fernungen eines Punktes P des Kreises

vom Zentrum C werden. Ausgenommen
ist nur der Fall, dak alle Entfernungen PC einander gleich sind;
dann ist aber r konstant, und man kime anf die von vornherein
ausgeschlossene sphérische Kurve.

Far die folgenden Schlisse ist es wesentlich, daf v, eine von
Null verschiedene positive Groe ist. Der Fall, dafi das Zentrum
G auf dem Umfange des Kreises liegt, also mit dem Punkte A, zu-
sammenfillt, bedarf einer hesonderen Untersuchung; es bietet jedoch
keine Schwierigkeit, die Ergebnisse, die fir positives r, gewonnen
werden, auf den Grenzfall r, =0 zu ubertragen, und dieser soll
daher hier unberticksichtigt bleiben.

Da die GroBen a, ry, 1, die bestimmenden Stiicke der hetrach-
teten geometrischen Konfiguration: Kreis nebst Zentrum sind, so
wird es sich empfelilen, die Bogenlinge s des Kreises durch die
GroBen r, a, ry, r, auszudriicken. Dies geschieht woll am: ein-
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fachsten aul folgende Art. Man fille von C auf den Durchmesser
A, A, oder dessen Verlingerung das Lot CL = c¢ und ziehe LP und

MP. Dann ist bei Einfihrung des Hilfswinkels PLM = w: = . | r
i\ | ) ;‘Q_. W L j} ,;M- (\_,
(11) ds = adw.- e

Ferner ergibt sich, wenn noch ML =D gesetzt wird, aus den Dre1-

ecken PLM und PCL die Gleichung

(12) r?= a2+ bh*—2abcosw + ¢,
und es ist daher -
(13) : rdr = ab sin w dw,
so dab oy 2 S
Is r
(14) | (E) ~ bisin® w
wird. Nun ist aber

(15) r}
mithin nach (1 2):
(16) r®—r?=2ab (1 —cosw), r} —r?=2ab (1 4 cos w)

und daher endlich

(17)

— (b —af ot rp =+ +

(d_s) 2 . 4‘&2 r2 R

drl T (*—r?) (@2 —r¥) »

Aus den Gleichungen (10) und (17) erhdlt man fir die ebene
iquivalente Kurve K die Gleichung:

‘49 2 2.2 (p® 12} (p2 — p?
(18) (dB) __4a% (r?—r2) (r2 r).

dr. ¥ (r* —12) (r2 —r?)

Es kommt jetzt darauf an, aus ihr Schlisse in hetreff der Ge-
stalt zu ziehen, die der Kurve K je nach den Werten der Groken
a, r, und r, eignel. Wie sich herausstellen wird, ist es leicht, die
Verinderungen zu tbersehen, die die Kurve K erfahrt, wenn bel
festem a die Groken r; und r, abgedndert werden. Man wird daher
gut tun, zunichst r, und ry als fest, a als verdnderlich anzusehen
und die so entstehende Kurvenschar mit dem Parameter a zu un-
tersuchen. Dabei ist zu beachten, daB 2a als Seite des Dreiecks
A, CA, zwischen den Grenzen ry + r, und r, —r; liegen muf. Fir
die Grenzwerte a, = (r; — ;) und a; = } (ry + ry) rickt der Kreis
in eine durch das Zentrum C gehende Ebene, und die Kurve K
geht in den Kreis selbst tiber. Die beiden auf diese Art entstehenden
Kreise K; und K, mégen als Grenzkurven der Schar bezeichnet
werden; sie spielen im folgenden eine wichtige Rolle.
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Es ist zweckmiifig, zunichst die Abhingigkeit des Fahrstrahls
r von der Bogenlinge s ins Auge zu fassen, zwischen denen die
Gleichung

(17 (&) =) (3 — 1)

ds/ 4a?r?
besteht. Sie zeigl zunichst, dab r das Minimun ry und das Maxi-
mum v, besitzt; in den Kurvenpunkten, denen diese dubersten
Werte von r zugehoren, steht die Kurvenlangente auf dem Fahr-

strahl senkrecht. Weil —g—ls der Kosinus des Winkels ist, den Kurve

und Fahrstrahl bilden, so kann das Quadrat davon héchstens gleich 1
sein; in den betreffenden Kurvenpunkten wird die Kurve vom Fahr-
strahl beriihrt. Damit dies eintritt, muB der Ausdruck

(19) Afr)=4ah? —(r?—r2) (r} —19)
verschwinden, Wird aber
(20) - a=(r,—r)+ 3u

gesetzf, wo u>0 ist, so findet man

(199 A)=(0"—rr)*+2(r, —1,)rtu 412 u?,

mithin kann A (r) dann und nur dann verschwinden, wenn gleich-
zeitig

(21) rF—rnr,=0 u=0

ist. Aus der zweiten Gleichung folgt

\ sofort a = } (r, — r,); unter
\ den Kurven K hat also nur

/l\)\ schaft, daB er von dem Fahr-
._54.\_3_!\ ——JA; strahl aus dem Zentrum C

rw -/ berihrt werden kann. Daf

\/ dies auch wirklich eintritt, zeigt

die Figur 2. Wie aus ihr hervor-

geht, hat in den beiden Beriihrungs-

punkten T' und T" der Fahrstrahl

Fig, 2. r genau den Wert Vr,r,, der

' sich aus der ersten der Gleichun-

gen (21) ergibt. DaB der Kreis K, in der Schar der Kurven K eine

ganz eigenartige Stellung einnimmt, wird sich bei den weiteren Be-
trachtungen immer deutlicher herausstellen.

der Grenzkreis K, die Eigen-
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Die Differentialgleichung (17) 1i6t sich sofort integrieren. Bei
der Anfangsbedingung s =0, r =1, wird

.
(29) 1=} (3 4 13) — § (r3 —13) - cos =

Mithin' ist der Fahrstrahl eine periodische Funktion der Bogenlinge,
und zwar mit der Periode 2ma; dies ist gerade der Umfang des
betrachtcten Kreises vom Halbmesser a. Wenn s von 0 bis wa zu-
nimmt, so geht r bestindig wachsend von r, bis ry; wenn s weiter
von ma bis 2wa zunimmt, so geht r beslindig abnehmend von ry nach
1, usw. Die Kurve liegt daher in dem Ringe zwischen den beiden
Kreisen, die um C mit den Halbmessern r; und r, beschrieben sind,
und weil %; far r =r; und r =r, verschwindet, so werden diese

beiden Kreise abwechselnd von der Kurve berthrt.
Mit Hilfe der Gleichung (18) fir g—? laft sich jetzt erschliefen,

dak Kurvenbogen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Beriihrungs-
punkten mit demselben Kreise kongruent sind und daf sie durch
den dazwischen liegenden Beriihrungspunkt mit dem anderen Kreise
in symmetrische Hilften geteilt werden. Aus den Gleichungen
(17°), (18) und (19) erhillt man ndmlich ‘

(@) =

(QB) dTS— T Aa?rt

Wem daher die Veriinderlichkeit von a auf das Intervall

(24) 3 (v, — r) <laZi(n + 1)

9\ 2 .
beschrinkt wird, so ist (%;) stets von Null verschieden, und es

darf daher unbeschadet der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, daB
2—1: selbst stets positiv ist.  Folglich wird das Azimut ¥ mit wach-

sendem s bestiindig zunehmen, sodaB beim Durchlaufen der Kurve
der Fahrstrahl sich bestindig in demselben Sinne herumdreht, und
zwar ist nach (22) und (23) dieses Azimut das Integral einer
periodischen, geraden Funktion von s mit der Periode 2ma; hieraus
folgt sofort die Richtigkeit der Behauptung.

Von Wichtigkeit ist auch der Winkel ©, um den 9 zunimmt,
wenn s von O bis ma wichst.” Nach der Gleichung (18) ist

i .
TP S 4

A Lo o :

. - a4 S P =
PO Tyl b e
v ¥ 3
\L,
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L'y
. Alr Ldr,
@) ° ‘"‘fn Ve b= ©

hierin ist wieder
(19) Ar)=4a%r® —(r? —r?) (12 —r2).

Die Form des Integrals zeigt, daf
O mit wachsendem a zunimmt.
Mithin hat O seinen grofiten Wert
fair a =¥ (ry -+ ry), also fiir den

von O gleich m. Lkt man a von
dem grofiten Werte, 4 (r, + 1),
asymptotisch gegen den kleinsten
Wert,  (r;, — 1)), abnehmen, so
nimmt © von m aus bestindig ab
und néhert sich asymptotisch dem
Grenzwerte.

4 (r®—r, 1) dr

hierin ist das Vorzeichen des Zihlers so zu wihlen, daB er stets
positiv ausfallt. Bei dieser Festsetzung wird

(26) 0, = 2 arc sinH.

Dagegen ist, wie die Figur 2 zeigt, fir den Grenzkreis K, der Wert
von O gleich Null; dieser Wert kommt heraus, wenn man in dem
Integral (26) als Zéhler (r* — r; r,) dr nimmt, also das Vorzeichen +
weglaht.

Die Untersuchung der Kurven K bliebe unvollstindig, wenn
nicht auch die Krimmungseigenschaften in Betracht gezogen wur-
den. Eine leichte Rechnung ergibt fir den Krimmungshalbmesser
p den Ausdruck

A (r)

27 ] = 2 . v R

(27) P=2a- g

wo zur Abkiirzung

(28) 4a’ 4 2r* —r? —rf = N(1)

gesetzt ist. Wenn der Wert a =14 (r, —r,) ausgeschlossen wird,

.
\é:- !
A i b
o AN
B U ti

Grenzkreis Ky Wie die Figar 3
erkennen liBt, ist dieses Maximum -++

e
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so hat A ({r) nur positive Werte, und man darf der Quadratwurzel
VA (r) unbedenklich das positive Vorzeichen beilegen. Dann ist p
posiliv oder negativ, je nachdem N (r) positiv oder negativ ist, und
es sind daher folgende vier Fille zu unterscheiden.

I. Es ist
(29) Wit —rf <asi(e+ )

- Dann ist N(r) slels groler als Null; die ]IKurve ist, von G aus ge-

sehen, stels konkav und besitzt keine Wendepunkie.
II. Es isl ‘
(30) a=4Vrg —1}.

Dann ist N(r) =0. Es verschwindet fiir r =1r,. In den ent-
sprechenden Kurvenpunklen wird die Kurve von der Tangente in
vier zusammenfallenden Punktem berdhrt; diese Punkte sind also
keine Wendepunkie. i o

M. Es ist

(31) Yo —m)<a<BVRI—rf . Moo b4, 0lo

Dann verschwindet N (r) fir einen Wert ry zwischen r; und r,, und
wenn a das Intervall (31) abnehmend durchliuft, nimmt ry von r
bis zu dem Werte Vryr, zu, dem es sich asymptotisch ndhert. In
jedem der kongruenten Stiicke, aus deneu sich die Kurve K zu-
sammensetzt und in dem r von r, iber ;- nach ry geht, hat diese
je zwei Wendepunkte, die zu demselben Werte ry des Fahrstrahls
gehdren und daher symmetrisch zu einander liegen. Wenn a dem

Werte 4 Vr2 —r} nahe liegt, liegt rw nahe an r;, und die beiden

Wendepunkte sind dem Punkte des Kurvenstiicks, in dem r=r, .

ist, benachbart. Wenn a abnimmt, ricken die Wendepunkte aus-
einander und streben asymplotisch einer #duBersten Lage zu, bei

— 2
der r =¥, ist. Wie der Ausdruck (17) fiir (g—:) zeigt, bildet

die Wendetangente mit dem Fahrstrahl zuerst einen Winkel, der
nahe an 90° liegt. Dieser Winkel wird mit abnehmendem a immer
kleiner und nithert sich asymptotisch der Gr@nze Null.

1V. Es ist :

(32) a =} (r, —r).

Dann geht die Kurve K in den Grenzkreis K, tber; siche Figur 2.

Fir r=Y¥rnr, erhilt man jetzt die Punkte T' und T”, in denen
die von C aus an den Kreis K; gezogenen Tangenten diesen be-
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rihren. Die Punkte T° und T" sind keine Wendepunkle im tib-
lichen Sinne des Wortes; sie haben aber die Eigenschaft, daf die
Kurve, von G aus gesehen, in ihnen ihren Charakter andert und
von der Konvexitat zur Konkavilit tibergeht. Dies kommt auch in
der Formel (24) fir p dadurch zum Ausdruck, daB man bei posi-
tiver Wahl der Quadratwurzel in dem Intervall

(33) rp=r<<Vir,
einen positiven Wert von p, in dem Intervall
(34) Vrr, <r <

einen negaliven Wert von p erhill, und zwar ergibl sich zuerst
der Wert + a, darauf der Wert —a. Fir r = Vr,r, erscheint p

. ) 0
in der unbestimmten Form —.

0

Wenn a bestindig abnehmend
sich asymptotisch dem Grenz-
werte L (r; — r;) nihert, so nihern
sich die zugehérigen Kurven K
asymptotisch  einer  Grenzkurve
K', die von dem Grenzkreise K,
wesentlich verschieden ist. Nach
dem Vorhergehenden erhilt man
diese Grenzkurve K' folgender-
maBen: Man nehme zuerst (Fig. 4)
den Kreisbogen T'A,T"” und lasse
auf ihn in T den um den Winkel
T'A,T" = ©, gedrehten Kreis-
bogen T'A,T” folgen. Hieran
schliefie sich in T der um den Winkel 20 gedrehte Kreisbogen
T'A,T”, daran der um den Winkel 30 gedrehte Kreishogen
T'A;T” usw. Auf diese Art entsteht eine stetig gekriimmte Kurve,
welche die Punkte T',T”,T""...zu Wendepunkten hat.

Hiermit ist die Untersuchung der Kurvenschar K beendet und
folgender Lehrsatz gewonnen :

Lehrsatz 2. Ein materieller Punkt sei gezwungen,
sich auf dem Umfange eines Kreises vom Halbmesser a
zu bewegen, und es wirke auf ihn eine Kraft, die von
einem beliebig im Raume gelegenen Zentrum herriihrt.
Wird die Entfernung des Punktes vom Zentrum mit r
bezeichnet und sind r; und r, die kleinsten und grofiten

PO 4 - -



[P SV

Dynamische Aquivalenzprobleme. (A. 17) 13

Werte, die rauf dem Umfang annimmt, so wird der Fahr-
strahl r dieselbe Funktion der Zeit t, wie wenn sich ein
materieller Punkt unter denselben Anfangsbedingungen
auf einer Kurve K bewegt, die in einer durch das Zentrum
gehenden Ebene liegt und in Polarkoordinaten r, § mit
dem Zentrum als Pol durch die Gleichung
(d%}) dar*—(rf—r?) (rz —r?y)
ar/ = T P@pr— rZ) (rz —r?)

erklirt wird., Bei festen Werten von r; und r, und ver-
dnderlichem Halbmesser a bilden die Kurven K eine
Schar von folgenden Eigenschaften: Die Kurven liegen
indem Ringe, der von den um das Zentrum mit den Halb-
messern r; und ry beschriebenen Kreisen begrenzt wird, und
berithren abwechselnd diese Kreise. Kurvenbogen zwischen
je zwei aufeinander folgenden Beriihrungspunkten mit
demselben Kreise sind kongruent und werden durch den
dazwischen liegenden Beriihrungspunkt mit dem anderen
Kreise in symmetrische Halften geteilt. Wenn a von dem
grofiten zulissigen Werte 4 (ry -+ r;) abnimmt, erhilt man
zuniichst Kurven ohne Wendepunkte. Mit dem Werte
a=1Vri—r? bekommt die Kurve in jedem der kongru-
enten Sticke je zwei symmetrisch gelegene Weridepunkte,
und so bleibt es, wenn a sich asymptotisch dem kleinsten
zuldssigen Werte {(r; —r,) nihert; die Kurve nahert sich
dabei asymptotisch einer aus Kreisbogen zusammen-
gesetzten Kurve mit denselben Eigenschaften. Fiir den
kleinsten Wert von a selbst tritt jedoch eine Unstetigkeit
ein; die Kurve K geht in den Kreis vom Halbmesser 9(r,g-ﬁrl]i
iber, dem jene Kreisbogen entnommen waren.

Die Kurven K gehoren einer Klasse von Kurven an, die wohl;
eine planmifige Untersuchung verdienten, weil sie nieht nur schéne
geometrische Eigenschaften besitzen, sondern auch in der Mechanik
vielfach auftreten, der Kurvenklasse namlich, fiir die in Polar-
koordinaten r, ¥ eine Differentialgleichung

@) &) =rw

besteht, wo T eine eindeutige Funktion von r bezeichnet. Hierzu
gehdren zum Beispiel die Projektionen der Bahnen eines der Schwere
unterworfenen Punktes, der sich auf einer Kugelflaiche bewegt, auf
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eine horizontale Ebene, ferner die Herpolhodie beim kriftefreien
Kreisel.

§ 4. Wenn sich ein materieller Punkt auf einem Kreise be-
wegt und auf ihn eine Zentralkraft wirkt, die einer beliebigen Potenz
der Entfernung des bewegten Punktes von einem irgendwo im
Raume liegenden Kraftzentrum proportional ist, so besteht eine be-
merkenswerte Aquivalenz, bei der der Kreis festgehalten, dagegen
das Zentrum abgeindert wird. Tin besonderen ermiglicht es diese
Aquivalenz, das Problem durch ein anderes zu ersefzen, hei dem
das Kraftzentrum in der Ebene des Kreises liegt.

Die Bezeichnungen seien dieselben wie im § 3, nur moge Jetzt
dem Zentrum C eine Masse p zugeschrieben und demgemih die
Kraflefunktion proportional u angenommen werden. AuBerdem
sollen die Anfangsbedingungen ersichtlich gemacht werden. Man
gelangt so zu dem Ausdruck

(35) TT(r) = uU(r) — uU(r,)
und erhalt far den Fahrstrahl r die Differentialgleichung

(36) (dr> P (M=) (3 — 1Y) [v2 + 2uU(r) — 2uU(r, )]

4‘&2 1.2

dt

An Stelle von r mége als neue Verdinderliche der 1edu7lelte
Fahrstrahl ¢ durch die Gleichung

(37) q=1

emgefithrt werden. Die Werte von ( liegen zwischen 1 und
(38) o=

und ¢ geniigt der Differentialgleichung

dg\*_ (9 — 1) (¢ —q?) [v3 4 2uU (1,q) — U (ro)]
(39) (1t) da*q®

Neben dem Zentrum G werde cin zweites Zentrum C’ betrachtet,
zu dem fiir den gegebenen Kreis der Fahrstrahl v, die bestimmenden
Sticke 1y, 'y und die Kriftefunktion p'U(r') gehoren, so dab das
Kraftgesetz beibehalten, aber die Masse p durch die Masse u’ elsetzt
wird. Dann lst der zugehorige reduzierte Fahrstrahl

’

(37) q =

Ty
seine Werte liegen zwischen 1 und
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(38) o0 = =
r
1

und g’ gentigt der Differentialgleichung

(39) (dq ) _@*—=1)(*—q? [\'4 w.tl 2T (1, q)—2u'U (r'q)].

Durch die Forderung, daf fiir die beiden durch die Dif-
ferentialgleichungen (39) und (39°) erklarten Bewegungen
der reduzierte Fahrstrahl dieselbe Funktion der Zeit t
sein soll, werden die Bewegungen ineinander tr ansformlert Damit
diese Forderung erfullt ist, muB zunichst

(40) o=a
sein, das heift, es muf die Proportion gelten
(41) To il ==Tg:I,.

Man findet daher den geometrischen Ort der Zentra CV, bei dene.lj
Aquivalenz stattfinden kann, indem man die Strecke A, A, (Fig. 5)

innerlich und duBerlich in dem Verhiltnis A; C: A, C teilt und in
der Ebene durch A,, A,, C um die Strecke zwischen den Tellpunkten
B; und B, als Durchmesser den Kreis beschreibt.

Die Bedingung, dat C’ aufl diesem Kreise liegt, ist zwar n@t-
wendig, aber noch nicht hinreichend. Damit die rechten Seiten
der Differentialgleichungen (39) und (39°) tbereinstimmen, mub
auBerdem

(42) U (r,q) = WU (r',q),
(43) wU (r)) = p'U (')

sein.  Aus (42) folgt, daf U(r) eine homogene Funktion von r 1st
mithin ist es eine Potenz von r, etwa

(44) U(r) =ro.
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Ferner muf die Masse ' aus der Gleichung
(45) ur,® - ur'm

und der Anfangswert 1’y aus der Gleichung
(46) To:ly=1,:1

bestimmt werden, die besagt, daf die reduzierten Fahrstrahlen q
und ¢ zur Zeit t =10 denselben Wert haben.

Wenn auch auf diese Art jeder Bewegung, bei der das Zen-
trum G mit der Masse u wirkt, eine Bewegung, bei der das Zen-
trum €’ mit der Masse p' wirkt, zugeordnet ist, die durch dieselbe
Funktion der Zeit beschrieben wird, so leidet die so gewonnene
Transformation doch an einem erheblichen Mangel. Die einander
entsprechenden Bewegungen beginnen némlich zur Zeit t = 0 in
allgemeinen an verschiedenen Punkten, weil zu gleichen Werten
von g und ¢ im allgemeinen verschiedene Punkte des Kreises vom
Halbmesser a gehoren. Damit auch die Anfangspunkte der Be-
wegung Gbereinstimmen, mifite man den bewegten Punkt seinen
Lauf an eier der Stellen A, oder A, beginnen lassen. Dann fragt
sich aber, ob man auch die Gesamtheit der moglichen Be-
wegungen des Punkies erhilt? Ware das nicht der Fall,
gibe es also Bewegungen, bei denen der Punkt niemals nach einer

der Stellen A; oder A, gelangt, so wirde die besondere Wahl des

Anfangspunktes zur Folge haben, daB nur ein Teil der moglichen
Bewegungen transformiert wird. Die genauere Untersuchung wird
zeigen, dal jene Frage zu bejahen ist; allerdings mit einer gewissen
Einschrankung, insofern, je nachdem die Bewegung in A, oder A,
beginnen soll, die Ruhe in A, oder A, ausgeschlossen wird. Wenn
man sich jedoch auf die wirklichen Bewegungen beschriinkt, so muf
der Punkt, je nachdem der Exponent n positiv oder negativ ist,
stets nach A, oder A; gelangen. Der Beweis beruht auf einem
allgemeineren Satze, der hier mitgeteilt werden soll, weil er auch
an und far sich von Wichtigkeit ist. Es gilt namlich der
Lehrsatz 3. Eine geschlossene Kurve K habe die
Eigenschaft, daf die Entfernung r ihrer Punkte P von
einem festen Punkte C im Raume nur einen kleinsten
Wert r; und einen gréften Wert r, besitzt. Auf der Kurve
bewege sich ein materieller Punkt unter dem Einflug
einer von dem Zentrum C herrithrenden Zentralkraft, deren
Kriftefunktion TT (r) auf K ebenfalls nur einen kleinsten




Dynamische Aquivalenzprobleme. (A.17) 17

und einen grofiten Wert besitze; diese duBersten Werte
sind notwendig TT(r,) und TT(r,). Unter den angegebenen
Voraussetzungen erhilt man alle moglichen Bewegungen
des Punkles, wenn man die Stelle des Maximums der
Kriftefunktion zum Anfangspunkt der Bewegung macht;
ausgeschlossen bleibt dann nur die Ruhe des Punktes an
der Stelle des Minimums der Kriftefunktion.

Bei denselben Bezeichnungen wie in § 2 erfolgt die Bewegung
des Punktes gemis der Differentialgleichung :

@) ()" = avi +amm;

die additive Konstante der Kriftefunktion ist dabei so bestimmt
worden, daB TT(r) in dem zuniichst beliebig zu wihlenden Anfangs-
punkt der Bewegung verschwindet, was auf die Lage der Maxima
und Minima keinen FEinflug hat.

Jetzt sind drei Fiille zu unterscheiden:

I. Der Ausdruck 2v3 + 2TT(r) ist auf der ganzen Kurve
groBer als Null. Dann behilt g—z stets das Vorzeichen von v,,
und der Punkt bewegt sich immer in demselben Sinne durch die Kurve,
sodaf die Stelle des Maximums der Kraftefunktion unzahlig oft
tiberschritlen wird. Damit ist die Behauptung fiir den Fall I be-
wiesen. '

II. Es gibt einen Wert von r zwischen r; und r,, diese
Werte selbst ausgeschlossen, fir den der Ausdruck
v 4+ 2TT(r) verschwindet. Weil dieser Ausdruck, wenn r von Ty
‘bis r, wiichst, nach den Voraussetzungen bestindig zunimmt oder
bestindig abnimmt, so kann esnur diesen einen Wert von r geben, der
bewirkt, daB 3—: verschwindet, und zwar geschieht das in den beiden
Punkten U’ und U"” der Kurve, die diessm Werte von r eindeutig
zugeordnet sind. Durch die Punkie U’ und U” wird die Kurve in
zwel Teile zerlegt. In dem einen, dem die Stelle des Minimums
von TI(r) angehort, ist der Ausdruck v2 4 2TT(r) negativ, in dem
andern, der die Stelle des Maximums von TI(r) aufweist, positiv.
Eine Bewegung des Punktes ist daher nur in diesem zweiten Teile
der Kurve moglich. Die Art der Bewegung hingt davon ab, wie
sich dags vom Anfangspunkt der Bewegung aus zu erstreckende
Integral : ’

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, math.-phys, K1, 1912, 17. Abh. 2
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verhilt, wenn man sich einem der Punkte U’ oder U” nihert. Bleibt
das Integral endlich, so erhilt man einen Umkehrpunkt; wiichst
es Giber alle Grenzen, so findet asymptotische Anniherung statt.
Bei jeder der vier Moglichkeiten, zu denen man auf diese Weise
gelangt, gehort die Stelle des Maximums der Kriftefunktion zum
Bewegungsgebiet des Punkles, und damit ist die Behauptung fiir

.den Fall 1I bewiesen.

HL. Der Ausdruck v 4-2TT(r) verschwindet fiir einen
der Werte r; oder r,. Geschieht es fir die Stelle des Maximums
der Kriftefunktion, so ist dieser Ausdruck sonst tberall negativ,
mithin mub der materielle Punkt an dieser Stelle ruhen, und zwar
befindet er sich in stabilem Gleichgewicht. Geschieht es fir die
Stelle des Minimums, so kann der Punkt dort ebenfalls ruhen, und
zwar in labilem Gleichgewicht. Der Punkt kann sich aber auch
bewegen, weil der Ausdruck v2 4 2TT(r), abgesehen von der Stelle
des Minimums, tiberall groBer als Null ist. Dann gehort die Stelle
des Maximums zu seinem Bewegungsgebiet. Damit ist der Fall III
erledigt und der Beiweis vollendet. ‘

Der Lehrsatz 3 laBt sich in Bezichung bringen zu einem be-
kannten Theorem, das J. Havamsrp fiir die Bewegung eines materiel-
len Punktes auf einer krummen Fliche gefunden hat . Es wird
vorausgeselzt, daB eine Kriftefunktion existiert und daB diese auf
den Bahnen des bewegten Punktes im allgemeinen wunendlich oft
maximale und minimale Werte erhialt. Wihrend man tber die
Verteilung der Minima nichts aussagen kann, ist es méglich, ledig-
lich auf Grund der Kenninis des Linienelements der Fliche und
der Kriftefunktion eine Region der Fliche anzugeben, die simtliche
Stellen der Maxima in sich schlieft; diese Region kann ibrigens
aus getrennten Stiicken Dbestehen. Weil der bewegte Punkt im
Laufe der Zeit immer wieder in das Gebiet der Maxima zuriick-
kehrt, wird dieses von Hapamsrp anziehende Region genannt.
Hapamarp selbsl hat darauf hingewiesen, daf der anziehenden Re-
gion bei der Bewegung eines materiellen Punkles auf einer festen
Kurve die Gesamtheit der Punkte entspricht, in denen die Kriifte-
funktion ein Maximum besitzt. Im allgemeinen besteht die Bewegung

1) J. Havamaro, Swr certaines proprictés des trajectoires en dynamique, Journ,
de math. (3) 3 (1897), 8. 331; siehe besonders S. 333—339,
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des Punktes in Schwingungen um eine dieser Stellen stabilen Gleich-
gewichis, und dabei muk der Punkt unzahlig oft zu der betreffenden
Stelle des Maximums zuriickkehren. Im allgemeinen wird es daher
nicht moglich sein, eine Anfangslage anzugeben, die, bis auf singu-
lare Fille, alle maglichen Bewegungen des Punktes liefert; damit
. dies eintritt, werden vielmehr uber Kurve und Kriftefunktion be-
sondere Voraussetzungen gemacht werden miissen, wie das im Lehr-
satz 3 geschehen ist.

Es bleibt tibrig, den Lehrsatz 3 auf den Fall anzuwenden, daB
die Kurve ein Kreis vom Halbmesser a ist und die Kriftefunktion
die Form pr” hat. Da die triviale Annahme n = 0 ausscheidet, sind
nur zwei Moglichkeiten zu unterscheiden:

I. Der Exponent n ist negativ. Dann ist die Stelle A,, an
der r den kleinsten Wert hat, die Stelle des Maximums der Krifte-
funktion, und man erhidlt die Gesamtheit der Bewegungen des
Punktes, wenn r, =1, gesetzt wird. Hieraus folgt r', =1r';, so dag
die zugeordnete Bewegung ebenfalls im Punkte A, beginnt.

II. Der Exponent n ist positiv. Dann ist die Stelle A,
die Stelle des Maximums der Kriftefunktion. Man hat daher in
den vorher angestellten Betrachtungen tberall r, und r, zu ver-
{auschen; im besonderen beginnen jetzt die Bewegungen im
Punkte A,. '

Hiermit ist als Ergebnis folgender Lehrsatz gewonnen:

Lehrsatz 4. Ein materieller Punkt bewege sich auf
einem Kreise und werde von einem irgendwo im Raume
befindlichen Zentrum der Masse u mit einer Kraft ange-
zogen, deren Kraftefunktion der n-ten Potenz der Ent-
fernung des Punktes vom Zentrum proportional ist. Wird
der Durchmesser des Kreises, in dessen Endpunkten die
Entfernung ihren grdfiten und kleinsten Wert annimmt,
innerlich und iduBerlich im Verhédltnis dieser beiden
Werte geteilt und in der Ebene, die senkrecht zur Ebene
des Kreises steht und durch die Teilpunkte geht, mit der
Strecke zwischen den Teilpunkten als Durchmesser der
Kreis beschrieben, so ldBt sich jeder Punkt C' dieses
Kreises mit einer solchen Masse pu' versehen, daB bei dem-
selben Anziehungsgesetz die Bewegungen in bezug auf G
den Bewegungen in bezug auf C' aquivalent sind, und
zwar sind dabei die Bewegungen einander zugeordnet,

P
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die, je nachdem der Exponent der Potenz der Entfernung
positiv oder negativ ist, aus dem Punkte der gréBten oder
der kleinsten Entfernung mit derselben Anfangsgeschwin-
digkeit begonnen werden. Als dieselben Funktionen der
Zeit ergeben sich namlich die durch die grofite oder kleinste
Entfernung geteilten Fahrstrahlen vom Zentrum n ach dem
bewegten Punkte. Wird im besonderen als neues Zentrum
(" einer jener heiden Teilpunkte gewahlt, so ergibt sich
die Zurtickfohrung des Problems aul ein dquivalentes,
bei dem das Zentrum in der Ebene des Kreises vom Halb-
messer a liegt.

Die vorstehenden Betrachtungen lassen erkennen, daB man
dem scheinbar erschopften Kapitel der Bewegung eines materiellen
Punktes auf einer festen Kurve neue Seiten abgewinnen kann, in-
dem der Begriff der analytischen Aquivalenz dynamischer
Probleme zu Hilfe genommen wird. Es ist zu erwarten, daf
sich nach dieser Richtung noch weitere Satze ableiten lassen
werden.




