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Im folgenden will ich einen Bericht geben iiber vornehmlich
algebraische Untersuchungen aus der Theorie der Differential-
systeme, die ich angestellt habe. Sie bezwecken, vor allem dem
Zusammenhang nachzugehen, der zwischen einem System linearer
homogener Differentialaiisdriicke erster Ordnung fiir n Funktio-
nen und einem einzelnen linearen homogenen Differentialaus-
druck n** Ordnung?) fiir eine Funktion, von mir Sequente ge-
nannt (vgl. §4), besteht. Im iibrigen beziehen sich die folgenden
Untersuchungen auf den Arthegriff bei einzelnen Differentialaus-
driicken und bei Differentialsystemen, auBerdem haben sie die
Irreduzibilitit und vollstindige Reduzibilitit bei Differential-
systemen zum Gegenstand. Soweit nicht anders bemerkt oder
von Integralen die Rede ist, verlangen die Sitze und ihre Beweise
nicht die Integralexistenz; sie sind daher auch wuber das Gebiet
der Differentialsysteme hinaus einer Verallgemeinerung fahig, in-
dem man einen in abstrakter Weise definierten Rationalitats-
bereich zugrunde legt. Da die folgenden Sitze eine Reihe von
zum Teil neu eingeflithrten Begriffen voraussetzen, unterlasse ich
es, auf sie hier im einzelnen hinzuweisen. Auf die Resultate, die
wir fir Differentialsysteme mit n Funktionen Herrn L. ScHLE-
SINGER bereits verdanken, werde ich im folgenden (§ 4, § 6 und
§ 7) aufmerksam machen. Die Beweise sowie eine weitere Aus-
gestaltung und Fortfihrung bleiben einer ausfihrlichen Publi-
kation vorbehalten. '

Den anzustellenden Untersuchungen liegt ein Rationalitats-
bereich X zugrunde, d. h.?)irgend ein in sich vollstindiges System
von emdeutigen Funktionen einer unabhéngigen Variablen x,

') Unter ,Differentialausdruck® soll stets ein ,linearer homogener
Ditferentialausdruck beliebiger Ordnung®, unter einem ,,Differentialsystem*
mit Ausnahme von § 7, Satz IV ,ein System linearer homogener Diffe-
rentialausdriicke erster Ordnung® verstanden werden.

?) Vgl wegen der Definition des Rationalitatsbereiches z. B. meine Arbeit

,,Uber vollstandig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen®,
Math. Annalen 62 (S. 89—117), S. 90 (19035)
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4 (A 17) A. Loewy.

bei dem durch Addition, Subtrakiion, Mulliplikation und Division
je zweier Funktionen aus X (die Division durch Null ist ausge-
schlossen) sowie durch Differentiation jeder Funktion aus % das
System I nicht verlassen wird. Ein Rationalititsbereich, der
derartig definiert ist, braucht nicht alle Konstanten zu enthalten.
Insofern wir bel den folgenden Sitzen und Definitionen von der
Integralexistenz Gebrauch machen, legen wir den Funktionen
von X noch die Bedingung auf, daf jede Funktion von ¥ in dem-
selben Bereich der komplexen Ebene bis auf isolierte Punkte
uberall eine reguldre analytische Funktion sein soll. Alle im
folgenden auftretenden Differentialausdriicke, Differentialsysteme
und Matrizen sollen ausnahmslos Koeffizienten aus dem der Be-
trachtung zugrunde liegenden Rationalitdtsbereiche £ haben. Ein
einzelner Differentialausdruck wird abgekiirzt mit einem groBen
lateinischen, ein Differentialsystem mit einem grofien deutschen,
eine Matrix mit einem groBen deutschen Buchstaben und einem
dariiber gesetzten Pfeil bezeichnet werden.

§ 1.
Der Artbegriff fiir einen Differentialausdruck bei
Verwendung von Integralen.

Im § 1 will ich des leichteren Verstdndnisses wegen nur be-
kanntes wiederholen und einiges iiber die Terminologie bemerken.

dy dn
A=an ¥+ oo+t d;y (n 21) und

dz dmz | !
B=bn; z+ b a;‘{’ -+ bnm41 dxm (m = 1) )
selen irgend zwei Differentialausdriicke mit Koellizienten aus dem
der Betrachtung zugrunde liegenden Rationalititsbereiche I.
Existiert ein Differentialausdruck:
dy dr
P=puy-+pe Jx T T P dx): (1‘ = 0)

mit Koeffizienten aus I, so dall alle Integrale der Differential-
gleichung B=0 {ibereinstimmen mit dem Funktionensystem
P(Y4), wenn Y, alle Integrale der Differentialgleichung A =0

1 Die Koeffizienten sind mit Riicksicht auf das folgende mit doppelten
Indices versehen,

1
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Uber lineare homogene Differentialsysteme, (A.17) 5

durchlauft, so hat die Differentialgleichung B=0 stets eine Ord-
nung m = n, wenn n die Ordnung der Differentialgleichung A —0
bedeutet. Fir den Fall m —=n hat Poincark 1884 diese Unter-
suchungen begonnen, und nach ihm heiBen zwei Differentialans-
driicke A und B derselben Ordnung m — n, die in dem geschilderten
Verhéltnis stehen, von derselben Art. Im Falle gleicher Ordnung
m=n beweist man die Symmetrie der zwischen A und B statt-
findenden Beziehung, d. h. man weist die Existenz eines Differential-
ausdruckes Q mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche
nach, so daf das Funktionensystem Q(Zgp) ibereinstimmt mit
den Integralen der Differentialgleichung A—0, wenn Zp alle
Integrale der Differentialgleichung B—0 durchlauft. Infolge
dieser Umkehrbarkeit der Beziehung verwendet man im Falle
m=n auch die Bezeichnung ,,gegenseitig von derselben Art*. Im

Falle m<'n, fir den das Verhaltnis zwischen A und B nicht um-.

kehrbar ist, soll der Differentialausdruck B als dem Dif-
ferentialausdruck A subordiniert bezeichnet werden.
Bleibt es unentschieden, ob m=n oder m<n ist, so werde
ich sagen, daB B in der durch A bestimmten Art enthalten
ist, oder daB B sich innerhalb der Art von A befindet?)

§ 2.
Der Artbegriff fir einen Differentialausdruck bei
Verwendung der symbolischen Produktbildung von
Differentialausdriicken.

Die in § 1 dafiir gegebene Definition, daB B in der durch A
bestimmten Art enthalten ist, wollen wir als Definition (D) be-
zeichnen; sie setzt Integralexistenz voraus. An ihre Stelle kann
man die folgende Definition treten lassen, die von der Integral-
existenz unabhingig ist und sich der symbolischen Produktbil-
dung linearer homogener Differentialausdriicke bedient?).

1) In meiner Arbeit ,Uber reduzible lineare homogene Differential-
gleichungen®’, Math. Annalen 56 (S. 949 —584), S. 554 (1903) hatte ich die
weniger prignante Bezeichnung ,,B ist mit A von derselben Art*. Ich schlieBe
mich hiermit der Terminologie von Herrn E. VessioT in der Encyclopédie
des sciences math. II. 16, Nr. 29, Anmerkung 188 an.

2} Vgl. auch L. HEFFTER, Uber gemeinsame Vielfache linearer Differential-
ausdriicke und lineare Differentialgleichungen derselben Klasse, Journal
fir die reine und angewandte Mathematik 116, 5. 157—166, (1896).
L. ScuLesiNGeEr, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen, Bd. II,, Leipzig 1897, S. 115 ff.




6 (A. 17) A. Loewy.

Definition (A). Ein Differentialausdruck B heifit in
der durch einen Differentialausdruck A bestimmten
Art enthalten, wenn es zwei Dilferentialawsdriicke P
und Q gibt, so daB zwischen symbolischen Produkten
von Differentialausdriicken die Gleichung BP=QA
besteht, und, nachdem P und A von einem etwaigen
groBten gemeinsamen Teiler befreit sind, der sich aus
Aalsdann ergebende Differentialausdruck A, diegleiche
Ordnung wie B hat. Ist also A*ein grofiter gemeinsamer
Teiler von P und A, so soll A=A; A* P=P, A*sein,
wobei A; und P, teilerfremd und A, und B von gleicher
Ordnung sind. Fir den besonderen Fall m=n, wo A und B
gegenseitig von derselben Art sind, nimmt die Definition (A)
die Form an: Zwei Differentialausdriicke A und B der
gleichen Ordnung heiBlen von derselben Art, wenn
es zwel Differentialausdricke P und Q gibt, so daB
P und A teilerfremd und BP==Q A ist.

DaB} fiur den Fall m=n die Definitionen (D) und (A) vollig
aquivalent sind, wenn Integrale existieren, ist bekannt!). Auch
der Nachweis, dafl fir den Fall m<n die Definitionen (D) und
(A) vollig gleichwertig sind, 148t sich leicht erbringen.

Ist m<<n, d. h. ist der Differentialausdruck B dem Diffe-
rentialausdruck A subordiniert, so mu8 nach Definition (A) der
Differentialausdruck A zerlegbar sein in A=A, A* wobei A, von
der Ordnung m und A* von der Ordnung n—m ist. Hieraus folgt
unmittelbar: Zu einem Differentialausdruck A gibt es
nur dann subordinierte Differentialausdriicke, wenn
A reduzibel ist. In diesem Fall gibt es auch stets zu
A subordinierte Differentialausdriicke?); ist némlich
AjA*irgend eine Zerlegung des reduziblen Differential-
ausdruckes A, so stimmen alle dem Differentialaus-
druck A subordinierten Differentialausdriicke iiberein
mit allen moglichen durch eine Zerlegung von A ge-
lieferten A; und denjenigen Differentialausdricken,

1) Vgl. meinen Aufsatz ,,Zur Theorie der linearen homogenen Differential-
ausdritcke®, Math. Ann. 72, (S. 203 —210), S. 205 und die schéne Dissertation
von Herrn H. Brumsere, Uber algebraische Eigenschaften von linearen
homogenen Differentialausdriicken, Géttingen 1912, (8. 1—52), 3. 26 und 8. 48.

2y Vgl. L. Fucus, Sitzungsberichte der Kgl. Preuf. Akademie 1888,
Q. 1276 — Gesammelte math. Werke, Bd. III, Berlin 1909, 8. 18.

—_—2




Uber lineare homogene Differentialsysteme. (A. 17) 7

die mit A, von derselben Art sind. Man beweist ferner
ohne die Integralexistenz, dafl die eingefﬁhrte Beziehung
transitiv ist, d. h.:

Ist B in der durch A bestimmten Art, C in der durch
Bbestimmten Art enthalten, so ist C auch in der durch
A bestimmten Art entha‘lten.

§ 3.
Der Artbegriff fir einen Differentialausdruck bei
Verwendung des Matrizenkalkiils.

Anstatt der Definition (A) des § 2 soll jetzt fiir die Arthe-
ziechung eine neue Definition gegeben werden. Diese bedient sich
nicht der symbolischen Produktbildung von Differentialausdriicken,
sondern des Matrizenkalkiils. Ebenso wie die Definition (A) ist
die neue Definition unabhéngig von der Integralexistenz. -

Definition (AY). Ein Differentialausdruck
dz de-'z dm
B=b 1Z+bm2d o +bmmd p—— 1+bmm+la£:; (mgl)

von der Ordnung m<n heillt in der durch einen Diff‘e;
remtia]ausdruck

dr-ty de : :
A= anly+an2d +--+a Ll n—1+ nn+1dyn (ng]—)

bestimmten Art enthalten, wenn es eine Matrix

P11 P12 -+ Pin
P21 P22 ** Pon
| Prut Paz + Paun
O 0 .. 0
0 0. 0 |
vom Range m mit Elementen py (i=1,2,...m;k=4,2,...,n)

aus dem Rationalititsbereiche gibt, so daB die Glei-
chung zwischen quadratischen Matrizen n* Grades

DR —=— P+ BA
]besteht Hierbei bedeutet EB’ dle]emge Matrix, die aus

SB hervorgeht, wenn man in EG alle Elemente Pik durch
ithre Differentialquotienten ersetzt; es ist
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! 0 —1 0O 0...... 0
0 0 _1 ) . 0
A 0 0 0 0-.-—1
dni i dn2 o ann 7
Appt1 dpnt1 dnn4a
0 —1 00..--0 0-..0
0 0 —1 0.---0 0---0
. 0 0 0 —1 0.0
O=N buy b bum .0
bmm—]—l hm1u+1 bmm—l—l
0 0 ... 0 00
0 0 ... 0 0.0

Die Definition (A‘) 148t sich ebenfalls ohne Beniitzung der
Integralexistenz auch gleichwertig folgendermafBen aussprechen:

Definition (A”). Der Differentialausdruck B heiBt
in der durch den Differentialausdruck A bestimmten
Art enthalten, wenn man n GroBen py, Py -- - Pin d€8
Rationalitdtsbereiches von folgender Beschaffenheit
finden kann: Man bilde aus py, Pioy--., Py, Sukzessiv fiir
1=1,2,...,m

Pit1x = =+ P’k + Pik—1 — Pin L - 1,2, .. n)
amn-i—l

wobel p/ix die Differentialquotienten der pi sind und
pic den Wert Null hat, und leite aus diesen GroBen
mit Hilfe von n unabhéngigen Variablen Y1, Y, ..., Ya
die m—-1 Linearfunktionen ab:

Z =P Yi+4pe Yodooo+pm Yo
Z_-z —pu  Yi+Pp Yoot pum Y

Z.m zpml Y1+pm2 Y2+ '+pmn Yn1
Lty = Dmrtt Y1+ Pmtt2 Yo - ~+ Pmtin Yo

alsdann missen die ersten m Funktionen Z,, Zy, ..., Zy
linear unabhingig sein, wihrend die m—1 Funktionen
durch die Relation:

bmlzl+bm2Z2+“‘+hmm Zm‘{"bmm—}-lzm-}-i:o‘

in Dependenz stehen.

—
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Ohne Beniitzung der Integralexistenz laBt sich der Nachweis
filhren, da (A), (A’) und (A’) vollig aquivalente Definitionen
sind. Setzt man die Integralexistenz voraus, so kann man weiter
zeigen, dal} die Integrale der Differentialgleichung B=0 iiberein-
stimmen mit dem Funktionensystem P (Y,), wenn Y, die Inte-
grale der Differentialgleichung A—0O durchlauit und P den Diffe-
rentialausdruck ot

P11Y+P12(31X+ +P1n dxn=1
bedeutet.
§ 4.
Die Sequenten eines Differentialsystems.
Vorgelegt sei ein lineares homogenes Differentialsystem A
erster Ordnung fiir n Funktionen:

d
apn Vi+awe yet+ - Fanmyn+ 31n+1_—d%;—1 ,

dv,
Q1 Vi+aeye+ -+ 8 Yo+ 32n+1§ :

: dya
an1y1+ ane Y2+ "+annYn+ ann—i—i“% 3

ferner ein Differentialausdruck S m*** Ordnung;

dmz
S= Smlz+sm2d + _]"smm—Hd o (mgi) .

Der Differentialausdruck S soll eine Sequente des Diffe-
rentialsystems U heiBen, wenn man n Funktionen py;, Pigy « - -
p1 aus dem Rationalitatsbereich finden kann, so daB die Integrale
der Differentialgleichung S=0 iibereinstimmen mit dem Funk-

tionensystem p,; (Ih)gH— Pis (Ye)g[ 4 -+ + Pm (Yn)sg]:, wobei (Y:l)gla
(y2)91,..., (YB)QI jedes Losungssystem des zu U gehorigen Differen-
tialgleichungssystems
A Y1+ ¥+ & Yot ain+1%=0
(1=1,2,..,,n)
durchlaufen. Man beweist alsdann, daB m=n ist*).

*) Vgl hierzu L. ScHLESINGER, Vorlesungen tber lineare Differential-
gleichungen, Leipzig und Berlin 1908, S. 158.
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Ist m==n, so soll S eine dem Differentialsystem U koordi-

nierte Sequente, im Falle m<n eine dem Differentialsystem
subordinierte Sequente heiflen.

Die Definition der Sequente wird von der Integralexistenz
unabhéngig, wenn man folgendermafen definiert:

Definition (A’;). Ein Differentialausdruck fiir eine
Funktion

_ ; dz m—lg dmz ( ~ )
S:SmZTSm2ﬁ+"'+Smm‘ax—rn:T+Smm+1a‘ia m=1
heiBt eine Sequente des Differentialsystems ¥ fir

n=m Funktionen:

v

dy; |.
EV?‘-i1:§&T1+ai23“‘2‘Jn""%“"51ir1:an'J|*ain-{»—l'd;;yC (1:1127"':11)7

wenn es eine Matrix

P11 P12 -+ Pin

P21 P22 * - Pen
B || PmiDmz Pan
= 0 0 ...0
0O 0 .-.-0

vom Range m mit Elementen py (iml,z,...,m;k=1,2,...,n)

aus dem Rationalitdtsbereiche gibt, so daf die Glei-

chung zwischen quadratischen Matrizen n"*® Grades
besteht:

EP=—P+ P
Hierbei bedeutet EE’ diejenige Matrix, die aus‘%

hervorgeht, wenn man in % alle Elemente px durch
thre Differentialquotienten ersetzt:; es ist ferner

dy &2
din41 Bint1 An 41
o N T -
A= Q2041 82041 8gn 41 und
dn1 dn2 L. ann
ann-}—l Ann+1 Qpn41
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0 1 0.-...0 0 0..-0 Y
0 0 ~1:+.0 0 0.0 |

0 0 0.-..0—1 0---0
Smi1 Sma Smsg .. Smm 70 . 0
0

QU
I

Smm+1 Smm-{—i Smm+1 Smma}al
0

| : : O vennnn. 0
ll 0 O  O0-eereeeni 0.0
Anstatt der Definition (A,) kann man auch ohne Beniitzung

der Integralexistenz die folgende gleichwertige treten lassen:
Definition (A“;). Ein Differentialausdruck

d .
S=8m; Z—I—szd—;—lﬂ T Smm gy + Smma dxm (m 31)

heifit eine Sequente eines Differentialsystems 9 :
dy; {.
a1 y1+ai2y2+""+‘aiﬂyn+‘aim+1_a¥{“ (1=1,2,...,n)

fir n Funktionen, wenn man n GréBen pyy, Py« - Prn
des Rationalititsbereiches von folgender Beschaffen-
heit finden kann: Man bilde aus py;, pys,...,py, Sukzessiv
fir i=1,2,...,m

o8 gk

Pitie=-+Pk — = Pis
s=1 asu-[—l

(k=1,2,”.,n) ,

wobei pf die Differentialquatienten der p,-lk sind und
pio den Wert Null hat, und leite aus diesen GrdéBen
mit Hilfe von n unabhingigen Variablen Y, Y, ..., Y,
die m 1 Linearfunktionen ab:

Zl = Pn Y;+ Pie Yo+ -+ Puu Y.,

Z:z = Pn Y+ pw Yo+ --4pPa  Yu,

Zm == Pmi Yl + Pma _ Y2 + . + Pun Yn LI

Zni1 =DPmin Y1+ Pmysz Yo+ -+ Pugmn Yu3 |
alsdann miissen die ersten m Funktionen Z;, Z,, ..., Zy
linear unabhéngig sein, wihrend die m—1 Funktionen
durch die Relation: ‘ o

Smi 21+ Sm2 2o+ ++ + Smm+1 Lnp1 =10

in Dependenz stehen.

Ohne die Integralexistenz lassen sich alsdann folgende Satze
beweisen:

R
4
E
N
o
-
W
i
s
.
B
i
!
%
g
§
B
¢
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Lehrsatz I. Ist der Differentialausdruck S; eine
Sequente des Differentialsystems A und ist S, irgend
ein Differentialausdruck, der in der durch S, bestimm-
ten Art enthalten 1i1st, so 1st S, ehenso wie S; eine
Sequente von .

Lehrsatz 11. Sind S, und S, Sequenten eines und

desselben Differentialsystems % und ist S; eine zu
A koordinierte Sequente, so ist S, in der durch S; be-
stimmten Art enthalten%*).

§ 5.
Nochmals der Artbegriff bei einem Differentialaus-
druck.

Zu jedem Differentialausdruck
dm-1z dmz
Si=smz+ Sm7d + -+ 8mm dxm-1 +5 mm—}—ld m (m;l)

gibt es Differentialsysteme fiir m Funktionen, die S,
zur Sequente haben. Das einfachste solcher Differential-
systeme 1st das System

dy dy, dvn—
a;]—}’zvd_}:‘—}’m'“_%i*ym,
dym
Sm1 V1 -+ Smo Vo2 -+ - - —l—smmym+smm+1§7

fir z=1y, ergibt sich S, als Sequente dieses Systems. Das System

geht aus S, hervor, wenn man fiir die Abgeleiteten von z neue
Variablen einfiihrt.

*) Ein dhnlicher Satz findet sich in Herrn Scnvesingers Bericht iiber
die Entwicklung der Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 1865
(Leipzig 1909), S. 20: ,,Bildet man die Ausdriicke ryy;, 41y ¥+ ... +1, ¥,
wo die rj, r,, ..., r, Funktionen des Rationalititshereiches bedeuten, 50
gehdren alle Differentialgleichungen, denen diese Ausdriicke geniigen (d. h.
die von uns sogenannten Sequenten), zu derselben Art.* DaB unsere

Einschrankung, wonach S eine koordinierte Sequente sein mull, wesent-
lich ist, lehrt das Beispiel d— -y, =0, % = 0 fiir den Rationalitétsbereich
aller Konstanten, Bei diesem zerfallenden System ist jede der zwei
Differentialgleichungen, aus denen sich das Systemr zusammensetzt, Se-
quente des Systems, ohne daB diese beiden Sequenten von derselben Art

sind,

o=
f
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Fur das folgende Theorem geniigt es zu wissen, da fiir jeden
Differentialausdruck S; wenigstens ein Differentialsystem existiert,
das 5; zur koordinierten Sequente hat. Im folgenden Paragraphen
werden wir dann das allgemeinste System angeben, das einen vor-
gelegten Differentialausdruck zur Sequente hat. Auf Grund der
Satze I und Il im §4 kann man folgendes charakteristische
Kriterium dafir aufstellen, dafl sich ein Differentialausdruck S,
mn der durch S; bestimmten Art befindet:

Lehrsatz: Von zwei Differentialausdriicken S,
und S, ist S; dann und nur dann in der durch S, be-
stimmten Art enthalten, wenn es ein Differential-
system gibt, dessen Funktionenzahl gleich der Ord-
nung von S, ist, und das sowohl S; als auch S, zu
Sequenten hat.

§ 6.
Der Artbegriff fiir Differentialsysteme.

Zur Erledigung der Frage nach der Gesamtheit aller Diffe-
rentialsysteme, bei denen ein vorgelegter Differentialausdruck
Sequente sein kann, ist die Betrachtung des Artbegriffs bei
Differentialsystemen erforderlich. Es soll hierfiir nur folgende,
die Integralexistenz nicht bentitzende Definition gegeben werden:

Definition (A’;). Ein Differentialsystem B

dz; |.
biy 2y + bip 22 - - +bimzm+bim+1£ (1=1,2,...,m)

fiir m Funktionen heiBt in der durch ein Differential-
system U
dyi .
8 ¥t + 8z Yot -+ 8in Yo+ 8wy 3 (1——‘1,2,---,11)
fir n=ZmFunktionen bestimmten Art enthalten, wenn
eine Matrix

P11 P o
P21 Pag -

SB: ‘p‘mlpmz “““ ‘
0 0....

0 0....0

A AR 1%
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vom Range m mit Elementen p; (i=1,2,...,m; k=1,2,...,‘n)
aus dem Rationalitiatshereich existiert, so daB die
Gleichung zwischen quadratischen Matrizen

BF— — P+ FY
besteht. Hierbei hat B die schon friher erwihnte Be-
deutung; es 1st

&1 &y 8
A p-1 Afn-41 d1n+1
. e ap dgg dgn I i
U= 8251 A2n41 agpyy | U™
ant Ang dpn
i' Qnn-+1 Ann4t Annt1
D1y by . bm 00-..-0
blm -1 blm +1 blm +1
B = Doy bmy . bum 00...0
bmm'H bmm+l bmm—{-l
| 0 O rveerennnes 0
0 [ JRTPI 0 00-0

Fir den Fall m=n ist diese Bezichung symmetrisch; alsdann
sagt man, dall die Differentialsysteme % und B von der-
selben Art sind. Ist m<n, so soll das Differentialsystem B
als dem Differentialsystem 2 subordiniert bezeichnet
werden. Den Artbegriff fiir m=n hat Herr ScHLESINGER?) ein-
gefithrt, und er ist dabei auch fiir den Fall m =n zu der oben
angegebenen Matrizengleichung gelangt, die zwischen den Koeffi-
zienten zweier Differentialsysteme derselben Art bestehen muB.
Die folgenden Sitze, die sich ohne die Integralexistenz beweisen
lassen, finden sich aber auch fiir m=n nicht in der Literatur:

LehrsatzI. Der Artbegriff ist transitiv, d. h. ist das
Differentialsystem B in der durch ein Differential-
system A und ferner € in der durch das Differential-
system B bestimmten Art enthalten, so ist € in der
durch A bestimmten Art enthalten.

1) L. ScuLEsiNGER, Vorlesungen iber lineare Differentialgleichungen,
Leipzig und Berlin 1908, S. 105 und 8. 118.
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Lehrsatz II. Ist S, eine koordinierte Sequente des
Differentialsystems B und ferner eine beliebige Se-
quente von A, so ist B in der durch das Differential-
system U bestimmten Art enthalfen.

Lehrsatz III. Jede Sequente von B ist, wenn B in
der durch U bestimmten Art enthalten ist, auch eine
Sequente von L.

In diesen Sitzen ist enthalten:

Das allgemeinste Differentialsystem, bei dem ein
vorgelegter Differentialausdruck §, Sequente sein
kann, findet man, indem man irgend ein zu S, koordi-
niertes Differentialsystem B bestimmt. Jedes Diffe-
rentialsystem A, das in der durch es bestimmten Art
das System B enthédlt, und auch nur ein solches System
A hat S; zur Sequente.

Nach Lehrsatz IIT miissen zwei Differentialsysteme derselben
Art die namlichen Sequenten haben. Die Ubereinstimmung in
den Sequenten ist aber nicht geniigend, damit zwei Differential-
systeme von derselben Art sind, es sei denn, daB man weill, ein
jedes von ihnen besitzt eine koordinierte Sequente. Es gibt
ndmlich auch Systeme ohne koordinierte Sequenten, z. B. das

d . . :
System % — yl,gx—a— y. fiir den Rationalitdtsbereich aller

Konstanten.
§ 7.
Die Irreduzibilitit eines Differentialsystems.

Es soll nunmehr der wichtige Begriff der Irreduzibilitit
eines Differentialsystems definiert werden.

Definition (J,). Ein Differentialsystem % heiBt
irreduzibel, wenn es wenigstens eine irreduzible Se-
quente besitzt, deren Ordnung gleich der Zahl der
Funktionen des Systems ¥ ist; sonst heiBt das System
reduzibel.

Aus Lehrsatz IT des § 4 folgt leicht, daB alle Sequenten eines
irreduziblen Differentialsystems 9 fir n Funktionen irreduzibel
und n*" Ordnung sind. Demnach ist ein Differentialsystem I
fir n Funktionen reduzibel, wenn es wenigstens eine Sequente
besitzt, die entweder reduzibel oder niedriger als n** Ordnung ist.
Die Existenz einer reduziblen Sequente bedingt aber nach Satz I
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des § 4 und nach § 2 stets das Vorhandensein einer Sequente
niedrigerer Ordnung. Infolgedessen kann man auch folgende mit
(J,) aquivalente Definition aufstellen:

Definition (J,). Ein Differentialsystem % heifit
irreduzibel, wenn dasselbe keine Sequente von niedri-
gerer Ordnung besitzt, als die Anzahl der Funktionen
des Svstems betrdgt; sonst heifit das System A re-
duzibel.

Man kann beweisen, dall auch folgende Definition dquivalent
mit den Definitionen (J,) und (J,) ist:

Definition (J;). Ein Differentialsystem 2 heiBt
irreduzibel, wenn es kein ihm subordiniertes Diffe-
rentialsystem gibt, sonst heillt es reduzibel.

Die Definitionen (J,) und (J;) stimmen mit denjenigen tiber-
ein, die Herr ScHLESINGER In seinen schon oben zitierten Vor-
Jesungen tiiber lineare Differentialgleichungen, Seite 105 bezw.
Seite 158 gibt. Unter Verwendung der Integralexistenz soll
noch folgende neue Definition fir die Irreduzibilitit eines Diffe-
rentialsystems aufgestellt werden, die mit den Definitionen (J,),
(Jo) und (J;) dquivalent 1st.

Definition (J,). Ein Differentialsystem ¥

A Y1+ 2 Vet o A @i Vo + ain—{-l%}}% (i= 1,2,. ..,n)
heiflt irreduzibel, wenn es keine Funktion », gibt, die
fir v, gesetzt, gleichzeitig das Differentialgleichungs-
system

AL Y1+ ¥o =+ - 4+ 8 Yo+ Bin+1%yx‘i= (i ==1,2,.., n)
und irgend ein solches!) fir weniger als n Funktionen
mit Koeffizienten aus dem Rationalitdtsbereiche be-
friedigt; sonst heilt das System reduzibel

Die Definition (J,) ist das Analogon zu der Defimition der
Irreduzibilitit einer einzigen linearen homogenen Differential-
gleichung bei Verwendung der Integralexistenz, wie sie Herr
FropE~xius in seiner grundlegenden Arbeit?) eingefiihrt hat,
nimlich: Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koef-
fizienten aus einem Rationalitiitsbereiche heiBt irreduzibel, wenn
sie mit keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer

Y)qf}—lj_ebenfalls linear homogenes erster Ordnung (vgl. Anm. 1 auf 8. 3).
2) Journal f. reine u. angew. Math, 76, S. 237 (1873).
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Ordnung, die ebenfalls Koeffizienten aus demselben Rationalitits-
bereiche hat, ein Integral gemeinsam hat. DaB man den Begriff
der Irreduzibilitdt auch fir ein Differentialsystem in der namlichen
einfachen Weise definieren kann, ist meines Wissens noch nicht
ausgesprochen worden.

Man beweist: Fiir ein irreduzibles Diiferentialsystem
A gibt es auch niemals eine Funktion v, wobei i eine
aus den Zahlen 2,3,...,n bedeutet, die fiir V; gesetzt,
gleichzeitig das zu A zugehirige Differentialsystem
und irgend eines fir weniger als n Funktionen mit
Koeflizienten aus dem Rationalititsbereiche befrie-
digt.

Durch den letzten Satz ist die Bevorzugung, die y, in der
Definition (J,) einnimmt, beseitigt, und man kann in (Jg) fir y,
auch eine der Gréfien y; (i=2,3,.. ., n) treten lassen.

Von neuen Satzen, die mir iiber die Irreduzibilitit der Diffe-
rentialgleichungssysteme noch weiter bekannt sind, sei hier nur
angefithrt:

I. Gibt es eine Funktion 7w, die gleichzeitig unter
den Integralen zweier Differentialsysteme mit Koef-
fizienten aus dem Rationalitidtsbereiche auftritt, so
sind nicht beide gleichzeitig irreduzibel, ausgenom-
men, dall sie beide gegenseitig von derselben Art sind.

II. Zu jedem Differentialgleichungssystem gehért
wenigstens ein irreduzibles, so daB jedes Losungs-
system des letzteren ein Teil eines Losungssystems
des ersteren ist.

Fur die beiden folgenden Sitze setzen wir voraus, daB der
Rationalitatsbereich alle Konstanten enthilt. Alsdann gilt:

II. Sind 9, und g, (x=1,2,..., n) zwei partikulire
unabhingige Integralsysteme eines linearen homo-
genen Differentialgleichungssystems und besteht
eine Beziehung (a) {=rvy,9; + YaMe+ oo+ Yo7y Wobei
Y Yz ..o, Yo dem Rationalitatsbereich angehiren, so
1st das System reduzibel. Unter der weitergehenden
Voraussetzung, daB statt einer einzigen solchen Bedingung (a)
deren n bestehen, ist dieses Theorem von. Herrn ScHLESINGER in
seinen Vorlesungen, Seite 117 hergeleitet und als Satz von
FroBeN1us!) bezeichnet worden.

W FrosENIus, Journal f. reine u. angew. Math. 76, 268.

Sitzungsberichte d. Heidelb, Akademie, math.-naturw, K1. A. 1913, 17. Abh. 2
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IV. Irgend ein irreduzibles lineares homogenes Dif-
ferentialgleichungssystem % erster Ordnung fiir n Funk-
tionen habe einen Teil %, v,, ..., 9, (v<n) eines partiku-
liren Integralsystems w;, %, ...,%, mit irgend einem
(nicht notwendig linear homogen vorauszusetzenden?))
Differentialsystem ® beliebiger Ordnung fir v Funk-
tionen gemeinsam. ® habe ebenso wie A nur Koeffizien-
ten aus dem Rationalitdtsbereich. Alsdann kann man
stets wenigstens ein Fundamentalsystem von Losungen
des linearen Systems A finden, sodaB die ersten v Funk-
tionen jedes der n Integralsysteme, die das betreffende
Fundamentalsystem von % bilden, auch dem Differen-
tialsystem © geniigen. Ich hebe noch ausdriicklich hervor, dafl
deswegen durchaus nicht die ersten v Funktionen jedes Integral-
systems von A auch dem System D zu geniigen brauchen, da
letzteres nicht linear homogen sein muB. Bemerkenswert an Satz IV
erscheint, daB die Irreduzibilitat ankniipfend an ausschlieBlich lineare
homogene Differentialsysteme erklirt wurde, also anders wie bei
Herrn KOENIGSBERGER in scinem Lehrbuch der Theorie der Diffe-
rentialgleichungen mit einer unabhéngigen Variabeln (Leipzig 1889,
S. 155), und man auch von dem hier eingenommenen Standpunkte
aus eine Aussage iiber das Verhalten der Integrale des linearen
homogenen Systems ¥ zu einem beliebigen (also nicht notwendig
linearen) System 9 machen kann.

Satz IV kann erweitert werden, indem man die
Forderung der Irreduzibilitat des Systems A fortlaBt
und hierfiir die schwichere Voraussetzung macht, daB
die n Funktionen w;, v, ..., %, ein solches partikulires
[ntegralsystem von % bilden sollen, sodaB keine der
n Funktionen v, 7, ..., 7, einem linearen homogenen
Differentialgleichungssystem erster Ordnung fir weni-
ger als n Funktionen geniigt. Z. B. ist fiir das reduzible
lineare homogene Differentialsystem 9 ’

d d d o
e V=0 5 =0, 6y, 19y, 8y, —0

X

ein derartiges partikuldres Integralsystem u,, g, N3, Wie Wir es bei

der Erweiterung des Satzes IV voraussetzen, das Funktionensystem

1) Durch die Voraussetzung der Irreduzibilitat von ¥ ist iibrigens nach
Definition (J,) ausgeschlossen, daB fir »<C n das Differentialsystem D
linear homogen und erster Ordnung sein kann.

— X

P
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dn _ dn,.

dx '™ dx

denn keine der drei Funktionen w, n, 73 geniigt einem linearen
homogenen Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir we-
niger als drei Funktionen, wenn als Rationalitidtsbereich der
aller Konstanten gewdhlt wird. Wie die Ausrechnung lehrt,
geniigt n; dem Differentialgleichungssystem D fiir eine Funktion:

2 2 :
zy dY1 __ (dyl) ‘—‘4}"1 le +4y12=0.

My = X2, my =

1 dx? dx dx

Entsprechend der Erweiterung des Satzes IV kann man tatséch-
lich ein Fundamentalsystem von U aufstellen, so daB die bei ihm
fir y, in Frage kommenden Funktionen der Differentialglei-
chung D geniigen, z. B.

N = X2e gy = 2% - 2xe |- x2e, 7y = e | 4x el L hx2em,
Deswegen befriedigt nicht jede lineare homogene Kombination
C; M1+ CoMiz + €3 Mgz it konstanten Koeffizienten die Differential—
gleichung ®; so wird diese z.B. nicht befriedigt durch %, = xe?*
(vgl. meinen Aufsatz in den math. Annalen 70, S. 106).

§ 8.

Die vollstandige Reduzibilitdt eines Differentialsystems.

Zum SchluB soll noch der von mir eingefiihrte Begriff der
vollstéindigen reduziblen Differentialgleichung oder des vollstéandig
reduziblen Differentialausdrucks (Math. Annalen 62, S. 95) auf
ein Differentialsystem ausgedehnt werden. Ein Differentialaus-
druck war als vollstindig reduzibel defintert, wenn er das kleinste
gemeinsame Vielfache irreduzibler Differentialausdriicke ist. Fiur
Differentialsysteme geben wir folgende

Definition: Ein Differentialsystem heiBt vollstdndig
reduzibel, wenn es mit einem zerfallenden Differential-
.system von derselben Art ist, dessen einzelne Bestand-
teile irreduzible Differentialsysteme sind. Ein Diffe-
rentialsystem fiir n Funktionen heiflt zerfallend, wenn-
es vom Typus:

: dZi
Vi1 Z1 + Vig2 Z2 + -+ + Viym, Zm, + Vin41 d_xl h=12...,m,
Vi, i, my4-1 Zm+ 1 Vi, + iy, my 4+ 2 Zm, -2+ + Vi, iy, my + m, Zm, 4+ m,

Vo Zmi+ip |,
m, +iy, n41 dx b=12..,,m

2%
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1st, also eine zerfallende Matrix der Koeffizienten
VON 2y, 2, ...,2n besitzt.

Fir vollstandig reduzible Differentialsysteme seien folgende
Satze angegeben:

I. Jede Sequente eines vollstindig reduziblen Dif-
ferentialsystems 1st ein vollstidndig reduzibler Diffe-
rentialausdruck. Diese Tatsache ist fir ein vollstéan-
dig reduzibles Differentialsystem charakteristisch,
d. h. jedes nicht vollstdndig reduzible Differential-
system hat wenigstens eine nicht vollstindig redu-
zible Sequente.

II. Ein vollstindig reduzibler Differentialausdruck
kann nur bei vollstdndig reduziblen Differential-
systemen koordinierte Sequente sein.

In meiner zu Anfang dieses Paragraphen zitierten Arbeit,
Math. Ann. 62, S. 106, habe ich folgenden Satz bewiesen: Em
vollstindig reduzibler Differentialausdruck ist entweder nur auf
eine einzige oder auf unendlich viele Weisen kleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler Differentialausdriicke. Fiir die letztere
Gattung von Differentialausdriicken gilt nun folgender

Satz: Notwendig und hinreichend, damit ein Diffe-
rentialausdruck auf unendlich viele Weisen kleinstes
gemeinsames Vielfaches irreduzibler Differentialaus-
dricke sein kann, ist, daB er sich als koordinierte
Sequente eines solchen vollstindig reduziblen Dii-
ferentialsystems auffassen laBt, das zwei iiberein-
stimmende irreduzible Bestandteile besitzt.

Ich bemerke noch, daB man fiir jedes beliebige lineare homo-
gene Differentialsystem %A ,,die in der durch % bestimmten
Art enthaltenen groBten vollstdndig reduziblen Dif-
ferentialsysteme’ einfithren kann; alsdann lassen sich #hn-
liche Untersuchungen anstellen, wie ich sie fiir einzelne Diffe-
rentialausdriicke in der zitierten Annalenarbeit durchgefihrt habe.

Freiburg i. B., 14. Mai 1913,




